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CAPITULO L. INTRODUCCION

Los Problemas de Localizacion se presentan cuando los encargados de tomar decisiones
deben seleccionar el sitio en que se ubicaran una o varias instalaciones. Por instalacidn debe
entenderse cualquier servicio pablico o privado. Come gjemplos de tales servicios tenemos:
hospitales, estaciones de policia y bomberos, bancos, oficinas, escuelas, bibliotecas, estadios
deportivos, estaciones de gasolina, plantas de tratamiento de aguas negras y de basura,
aeropuertos, parques, plantas industriales, centros comerciales, mercados, etc.

Una forma de clasificar los problemas de localizacion es en términos de la disponibilidad
de sitios opcionales que se copsideran como candidatos para ubicar las nuevas instalaciones.
Si hay una lista de sitios especificos en consideracidn, el problema se denomina problema de
espacio discreto. Por otra parte, si las nuevas instalaciones se pueden situar en cualquier
parte dentro de un area, el problema se clasifica como uno de espacio continuo. Por gjemplo,
si tratamos de reubicar el centro de distribucion de PEMEX ubicado en Azcapotzalco v la
administracién ha indicado que se debe trasladar el centro ya sea a Pachuca, Salamanca o
Toluca, entonces se esta tratando con un problema de localizacion discreto, y en este caso se
ests tratando de una sola instalacion. Pero si la administracion desea considerar fodos los
puntos posibles del centro del Pais en lugar de dar tres sitios especificos, entonces se trata de
un problema de localizacién de espacio continuo 'y también de una sola instalacion.

Otra forma de clasificar a los problemas de localizacion es en términos de la cantidad de
servicios a localizar. Un problema de locatizacion se clasifica como problema de una sola
instalacién si implica la determinacién del sitio para una sola instalacién. Si el problema
incluye la seleccion simultanca de sitios de localizacién para varias instalaciones, se
denomina problema de localizacidn de instalaciones miltiples.

Y por ultimo, podemos hacer una clasificacion de los problemas de localizacion en
términos de las capacidades de los servicios. Si la capacidad de cada servicio es ilimitada,
entonces un solo servicio es sufuciente para satisfacer la demanda total. Cuando se tienen
capacidades ilimitadas, se trata de Problemas de Localizacién de Servicios sin Restricciones
de Capacidad. Por otro lado, si la capacidad de cada servicio es /imitada, entonces puede

ocurrir que un solo servicio no pueda satisfacer toda la demanda de los clientes, en estos



casos la capacidad de cada servicio es de importante consideracién. A este tipo de problemas
se le llama Problemas de Localizacion de Servicios con Restricciones de Capacidad.

El problema que se considera en este trabajo de investigacion es el Problema de
Localizacion de Servicios sin Restricciones de Capacidad, el cual estd dentro de la
clasificacion de los problemas de espacio discreto.

En los modelos de localizacion discretos generalmente se tiene un balance entre
simplicidad y verosimilitud'.

Estos modelos son flexibles porque permiten elegir cualquier medida de distancia y
cualquier conjunto finito de sitios como localizaciones factibles. Sin embargo, la solucidn de
estos modelos puede ser un asunto dificil y complejo.

Existen varios algoritmos para tesolver el problema de localizacion de servicios sin
restricciones de capacidad o mas frecuentemente Hamado Problema de Localizacion de
Servicios Simple (PLSS). El adjetivo "simple” en el PLSS, ahora ampliamente aceptado como
sinénimo de "sin restricciones de capacidad” fue originalmente mencionado por Spielberg
(1969). Y el primero en formular formalmente el PLSS se dice que fue Balinski en 1966.

Hay algoritmos exactos y algoritmos heuristicos para resolver el Problema de
Localizacién de Servicios Simple. El algoritmo que se presenta en este trabajo requiere de
algunas etapas heuristicas como lo son la fase Iy II: Nivelacion Dual y Pulido del Primal, no
siendo as{ 1a fase TI: 1a fase de Ramificacion por Seleccion, esta ltima es un método exacto.
Cuando las fases 1 y 11 liegan a la solucién optima, entonces ya no se requiere completar la
solucion del PLSS con la parte exacta del algontmo.

Con el trabajo de investigacion de la tesis doctoral de Ricardo Aceves Garcia [1}, surgid el
motivo de probar si funcionaba en el Problema de Localizacién de Servicios sin
Restricciones de Capacidad su forma de repartir el costo fijo 2 los clientes. Al ir
desarrollando esta prucba se vio que se generaban algunas complicaciones, las cuales se
podian evitar si se cambiaba esa forma de repartir los costos fijos; es asi como surgié una
nueva idea de repartir el costo fijo de un servicio y agregarlo al costo variable de cada

cliente,

! Tomado de la Tests Doctoral de Ricardo Aceves Garcia.[1]
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Il objetivo de este trabajo de investigacion es resolver el Problema de Localizacion de
Servicios Simple (PLSS) de una manera sencilla. Por lo tante desarrollamos y probamos un
métode para resofver el PLSS, que a través de una "Nivelacion Dual”, (fase 1), v un "Pulido
del Primal”, (Fase II), muchas veces se obtiene la solucién dptima del problema. Y en
algunos casos, en los cuales hay violacion de las condiciones de holgura complementaria, no
es suficiente la fase Il aplicada dl final de la nivelacion duadl, en estos casos se parte de los
resultados obtenidos en estas dos fases para realizar la fase Ill, que llamamos "Ramificacion
por Seleccion”. Cabe mencionar que en la mayoria de los casos, la nivelacion dual nos
proporciona una solucion muy cercana a la solucion optima del problema, esto implica que
cuando se requiere la fase de Ramificacién por Seleccion, la busqueda de la solucién dptima
es rapida.

El contenido de este trabajo se da enseguida: En el capitulo I, se da una idea general de lo
que es un Problema de Localizacion y su clasificacion. Como el algoritmo que se desarroila
en este trabajo resuelve el Problema de Localizacidn de Servicios Simple (PLSS), el cual es
un problema que pertenece a la clasificacion de los Problema de Localizacion Discreta, en el
capitulo II se dan las familias que se consideran prototipos de los Problemas de Localizacién
Discreta sin Limites de Capacidad. En el capitulo I1I, se da la complejidad computacional del
problema abordado (PLSS). Para poder formalizar €l problema considerado en este trabajo,
en el capitulo IV se da el planteamiento matematico del problema de localizacion de
servicios simple y su factibilidad. El algoritmo propuesto considera €l dual del PLSS, es por
eso que en el capitulo V se dan las propiedades de la dualidad en este problema, en este
capitulo también se demuestran las condiciones de optimalidad en las que se basa el
algoritmo propuesto. Para conocer algunos de los algoritmos que existen para resolver el
PLSS, en el capitulo VI se presentan dos métodos conocidos que resuelven este tipo de
problemas. En el capitulo VII se da la descripcion del funciopamiento del algoritmo
propuesto, indicando las fases que lo componen. En el capitulo VII se recopilan los
resultados que se obtuvieron de algunos de los problemas que se resolvieron con el algoritmo
que se presenta en este trabajo de mmvestigacién. Y por filtimo, en e} capitulo IX se dan las

conclusiones a las que se llegd con el algontmo desarrollado en esta tesis.



CAPITULO I1. PROBLEMAS PROTOTIPO DE LOCALIZACION
DISCRETA SIN LIMITES DE CAPACIDAD.

2.1 INTRODUCCION

Se inicia esta parte con una explicacion de algunos conceptos relacionados a redes en

general, los cuales servirdn para la explicacién de los problemas prototipo de localizacion.

Las familias que componen a los problemas prototipo de localizacidn son cuatro:

a)
b)
¢)

d)

Problemas p-Median, p-MP.

Problemas p-Center, p-CP.

Problema de Localizacion de Servicios sin restricciones de capacidad (Problema de
Localizacién de Servicios Simple), PLSS.

Problema de Asignacién Cuadratica, PAC.

Se consideraran ejemplos de los problemas p-Median, que incluye una versién como
red y la version "bipartita” que es mas general. Siguiendo en 2 misma linea, se discuten
los problemas p-Center y después se procede con el problema de localizacion de
servicios simple (PLSS), el cual se parece al problema p-Median pero incluye otras
propiedades importantes. Se bosqueja el Ilamado Problema de Cobertura de Conjuntos
como un caso especial del PLSS, aunque quiz, la coleccion de tales problemas podria
constituir por si mismos una familia mas de los problemas de localizacién. Las primeras
tres familias: p-Median, p-Center, y el PLSS, comparten varias caracteristicas en
comun, es por eso que después de describirlos a estos tres tipos de problemas, se
presenta una formulacion unificada de éstos. Después se presenta el p-Problema de
Localizacion de Servicios Simple, el cual es un modelo hibndo que combimna
caracteristicas del problema p-Median 'y del PLSS. El cuarto y ultimo problema
prototipo, es el Problema de Asignacion Cuadratica (PAC) el cual tien; una esencia
diferente a las otras tres familias ya mencionadas.



2.2 CONCEPTOS BASICOS DE REDES ,

La red no dirigida N =(/,4) mostrada en la figura (1) consiste de un conjunto
V= (Vs Vy) de 8 nodos y un conjunto
A= ([v,,,vl,]é[vb,V,,],[va,vc]é[vc,va1...,[vg,v,,]éh>,,.vgj)de 12 pares N0 necesariamente
ordenados de nodos distintos en V. Cada par, por ejemplo [v,,v, b]v,.v,] de nodos en 4 es
un arco en N. Con cada arco lv,.,ij estd asociado un niumero real positivo a(v,.,vj)
llamado 1a longitud de ese arco. De este modo, alv,,v,)= al(v,,v,)=8 se refierc a la
longitud del arco [vd,v,,], esto puede ser interpretado como "la distancia entre v, y v, es de
8 millas" o "¢l tiempo de recorrido entre v, y v, es de 8 minutos” o "el costo de envio por

unidad desde v, hasta v, a través del arco [v,,v,] es de 8 délares”.

Los arcos son algunas veces transitables en una sola direccion (por ejemplo calles de un

solo sentido). Este caso se muestra en la figura (2).

Fig. (1) Fig (2)

Un arco de una red dirigida es un par ordenado de distintos vértices. En esta parte de
nuestro trabajo, nos interesa la ted no dirigida de la figura (1) para definir algunos

conceptos.

Informalmente, una ruta entre v, y v, en N es una secuencia de arcos, por ejemplo

[v‘_,va],[va,vd],[vd,v lea cual conecta a los nodos v, y v,. Una notacion convencional para



esta ruta puede ser escrita como(c—a—d ~ f). En general, la longitud de una ruta es la
suma de las longitudes de los arcos que la constituyen; para este ejemplo particular la
longitud de la ruta es igual a alv,v)+alv, v, )+ adv,.v,)=8+4+5=17. Tal como
parece, sin embargo, hay varias rutas emtre v, y V.. Otra ruta es por ejemplo:
(c—h—d-f) de longitud 25, (c~b-a—c—d~-f) de longitud 32 y (c-d—f) de
longitud 10. La ruta {c—b—-a-c—d— f) incluye el ciclo {c-b-a~c) Para un par de
nodos en una red, estamos interesados principalmente en esie caso, en una rufa corta, que
es ]a ruta de minima longitud que conecta a dos nodos. Las rutas /ibres de ciclos pueden
proporcionar las mejores rutas que hay entre dos nodos. Claramente, si consideramos a
todas las rutas libres de ciclos que conectana v, y v,, vemos que la ruta (c-d-f)esla
ruta mas corta.

A la ruta mas corta entre los nodos v, y v en una red N, la llamaremos P[v,,vjl su
longitud es d(vi,v j) también referida como la distancigentre v, v v,

Para nuestro trabajo se supondra que todas las longitudes de los arcos son positivas; de
aqui que la distancia entre dos nodos distintos sera también positiva. También supondremos
que no se permitiran arcos que conecten a un mismo nodo. Sin embargo, a veces es Practico
considerar la distancia de un nodo a él mismo, en nuestro caso, definimos tal distancia con
valor de cero.

La red de la figura (1) la presentamos ahora en la figura (3) acompafiada por una matriz

D simétrica de (8x 8) de las distancias entre cualquicra de los (‘;): 28 pares de los

distintos nodos en N.

v,

v, |7 07 1115 16 1919
s o7 0 s e w032
vl s 0o s 8 srf’
v, [ 815 16 11 0 6 9 19
v Y 6 It 3 6 03 13
v (12 1y 13 8 ¢ 3 0 (!
v, (12 19 12 8 19 13 1 )

Matriz D




2.3 PROBLEMAS P - Median: p- MP

Supongamos ahora que cada uno de los ocho nodos en N corresponde a un cliente, y
que el j~ésimo cliente tiene una demanda fija de w, unidades (por periodo) para un cierto
servicio, la cual es independiente de la localizacion (ubicacidn) del servicio que la satisfara.
Ademds, supongamos que cada nodo es un lugar potencial de los servicios, los cuales
pueden producir cualquier cantidad de beneficio y enviarlo a través de los caminos
representados por los arcos de N. Todos los servicios estin controlados por una sola
compaifiia que tiene control completo sobre el nimero de servicios a ser abiertos y su
localizacion.

Para obtener el primer modelo de localizacidén discreto, partimos de una clara estructura
de costos. Sea ¢; = wjd[v,,v_l.) el costo total incurrido si todas las unidades w, demandadas
por el cliente ; son surtidas por el servicio /.

Supongamos que todos los clientes tienen una demanda unitaria, esto €s que w, =1,
entonces ¢, = w,d v,.,vj) ¢s simplemente la distancia entre los nodos v, v v,. Entonces la
matriz de (8 x 8), C = &, } serd idéntica a la matriz D de la figura (3).

Los servicios pueden estar en cualquiera de los siguientes dos casos: abierto o cerrado.
El servicio ise llama cerrado si no es colocado en el lugar v, y por tanto los clientes no
pueden ser atendidos desde este lugar o por este sitio. Un servicio se llama abierto en el
case contrario, y a menos que se especifique lo contrario, los servicios abiertos son de
capacidad ilimitada en el sentido de que éstos pueden satisfacer incluso a todos los clientes.

Para un valor dado de pespecificado, el llamado problema p—median establece
p servicios en p lugares potenciales y satisfard a cada cliente desde un subconjunto de los
servicios establecidos, tal que las demandas de todos los clientes sean satisfechas y tal que
los costos totales incurridos sean minimizados.

El problema p—medienes una formulacion prototipo que refleja a muchos problemas
reales de localizacion. Frecuentemente es empleado como punto de partida en casos donde,

por gjemplo, debido a otras consideraciones de estrategia, se debe decidir establecer un



numero predeterminado de nuevos servicios para satisfacer nuevas demandas o para
modificar una estructura de servicios existentes, tal que se tenga pnuevos (y/o
restablecidos) servicios.

Aunque el requenmiento "exactamente pservicios” puede ser algo riguroso, en
aplicaciones précticas p es frecuentemente considerado como un parametro, permitiéndose
insignificantes variaciones. Solamente los nodos de N se consideran como lugares
potenciales para los servicios a establecer.

El p—MP es también un ejemplo de un problema tipo, esto es, un ejemplo de una
pregunta general a ser respondida, usualmente en términos de la asignacién de valores
especificos a un conjunto de variables tales que la solucion resultante satisfaga ciertas
propiedades. Los algoritmos para resolver un problema bien definido pueden ser propuestos
sin tener en cuenta los valores especificos de los pardmetros del problema; para el caso de
los p—MP,éstos dependen de P, del nimero de renglones y columnas de € y de cada
¢, individual. Sin embargo, si todos los valores de los parametros se especifican, entonces
hablamos de una instancia de datos o mejor dicho de una instancia del correspondiente
problema.

Supongamos que p =3 y que estos tres servicios han sido localizados en los nodos
Vs,V ¥ ¥, , Tespectivamente. Consideremos un cliente localizado en v,. EI costo total por
satisfacer la demanda del cliente f desde cada servicio serd: 16, 3 y 13 respectivamente. En
términos de costos, ningin beneficio se obtiene si la demanda se satisface por dos o mas
SeTvicios, la eleceion dptima es simplemente satisfacer toda la demanda de f por un solo
servicio (ya que éstos tienen capacidad ilimitada) en este caso, el servicio localizado en
g seria el de mejor costo. Para un cliente localizado en v,, los costos serian 11, 8 y 8
respectivamente. En este caso el costo por satisfacer al cliente es de 8, el cual daria lo

mismo que entre v, ¥y v, lo satisfagan o exclusivamente v,0 v,. Pero nuevamente

caemos en lo mismo, nada se ganaria por que mas de un solo servicio satisfaga al cliente, si
este serviclo tiene capacidad ilimitada, lo cual implica que €l solo puede satisfacer la

demanda del cliente ubicado en v, Sin embargo, csta observacién podria parecer



determinante. El hecho de que solamente se tienen que considerar soluciones donde cada
chiente sea surtido por un solo servicio, conlleva a una significante regla para la apreciacion
del problema, asi como para los algoritmos desarrollados para su solucién. En este

contexto, es usual decir que los p - MP poseen la propiedad de una sola asignacion.

Para una mairiz dada de costos, C y especificando el nlunero pde servicios a
establecer, tenemos una instancia de datos completa de un p-AMP. Para p=1y con C
tomada como la matriz de costos dada en la figura (3), el costo total por atender a todos los

clientes desde un solo servicio es igual a la suma de todos los c; correspondientes al

renglon. Estos costos se dan en la tablal.

Servicio localizadoen | v, v, v, v, v, v, v, v,
Costo Total 60 94 71 52 84 62 75 94
Tabla 1

Asi, una solucion optima para el 1- MP (o para €l p— MP, p =1) es ubicar un servicio

en el nodo v,. Este nodo es entonces el "median” (nodo activo) de la red V. Para p=2
. 8 - - :
existen (ZJ = 28 distintos pares de nodos donde dos servicios pueden ser localizados.

Supodngase ahora que los servicios estan establecidos en los nodos v, y v,. Para minimizar
el costo total, jcomo deberan ser arreglados los envios de los servicios hacia los ocho
chientes?.

La propiedad de una sola asignacion nos da la respuesta: cada cliente es surtido

solamente desde un servicio abierto, donde el costo ¢;; correspondiente sea ¢l mas

Y
pequeiio. En otras palabras, consideramos solamente una submatriz de C la cual consiste

de los renglones v_y v, y escoger el minimo de cada columna, dando los siguientes costos

que se muestran en la tabla 2.




Servicio Cliente ubicado en Costo
v r v, v, v, Total

o
S
o
<
&'Q!

&

7 0 5 16 10 | 13 12

v

e

11 5 8 8

Va

NS N )
-
Lh
<

Distancia al servicio 7 0 0 11 5 8 8 43

mas cercano

Tabla 2.
Mientras que el ejemplo del 1—-AMP fue resuelta Optimamente por numeracion completa
(todas las soluciones factibles se listaron y el correspondiente costo total fue evaluado), un

enfoque similar para el 2 — MP involucrard la evaluacién y comparacion de 28 soluciones
factibles.

2.4 PROBLEMAS P —Center ( p—CP)
El problema p-center difiere significativamente del p—MP en varios aspectos,

principalmente con respecto al criterio utilizado para valorar la calidad de una solucién

factible. Mientras que el p-—AMP es un problema de suma minima, el p—CPtiene una
funcién objetivo minimax: abrir pservicios y asignar cada cliente a exactamente uno de

ellos, tal que la distancia maxima desde cualquier servicio a cualquiera de los clientes
asignados sea minima. Tal criterio minimax en la fancién objetivo, ocurre frecuentemente
en problemas de localizacion de servicios de emergencia, tales como estaciones de
bomberos, policias y ambulancias. Un criterio comin para la eficacia en la cobertura de
tales servicios, es que cualquier punto de demanda puede ser alcanzado desde el servicio
mas cercano dentro de una distancia dada, iempo o costo.

Un factor adicional que distingue al p—-CP del p-MPes que el nodo con
propiedades de optimalidad no es precisamente obligatorio. Por ejemplo, si un solo servicio
es para atender a dos clientes de igual peso v si el conjunto de localizacion no se restringe a
cualquiera de los dos nodos que representan a esos clientes, sino que también se incluye
cualquier punto sobre e} arco que los conecta, entonces, el cenfer veriamos obviamente que

es €l purmio medio de ese arco. Por simplicidad sin embargo, restringimos en esta parte del




estudio, que el conjunto de localizacion sea cualquiera de Jos nodos de 1a red considerada o
uno de los conjuntos de nodos definidos por una red bipartita. Ademas, para facilitar la

comparacidon de las soluciones del p-~CP y p~MP, regresamos a la misma serie de
ejemplos que se utilizaron en fa descripcion de los problemas p ~ MP.

Consideremos la instancia del p—CP definida por p=1, w,=w,=_.=w, =1y con
la matriz D de distancias como se mostré en la figura (3), para un solo servicio localizado
en algin node de N, la maxima distancia que genera una solucién factible se obtiene

encontrando ¢l elemento mis grande en €l correspondiente renglon de D. Entonces se

obtienen las distancias maximas como se muestra en la tabla 3.

Servicio localizado en: v, v, v, v, v, v, v, v,
Distancia maxima 12 19 16 1 19 16 19 19
Tabla 3.

El center es el nodo v;, el cual por coincidencia fue también el median. Para la
colocacion de dos servicios hay 28 posibilidades distintas. Si por ejemplo, el conjunto de

nodos seleccionados es {v ,vg}, para calcular la méaxima distancia consideramos los

renglones correspondientes, tomamos el mas pequefio en cada columna y registramos el

mas grande como tal distancia, esto se muestra en la tabla 4.

Vo Vs vc Yy ve vf vg vh
v, 9 116 {10 ] 5| 6 | 0 | 3 |13
v 12 19 13 8 9 3 0 11

g

Distancia al servicio 9 16 10 5 6 0 0 13 Maxima

mas cercano distancia=16

Tabla 4.

Por lo tanto el servicio se localizard en v,. Si todas las 28 soluciones factibles se
consideratan, encontraremos que el conjunto del 2-cemteres {v,,v,} con
d(v,,v,)=dv,,v,)= d(v,,v,)= 8como la distancia minimax. El énico tipo de algoritmo

utilizado hasta aqui para resolver instancias especificas del p—AMP o p-CP, ha sido
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enumeracién completa; es decir, evaluar todas las soluciones factibles y escoger la mejor.

2.5 PROBLEMAS DE LOCALIZACION DE SERVICIOS SIN RESTRICCIONES DE
CAPACIDAD (PROBLEMA DE LOCALIZACION DE SERVICIOS SIMPLE): PLSS.

Sea I = {L...,m}un conjunto finito de m posibles Ingares para establecer servicios. El
PLSS trata de satisfacer la demanda de un conjunto de clientes / = {l,...n} con la capacidad

u oferta de un subconjunto de esos servicios potenciales, va sea desde un solo servicio o
varios sim que més de un solo servicio satisfaga a un cliente, esto se debe a que el PLSS
tiene la propiedad de una sola asignacién. Los servicios se suponen que tienen capacidad
ilimitada tal que en principio cualquier servicio puede satisfacer todas las demandas. Dados
los costos asociados con los servicios vy los costos de transporte por enviar desde los
servicios hasta los clientes, buscarnos un plan de minimo costo de produccion y transporte
(en terminos del nimero de servicios establecidos, sus localizaciones, y la cantidad enviada
desde cada servicio hasta cada cliente) satisfaciendo todas las demandas.

Dos aspectos distinguen al PLSS del p — MP : (1) un costo fijo no negativo esta asociado
con cada servicio potencial y se incurre en este costo fijo (micamente si alglin servicio es
establecido, y (2) el niimero de servicios a establecer no esté preestablecido.

El PLSS puede verse como un problema de localizacién para el cual la red subyacente es
bipartita. La red bipartita se muestra en la figura (4).

Servicios Clientes

Fig. (4)
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Con la matriz de costos, C, dada por:

7T 2 w
C={5 o 4 0
o 0 0 2

Si los servicios abiertos estin en {1,2} del conjunto 7, entonces el costo fijo serd
/i + /2 =3+10=13. Entonces los clientes 1, 3 y 4 serdn asignados al servicio 2 con un
costo de ¢, +cy; + ¢, = 5+4+0 =9 mientras que el cliente 2 serd atendido por el servicio
1 con un costo de ¢, =2. El costo total, dado por la suma de los costos variables ¢, mis

f, es

combinaciones de abrir y cerrar servicios, donde m es el niimero de servicios.

los costos fijos (9+2)+13=24. Existen 2" -1=2°-1=7diferentes

Calculando los costos totales para cada una de estas combinaciones, se obtienen los

siguientes resultados:

' Servicios abiertos Costos fijos, f; Costos variabies, ¢, Costos totales
{1 3 o0 00
2} 10 o ©
8} 6 o %
{,2} 3+10 5+2+4+0 24
{1,3} 3+6 T+0+0+2 18
2.3} 10+6 5+Q+0-+0 21
1,23} 3+10+6 5+0+0+0 24
L

Tabla 3.

La solucion dptima es 18, por fo tanto se requiere establecer los servicios en los Jugares

o3}

2.5.1 PROBLEMAS DE COBERTURA DE CONJUNTOS, (PCC)

Como ya se mencioné en la introduccién de este capitulo, el problema de Cobertura de

Conjuntos es un caso especial del Problema de Localizacion de Servicios Simple.

En el problema de Cobertura de Conjuntos se debe "cubrir" cada miembro de un
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conjunto dado (conjunto 1) mediante un miembro aceptable de algin otro conmjunto
(llamado conjunto 2). El objetivo en un problema de cobertura de conjuntos es minimizar el
nimero de elementos del conjunto 2 que se necesitan para cubrir todos los elementos del

conjunto 1.

Consideremos un ejemplo del PLSS, sea m =4 y n = 5,donde todos los ¢, S0n CET0 O

infinito:
0 © w 0 0 2
. 0 0 0 o o 6
C= 0 © 0 o O’f'.“B
o 0 0 0 w 8

la matriz 4 de (4 x 5) con {,} definidos como: a, =1 T =" cntonces 1
y sea la ma e (4 x 5) con g, definidos como: a, = Oparacy_:w,enonces a
1001 1
o 11160
matriz A viene dada por: A=
1010 1
01110

Si un servicio se establece en el lugar / a un costo fijo 7;, éste puede atender al cliente

J con costo nulo (cﬁ = 0) 0 no puede atender al cliente ; con costo ¢; = (¢; =,

indica que Ja nita de transporte P[z', 7] estd bloqueada). En términos de Ja matriz A4,
introducimos una ligera diferencia en la terminologia diciendo que el servicio?, si esta

establecido, cubre a todos los clientes j para cualquier arj =1. Ademds, un subconjunto

Q de indices renglén Q < I = {L,...,m}, define una cobertura del conjunto J = {i,...n} de

indices columna, si Y a, >1 para toda j El costo de una cobertura ( es Y .f, y el
le@ 1€Q

conjunto ponderado del problema de cobertura (cobertura de conjuntos) es encontrar una
cobertura de costo minimo. En particular, para el ejemplo de datos mostrado, una cobertura
optima es {1,2} de costo 2+6=8. Es decir, que con 1 y 2 se cubriri a todos los clientes.

St sucede que todos los costos fijos son iguales a 1, nos referimos al correspondiente

problema de cobertura ne ponderado. En este caso una cobertura Optima es simplemente

14



una cobertura de minima cardinalidad. Si consideramos en el ejemplo de datos esta
modificacion en los f;, las coberturas optimas son {1,2}, {14}y 3,4}

El problema de cobertura de conjuntos relaciona en forma natural con ciertos problemas
de localizacién que involucran restricciones de distancia. Usaremos la red N mostradaen la
figura (3) para ilustrar este aspecto. Supongamos que deseamos determinar el minimo
numero de servicios y sus localizaciones tal que Ia distancia entre un servicio y cualquier

cliente asignado no exceda de 8. La matriz 4 resultante para toda /,j con g, = 1para

a’(v,.,vJ )S 8 o a; = 0 en caso contrario, se muestra en la figura (5).

O U A (R A N S
LiUOT 8 4 8 921
e, 17 0 7 115 16 19 19
e ]® 70 5 16 0
R L R LT T B BN
el s B w6 9w
i, R LR A N RN I S
o v 12019 1308 9 3 0l
e 112019 12§ 19 13 10
L S R N
it 1 1 1 1 0 0 0
8 I T T G U P T |
{1 01 1 0 0 0 0]
vl 0 11 w1 11
[ S 1 A S ¢ T o0
) IV T S T S
el0 0 0 1 o0 110
o o o 1 0 o0 0 1]

Fig. (5) Ejemplo del conjunto de cobertura: a = 1 para d(vi,v j) < 86 0 en caso contrario.

Una solucion optima en este caso (pero ciertamente no en general) es bastante visible:

puesio que un solo servicio no puede cubnr a todos los clientes, el par {v v,} cubre a todos

2

los ellos,

De esta forma, es posible considerar al Problema de Cobertura de Conjuntos (PCC)
como una base para el analisis de problemas, los cuales puedan interpretarse como la
localizacion de un subconjunto de nodos en una red, tal que todos los nodos de la red sean
cubiertos. El PCC también es un modelo adecuado para analizar una amplia variedad de

otros problemas de optimizacion discreta.



2.5.2 FORMULACIONES MATEMATICAS DE LOS PROBLEMAS: P-MEDIAN (p-
MP), P-CENTER (p-CP} Y DEL PROBLEMA DE LOCALIZACION DE SERVICIOS
(PLSS).

Como las pnimeras tres familias comparten en comuin varias caracteristicas, se presenta
enseguida una formulacién unificada de éstas. Para lo cual consideremos a los tres

problemas: el p~MP, el p—-CP y el PLSS en su forma mas general, donde Ia matriz

subyacente es bipartita, los componentes de estos problemas se definen como:

m . el nfimero finito de servicios; i =1,....m

n: el nimero de clientes; j =1 »

p . el nimero de servicios a abrirse o establecerse, 1< p<n
fi: elcosto fijo de establecer o abrir e servicio .
Cif - el costo total variable por atender toda la demanda del cliente ; por el servicio i.

El costo cz'j puede incluir medidas de la distancia desde el servicio / hasta el cliente ;. Por

ejemplo ¢;; puede ser interpretado como ¢, = (h +1.

i if ) donde:

¥

W es el nimero de unidades demandadas por el cliente 7,

PRI el costo por unidad de operar el servicio i(incluyendo los costos variables de
I

produccion, costos administrativos, etc.)

tz’j - es el costo de transporte por enviar una unidad desde el servicio i/ hasta el cliente J.

El costo tl

if puede interpretarse también como tij =d.., donde:

y

dij: es la distancia fisica (o su equivalencia en tiempo o dinero) de una ruta desde el

servicio / hasta el cliente ;.

Entonces, cuando hi =0, Cij se reduce a Czj =wj[ U} o c (d{j]' Con czj

conoctdo, podemos, sin pérdida de generalidad, suponer que todos los clientes tienen

demanda unitaria. Ademds, para cada uno de los tres problemas, no se imponen
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restricciones de capacidad v tampoco se restringe el nimero de clientes que cada servicio
potencial pueda atender. Y por sltimo, existe el supuesto de que todos los datos son no
negativos.

En pocas palabras, expresamos por conveniencia que las decisiones de localizacion son

hechas en términes de (: O c J, un subconjunto de servicios potenciales a ser abiertos y
desde los cuales todos los clientes seran atendidos. La cardinalidad de 0 es denotada por
|Ql. Conceptualmente, un enfoque para resolver cada uno de los tres problemas, se puede

decir que involucra dos fases:

(1) Una fase de localizacién, la cual determina(Q, y

(2) Una fase de asignacion, en la cual cada cliente es asignado a exactamente un servicio
abierto y toda la demanda de ese cliente serd cubierta desde el servicio que le fue

asignado, tal que cierta funcién objetivo sea minimizada.

DATOS QUE SE REQUIEREN PARA EL PROBLEMA  P-MEDIAN
(p—MP): mn,p,C = ijj
.. Considerar el problema de abrir p servicios y asignar cada cliente a exactamente uno de

ellos tal que el costo total variable se minimice. Para un subconjunto de los servicios

potenciales,(0 dado, una asignacion que minimiza el costo total variable puede ser
determinada "por inspeccién™: eso es, el cliente jes asignado a un servicio i establecido,

tal que el comrespondiente costo ¢, sea el mas pequefio, esto es, al servicio /tal que

mlé < Asignando a todos los clientes de esta manera, el costo total variable resultante
ie

viene dado por .ZJ min € De esta manera el problema se puede formular como:
ie

pmME: Qgﬁé}w{ ng 0 i }
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DATOS QUE SE REQUIEREN PARA EL PROBLEMA  P-CENTER

Sea el problema de abrir p servicios y asignar cada cliente a exactamente uno de estos

servicios, tal que, el méximo costo variable por atender a cualquier cliente sea minimo. Si

se supone (J conocido, es posible asignar el j — ésimo cliente a aquél servicio para el cual

el costo cy- sea el minimo, esto es, asignar al servicio ital que mlée cl.j.Asignando 2 todos
ie

los clientes de esta manera, el costo maximo resultante viene dado por maxs min c,; +. De
jeJlieQ ¥

esta manera obtenemos la siguiente formulacién:

DATOS QUE SE REQUIEREN PARA EL PROBLEMA DE LOCALIZACION DE
SERVICIOS SIMPLE (PLSS): m, n, C = 16.}.; =)

Abrir un subconjunto < / de servicios y asignar a cada cliente a exactamente uno de

€s50s servicios, tal que la suma de los costos fijos y los costos variables sea minimizada,

Esto es,
PLSS: ming > f.+ 3 minc;. b
QC_ZI{ieQ PoojerieQ I}

Como vemos, el nimero de servicios a establecer no estd predeterminado, pero lo

determinara la solucion.

2.5.3 EL P-PROBLEMA DE LOCALIZACION DE SERVICIOS SIMPLE ( p— PLSS)
Vistos los problemas p-Median (p-MP) y el Problema de Localizacién de Servicios

Simple (PLSS) como ejemplos "puros” de los problemas prototipo de localizacion, el

problema p-PLSS es un modelo hibrido en el sentido de que combina ciertas caracteristicas
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del p-AMP y del PLSS.

Para este caso, el problema p— PLSS puede verse como una extension del problema
p—MP enel cual los costos fijos presentados en el PLSS estan asociados con los servicios
potenciales. Alternativamente, el problema p~PLSS es similar al PLSS pero con la

restriccion adicional de que el namero de servicios a establecer (a abrir) es un pardmetro

preestablecido como p. Por otra parte, un ejemplo de datos para el problema p— PLSS,
consiste en los enteros positivos m, », p, el m-vector f = (f{rs ) ¥ la matriz C de (mun).

Quedando las m + nm variables definidas como:

1 sielservicio ¢/ es abierto.
Vi = . L
0, siel servicio i no se abre.

. 1, sielcliente ; satisface toda su demanda desde el servicio i,
g 10, sielcliente j no es atendido por servicio i

Entonces el problema p-— PLSS puede establecerse como el siguiente programa entero

(0,1):

Min T fy,+S Y ecx 1
z‘e!j’y’ el oy U W
5.a:
Z Xy =1 v 2)
p—PLSS S tel
¥y = 4
ZYi=e 4)
v elon) i Xy e(01), vV

La funcién objetivo indica que se debe minimizar los costos totales. La restriccion (2)
indica que un solo servicio atenderd a un cliente, es decir, que no se permitird que entre
varios servicios se atienda a un solo cliente. La restriccion (3) establece que un servicio
podra atender a un cliente Qinicamente cuando ese servicio esté abierto. Y la restriccion tipo

(4) indica que exactamente p servicios se establezcan.
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Si f, =0, paratoda i, elpoblema p— PLSS se reduce al problema p-Median, p— MP. Si

se ignora la restriccion (4), se obtiene el Problema de Localizacion de Servicios Simple
{PLSS).

2.6 EL PROBLEMA DE ASIGNACION CUADRATICA, (PAC).

El cuarto y titimo problema prototipo de Localizacion, es el caso especial formulado
como el Problema de Asignacion Cuadratica, PAC. Para fo cual, supongamos que estamos
en el proceso de disefio de los departamentos de una universidad los cuales tendran cuatro
funciones (unidades operacionales) definidas como:

a: Unidad para personal administrativo,

b: Unidad para servicios recreativos y refrigerios (por ejemplo, restaurante),
¢: Unidad de estancia para los investigadores, y

d: Unidad para libreria.

Se supondra una situacion en la que hay un presupuesto limitado, por lo cual, el que
decide construir no puede permitirse erigir un edificio nuevo, sino que tendra que aceptar ¢l
terreno disponible de un edificio existente para estos propésitos con capacidad suficiente
para acomodar las cuatro unidades: a - d En la figura (6) se muestra ¢! edificio existente
con cuatro areas de igual tamafio (1,2,3 y 4} y con un espacio libre entre las dreas 3 y 4 que
se ocupard con los elevadores y escaleras.

La matiz A= ,J} de la figura (6) es una matriz simétrica de las distancias

reciangulares entre cada par de areas.

[~

(%)

N
o o~ O
W == O =
N = N
Lo~ O B U8 N =N

Fig.(6) Primera parte de la instancia del PAC con la matriz 4 de distancias.

20



Se supone que cada area puede albergar exactamente a una de las cuatro unidades.
Entonces, ¢l problema es asignar cada unidad a un érea, tal que, 1a distribucion resultante en
algim sentido bien definido venga a ser el optimo. Supongamos ahora que las cuatro

unidades (a - &) estdn representadas por los nodos v, Vyo Ve Y Vg de lared N de la

figura (7), con la matriz B= iby} de conexioén, con b{'j =p ji igual a la "longitud"

a(vz-,v j) del arco [vl-,v j] si existe tal arco, y bz‘j =0 si no existe ese arco. En otras

palabras podemos decir de lo anterior que la "longitud” corresponde a una medida de la

conexidn entre las unidades i y J; y cuando b;'j =0 significa que no hay relacion entre las

unidades i y /.

~ s
oo
selo
[~

»

)

~ TR
o
-1
oo
(V- IS

=Y
=

Fig. (7) Segunda parte de] ejemplo del Problema de Asignacion Cuadratica.
Los elementos de la diagonal principal de B permanecen indefinidos (-). A la matriz Bse

Hama la matriz de conexién porque, por gjemplo, bbc = bcb = 7 unidades abarca todos los

aspectos de "conexion” entre los "investigadores™ y el "restaurante", esta "conexion" se
refiere a, por ejemplo, el namero de veces que acuden los investigadores al restaurante, y
otros casos semejantes que "conecta” a los investigadores con dicha unidad.

Si las umdades ¢ y 4 son asignadas a las areas 2 y 4, respectivamente, entonces la

correspondiente contribucién a la funcion objetivo serd b,dr4 =(5%3)=15, que es el

producto de la conexion entre las unidadesa,d vy la distancia entre las dreas 2 y 4. Con

todas las cuatro unidades colocadas, el valor de la funcion objetivo se determina como la
suma de 5 =6 contribuciones individuales, v una distribucion que minimiza a la suma
que se considera como optima. En este caso se tendrdn que evaluar 4!=24 distintas posibles

21



distribuciones. Estas 24 combinaciones se listan en la tabla (6).

Unidades ubicadas

en las areas

Distancias asociadas con parejas de umdades

(distancia rectangular)

[

e

(a, b)

| (a0

(a, d)

(b, ¢}

{(c, d)

Z (conexionx distancia) ‘i

4

56

78

60

—WE N 2

70

79

67

51

73

52

72

P Al At ol o) T A O &) O

77

75

67

77 -

61

OO 0T O T OO SRR R o)W

71

[e}

Al Tl el o RO R RO AT O] T G ] B

58

78

69

57

72

Flop R R O O R RO A Ao O R R g OO TG T

70

e}

56

(o %Y Y o T [ o 7Y [ = 74 (5 = P I © PRI &

TR G e O T QR G O T R G
<}

R S B PE g e R PN O 7S R A B UL e A NS0 B N 3 B S N S - N B O ) R Y I Y I - 6

L e A R o A R W B e B e A e - N N 0 o D P R Rl S VS R N o B o Bl R

St ke o) Rl o] b B | W W | W] e b ] =] W] e el 2 I b2

e T BN s R I oS N B R R CS B (N 3 B SO ) R i i o - e e L T N 5 I 6 R O o N VE'R BTl I 6

ol IR I o= F I = BV E I SN S LA Y A N B R R VS S SR SR PR o I R Bl VS

66

Tabla (6) Un ejemplo del Problema, PAC, resuelto por enumeracién completa.
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Como vemos, la distribucion optima, en términos de minimizar la cantidad
"3 (conexiénx distancia)” es asignar las unidades b,a,c,d} a las areas {1,234}

respectivamente, como se muestra en la figura (8).

3 4
¢ d

PN T -

Fig. (8). Asignacion optima del ejemplo del problema PAC.

Notamos que en contrasie con las otras tres familias de problemas prototipo
consideradas antes, los términos "cliente" y "servicios" no estan explicitamente empleados
en ¢l Problema de Asignacion Cuadratica. En estos problemas cada objeto a ser ubicado
para que proporcione (reciba) conexion a (desde) otros objetos pueden verse como un
cliente o un servicio.

En términos generales, suponemos que un conjunto A = {Im} de munidades de
ignal tamafio a ser ubicadas en un conjunto N = {]n} de n > madreas, cada una de las
cuales pueda albergar a lo mas una unidad.

Sean las matrices 4 y Binterpretadas como antes y sean las mxn vanables de

decision x;, ie M, se N definidas como: X; g =1 si la umdad ;i es localizada o ubicada
en el drea s5; y x,, =0 en caso contrario. Si un par {z‘,.j}de unidades se asignan a las

Q. la

dreas {5,¢}, respectivamente, entonces la contribucién a la funcién objetivo es ot

b
cual, con las variables de decision introducidas, pueden expresarse por el término

cuadratico x;.x jtbg'ast'Una formulacion al problema de programacion 0 - 1 de PAC es

entonces:

Mn Z=%Y Y Y ¥ x.x.b.a
ieM jeM seNteN griey st

sa:
ZN xo=1, Vi (cada unidad debera ser ubicada)
s€
2 % <1, Vs (a lo mas una unidad en cada drea)
ieM

x. €01 , Vi, Vs
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CAPITULO I1I. COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL

Para nuestros propositos, consideremos a los algoritmos como procedimientos que se
realizan paso por paso para resolver problemas en un tiempo finito de calculo para todos los
giemplos de datos. Es frecuentemente aceptado caracterizar a los algoritmos por una
medida relacionada a su fumcion de complejidad de tiempo. Para un problema de
optimizacion (abreviandolo de aqui en adelante como OPT), una familia de ejemplos de
datos de un tamafio g dado correspondiente a la duracidn de entrada, y un algoritmo
especificoQ, denotamos a la funcién de complejidad de tiempo del algoritmo por f,{g)
donde fa(‘?) expresa la gran cantidad de tiempo requerido para resoiver el problema para
una instancia de datos arbitraria de tal tamafio. Obviamente, f,(g) depende de tres
aspectos: de la computadora utilizada, del esquema de codificacion empleado por el
algoritmo y del ejemplo, pero ninguno de estos tres aspecios tiene un efecto significativo
sobre los calculos del algoritmo. Aproximadamente f,{¢) expresa el méximo nimero de
operaciones elementales, tales como sumas, multiplicaciones y comparaciones ejecutadas
por el algoritmo para resolver cualquier instancia de tamafio g.

Para caracterizar el orden de la funcion f,(g), se dice que £,(g) es O(g(g)) siempre
que exista alguna constante & tal que | fa(q) Sa\ g(q} para toda ¢, ¢ =1,2,3,... Entonces

nos referimos al algoritmo2 como uno de orden O{g(y)) para ¢l problema de
optimizacion OPT. Un algoritmoQ con una funcién de complejidad de tiempo f,{g), se
llama polinomial (tiempo acotado) o bueno, o eficiente si f,(g) es de orden O(glg))
g=123..,y s glg) es algin polinomio de! tamafio ¢, (donde ¢ es el tamafio del
problema). Si f;z(q) no puede ser acotado, ¢l algoritmo Q se llama exponencial. Ya que
esta definicion involucra a "todas los ejemplos de datos”, podemos alternativamente decir
que un algoritmo es polinomial d que en el peor de los casos es exponencial. Un problema

para ¢l cual existe un algoritmo polinomial, a veces es referido como bien resuelto.

Para gjemplificar esta notacion, consideremos un problema OPT, un algoritmo Q, y

2

para g=123,., supongamos fQ(q)=7q5+3q +logg, asi, se puede usar
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glg)= q5 . ¥ EfQ(qj <10g(g), entonces Q es de orden O(q5 ) y por lo tanto es un

algoritmo polinomial para el problema de optimizacion OPT.

En contraste a los problemas de optimizacion, ahora nos referiremos a los problemas de
decisidn,m, como los que tienen dos posibles resultados: si 0 no. A todo problema de
optimizacién se l¢ puede asociar un problema de decision. Por ejemplo, dado un problema
de optimizacion PLSS para un ejemplo dado de m, n, C, £, y un valor de entrada £, el
problema de decision asociado, 7{PLSS) es, jel PLSS tiene una solucion con valor de a lo
mas 7.

La teoria de los problemas NP-Completos (NP: polinomial no determinista) se basa en
el concepto de maquina de Turing determinista y no determinista, disefiada para
proporcionar respuestas si/no a problemas de decision puestos en términos de "lenguaje de
reconocimiento”. Para un alfabeto y un "lenguaje” dados, una entrada consiste de una
cadena finita de simbolos del alfabeto aceptados por la maquina (es decir, que resuelva el
problema de decision) si y solo si esta cadena pertenece al lenguaje.

Consideremos como una cadena un gjemplo de datos y un lenguaje como un tipo de
problema o como el conjunto de todos sus ejemplos factibles. Un problema de decisién
verifica la factibilidad de un ejemplo de datos para un tipo de problema dado, se dice que
un probiema perienece a la clase P si la factibitidad o infactibilidad de cualquier ejemplo de
datos puede ser determinado por algin algoritmo en tiempo polinomial. De este modo,
7(PLSS)eP, si para cualquier m, n, C, f, k, dados, podemos en tiempo polinomial
confirmar o rechazar su asociacion con el conjunto de gjemplos factibles. Actualmente no
se conoce si fr(PLSS') pertenece a la clase NP, la cual puede ser caracterizada de la
siguiente forma: Para un egjemplo y dado de un problema de decision, su factibilidad
implica la existencia de una estructura apropiada & asociada cony . Si la longitud de & esta
acotada por algin polinomio de longitudy, y si para (7,5) dados podemos afirmar la
factibilidad de & en tiempo polinomial, entonces este problema de decisioén se dice que
pertenece a la clase polinomial.

Para ;r(PLSS) consideremos un ejemplo y definido por m, n, C, f, k. Entonces ¥ es

factible si se le puede asignar valores 0 o 1 a todas las variables ¥;»%;; en la formulacién

]
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del problema entero PLSS, tal que todas las restricciones se satisfagan y tal que el valor de

la funcion objetivo no exceda de un cierto valor &. Aqui la estructura & asociada con y es
un vector 0 - | con n+mn elementos que representan los valores de las n+ mn variables

., X... Entonces, una conversion binaria de & es de longitud #+mn la cual tiene el
yz’ y

mismo orden que el orden de la longitud y. Para afirmar la factibilidad de &, esto es, para
verificar que § satisface las restricciones y que la funcidn objetivo no excede a %, se
requieren calculos del orden »+mn. Ya que ambas condiciones satisfacen a sus miembros,
se confirma que z(PLSS)eNP. Sin embargo, para asegurar que no existe una solucién
factible es necesario recorrer todas las soluciones y que ninguna sea factible.

Si para algin ejemplo de datos de un problema de decisiones 7', es posible construir en
tiempo polinomial un ejemplo de datos de un problema de decisiones 7, tal que el ejemplo
de x' es factible si y solo si el ejemplo de 7 es factible, entoncesz' se dice que es
polinomialmente transformable a 7. Usaremos la notacién #'az para indicar que 7'es
polinomialmente transformable a 7. Asi, #'an implica que z' puede verse como un caso
especial de 7, y en consecuencia, 7 es al menos tan difici! de resolver como #'.

Si #'ar paratodo n'c NP, entonces algin problema perteneciente a la clase NP puede
verse como un caso especial de 7z, el cual es entonces llamado NP - duro. Finalmente, 7 es
llamado NP - Completo, si 7 es NP - duro y # € RP. Ademads, si algin n'ax, con
x perteneciendo a la clase NP y 7' es NP - Completo, entonces 7 es también NP -
Completo.

Teorema 1. El problema de Localizacién de Servicios Simple es NP - duro.

Prueba. Primero necesitamos introducir el Problema de Cobertura de Nodos (PCN). Dado

un grafo G y un entero k, ;jexiste un subconjunto de k& nodos de G que cubran a todos
los arcos de G?. (el nodo v se dice que cubre al arco ¢ si v es un punto terminal de ¢). El
problema de cobertura de nodos es NP - Completo.

Ahora reducimos el PCN al problema PLSS. Consideremos un grafo G = (V, E), donde

V representa el conjunto de nodos y £ el conjunto de arcos. Construimos una instancia del

PLSS con el conjunto de servicios potenciales / =V y el conjunto de clientes./ = £. Sea
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Sjj =2 sl v; €V es un punto terminal de €;e E y sea <jj =0 en caso contrario.

También sea fl =1 paratoda v; € V. Esta transformacion es polinomial para el tamafio

del grafo. Un gjemplo de la transformacion se muestra en la figura (9).

SR VIRY:
0 2 0
002
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foviangy )
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}
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~
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€ v,

1

¥ig. (9) Transformacion de un problema de cobertura de nodos a un problema LSS,

Un gjemplo del PLSS definido en esta forma consiste en cubrir todos los arcos del grafo
G con ¢l minimo nimero de nodos. De este modo, una solucién optima del PLSS
proporciona la respuesta al PCN. Esto prueba que el PLSS es NP-duro,

En el gjemplo, y, =3, =y, =1y ¥, =y, =0 es una solucién éptima para la instancia
del PLSS. Es decir, tres nodos son necesarios para cubrir todos los arcos de G.

Una transformacion polinomial que reduce un problema conocide NP-duro a un
problema {Q), muestra que {Q) es también NP-dure.

Un corolario inmediato del tecorema anterior es que el problema de localizacién de
p —servicios es NP-duro puesto que al resolverlo para cada p =1,..m proporciona una
solucion para el PLSS.

No obstante que el PLSS es NP-duro, algunos casos especiales se han podido resolver
en tiempo polinomial. Kolen (1983) mostr6 que el PLSS es soluble en tiempo O(rB) cuando
¢l problema es definido como un 4rbol con r nodos y algunas otras suposiciones como las
siguientes:

+ Tanto los clientes como los servicios estan colocados en los nodos del arbol;
¢+ Una longitud positiva esta asociada con cada borde del arbol;

* a’l-,. e5 la longitud de la ruta entre los nodos 7 y /.
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CAPITULO 1V. FORMULACION DEL PROBLEMA DE
LOCALIZACION DE SERVICIOS SIMPLE (PLSS) Y SU

FACTIBILIDAD.

El Problema de Localizacion de Servicios Simple (PLSS) se puede establecer como
sigue. Dado un conjunto finito de posibles lugates para ubicar nuevos servicios (o
reubicacion de servicios existentes), el PLSS trata de satisfacer la demanda de un conjunto
de clientes con la oferta de un subconjunto de esos servicios potenciales, ya sea desde un
solo servicio o varios, sin que mas de un solo servicio satisfaga a un solo cliente (propiedad
de una sola asignacion). Ademas se supone que los servicios son de capacidad ilimitada, tal
que en principio, cualquiet servicio puede satisfacer todas las demandas. Para los costos
asociados con los servicios y los costos de transporte para enviar desde los servicios hasta
Tos clientes, Jo que se busca es un plan de minimo costo que satisfaga a todas las demandas,

Para formular un modelo para el PLSS, definimos la siguiente notacion.

m: es el nimero de servicios indexados por /, i=1,..,m.

n: es el niimero de clientes indexadopor j, j=1..,n

Xyt la fraccion de la demanda j atendida por el servicio i

Y es igual a 0 si no se puede enviar nada desde el servicio 7, es decir, si el servicio {

es "cerrado™ y es igual a 1 si se puede enviar cualquier cantidad desde el servicio i, es
decir, si el servicio / es "abierto”.

¢ = Il]-D Iz donde rl-]- es el costo por transportar desde el servicio / hasta el cliente j,

incluyendo el costo de produccion y D | es la demanda det cliente /.

j} : es el costo fijo por abrir el servicio 7. Este costo es positivo e independiente de la

cantidad enviada desde el servicio /.

Por las caracteristicas anteriores en estos problemas nos enfrentamos a dos tipos de
restricciones.
Restriccion tipo 1:

Cada cliente debe ser atendido por un solo scrvicio, ya que cada servicio tfiene
capacidad ilimitada.




Restriecién tipo 2:

Si un cliente es atendido por un servicio, este servicio tiene que estar abierto.

La restriccion tipo 1 establece que para cada cliente j; (5 = 1,...n) exactamente una de

las variables xlj’xzj""’ debe ser igual a 1, y las otras tienen que ser iguales a 0. Esto

- - - . - m . .y
se puede lograr con la siguiente restriccion para cada cliente: xij = 1, Esta restriccion se
i=1
debe a que el problema de localizacién de servicios simple tiene 1a propiedad de una sola
asignacién como ya se explicé anteriormente

La restriccion tipo 2 establece que si xij =1, es decir, que el cliente j es atendido por

el servicio i, entonces y; debe ser igmal a 1. Por ejemplo, supdngase quex; 5 =1,
entonces, debe haber un servicio abierto en i =1, y por lo tanto, se debe satisfacer Y= I.

Pero, si Xy = 0, ¥; puede ser 1 o 0. Esto se puede obtener con ¢l siguiente tipo de

restriccion para cada servicio y para cada cliente: xij =y

Si Xy = 1,entonces la restriccion anterior asegura que ¥; =1, como se quiere. En

resumen, las restricciones tipo 2 aseguran que se va a pagar por abrir un servicio i i y solo
si se usa el servicio 7. Como vemnos, 1a variable ¥; es de caracter binario.

Teniendo en cuenta que el objetivo del problema es minimizar los costos totales, un

modelo para formular €l PLSS es la siguiente;

MinZ= 3 ¥ s f 0
in £ = C..X..+ LY.
i=1j=17Y ;="
sa:
m 3
Eue w0l
xz‘j =3 Vi, Vj (3a)
xzj 20, Vi,V 4)
v, {0} Vi 3)
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En la solucién dptima, exactamente »n de las Xif tomaran el valor de uno y todas las

demas, serdn cero.

Existe otra manera para poder modelar las testricciones (3a) En lugar de las (mx n)

restricciones de la forma X5 £ y; se puede incluir las m restricciones del tipo:

n -
Jélxij Smy; Yio (3b)

Para un servicio dado, cada una de estas restricciones asegura que si se usa ese
servicio, se tendra que pagar por abrirlo. Por ejemplo, consideremos una restriccion para el

servicio i=1 con n=23 clientes: X | % + X33 €3y, se utilizard el servicio 1, si
x1=L x5 =% 6 x;3=1. Si cualquiera de las variables es igual a 1, entonces la
restriccion del servicio i =1, aseguraré que ¥; =1 y se tendrd que pagar por establecer ese
servicio. Ahora, si todas estas variables [x“,x] 2% 3) son O, el hecho de minimizar los
costos hara que y; =0, y no se Incurrira en ¢l costo por un servicio en 7 = 1.

La razén de que en el lado derecho de la restriccion (3b) se tenga ny;, €s para asegurar

que para cada servicio sea posible que atienda a todos los clientes.

A las dos formas de restricciones (3¢)y (35) se les Hama restricciones fuertes y
restricciones débiles, respectivamnente. Al modelo con restricciones fuertes e llamaremos
Problema de Localizacion de Servicios Simple con Restricciones Fuertes (PLSS-F) y al
modelo con las restricciones débiles, le llamaremos Problema de Localizacion de Servicios
Simple con Restricciones Débiles (PLSS-D). Ambos modelos se presentan ensegnida

nuevamente:
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Min Z = zz yy+2fy, @

=] j=1
s.a: Z Xij [ N/ (2)
=1 Y
xlj £¥; Vi, Vj (Ba) (restricciones fuertes).
n
-3 X7 =20 Vi {3p) (restricciones débiles).
=
;203 Vi,V )
;=0 6 1; Vi )

Cualquiera de las restricciones (3a) o (35) que sea empleada, no afectara a la solucién
6ptima. Para su solucion, existen varios procedimientos computacionales que estan basados
en Ia relajaciéon PL (programa lineal), en la cual las restricciones de tipo entero (5), son

reemplazadas por los requerimientos de que y; 2 0, Vi. En tales casos es importante saber

el efecto que se tiene al reemplazar las mxn restricciones "desagregadas” (3a) por el
conjunto de las m desigualdades "agregadas” (3b). Algunos de los efectos o consecuencias
que tiene el tomar las restricciones del tipo (35) es que usualmente el nimero de clientes

atendidos por el servicio / serd pequefio comparado con 7;. Esto causard en la solucion del

Programa Lineal que los servicios absorben solamente una pequefia parte del cargo fijo
{costo fijo).

Las relajaciones LP de los dos planteamientos presentados, los resumimos en la tabla 7.

Relajacion fuerte del PLSS | Relajacion débil dei PLSS Ambas
(RF-PLSS) (RD-PLSS)
mxn desigualdades m desigualdade
gualdade s [ MnS 3 o+ §
i=] j=l1
y,~x;:20 &
i 7ij ny; ExIJEO _Z_:xg

Jj=1 =1

Desagregado Agregado y; 20, xg'j =20

Tabla 7. Relajactones LP fuerte y débil del PLSS.
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Todas las variables de holgura para las restricciones fuertes (y; =Xy 20) estan

acotadas superiormente por +1, mientras que la variable de holgura de una desigualdad del

n
planteamiento "débil”, esto es, para alguna / su restriccion: n; ¥~ > Xij 20 puede
=l

conseguir cualquier valor no negativo menor o igual que n;, que es el namero de clientes
que pueden ser satisfechos por ese servicio i. Para n;=n cada una de las restricciones

"agregadas” es simplemente la suma de » restricciones "desagregadas” o simplificadas.

Una solucién factible para el PLSS con (3a) serd factible para el PLSS con (3b), mientras
que una solucion factible para el PLSS con (3b) generalmente no serd factible para el PLSS
con {3a). Asi, podemos decir que los adjetivos "fuerte" y “"débil” tienen un significado
intuitivo. .

Algunos algoritios existentes con enfoque de ramificacion y acotamiento, adoptan la
formulacién "débil". Una desavenencia para los que realizan algoritmos de Branch and
Bound para el PLSS, es seleccionar entre la relajacion fuerte del PLSS (RF-PLSS) y la
relajacidn debil del PLSS (RD-PLSS), o sus duales,

La relajacion débil del PLSS (RD-PLSS) con significativamente pocas restricciones
requiere en general menos esfuerzo computacional en la evaluacién de cada cota, mientras
que la relajacion fuerte del PLSS (RF-PLSS) en general producica cotas mas estrechas. Ya
que cualquiera de los dos programas lineales tendrd que ser resuelto repetidamente, 1a
diferencia substancial en el niimero de restricciones conducird a explorar la RD-PLSS, para
el caso de algoritmos de ramificacion y acotamiento. La RF-PLSS cumple con alguna
caracteristica que la hacen finalmente elegible para muchos algoritmos que no se basan en
principio en ramificacion y acotamiento, esta "cualidad” es la de proporcionar generalmente
soluciones enteras.

De los dos planteamientos presentados anteriormente, ¢l PLSS con (3a) y el PLSS con
{(3b) y sus respectivas relajaciones de programacion lineal, esto es, la RD-PLSS y la RF-
PLSS, se ha notado que para varios problemas, al resolverlos en su forma relajada, se han

obtenido soluciones enteras para las y, y x, si se toma el caso de la RF-PLSS. Pero no

debemos olvidar que esto no sucede siempre, es decir, es falso afirmar que para el PLSS

con (3a) automaticamente se obtienen soluciones enteras.
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Cornuejols, Fisher y Nemhauser {1], tomaron la formulacion relajada fuerte a través del
dual Lagrangeano, con ¢l fin de construir cotas para verificar las soluciones primales
obtenidas por métodos heuristicos. Por otro lado, Donaid Erlenkotter [2] desarrollé un
algoritmo para el PLSS basado en la solucion del dual y un ajuste en éste. Erlenkotier
considero para su algoritmo la formulacion "fuerte” del PLSS.

En este trabajo de investigacién, nosotros desarrollamos un algoritmo para el Problema
de Localizacién de Servicios Simple, PLSS, y partimos de la formulacion "fuerte™ del
PLSS. El algoritmo que presentamos consiste en primer lugar, en obtener el dual de la
relajacion fuerte del PLSS (RF-PLSS). Este dual se resuelve mediante un método que
denominamos "nivelacion dual”. Esta nivelacién proporciona una cota inferior para la
basqueda de la solucion optima del problema. La solucion del programa lineal dual nos
proporciona de alguna manera, 1a solucion entera del primal, esto es debido a que el dual
nos conduce a resolver un problema primal mucho més pequefio que el problema original
relajado, en otras palabras, podemos decir que el dual nos indica, generalmente con gran
certeza, donde se busque la solucion 6ptima del PLSS.

Con el fin de mejorar este acercamiento que nos proporciona el dual, aplicamos un
meétodo de mejoramiento que le hemos llamado: "Pulido del Primal”, el cual proporciona la
solucion del primal. Con estos dos métodos: Nivelacién Dual y Pulido del Primal, llegamos
entonces a obtener la solucion del primal y del dual, respectivamente. A las funciones
objetivo de ambos problemas, las hemos llamado Z y (G, respectivamente. Si al finalizar
estos dos métodos se¢ llega a que Z =G, entonces se¢ ha encontrado la solucion dptima
entera del PLSS. Algunas veces, ambas funciones objetivo no son iguales, Z # G. Esto
sucede por que la cota inferior proporcionada por el dual y la cota superior proporcionada
por el primal no son iguales. Si ocurre esto, se busca la solucién dptima en esta brecha
(frecuentemente muy reducida), aplicando una tercera fase que se le ha llamado
"Ramificacion por Seleccion”, la cual se parece al procedimiento de ramificacion y

acotamiento.
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CAPITULO V. PROPIEDADES DE LA DUALIDAD EN EL
PROBLEMA DE LOCALIZACION DE SERVICIOS SIMPLE.

5.1 COTA INFERIOR Y SUPERIOR DE LA SOLUCION DEL PROBLEMA DE
LOCALIZACION SIMPLE.
Partimos de la formulacion "fuerte” del Problema de Localizacion de Servicios Simple,

(PLSS-F), mencionada en el capitulo III, con la relajacion sobre las variables enteras, ¥;

El problema relajado es el siguiente.

MinZ m n m
=T Bt B 0
sa:
m
:él X = 1 ; VvV (2) (P1R)
520 5 VLY (4)
y;20 ; Vi )

El dual para(P1R) es el siguiente:

)
n
MaxG= 3 a: 6
2 ©)
sa’
@; =A<y VLY (7)  + (DPIR)
S A ST Vi ()
jél i < fr s Vi
A0 VY 0)

Lo que se busca es encontrar soluciones factibles del problema primal (PIR), a partir de
soluciones factibles del dual (DP1R)

La solucion que el dual proporciona es menor o igual que la solucién del primal, es

decir, G £ Z. Veamos por qué afirmamos esto a través del siguiente teorema.
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Teorema no. 1

Si (yi,xij) y (@, Aj) son soluciones factibles de un par de programas primario (P1R)

y su correspondiente dual (PP1R) Entonces: G = Z a; <

11_2 Zc' xg+2_fyt

i=ij=1 ¥
Prueba:
Sea yj,xjuna solucion factible para el problema primal(PIR); y sea Ajj,a)una
solucion factible para el problema duat {DP1R)
Para la solucién factible del primal, se cumpliria entonces lo siguiente:

De (3) se tiene que xj—y;<0y de (9) se tiene que Ai > 0,entonces
Al -yi)<o0  .(10)

De (2) se tiene que 1- 2 xy = 0;porlo tanto, 3, a‘][.l‘—- ¥ xq) =0 .(11)
7=

De estas expresiones llegamos a lo siguiente:

Z= Elzcyxrj“'nyz ZZnyy+Ef}';+}: Z}»y(xrj y,)+201[l-—2ny
i=1 j=1

m —_ _— — —_ —
> (c,-j+ﬂ~zj—aj)§ff+.2 S ¥ 2y i+ ¥ ay
i=] =1 i=1 F=1 j=1

Por lo tanto;

m

zZz Z] 2 (c + Aif - a]);g+ Z[f Z Ag}y,+ py a_,r ...(12)
i=1 j=1

Para el problema dual, tenemos que la solucion factible cumple con lo siguiente:

De (7) o +4j ~a;j}>0 yde(4) xij 2 0; por lo tanto by +35-ajfi 20 .3).

De (8) tenemos que ( S = }’fﬁ;j]zo, y de (5) tenemos que y; >0, por lo tanto:
JEi

[f,. - éiiij);,- >0 _(14)

Por lo que se llega a lo siguiente:

:EE}S)E +E§: U+ly ajkg-FZ(f Ziy]y
J=1 J=1 i=] j=]
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Por lo tanto:

m n
G < 21 Zl(c +Ey O.'])xy+ Z[f Z ly}y,-&- b at_] ...(15)
=1 j=

Comparando las expresiones (12) y (15) llegamos a que: (G £ Z.

El teorema 1, solo dice que para cualquier par de soluciones factibles {en el primal y en
el dual), la funcion objetivo del dual (DPIR), es siempre menor o igual a la funcién
objetivo del primal (P1R), es decir, que la solucién del dual del problema de localizacion

relajado proporciona la cota inferior y el primal proporciona la cota superior de la solucion.

5.2. SOLUCION OPTIMA DEL PLSS.
Cuando los valores de ambas funciones objetivo sean iguales, es decir cuando

G = Z, entonces s¢ ha encontrado la solucién éptima del problema.
Teorema no. 2: Dado el par de programas primario {P1R) y su correspondiente dual
(DPIR), una condicién suficiente para que xj,y; y @j , Aj, sean Optimas
respectivamente del (P1R) y (DPIR), es que se cumplan las condiciones de holgura
complementaria:

Al ;)= 0 by 2 -aj iy =0

g a - y no— -

01(1—2 xu)=0 (f,-— Zﬁ.r‘j]y;‘=0
Si suponemos que se cumplen las condiciones de holgura complementaria, se llega a lo
siguiente:

m n i — m n - —
zz (cg + Ajj maj')iij + 'Zl[f' —jEll;j},- +
i= =

— m
aj= % Zc,jxwzm—z
i=1j=1 =1

17=1

M

J=l

Y por parte del dual:
" — -

2121(01]4-/1:] a;ﬁy+z[f Ziy}v Zaj = aj=G

=l =

Por lo tanto, G=Z y entonces, se ha alcanzado el dptimo; es decir, cumplir con las

condiciones de holgura complementaria es suficiente para garantizar el 6ptimo. Asi, que si

G # Z, es por que se viold alguna condicion de holgura complementaria.
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CAPITULO VI. SOLUCION DEL PROBLEMA DE LOCALIZACION
DE SERVICIOS SIMPLE CON ALGUNOS ALGORITMOS
EXISTENTES.

6.1 ALGORITMO DE PARTICION (DESCOMPOSICION DE BENDERS).

El procedimiento de particion de Benders "parte" el programa entero mixto en un
programa entero y €n un programa lineal, consistiendo respectivamente de las variables
enteras y continuas del problema original (de aqui el nombre de "Algoritmo de Particion"),
El "Algoritmo de Pasticion” trabaja resolviendo sucesivamente un programa lineal y un
programa entero. El programa lineal produce un punto extremo o un rayo extremo y una
nueva restriccion para €l programa entero. También, el valor de la solucion éptima del
programa lineal proporciona una cota superior para la solucién 6ptima del programa entero
mixto. Cuando se resuelve el programa entero, el cual es el equivalente al programa entero
mixto cuando este tiene todas sus restricciones, proporciona una cota inferior que no va
decreciendo. Cuando las dos cotas coinciden, la solucidn éptima del programa entero mixto
ha sido encontrada y el proceso termina.

La estructura especial del PLSS permite obtenerle soluciones optimas al programa lineal
(PL) y a sudual (DPL) que aparecen en &l algoritmo de particion.

El problema de localizacidn de servicios simple lo plantea {3] como sigue.

-

Min Z = E Elcyxg + Z 1y
sa .
n
- Zx +ny ,20; i=1..m
m
X =1, j:l,...,nr (P1)
x;’j 20; i=1..m
J=1..n
yl :0’1; i=]~> »M

El significado de las variables se explicé en el capitulo IV.

37



Para un vector y fijo cero - uno, ¢l problema (P1) se reduce al problema lineal (PL)

siguiente.
n 3
Min Z Z
% S
sa:
- Z X = —ny; i=1..m
j=1 y =7 L (PL)
m
> xl =1, j=1..,n
i=1
xzjzo, i=L..,m
J=L.,n |

Cuyo problema dual (DPL) es el siguiente:

n m
Max .ZV any”

ui,vj le f i=1
sd.
J=L..,n
u; >0, i=1..m
'/ sts Jj=1..n

Consideremos ¢l polihedro convexo:

U= iul,...,um,vl,...,vn):vj —u; < cg'f paratodai,j; y u; 2 0 para i = 1,,..,m}
el cual es independiente de y, y tiene P puntos extremos y S rayos dirigidos, cada uno

teniendo por componentes |u ( ¥, JP ) y (ul' v})
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El programa entero mixto es equivalente al siguiente programa entero (PE).

]
Min Z
S
m n m
Zx i 2 vi - Rl (p=1.P) (PE)
n m
°z J'§1 vj A Y (6=1..5)
y; =061 (=1,...m)
donde:

«P . sonlos puntos extremos (p = 1,...,P)

v$ . sonlasrayosextremosdirigidos (s =1,...,5)

6.1.1 SOLUCION DEL PROGRAMA LINEAL DUAL.

Para resolver el dual del programa lineal,(DPL), primero resolvemos su problema dual
(PL). Usando las propiedades de holgura complementaria, los vectores 6ptimos para las

variables duales u; y v . seran encontradas.

Para un vector fijo y (y#0) cero - uno, ¢l programa lineal (PL) es un problema de

transporte el cual puede ser resuelto por inspeccion. En particular, cuando y; =1, laplantao

el servicio ies abierto y puede atender a cualquiera de los n clientes. Como Cij 20 y los

envios no pueden hacerse desde una planta o servicio cerrado (cuando Y= 0), una solucion

6ptima es servir a cada cliente ; desde el servicio abierto i{;) con el costo de envio mas
barato.

Sea /) = Yoy =14 D)

Una solucidn optima al problema lineal (PL) es:

'xi(f),j =1 (j = 1,...,n)
=0 €N CASO CONtrario.
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donde: ¢y ;= min ¢y (G=1..n) .(2)

Para obtener la solucion correspondiente del dual, desde el programa lineal, las propiedades

de holgura complementaria implican que
ViU =S 7 O Vi = C) ) (j=1...n) A3)

Sustituyendo v ;oen el problema dual (DPL), y  notando que

y;=lsiiel; y y; =0 encasocontrario, se obtiene el programa lineal equivalente

(DPL", como se muestra enseguida.

n
Max 3 uimvié% nu;
i

J=l
s.a: > (DPL')
(A= S Co—Cof A ]
ulm u; < cy C‘Ul It Vi
u, =20 ; i=1...m

!

Donde la constante Z ;) j ha sido omitida de la funcién objetivo.
J=

Ahora, para cada j; z(]) corresponde a alguna planta 7, donde i debera estar en el

conjunto /,. Supongamos que definimos N. como el niimero de veces que el indice / es un
{- 2upong q ; q

i(j) y como 0 (cero) si el indice / nunca es un i/}, entonces:

2 )=

J=1 IEI

Otra forma de escnbir el problema (DPL’) es la siguiente:

Max 3 NV, —n b
ief 1
8. (DPL")
u; = ci{]'],j -cij +ui(]-] ; (i:- L..my j=L.,n
u; 2 0; (i = 1,...,m)

Ya que N, puede ser a lo mas n;, N;~n, s no positivo, y entonces maximizando la
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funcién objetivo se lograra que la u; sea tan pequefia como sea posible. Como () debe ser
no negativa y solamente €sta puede incrementar el valor de u;, una solucion Optima del
problema (DPL") y por lo tanto del (PL), tiene a U= 0 para cada i(7) Entonces, para
cada indice i, ~u; deberd ser Mo negativa y  satisfard  también

u; 2 i ¢y paracada j = 1,...,n. Por lo tanto, st definimos como:
i @
paracadai=1...m ;i # I(J) paratoda f =1,...#
una solucion optima es u; = max(G,mi) Resumiendo y usando (3), tenemos que una

solucién optima al problema dual (PDL) es:

V= cz'(j),j 4 (J = 1,,..,n)
u:(]) =0 : (J = 1,...,”) (5)
u; = max (O,mi) (i=1...m; i #i{j) paratoda j=1,..,n)

Donde 1(}) esta definida por (2} y m; por (4).

Una cota superior para la solucion dptima para el problema de localizacién de servicios €s
obtenida a partir del problema original dada por:
12
Z¥= Y fit TefA 6
ie&]lfl J=1 ihs ©)
6.2 EJEMPLO ILUSTRATIVO RESUELTO POR EL METODO DE BENDERS
En la tabla (8) s muestran los datos de un problema de tamafio (4X4) tomado de [4], el

cual se resolverd por el método de Benders.

[ Servicio Cliente Costo fijo
1 2 3 | 4 f
! 0 12 20 18 7
2 12 0 8 6 7
3 20 8 0 6 7
| 4 18 6 6 | 7

Tabla (8) Datos del problema tlustrativo.
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El procedimiento que comprende el método de Descomposicion de Benders es el

siguiente.

Paso 1. Iniciamos con una sotucion arbitraria, digamos:
y=(110 1} Conlascotas iniciales: Z¥=00, 7l =

Paso 2. (#1)

Los servicios  abiertos SOn: I ={24}; entonces  asignamos:

)=1, i2)=2, i3)=4, i{4)=4

Obtenemos las v f atilizando (5):
vlr:cnz(); Vy =Can =0; vy =c43=6; V4= Chy =0 v=(0 06 O)
Obteniendo u;; u; = 0siie 11, es decir W= Uy = Uy = 0

mj = max(ey gy ;= )

u, xmax((),mj)si issfl, de aqui que my =6, = Us =6
Calculo de Z¥, utilizando (6):

,e%lf + ?fr(nf ,Ezirl"“f

U _ o, g B _ _
Z" = + 15 + g H 6y ¥y FCy3F Cayq il T Rolin = Hgly =
=7+7+7+0+0+6+0-0-0-0=27
Paso 3. (#1) El programa entero es:
Min Z
5.4
m R m

"y, P_3 nyub
Zz E—EI 1 +J§1v i iéln'y'ui
y; =01 (i=1234)
Esto es:
Min Z
3.0
Zz fpy+ oy J3¥3 + fy¥q (¥ £y g +vg)- [4y1(0)+4y2(0)+ 4y4(6)+ 4y4(0)]
Sustituyendo:

Z27y1+7y2+7y3+7y4+(0+0+6+0)'243”5
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Simplificando:

Quedando el siguiente problema:
Min Z
sa:
Z26+Ty+7y,~17y,+ 7y,
Y= 0,1

Por inspeceion hallamos que la solucién es: y = (0 0 1 0), con Z = n<27=7%

Continuando de esta manera, se tuvieron que realizar 12 iteraciones para llegar a la
solucién 6ptima. Enseguida se presenta la Oltima iteracion que se realiz6 para poder llegar a

1a solucién éptima.

Paso 2. (#12)Con y=(1 © 1 1) obtenidaenla iteracion #11.
I =034} i0)=1i2)=4, i3)=3, i{d)=4

v=6, =0, =0, =6, V=05 =0,v,=¢, =0

u =0, 1,=6 u,=0,u=0

Con Z=f+f,+f +{0+6+0+0)=27>26=2" - Z"=26

Paso 3. (#12)

Min Z

sQ:
Z26+7y,+7y,~17y,+7y,
Z234~73y, - 25y, + 7y, =17y,
Z 21447y, - 25y, + 7y, ~17y,
Z212-41y, + 70+ 7y, + 7y,
Z26+7y+Ty, +7y,-17y,
ZzTy +Ty,+ 73+ 7y,
Z230~65y 17y, ~17y, + 7y,
Z226-41y, +7y, 25y, =17y,
Z212+7y 17y, - 1Ty, + Ty,
Z 214+ Ty + Ty, - 25y, =17y,
Z 25047y, —4ly, - 73y, - 65y,
72647017y, + 7y, + 7,
y, =01
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{a solucion de este programa entero con 12 restricciones &S

y=(1001); conz' =26=26=2"

Como vemos, se ha llegado a 7=z ¥ 1o cual nos indica que se ha encontrado la solucion
Gptima.

En el apéndice A se presentan todas las iteraciones realizadas para el ejemplo ilustrativo
del Problema de Localizacion de Servicios Simple resuelto por el método de Particién de
Benders.

Este método puede resultar muy costoso, por eso se siguen buscando otros métodos que

sean mas eficientes.

6.3 METODO DE RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO.
Este método aplicado al Problema de Localizacion de Servicios Simple, fue propuesto
por Efroymson, M., y T. Ray [7]. El problema primero se resuelve como un programa lineal

(sin los requerimientos sobre las y; a ser enteras) proporcionando un valor, Z,. Si todas las
y; son enteras, entonces 1a solucion se ha encontrado. S1 alguna Yy €8 fraccionania entonces
ésta se fija a ser cero y ¢l programa lineal otra vez a Tesolver proporcionard Z,, y luego se
fijaesa y, aserunoy el programa lineal resuelto producitd Z,.

Una nueva cota inferior sobre el valor de la solucién sera Z = ”’i"(21’22} 222y Se

construye un arbol cuyos nodos estan representados por fas Z y los correspondientes valores

de las y fijas. Ahora se ramifica sobre el nodo determinado por Z fijando alguna otra y,

fraccionaria, primero fijandola a cero, entonces s¢ determinan los nodos Z3y 24 Se

contingia ramificando sobre: Z = mz‘n(Z3,Z 4,2'} 2= max(Zi,Zz) La cual es una nueva cota

inferior. Obviamente, necesitamos guardar solamente los resultados de los nodos
“terminales”, y si algin nodo es no factible, no podrin emanar ramas de él. El proceso
termina cuando un nodo ha alcanzado que todas las y sean enteras y su valor sea menor o
igual que cualquier otro nodo terminal. La principal dificultad con ramificacion y
acotamiento es de caracter computacional..

Si un gran némero de programas lineales se tuvieron que resolver, el tiempo
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computacional para cada programa lineal es alto, v esto ocasionard que este metodo resulte
ser caro. Para tratar de evitar un poco este tiempo perdido en la solucidn de los programas
jineales, se recomienda la formulacidn del problema con el conjunto de reswicciones
"agregadas" que se mencionaron en el capitulo IV.

Esta formulacion es:

MinZ m n m
v & Eor B

s.a:

(j =Tpn 1)
(z' = 1m)

Xij z0; (i =L.,my j= 1,...,n)

(z' = 1,..‘,m)

6.4 EJEMPLO ILUSTRATIVO RESUELTO POR EL METODO DE RAMIFICACION Y
ACOTAMIENTO.
Resolveremos enseguida el ejemplo ilustrativo que se presentd en la seccion 6.2 de este
capitulo, el cual fue resuelto por ¢l método de Descomposicion de Benders.

Laos datos para este problema se dan nuevamente en tabla (9).

Servicios Clientes Costo fijo
1 2 3 4 /i
1 0 12 20 18 7
2 12 ¢ 8 6 7
3 20 8 0 6 7
4 18 6 6 0 J 7

Tabla (9). Datos para el ejemplo ilustrativo
La solucion del programa lineal es Zo =7,000 Y, =V, = ¥; = ¥y =025

Como no es solucion entera, entonces se ramifica obteniéndose el arbol de la figura (10).
La busqueda resultd exhaustiva, llegandose a resotver 22 problemas. Este método también

resulta muy costoso para problemas grandes de Localizacion de Servicios.
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¥y=ay e
;’3 =y = 0.35
§ 7 _—.V N}l =1
Z =19
Zy=1225
y. =05
Yy =yy =
y,o=y, =05
3 ¥q =025
¥ =0 y3=1/ »=0" N\ %=
Z)=25 Zyg = 2428 Zy =1825 Zg=I1s

»=1
Zy w37 Znw = 285 Z =283 Zs = 233 Zp = 2275
z z ¢ Zy = 2425 Zg =25 3 ¢
yg=1 ¥4 =035
Ys = 0
£y7 =57

Figura (10). Diagrama en bloques del método de ramificacion y acotamiento aplicado al ejemplo ilustrativo.
La solucion optima se encontré en el nodo correspondientie ala Z, ¢ = 26.

El subindice de la Z indica e} orden en que se fueron resolviendo los subproblemas.

46



CAPITULO VIL DESCRIPCION DEL ALGORITMO PROPUESTO.

En este capitulo se describe el procedimiento de cada una de las fases que involucra
nuestro algoritmo para resolver el Problema de Localizacion de Servicios Simple. Como ya
se menciond en capitulos anteriores, nuestro algoritmo consta de tres fases que llamamos:
a) Fase I: Nivelacion Dual
b) Fase II: Pulido del Primal

c¢) Fase 111: Ramificacion por Seleccion

7.1 PROCEDIMIENTO DE LA NIVELACION DUAL.

Para poder dar Jos pasos que componen a esta fase del algoritmo propuesto, enseguida
se describe el significado de cada una de las variables involucradas en el dual del problema,
las cuales se presentaron en el capitulo V.

a; :Es la cantidad que va a pagar en total ¢l cliente ;.

ajseg ; : Es el costo que paga el cliente j si estuviera asignado al servicio que le sigue al
mas barato hasta ese momento.

@ jmax :Es la cota superior de lo que cada cliente / pagaria en total.

’11';' 'Es la cantidad con la que coopera el cliente ; para el pago del costo fijo del servicio «

A j :Es la parte del costo fijo que esta dispuesto a pagar el cliente j sin que le convenga

cambiarse de servicio.
Los pasos a seguir son:
1. Inicio de las cotas inferior, segunda y superior para ¢l costo total que paga cada cliente.

La nivelacion dual se inicia con ;“if = 0 (es decir, hasta ese momento el chiente j no ha

cooperado para pagar el costo fijo del servicio 7), de aqui, que el valor inicial de « sea

jmin

el minc;

iy

,para cada j. Las i que tuvieron el mjncy- se agruparén en el conjunto Ifm. Por
i
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conel min ¢

otro lado, se inician las X isegunda iapem i
J

para cada 7, v se inicia la cota superior

de estos costos con @ jmax = 0 para cada j.

2. Obtener el vector de diferencias, A 7 definido como A i< (a isegunda” o _]min} para

cada /. Estas diferencias pueden ser de alguna de las siguientes dos formas:

a) 4;=0

Este caso se presentaria en alguna iteracién después de iniciado el procedimiento, ya

que al inicio de la Nivelacidn Dual, A jnunca puede ser cero. Si en el transcurso del

.=, entonces se excluirdn a esas j de los siguientes

procedimiento se llega a queA j

pasos, pues cuando A ; = 0, se termina la fase de Nivelacion Dual para esas /. Si todas

J

las A j tienen valor de cero, entonces continuar con el paso 3.

b) AJ.>0

Para aquellas j que tienenA j> 0, buscar la A .mas grande, llamada A Alasy

b jmax:

que tienen A las agruparemos en el conjunto je.J M Si las jed M son més de

jmax’

una, encontrar aquella j cuya cardinalidad de Ij-m sea minima, Hlamarle a esa J, jA. Es

. A . .
decir, que ;= es la columna que tiene A jmaucY TIENOS Veces repetido ¢l costo ¢ jjmin-

Cuando hay empate en la cardinalidad defjm , tomar arbitrariamente alguna de esas

con A Si solamente una; tuvo A entonces esa j serd jA.

Jmax Jmax?

3. Para jA

encontrar el minimo costo fijo restante de las f e ];'.m, esto es, el n}zézm ;,a
iel€

este costo fijo se le llama fir ,y hacer lo siguiente segim sea alguno de los siguientes

casos:

a) Si fir <A se hacen las signientes actualizactones:

jmax®
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_ _ g . _ cm
fz’nuevo - fiactual fI . para 1< ]j

A

_ r . cm L

cy‘nuevo“cijac 1+fi , para:efj y para j = j
. X . A

ajmmnueva = ajminactua[—l— jir , para i€ Ifm y para j = ]

Si todos los f; # 0, entonces actualizar &

Jjsegunda
A

nuevo de la siguiente forma:

= mi . g gCM L
ajsegumlanueva—m;ncg- , parazcélj y para j=j

0

Para aquellas 7 que tienen = 0, entonces llamarle i~ a esa /, y continuar con las

finuevo

siguientes actualizaciones para a isegunda Y Para & i

= mi : N ._ .0 .
@ eV = mm{czjm axdctual max jminnueva,cy.nucvo}}, para i =i° y para toda j.
2 ceoun g, Heva = mm%jsegun Jgreva.c jmaxnueva}, para toda J.

Cuando un f;nuevo = 0,entonces se ha cubierto todo €l costo fijo de ese servicio i y

entonces se considera como "servicio abierto”. Las i que cumplan con esto, se les agrupa en
¢l conjunto 79, una i e 79 indica que el costo fijo de esa i ya se pago.

.o . _ roem
b) Si f >Ajmax,para1ef.

Se actualiza de la siguiente forma:
finuevo = f; *Ajmax ,para ie !j?m

. paraie[qm y j=jA

¢ nuevo = ¢; actual + A F

ij i Jmax

Cuando algiin c;; sea igual a c;muevo, incluir en el conjunto !jfm a esa(s) i

= A
a immnueva-a[-mmactual +B gy > PATA j =

R ., ycm L A
* @ e ,anuevammfncy-,paratefj yji=J
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*Al actualizar a ,se puede presentar que el min ¢ >«

jsegunda il ;m ij ] Amax’ €n estos casos

se hace: a =a
JjAsegunda " j Amax

4, Regresar al paso 2.

n
5, Calcular el wvalor de la funcién objetivo del dual,G= }:la j,donde
J:

;=X imin = % jsegunda = & jmax

Ejemplol.
Enseguida se presentan los datos de un problema tomado de [9] para aplicarle la fase I
Nivelacion Dual del algoritmo propuesto.

En la tabla (10) se dan los costos variables €;j>y los costos fijos, f;, para un problema

de (6X4).
Servicios Clientes, j | Costo fijo
i 1 T2 3 4 1
1 6 6 5 2 3
2 6 8 © 3 2
3 8 6 3 0 2
4 6 o0 6 2 2
5 o0 6 3 4 3
6 6 6 00 4 3
Tabla (10) Costos para el ejemplo 1

Se inicia con:

@ jiin = 6 6 3 2)

& isegunda = @ 853

X imax = (0 o ® o)

50




El vector de diferencias entre a_;’segun da ¥ @ min

es:
= 2

AJ 2 2 b

Donde Ajmax =2

En este caso hay varias j que coincidieron en tener la méaxima diferencia, A Jjmax Entonces,

el conjuntoJ M de las j que tienen A jmax = 2, es: J M {1,2,3}.56 debera desempatar con
la cantidad de costos minimos que tiene cada una de estas j. En este caso iniciard la primer
iteracién en la cuarta columna, es decir que jA es la correspondiente a /=4, ya que ésta

tiene un solo costo minimo. Eneste caso f = 7, = 2.

Las actualizaciones obtenidas en cada iteracion se resumen en la tabla (11).

1. Actualizaciones de los costos variables, ¢;; y los costos fijos, f;.

i

Servicios Clientes | Costo
1 2 3 4 Fijo

1 6—>8 6 5 2 31

2 6—>8 8 © 3 2—0

3 8 6 3-8 0 20

4 6—>8 o 6 2 20

5 0 6 33 4 31

6 6—>8 6 oo 4 31

Tabla (11) Actualizaciones de los costos variables y fijos del ejemplo 1.
El ntmero en negrita es el valor en el cual cambié el dato original al ir aplicando el

procedimiento de la nivelacién dual, es decir, son los Cinuevos Y 10s fiuevo S SU

respectivo lugar, indicando la flecha el cambio que ocurrio.

2. Las actualizaciones de los vectores « Jmin> ajs egunda’ & imax Y Aj se dan a

continuacion:
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@ jpan = 6 6 3 2)
® 6 5 2)
@& 6 5 2
a Jsegunda ~ ® 853
8 6 5 3)
(8 6 5 2)
(8 6 5 w)
& 6 5 2)
A j= 2 2 21
2 0 0D
O 0 0 0

Las iteraciones terminan hasta que el vector de las diferencias, Al. , tenga en todos sus

elementos, el valor de cero. Es en esie momento en que se lega a que:
@ jmin = jsegunda = jmax
La fase de Nivelacion Dual nos proporciona la siguiente solucion del dual:

. 4 4
G=7%a Y

4
= ¥ a.mm=8+6+5+2=21
J=1 j=1 j=1"7

L. = o . s
jmin Jsegunda 7

Los servicios que la fase I indica abrirlos, son aquellos que terminaron con un costo fijo
con valor de cero. En este ejemplo, los servicios que terminaron con costo fijo nulo, se

agrupan en el conjunto/?, que se definié, como el conjunto de los servicios abiertos

obtenidos en la fase 1 de nuestro algoritmo, siendo entonces: /¢ = {2,3,4}

7.1.1 CONSERVACION DE LA FACTIBILIDAD DUAL EN EL PROCEDIMIENTQ DE
NIVELACION DUAL
Enseguida se vuelve a presentar la formulacion fuerte del Problema de Localizacion de

Servicios Simple y su correspondiente dual, que se presentaron en el capitulo V.



E! problema relajado es el siguiente.

MinZ = gljz_]cyxy Z Iy (1)
5.a:
Eﬁy PV I
Yi—%; 20 5 VLY (3)
X205 VLY (4)
y;20 ; Vi (5)
El dual para(PlR) es el siguiente:
MaxG= 2 a; 6
L ©
sa.
a;—A;Scg 3 Vi) 7 }+ (oPIR)
n -
E—-lllj <f s Vi ®
A, 20 5 VLY )

La fase de Nivelacion Dual inicia con zll-j =0,la cual cumple con (9). Los valores

iniciales de « jmin® S€ obtienen COMOX i mrncg, para cada j,para cumplir con la

factibilidad y tratar de que sean lo mas grande posible ya que como Jo indica la funcion

objetivo, se estan maximizando las & I

Aquellas restricciones del tipo a; ﬁ, < ¢;; que se estén cumpliendo con igualdad les

llamaremos restricciones activas. Como se desea Maxy o 7 tratamos de incrementar
J

cadac Iz y para que sigan siendo factibles las restricciones activas, se debera incrementar

su correspondiente l .en la misma cantidad quea ;, pero stn rebasar el costo fijo,
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., correspondiente; por eso cuando se escoge el aumento para alguna @ o 5e debe cuidar

que ese aumento sea una cantidad menor o igual que [ I - Z_?Ly } por otro lado, si se
)
aumenta mucho « j puede requerirse aumentar ;Ly.pam algunai que no era activa, a fin de

conservarse la factibilidad, mejor lo que se hace es cuidar que la & 1o crezoa mas que los

¢ (los ¢;j que no han sido nivelados) que son mayores que el valor actnal de j» para eso

se busca cudl es el ¢ inmediato superior a esa « I la cual se le llama « Jsegund La

diferencia que hay entre & jsegund Y @ jmin [A j =% jseunda - jminj’ nos indica qué

tanto podria aumentar ¢sa « ; sin tener (ue aumentar alguna ,?uij que no pertenece a las

restricciones activas.

La razén de escoger la A ; mas grande (a esta A jia llamamos A jmax) €s por que se

desea repartir el (los) costo(s) fijo(s) correspondiente(s) lo mas rapido posible.

En resumen, las « g aumentan en cada iteracion a lo mas una cantidad igual a A max
para que se conserve la restriccion (7) y a lo mas el minj, de los servicios ique
1

corresponden a las restricciones activas, (a estos costos fijos los Hlamamos fir) esto con el

fin de que la restriccion (8) siga siendo factible. De este modo, en cada iteracion se

mantiene la factibilidad y cuando ninguna « J pueda aumentar, se sabrd que las o 7Y las

izj son factibles del problema dual.

7.2 PULIDO DEL PRIMAL

A partir de la solucion obtenida en la Nivelacién Dual, se busca una solucion factible
para ¢l programa primal. Para obtener esta solucién del primal, aplicamos la fase, llamada
Pulido del Primal. Con esta fase se conocerd la cota superior de la solucién del PLSS. S1

esta cota superior es igual a la solucion proporcionada por la nivelacion dual (el dual
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proporciona la cofa inferior), entonces se habra encontrado la solucién 6ptima del PLSS.
En caso contrario se aplicara la fase de Ramificacion por Seleccion.
Los pasos son los siguientes:

1. Encontrar el min c;., para cada j, las i donde estan los min c. ., agruparlas en el
iefa ¥ iefd Y

p4em.

conjunto
J J

2. Buscar las j con menor cardinalidad en fjfcm.

3. El micio de las asignaciones dependers del caso que presente la cardinalidad

de’ ;’U" Estos casos se enlistan a continuacion.

a) Si hay anicamente una ;/ con cardinalidad de 79" igual a uno, comenzar la asignacién
J &na

con esa . Hacer la asignacion como lo indica el paso 4.

b) Sibay mas de una; con cardinalidad de Ij?cm igual a uno, entonces preguntar para cada

una de esas j si el min c_ es igual a infinito, si es asi asignar a esas j con su
igjacm Y
/

jqcm

correspondiente 7 € j

,agrupar a ¢sas / en el conjunto llamado "asignadas"; y si no

(siel min c,. #o0)comenzar la asignacion en cualquier j que tuvo la cardinalidad
iglacm
J

de uno en f?cm . Hacer la asignacion como lo indica el paso 4.

¢} Sininguna j tuvo un solo _mj'fg? cy-,entonces buscar alguna y con la cardinalidad menor
i

de ]Jf-’cm y comenzar la asignacidn en esa j como se indica en el paso 4.

4. La asignacién de cada j se hard en la posicion donde esté el -m}'é Cyir2 la i
ie

correspondiente a esa asignacion, agruparla en el conjunto "abiertos”, etiquetando como
"primer abierto" a la i que primero entrd a ese conjunto.

5. Cada que se asigne alguna j, preguntar si esa j habia cooperado en otros servicios i, es
decir en los i @"abiertos”.

5.1 Sino cooperé esa j en otro i, entonces preguntar que otra / ayudd a pagar el costo fijo

del servicio i que se acaba asignar a la /, si hubo alguna ; que ayudd, entonces asignar
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(pasar a esa j en el conjunto “asignadas") a esa j que ayudo con el pago del costo fijo
del servicio / que acaba de ser "abierto”. Regresar al inicio del paso 5.

5.2 Siesaj que se acaba de asignar coopero en otros servicios, entonces “cerrar” a cada uno
de esos servicios / ¢"abiertos"y agruparlos en el conjunto “cerrados”. Cada que se va a

cerrar un servicio i, preguntar para cada j " asignadas”, si al cerrar esos servicios 7, el

Unico ¢y que existe es infinito, entonces no se podran cerrar todos los servicios i donde

habia cooperado la j que se acaba de asignar, en este caso, se cerraran los / que al
cerrarlos si se permita asignar al cliente f que se desea asignar en es¢ momento, en una

posicion donde no estan los ¢y = w, tratando a su vez que la asignacion de esa nueva j

sea donde esté su ¢; mas barato. Si al cerrar un servicio i, los clientes

J " asignados” no tienen como unico clj,un e i= w0, entonces si se podran cerrar esos

SETViCios.

6. Ya que se cerraron los servicios / donde habia cooperado el cliente / que acaba de ser
asigniado, preguntar si alguna otra j, de las ;j ¢"asignadas", le ayudé a pagar una parte
del costo fijo del servicio / que se le acaba de asignar a esa J, si se encontré que alguna ;
le ayud6 a pagar, entonces asignar a esa j que ayudd y agruparla en el conjunto
"asignadas” ,y regresar al inicio del paso 5.

Si mingunza ofra j, de las j¢" asignadas” ,cooperd, entonces continuar el proceso de

asignacion con aquella j cuya cardinalidad de 7 ?Cm

sea la menor y continuar con el paso 3.

Si todas las j (7=1,2,3,...,n) se han asignado a algin servicio de los ie I%, entonces el

praceso del Pulido del Primal ha terminado.

Ejemplo 2.
Para mostrar ¢cémo funciona la segunda fase del algoritmo, la aplicaremos al ejemplo 1
que e presento en la seccion 7.1.

Al aplicar la fase I del algoritmo, obtuvimos que los servicios abiertos son las i que

agrupamos en el conjunto/“ = {234}, Con el fin de facilitar el procedimiento que sigue,
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formamos la submatriz para los servicios que interesa tener abiertos hasta ahora. Esto se

muestra en la tabla 12.

Servicio Clientes, Costo fijo
: 1 2 3 4 /i
2 68 8 © 3 2
3 8 6 35 ® 2
4 68 % 6 2 2

15" =4y 5=y | §U=0} | {7"=4}

Cardinalidad 2 1 1 1

Jaom
de j

Tabla (12) Submatriz de los servicios abiertos obtenidos en la fase I.

Donde ]?Cm es ¢l conjunto de los servicios que atienden al cliente ; donde estan los ¢

mas pequeifios tomando en cuenta Unicamente los servicios que la fase I indicéd abrir. Por
ejemplo, el cliente /=1 tiene su costo minimo en la posicion correspondiente a los servicios
2 y 4, teniendo entonces este conjunto la cardinalidad de 2.

Los costos minimos de cada columna se han puesto en negrita.

9en

Para aquellas y

que tienen la cardinalidad mas pequefia, en este caso, las de

cardinalidad de 1, aplicar la primer pregunta: ;El min c..=? Si esto ocurre se
jeracm
J
inicia la asignacién en esa . En este caso ninguna de las j presentd esta situacion. Como no

tenemos esos valores, se comienza la asignacion en cualquier j que tuvo la cardinalidad de

({(,'m

1 {
en suly

. En este gjemplo, se inicia la asignacién en la posicidn correspondiente

alc,,; vy al mmciar en esta posicion, entonces etiquetamos como “‘primer abierto" al
32

servicio /=3, quedando asignado el cliente 2 al servicio 3.

La segunda pregunta que se hace es: Esa j que acaba de asignarse, ;En qué otro

servicio habia cooperado en el desarrollo de la Nivelacion Dual?, En este ejemplo se ve que

esa j no cooperd en ningin ofro servicio {si alpuien cooperd, se ve en la tabla anterior
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cuando el costo ¢ tiene flecha). En este caso, en Ja columna correspondiente al cliente j=2,

no tienen flecha ninguno de los Cy

La tercer pregunta es: ;Qué otro cliente ayudo a pagar el costo fijo del servicio que se
acaba de abrir?. Vemos que el cliente 3 cooperd con $2 para pagar el costo fijo del servicio

3, v por lo tanto, la siguiente asignacion ocurre en la posicién correspondiente al C33

quedando asignado el cliente 3 al servicio 3.
Cuando se asigna al tercer cliente, se regresa a las dos primeras preguntas, y en este caso se

completa el ciclo de preguntas para el servicio 3.

facm

Como no han sido asignados todos los clientes, se regresa en busca de la j con menor

cardinalidad, que en este caso, la tiene el cliente 4.

Entonces, a tercer asignacion ocurre en la posicion correspondiente al ¢4, quedando

asignado el cliente 4 con el servicio 4. Liegamos otra vez al punto donde se deben aplicar
las tres preguntas. Primer pregunta: ;Qué otro cliente cooper6 para pagar ¢l costo fijo del
servicio que acaba de abrirse (en este caso el servicio 4 ha sido el segundo en abrirse)?.
Vemos que el cliente 1 cooperd con $2, entonces la cuarta asignacion ocurre en la posicion

41> quedando asignado el cliente 1 al servicio 4. Continuando con la segunda pregunta:

;En donde m4s habia cooperado ¢l cliente que se acaba de asignar?, Vemos que el chiente 1
habia cooperado en el servicio 2, por lo tanto, se deberd "cerrar” ese servicio, la razon es
por que ningin cliente puede ser atendido por més de un servicio. En este ejemplo, se cierra
el servicio 2 que la fase [ habia definido como abierto.

Las asignaciones terminan cuando todas las j ya han sido asignadas a algin servicio. En
este ejemplo, ya se ha asignado a todas las ;.

La fase de Pulido del Primal nos indico abrir a los servicios {3.4}

Hasta aqui, ya podemos obtener la solucién del problema primal:

E Z cy + E f; ¥ i€"abiertos” y j " asignadas”
i=1 1—1

#*

Z =C41+‘:32+C33+C44+-’% +f4 =6+6+3+2+2+2=21
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Al final de esta fase, se compara la solucion obtenida del problema dual con la solucion

obtenida del problema primal. En este ejemplo, la solucién del dual que se obtuvo en la fase
de Nivelacion Dual, fue G‘k =21. Al comparar Jas dos soluciones, llegamos a

que Z =G =21.Y por lo tanto, se ha encontrado la solucién éptima del problema

original.
7.3 RAMIFICACION POR SELECCION

Cuando la sohuicion del dual, G, obtenida en la fase I: "Nivelacion Dual”, es diferente a
la solucion del primal, Z, obtenida en la fase II: "Pulido del Primal”, entonces se debera
aplicar la fase 1II: "Ramificacion por Seleccion”.

El proceso de ramificacion por seleccidon se hace abriendo o cerrando los servicios i
etiquetados en la fase del Pulido del Primal como "primer abierto”. La ramificacion inicia

primero abriendo el servicio llamado "primer abierto".
y2

Cuando se ramifica abriendo un servicio, el costo fijo de ese servicio se debera cambiar

de su valor original a un costo fijo nulo, fz ={. Ya que como se indicd anteriormente, un

costo fijo de cero, indica que ese servicio estd abierto. Cuando se ramifica cerrando un
servicio, el costo fijo de ese servicio se debera cambiar de su valor original a un costo fijo

muy caro, f; =. Cada que se hace un cambio en los costos fijos de algin servicio por

estar abriendo o cerrando, se regresara €l "nuevo" problema a las fases I y II para poder
conocer las nuevas soluciones del dual y primai. 51 se mejora la Z, se guarda como la mejor
solucion hasta ese momento.

Cuando la solucion del dual es menor que la mejor solucién del primal conocida hasta
ese momento, entonces se continta la busqueda a profundidad. Le llamamos a profundidad
cuando la rama continia hacia abajo "abriendo servicios".

Cuando la solucion del dual es mayor o igual que la mejor solucion del primal conocida
hasta ese momento, entonces se suspende la busqueda a profundidad y lo que se hace es
"cerrar” el dltimo servicio etiquetado como "primer abierto”. Si se acaba de cerrar un
servicio y se alcanzé un criterio de paro, entonces se regresa la busqueda hacia arriba hasta

que se encuentre alghn servicio que no haya sido forzado a cerrarse, si s¢ encuentra tal
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servicio, se continia con la ramificacion como ya se ha mencionado, hasta que se agote la
posibilidad de encontrar una mejor solucién a la que se tenga hasta ese momento.
La solucién Optima se encontrara en aquél nodo donde la G=7 y éste sea el mejor de los

casos donde haya sucedido esta ignaldad.

Ejemplo 3.

En esta seccidn se presenta un ejemplo en el cual fue necesario aplicar hasta la fase I
Ramificacién por Seleccion del algoritmo propuesto. Este probiema fue tomado de Donald
Erlenkotter, [6]. Erlenkotier presenté dos versiones de este problema. Nosotros
presentamos aqui la segunda version de este problema.

Es un problema de (5X8), con m=5 servicios y #»=8 clientes. En la tabla (13) se dan los

costos totales variables, ¢,y los costos fijos, f,

Ty
servicio . Cliente Costo fijo
1 2 3 4 5 6 7 8 f.
t 120 180 100 o 60 0 180 o 200
2 210 w© 150 240 55 210 110 165 200
3 180 190 110 195 50 o 0 195 200
4 210 190 150 180 65 120 160 120 400
5 170 150 110 150 70 195 200 © 300

Tabla (13) Datos de los costos variables y fijos para el ejemplo 3.
Los resultados obtenidos en la fase de Nivelacion Dual, son los siguientes:

ajmin:ajsegzmdazajmax3(180 190 145 240 SO0 210 160 315);

8
ConG= 3} «a i = 1490, como solucion del dual.
A
El vector de los costos fijos resultantes después de fase de Nivelacion Dual es:
/,=(85 0 0 55 110), que indica abrir los servicios {2,3}
La solucién del primal a partir de estos resultados y aplicando la fase 1I: Pulido del Primal,

es: 7=1610 con i = 2.3, como servicios abiertos. El primer servicio abierto que indicé el

primal fue /=3.
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Al aplicar las dos primeras fases del algoritmo, vemos que Z # G; y por lo tanto, es
necesario aplicar la fase III: Ramificacién por Seleccion.
Se inicia Ia fase I en el servicio que el pulido del primal indico como primer abierto, en
este caso, el servicio 3. Al obligar a abrir el tercer servicio, esto es, hacer

yy=1= f3=0,se obtiene la siguiente solucidon del dual y del primal respectivamente:

G=1610 y 7Z=1610, con / a . {2,3} como servicios abiertos. En este caso se llegd a una de
las condiciones para que la busqueda a profundidad de la rama se pare.
Ahora se prueba la solucién, obligando a cerrar el servicio 3, esto es,

y3=0= f3 =, obteniéndose las siguientes soluciones: G=1580 y Z=1580, con

79 = §1,2}, siendo el primer abierto, ¢l servicio /=1. En este caso se mejord la solucion del
dual y también la solucién del primal. Nuevamente se ha llegado a una de las condiciones
de paro de la bisqueda a profundidad. En este caso, aqui termina la fase de Ramificacién
por Seleccion, pues ya se agotaron las posibilidades de encontrar una mejor solucion.

En los dos lados de la rama realizada, se llegod a la convergencia entre Z y G, en estos
casos se selecciona la mejor solucidn de ambas, 1a cual es la solucién optima del problema
original, la solucion dptima es entonces:

Z =G =1580
Nn=ryy= 1
Xy =Xy = X3 = X4 =%Xp5 X6 T Xg7 T Xpg =1

En la figura {11) mostramos la fase Il en forma de arbol.
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En la figura (11) mostramos la fase IIl en forma de arbol.

FaselylIl

G=1490

Z=1610

Abrir los

servicios

2y3
¥ =1 y, =0
G=1610 G=1580
Z=1610 Z=1580
Abrir los Abrir los
servicios servicios
2y3 iy2

Fig. (11) Arbol que resume la fase de Ramificacién por Seleccion

Las cooperaciones de los clientes para pagar el costo fijo del servicio que los va a atender

son:
xlj:[9o 60 50 0 0 0 0 0]
/‘sz.:[O 6 000 0 50 150]



CAPITULO VIIL. EXPERIENCIA COMPUTACIONAL
8.1 EJEMPLO COMPARATIVO.

En esta seccidn se resolvera el ejemplo que se presentd en el capitulo VI, en el cual se
vio el funcionamiento de algunos algoritmos existentes, con el fin de comparar de alguna
manera ¢l algoritmo propuesto con el nfmero de iteraciones realizadas en los dos métodos

que se presentaron en ¢l capitulo VI. En la tabla (14) se dan los costos variables, c;;, y los

costos fijos, f;, del problema de (4x4).

Servicto Cliente Costo fijo
1 2 3 4 7
1 0 12 20 18 7
2 12 0 8 6 7
3 20 8 0 6 7
4 18 6 6 0 7

Tabla (14) Datos para el ¢jemplo comparative tomado de [9].
Solucién del Dual:
Para encontrar primero la solucion del dual, aplicamos la fase I del algoritmo propuesto.

Fase no. I. Los valores iniciales de las variables duales son:

ajmm:(o 0 0 0)
@ segunda = (]2 6 6 6)
afj max :(00 [ « B a1 OO)

El vector de diferencias: A j= (12 6 6 6)

#1. A A1=122f1=7

Jjmax =
Las actualizactones son:

ajm=(7 12 20 18)

@ jsegunda = 7 666
@ in = (7 0 0 0)
fi =7-7=0 = abrir el sevicio i = 1.
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#12. AJM:AZ =A3 =A4=6<f2sf31f4:7
La menor cardinalidad de las f?m .V j=234 esigualalyeneste ejemplo fodas

estas j estan empatadas en este sentido. En estos casos se escoge arbitrariamente a
cualquiera de ellas.

Tomando arbitrariamente a /=2 2 la cual le corresponde el servicio /=2 por estar en e€sa
posicion el costo minimo.

Las actualizaciones son:

8

A2 segunda ~




#5. Ajm=A4=122f2,f3,f4=1

@ imax = (7 6 6 7)

& isegunda =(7 6 6 7)

@ imin = (7 6 6 7)

Iy = 1-1=0 => abrirel sevicio i = 2.
f3==1—1=0 = abrir el servicio i = 3.
fy=1-1=0 = abrit el servicio i=4.

Hasta aqui el vector de diferencias es: A= © 00 0)
Lo cual indica que la fase [ ha terminado.
La solucién de} dual ala que seha llegado es:

4
G = 2 o . = 26
=N
Abriendo los servicios:  [¢ = 2,34}

Solucion del Primal:

Aplicando la fase IT: Pulido del Primal, obtenemos la siguiente solucion:
7=8 con i=1,2 como servicios abiertos, donde =1 es el "primer abierto”

YaqueZ = G, serequicre aplicar la fase ITL: Ramificacién por Seleccion.

En el arbol de la fig. (12) se resumen las jteraciones que se tuvieron que hacer en la fase
IIY para encontrar la solucion optima del problema original.

Como se ve en la figura, la solucion optima es:
* .. :
7 =( =26, con =14 como Servicios abiertos.
yy=¥q=1

x(y = Xgp = %43 = ¥4q =)
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Los costos fijos de estos dos servicios abiertos, seran cubiertos de la siguiente forma:

/?,U:('i ¢ 0 0)

/14.]:(0 00 7)

FaseI:

(=26

Z=28

Abrir: 1,2
n=l1 »=0
G=26 G=31
=28 =33
Abrir: 1,2 Abrir:2

y2=1/ \ ¥, =0

G=27 (=26
=27 Z=26
Abrir: 1,2 Abrir:l,4

Fig. (12) Arbol que resume las iteraciones hechas en la fase 111

La solucién optima del problema original se encontrd en el nodo donde se obligé a cerrar el

servicio 2, es decir cuando yy=0.

*
Nota: Obsérvese que al hacer Y =0, seobtuvo una G>Z =26, y por eso se suspendié la

bisqueda a profundidad, aunque no se encontré el dptimo de esa rama.
8.2 TIEMPO COMPUTACIONAL.

Se realizd un programa del algoritmo propuesto en VisualBasic, se probé en una PC
Pentium con velocidad de 166 MHZ. El programa es interactive, y corre para cualquier
tamafio de problema (siempre y cuando lo permita la PC), este programa inicia preguntando
el tamafio del problema, después se deben introducir los costos variables y fijos, en
cualquier orden, ya que asi lo permite 1a presentacion de datos que tiene el programa.
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El tamafio de algunos de los problemas que se corrieron, sus caracteristicas de solucion

y ¢l tiempo de CPU, se muestran en la tabla (15).

Tamafio del; Solucidn | Soluciéon | Solucion | Serequirié{ No.de | Tiempode
problema | deldual | del primal Optima fase I11 ramas CPU (seg.)
*(5x8) 1235 1235 1235 No 0 0.3233seg
**(4X4) 26 28 26 Si 2 0.3215seg
*#%(16x16) 176 248 190 Si 4 10.3812seg
*EX(20x20) 416 456 446 Si 7 18.1112seg
**%(30x30) 2186 2294 2248 Si 6 27.3561seg
**2(50x50) 1572 1572 1572 No 0 15.2320seg

*  Se tomaron tos datos de este problema de la referencia {6}
** Se tomaron fos datos de este problema de la referencia [8].

*** | a matriz de datos de estos problema se generaron aleatoriamente.

Tabla (15) Resumen de los resultados obtenidos en algunos problemas que se corrieron en

el programa del algoritmo propuesto.
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CAPITULO IX. CONCLUSIONES Y TARABAJOS FUTUROS

9.1 CONCLUSIONES

Para resolver el Problema de Localizacion de Servicios Simple a partir de su
planteamiento como un programa entero mixto, resulta costoso utilizar los métodos
tradicionales que existen, tales como el método de Descomposicion de Benders y el método
de Branch and Bound, por mencionar algunos.

Se vio que la relajacion del problema sobre Jas variables enteras y después obtener el
dual de este problema relajado resuité un dual en el que ya no se tenia la presencia del
cargo fijo en la funcidn objetivo que hace que el problema primal sea "complicado” para
resolver. A partir de la formulacién del dual, la reparticion del costo fijo fue mucho mas
facil de encontrar. Otro aspecto interesante fue la forma en que a partir de la solucién del
dual se obtuvieron soluciones enteras del primal. Con la ayuda del Pulido del Primal,
generalmente se evita la violacion de las condiciones de holgura complementaria y lo que
se logra con esto es que ¢l problema ya no requiera la fase III: Ramificacion por Seleccion.
Pero, si no es suficiente esta fase de pulido, entonces Ja bisqueda de la solucién 6ptima con
la fase 11 es mucho menos exhaustiva que las ramificaciones obtenidas por el método
tradicional de Branch and Bound, el cual inicia ramificando partiendo unicamente de la
solucion fraccionaria del problema primal relajado.

En este algoritmo que se presento, se vio que generalmente Ia solucion obtenida después
de aplicar las dos primeras fases resultaba muy cercana a la solucién optima del problema,
si no es que la optima, por que la cota inferior y superior proporcionadas por este algoritmo
son también muy cercanas.

El algontmo presentado resultd muy eficiente para problemas grandes en los que se
requeria la fase Il ya que la diferencia en el nimero de bisquedas resulté ser mucho menor
que las ramificaciones si se realizaran desde el inicio de la solucién del problema como se
hace en Branch and Bound.

Cabe mencionar que con la idea de encontrar aquél servicio que convenia abrir en la fase
11, resultaba en la mayoria de los problemas donde se probé el algoritmo, que ese servicio
(llamado "primer abierio” en nuestro algoritmo), tenia que estar abierto en la solucién

Optima del problema original.
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Con este algoritmo y otros que se han desarrollado para resolver el Problema de
Localizacion de Servicios, se elimina la dificultad que se presenta cuando se resuelven

problemas de programacion entera-mixta.

9.2 TRABAJOS FUTUROS

Con el desarrollo del algoritmo que se presentd, cuya aplicacion es la solucién del
Problema de Localizacién de Servicios Simple, surgio la idea de aplicar las estrategias
utilizadas, en el Problema de Localizacién de Servicios con Restricciones de Capacidad.

Resulta de interés retomar algunas ideas del algoritmo presentado para aplicarlas a otros
problemas con alguna semejanza en su estructura matematica por ser parte de la familia de
los problemas de Cargo Fijo.

La formulacidén que ahora se debe considerar es la del Problema de Localizacion de

Servicios con Restricciones de Capacidad:

MinZ = ZZ +ny
i=1 f 1"” 1

sa:
E_:Ixy : j=L12..n
X5 <¥ s i=12...m vy j=12,..n
ngdjxy <ay; s i=12,...,m

xz0 y y=01  i=12..m y j=12..n

Como vemos ¢l planteamiento del problema ahora considera las capacidades de cada

servicio (¢;) y las demandas de cada cliente (d j)‘

Este planteamiento ¢s ¢l que ahora se tomaria en cuenta para tratar de resolverlo con la

misma idea de funcionamiento del algoritmo propuesto.
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'APENDICE A

Al UN EJEMPLO DEL PROBLEMA DE LOCALIZACION DE SERVICIOS
RESUELTO CON EL PROCEDIMIETO DE PARTICION DE BENDERS.

Para ver en cuantas iteraciones se llega a la solucion optima, resolvemos el siguiente
ejemplo propuesto por M. Balinski {4]. Es un problema de (4x4), los costos variables y los
costos fijos se dan enseguida:

| Servicio Cliente Costo fiio
1 2 3 4 7
1 0 12 20 18 7
2 12 0 8 6 7
3 20 3 0 7
4 18 6 6 7

Tabla (A.1) Datos del ejemplo propuesto por [4].
Paso 1. Iniciamos con y ={1 1 0 1} Con lascotas iniciales: ZY=w, Zl = o

Paso 2. (#1)
L= {1,2,4}; entonces asignamos: i({l)=1, 1(2) =2, i3)=4, (4)=4

Obtenemos las v f utilizando (5):

T ={; 1:2=c22==0; v3:=c43=6; ¥4 =c44=0-—>v:(0 0 6 O)
Qbteniendo up, U= 0siie 1], es decir wy =ty =Uy = 0
u, = max{O,m!.Jsi i Il,de aqui que my = 6, &> Uy = 6
Caleulo de Z¥, utilizando (6):
Z¥= 3 f;i+ Lo oS nu
iel) Tjal iU iell H
ZU = it fyfy oy ey tegztagg TmE Ty M T
=7+T7+7+04+0+6+0-0-0-0=27
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Paso 3. (#1) El programa entero es:
Min Z ‘
S.a:

m 143 m
Z> 3 fiyi+ LvE -3 nyuf

A0 PN =Nt
y; =01 (i=1234)
Esto es:
Min Z
54
Zz fy+Soyy + f3yg + fapg Hiv +vy vy +v4)—~[4y1(0)+4y2(0)+4y3(6)+4y4(0)]
Sustituyendo:
Zz 7y1 +7y, +‘7y3 +7yy +(0+0+6 +0)-24y3
Simplificando:
Zz6+Ty+Tyy =Viyg+7y,
Quedando el siguiente problema:
Min Z
840

Z26+7y +7y,~17y, + 7y,

yp = 01

Por inspeccién hallamos que la solucidn es: y = (0o1 O), con Z' ==11<27=2"

Paso 2 (#2). De la pasada iteracién fenemos ahora que
1, =8} i) =3, {2)=3 i3)=3, i(4)=3
Con las respectivas Vv =egy = 20, vy = €39 =8, V3 =03y =0, vy =03, = 6

IJI“—‘zO, 'u2=8, u3:=0, U4=6

Obteniendo la cota superior: Z = f3 +c3, +¢35 +eg3+cy, =41 -~ Z ¥ permanece en 27.

Paso 3. (#2) El programa entero ¢s ahora:
Al corte obtenido en la iteracion anterior, agregar el signiente corte:

ZzTy +7yy+7y5 +7y4 +(20+8+0+6)—-4y](20)-4y2(8)-4y3(0)—4y4(6)
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Obteniendo el siguiente problema a resolver:
Min Z
s.a:
Z26+Ty, +7y2 ~Tyy+ Ty,
Z 234~ T3y~ 25y, + Ty; =17y,
y; =0,
La solucién optima encontrada por enumeracion completa (ver tabla A.1.1) es la siguiente:

y=01010) con z/ =—4<27=2"

Paso 2. (#3)

n=43% @)=142)=3 43)=3, i4)=3

v=01=0 vy =c3 =8 v3=0y350, vy =03, =6
u1=0, u228, u3=0, u4==6

Con Z=f;+f,+(0+8+0+6)=28>27=2" .. z¥ =27

Paso 3. (#3)

Min Z

5.4
Z26+7y,+7y, =17y, +7y,
Z234-73y,-25y,+ 7y, 17y,
Z214+7y,~25y,+ Ty, 17y,
¥; =0,

Cuya solucibnes: y={(0111); con Zl=3<27=2%

Paso 2. (#4)

=234} ()=2i2)=2 i(3)=3, i(4)=14

i} =021=12, Vo =Cyy =0, V3 =C3g =0, Yy =c44==0

u1=12, uy =4{, u3=0, u4==0

Con Z=fy+ fy+ f+(1240+0+40)=33>27=2" . zZ¥ =27

72




Paso 3. (#4)

Min Z

sa:
Z226+Ty,+7y, 17y, +7y,
Z =34-T73y, ~ 25y, + Ty, =17y,
Zz14+7y, =25y, +7y,—17y,
Zz12-41y,+ Ty, + Ty + 7y,
¥ =01

La solucién por inspeccidon es: y = (i110); con Zha3<27=2"

Paso2. (#5)

1, ={.23%; (1) =1 i2)=2, i3)=3 i{8)=2
w=opy =0, vy =0py =0, vy =53 =0, vy =Cyy =8

Illzo, ll2 =(}, u3=0, 154:6
Con Z=f1+f2+f3+(0+0+0+6)=27=-.27=z“ - 78 =97

Paso 3. (#5)

Min Z

sd;
Z26+7y+7y, - 17y, +7y,
7 234-T3y, =25y, + Ty, =17y,
Z 2144 Ty, 25y, + 7y, =17y,
Z212-41y + Ty, + 7y, + 7y,
Z26+Ty,+7y,+7y;-17y,
7 =0,

Cuya soluciénes: y=(1 111); con 7l =10<27=2%
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y Programa entero en la iteracion #:

#1 | B2 | #3 1 #4 | #S | #6 | #7 | #8 1 #O | #10 | #11 | #12
0100115313171 34119111 7 137 9 119 3 |-15; 13
00,1011 4121 )19 13 7 |13 1 ) -5 |-11)-231 13
010;1)1] 4 24| 4 126) 414 20)-16) 2 |-28)-88) 20
011107013 9 11119 13| 7 11313341512t 9 -1
0110120} -8 | 28726, 4 |14 }|20] 16 2 4 |-56| -4
0j1:1]0)] 4] 16 26 120 14| 4| 8 |22 -4 ]-64]| 4
01T 1|1] 3 | 1 ]2 (3] 3 |21 3 | 9 3521 |129] 3
10010 13 {-39| 21 |-29] 13 7 |-351-15, 19| 2157 13
110i0(1;20 |-5)] 4 | 22| 4|14 1-28|-32|26]| 4 | -8!20
11071(0; 4 3228 |-22|20 |14 }-52|-40| 2 | 4 |-16; 20
o1 1¢ 3 (49911 |-15) 3 |21 14557 9 {-211-811 27
111:;0,0)20 )64 4 -22]20) 14 ;:-52| -8 7 2 128 | 16 | -4

(1]1/0|1]27]-81]21[-15] 3 |21 ]-45]-25] 9 |11 |49 3
11131701 3 [ -57¢ 3 (15127 {21 ]|-69|-33|-15} 3 |-57| 3
L 1|ty1|1{10 | -74;-14} -8 | 10 ] 28 | -62|-50] -8 | -14|-122| 10
Tabla A.1.1 Valores de Z obtenidos en las diferentes iteraciones.
Paso 2. (#6)

1, =234} i(1)=1i2)=2i3)=3 i4)=4
v = cpy =0, Vg =Cyy = (), vy =039 =0, ¥y =y, = {

”1=0’ u2=0, u3=0, u4=0

Con Z = fj+fy+fy3+ f,+(0+0+0+0)=28>27=2"

L Z¥ =27
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Paso 3. {(#6)

Min Z

sa:
Z26-!—7)}14-'}'}72—1'7y3+7y4
Z_>.34—~73y1—25y2+7y3—17y4
£214+Ty ~25p, +Ty; 17y,
2212-4Jy1+7}22+7y3+7y4
Z26+Ty +7y, +7y5 =17y,
22Ty 4Ty + 733+ 73,
Y; =31

Cuya soluciénes: y={0 0 0 1} ; con zl<19<27= 7%

_ Paso 2. (#7)
L=1% )=4102)=4,i6)=4 i(a)=4
M =Cg =18 vy =y =6 vy =g =6, vy =c =0

Con Z=f, +(18+6+6+0)=37>27=2"% . z"=27

Paso 3. (#7)

Min £

s.a:
Zz6+7y,+7y, 17y, + 7y,
Z£z234-T3y, =25y, + 7y, ~17y,
221447y, =25y, +7y,~17y,
221241y, + 7y, +Ty, +7y,
Zz26+Ty,+7y,+7y,—-17y,
L2227y +Ty,+7y,+ 7y,
Z2230-65y, 17y, 17y, +7y,
yi=0,l

Cuya soluciénes: y={0 10 0); con 2’ =19<27=z¥
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Paso 2. (#8)

1 =0% )=2 2)=2, 3)=2, {4)=2

M= =12 vy =0y =0, vy oy =8, vy =0y =6
U =12, Uy =(, uy =8, uy =6

Con Z = f, +(124+0+8+6)=33>27=2" .. 7" =17

Paso 3. (#8)

Min Z

s4a:
226+7y1+7y2-1’7y3+7y4
Z2z 34-—'73y1 —25y2 +7y, —li'y4
Z214+T7y; =25y +7y3 =17y,
2212—41y1+7y2 +7y, +7y4
226+7y1+7y2+7y3-17y4
Zz7y1+7y2+7y3+7y4
Z 230-65y] —~17y2--l7y3 +7y4
Zz 26-~41y1 +‘f'y2 -—25y3 —17y4
¥; =01

Cuya solucidn es: y = (1 00 l) ; con Z'=20<27= 2"

Paso 2. (#9)
L=04 )=11i2)=4 i3)=4 i{4)=4

V= =0 vy =04y =6, vy =0y =6, vy =y =0
ulmo, u2=6, uy =6, 214=0

Con Z=f+f,+(0+6+6+0)=26<27=2" . 2" =26
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Paso 3. (#9)
Min Z
s.a:
226+7y1+7y2—17y3+7y4
2234—-73}1] -25y2+7y3—]7y4
Zzl4+7y1—25y2+7y3—17y4
Z.>.12--4lyl-;-‘/,1:2+7y3-1-7y4
> -
Z*6+7y1+7y2+7y3 17y4
Z_>.7y1+7y2+7y3+7y4
Z 230—65_}/1 —17y2 -—I'Ty3 +7’y4
Z 226—41y1+7y2~—25y3-—17y4
> - -
Z_12-i-'7y1 17y2 17"y3+7y4
Y =0,]

Cuya soluciénes: y =(11 0 0); con 7/ =20<26=2"
Paso 2. (#10)

=42} {)=1,i2)=2 i3)=2 /4)=2

V=0 =0, vy =cyy =0, v3=0y3=8, vy =cy, =6

u =0, u, =0, u; =8 uy=6

Con Z = f;+f, +(0+0+8+6)=28>26=2" . Z¥=26
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Paso 3. (#10)

Min Z

s5a:
Zz6+7y1+7y2—17y3+7y4
Z234-T3y ~25y5 +Ty3 =11y,
Z 214473 -25y, +7y; =17y,
Z212-41y; +7yy +Ty3 +7yy
Z26+Ty+7yy+Ty3 =17y,
Z2Ty +Tyy +Ty3 + 7y,
Z230-65y; ~17yy —17y4 + 7y,
Z226-4ky; + 7y, =23y, =17y,
Z212+T7y; =17y =17y +7y4
Zz14+ 7y1+7y2 ——25y3 ——17y4
y; =01

i

Cuya soluciénes: y={1000); con Z* =21<26=2Z¥

Paso 2. (#11)

=1 =1 {2)=10B)=1 {(4)=1

] =c”=0, vy = €9 =12, vy =Cp5 =20, v =0y =18
) =0, ty =12, uq =20, Uy =18

Con Z = f;+(0+12+20+18)= 57 >26 = 2" - Z" =26
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Paso 3. (#11)

Min Z

54
Z26+7y + Ty, =1Tys + Ty,
Z 23473y =25y, +Ty; 17y,
Z 214+ 79~ 25y, +7y53 =17y,
Z212-41y +Tyy+Ty3 + 7y,
Z26+Ty +Tyy+7y3 17y,
ZzTy+7yy+Ty3+ 7y,
Z 23065y —17yy ~17p3 +7y,
Z 22641y +7yy ~25y; ~17y,
Z212+7y —17y, =1Ty3+ 7y,
Z 21447y +7yy —25y5 =17y,
Z 250+ 7y —41p, ~73y; ~65y,
¥; =0,

Cuya soluciénes: y=(1 0 11); con 2/ =21<26=z¥
Paso 2. (#12)

L={134} i)=1 H2)=4, i(3)=73, i(a)=4

vp=ep =0y =gy =06, vy =gy =0, vy =y =0
uy = {, Uy =0, u3=0, ty ={

Con Z=fi+f3+f+(0+6+040)=27>26=2" .. z¥ =126

ESTA TESIS KO PBE
AUR DE LA BIBLWIECA
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Paso 3. (#12)

Min Z

sa:
226+7y1+7y2—-17y3+7y4
z 234—-73y1 —25y2 +7y3 -17y,
Zz=i4+ 7)/1—-25}:'2 +Ty3 =17y,
Z.>.12—41y]+7y2+7y3+7y4
226+7y1+7y2+7y3—17y4
Zz7y1+7y2+7y3+7y4
z 230—65yl-17y2 —17y3+7y4
2226—41yl+7y2-25y3——17y4
Zz 12+7y1—17y2 =17y, +'7y4
Lz 14+7y1 +7y2 —25)*3 —17y4
.7{250+7y1——41y2—73y3——65y4
Z26+T7y;=1Tyy+Tys+ 7y,
¥; =0l

La solucion de este  programa entero con 12
y=(001); con 2/ =26=26=2%

Como vemos, se ha llegadoa Z /

optima.

restricciones

es.

= 7" lo cual nos indica que se ha encontrado la solucién
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