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RESUMEN 

Se desarrolla un algoritmo general para minimizar una funci6n céncava 

sobre un poliedro convexo, con la restriccién adicional de variables enteras. 

Este algoritmo es una extensién del algoritmo de Taha para el problema sin 

restriccién de variable entera. El algoritmo usa un procedimiento especial de 

planos de corte, para identificar el punto extremo que sea minimo global en 

el poliedro convexo, pero si no existe tal punto que sea entero, el algoritmo 

usa un procedimiento de ramificacién y acotamiento para buscar en el 

interior del poliedro. El método de planos de corte esta basado en la teoria 

general de Glover para la construccién de cortes legitimos que ordenen los 

vértices en un poliedro dado. Se usa también una funcidén lineal para 

aproximar inferiormente la funcién objetivo céncava. La construccién de 

dicha funcién se hace con base en ia férmula de Taylor. Se presentan 

aplicaciones al problema de cargo fijo, un problema de produccién 

transporte y casos de funciones céncavas separables y no separables. 

ABSTRACT 

A general algorithm is developed for minimizing a concave function over a 

convex polyhedron, and with the additional constraint of integer variables. 

This algorithm is an extension of Taha’s Algorithm for a problem without 

the integer variables constraint. The algorithm uses a special cutting plane 

procedure to identifiy the global minimum extreme point of the convex 

polyhedron, but if there is not any integer point in a vertex set, the 

algorithm uses a branch and bound procedure to look for it inside the 

polyhedron. The cutting plane method is based on Glover's general theory 

for constructing legitimate cuts to rank the vertex in a given convex 

polyhedron. It is important to say that a linear function is used that 

underestimates the constrained concave objective function. The 

construction of this function is based on the Taylor formula. Applications of 

the algorithm to the fixed-charge problem, production-transportation 

problem, concave separable functions as well as non separable concave 

functions are presented.
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INTRODUCCION 

“A vuestros ojos se ofrece este libro, por 
quedar ilustrado a tanto sol, digno de tanta 

deidad. 
Divertiros sdio un rato es cuanto aspirar 

podré, que fuera mucho emprender 

atrevéselo a ocupar”. 

Sor Juana Inés de fa Cruz. 

Enigmas. 

“Dios nos ha dado la raz6n_ para 
comprender lo que nos compete, pero no 

para entenderlo todo en el infinito y eterno 

universo”. 

Voltaire 

La enorme necesidad de resolver problemas de programacién entera aunada al 

rapido avance de la tecnologia en computacién, han permitido considerar 

problemas que hace algunos afios hubieran sido computacionalmente 

intratables, en consecuencia hemos visto la creacién de un ntmero cada vez 

mayor de diversos algoritmos para resolver la gran variedad de problemas que 

se presentan en las diferentes areas de aplicacién. Después del aparente 

fracaso de los métodos exactos de los afios setentas y el creciente desarrollo 

de los métodos heuristicos en los ochentas, vemos que para esta década se 

tienen algoritmos que combinan ambos métodos y el auge de nuevos 

algoritmos exactos. 

El problema que aqui se aborda se considera dentro de un drea denominada 

Optimizacién Global que contempla problemas que se pueden considerar dentro 
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de la programacién no lineal pero cuyas técnicas no han tenido exito en la 

soluci6n de fos mismos. Esta deficiencia se da principalmente debido a la 

formulacién de los problemas donde se busca un minimo global de una funcién 

real que posee diferentes minimos locales. Sin embargo, en el caso de 

minimizacién de una funcién céncava por la naturaleza de la misma se sabe 

que la solucién optima se alcanza en un punto extremo y debido a que 

agregamos la restriccién de soluciones enteras, podemos ver que este 

problema y la naturaleza del algoritmo propuesto caen dentro de la 

programacién entera, no obstante que no podemos afirmar que haya una 

divisi6n tajante entre las diferentes areas de interés de la Investigacién de 

Operaciones. 

Es dentro de esta aparente linea divisoria donde se enmarca el problema que se 

plantea y resuelve aqui, es pues, el objetivo de este trabajo desarrollar un 

algoritmo basado en el método de los planos de corte convexos para resolver 

un problema lineal relajado, obtenido a partir de una funciédn de aproximacién 

basada en eli desarrollo de Taylor para funciones. 

Se analizan varios problemas y se considera el caso de_ soluciones 

degeneradas, mismo que se resuelve ajjiadiendo un procedimiento de 

ramificacién y acotamiento. La construccién de dicha funcién es importante en 

la medida que de su exactitud se desprende la rapidez del algoritmo para 
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encontrar la soluci6n éptima. Los antecedentes para resolver este problema los 

podemos encontrar en ei area de la optimizacién global, sin embargo debido a 

la consideraci6n de variables enteras no podemos afirmar que haya un 

algoritmo que resuelva_ especificamente este caso. Las pruebas 

computacionales que se hacen son con base en la programacién del algoritmo. 

No podemos desarrollar un algoritmo de solucién pensando en que “ si la 

realidad no se ajusta a mi modelo, peor para ella", antes bien, se consideran 

varios casos donde e! comportmiento del problema hace que se adapte el 

algoritmo para su solucién. Asi es el caso en que si la funcién objetivo es 

separable, se propone una funcién de aproximacién basada en sus derivadas 

parciales, si la funcién es no separable se usa un procedimiento de cambio de 

variables y se procede como en el caso separable. 

Si las variables son acotadas, o si hay discontinuidad en la funcién objetivo se 

hace un procedimiento de preprocesamiento para poder trabajar con el 

algoritmo. En el caso de que el problema sea de tipo red, se trabaja con el 

algoritmo produccién -transporte desarrollado en el Capitulo 3. Todo esto no 

significa que se puedan resolver absolutamente cualquier tipo de problema que 

caiga en esta categoria, pero si se busca que sea lo suficientemente general 

para que se puedan resolver una amplia gama de problemas. Este trabajo se 

desarrolla de la siguiente manera:



En el! capftulo 1 se expone el problema a resolver y varios ejemplos de casos de 

aplicacién del mismo, en el capitulo 2 se hace una revisién de la literatura 

existente sobre el tema, asi como los antecedentes que hay sobre algoritmos 

propuestos para resolver el problema pero sin considerar que se requieran 

variables enteras. En el capitulo 3 se desarrolla el algoritmo, se explica la 

complejidad computacional del mismo y la convergencia y se desarrolla un 

algoritmo que se especializa en el caso de produccidn-transporte con costos 

concavos. 

En el capitulo 4 se resuelven problemas para probar la eficiencia de los 

algoritmos, en los casos en que las soluciones originales sean enteras se 

compara dicha solucién con los métodos que se usaron para resolverlos 

originalmente, en los casos en que se reportaron solamente soluciones 

continuas, se expone el método usado y la solucién entera obtenida por el 

algoritmo. Se anexan tres apéndices, en el primero se presenta el algoritmo en 

seudocédigo asi como las pruebas computacionales realizadas con los ejemplos 

del capitulo 4. El segundo es sobre convexidad y resultados de las funciones 

céncavas, para quienes estén mas interesados sobre la teoria de las mismas, y 

el tercero sobre teorfa de poliedros, necesaria para explicar la convergencia en 

ramificaci6n y acotamiento. Finalmente se presentan las conclusiones y la 

bibliografia.



CAPITULO 1 

INTRODUCCION 

“La imaginaci6n es mas importante que ei 

conocimiento”. 

Einstein 

“El artista es el creador de cosas bellas. 

Revelar el arte y ocultar al artista es la 

finalidad del arte”. 

Oscar Wilde 

1.1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA 

En numerosos casos de la programacién entera, se presenta el problema de 

optimizar una funcién que no es convexa sujeta a restricciones lineales, tales 

son los casos del problema de cargo fijo y el de localizacién de plantas, y 

numerosos casos de economia donde las funciones de costo pueden ser 

concavas. 

Et problema que se resuelve en este trabajo, es un problema de minimizacién 

de una funcién céncava sujeta a restricciones lineales y variables enteras 

como se expresa a continuacién:



Mitre f (X) (P) 

donde 

X = (Ky, Xg---- Xa) 

O = {xeE" | Ax = b, x20, xeZ}, 

la funcién f(x) se supone céncava y bien definida sobre el poliedro convexo 

Q. Se supone también que el minimo restringido de f(x) es finito, es 

importante notar que la solucién optima de f(x) se alcanza en un punto 

extremo del espacio de soluciones Q, siempre y cuando dicha solucién sea 

entera. 

Es importante notar también que, ademas del hecho de que un dptimo local 

no es necesariamente un 6ptimo global, el procedimiento de solucién debe 

buscar también una solucién optima entera. En esencia el algoritmo 

desarrollado debe buscar un punto extremo de la regién factible Q. En caso 

de que el punto extremo no sea entero, se busca en el interior de la regién 

factible usando ramificacion y acotamiento. 

El procedimiento general para resolver el problema consiste en reemplazar la 

funcién objetivo original f(x) por una funcién lineal &x) que aproxime 

inferiormente a la funcién original tal que é(x) < f(x) para toda xeQ, es decir 

&x) es una cota inferior de f(x).



Para resolver el programa lineal relajado se hace uso de un algoritmo de 

rama y corte, donde el corte que se utiliza es un corte convexo, para asi 

identificar un punto entero extremo que es un minimo global en la region 

factible. Si no se encuentra ningdn punto entero entre los Puntos extremos 

entonces se procede con ramificacién y acotamiento a partir de la mejor 

solucién 6ptima no entera, hasta encontrar un punto entero que minimice la 

funci6n objetivo. Si se encuentra un punto entero que sea extremo, 

entonces el algoritmo se detiene, dicha solucién es optima. 

Para analizar cada punto extremo ordenado se considera al valor de la 

funcién objetivo obtenida usando la funcién de aproximaci6n como una cota 

inferior, considerando primero aquella que sea una mejor aproximaciéon. El 

corte convexo se usa para eliminar el punto extremo més recientemente 

ordenado. 

En el campo de la Programacion Entera, los métodos de planos de corte para 

resolver programas enteros han experimentado un renovado interés en afos 

recientes, debido al éxito de las computadoras. A diferencia de los primeros 

métodos de Planos de Corte de Gomory (1958), que inicialmente parecian 

prometedores pero que eran computacionalmente ineficientes, recientes 

métodos de planos de corte han alcanzado éxito por el hecho de enfocarse a 

la generaciédn de planos de corte mas profundos, o el uso de los mismos 
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cortes como los de Gomory, usados dentro de algoritmos de Rama y Corte, 

Balas [5]. Por otro lado, en el campo de la Optimizacién Global en cuanto a 

los problemas de minimizaci6n céncava, se cuenta con la experiencia de 

algoritmos como los que se describen en el capitulo dos, pero no 

encontramos un algoritmo que resuelva el problema de minimizacién 

céncava con restriccién de variables enteras, que es el algoritmo que se 

presenta en el! capitulo 3. 

A continuacién se presentan aplicaciones de este problema, algunas de ellas 

se resolveran con el algoritmo propuesto en el capitulo 4. 

1.2. APLICACIONES: EL PROBLEMA DE CARGO FIJO [41] 

Suponga que se requiere decidir la ubicacién de plantas de produccién entre 

m lugares existentes. Todas las plantas producen productos homogéneos. 

La planta i tiene una capacidad de a; unidades y necesita una inversi6n fija 

f, Los productos son enviados a n clientes, donde el j-ésimo cliente 

demanda b, unidades. Si c, es el costo de producir una unidad en Ia planta i 

y enviarla al cliente j, es necesario determinar las capacidades de operacién 

de las plantas de tal forma que los costos totales de produccién e inversién 

se minimicen. 
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Sea x, la cantidad manufacturada en la planta i para el cliente j, entonces el 

modelo es 

mn 

i=lj=l 

sujeto a 
im 

Dixy 2b; j= 1,2,..,n 
iz 

i 

Zi <a; i= 1, 2,..., 

donde 

_ legxy +8; sid Xj >0 

y 0 en otro caso 

Este modelo es muy similar a un modelo de programacién lineal ordinario, 

excepto por el hecho de que z es una funcién no lineal. 

El modelo se puede convertir en un problema mixto (cero-uno) usando una 

sustitucién conveniente. 

y= , si L jx >0 
0 en otro caso 

de esta manera el modelo se convierte en 
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mn 

min z= 2 deur + fy; 

sujeto a 
m 

2Xi 25; j= 1, 2, -, 1 

a . 

Ze < a;y; i= 1,2,...,m 

xy 20 

y= (0, Vi 

Si para una i dada, x, es mayor que cero, entonces y; es necesariamente igual 

a uno, y la restriccién correspondiente permanece sin cambio. Si por otro 

lado, x, es igual a cero para toda i, entonces y, es igual a cero, ya que con la 

restriccién de capacidad siendo redundante, el minimo de z sélo puede 

alcanzarse con y, = 0. 

Note que a diferencia de los modelos enteros, las variables auxiliares y, se 

introducen principalmente por conveniencia analitica y sdlo  arrojan 

informacién redundante acerca de la solucién del problema. Aunque y,=1 6 

O, se puede interpretar como la construccién (o no) de la planta i, la misma 

informacién se asegura observando cuando 2%, x, es positiva o cero. 

El modelo anterior se puede generalizar incluyendo una funci6n de costos de 

produccién con discontinuidades; ésto significa que en lugar de suponer que 
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cada unidad se produce con un mismo costo, el costo por unidad supone 

valores marginales decrecientes con respecto al nivel de produccién. Mas 

atin, el cambio de un costo marginal a uno menor se alcanza a expensas de 

incurrir en un cargo fijo. 

Para la planta i y el nivel de producci6én k defina: 

a, = nivel de produccién que representa el] punto de ruptura. 

w, = numero de unidades producidas, O < wy, S ay - aiy4 

d; = costo de transporte por unidad de la planta i al cliente j. 

Una funcidn tipica de costo de produccisn es la de la figura siguiente: 

  

  

  

Costo oo 

fio’ ;|Pendiente cho 

' i 

! | ! 1 
far ij | 

i L 

; i 
Cit | : 

fio | | | . i0 : ! Produccién 

Qin O12 
O23 

figura 1 

E! modelo se puede formular entonces como: 
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m ht 

minz = Lddyxy + Len Wiz + dfn vn 
ij 

sujeto a 

m 

2xy 2b; j=1,2,...,n 

A 

2x = LWig i= 1,2,...,m 

Wi k-l Wik 
apna Tek 2G ma 
Dig — ik] ‘k+l ~ Gk 

X ij Wik 2 0 

Vik = 0, 

Se ha visto que si w, > O, y, = 1 ya que debe satisfacer O < y,, < 1. Si 

w,,=0, entonces O < y, <1 y y, = O, por la minimizacién de la funcién 

objetivo. Note que w,,, = a - ani Si Wy > O, porque y, es una variable 

cero-uno, de otra manera O < y, < 1 produciria una solucién infactible. 

Como se puede observar, el problema de cargo fijo se puede ver como un 

modelo mixto cero-uno. Aunque se pueden usar los algoritmos de 

programacioén entera, sus propiedades especiales permiten usar algoritmos 

especializados mas eficientes. Tales algoritmos pueden ser _ tanto 
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aproximados como exactos, los aproximados no dan la soluciédn exacta pero 

proporcionan buenas soluciones y requieren menos cAalculos. 

Los problemas de localizacién de plantas son una variante del modelo de 

cargo fijo. Hay una cierta cantidad de estaciones receptoras n y las 

demandas en esos destinos son satisfechas por m plantas potenciales o 

surtidoras. Usualmente n es considerablemente mayor que m. Se requiere 

decidir la ubicacién y la capacidad de cada planta para poder satisfacer la 

demanda. 

Hay un costo (fijo) asociado a cada instalacién que representa el costo de 

construir cada planta y el objetivo es minimizar el costo total incluyendo los 

costos fijos y los costos de transportacién entre origenes y destinos. 

Ef problema se reduce a un modelo ordinario de transporte con la excepcién 

de que aparece el término de cargo fijo k, en Ia funciédn objetivo si para 

cualquier j, x, > O y no existe de otra manera. Donde x, es la cantidad 

transportada del origen i al destino j. Claramente para cargos fijos 

preestablecidos el problema es un problema ordinario de transporte. 

Hay una amplia variedad de algoritmos y una rica literatura para problemas de 

tocalizaci6n de plantas. Ellos varian primordialmente en los detalles para 
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construir la funcién objetivo y las restricciones, pero la idea basica 

permanece estatica. 

1.3. PROPIEDADES GENERALES DEL PROBLEMA DE CARGO FIJO 

El problema de cargo fijo involucra la minimizacién de una funcion objetivo 

céncava z(x,,...,X,) sobre un poliedro convexo a= {x|za,x,< b, § = 1,...,m, X; 

>0,j = 1,...n}. Se puede ver que z(x,,...,x,) es céncava, por el hecho de ser 

la suma de n funciones de variable real f(x) y estas son céncavas. Esta 

misma observacién se aplica para la localizacién de plantas. 

Una propiedad importante de este tipo de problemas es que la soluci6n 

éptima debe alcanzarse en un punto extremo del espacio factible, es decir, 

debe estar asociado con una solucién basica factible de Q. Esto significa que 

la busqueda del dptimo global se puede restringir a considerar solamente los 

puntos extremos de Q. Este resultado es similar al usado en programacion 

lineal. Sin embargo como la funciédn objetivo es céncava el algoritmo 

asociado es mas complejo. 

Una pregunta Iégica que se desprende de esta propiedad es: gCuando el 

programa lineal obtenido al ignorar los términos k,y,; produce el mismo punto 

17



Optimo extremo que el problema de cargo fijo correspondiente? La respuesta 

que dieron Hirsch y Dantzig (1954) demostré que una condicién "suficiente” 

para que ésto ocurra es que todas las k, sean iguales para toda j y que todos 

los puntos extremos de QO sean no degenerados. Se requiere la no 

degeneracién ya que un punto extremo degenerado tiene pocas variables 

basicas positivas y puede ser 6ptimo para el problema de cargo fijo, pero no 

para el programa lineal. 

1.4 CALENDARIZACION DE PROYECTOS 

Un proyecto define una combinacién de actividades interrelacionadas que 

deben ejecutarse en un cierto orden antes de que el trabajo completo pueda 

terminarse. Las actividades estdn interrelacionadas en una secuencia légica 

en el sentido de que algunas de ellas no pueden comenzar hasta que otras 

hayan terminado. 

Una actividad en un proyecto, generalmente se ve como un trabajo que 

requiere tiempo y recursos para su terminaciédn. Se considera que cada 

actividad (i, j) tiene una duracién d, que varia entre |; y uj, llamados tiempo de 

"quiebra" y el tiempo de minimo costo respectivamente. 
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La relacién costo-duracién de la actividad se supone continua y céncava. La 

suposicién de concavidad se justifica en algunas situaciones donde, por 

ejemplo, el costo por rentar equipo ocurre a una tasa marginal decreciente a 

medida que la duracién de las actividades crece. La formulacién general del 

modelo esta dada por: 

min f£(d) = res cy (dj) 

sujeto a 

Ftd <t 

1, Sd, <u, 

t ST, 

t, d= 0 Vi, (iieA, 

donde t, es el tiempo en el que el evento i (definido al final de las actividades 

(i,j) para toda j) ocurre. El primer conjunto de restricciones representa las 

relaciones de precedencia entre las diferentes actividades del proyecto. La 

restriccién t, < T, indica que el ultimo evento n del proyecto debe 

completarse en una fecha dada T,,. 
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La funcién de costos céncava también se encuentra en. procesos industriales, 

donde el problema consiste en determinar la inversién futura de capital y el 

tamafio éptimo de las plantas de producci6én. 

El costo para la construccién de esas plantas es la funcién: 

costo de capital = av° 

donde 

a es el coeficiente de costo 

Vv es la capacidad 

b es un coeficiente que varia entre 0.5 y 0.8 para plantas quimicas, asi 

la funci6n es céncava para b<1. 

1.5 ASIGNACION DE ARMAMENTO [2] 

E! modelo de asignacién de armamento consiste en asignar armas a objetivos 

para maximizar el valor esperado del dajio en el objetivo. Hay restricciones en 

la disponibilidad de los distintos tipos de armas, asi como en ef numero de 

tipos de armas a ser asignadas a varios objetivos. Las restricciones son 

lineaies y la funcidn objetivo es no lineal. 
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Sea x; = numero de armas de tipo i asignadas al objetivo j (y=1, 2, ..., p, 

j=1, 2, ..., q). 

El limite en el numero de armas asignadas se especifica en términos de: 

a = el ndmero total de armas de tipo i disponibles. 

b, = ef ndmero minimo de armas de todos tipos asignadas al objetivo j. 

Las restricciones asociadas al nimero total de armas y el nimero minimo de 

armas asignadas a los objetivos son: 

zx <a; i= 1,2...) (1) 

£. 
i= 

i 20; j= 1,2, 09 (2) 

La funcion objetivo se formula en términos de la probabilidad de dafio de 

varios objetivos medidos por su valor militar. Sean 

a, = la probabilidad de que el objetivo j no resulte dafado por un ataque 

usando una unidad de arma i. 

u, = el valor militar del objetivo j. 
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El dafio esperado para el objetivo j por una asignacién de Xj armas de tipo ij 

es (1 - og”), y el dafio esperado para el objetivo j por la asignacién de armas 

de todo tipo 2x; es 

1- Ho, 
ist 7 

El valor total esperado de dafio de un objetivo es la suma de los dafios 

esperados a objetivos medidos por el valor militar de los objetivos: 

. 
Su) [1- fou | (3) 
ja? 

A partir de aqui se plantea el problema de programacién no lineal como 

sigue: Seleccione x;'s para maximizar la funcidn objetivo (3) sujeta a las 

restricciones lineales (1) y (2) y las condiciones de no negatividad. Una 

definicién alternativa de a es que se interprete como la fraccién del objetivo 

j que no resultara dafiado por un ataque usando una unidad de arma i. La 

funcién objetivo se interpreta entonces como el valor fraccionario total del 

dafio (a ser maximizado). 
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Podemos interpretar la funcién objetivo como el nimero minimo de armas de 

todo tipo asignadas al objetivo j, de esta manera la funcidn objetivo queda 

definida como sigue: 

ia 

minz= du; Ta, 
A 

sujeto a 

= Xj S 3 

= xy = b; 

donde fa funci6n z es céncava. 

1.6 EVALUACION DE COTIZACIONES [2] 

Existen muchas variantes al problema de evaluacién de cotizaciones. La 

siguiente descripcién es suficientemente general e incluye la mayoria de los 

elementos que lo hacen diffcil de resolver. 

Una compania quiere comprar un ndmero especifico de unidades de un 

articulo. Obtiene cotizaciones de n vendedores, cada uno de los cuales no 

puede suministrar la cantidad total. Los vendedores envian cotizaciones 

23



indicando sus precios en funcidn de cantidades compradas. Tales 

presupuestos usualmente reflejan costos fijos y unidades de costo 

decrecientes, dependiendo del tamafio de las érdenes, asi como cantidades 

maximas y minimas. 

El problema consiste en escoger ia cantidad a comprar a cada vendedor de tal 

manera que se minimice el costo total de compra de los articulos requeridos. 

Esta funcién de costos es una funcién céncava. 

1.7  LOCALIZACION DE UN ALIMACEN BAJO ECONOMIAS DE ESCALA [2] 

Un almacén es una instalacién intermedia donde uno o varios articulos 

pueden procesarse, almacenarse, empacarse, etc. El articulo se transporta 

entonces desde el almacén hasta sus destinos finales. 

Un aspecto esencial en la literatura de los problemas de localizacién es ei 

problema de ignorar economias de escala en transporte y restricciones de 

capacidad con cota inferior, en esta aplicacién podemos formular el problema 

como sigue: 
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mind=X #IP) + DY Dd txt DD tex 
jel JEKK jet] jel keK 

sujeto a 

jedi <Q, i¢KK 

eel <Q, jew 

Dx,2S, kEKK 
jel J 

Xj X20 Vi, j,k 

En este caso, tenemos f{P.) = V, y,; + 4,* (P)%, donde y, toma el valor de 1 si 

P, > O y cero en otro caso, y q es un numero obtenido del andlisis estandar 

de inventarios. Geométricamente vemos en fa figura siguiente, que la funcién 

es céncava. Dicho problema se ha resuelto con anterioridad con un método 

iterativo que descansa en el problema de transporte, algunas variantes (como 

los retrasos) se han resuelto usando heuristicos. 
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1.8 PROBLEMA DE PRODUCCION-TRANSPORTE- CON COSTOS DE 
PRODUCCION CONCAVOS [85] 

Una clase importante de problemas de decisién es el de disefio de 

localizacién éptima y sistemas de distribuciédn. En esos problemas el objetivo 

es minimizar el costo total, que consta de: costos de produccién (incluidos 

costos de construccién, mantenimiento y operacién de instalaciones) los que 

usualmente exhiben economias de escala y que pueden describirse a través 

de funciones c6ncavas, y costos de distribucién-transporte, que a menudo 

se suponen lineales. 

Tal composicién de costos es también tipica de muchos otros modelos de la 

vida real en diferentes areas, tales como administracién de produccién- 

inventario, tamafio de lote econdédmico, redes de telecomunicacién, etc. 

Aunque este tipo de problemas son dificiles, !a mayoria de ellos tiene una 

estructura especial que a menudo puede explotarse para propésitos de 

métodos de solucién mas eficientes. Una estructura comin a estos 

problemas es la de monoticidad y poca densidad, lo que significa que la 

funcidén objetivo es no decreciente a lo largo de ciertas direcciones y aunque 

la dimensi6n completa del problema puede ser muy grande, fa no 

convexidad esta concentrada en una pequefia proporcién de variables. 
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CAPITULO 2 

ESTADO DEL ARTE 

“La eternidad esta enamorada de las 

creaciones del tiempo”. 

William Blake. Proverbios 

del infierno. 

“Todo arte es, a la vez, superficie y 

simbolo. 

Los que buscan bajo la superficie, lo 

hacen a su propio riesgo. 

Los que intentan descifrar el simbolo, lo 

hacen también a su propio riesgo. 

Es al espectador, y no a la vida, a quien 

refleja realmente el arte”. 

Oscar Wilde 

2.1 PROGRAMACION ENTERA 

Muchos problemas de la vida real, tales como enrutamiento de vehiculos, 

localizacién de plantas, disefio de redes de telecomunicaciones, seleccién de 

portafolio, calendarizaci6n de maquinaria o de tripulacién aérea, se pueden 

formular como problemas de variables enteras que deben satisfacer un 

conjunto finito de restricciones lineales y una funcién objetivo, que puede 

ser lineal 0 no, a ser optimizada. Estos problemas pueden ser mixtos, si 

algunas variables son enteras y el resto continuas, o enteros puros si todas 

las variables tienen que ser enteras. Por muchos afios la programacién 

entera no ha tenido muchas expectativas debido a que las formulaciones 
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para problemas de gran escala, que son los que a menudo surgen de 

problemas reales, fueron dificiles de manejar, debido principaimente a la 

falta de una adecuado poder computacional y a la complejidad de los 

algoritmos disponibles en ese tiempo. Sin embargo, ésto ha cambiado, 

aunque la programacién entera es teéricamente "dura" (los problemas 

generales enteros y enteros mixtos pertenecen a la clase NP-hard), nuevos 

desarrollos en la tecnologia tanto algoritmica como computacional hacen 

posible resolver las aplicaciones de la vida real que sdlo hace algunos afos 

se consideraban intratables. 

Casi todos los métodos para resolver problemas enteros mixtos comienzan 

relajando el problema a uno menos restringido, lo mas usual es hacerlo a 

través de la eliminacién momentdnea de la restriccién de variable entera y 

resolviendo el problema de programacién lineal. Desgraciadamente es raro 

que este problema relajado tenga una solucién entera, por lo cual se toma 

su solucién sélo como el paso inicial para un algoritmo mas sofisticado. 

A inicios de jos sesentas se desarrollaron dos clases de métodos para tratar 

estos problemas. El primero de ellos es el de planos de corte. Los métodos 

de planos de corte son en realidad las primeras técnicas sistematicas que se 

desarrollaron. para el problema entero (lineal). Los primeros trabajos de 

Dantzig et.al. en 1954 y de Markowitz y Manne en 1957 dirigieron ja 
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atencién de los investigadores hacia la importancia de resolver porgramas 

lineales en enteros, pero Dantzig fue el primero en proponer un corte para 

resolver tales problemas. Su idea es resolver primero el programa lineal 

ignorando tas condiciones de variable entera. Si la solucién resultante no es 

entera, entonces se debe asegurar un nuevo conjunto de valores para las 

variables no basicas. Esto se logra haciendo que la suma de las variables no 

basicas debe ser al menos igual a uno. 

Aumentando este corte al tableau actual, la factibilidad se puede 

reestablecer aplicando el método simplex dual. Aunque este corte 

representa una condiciédn necesaria para una solucién entera, y se ha 

aplicado a algunos problemas con éxito, no hay garantia de que sucesivas 

aplicaciones del corte produzcan una solucién entera en un numero finito de 

iteraciones. 

El primer algoritmo de cortes finito lo desarroll6 Gomory en 1958, para un 

problema entero puro. En el algoritmo de planos de corte, la relajacién de 

programacion lineal se ve enriquecida por nuevas desigualdades o planos de 

corte. Estos planos de corte se pueden construir a partir de argumentos 

modulares o de disjuncién, de tal forma que ninguna solucién entera quede 

fuera del corte. Se puede pensar en Jos planos de corte como un 

procedimiento para reescribir o reformular el problema original, de tal forma 
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que el conjunto de soluciones enteras se preserva, pero la relajacién 

obtenida al eliminar las condiciones de variable entera es mas rigida. 

Gomory demostré que se pueden construir los cortes a partir de un tableau 

simplex y, aunque el algortimo converge en un numero finito de iteraciones, 

los errores de redondeo representan una dificultad importante. Esto condujo 

a que Gomory construyera un nuevo algoritmo en 1960, que mejora al 

anterior en cuanto a los errores de redondeo. Gomory tambien extendi6é su 

teoria para resolver problemas mixtos enteros. 

Los algoritmos de Gomory generaron un entusiasmo general entre la 

comunidad, ya que la programacién entera se reducia a resolver una 

sucesi6n de problemas lineales. Desafortundamente, los resultados 

computacionales no fueron tan buenos como fa teoria. Era claro que los 

primeros experimentos que provenian de problemas reales eran mas dificiles 

que lo esperado o, en otras palabras, que la tasa de convergencia era muy 

lenta y el algoritmo numéricamente inestable. Aunque la investigacién 

tedrica en planos de corte continué por muchos anos, los experimentos 

computacionales no dieron indicios de que los planos de corte se podrian 

usar en forma pradctica. Otros tipos de corte que se introdujeron fueron los 

de Glover [39], conocido como un método de escalaci6n de cota, y por 

Young [87], Balas [3], Balas et.al. [4] y Glover [40], con los cortes de 

interseccién © convexos. 
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Una caracteristica comun de los cortes anteriores es que los algoritmos 

asociados son todos del tipo dual, esto es: que la solucién del problema no 

esta disponible hasta que el algoritmo termina. Esta es una gran desventaja 

si se pretende detener los calculos prematuramente. Un algoritmo primal 

rudimentario fue hecho por Ben-lsrael y Charnes, pero Young [87] fue el 

primero en desarrollar un algoritmo primal finito. 

En los Gltimos afios ha habido un progreso considerable usando técnicas 

combinatorias para generar planos de corte, éstos se derivan de propiedades 

combinatorias de la programacidn entera. El éxito de estos planos de corte 

ha sido impresionante, especialmente en problemas con una estructura 

especifica como el Problema del Agente Viajero. Lo mas importante es que 

el problema tenga una estructura combinatoria para poder generar los 

planos. Mas atin, ya que los planos de corte dependen de dicha estructura, 

cambios minimos en e! problema pueden hacer invalido el plano de corte. 

Otra dificultad es que no son fadciles de obtener, razén por la cual algunos 

investigadores como Padberg y Rinaldi [64] desarrollaron otra técnica 

llamada Ramificacién y Corte, en el contexto de resolver el problema del 

agente viajero. 

Otros elementos que han hecho eficiente el cédigo de rama y corte en 

problemas enteros mixtos incluyen preprocesamiento y heuristicos. Sin 
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embargo, la linea de investigacién que considera sdlo planos de corte sigue 

desarrollandose y obteniendo buenos resultados, razén por la cual los 

métodos de pianos de corte para resolver programas enteros han 

experimentado un renovado interés en afios recientes debido al avance de la 

computacién. A diferencia det Método de Planos de Corte de Gomory que 

inicialmente pareciéd prometedor, pero que eventualmente se probd 

computacionalmente ineficiente, recientes métodos de planos de corte han 

alcanzado éxito por el hecho de centrarse en la generaci6n de planos de 

corte profundos. Dependiendo de !a naturaleza del problema se construyen 

diferentes tipos de planos de corte, aunque el objetivo es el de construir un 

algoritmo general que sirva para resolver problemas enteros en general. Asi 

encontramos en Boyd [18] un algoritmo general para resolver programas 

enteros generales a través de lo que denomina los Cortes de Fenchel, donde 

explota la dualidad entre separacién y optimizacién. Otros trabajos de Boyd 

se refieren a la solucién de problemas como el del Poliedro para Ja Mochila, 

Boyd [16], y para problemas enteros binarios, Boyd [17]. 

Otros planos de corte son los desarrollados por Balas et.al. [5], llamados 

cortes de elevacién y proyeccién, pero dentro de un ambiente de rama y 

corte. Los algoritmos de Rama y Corte, bautizados asi por Padberg y Rinaldi 

[64], usan en forma combinada planos de corte y ramificaci6n y 
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acotamiento y la idea consiste en usar cortes cuando asi sea necesario en 

los nodos del arbol de busqueda. 

Es en este contexto que los planos de corte de Balas [4], incluidos los de 

Gomory, tienen un desarrollo mas eficiente, haciendo que el tiempo de 

ejecucién del algoritmo sea menor. Dentro de este ambiente de Rama y 

corte podemos encontrar también algoritmos para programacién entera que 

resuelven el problema lineal relajado con algtin algoritmo de punto interior 

como en Mitchell [11] comprendido en estudio completo de Beasley [11], 

donde se presenta un desarrollo alternativo de los algoritmos de la 

Investigaci6n de Operaciones pero usando como base algoritmos de punto 

interior. 

En programacién entera existen algoritmos para resolver problemas como el 

de cargo fijo o de inversidn de capital considerando que la funcién objetivo 

es convexa. Si la funcién objetivo no es convexa se puede hace uso de 

estos mismos algoritmos usando algdin procedimiento de convexificacién, el 

uso de una envoltura convexa como en Falk y Soland [30] o de una funcién 

lineal que aproxime a la funciédn céncava. La investigacién desarrollada 

durante las ultimas dos décadas ha producido una amplia variedad de 

métodos para encontrar soluciones a problemas de optimizacién no lineal, 

que han sido de interés dentro de optimizacién global. Aunque muchos 
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algoritmos de programacién no fineal obtendran una solucién local a un 

problema no lineal, en optimizacién global no hay en general un criterio local 

para decidir cuando una solucién local dada es global. 

En ciertas clases de problemas no lineales la solucién local siempre es global. 

Por ejemplo, en problemas de minimizacién con una funcién objetivo convexa 

(o cuasi convexa) sujeta a restricciones convexas el minimo local es la 

solucién global, Avriel [2], Horst [49], Zang [88]. Para funciones no convexas 

puede haber muchos minimos locales para los cuales los criterios locales no 

daraén informacién acerca del minimo global. Por ejemplo, una funcién 

céncava en un politope puede tener un minimo local en cada vértice del 

politope. 

2.2. OPTIMIZACION GLOBAL 

En la clase general de problemas de optimizacién global vamos a considerar 

una subclase que parece més tratable que las otras. Esta es la clase de 

problemas de minimizacién global céncava restringida. El problema general se 

puede formular como: 

min global f(x) 

sujeta a: (P) 

xeDcR 
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donde f(x) es una funcién real céncava y D es un conjunto compacto 

convexo. 

Una amplia variedad de aplicaciones practicas importantes conducen a la 

formulacién de problemas como (P}, incluyendo problemas con economias de 

escala y cargo fijo. Ademas, varios problemas importantes de optimizacién 

pueden formularse como problemas de minimizacién céncava. Debido a 

Raghavachari [67], se sabe que e! problema entero binario o cero-uno es 

equivalente a un problema de minimizaciédn céncava (cuadratica) sujeto a 

restricciones lineales. En general, un programa entero no convexo y no lineal 

puede reducirse a un programa céncavo real (suponiendo que la funcién 

objetivo no convexa es acotada y satisface ja condicién de Lipschitz). En 

forma semejante, el problema de asignacién cuadratica se puede formular 

como un problema (P). Frieze [35] ha reducido el problema de asignacién de 

tres dimensiones a un problema de programaci6n bilineal y asi a un problema 

de programacién céncava especial. 

En general, los problemas de programacién bilineal son equivalentes al 

problema de minimizaciédn céncava. Como puede observarse el problema de 

minimizacién global céncava (P) incluye un amplio rango de problemas de 

interés. 
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Desde el punto de vista de la complejidad computacional el problema (P} 

pertenece al tipo de problemas NP-duros, atin para casos especiales como el 

de minimizar una funcién céncava cuadratica sobre un hipercubo unitario; 

ver por ejemplo Mangasarian [61], Garey [37] y Hammer [43]. En contraste, 

el problema convexo (cuadratico) correspondiente puede resolverse por 

algoritmos cuyo tiempo de ejecucién es polinomial, Koslov [55]. 

Los métodos mas generales para optimizacién global se pueden dividir en 

dos clases: deterministicos y estocdsticos, en este trabajo se considera sdlo 

el caso deterministico. 

Los métodos deterministicos mas importantes para problemas de 

programacién céncava global son: el uso de técnicas enumerativas, métodos 

de planos de corte, ramificacién y acotamiento, solucién de subproblemas 

aproximativos, métodos de programacién bilineal o combinaciones diferentes 

de esas técnicas. Existen algunos métodos especificos para problemas 

donde la funcién objetivo tiene una estructura especial (cuadratica, 

separable, factorizable, etc) o el conjunto factible tiene una geometria 

simplificada (hipercubo unitario, restricciones de red, etc). 

1. Métodos Enumerativos que Ordenan los Puntos Extremos: Una 

propiedad importante de las funciones céncavas es que cada solucién local 
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y global se alcanza en algtin punto extremo del dominio factible (ver anexo 

A). Esta propiedad hace al problema mas tratable, ya que la busqueda de 

una soluci6n optima se puede restringir al conjunto de puntos extremos, atin 

cuando este conjunto en general puede ser muy grande para manejarlo. 

Una forma obvia de resolver el problema de programacién céncava en el 

caso en que el dominio factible es un conjunto poliédrico, es la enumeracién 

completa de los puntos extremos. Aunque Ja mayoria de los algoritmos en el 

peor caso degeneraran en una inspeccién completa de todos los vértices del 

poliedro, este método sera computacionalmente infactible para problemas 

grandes. 

Cabot y Francis [22] presentan el siguiente procedimiento para resolver el 

problema de programacién cuadratica céncava: Se resuelve primero un 

programa lineal donde la funcién objetivo lineal es una aproximacién de la 

funcién objetivo original, y se aplica a esta funci6én el criterio de Murty dado 

a conocer en 1969, para ordenar los puntos extremos. Taha [76] también 

us6 la idea de ordenar los puntos extremos basandose en funciones de 

aproximacion lineal inferior. 

Técnicas generales para enumeracién total de vértices se presentan en 

Balinski [7], Benson [12], Burdet [21], Dyer y Proll [28], Manas y Nedoma 
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{60] y Rossler [71]. Un estudio y comparaciédn de los métodos para 

encontrar todos los vértices de un conjunto poliédrico esta dado por Dyer 

[28]. La efectividad computacional de los algoritmos de ordenamiento de 

puntos extremos se discuten en McKeown [59]. 

2. Métodos de Planos de Corte y Tecnicas de Particién del Dominio 

Factible: H. Tuy {80] fue de los primeros autores en considerar el problema 

de programacién global céncava. Su método esta basado en el! uso de 

cortes (cortes de Tuy) para excluir partes del dominio factible, y un 

procedimiento de separaci6n de un cono. Se puede pensar al conjunto 

factible como si estuviera contenido en un cono generado por las orillas 

coincidentes en un vértice. El método resuelve una sucesion de 

subproblemas generados con base en este cono inicial. 

Zwart [89] probé que el algoritmo de separacié6n del cono de Tuy no es 

convergente.. En el mismo articulo Zwart da un contraejemplo a un método 

desarrollado por Ritter [69]. En el método de Ritter, el dominio factible se 

reduce por el uso de planos de corte en forma secuencial. Zwart da un 

ejemplo de cuando es necesaria una sucesi6n infinita de planos de corte. 

Bali [6] y Zwart [89] proponen algunas modificaciones al método original de 

Tuy. Ei algoritmo de Zwart es computacionalmente finito y esta disefado 
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para converger rdpidamente en problemas donde hay pocos éptimos locales 

o el 6ptimo global es significativamente mejor que la mayoria de jos otros 

optimos. 

Jacobsen [51] dio una prueba de un algoritmo de minimizacién general 

concava. También Thoai y Tuy [78] propusieron una clase de algoritmos que 

estan basados en una combinaciédn de técnicas de ramificacién y 

acotamiento con el método original de Tuy. 

El corte de Tuy fue generalizado por Glover [39], dando origen a los cortes 

convexos. Ademas, Glover describe un nuevo método para la generacién de 

cortes (busqueda de cortes). Otros algoritmos basados en el método de Tuy 

son el de Krynski [56], Bullatov [20]. Y una discusion en programacion 

céncava y programaci6én entera se puede encontrar en Glover [30]. 

Rosen [70] también trabaja sobre la minimizacién global de una funcién 

céncava a través de particionar el dominio factible, ésto se hace 

particionando el dominio en un dominio rectangular, el cual se puede excluir 

de mayor consideracién, y posteriormente se toman r < 2n subdominios, en 

donde al menos en aiguno de ellos se encuentra el minimo global. Se puede 

aplicar un algoritmo secuencial o paralelo para buscar en esos r subdominios 

el d6ptimo global. 
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Bolintineanu [15] trata sobre el problema de programacién no convexa de 

minimizacién de una funcién cuasi-céncava sobre un conjunto eficiente (o 

débiimente eficiente) de un problema de programacién lineal multiobjetivo. 

Se resuelve usando algtin algoritmo de planos de corte que encuentra una 

solucién 6ptima aproximada en un numero finito de pasos. 

Finalmente, cabe mencionar que los Planos de Corte se pueden considerar 

como parte fundamental de un algoritmo para resolver el problema del 

Agente Viajero a Gran Escala como en Grotschel y Holland [42], donde la 

parte central del algoritmo la constituye un método de Planos de Corte. 

3. Métodos de Ramificaci6n y Acotamiento que usan aproximaciones de 

la funcién objetivo: Falk Y Soland [30] consideraron el problema general de 

minimizacié6n global (no convexa) separable. El algoritmo hace uso de 

envolturas convexas. Dichas envolturas fueron propuestas por primera vez 

por Kleinbohm en 1967. La idea general consiste en construir una envoltura 

convexa a la funcién objetivo original; como la funcién es separable, se 

construye una funcién envolvente para cada variable. El algoritmo propuesto 

aqui es del tipo ramificacién y acotamiento, y resuelve una sucesién de 

subproblemas en cada uno de los cuales la funci6n objetivo es lineal o es 

convexa. Estos problemas corresponden a sucesivas particiones del dominio 

factible. También se presentan dos reglas que permiten fa convergencia del 
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algoritmo dependiendo de los requerimientos de las funciones en cada caso. 

Este mismo algoritmo fue extendido mas tarde por el mismo Soland [75] para 

trabajar con restricciones no convexas separables. 

Falk [30] propuso un algoritmo para el problema no convexo separable, 

mismo que Grotte codificéd. Este aigoritmo proporciona  soluciones 

aproximadas reemplazando cada una de las funciones originales por su 

envoltura convexa lineal a trozos. Un procedimiento de ramificacién y 

acotamiento resuelve primero este problema aproximado para dar 

estimaciones del valor 6ptimo de la funciédn de aproximacién, y entonces 

establece problemas si las estimaciones no alcanzan una solucién global. Este 

método se usa también para resolver el problema lineal complementario. 

En general la construccién de la envoltura convexa de una funcién continua 

es un problema muy dificil computacionalmente, y las reglas de refinamiento 

dadas por el algoritmo de Falk y Soland son tales que ninguno de los 

teoremas de convergencia se cumple si se usan simplemente subfunciones en 

lugar de cubiertas convexas. Horst [47] propuso un método diferente para el 

problema no convexo separable. En lugar de considerar las envolturas 

convexas y minimizar varios subproblemas convexos, sdélo minimiza cada 

f(xj) sobre subintervalos convenientes. Da también un método heuristico 

para obtener el minimo global en una variable. 
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En un articulo anterior, Horst considera el siguiente problema general no 

convexo: 

min {f(x} : x ¢ Dc R"} 

D compacto y f(x) una funcién continua. 

Donde propone un algoritmo del tipo ramificacién y acotamiento, el cual 

resuelve una sucesién de subproblemas en cada uno de los cuales tiene una 

funcién objetivo convexa o incluso lineal. La diferencia entre este método y 

los anteriores, por ejemplo Falk [30], es e! uso de particiones generales 

compactas en lugar de rectangulares y una regla de refinamiento diferente tal 

que el algoritmo no descansa en el concepto de cubierta convexa_ y trabaja 

con funciones no separables. 

Se demuestra que al menos un punto de acumulacién de la sucesion {z,} 

generada por el algoritmo, resuelve el problema. En un articulo posterior del 

mismo autor, Horst [48] demuestra que cada punto de acumulacién de la 

sucesion {zy} resuelve el problema. 
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Benson [12] presenta una nueva propiedad de convergencia para cada uno 

de los dos algoritmos de ramificaci6n y acotamiento para problemas de 

programacién no convexa desarrollados por Falk-Soland y Horst. Para cada 

algoritmo, se ha demostrado previamente que bajo ciertas condiciones, 

siempre que el algoritmo genere una sucesidén infinita de puntos, al menos 

un punto de acumulacién de la sucesiédn es un minimo global. El autor de 

este articulo demuestra que bajo esas condiciones todo punto de 

acumulacién de tal sucesi6n es un minimo global. En el mismo articulo se 

presenta un algoritmo prototipo de ramificacién y acotamiento que ademas 

usa subproblemas de aproximacién inferior. Los algoritmos de Falk-Soland y 

Horst son casos especiales de este algoritmo prototipo. Véase también en 

Benson [13]. Un algoritmo similar a éste fue propuesto por Reeves [68]. 

Aigunos métodos para resolver problemas no convexos separables a través 

de métodos primales duales se discuten en Everett [29] y Bertsekas [14]. En 

este ultimo articulo se reportan resultados computacionales. 

Un método nuevo disefiado para minimizar globalmente una funcién céncava 

sobre un politope lo describen Falk y Hoffman [32]. Este método esta 

basado en la tesis de Hoffman [44]. Es un algoritmo finito que no involucra 

cortes de la region factible, que genera una sucesién de subproblemas 

lineales y que garantiza que termina en una solucién global. Este método 
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usa efectivamente funciones lineales de aproximacién inferior. La desventaja 

del algoritmo es que los subproblemas lineales crecen en tamafio de una 

iteracién a otra. Sin embargo, el nimero maximo de renglones involucrado 

en cualquier subproblema esta limitado por el ntmero de restricciones del 

problema original y el crecimiento toma lugar fundamentalmente al agregar 

nuevas columnas. Pero nuevamente el numero total de subproblemas que se 

tienen que generar esta limitado por el ntimero de restricciones del problema 

original. Resultados de cémputo también se discuten en este articulo. Una 

extension del algoritmo para minimizar funciones céncavas sobre un 

conjunto convexo se da en Hoffman [45]. 

Hoffman [45] genera programas lineales cuyas soluciones minimizan la 

envoltura convexa de !a funcién original sobre politopes sucesivos que 

encierran cada vez mas a la regién factible. Este método es una extensién 

del algoritmo de Falk-Hoffman [32], ambos algoritmos encierran a la regién 

factible en un poliedro y generan una cota inferior para ia funci6n objetivo 

desarrollando minimizaciones sobre ese poliedro. Este proceso continua 

hasta que la regién que encierra el poliedro es suficientemente cercana a la 

regi6n factible, para asi exhibir una solucién global al problema original. 

Desgraciadamente, el algoritmo requiere mucho almacenamiento y tiempo de 

computadora. 
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Beale y Forrest [8], proponen un método diferente para optimizacién global. 

De hecho, describen una nueva metodologia que permite una aproximacién 

arbitrariamente cercana a la funcidn objetivo. Una forma de hacerlo es 

usando "conjuntos especialmente ordenados". Introducidos por Beale y 

Tomlin [10] y revisados por Beale y Forrest [8]. Estos se aplican a sumas de 

funciones no lineales de una variable, pero se pueden adaptar a productos 

usando logaritmos o alguna otra transformacién. Una extensidn de los 

"conjuntos especialmente ordenados", los "conjuntos ligados ordenados", 

permiten el uso de productos en forma directa. 

En Beale [9] los métodos de ramificacién y acotamiento se usan para 

encontrar un dptimo global de una funcidn definida como suma de 

productos de funciones de argumentos Unicos. Estos métodos se puede 

incorporar como extensiones a programaciédn entera en programacién 

matematica general. Aqui la implantacién usa conjuntos ordenados 

especiales y ligados, los resultados computacionales que se reportan son 

usando el sistema de programacién matematica SCICONIC 

Mc. Cormick [57] considera el problema de minimizacién global para 

problemas de programaci6n no lineal que son factorizabies. (los detalles de 

las funciones factorizables se pueden encontrar en Mc. Cormick [58]). En 

este articulo se describe un método para obtener programas depurados de 
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aproximacion inferior convexa que se usan para excluir de consideracidén las 

regiones donde se sabe que el valor de la funcidn excede el minimo global. 

Es importante en este método el uso de la cubierta convexa de una funcién 

en una sola variable. La eficiencia de los métodos depende de la bondad de 

los problemas de aproximacién inferior. 

Una vision general del problema se encuentra en Mc. Keown [59], este 

articulo se refiere a problemas de minimizacié6n de una funcié6n céncava 

sobre un poliedro convexo pero donde las soluciones no se restringen a ser 

enteras. 

Parker y Sahinidis [46] resuelven el problema de minimizaci6n céncava 

separable usando un algoritmo de ramificacién y acotamiento combinado 

con técnicas de reduccién def dominio para acelerar Ja convergencia del 

algoritmo. Para entatizar la importancia de las técnicas de reduccién del 

dominio, algunas veces se refieren a este algoritmo como de Rama y 

Reduccié6n. El algoritmo determina cotas de cada subproblema céncavo, 

resolviendo el problema lineal relajado. La funcién lineal de aproximacién no 

es otra que la envoltura convexa de la funcién original, tomada en cada 

variable como en Falk y Soland. Este algoritmo se implanté usando el 

paquete BARON, desarrollado por el propio grupo de optimizacién de la 

Universidad de Illinois y dirigido por Nikolaos Sahinidis. Los resultados 
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obtenidos son muy prometedores, ya que se puede resolver un problema 

tipico de expansi6n de un complejo quimico industrial para maximizar el 

valor presente neto. Dicho problema, que tradicionalmente se ha planteado 

como un problema entero mixto multiperiddico, se reformula como un 

problema de cargo fijo céncavo, que resuelto con este algoritmo requiere de 

un tercio del tiempo necesario para resolver un problema entero mixto 

usando OSL. 

4, Algunos Algoritmos de Aproximacién General: En un articulo de Tuy 

[81] se considera el problema general cuando la regién factible es cualquier 

subconjunto convexo cerrado de R". Los métodos discutidos involucran 

ideas que tienen como base el método de planos de corte de Kelly [52] para 

resolver programas convexos, y pueden Ilamarse "métodos de aproximacion 

outer”. Basicamente, estos métodos consisten en aproximar el conjunto de 

restricciones.dado por un conjunto poliédrico convexo que lo contiene, 

cuyos vértices son conocidos 0 se pueden calcular practicamente. Entonces 

el minimo de la funcién objetivo sobre este poliedro da una solucién 

aproximada al problema original. Si la exactitud de la solucién alcanzada no 

es aun satisfactoria, la aproximacién se refina atin mas, y el proceso 

completo de aproximaciones sucesivas se puede arreglar de tal forma que 

converja a una solucién optima del programa original. Tales procedimientos 
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de aproximacién se han combinado con otras técnicas de aproximacién 

inferior en los algoritmos de Falk-Hoffman [32] y Hoffman [45]. 

Tuy, et.al. [85], resuelve un problema de transporte-producci6n con costos 

de produccién céncavos y donde la funcién objetivo no es separable. Fi 

algoritmo que ellos proponen se basa en un método paramétrico que toma 

ventaja de la estructura especial dei problema: la monoticidad de la funci6én 

objetivo a lo largo de ciertas direcciones, una pequefia proporcidn de 

variables no lineales y propiedades combinatorias dadas por las restricciones 

de transporte. 

El problema original se convierte en un problema de transporte lineal que 

depende de un parametro k-dimensional. Este problema de transporte 

paramétrico también se puede obtener a través de fijar temporalmente las 

varibles no lineales y omitiendo en fa funcién objetivo la funcién asociada a 

ellas. Como se sabe de la teoria de programacion lineal paramétrica, el valor 

6ptimo de dicha funcién es una funcién afin convexa y lineal a trazos, sin 

embargo debido a la concavidad de Ia funcién original, se puede buscar la 

solucién éptima sdélamente en los vértices de todas las piezas lineales de la 

funcién parametrizada. Expoltando la estructura de red, se puede observar 

que el ntimero de piezas lineales es polinomial. En este articulo resuelven un 
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problema para k = 4, donde k representa el nimero de fabricas desde las 

cuales se enviaran articulos hacia 10 almacenes. 

En un articulo previo, Tuy et.al. [82] resuelven el mismo problema pero con 

k=3. Cabe aclarar que el algoritmo es diferente en este caso, pero ellos 

mismos reportan que en el caso de k>5 el problema se hace muy dificil y 

que es muy eficiente para k pequefias. Para k grandes sugieren que la 

funcién objetivo sea separable, y asi poder hacer uso de algoritmos de 

descomposicién. 

Un procedimiento diferente de aproximacién es el desarroliado por 

Mukhamediev [62]. Aqui se propone un nuevo algoritmo de aproximacién, 

que permite obtener una solucién déptima aproximada con cierta exactitud. 

La idea del método propuesto es aproximarse desde el interior (aproximacién 

interna) al conjunto de soluciones factibles a través de politopes. Bajo 

algunas suposiciones adicionales en la funcién objetivo, se prueba que 

después de un numero finito de pasos el algoritmo genera una solucién 

aproximada ali global éptimo. 
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5. Métodos de Programacién Bilineal: El problema de programacion 

bilineal en su forma general se puede establecer como sigue: 

min global {f(x,y):x ¢ X, y € Y}, (BLP) 

donde X, Y son poliedros en RM y R™ respectivamente y f(x,y) es una 

funcién bilineal. (BLP) pertenece a la clase de problemas de programacion 

matematica que tienen varios minimos locales. Un ejemplo importante de una 

funcién bilineal es f(x,y) = clx + dly + xTQy. Thieu [78] prueba la 

equivalencia de la programacién bilineal y la minimizacién céncava bajo 

restricciones lineales. 

Una amplia cantidad de autores reconocen una cercana relaci6n entre los 

algoritmos de programacién bilineal y los algoritmos existentes para 

minimizacién céncava. Entonces los algoritmos especializados (BLP) se 

pueden adaptar para programacién céncava cuadratica. Konno [53] considera 

el problema de minimizacién céncava cuadratica sujeto a restricciones 

lineales. Primero da la equivalencia entre este problema con el! problema 

bilineal asociado. De hecho prueba que los dos problemas 
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max 2cT x + xT Ox, : (1) 

sujeto a 

Ax = b, x°0 

donde c, x € RQ, b € RM, A & RMXN, Q ce RMX eg una matriz simétrica 

positiva definida y 

max f(x4, x2) = clxy + clxg + x17? Qxg (2) 

sujeto a 

Ax1 = b, 

Ax2 = b, x1,x220, 

son equivalentes en el siguiente sentido: Si x’ es una solucién d6ptima del 

problema (1), entonces (x,x') es una solucién dptima del problema (2). 

Inversamente, si (x1', x2') es 6ptima para el problema (2) entonces ambos 

x1' x2' son dptimos para (1). Para resolver el problema de programacién 

céncava se usa el método de planos de corte para el (BLP) desarrollado por 

Konno. Problemas y métodos relacionados con ésto se pueden encontrar en 

Konno [54]. 

Czochralska [25] considera un método similar usando programacién bilineal. 

El primer articulo trata con el problema general (BLP) donde el conjunto 
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factible no es necesariamente acotado. Se presentan las propiedades mas 

importantes del (BLP) asi como los fundamentos teoricos. El método busca 

una solucién é6ptima entre aquellas soluciones basicas que son puntos de 

equilibrio del problema. El algoritmo se ilustra a través de ejemplos 

numéricos. Este algoritmo de programacién bilineal para programacion 

cuadratica esté ampliamente simplificado, como consecuencia de la 

estructura del problema y por el hecho de Ia verificacidn de las condiciones 

de necesidad y suficiencia para la existencia de una solucién dptima se 

reduce a la solucién de un programa de programacidn lineal. 

Algunos otros articulos de programacién bilineal son Vaish [90], Altman [1] 

y Gallo [36]. De hecho el algoritmo propuesto por Gallo y Ulkulu en el ultimo 

articulo es similar al método de Tuy para programaci6n céncava. 

Cabe aclarar que aunque se han propuesto muchos métodos para el 

problema de minimizacién global céncava, sdlo unos cuantos han sugerido 

algoritmos que se han programado y _ probado. Los resultados 

computacionales reportados en la literatura antes de 1980 estan limitados al 

caso en que el numero de variables es menor o igual que 25. Probiemas mas 

grandes se han resuelto en el caso de programacién concava cuadratica a 

gran escala. Los pocos métodos que se han implantado son para funciones 

con estructura especial, tales como funciones céncavas separables, Parker y 
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Sahinidis [66], 0 cuadrdticas, emplean técnicas de ramificacién y 

acotamiento junto con problemas de aproximaciédn lineal (a trozos) inferior. 

Con base en estos antecedentes, podemos ubicar entonces nuestro 

problema dentro de la optimizacién global sin restringir si la funcién objetivo 

es separable o no y con la restriccién adicional de variables enteras y 

proponer un algoritmo que use cortes convexos, ramificacién y acotamiento, 

y una funci6n lineal de aproximacién para su solucién. 
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CAPITULO 3 

METODOLOGIA 

“Dejo a los varios porvenires {no a todos) mi 

fardin de senderos que se bifurcan. Casi en el 

acto comprendi; e/ jardin de senderos que se 

bifurean era la novela caética, la frase varios 

porvenires (no a todos) me sugirid ia imagen de 

la bifurcacién en el tiempo, no en el espacio. La 

relectura general de la obra confirmé esa teoria. 

En todas las ficciones, cada vez que el hombre 

se enfrenta con diversas alternativas, opta por 

una y elimina a las otras; en la del casi 

inextricable Ts‘ui Pén opta -simulténeamente- 

por todas. Crea, asi, diversos porvenires, 

diversos tiempos que también proliferan y se 

bifurcan”. 

' Jorge Luis Borges 

3.1 EL ALGORITMG 

Ya se planted en el Capitulo 1 el problema que se resuelve en este trabajo, 

en el presente capitulo se expone la metodologia que se requiere para 

implantar el algoritmo, asi como su complejidad computacional. También se 

presenta un algoritmo derivado del primero que resuelve el problema de 

produccién-transporte con costos céncavos. 

A continuacién se presenta una versién muy general del algoritmo sélo para 

establecer las ideas que estan detras del mismo, posteriormente se describe 

en forma mas detallada. Se exponen también los conceptos tedéricos mas 

importantes a considerar de la teorfa de convexidad, sobre funciones 
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lineales y sus propiedades en cuanto a aproximaci6n se refiere; los cortes 

convexos y la forma en que se generan, asi como los criterios de seleccién 

de la variable a ramificar y la estrategia de biisqueda en el arbol de 

ramificacién y acotamiento; la manera en que se decida cuando detener la 

ramificaci6n y, sobre todo, Ja comparaci6n de las diferentes cotas. 

Ramificacién y Acotamiento es uno de los métodos mas usados en 

programacién entera. Aqui, la ramificaci6n se refiere a sucesivos 

particionamientos del poliedro convexo, una vez que no se encontré la 

solucién éptima entera a través de los planos de corte. El acotamiento se 

refiere al cdélculo de fas cotas inferior f(x) y superior f(x} respectivamente 

para encontrar el 6ptimo global. 

ALGORITMO DE RAMA Y CORTE PARA EL PROBLEMA DE MINIMIZACION 

CONCAVA 

PASO 1 (Establecimiento de una funci6én lineal de aproximaci6n inferior). 

Establezca una funcién objetivo lineal ix) que aproxime 

inferiormente a la funcién objetivo original, tal que: 

Ux) < f(x) xeQ 
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PASO 2 

PASO 3 

(Solucién del Programa Lineal Relajado} 

Resuelva el programa lineal 

min,, {é(x) | xeQ} 

Sea x° (i = 0) donde i=0,1,2,....n el punto extremo dptimo. 

Defina f(x°) = &x°) como una cota inferior del valor éptimo de la 

funcién objetivo original. Sea x* = x°. Entonces f(x*} = f(x°) 

valuada en la funcién original es una cota superior. 

Si la solucién es entera el procedimiento termina es la éptima. Si 

no, construya un 4rbol de btisqueda comenzando con el primer 

nodo que representara la solucién del programa lineal relajado y 

con una cota inferior dada por f(x°). Haga i= O y vaya al paso 3. 

(Ordenamiento de los Puntos Extremos) 

Las actuales cotas superior e inferior estan dadas por f(x*} y 

f(x) =dx'), respectivamente. Sea x'*' el siguiente punto extremo 

ordenado de Q, y establezca la nueva cota inferior {(x'*") =ax'*") y 

vaya al Paso 4. 
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PASO 4 

PASO 5 

(Comparacién de Cotas Inferiores y Superiores) 

a) Si Ax'*') > f(x*) y x* es entera, pare, x* es el 6ptimo, 

b) Si ax'*') > F(x*) pero x* no es entera vaya al paso 6, de 

otra forma: 

c) Six) < FOC), vaya al paso 5. 

(Adicién de Cortes Convexos) 

Verifique si f(x") <f(x*) y haga x* =x*, fx*) = f0¢*), de otra 

forma la cota superior permanece sin cambios, haga i= i+7. 

Agregue el corte: 

t 

jw ; =1 N = variables no basicas * x 
jen 

NM.
 

oS
 

* 40 
MitieM By? b; > 0 

2, by <0 
donde : t = M= variables basicas 

y vaya al paso 2. 

Si la solucién encontrada es entera, compare el valor con fas 

cotas que se establecieron en el paso anterior, si cumple con la 

condicioén de optimalidad pare, se ha encontrado e! éptimo, si no 

es entera y no cumple con esta condicién, agrege otro corte para 

buscar otro punto extremo y vaya al paso 2. 
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PASO 6 (Ramificacién de un nodo) 

A partir de la mejor funcién objetivo, entendida como fa minima 

cota superior dada por el paso 4, seleccione una variable x'*' 

para ramificar. 

Seleccién del Nodo a Ramificar [5] 

Mejor Cota. Se selecciona el nodo con el menor valor de la 

funcién objetivo. Siguiendo esta estrategia es posible evitar 

enumerar inecesariamente porciones del arbol. 

Seleccién de la variable. 

Mas Fraccional: la variable que se elige es aquella con valor 

fraccional mas cercano a 1/2. Se implanta esta regla facilmente y 

se define como un conjunto de variables candidatas a ramificar 

como sigue: 

é= {ie(,...,p) lf, - 4l<e, e>0, y suficientemente pequefia} 
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Se selecciona un variable de f, aquella con el mayor coeficiente (en 

valor absoluto) de la funcién objetivo. Las ramas estén dadas por 

ixJ y LxJ + 1. Continde este proceso hasta encontrar una 

soluci6n entera o que el problema no tiene soluciones factibles. 
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DIAGRAMA DE FLUJO DEL ALGORITMO 
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3.2 SOBRE EL USO DE FUNCIONES LINEALES 

En esta seccién se muestra cémo una funciédn lineal é(x) se puede desarrollar 

para aproximar inferiormente a la funcidn céncava original f(x) en general. Ya 

que la eficiencia del algoritmo propuesto depende de la seleccién de dicha 

funcién lineal, los ejemplos de prueba muestran cémo se pueden desarrollar 

aproximaciones inferiores mas estrictas para una clase importante de 

problemas de minimizacién céncava. Esto incluye el problema de cargo fijo, el 

problema de programacién separabie, el problema cuadratico y el problema de 

produccién-transporte. 

De las propiedades de las funciones céncavas, un hiperplano tangente para 

f(x) en x [suponga x ¢ Q, donde Q es el poliedro convexo definido en (1)] 

sobreestima f(x}. Consecuentemente, parece plausible que podamos usar un 

hiperplano tangente para glx) = -f(x) para aproximar inferiormente f(x). Sea 

tg{x}) un hiperplano tangente a g(x) en un punto’ dado. Claramente para 

cualquier x, 

tg(x) < g(x) 

  

1 * . . . . 
Mas atin, suponemos que el hiperplano tangente que esta determinado en x satisface Vaix} + 0 donde Vg{x) es el vector 

gradiente de gx) en x. Esto aseguraré que el estimador inferior resultante no es trivial. 
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Se puede hacer una transicién de g(x) a f(x). Si g(x) <_ f(x). 

Desafortunadamente, ésto no es cierto en general. Sin embargo, si los 

valores de x se restringen a aquellos en Q, entonces la transicién se puede 

obtener como sigue: 

Proposici6n 1: Sea M = O un ntmero real, entonces existe un numero M tal 

que M < « y que ademas cumple con: 

-M + tg{x) < f(x) xeQ 

en este caso x) = -M + tg(x) 

Demostraci6n: 

Necesitamos demostrar sélo que -M + tg(x) < f(x) V x € Q. El minimo valor 

de f(x) ocurre en un punto extremo de Q. Si min xa f (x) 20, entonces max 

xea g(x) < O, y obviamente el resultado deseado se cumple para M = O. 

Ahora suponga que min xca f(x) < 0, entonces max xea g{x} > 0. 
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Por la suposicién de que f(x) posee un minimo finito sobre QO. Asi M se 

puede seleccionar tal que: 

M = | Minkeoflx} | 

ya que por simetria: 

| mincof(x)| = maxxcag(x) 

se sigue que: 

-M+g(x)<-M + max,.ag(x)<OsM + minxeaf(x)<M + f(x) xeO 

ya que: 

M => | mincaftx) | 

se puede tomar arbitrariamente grande, haciendo: 

M > 2 | mincoflx) | 

la conclusién se sigue inmediatamente. 

La anterior proposicién implica que una aproximacién inferior lineal para f(x), 

x¢€Q se puede tomar como: 

(x)= Rms -M 
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donde m, son constantes positivas y: 

M > | minxcaf(x) | 

Si min f(x} = O entonces M se puede tomar igual a cero. 

Note que, como la cota inferior en M obviamente no es conocida a priori, 

debemos tener confianza en alguna estimacién practica para determinar un 

valor numérico para M. Aunque se pueden utilizar valores arbitrarios para 

M,>0, se vera mas adelante que la funci6n que se escoja para aproximar a 

la funcién flx) dependera del tipo de problema a resoiver. 

Proposicién 2: (Mangasarian (1969); Avriel (1976}) 

a) Sea f una funcién diferenciable sobre un conjunto convexo abierto C c R. 

Entonces f es céncava si y sdlo si: 

x eC, x2] C= Hx} < fq) 4 (x? ~ xT VEY (y) 

b) Es estrictamente céncava si y solo si la desiguaidad en (1) es estricta 

para x’ # x”. Por a) para una funcién (estrictamente) convexa, el sentido de 

la desigualdad (estrictamente) en (1) se invierte. 
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Demostraci6n del inciso a. 

Suponga que f(x) es céncava en S, x1, X2ES y que O<Ax1. Entonces: 

£(xy + AC X2 - Xq)) =F(AxXo + [1-0] x7 )2AF(X2) + [1-2] FOX), 

tal que: 

| £0) A =) ~ fa) |2 F600) Fe) 

La expresién en el lado izquierdo de la anterior desigualdad aproxima IIx. - 

x,l| veces la derivada direccional de f(x) en x,, en la direccién X2 -X, a 

medida que A se aproxima a cero. Haciendo A->0, obtenemos: 

VE(xq) (x2 -x)2f(x9)-f0x4), 

entonces: 

(xq) + VE(x1) (x2 -x1) 2 Fxg) VX, X2ES 

Inversamente, suponga que: 

£(xq) + VF(x4) (x2 -x,) 2 f(x) VX, X2ES8 (2) 

Sean u, ve S, y O<A<1. Si w=Au+[1-A]u, entonces w esta en S y: 

A A 
vew-7_gu=w-7_qlu-y)   
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  tal que: V-W =- {u-w) 
1-A 

En consecuencia, si aplicamos (2) a las parejas w, u y w, v, obtenemos: 

flw) + Vf(w) (u-w) 2 flv), 

  tw) + Vi(w) (u-w) - 2 fv) 
A 

1-4 

Multiplicando la primera de las desigualdades anteriores por A, la segunda 

por [1-A], y sumando ios resultados se obtiene: 

f(Au + [1-A]v) = f(w) = Af(u) + [1-A]f(v) 

De lo que se concluye que f(x) es céncava en S. 

  

  

figura 1 
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La figura 1 ilustra la idea detraés de la Proposicién 2: tomando cualquier 

punto x' en el dominio de f y construyendo una aproximacién lineal (de 

Taylor de primer orden) de f en x’ obtenemos una funcién lineal que es 

tangente a f en x! y en cualquier otro punto en el dominio de f que esta 

sobre f 0 coincide con ella. 

Proposicién 3. 

Sea f:E" -sE’ una funcién diferenciable. La aproximacion lineal de f en el 

punto xX, esta dada por: 

Ux) = FxXq) + VEX) OX), 

Esta funcidn {{x) se usa tal como se presenta para el caso del problema de 

produccién-transporte expuesto en el capitulo 1. Para el caso de cargo fijo, 

se hace como sigue: 

i) PROBLEMA DE CARGO FIJO. 

En el problema de cargo fijo, f(x) se define por: 

FO) = Berry + 2 kj5(e)) N=(1,....n) 
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donde 6x) =O si xj=0, y 5(x)=1 si xj/>0. Los coeficientes c, y kj son 

numeros reales con k,>O para toda j. Se puede probar que f(x) es una 

fincién céncava continua en todos los lados excepto en x=0. Ya que 

supusimos k;>0, se sigue que: 

pera S Puc xj, X kj6(x;) x20 

Esto demuestra que la aproximacién lineal se puede tomar como: 

En los siguientes casos, {(x) se propone como la suma de las primeras 

derivadas parciales mas una constante M apropiada. 

ii) PROBLEMA DE PROGRAMACION SEPARABLE. 

Sea: 

f(x) = 2 f(x), 

donde f(x;) es una funcién céncava bien definida. 

Sea: Og) = fg) +M 
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Como f, (x) es céncava, por definicion: 

& (x) < §, Ox), xe 

Entonces: 

x) = = & (xj). 

iii) FUNCIONES NO SEPARABLES. 

En el caso de funciones no lineales de segundo grado y que tengan términos 

con productos cruzados como x,xX2 antes de proponer una funcién lineal, se 

hace un cambio de variables para expresar esta funciédn no separable en 

términos de una que si lo sea 

Dada la funcién x4x9: 

se aumentan las restricciones lineales 

Xi + Xo 

Y= 3 

x1 7 %2 
42 = 3 

£ : 2 : 
se reemplaza cada término x;X2 por y," - y27 como sigue: 

2 2 
XiX%2 = Yi - Yo- 
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Esto se justifica si notamos que: 

2g Pt 2mxy tf xf —2eyry tah Amx, _ 
Yi ~ 2 = 4 - 4 =~ =X -   

Lo anterior sugiere que cada que se tenga un producto de dos variables, se 

pueden agregar dos nuevas variables al modelo y reemplazar el término con el 

producto por una surna de dos variables al cuadrado. Si se tienen n variables 

originalmente, se pueden tener n{n-1)/2 términos con productos cruzados. Lo 

que sugiere que se podrian tener cuando mucho n(n-1} nuevas varaibles para 

sustituir los productos cruzados. De hecho, bajo ciertas condiciones las ideas 

anteriores se pueden generalizar (usando la factorizacién de Cholesky) a que se 

agreguen solamente n nuevas variables. 

iv) PROBLEMA CUADRATICO. 

Para el problema cuadratico se usa la funcién anterior, una vez que se ha 

probado que existen todas las primeras derivadas parciales de f(x) en el 

conjunto Q. 

Sea: f{x) =z(x) + D(x), 
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donde z(x) es lineal y D(x) es una funcidn cuadratica negativa 

(semi)definida. 

La aproximacién lineal en este caso es: 

Ux) = z(Xp) + D{xo) + V D{x9) (x-xp). 

3.3. EL PROBLEMA LINEAL RELAJADO 

Casi todos los métodos para resolver problemas enteros comienzan 

relajando el problema a uno menos restringido, lo mas usual es hacerlo a 

través de la eliminaci6n momentanea de la restricci6n de variable entera y 

resolviendo el problema de programaci6n lineal. Desgraciadamente, es raro 

que este problema relajado tenga una solucién entera; por lo cual se toma 

su solucién sélo como el paso inicial para un algoritmo més sofisticado. 

Algunos conceptos en que se basa este procedimiento son: 

Definicién 1 

Sean P; un problema de programacién lineal entera y P, un problema de 

programacion lineal sobre n variables con Ja misma funcién objetivo. Si !a 
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region factible de P,, llamada F(P;) es un subconjunto de la regién factible 

de P,, Hamada F(P2}, entonces P. se llama una relajacién de P,. 

Teorema 3 

Si P, es una relajacién de P;, entonces el valor de la funcién objetivo en la 

solucién dptima factible para el problema P, es menor o igual que (o mayor 

o igual que, para problemas de maximizaci6én) el valor de la funcién objetivo 

é6ptima para P,. 

Demostraci6n: 

La prueba de este teorema consiste en que al maximizar la funcién objetivo 

de Pz, los argumentos para el rango de la funcidén objetivo son sobre F(P2) > 

F(P,), entonces P, es una relajacion de P,. 

Corolario 1 

Sea P, una relajaci6n de P;, si la solucién déptima factible para P, esta 

contenida también en F(P,) entonces también optimiza a P;. 
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Hemos visto un punto importante para la demostracién del teorema 3. Si la 

regién factible es acotada (es decir, cada variable satisface x, < u,, con u, 

constante) y el problema es entero, entonces la funcién objetivo alcanzara su 

minimo, ya que sélo hay un nimero finito de soluciones factibles. 

Corolario 2 

Sea un programa lineal formado de un programa entero al ignorar las 

restricciones de variable entera, si la solucién 6ptima al programa lineal es 

entera, entonces también es éptima para el programa entero. 

3.4 EL USO DEL METODO SIMPLEX EN EL PROBLEMA RELAJADO 

El uso del método simplex en este algoritmo se fundamenta en lo siguiente: 

Hay muchas aplicaciones industriales en que “un buen comienzo" desde una 

primer solucién en una vecindad ligeramente perturbada de un problema de 

programacién lineal proporciona una ventaja considerable. En esos casos, !os 

algoritmos de punto interior tienen una ejecucién pobre, en contraste con el 

simplex. Un ejemplo de tal aplicacién lo constituye el use de sucesivos 

problemas de programacién lineal para resolver problemas de programaciéon 
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no lineal en la industria de! petrédleo. La solucién de subproblemas de 

programacién lineal en programacién entera y andlisis postéptimo son otros 

ejemplos de Ja importancia de "un buen comienzo". 

Los precios sombra (costos) juegan un papel importante en el andalisis 

descriptivo de muchas aplicaciones de Ja programacién lineal en la planeacién 

econémica y los negocios. En estas situaciones, la teoria establecida que 

relaciona los multiplicadores basicos 6ptimos del simplex y los valores de la 

solucién dual tienen una amplia aceptacién. Esto requiere que el método 

simplex se use para interpretar econémicamente dichos costos. 

El método simplex ha tenido un desarrollo sustancial en las ultimas dos 

décadas. Este desarrollo ha sido fundamentalmente computacional y tiene el 

propésito de hacer al método simplex mas eficiente y confiable.con respecto 

a la solucién de problemas practicos de rango amplio. Se puede decir que 

otra ventaja de usar el método simplex es que, para problemas de gran 

escala, se puede usar preprocesamiento y, si la estructura del problema 

contiene matrices esparcidas, se explota esta condiciédn y se modifica el 

simplex, dando como resultado un algoritmo que se conoce como método 

simplex para matrices esparcidas. 
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Una desventaja del simplex se presenta cuando se tienen problemas de 

degeneracién. Una base se ilama degenerada si al menos una de las 

variables bdsicas esté en su cota superior o inferior. En tal caso et 

requerimiento de mantener factibilidad de las variables basicas puede forzar 

a cero a Ja variable que entra, ésto mantiene e! valor de la funcién objetivo 

sin cambio; teéricamente, conduce a ciclado a menos que se prevea esta 

situacién y se evite. 

La gran ventaja del método simplex es que, en el caso promedio, el 

algoritmo tiene un tiempo de ejecucién polinomial. 

En este aigoritmo se hace uso del método simplex, para resolver el problema 

relajado, y del dual simplex, cuando se agregan los planos de corte. La tabla 

que se usa es una tabla del método simplex revisado para evitar que crezca 

mucho al agregar cortes. 

3.5 EL ARBOL DE BUSQUEDA 

Como este algoritmo es de rama y corte, se tiene entonces que construir un 

Arbol de busqueda para fo cual se considera qué politica se debe seguir en 

cuanto a la seleccién de! nodo a ramificar y la estrategia de bdsqueda de 

soluciones en el Arbol. 
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SELECCION DEL NODO A RAMIFICAR (MEJOR COTA) 

En la literatura, existen varias reglas para seleccionar el nodo a ramificar. De 

hecho, debido a que un nodo se selecciona en cada paso, se puede ver ia 

selecci6n de nodos como una forma de ordenarlos en una lista de nodos no 

explorados. Las reglas usadas para ordenar y asignar los nodos son: 

Bisqueda a primera profundidad (DFS). 

Una regla usada ampliamente que se considera (esencialmente) a priori es la 

busqueda a primer profundidad mas un proceso de retroceso, también 

conocido como LIFO (tltimo en entrar primero en salir). En la busqueda a 

primer profundidad, si el nodo actual no se descarta, el siguiente nodo a 

considerar se selecciona entre sus dos hijos. Retroceso significa que cuando 

un nodo se descarta, regresamos por la trayectoria desde ese nodo hacia Ia 

raiz hasta que encontramos el primer nodo, si hay alguno, que tiene un hijo 

que no ha sido considerado. 

La btisqueda de primer profundidad mds retroceso es una_ regia 

completamente a priori si fijamos una regla para escoger las variables a 

ramificar y especificamente que el hijo izquierdo se considere antes que el 

hijo derecho. 
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La regla de primer protundidad tiene dos ventajas: 

La relajacién de programacién lineal para un hijo se obtiene de fa relajacién 

de programacién lineal de su padre al aumentar una restriccién de cota 

superior © inferior. Entonces, dada una solucién éptima para e] nodo padre, 

podemos reoptimizar directamente usando el dual simplex sin una 

reinversién de base o una transferencia de los datos. 

La experiencia parece indicar que las soluciones factibles se encuentran con 

mayor facilidad profundamente en el arbol que en los nodos cerca de la raiz. 

El éxito de un algoritmo de ramificaci6n depende mucho de tener una buena 

cota inferior, para "podar" el Arbol. 

La principal dificultad es que la bUsqueda puede hacerse en partes del arbol 

donde no hay buenas soluciones factibles, con lo que se incrementa el 

tiempo total. 

Mejor Cota (BB). 

Se selecciona un nodo que da el menor valor de !a funcién objetivo. Esta 

regla se us6 originalmente en el algoritmo de Land y Doig y fue retomada 

por Dakin [27]. El arbol se explora y hay mas posibilidades de encontrar 
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buenas soluciones factibles. Sin embargo, fa lista de nodos no explorados 

puede ser muy larga, aumentando con ésto los requerimentos de memoria. 

El razonamiento que se sigue de esta estrategia es que podemos evitar 

enumerar porciones innecesarias del arbol a través del andlisis de las cotas. 

Infactibilidad Entera (Il). 

Si x es una solucién factible, la infactibilidad entera de x, denotada por I(x), 

es: 

  

I(z) = Emini x,|,[5)). 

En esta regla, el siguiente nodo que se selecciona es el que tiene menor 

infactibilidad entera. 

SELECCION DE LA VARIABLE A RAMIFICAR 

Si el nodo actual no se puede sondear, se tiene que seleccionar una variable 

tal que los dos nodos descendientes puedan generarse. La experiancia con 

ramificacién y acotamiento indica que el tamafio de la enumeracién final del 

arbol depende mucho de esta seleccién. Las siguientes son algunas de las 

reglas mas utilizadas para seleccionar la variable a ramificar. 
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Variable Mas Fraccional. 

La variable seleccionada es aquella con un valor en su expansién decimal 

muy cercano a-1/2. Los empates se rompen arbitrariamente. Esta regla se 

puede implantar faciimente, pero su mayor desventaja es que no captura 

informacién de Ja funcién objetivo. 

Penalizaciones. 

Para cada variable fraccional se calcula el deterioro en la funcién objetivo 

haciendo la variable igual a cero o uno. Estos valores se llaman 

penalizaciones. Una posibilidad es tomar una variable para ramificar como 

aquella que tenga la mayor penalizacién, se ponen los descendientes 

correspondientes a la mayor penalizacién en la lista de los nodos no 

explorados y se resuelve otro descendiente inmediatamente. La principal 

desventaja de las penalizaciones es que son costosas de calcular y su 

relevancia decrece con el tamafio del problema. 

Pseudo-costos. 

Es simifar a las penalizaciones, los pseudo-costos son aproximaciones a los 

valores de deterioro en !a funcién objetivo al hacer Ja variable igual a O y 1. 
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3.6 

ESTRATEGIA DE ENUMERACION 

En todos los problemas de prueba se usa la regla de mejor cota (BB) para 

seleccionar ef nodo. Esto se hace a través de enlistar los nodos en una cola 

en orden creciente del vaior de la funciédn objetivo y tomando siempre el 

primer nodo. 

Si el nodo actual no puede descartarse, se selecciona un variable para 

ramificar. Para  seleccionarla usamos el! siguiente criterio simple: 

seleccionamos la variable mas fraccional, aquella con expansién decimal 

cercana a %, y definimos el conjunto de variables para ramificar como: 

I={ye(1,...,0)] | fi- 1/2] <, € sificientemente pequefia}, 

entonces seleccionamos a la variable en I con el mayor coeficiente (en valor 

absoluto) de la funcién objetivo. 

CORTES CONVEXOS 

Como ya se mencioné6 en el capitulo 1, el punto éptimo, si es entero, es un 

punto extremo. Esta afirmacién se hace con base en el siguiente teorema: 
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Teorema 1 

Sea f:E, > £, una funcién céncava, y sea S un poliedro compacto no vacio 

en E, y considere el problema de minimizar f(x} sujeto a xeS. Entonces 

existe una solucién x' al problema y x’ es un punto extremo de S. 

Demostracién: 

Como f es continua y S es compacto, f alcanza un minimo y un maximo en 

S. Supondremos que el minimo se alcanza en x' y demostraremos que x' es 

un punto extremo de S. Si x' es un punto extremo, no tenemos nada que 

demostrar. Asumimos simplemente que x’ es un punto de S, entonces como 

S es un poliedro convexo podemos suponer que x’ = Zar 44 X% donde 

Sar" 4; = 1, 420 y x; son los puntos extremos de S. Por la concavidad de f 

tenemos: 

f(x") = FBj24* A, x) = Bork A Fx). 

Siendo que f(x’) < f(x) para j = 1,...,k. 

Para poder ordenar los puntos extremos se hace uso de cortes convexos. 

Los cuales iran descartando cada vez que se agregan a un punto extrema, si 

ese punto es entero, se valtia en la funcién objetivo original y se compara 

con la funcién lineal de aproximacién para ver si se cumple Ja condicién de 
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optimalidad, si no se cumple se continuan agregando cortes hasta encontrar 

otro punto entero o hasta que la funcién objetivo ya no mejore. 

El corte convexo es una forma general de corte entero legitimo que fue 

establecido inicialmente con el nombre de corte "hipercilindrico" por Young 

[87] para resolver una clase especial de problemas mixtos cero-uno en que 

las variables cero-uno x; estan relacionadas por restricciones deli tipo: 

x; =k y O<x <1, dondeO<k<n 

en: 

Independientemente dei trabajo de Young, Balas [4] desarrollé lo que él 

llamé el corte "intersecci6n" para resolver problemas lineales enteros 

(mixtos o puros}. Su idea es utilizar fa propiedad local de los puntos enteros 

que encierran o circundan la solucién éptima local continua para desarrollar 

un corte legitimo entero. Actuaimente, este corte esta determinado para 

pasar a través de los puntos de interseccién de una hiperesfera especial 

definida. La esfera pasa a través de todos los vértices del hipercubo unitario 

que encierra el punto extremo continuo. 
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Mas tarde, Glover [39] desarroilé las ideas de Young y Balas a una clase 

mas general de programas matemédticos incluyendo, por supuesto, 

programacién entera. Su idea es gue la hiperesfera (o hipercilindro) se puede 

teemplazar por cualquier conjunto convexo proporcionado de tal forma que 

ninguno de los puntos factibles esté en su interior. En este caso, la 

interseccién de los segmentos de recta que emanan del vértice continuo con 

ei conjunto convexo define lo que Glover ilama el corte "convexo", mismo 

que se define como: 

ip") lw; 21 = (e-corte) 

Se pueden hacer varias observaciones con respecto a Ja fuerza y 

convergencia del algoritmo de Balas: 

Balas observa que el i-ésimo corte puede ser mas fuerte en dos formas: La 

primera consiste en reemplazar el i-ésimo corte por su equivalente con 

enteros a través del empleo de la teoria de Gomory para desarrollar el A- 

corte. La condicién de variables enteras sera atractiva sdlo si produce un 

corte mas fuerte, en el sentido de hacer !os coeficientes apropiados 

menores. Uno puede notar también que no se requiere que el elemento 

pivote sea igual a -1, a menos que el tableau actual sea (cercanamente} 
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todo entero. Esto se sigue porque esta condicién generalmente debilita el 

corte. 

2. La segunda forma consiste en reemplazar la hiperesfera por un hipercubo 

dual unitario, que esta definido como un cubo "rotado”" en el que el vértice 

  

  

| 
x optino continuo    

     

   
   

  

"cubo" dual 

unitario 

corte 

convexo 

xl   
  

figura 2 

de cubo unitario [x"] < x $ Ix] +e, toca el punto medio de una cara del cubo 

dual. Un ejemplo grafico de esta situacién se muestra en la figura 2 para un 

problema de dos dimensiones que indica que el nuevo corte es mas fuerte. 

Un desarrollo general de Balas et. al. [4] prueba este resultado. De hecho, 

debe ser obvio que el conjunto R, como se definié en la teoria de Glover, se 

puede construir de varias formas para producir un corte mas fuerte [ver 

Balas (1971a}]. Sin embargo, la dificultad aqui estriba en que puede 

involucrar muchos calculos. 
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Balas también observa que cuando x = x’ es degenerada, el cubo unitario 

Ix] < x < Ix ]+e no es Unico. En este caso la seleccién especifica de un 

cubo puede afectar la fuerza del corte. Balas muestra cémo puede 

seleccionarse el mejor cubo, desafortunadamente, a expensas de cdalculos 

adicionales. 

Finalmente, la cuesti6n de convergencia esta dada. Balas desarrolla un 

argumento que asegura la finitud del algoritmo, basado fundamentalmente 

en: 1) El desarrollo de reglas que aseguran que el determinante de Ja base 

actual permanece finito cuando el nimero de pivotes tiende a infinito, 2) la 

funci6n objetivo esta acotada inferiormente, 3) los cortes se aumentan en 

forma entera, y 4) se usa el método |-dual para resolver el problema. 

Como Ia teoria de Glover comprende fas ideas de Young y Balas (de hecho, 

Glover muestra que el m-corte de Gomory se puede interpretar como un 

corte convexo) esta seccién comienza discutiendo los resultados de Glover y 

se especializa posteriormente en casos especificos. Para efecto de apreciar 

la idea de! nuevo corte, se usa un ejemplo grafico, ver figura 4, como 

ilustraci6n. 
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Se suponen x;, x2 enteras. El vértice éptimo continuo actual es A. EI 

cuadrado que encierra a A reemplaza al hipercubo de Balas referido a la 

interseccién del corte y el circulo que representa al corte convexo. Note que 

ningun punto entero factible esta en el interior del circulo. Se puede ver que 

un conjunto convexo legitimo se puede construir en una amplia variedad de 

formas pero la seleccién especifica del conjunto convexo esté determinada 

por la fortaleza o debilidad dei corte resultante. 

Por ejemplo, el circulo se puede reemplazar por el cuadrado que encierra; en 

este caso el corte pasa por B' y C' en lugar de B y C, que es un corte mas 

débil. 
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Es obvio, sin embargo, que un corte es mas fuerte si un conjunto convexo 

que se ha escogido es tal que las semirectas (extendidas) que emanan del 

punto continuo son las mas largas. En la figura A1: AB > AB’ AC > AC’, y 

asi el corte BC es mas fuerte que B'C'. Esta observacién es la que hace a la 

teorfa de Glover interesante, ya que permite flexibilidad al seleccionar el 

mejor conjunto que explota la estructura de! problema. Los resultados 

generales de Glover se explican en seguida. 

Sea el problema de programacién matematica tal que el punto solucién 

actual esta definido por las restricciones: 

x=x*- 2 ajw; 
jeNB 

que se expresan en forma matricial con x, x y a, vectores columna. En 

términos de un problema de programacién lineal equivalente, x representa la 

variable basica, mientras w;,, jeNB son las varibles no basicas asociadas 

iguales a cero. 

El corte de Glover se describe en el siguiente lema: 
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LEMA DEL CORTE CONVEXO DE GLOVER 

Sea S un conjunto de puntos factibles dados. Si R es un conjunto convexo 

cuyo interior no contiene puntos en S y si x=x" (posiblemente un conjunto 

acotado de R) tiene una vecindad agujerada factible que esta en el interior 

de R, entonces para constantes cualesquiera Ww; > 0, jeNB tal que los 

puntos: 

Ej) =(k -aw)eR  VjeNB 

el corte convexo: 

  

Wij 
x v2l (c-corte) 

JENB w ; 

excluye el punto x = x , pero nunca cualquier punto en S. 

Aunque el corte convexo desarrollado aqui se hace en el contexto de 

programacién entera, la misma idea es aplicable a otros problemas de 

programacién matematica. Notable entre ellos es la minimizacién céncava 

sobre un poliedro convexo en que la solucién dptima esta caracterizada 

porque ocurre en un punto extremo, lo que mostrara cémo el problema de 
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cargo fijo, que es un caso especial de minimizacion céncava sobre un 

poliedro, se puede resolver usando el corte convexo. 

El uso del corte convexo con problemas enteros lineales se presenta ahora, 

también una interpretacién del m-corte de Gomory en términos de !a teoria 

de Glover. 

INTERSECCION DEL CORTE DE BALAS 

Se supone como usual que el método |-dual se use para obtener la solucién, 

tal que las ecuaciones restricci6n asociadas con el tableau continuo actual 

se pueden escribir como: 

x=x*- 2 ajw; S=S*- 2 5); 
jeNB jaNB 

donde x és un vector entero y S el vector de hoigura (continua). Note que, a 

diferencia del algoritmo fraccional, S no se restringe a tomar valores 

enteros. Sin embargo, si S o un subconjunto de él es entero, es necesario 

tener cuidado en el analisis subsecuente al incorporar los elementos 

apropiados de 4, como parte de a, je NB. 
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Para propésitos de ilustrar el método, asumimos que el problema es del tipo 

entero puro. 

El desarrollo de Balas se interpreta en términos de lta teorfa de Glover como 

sigue: 

Sea S el conjunto de puntos enteros factibles definidos por los vértices 

factibles dei hipercubo unitario, cuyos semiespacios cerrados 2n estan dados 

por: 

ix) <x<Ix} +e 

donde cada elemento del vector e es 1. Suponga temporalmente que x" no 

tiene elementos enteros, entonces el hipercubo unitario esté Unicamente 

definido. La definicién de S muestra que lo que concierne inmediatamente es 

concentrarse en jos puntos enteros locales alrededor de x’. 

Como se menciono previamente, ya que el hipercubo unitario se puede usar 

directamente para representar el conjunto convexo R, se puede obtener un 

corte mas fuerte si este hipercubo unitario se reemplaza por una hiperesfera 

(circundante) cuyo centro es [x"] + e/2 y cuyo radio es n’/?/2 . 
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La ecuacién de esta hiperesfera esta dada por: 

xe + 2x }-x) = kl le + Ix’). 

Claramente, el nuevo conjunto R (hiperesfera) no contiene puntos enteros 

interiores factibles. 

De acuerdo a la teoria de Glover, los valores de w ; que definen el corte son 

determinados desde Ia interseccidn de las semirectas. 

Otra vez, suponga que x=x' es no degenerada, por lo que hay exactamente 

n semirectas distintas asociadas con x=x" (el caso de degeneracién se 

tratara posteriormente). Entonces los puntos de intersecci6én definidos por 

w" 
; estan determinados haciendo x=& en la ecuaci6n de la esfera y 

resolviendo para w,;, esto es: 

(x" - wa)" (e + 2x] - x" + wha) = kT le + Ix’) 

después de algunas manipulaciones algebrdicas, ésto da: 

wy = 1/p;{h; + {(h; + fle ~ f) pl"? } jeNB 
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donde: 

f=x'- [x] 

Pp, = al, a; (producto interior de o) 

a Ml = (F- 1/2 e)' o%, 

Ei valor absoluto de la raiz cuadrada es consistente con el requerimiento de 

que Wj > 0. Se sigue que el corte de intersecci6n de Balas es: 

xX w/w; > Corte i-ésimo de Balas 

La expresion para w ,; siempre esta definida. 

La base para el desarrollo anterior es que existen n segmentos de recta 

distintos. Sin embargo,si x=x" es degenerada, ésto significa que el actual 

punto extremo esta "“sobredeterminado"; esto es, el vértice es fa 

intersecci6n de n+k hiperplanos k>O mientras en realidad sdlo n 

hiperplanos son necesarios para determinar el punto. 

Balas se sobrepone a esta dificuitad eliminando cada restriccién en que ta 

variable basica asociada esta al nivel cero. Estas son las restricciones que 
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crean la situacién degenerada. Entonces prueba que ésto debe estar en un 

conjunto de n segmentos de recta distintos que emanan de x’. La prueba 

depende primariamente del hecho de que los vectores columna a, son, por 

construccién, independientes. A pesar de que este método resuelve el 

problema de degeneracién, el corte i-ésimo resultante puede ser més débil 

dependiendo del conjunto de restricciones eliminadas. 

CORTE M DE GOMORY VISTO COMO CORTE CONVEXO 

Sea x, una variable entera cuyo valor Xk es actualmente no entero. El 

conjunto ix", <x, < Ix’4 +1, que es obviamente convexo, puede usarse 

para reemplazar R en el lema de Glover. Los planos de acotacién x, = Ix] 

YX = (x')] + 1 deben incluir todos los vértices del cubo unitario: 

Ix]<xsk]+e 

y la nueva R no tiene punto interior factible. 

Cada una de las semirectas desde x intersectara, a lo mas, uno de los dos 

planos x, = Ix] YX, = ix’, + 1, ya que por definicién: 

Ix’ < x’, < ix',J +1 
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 3.7 

El piano de interseccién se determina facilmente como el que produce 

w ;>0. Asi, las semirectas asociadas con x , son X x - Og W; y Sus puntos 

de interseccién estan determinados por: 

oO
 

que produce: 

  

  

— Sl Qy; >0 
an gj 

- f,-1 
Gey si ag <0 

| On 
* si ag = 0 

donde f, = x’, - Ix’). Sustituyendo para Wj en el c-corte, se obtiene 

directamente el m-corte. 

COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL DEL ALGORITMO. 

Por muchos aftos, la programacién entera no ha tenido muchas expectativas 

debido a que las formulaciones para problemas de gran escala, que son las 

que a menudo surgen de problemas reales, fueron dificiles de manejar, 
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principalmente por la falta de un adecuado poder computacional, y por la 

complejidad de los algoritrnos disponibles en ese tiempo. Sin embargo, ésto 

ha cambiado, aunque la programacién entera es teéricamente “dura" (los 

problemas generales enteros y enteros mixtos pertenecen a la clase NP- 

dura), nuevos desarrollos en la tecnologia algoritmica y computacional 

hacen posible resolver las aplicaciones de la vida real que sdlo hace algunos 

afios se consideraban intratables. 

Definicién 3 

PROBLEMAS P : Es el conjunto de todos los problemas que pueden 

resolverse por algoritmos deterministicos en tiempo polinomial. Por 

deterministico entendemos que en cualquier tiempo, sin importar qué esta 

haciendo el algoritmo, sdélo existe una actividad subsecuente. Por no 

deterministico entendemos que un algoritmo se enfrenta a la seleccién de 

varias opciones y que tiene el poder de “adivinar" la opcién correcta. 

Definicién 4 

PROBLEMAS NP : (Donde NP se entiende por polinomial no deterministico). 

Es el conjunto de todos los problemas que se pueden resolver por algoritmos 

no deterministicos en tiempo polinomial. 
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Cualquier problema P pertenece a NP. Para demostrar que un problema esta 

en NP sdio necesitamos encontrar un algoritmo de tiempo polinomial para 

verificar que dada una solucién (la que se adivind) es valida. 

Definicién 5 

PROBLEMAS NP-Completos: Todos los problemas NP-Completos parecen 

requerir, como parte de su naturaleza, que probemos con combinaciones 

parciales, asignaciones verdaderas parciales, arreglos parciales, o 

coloraciones parciales, y extenderlos continuamente esperando alcanzar una 

solucién final completa. Cuando una solucién parcial no puede extenderse, 

aparentemente tenemos que regresar sobre nuestros pasos, es decir, 

deshacer cosas que ya estaban hechas, para poder probar una alternativa. 

Si este proceso se lleva a cabo con cuidado no se pierde ninguna solucién 

posible, pero en el peor de los casos se requiere de un tiempo exponencial. 

Entonces, dado un conjunto de datos iniciales para un problema NP- 

Completo, es extremadamente dificil contestar como respuesta “si* o “no” a 

una pregunta. Sin embargo, es interesante que en todos estos problemas, si 

la respuesta es "si", existe una forma sencilla de convencer a alguien de 

ello. Hay un llamado certificado, que contiene evidencia conclusiva de que 

en efecto la respuesta es "si". Mads atin, este certificado siempre puede 
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hacerse suficientemente corto, su tamafo siempre puede acotarse por un 

polinomio en N (de hecho, a menudo es lineal en N)}. 

Por ejemplo, sabemos que es dificil decir cuando una grafica contiene una 

trayectoria Hamiltoniana, 0 cuando contiene una cuya longitud no es mayor 

que K. Por otro lado, si tal trayectoria existe, se puede exhibir y checar 

facilmente que es del tipo deseado, lo que sirve como una excelente prueba 

de que la respuesta es "si". En forma similar, aunque es dificil encontrar una 

asignacién verdadera que satisfaga a una proposicién en calculo de 

proposiciones, es facil certificar que la proposicién se satisface, 

simplemente exhibiendo una asignacién que la cumpla. Mas dun, es facil 

verificar en tiempo polinomial que esta asignacién particular verdadera se 

cumple. 

Es dificil darse cuenta cuando un problema NP-C dice "si" a un conjunto de 

datos, pero es facil certificar que es cierto cuando si lo es. 

Técnicamente, decimos que tales algoritmos son no deterministicos, ya que 

ellos siempre “adivinan" cual de las opciones disponibles es mejor, en lugar 

de tener que emplear algtin procedimiento deterministico para resolverlos. 

De alguna manera, ellos siempre hacen Ja seleccién correcta. Si los 

algoritmos tuvieran la posibilidad de explotar tal no determinismo magico, 
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podriamos mejorar las soluciones para ciertos problemas, ya que asi se 

evitaria el trabajo asociado a éstos. Para los problemas NP-C, este 

mejoramiento no es del todo marginal: cada problema NP-C tiene un 

algoritmo no deterministico de tiempo polinomial. Este hecho se puede 

probar, mostrando que la certificaciédn corta que se mencioné anteriormente 

corresponde directamente a ejecuciones "magicas” de tiempo polinomial. 

Asi, los problemas NP-C son aparentemente intratables, pero se convierten 

en tratables usando no determinismo magico. Esto explica parte del 

acronimico NP-C (tiempo polinomial no deterministico) con NP para 

problemas que admiten certificaciones cortas, ahora veamos lo que se 

refiere a la parte de Completo. 

El término completo se usa para denotar la siguiente propiedad: todo !os 

problemas NP-C son tratables o ninguno de ellos. Mas explicitamente, si 

alguien encontrara un algoritmo de tiempo polinomial para un problema NP- 

completo, habria inmediatamente algoritmos de tiempo polinomial para todos 

ellos, ésto implica el siguiente hecho dual: si alguien probara una cota 

inferior de tiempo exponencial para cualquier problema NP-completo, 

estableciendo con ello que no puede resolverse en tiempo polinomial, se 

concluirfa inmediatamente que no hay un problema NP-completo que pueda 

resolverse en tiempo exponencial. 
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El concepto que se usa para establecer esta propiedad de estar o caer todos 

juntos es el de reduccién a tiempo polinomial. Dados dos problemas NP- 

completos P, y P,, una reduccién a tiempo polinomial es un algoritmo que 

corre en tiempo polinomial, y reduce un problema en otro. 

Es fdcil reducir por ejemplo el problema de trayectoria Hamiltoniana al 

problema del agente viajero. Dada una grafica G con N nodos, construya una 

red de agente viajero G' como en la figura 4. 

Los nodos de G' son los N nodos de G, y los arcos se dibujan entre cada par 

de nodos, asignando el costo 1 a un arco si estaba presente en G, y 2 si no 

lo estaba. 

  

G 

Trayectoria Hamiltoniana enfatizada Recorrido del agente viajero 

de longitud 6, enfatizado. 

figura 4 

La figura ilustra la transformacién. No es dificil ver que G’ tiene un recorrido 

no mayor que N+1 donde N es el numero de nodos en G. 
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La respuesta a la primer pregunta en G es "si", precisamente cuando fa 

respuesta a la segunda en G' es "si". Cabe resaltar que !a transofrmacién 

sélamente toma una cantidad de tiempo polinomial. 

Este hecho es interesante porque demuestra en términos de tratabilidad que 

el problema de una trayectoria Hamiltoniana no es peor que el problema del 

agente viajero. Si el ultimo tiene una solucién razonable entonces también el 

primero. 

Numero de 

G: nodos 

| | 
  

  

      

  

    
      

Trans formar 6 Tiempo polinomial 

una nueva G’ Ti (N} 

I 
Gis Numero de 

. nodos N 

| Zz Tiempo polinomial 

éTiene G’ un recorrido }efee ee (hipotético) 
del agente viajero de T2(N) 

longitud < N+1? Tiempo polinomial 

7 TYP TOTAL (hipotético) 
  T,(N)+ T2(N) 

SI, G tiene NO, G no 

una tiene una 

trayectoria trayectoria 
Hamiltoniana Hamiltoniana 

figura 5 
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La figura 5 ilustra cémo la reduccién se usa para obtener un algoritmo 

razonable para una trayectoria Hamiltoniana desde un (hipotético) algoritmo 

razonable de agente viajero. 

Ahora planteamos el hecho que establece el fenédmeno de destino comtn de 

los problemas NP-compietos: todo problema NP-completo es polinomialmente 

reducible a otro. 

Consecuentemente la tratabilidad de uno implica tratabilidad de todos, y la 

intratabilidad de uno implica intratabilidad de todos. Esta afirmacién se basa 

en el Teorema de Cook, establecido en 1971. 

3.8 CONVERGENCIA DEL ALGORITMO 

El andlisis de la convergencia se hace con base en la Convergencia de Jos 

Planos de Corte Convexos y la convergencia de Ramificaccién y Acotamiento. 

Convergencia de Cortes Convexos. 

Los cortes convexos se usan para ordenar los puntos extremos. En el peor de 

los casos se necesitaraén tantos cortes como puntos extremos haya en el 
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poliedro. Si hay n puntos extremos se requeriran n cortes convexos. Pero si 

hay un punto extremo entero, el proceso termina. Si no se encuentra tal punto, 

se usan las cotas superior e inferior para verificar si el vértice actual es mejor 

que el ultimo, si no, el proceso termina. En el peor de los casos sera necesario 

verificar n puntos extremos, por lo cual el algoritmo tiene un tiempo de 

ejecucién de O(n!). 

Convergencia de Ramificacién y Acotamiento. 

Sea A una matriz racional de mxm, y sea beQ™", ceQ". Se quiere resolver ej 

siguiente problema de programacién lineal entera: 

min cx 

$.a: (1) 

Ax <b 

x entera 

El método consta de un cierto nimero de iteraciones. En la primera etapa 

tenemos II,:={P}, donde P: = {xl Ax<b}. Suponga que en la etapa k tenemos Ia 

coleccion I], ={P,,..., P,} tal que: 
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'P,,...,P, son poliedros disjuntos por pares en R® (cada uno dado por un sistema 

de desigualdades lineales); (2) 

ii) Todos los vectores enteros en P estan contenidos en P,v...UP,. 

Entonces, determine: 

B= min {cxl xeP} para j = 1,...,k. (3) 

Estas p, se pueden encontrar con un método de programacidn lineal. 

Seleccione j* tal que: 

y= min {u,/j = 1,...k}, (4) 

y seax*® = (E,*,...,€,*)' que alcanza el minimo (3) paraj = j*. 

Caso 1. x* no es entera. 

Seleccione una componente no entera, &*, de x* y defina: 

Q, := {x HEE) € P| SL E*H, 

Q,:= { =, &)7 e Pt! Geb b% 41}. (5) 
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Sea 

Tke= {Py,.--Pret Q,, Q), Phra treeesPyp- 

Esta coleccién satisface (2), y podemos empezar en la etapa k +1. 

Note que en fa siguiente iteracién se necesita determinar (3) sdélo para los dos 

nuevos poliedros Q, and Q, -para los otros poliedros, uno conoce py de la 

anterior iteracién. Si determinamos (3) con el método simplex, podemos usar el 

Ultimo tableau usado para encontrar y,*, agregar la restriccién & < L Ey y 

aplicar el método dual simplex para encontrar min {cxlxcQ,}. En forma 

semejante, lo hacemos para Qp. 

Caso 2. x* es entera. 

Entonces x* alcanza el minimo (1). 

Si cada P; es vacfa, el problema de programacién entera (1) no es factible. 

Teorema 2. 

Si P es acotado, el método anterior termina. 
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Demostracisén: 

Si P es acotado, entonces existe un numero T tal que: 

Pe{x =(E1,...Eq)’ € R°|-T <&*<T, parai = 1,...,n} (6) 

2 - 

Podemos tomar T:= 2%” *, donde $ es el maximo tamajio de los renglones de 

la matriz [Alb]. Asi, en cada iteracién cada poliedro P, en Tl, = {P,,....P,} esta 

definido por el sistema Ax<b, aumentado por algunas desigualdades tomadas 

de: 

Est Gi = 1,...,n) t=-T,...,T-1) 

&2t G@ = 1,....n; t=-T4+1,...,T) (7) 

donde x = {Eqs Egl Ahora, si j’ # j", los poliedros P,’ y P.” se definen por 
J J 

diferentes subconjuntos de las 4nT desigualdades en (7), como se puede ver 

4nT 4nT por induccién en k. Por lo tanto, k<2™"’, y asf, a lo mas en 2°” iteraciones, el 

algoritmo termina. 

Si no sabemos que P = {xl Ax<b} esta acotada, podemos proceder de la 

siguiente forma: 
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Sea © ef tamafio maximo de las desigualdades en Ax<b. Si P contiene un vector 

entero, contiene un vector de tamafo, a lo mas, 6n°9. Asimismo, si el minimo 

(1) es finito, tiene una solucién déptima, alo mds, de tamafio 6n%o. Defina: 

Por = P Atk =(Eyr-E_) ER 299 <x < 2ono parai = 1,...,n}, 

y aplique el algoritmo arriba expuesto para encontrar: 

min {exl xP; x entera}. (8) 

Si (8) is infactible, (1) también lo es. Si (8) tiene una solucién é6ptima x*, 

entonces verifique si la relajacién del problema de programacién lineal de (1), 

i.e, min {cx Ax<b}, es finita 0 acotada (por ejemplo, con el método simplex). Si 

es finita, {1} también jo es y x* es una solucién éptima. Si no es acotada, (1} 

tampoco lo es. 

El tiempo de ejecuciédn para el método de ramificacién y acotamiento no esta 

polinomialmente acotado por el tamafio de los datos. Al respecto, considere los 

siguientes problemas de programacion entera ILP,, para t=1,2,...: 

ILP, : max{nl 2% = (2° + 1}n; O<x<2", x, n enteras} 
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3.9 

La Gnica solucién factible para estos problemas es el origen (x,n)=(0,0). El 

método de ramificacidn y acotamiento necesita al menos 2" iteraciones. 

Como et tamafio de ILP, es lineal en t, no hay una cota superior polinimial en el 

tiempo de ejecucién. 

PROBLEMA DE PRODUCCION-TRANSPORTE CON UN NUMERO FIJO DE 

VARIABLES NO LINEALES. 

Tuy [85] plantea un probiema de produccién-transporte que involucra un 

numero fijo de fabricas con costos de produccién céncavos. La funcién objetivo 

es monétona, céncava y fas restricciones son lineales, el problema general se 

plantea de la siguiente manera: 

kom 

min, (yi) + x Ley xy (PT) 
i=lj= 

sujeto a: 

5 Xi = Vie i= 1,2,...,k Bay 

k 

ari =5;, j = 1,2,...,.m 

Yi > Sie i= 1,2, ik 

yix; 20, v i = 1,2,....k j = 1,2,....m 
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Donde k=ndmero de fabricas, m=ntmero de almacenes, s,;=maxima 

capacidad de la fabrica F,, b,=demanda del almacén W,, b;>0, c;=costo de 

enviar una unidad de la fabrica F, al almacén W,, c,20; gly) =costo de producir y; 

unidades en cada fabrica F,, i= 1,2,...,k, mismo que se supone representado por 

una funcién céncava de y=(y1,Y2,----Vid- El problema consiste en determinar el 

nivel de produccién y, de cada fabrica F, i=1,2,...,.k, y Jas cantidades xj de 

bienes a ser enviados desde la fabrica F, i=1,2,...,k al almacén Wj, j = 

1,2,...,.m de tal manera que se satisfagan todas las demandas con un costo 

minimo de produccién-transporte. 

El algoritmo usado por Tuy et. al. [85] para este problema convierte el problema 

original en un problema de transporte lineal que depende de un pardmetro k. 

Este problema de transporte lineal también se puede obtener fijando 

temporalmente a "y" y omitiendo el término g{y) en la funcién objetivo del 

problema original. Como se puede saber de la teoria de la programacion lineal 

paramétrica, el valor éptimo {y) de este problema de transporte es una funcién 

afin convexa lineal a trazos. Sin embargo, debido a la concavidad de gly), la 

bUisqueda de una solucion 6ptima para el problema (PT) se puede restringir solo 

al conjunto de vértices de todas las piezas lineales de o(y). Mas atin, explotando 

la estructura de red, se demuestra que el numero de piezas lineales es 

polinomial en m y no depende de los costos lineales, un hecho que es crucial 

para obtener un algoritmo fuertemente polinomial para (PT). 
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Aunque el algoritmo es eficiente para k pequefio (k<5) ya que el tiempo de 

ejecucién es k-1, ef algoritmo es exponencial en k, como es de esperarse pues 

se trata de un problema NP-duro. 

Asi, para valores grandes de k, el algoritmo es mas de interés tedrico que 

practico, lo que nos conduce a buscar mejores algoritmos de tiempo polinomial 

para el problema (PT). Para el ejemplo 1 resulta muy laborioso calcular los 

vértices de (,'°)=120 piezas lineales, por lo que proponemos otro método de 

solucién basado en el algoritmo de rama y corte. 

En el caso de los problemas de produccién-transporte presentados por Tuy 

(85], Tuy [84] y Tuy [83], se tiene que las caracteristicas del problema son: 

una estructura de red de transporte y soluciones enteras a Jos puntos 

extremos; de esta manera, el algoritmo anterior no nos es util para resolverlos, 

sélamente usamos el hecho de constriur una funcién lineal que aproxime a la 

funcién objetivo que es mondtona y céncava. 

En este caso se consideran los puntos dados por y'=(s, 0, ..., 0), y?=(0, s, 

., O), .., yS=(O, O, ..., 8} con i=1, ..., k. Se evalda entonces la funcién 

fly.) + Vilyo}{y- Yo) en cada uno de estos puntos, que cuando mucho son k. De 

esta manera, el algoritmo se plantea como sigue: 
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ALGORITMO PRODUCCION-TRANSPORTE. 

PASO 1 

PASO 2 

(Establecimiento de una funcidén lineal de aproximacién inferior). 

Establezca una funcién objetivo lineal dx) que aproxime 

inferiormente a la funcién objetivo original, tal que: 

ay’) = f(y) + Vflyily- y') 

en el punto extremo y’'. 

(Solucién del programa lineal relajado) 

Resuelva el programa lineal: 

min ,{éool xe O} 

Sea x° (i=0), donde y=0, 1, 2, ..., n el punto extremo dptimo. 

Defina f(x°) =ax°) como una cota inferior del valor éptimo de la 

funcién objetivo original. Sea x*=x°, entonces f0x*) = F(x) 

valuada en la funcién original es una cota superior. Guarde ambas 

cotas en una lista, haga i=i+1 y vaya al paso 1. Continue con 

este proceso hasta que i=k y entonces vaya al paso 3. 
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PASO 3 {Comparacién de soluciones) 

Compare cual de las soluciones dadas en Ia lista para la funcién 

objetive original es la que arroja el minimo valor, ésta es la éptima. 

En conclusién, en este capitulo se han sentado las bases para aplicar los dos 

algoritmos a problemas de prueba, mismos que se han seleccionado de la 

literatura existente. No se analizé la convergencia del segundo algoritmo por 

considerarse un caso particular del primero, por lo que analizando el 

algoritmo Rama y Corte implicitamente se analiza el algoritmo Produccién- 

Transporte. 
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CAPITULO 4 

PROBLEMAS DE PRUEBA 

“El llegar a fa conclusi6n de un 
problema de investigacién normal es 

lograr lo esperado de una manera 

nueva y eso requiere la resolucién de 

toda clase de complejos enigmas 

instrumentales, conceptuales y 

matemiéaticos”. 

T. S. Kuhn. La estructura de 

las revoluciones cientificas. 

En este capitulo se presentan varios problemas donde se prueba ia eficacia 

de los dos algoritmos expuestos en el capitulo anterior. La manera en que 

se exponen estos problemas es la siguiente: 

1.- Problemas de cargo fijo 

2.- Funciones separables. 

3.- Funciones no separables. 

4.- Problemas de produccién-transporte. 

Los primeros tres casos se resuelven con el algoritmo de rama y corte y, el 

cuarto caso, con el algoritmo de produccién-transporte. 
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1.- PROBLEMAS DE CARGO FIJO 

Ejemplo 1 (Taha, 1973) 

En este ejemplo y el siguiente, se busca evitar cortes excesivos al tener 

soluciones degeneradas. 

Consideramos aqui dos ejemplos dados por Taha (1973), en el segundo se 

aplica el algoritmo en su totalidad. 

min f(x) = 6, (x,) + 02 (x) 

sujeto a: 

2x, + x%,<54 

X, + X,<3 

O<x,<5/2 

X1,X,20 

xX, X, El 
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donde: 

0 x, =0 

$102) o4e x, >0 

0 x2 =0 

$2 (x2) = 1 
—3x, +5 x2 >0 

Graficamente se puede ver en la figura 4.1 

  

x2 

    

a 2g O12 

x"=(1,2) 

z=-10    

    8 
1 f 2 3 at 

aiiaeg TR 
figura 4.1 

Solucion: 

PASO 1 

Proponemos é(x) =-4x,-3x,. 
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PASO 2 

La tabla siguiente nos muestra la solucién para el problema continuo; es 

decir, sin considerar que las variables sean enteras. 

  

  

TABLA 4.1 

S: 82 x°=(1,2) el punto 0 

z -10 -1 -2 

xX, 1 1 1 f(°)=-10 

£(K)=-10+(1-+32)=-8 45 
X2 2 1 2 _ 

F&)=fCO)=-8 4s 

S, 1/2 1 2             

Como la soluci6n es entera, esta solucién es la éptima. Con f{x*)=-2 y 

x* =(1,2). 

Ejemplo 2 (Taha, 1973) 

E! siguiente problema propuesto por Taha tiene la particularidad de no 

tener soluciones enteras en los vértices, por !o cual el uso de los planos de 

corte convexos nos conduce a una solucién continua y ello nos lleva a 

usar ramificacién y acotamiento. 
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Sea: min f(x) = -4x, - 3x2+ 3/2 

Sujeto a: X, + 3.5x2 < 22.75 

2x, + 3xX%.< 23.5 

3.5x, + 2x) < 29.75 

Xp XQ20 xX, x2 EL 

Podemos ver en la figura 4.2 la regién factible de este problema: 

  

| 143.62 r 3.5.5.5)     
a
 

O
F
 

oe
 

O
N
 

4g
 

123456799       

figura 4.2 

Muitiplicamos por escalares apropiados en las restricciones para evitar 

errores de redondeo con los decimales y se obtiene el siguiente conjunto 

de restricciones equivalentes: 
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4x,+14 x,<91 

4x,+ 6 x,S47 

14x, + 8x,S119 

PASO 1 

Se propone é(x) = -4x1-3x2. 

PASO 2 

Resolviendo el programa lineal, tenemos Ia tabla 4.2: 

  

  

            

TABLA 4.2 

S, S, LD 

z -0.38 -0.92 “36.5 

S, -1.58 0.62 4 

x, 0.54 -0.31 3.5 

x, -0.31 0.46 6.5 

PASO 3 

x°=(6.5, 3.5), 

£(x°) =x) =-36.5 

f(x°) =-36.5 + 3/2 =-35, 

£(x*) = (x9) =-35. 
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t+1 Haga x* =x't' =x" y vaya al paso 5. 

Paso 5 

Se desarrolla el primer corte: 

S,* =min {0, 3.5/0.54, 0} =6.5, 

$,* =min{4/0.62, 0, 6.5/0.46} =6.5, 

Y el corte esta dado por: 

Expresado en terminos de x, y x,, el corte es: 

5.5 x, + 5x, $46.75; Corte 1 

PASO 2 

Denotamos la holgura como S, y, resolviendo el problema de PL con esta 

nueva restriccidn, vemos los resultados en la tabla 4.3: 
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Tabla 4.3 

S, S, LD 

z 0.538 0.385 -34 

Ss, 2.192 -1,577 14.25 

S2 1 -1 6.5 

x 0.769 -0.308 8.5 

X2 -0.846 0.538 0             
La tabla 4.3 da como resultado x' al aumentar el corte 1 en fa tabla 4.2. 

Como x' no es entero, vaya al paso 3. 

PASO 3 

Las actuales cotas superior e inferior estan dadas por f(x*7 = £00), y f°), 

sea x' el siguente punto extremo de Q. Haga !a nueva cota inferior 

f(x") =ax"), y vaya al paso 4. 

PASO 4 

De la tabla anterior, tenemos: 

x' = (8.5, 0), 

fix’) = ax") = -34, 

f(x') = -34 + 3/2 = -32.5, 
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b) ax") = f(x!) = -34 > f(x*) = f(x) = -35, 

Dado que a(x") = f(x') > f(x°), el proceso termina, y vaya al paso 6. 

PASO 6 

En este caso tenemos la mejor cota inferior en el punto x° = (3.5, 6.5), y 

la solucién f(x°) = -36.5. Las dos variables tienen un valor fraccional de 

0.5, por fo tanto: 

I= {1,2} 

La variable seleccionada de I es x,, la cual tiene el mayor (en valor 

absoluto) coeficiente de la funcién objetivo, igual a -4. 

Ramificando desde esta variable con x, < 6 y x, = 7 tenemos fas 

siguientes soluciones: 

x’ = (6, 3.83), ex’) = -35.5, 

x? = (7, 2.62), dx’) -35.87. 

Si construimos una lista de soluciones en orden creciente, tendremos: 
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Continuando con 

t(x°) 

(x?) 

tx’) 

= -36.5, 

= -35.87, 

-35.5, 

este proceso tenemos el siguiente arbol de busqueda y 

una lista completa de cotas inferiores. 

0x?) 

x?) 

ux’) 

(x?) 

ux’) 

(x?) 

(x?) 

ux’) 

tx) 

-36.5, 

-35.8, 

-35.5, 

-35.4, 

NF, 

-35, 

-34.62, 

  

La solucién éptima entera esta en el nodo 7, con f(x’) =-34, x’ =(7,2). 
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2.- FUNCIONES SEPARABLES 

Ejemplo 3 (Horst y Tuy, 1995). 

Sea la funcién f una funcién separable tal que: 

min f(x) = -(xq - 1.2)? - (xp - 0.6)" 

sujeto a: 

-2X, + XQ <1, 

X2 £2, 

X1, X2 20, y enteras. 

Solucién 

Este ejemplo supone que la funcién abjetivo es céncava, y fue resuelto 

usando un algoritmo de cortes de caras del poliedro convexo que 

representa la regién factible. Dicho algoritmo establece que ef maximo 
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numero de cortes que se pueden construir no debe exceder el numero de 

caras del poliedro. Se resuelve en dos ciclos de 1 y 3 iteraciones, 

respectivamente. 

La forma en que aqui lo resolvemos es usando el algoritmo rama y corte. 

PASO 1 

Claramente, f(x) es diferenciable. Entonces construimos ¢(x) con base en 

sus derivadas, sumandolas obtenemos: 

x) =-2x,-2x, + 3.6 

PASO 2 

Resolviendo el programa lineal obtenemos: 

Fx°) = ax) =-13.6 con x°=(3, 1) 

Sea x* =x°, entonces F(x*) =f(x°) =-3.4 

Esta soluci6n es entera, por lo que es éptima. La regién factible esta dada 

en la figura 4.3. 
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figura 4.3 

4 

figura 4.4 

9) 2 

  
 
 

 
 

La funcién original se puede observar en la figura 4.4



Ejemplo 4 (Horst y Tuy, 1995). 

Sea f una funcién separable y 

min fix) = -(x, - 4.2)? - (x -1.9)? 

sujeto a: -X_ + X2 <3, 

X, +Xg< 11, 

2x, -X_ < 16, 

X4, X2 20 y enteras. 

Solucién 

Este ejemplo fue resuelto con un algoritmo de anexamiento poliédrico, que 

trabaja en dos fases. Antes de cada iteracién de regreso a la fase I se 

agrega un corte céncavo. El anexamiento poliédrico es una técnica 

desarrollada originalmente para resolver un problema especial que se puede 

formular de la siguiente manera: 
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(DG) Dado un politope D contenido en un cono Ky C R” y un conjunto 

compacto convexo G con O é¢ int G, encuentre un punto y < D\G, o 

establezca que DcG. 

El problema (DG) es importante para una gran clase de problemas de 

optimizacién global, incluyendo problemas de minimizacién céncava, estos 

se pueden trasladar a un problema (DG) a través de la construccién de un 

cono. Por otro lado, el método de anexamiento poliédrico consiste en 

reemplazar a G por la interseccién de ésta con el cono y construir un 

simplex, generandose una sucesién de politopes que se expanden y se 

aproximan a dicha interseccién desde el interior. 

Ei procedimiento anterior se desarrolla en el algoritmo de dos fases, 

resolviendo el problema en 4 iteraciones. 

Usando el aigoritmo rama y corte: 

PASO 1 

Construimos la funcién: 

Ax} = -2x,- 2x, + 12.2, 
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considerando que sdlamente una variable es acotada, se supone 

diferenciable la funcién objetivo y se construye ax) a partir de sus 

derivadas parciales. 

PASO 2 

Resolviendo e! problema lineal obtenemos la solucion: 

f£(x°) = ax°) =-22 con x°=(3, 2), 

como no hay discontinuidades ni soluciones degeneradas, ésta es la 

solucién Optima. 

Valuando en la funcién objetivo original: f(x*)=-23.03. La grafica de la 

region factible se muestra en la figura 4.5. 

°2)    
  

figura 4.5 
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La funcién objetivo original puede verse en la figura 4.6 

  

figura 4.6 

FUNCIONES SEPARABLES DISCONTINUAS 

Ejemplo 5 (Falk y Soland 1969) 

Sean las funciones f, y fz céncavas y con una discontinuidad en cero: 

x, =0 

-x? +4x, +2 O0<x, <6 Ai@)= 

2 X, =0 

fr@a)= —x3+2x.+4 0<x, <5 

Se trata de minimizar Z =f, +f. 
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Las restricciones estén representadas por los conjuntos G y C, donde la 

regién de factibilidad es G ~ C, G es un poligono convexo y C es un 

rectangulo, definidos de la siguiente manera: 

-X_ + 3x. <5, 

2x1 - X2 <5, 

-2x, + xX, <0, 

X1 - 3x2 <0, 

O<x, <6, 

O<x) <5. 

Graficamente se tiene la siguiente regién factible: 

X2 

  
  

5 

Cc 

3 

2 

+x N 
—— . 

x) 

1 3.4 6 

figura 4.7 

Soluci6n 

Este ejemplo fue resuelto originalmente con un algoritmo de 

ramificacién y acotamiento, y resuelve una sucesién de problemas en 
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cada uno de los cuales la funciédn objetivo es convexa. Esos problemas 

corresponden a particiones sucesivas del dominio factible. Se usan 

también dos reglas de refinamiento de las particiones para asegurar la 

convergencia del algoritmo. 

El concepto de envoltura convexa es crucial en este algoritmo ya que 

los subproblemas a resolver tendran como funcién objetivo a la 

envoltura convexa de la funcién original, pero en pedazos, y las 

soluciones seran una cota inferior de la funcién original, Para resolver 

este problema se da la siguiente tabla: 

  

  

k k 
{x"} y {u"} 

Tabla 4.4 

k x," Xo" ak 

1 4 3 -12.47 

2 4 3 -3.8 

3 4 3 -3.8 

4 1 2 1.83 

5 0 0 2             

Note que se encuentra una soluci6n local al inicio. 
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Procediendo a resolver este problema usando e! algortimo rama y corte y 

considerando que la funcién es separable, podemos simplemente obtener 

sus derivadas parciales. 

PASO 1 

Se propone 4x) =-2x,-2x,+6 

PASO 2 

Resolviendo con «x)=-2x,-2x,+6 sujeta a las mismas restricciones, 

obtenemos la siguiente solucién: 

f°) =¢x) = -14 +6 =-8, con x°=(4, 3) 

y valuando en fa funcién original tenemos f(x*) = 3. Podriamos decir que 

al haber encontrado esta solucién entera ya terminamos; sin embargo, 

como la funcién objetivo original no es continua y de hecho fa 

discontinuidad se da en el cero, es posible que haya mejores soluciones 

enteras que ésta, por lo cual agregamos un corte. Del tableau dptimo se 

puede ver: 
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TABLA 4.5 (Tableau éptimo) 

  

  

S, S, LD 

Z 1.2 1.6 14 

S, 1 0 5 

x2 0.4 0.2 3 

Ss 0 1 5 

xy 0.2 0.6 4 

S5 -0.2 -0.6 2 

Se -0.4 -0.2 2           

PASO 5 

De aqui se obtiene el corte haciendo: 

3 3 ST = min{, 04> 

3. Sp= minds, 

a
m
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Por lo tanto se tiene: 

que en términos de las variables originales x, y x2, esta dado por: 

X, + 2%) <5, Primer corte 
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con la soluci6n: 

t{x')=adx') = -8 + 6 = -2 con x'=(3,1) 

PASO 3 

Se tiene f(x°) =3, ax°) =-8 y ahora 4x!) =f(x') =-2 y f(x} =10 

PASO 4 

ax) =-8 < f(x'}=10 

Ambas soluciones son enteras y !a mejor hasta ahora es x°=(4,3), 

agregamos otro corte de la tabla siguiente: 

TABLA 4.6 (Tableau éptimo) 

  

  

          
  

S, S, LD 

Z 0.4 12 
S, 1 A 5 
x 0.2 0.4 

Ss 1 0 5 
x, 0.4 0.2 3 

Ss 0.4 0.2 3 
So 0.2 0.4 4 
S. 4 1 0 
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PASO 5 

Comparamos f(x°)} =3 con f(x'}=10. 

f(x°) < f(x"), por lo tanto fix*) = f(x) =3 

Tomando: 

* -{5 3.5 4 
S4 = mins 43.5} =5 

¥ {5 3 1 
S7 = min\ 05-35 =5 

De aqui se tiene: 

que en términos de las variables originales queda: 

-2x, + x, 20 

PASO 2 

Lo agregamos al problema original y obtenemos la solucién: 

F(x’) = dx’) = -6 + 6 = 0, con x?=(1, 2) 
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TABLA 4.7 

S; Ss LD 

Zz 1.2 0.4 6 

Sy -1 1 0 

X2 0.4 -0.2 2 

S3 0 1 0 

x 0.2 0.4 1 

Ss -0.2 -0.4 5 

Se -0.4 0.2 3 

S4 1 “1 5 

So oO “1 5 

PASO 3 

x2) =0 y f(x?) =9. 

PASO 4 

(x!) =-2 < f(x?) =9 ir al paso 5. 

PASO 5 

De aqui se obtiene e! corte: 

2 5 
yas 

Y se tiene: 

Sz Ss 
5 +3571 
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que en términos de las variables originales queda: 

-5x, 20 Tercer corte. 

PASO 2 

Obtenemos la solucién: 

f(x) = ax°) =0, con x*=(0,0) 

Esta solucién es dptima en la funcién objetivo original f(x*) = 2 que es la 

minima encontrada, ademas ya no podemos evaluar mas puntos, porque 

ya llegamos al minimo valor que pueden tomar las variables. 

Resumiendo, tenemos la siguiente tabla: 

  

  

          

TABLA 4.8 

Punto Valor de z aproximada z* 

(4,3) -8 3 

(3, 1) -2 10 

(1,2) Qo 9 

(0,0) 6 2 
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La funcidén objetivo original puede verse en Ia figura 4.8 

  

figura 4.8 
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3.- FUNCIONES NO SEPARABLES 

Ejemplo 6 (Horst y Tuy, 1995). 

El siguiente es un problema de programacién céncava cuadratica y tiene 

una especial importancia en los problemas de minimizaci6n céncava. 

Consiste en encontrar el minimo global de la funcién objetivo sobre un 

poliedro, pero aqui le hemos agregado la restriccién de variable entera. 

La funcién f es una funcién no separable. 

Sea: 

min f(x) = 2x, + 3x_- 2x47 + 2x4XxQ - 2x,” 

Sujeto a: 

~X, +x2 <1, 

X1- X21, 

-X, + 2x, <3, 

2x,- X2 <3, 

X1, X2 20 y enteras. 
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Solucién 

Este ejemplo se resolvié usando el Método de Konno de Pianos de Corte 

[53] para la solucién de un problema de programaci6n céncava cuadratica. 

Se reportan resultados similares obtenidos por Balas y Burdet [4] usando la 

teorfa de Polares exteriores generalizados. 

El algoritmo de Konno comienza construyendo un corte céncavo y se 

considera un minimo local. Se obtiene la mayor raiz de una ecuacién 

cuadratica, y se procede a resolver un programa lineal, considerando 

también el.problema dual, dicho problema se resuelve en 3 iteraciones. 

Como en este caso se tiene una funcién no separable, se usa el 

procedimiento de cambio de variables dado en el capitulo 3. 

Tenemos entonces que: 

2.2 
XyX2=V1 “V2 + 

y las restricciones: 

Xi, +X2 

Mu 9 > 

x; 7X2 
¥2 = 2 ? 

lo que implica 2x4X9 = 2yy7-2y2" con las mismas restricciones. 
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Reescribiendo el problema tenemos: 

min f(x) = 2x, +3x,-2x,?+ 2y,2-2y,? 2x,”, 

Sujeto a: 

-X, +X. <1, 

XX £1, 

-X,+2x, <3, 

2x,-X, $3, 

2y;- XX, =O, 

2Y2-KX, +X, =O. 

PASO 1 

Definimos x) con base en la suma de sus derivadas parciales: 

ax) = -4x, - 4x, + 4y, - 4y, + 5. 

PASO 2 

Se resuelve el programa lineal y obtenemos la solucidn: 

£(x°) =ax°) =-12 +5 =-7 con x°=(3,3), 

valuando en la funcion original f(x*) =-3. 

Como la solucién es entera, es la d6ptima y el algoritmo termina. 
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La regidn factible se puede ver en la figura 4.8: 

xX) 
  

  

figura 4.8 

Ejemplo 7 (Ryoo y Sahinidis, 1997} 

Sea f una funcién no separable tal que: 

f (x)= -X, + X1X2- X2 

sujeta a: 

-6x, + 8x2 <3, 

3x, - X2 <3, 

x, <5, 

X <5, 

x2 O y enteras. 

Solucion 

Este ejemplo se resolvid originalmente para el caso continuo, asi que 

comparar los aigoritmos no tendria mucho sentido ya que las soluciones 

son diferentes, una es continua y la otra es entera. 
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Cabe mencionar, sin embargo, que el aigoritmo usado es de tipo 

Ramificacién y Reduccién donde se usa una técnica de reduccién de rango 

para mejorar el procedimiento de acotamiento en cada nodo. Reportan ahi 

que si se usa un enfoque clasico de ramificaci6én y acotamiento se 

requieren 51 iteraciones para comprobar que la solucién encontrada es la 

del nodo rafz y, siguiendo su procedimiento, es inmediata; la solucién 

continua es f(x}* =-1.08333, con x=(1.1667,0.5)'. 

En este caso, como la funcién es no separable usamos el procedimiento 

de separacién de variables descrito en el capitulo 3. 

: ty. =v 2y 2 
Sea: XX =Vi Vo 

y las restricciones: 

x + X2 

Y= 2 ’ 

x ~*2 
2 = >>? 

Reescribiendo el problema tenemos: 
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min f(x) = -x, + y12- Yo? - Xe 

Sujeta a: 

-6x, + 8x,<3 

3x,-x,S3 

x,<5 

X2S5 

2y1-X1- X, =O 

2yo-X,+X,=0 

yis5 

y2<0 

PASO 1 

Sea: 

Ax) = -x, +2y, - 2y2 -x,=0 

PASO 2 

La solucién de programacién lineal esta dada por: 

f(x) =ax°} =0, con x°= (1,0) y f(x) =-1 

como es entera, es la 6ptima y el proceso termina. 
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La regién factible se muestra en la figura 4.9. 

X2 _&) 

  [@ 

  

  

XI   
  

figura 4.9 

La funcién objetivo original puede verse en la figura 4.10: 

100: 

50. 
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4.- PROBLEMAS DE PRODUCCION-TRANSPORTE 

Ejemplo 8 (Tuy, 1996) 

Si consideramos cuatro fabricas (F,,...,F,) que producen un cierto 

producto final a ser enviado a diez almacenes (W,,...,W19). Suponga que 

las dernandas de los almacenes estan dadas por: 

b’ = {b} = (23, 12, 24, 13, 12, 53, 87, 15, 38, 29] 

Ademés, cada fabrica tiene una capacidad superior a la demanda total. 

Para producir una unidad de el producto final en cada fabrica se requiere 

una cierta cantidad de materia prima que debe comprarse de un 

proveedor. Las cantidades de materia prima requerida para una unidad 

del producto final en diferentes fabricas y estan dadas por: 

a = {a} = (3, 5, 2, 4) 

El costo de comprar z unidades de un proveedor es una funcién concava: 

h(z) = 78 
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Si se agregan los costos de transporte entre el proveedor y las fabricas y 

éstos son lineales o céncavos, se sigue teniendo una funcién de costo 

céncava h(z}. El costo de producir y, unidades del producto final en la 

fabrica F, es una funcidn céncava: 

ply =y'?, i= 1.04 

Entonces el costo total de produccién es igual a: 

_ _— U2 2 W2 W2 Rg OW, Asay (U3 BY) =D ee¥al = Vr FV. TVs FV4 + By, + BY. t 2¥5 + 4¥4) 

que es una funcién céncava no separable. 

Los costos de transporte lineales entre las fabricas y los almacenes estan 

dados por: 

[1 12 13 4678 6 65 19] 
={c,}=|) 32 3 712.7 8 98 10 

© GI13 23 4 5 6 8 9 2 45:17 
ls 45314619 24 28 

150



Soluci6n 

4 

La demanda total esté dada por: s= 2b; = 306, asi © es el tetraedro: 
i= 

4 

Q= (ye R* + dy, = 306} a 

Tenemos entonces que la regién factible la podemos graficar de acuerdo 

con la figura 4.11. 

y* =(0,0,0,s) 

   

  

   
   

y =(b,,0,0,s-b;) 

y' =(8,0,0,0) 

2 " 7. 

y* =(0,s,0,0) y = (0,0,s,0) 

figura 4.11 
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Usando el algoritmo produccién-transporte: 

PASO 1 

Se propone una aproximacién lineal de Taylor que considera a la funcién 

lineal: f(y°) + Véfly°y - y°), en un punto y°, a la que Ilamaremos dy). En 

este caso consideramos a los puntos extremos de la regidn factible, para 

de ahi evaluar Ja funcién objetivo y considerar este valor como una cota 

inferior para ef valor de la funcién objetivo original. 

4 10 

dy') =0.040y, +0.0176y,+0.0023y, +0.0047y, + » x C, Xt 14.97 
Ay 

sujeta a: 

10 
x1, -y, =9, fal lj yi 

10 

2x2; ~ Yo =0, 

10 

2x3,-y3=0, 
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PASO 2 

La solucién que se obtiene usando programacisén lineal es: 

fly) =dy') = 1692.335 + 14.97 =1707.305 

con y* =(12, 117, 15, 162), y 

(212 9 9 0 0 0 0 0 Oo) 
. 123 0 0 0 12 53 0 0 0 29 
“0 0 0 0 0 0 015 0 0, 

[0 0 24 13 0 O 87 0 38 9] 

  

Evaluando esta solucién en la funcién objetivo original se obtiene: 

f(y’) = 1730.7228 

Como se puede observar, podemos considerar a dy') como una buena 

aproximacién lineal. 

PASO 1 

Procediendo entonces a evaluar en y?=(0, 306, 0, 0) obtenemos: 
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4 10 

dy?) =0.007y, + 0.041 ly, + 0.0050y, + 0.0100y, + 2 2 c, %+ 16.43, 
i=lj= 

sujeto a las mismas restricciones. 

PASO 2. 

Obtenemos !a siguiente solucién: 

fly) =dy) = 1694.832 + 16.43 = 1711.262 

con y* =(35, 94, 15, 162), y: 

[312 9 0 0 0 0 0 0 oF 

_ 10 0 0 0 12 53 0 0 0 29 

x=15 9 0 00 0 015 0 0] 

lo 0 24 130 0 87 0 38 01 

Evaluando esta solucién en la funcién objetivo original se tiene: 

fly’) = 1731.9931, 
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PASO 3 

Comparando fly?) con la funcién en vy, podemos observar que es mejor 

tty’) y, de hecho, es la solucién éptima pues al evaluar en los puntos 

y? =(0,0,306,0) y y*=(0,0,0,306) se obtiene fa misma solucién. 

Otro ejemplo del mismo tipo pero mas pequefio es el siguiente: Tuy, [83]. 

Ejemplo 9 (Tuy, 1993) 

Considere tres fabricas (F,, F2, Fs) y tres almacenes (W;, W2, W3) y los 

costos dados por: 

seleglln 3 ‘ b bjs 
Is 37 ls | 

y Oly) =4y4 "7+ 1y."? + 3y3"? + (y, + % vot 2/3 ya)”, 

con una demanda total s = 15, por lo cual se obtiene el tridngulo: 

Q={y=(yi. Ya, ¥sl?¥i +¥2+¥3=s(: =15), y; > O}. 
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Ver la figura 4.12 para mas detalles. 

y, (15,0,0) 

Candidato para 

  

  

el 6ptimo 

@ Optimo 

(0,15,0) - {0,0,15) 

V2 A oo _ ¥3 

figura 4.12 

Solucién 

De aqui podemos observar que los puntos extremos son y" =(15, 0, 0}, 

y’=(0, 15, 0), y?=(0, 0, 15), nuevamente calculamos, con base en 

estos puntos, tres funciones lineales de Taylor de aproximacion, 

consideraéndolas como cotas inferiores al valor de la funciédn objetivo 

original. 
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PASO1 

Sea ta funcién dy") obtenida a través de evaluar el gradiente y la funcién 

en el punto y' = (15, 0, 0). 

min dy') =0.7867y, + 0.1351y,+0.1802y, + 5x,; +3x;,+4%,4+ 

10x,, + 8Xq9 + 4X23 + BXg, +3 Xgy + 7Xgq + 9.774 

sujeto a: 

Xa +X + Xig-¥, = 0, 

X21 + Xoo + Xog- Yo = O, 

X31 + X32 + Xgg- Ya = O, 

Xi +X, +X, = 4, 

X13 + Xog + Xgg = 8, 

Yi + ¥2 + y3 = 15. 

PASO 2 

Obtenemos la solucién f(y’) = dy') = 63.3422 + 9.774 = 73.1 165, 

con y* = (0,8, 7), y 
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evaluando esta solucién en la funci6én objetivo original se obtiene: 

f(y’) = 75.985 

PASO 1 

Al hacer el mismo procedimiento con y’?=(0, 15, 0) obtenemos la misma 

solucién que con y’. Para el caso de y*=(0, 0, 15) se tiene la siguiente 

funcién: 

min ey*) =0.30944y, +0.15472y.+ 0.5936y, + 5x1, + 3X12 + 4X43 + 

+ 10X51 + BXp2 + 4X3 + 5X31 + 3XgQ + 7Xg3 + 7.3565 

sujeta a las mismas restricciones. 

PASO 2 

Obtenemos la solucién: 

f(y3) = ay*) = 64.40384 + 7.3565 = 71.76034 
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con y* = { 7, 8, O}, y: 

evaluando esta soluci6n en la funcién objetivo original se obtiene: 

fly’) = 79.3575. 

PASO 3 

La funci6n anterior es mayor que f(y') = f(y*) = 75.985, por lo cual no es 

Sptima y consideramos como solucién 6ptima la primera, no habiendo 

mas puntos que evaluar. 

Ejemplo 10 (Una extensién al ejemplo 8) 

Consideramos ahora el caso del ejemplo 1, pero aumentando una 

fabrica, es decir, tenemos F, con i=1,...,5, y por supuesto aumentando 

un renglén de costos a la matriz c,, y un costo fijo y*, procediendo a 
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resolver de la misma manera que en los otros dos casos, pero ahora 

buscamos en cinco puntos extremos. 

Si consideramos cinco fabricas (F;,...,Fs) que producen un cierto 

producto final a ser enviado a diez almacenes (W,,...,.W49). Suponga que 

las demandas de los almacenes estan dadas por: 

b’ = {b} = [23, 12, 24, 13, 12, 53, 87, 15, 38, 29]. 

Las cantidades de materia prima requerida para una unidad del producto 

final en diferentes fabricas estan dadas por: 

a = {a} = (3, 5, 2, 4, 6). 

Ef costo total de producci6n es igual a: 

aly) = gl¥a.--¥a) = yi? + yo"? + yg’? + yal? + yg’? + 

+ (By; + By. + 2y3 + 4y, + 6y,)"” 

que es una funcién céncava no separable. 
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Los costos de transporte lineales entre las fabricas y los almacenes estan 

dados por: 

[} 12 13 4 
(3 32 5 7 

c= {eq} =)3 23 4 «5 
8 45 3 1 

E 12 5 3 

Solucién 

PASO 1 
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Sea la funcién dy’) evaluada en el punto y’ = (306, 0, 0, 0, 0). 

dy') = 0.040y, +0.0176y, + 0.0023y, +0.0047y, +0.021174y,+ 

10 5 

+ A eer +14.97 

sujeta a 

xXy,-y, =O, jal yy 

10 

2%) —y2 =0, 
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PASO 1 

Procediendo entonces a evaluar en y* = (0, 306, 0, 0, 0), obtenemos: 

£(y’) = 0.007y, +0.0411y, +0.0050y, +0.0100y, + 0.015063y, + 

5 10 
+ 2 degxy +16.43 

sujeto a las mismas restricciones. 

PASO 2 

Obtenemos la siguiente soluci6n: 

f(y) = dy’) = 1640.451 + 16.43 = 1656.8767 

con y* = (35, 41, 15, 162, 53), y: 

)73 1200000 0 0 | 

0 0 0 012 0 0 0 0 29 

x=} 0 0 0 0 0 0 0 15 0 0 | 

0 0 24 13 0 0 87 38 0 

lo 0 0 
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Evaluando esta solucién en la funcién objetivo original se tiene: 

fly?) = 1683.1306 

Al evaluar en los puntos y*=(0, 0, 306, 0, 0}, y°=(0, 0, 0, 0, 306) se 

obtiene la misma solucién. 

PASOS 1 Y 2 

En y* = (0, 0, 0, 306, 0), la solucién que se obtiene es : 

fly’) = dy) = 1682.4026 

PASO 3 

Podemos observar que la solucién dptima se obtiene en y', ¥ podermos 

resumir el trabajo sobre estos tres problemas en las siguientes tablas: 

TABLA 4.9 (K =3) 

  

  

        

Punto Extremo Valor de éy') Valor en la f.o. original 

(15,0,0) 73.11650 75.9850 

(0,15,0) 68.18900 75.9850 

(0,0,15) 71.76034 79.3575 
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TABLA 4.10 (k=4) 

  

  

        
  

  

  

        
  

Punto Extremo Valor de fly') Valor en Ia f.0. original 

(306,0,0,0) 1707.3050 1730.7228 

(0,306,0,0) 1711.2620 1731.7228 

(0,0,306,0) 1706.9330 1731.9931 

(0,0,0,306) 1709.5208 1731.9931 

TABLA 4.11 (K=5) 

Punto Extremo Valor de fy!) Valor en Ia f.o. original 

(306,0,0,0,0) 1654.2690 1679.8200 

{0,306,0,0,0) 1656.8767 1683.1306 

(0,0,306,0,0) 1656.8740 1683.1306 

(0,0,0,306,0) 1659.6070 1682.4026 

(0,0,0,0,306) 1635.6292 1683. 1306 
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CONCLUSIONES 

"Pero de la estupidez nadie esta descartado: los 

intelectuales ia llevamos dentro como una 

enfermedad profesional, es para nosotros como la 

silicosis para los mineros...Por eso toda vigilancia es 

poca y cada cual debe hacerse chequeos periédicos 

a si mismo para descubrir a tiempo la incubacién de 

la estupidez. Los sintomas mas frecuentes: espiritu 

de seriedad, sentirse poseido de una alta misién, 

miedo a los otros acompafiado de loco afan de 

gustar a todos, impaciencia ante la realidad, mayor 

respeto a los titulos académicos que a la sensatez o 

fuerza racional de los argumentos expuestos, olvido 

de los limites y tendencia al vértigo intoxicador, 

etcétera”. 

Fernando Savater. Diccionario filos6fico. 

Con base en lo expuesto en este documento, se puede concluir que, atin queda 

mucho camino por recorrer en este campo, y que el algoritmo que aqui se 

propone, puede mejorarse en varios aspectos: 

En cuanto a la manera de formular la funcién de aproximacién lineal, se puede 

seguir investigando en el sentido de ampliar el rango de funciones y tratar de 

establecer un criterio general aplicable a una mayor cantidad de funciones. 

Sobre la parte de ramificacién y acotamiento, se puede verificar si métodos 

como el de Balas [5] se pueden implementar en este caso y cuanto mejora la 

eficiencia del algoritmo. Cabe recalcar aqui que este algoritmo aunque es del 
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Me gustaria concluir diciendo que fa manera en que esta estructurado el 

trabajo, incluyendo las citas que se presentan al inicio de cada capitulo, se 

sustenta en los trabajos desarrollados con anterioridad y se presenta la 

aportacién del mismo evitando caer en la grandielocuencia. Como dice 

Fernando Savater (jprometo que ésta es Ia Ultima cita!): "gPor qué citar? Hay 

dos razones: la modestia y el orgullo. Se cita por modestia, reconociendo que el 

acierto que se comparte tiene origen ajeno y que uno llegé después. Se cita por 

orgullo, ya que es mas digno y mas cortés, segtin dijo Borges, enorgullecerse 

de las paginas que uno ha leido que de las que ha escrito". 
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APENDICE A 

IMPLEMENTACION DEL ALGORITMO 

El punto fundamental en el desarrollo del algoritmo, es tener control 

sobre la informacidn interna en el proceso de los algoritmos Simplex y 

Rama y Corte, los cuales son utilizados como herramientas base en el 

desarrollo. 

Requerimientos: 

Rutina que permita examinar los valores del Tableu. 

Rutina de Ramificacién y acotamiento con control en los parametros de 

decision. 

Opciones de desarrollo: 

Se revisaron posibles bibliotecas de funciones para jos lenguajes 

Fortran, C y Visual Basic, no encontrando ninguna que cumpla con los 

requisitos antes descritos. 
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Al no contar con dichas rutinas y de aqui su obligada implementaci6n, 

se consideran otros factores en la eleccién de la herramienta, 

reduciéndose a contar fundamentalmente con una rutina que permita 

la resolucién del programa lineal con facilidad en la revisi6n de 

resultados parciales. 

Desarrollo: 

Se elige con dicho fin el lenguaje de programacién Visual Basic 

adjunto a la Hoja de Cdiculo Excel, ya que éste permite revisar de 

forma dindmica los resultados parciales, asf como la utilizaci6n de 

funciones (macros) incluidas en e! mismo. 

Se desarrolla el método Simplex, con Ia finalidad de agregar cortes al 

modelo. Para la parte de Rama y Corte se utiliza un méddulo 

desarrollado en Visual Basic. Dicho médulo, comprende un conjunto 

de macros para la soluci6bn del problema lineal, lo cual permite 

desarroliar la version de Rama y Corte del algoritmo, teniendo control 

sobre los pardémetros de decisién. 

172



a) 

b) 

c) 

d)} 

El Aigoritmo al ser trasladado a un lenguaje de programacién se 

transforma en un conjunto de rutinas: 

Branch_Cut. Rutina principal que refleja fa iteraci6n mayor al ir 

agregando los cortes y verificando condiciones 

Resuelve: \mplementaci6n de! Simplex. Versi6n propia que permite la 

revisién del Tableu y adici6n de cortes. 

Ramificacién: implementacié6n de Ramificacién y Acotamiento que 

permite ja seleccién de parametros para la eleccién de la rama. 

Solve. Rutina para la solucién del problema lineal. Utilizada en 

Ramificacién y Corte. 

Observaciones: 

El utilizar la platatorma Excel para el desarrollo del Algoritmo, abre la 

posibilidad de conjuntar un macro que pueda ser utilizado como 

herramienta comin en una hoja de calculo, siendo éste el software 

més comin utilizado para andlisis y administracié6n. 
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Algoritmo: Branch and Cut 

Step7. Definicidn de la funcién L estimacién de F(x) 

  

  

  

  

      
  

Bl Botén de Ejecucion_ 

  

  

Sub Branch Cut 

Step 2. Resolucién del problema lineal. 

2.1 Call Inicia(Res) 

lf Res=1 Then 

Call Marca_Res 

Entero y éptimo. Exit Sub 

End. lf 

2.2.1 = 0 
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Repetir. Do 

  

Step 3. Actualizacién de Puntos extremos 

X[i+1] = Puntos extremos 

F inf (xl[it+1]) = L(xli+1]) 

Step 4. Comparacién de Cotas 

ifi > O Then 

Si L(x [fi+1]) > = F sup (x *) entonces 
  

Si x * es entero entonces 

Call Marca_Res 

Entero y optimo. Exit Sub 

Ejecutar 6 (Ramificacion). Cait Ramifica 

Exit Sub   
  

En caso contrario 

  

Si F sup (x{i+1]) < F sup( x*) y x* = x{i+1] entonces 

F sup (x *) = F sup (x{i+1]) 

  

Step 5. Agregar Plano de Corte Convexo. 

5.1.4 =i1+ 1 

5.2. Agregar Plano. Call Agrega 

5.3. Resolver. Cali Resuelve 

5.4. Si la solucién es entera entonces 

Call Marca_Res 

Entero y 6ptimo. Exit Sub   
  

Loop 

End Sub 
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Sub Ramifica 

Step 6. Ramificacién. 

Repetir. Do 

[= Resolver. Call Solve 

= Seleccionar Variable 

= Si solucién entera entonces 

Call Marca_Res 

Entero y 6éptimo. Exit Sub 

= Sila solucién no es factible entonces 

MsgBox "Sin Solucién" 

sin solucién. Exit Sub   » Generar rama 

Loop 

End Sub 

Sub Inicia(Res as Integer) 

« F inf (x[0]) = L (x[0}) 

* x* = x[0] 

= F sup (x*) = F sup (x[0]) 

= Resolver. Call Resuelve 

= Si solucién entera entonces 

Res = 1 

En caso contrario 

Res = 0 

Exit Sub 
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Ejemplo 1 (Taha, 1973) 
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APENDICE B 

FUNCIONES CONCAVAS 

NOTACION 

Se denotaran los vectores como puntos del espacio Euclideano n-dimensional 

R". Los subindices se referiraén a componentes de los vectores y los 

superindices a vectores particulares. 

Por ejemplo: 

Para n = 3, los puntos 1 y 2 son 

1 1 1 1,7 
x = (X4,X 2X3) 

2 2 2 2,4T 
x” = (x4, Xa, X93) 

todos los vectores se consideraradn como vectores columnas y T denotard 

transposicion. 

Si x, y € R® entonces 

t n 

xy x Xi Vi es su producto interior 
i= 
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Si f es una funcién real diferenciable de n variables entonces Vi(x) es el 

gradiente de f, que es un vector de tamajio n consistente en las primeras 

derivadas parciales de f en x, df(x)/ 5x, i= 1,...,n. 

FUNCIONES CONCAVAS Y FUNCIONES ESTRICTAMENTE CONCAVAS. 

Definicién 1: Un subconjunto C de R" se dice un conjunto convexo si 

x eC, x2 eC, O<AST=>IAx’ + (1-2)x’) EC (1) 

en otras palabras, dados dos puntos cualesquiera en C, el segmento de recta 

que los une también pertenece a Cc. 

En la figura 1 se dan ejemplos graficos de este tipo de conjuntos en R?: a) el 

4rea circunscrita por una elipse, b) el poliedro formado por la intereseccién de 

cuatro semiespacios, y c) el subconjunto de R? que esta sobre la curva 

X2=1/x,. Los conjuntos convexos no necesitan ser cerrados, abiertos 0 

compactos. Un punto aislado o el espacio completo R® son ejemplos triviales de 

conjuntos convexos. Los conjuntos convexos son importantes para el estudio 
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de las funciones céncavas o convexas y algunas de sus generalizaciones ya 

que el dominio de dichas funciones siempre es un subconjunto convexo de R". 

  

(a) (b) (c) 

figura 1 

Definici6n 2: a) Una funcién real definida en un conjunto convexo C c R" se 

dice céncava si 

x', x7 € C, O <AST=>F(Ax) + (1-A)x2) > AO") + (1-ANE(X?) (2) 

b) Se dice que una funcién es estrictamente céncava si 

x", x7 6 C, x'# x®, O <AST SEA) + (1-A)x7) > REx") + (1-AN F(X?) (3) 

c) Si f es (estrictamente) céncava, entonces g = -f es (estrictamente) convexa. 
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Es facil ver que todas las funciones estrictamente concavas (convexas) son 

céncavas (convexas) pero no inversamente. Mas atin, encontramos que la 

convexidad en C se requiere para poder definir f en términos de ax’ + (1-A)x?, 

La figura 2 muestra: 

a) 

b) 

c) 

una funcién estrictamente céncava f(x) = log (x+1) definida sobre un 

intervalo abierto C = (-1,°), 

una funcién estrictamente convexa g(x) = x definida en la recta real R 

completa, 

una funcién lineal h(x) = 2- % x definida en el intervalo semicerrado C 

= {-0,2], ésta funcién es tanto céncava como convexa pero no 

estrictamente céncava ni estrictamente convexa. 

  

F(x) g(x) h(x) 

x 

x x 
2 

a b c 

figura 2 
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Las funciones céncavas, convexas, estrictamente céncavas y estrictamente 

convexas se encuentran en forma natural en varias circunstancias. En 

administracién, las funciones de costo convexas se encuentran en modelos de 

planeaci6n de la produccién. En este caso los costos marginales se incrementan 

y por consecuencia se incrementan los resultados. En algunas aplicaciones 

estos se decrementan en lugar de incrementar por lo que la funcién de costos 

es coéncava. Funciones que describen retornos totales a menudo son céncavas, 

como por ejemplo: 

nh 

RQ)= Di (x; )x; 

donde p,(x;) es la funci6n de precio-demanda que se supone decreciente y 

lineal. La funcién céncava R(x) es estrictamente céncava para x; > O a menos 

para algdn bien cuyo precio p; no dependa de la demanda x;. Combinanado una 

funcién de retorno y una funcién de costo convexa, se obtiene una funcién de 

ganancia céncava. En los modelos de minimizacién de riesgo en la teoria de 

portafolio o programacién estocastica, el riesgo total es a menudo una funcién 

estrictamente convexa en las variables de decisién. 

En la teoria de utilidad, la definicisn de concavidad es precisamente equivalente 

a la nocién de que un individuo nunca preferirfa una apuesta justa actuarial y 
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entonces esto es aversién al riesgo. En otras palabras, si lo que esta establecido 

es que w? =Aw! + (1-A)w? y apuestas 1 y 2 resultan en una ganancia final de 

w! y w’ con probabilidades 4 y (1-A) respectivamente, entonces u(w°) >autw') 

+ (1-Ajutw?). Si lo que ya esta establecido se prefiere a una apuesta justa 

entonces f es estrictamente céncava como en (3). 

En economia las funciones de produccién a menudo se suponen céncavas, 

particularmente cuando el productor esta maximizando sus ganancias. Un 

ejemplo es la funcién de Cobb-Douglas que tiene la forma: 

£Xq:.002Xp) = Og Wy x™ 

donde x; = 0, es la cantidad de ingreso i que se usa y a; > 0 son Jos parametros 

de tecnologia. La funcién f es céncava en el ortante no negativo si 

Las funciones céncavas también se pueden encontrar en problemas de 

minimizacién de costos de produccién, en el problema de minimizacién de 

precios para consumidores, en teoria del indice de costo de la vida y en el 

analisis de costo beneficio. 
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Las funciones estrcitamente céncavas también se encuentran frecuenternente 

en economia. Para obtener una solucién Unica para Ja maximizacién de 

ganancia del productor, se supone usualmente que la funciédn de produccién es 

estrictamente céncava. 

Las funciones céncavas son importantes en optimacién, ya que cada maximo 

local de dicha funcién es global y si la funcién es estrictamente céncava, 

entonces dicho maximo no se puede alcanzar en mas de un punto. Las 

condiciones de optimalidad y las relaciones de dualidad para programas 

matematicos que involucren funciones céncavas o convexas fueron los 

primeros en motivar la investigacibn en funciones céncavas (convexas} 

generalizadas. 

Las funciones mostradas en la figura 2 son continuas en sus respectivos 

dominios y son también diferenciables en muchos conjuntos abiertos 

contenidos en sus dominios. Para ver que esas propiedades no son necesarias, 

considere la funcién de la figura 2c. Suponga que C = (-00,2], pero ahora defina 

h por: 

h= (4) 
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Esta funcién es discontinua en la frontera de su dominio pero satisface (2), 

entonces es una funcién céncava, ya no es lineal por lo cual no puede ser 

céncava y convexa al mismo tiempo. En general las funciones que son 

céncavas y convexas son continuas en el interior de sus dominios, pero 

muchas tienen discontinuidades en sus puntos frontera. 

Es facil construir funciones céncavas o convexas no diferenciables, por 

ejemplo: 

slO<x<l a 

f()= (5) 
six>1 

N
h
e
 

me + 

bo
le
 

es céncava aunque no es diferenciable en x = 1. 

Una propiedad importante de las funciones céncavas es que cada maximo local 

es global sobre su dominio de definicién. Para una funcién estrictamente 

céncava si ésta tiene un maximo, éste siempre es un maximo estricto (Unico). 

Proposicién 1 (Katzner (1970), Avriel (1976), Bazaraa and Shetty (1 976)) 

a) Sea f una funcién real diferenciable en un conjunto abierto convexo C Cc 

R®. Entonces f es céncava si y sélo si 

x60, Ee C=> b?-x') [V fx4) -V fix]s 0 (6) 
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b) Es estrictamente céncava si y sdélo si la desigualdad en (6) es estricta 

para x'#x?, 

c) Para una funcién (estrictamente)’ convexa el sentido de la desigualdad 

(estricta) en (6) se invierte. 

Note que ambas caracterizaciones de funciones céncavas diferenciables 

involucran condiciones en dos puntos. Si la funcién bajo consideracién es 

doblemente diferenciable, existe una caracterizaci6n para las segundas 

derivadas en un solo punto. 

Proposicion 2 (Fenchel (1953)): 

a) Sea f una funcién real continua doblemente diferenciable en un conjunto 

convexo abierto C € R". Entonces f es céncava si y sélo si 

x € C>V? f(x) es negativa semidefinida (7) 

b) En forma semejante, f es convexa si y sdlo si V7#(x) es semidefinida 

positiva para toda x € C. 

En otras palabras, los valores propios de la matriz Hessiana de una funcién 

céncava (convexa) son no positives (no negativos). La caracterizacién dada por 
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esta Proposici6n 2 no se puede extender completamente a funciones 

estrictamente coéncavas, al requerir que la matriz Hessiana V-i sea negativa 

definida. Para ilustrar este argumento considere la funcién estrictamente 

céncava f(x) = -x* en R. Claramente, la segunda derivada de f se desvanece en 

el origen, por lo que es no negativa en todo punto de su dominio. Sin embargo 

tenemos: 

Proposicién 3 {Fenchel (1953)): 

a) Sea f una funcién real doblemente diferenciable definida en un conjunto 

abierto convexo C c R. Si 

x € C >V"f(x) es negativa definida (8) 

entonces f es estrictamente céncava. 

b) En forma similar, si Vf(x) es positiva definida para toda x € C, entonces f es 

estrictamente convexa. 

Por ejemplo, la funcién f(x) = log x, definida en C={x:xeR, x>0} es 

estrictamente céncava ya que la segunda derivada es F"(x) = -1/x2 < 0 para 

189



y 
oo
 y
 

o
o
 y
 

x>0. En forma semejante. f(x) = -%x'x definida en R" es estrictamente 

céncava, ya que la matriz Hessiana que consta de los elementos S°HSX,, éx;=-1, 

p= 1,...n, 8°F/8X;, 6x;=0,i = 1,....n,j = 1,....n; 14#j es negativa definida. 

Una propiedad importante de las funciones (estrictamente) coéncavas y 

(estrictamente) convexas es que son cerradas bajo la suma y el producto por un 

escalar positivo. Mas atin, la suma de una funcién estrictamente céncava y una 

funci6n céncava es también estrictamente céncava, y en forma semejante en el 

caso convexo. Esta ultima propiedad ha probablemente motivado las 

definiciones de funciones fuertemente céncavas y funciones fuertemente 

convexas. 

FUNCIONES FUERTEMENTE CONCAVAS Y FUERTEMENTE CONVEXAS. 

Definicién 3 (Poljak (1966), Rockafellar (1976), Diewert, Avriel y Zang (1981)}: 

a) Una funci6n real f, definida sobre un conjunto convexo C c R" se dice 

fuertemente céncava si f(x) = $(x) - %ax'x, donde ¢ es una funcién 

concava definida en C, y a es un numero positivo. 

b) En forma semejante, una funcién g se dice fuertemente convexa si 

g(x) =X(x) + %ax'x, donde X es convexa y a > 0 
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Las funciones fuertemente céncavas se usan en economia en el sentido de que 

si la funcién de produccién es fuertemente céncava, continua y doblemente 

diferenciable podemos entonces deducir que el sistema de demanda y oferta 

asociado es continuo y diferenciable una vez. este sistema se obtiene al 

resolver el problema de maximizacién de beneficio del productor. Bajo estas 

condiciones !as pendientes de las funciones de oferta son mayores y las de 

demanda son menores ( con respecto a las de sus precios). La funcién de 

produccién de Cobb-Douglas 

in . 

SF Xp 5---2%n) = aol Ix i= 

donde los paraémetros positivos a, satisfacen Sa < 1 es una funcién 

fuertemente coéncava sobre cualquier subconjunto compacto convexo del 

ortante positivo. 
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APENDICE C 

LA ESTRUCTURA DE LOS POLIEDROS 

CONOS 

Un conjunto no vacio de puntos C es un espacio euclediano. Es un 

cono convexo si Ax+uy €C siempre que x, y eC y A, 2 < 0. Un conoC 

es un poliedro si 

C={x| Ax < 0} (1) 

para alguna matrix A; es decir, si C es la interseccié6n de un numero 

finito de semiespacios. Entendemos como un semiespacio lineal el 

conjunto de la forma {x | ax < 0} para algtin vector renglén a. El cono 

generado por los vectores X,,..., X, es el conjunto 

CON {Xq,.06) Xm} ={LAXp tet AX | Atyeeee Am 2 0} (2) 
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es el menor cono convexo que contiene a X,,...,Xm- Un cono con estas 

caracteristicas es un cono generado en forma finita. 

Corolario 1 (Del Teorema de Farkas-Minkowski). 

Un cono convexo es un poliedro si y solo si es un cono generado en forma 

finita. 

Corolario 2 (Teorema de Descomposicién para poliedros) 

Un conjunto P de vectores en un espacio euclideano es un poliedro, si y 

solo si P = Q + C para algun politope O y algun cono poliédrico. 

CONOS CARACTERISTICOS. 

El cono caracteristico de P, denotado por cono car.P, es el cono poliédrico 

cono car.P = fy| x+y eP,VxeP} = fy| Ay < O}. (3) 
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Observacion: La Ultima igualdad es sencilla si partimos de el hecho de que 

P * , algunos autores llaman al cono caracteristico, cono de recesién de 

P. 

De aqui podemos afirmar que: 

i) y € cono car.P si y sdlo si hay un x en P tal que x+Ay € P para 

toda 4 >0. (4) 

ii) P + cono car.P = P; 

iii) P es acotada si y sdlo si cono car. P = {0} 

iv) SiP= Q + C con Q politope y C un cono poliédrico C entonces C 

= cono car.P 

Los vectores diferentes de cero en el cono car.P se llaman las djrecciones 

infinitas de P. El espacio lineal de P denotado por el espacio lin.P, es el 

espacio lineal. 

espacio lin.P = cono car.P > - cono car.P = {y| Ay = 0}. (5) 

Si el espacio lineal tene dimensién cero se dice que P es apuntado. 
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Cada poliedro no vacio P tiene una representacién Unica P = H + Q, 

donde H es un espacio lineal, y Q es un poliedro apuntado no vacio con Q 

Cc H' (la Gnica posibilidad es H = espacio lin. P, yQ = Hi AP. 

CARAS 

Si C es un vector diferente de cero, yd = max {cx| Ax < b} el hiperplano 

afin {x | cx = 5} es un hiperplano de soporte de P. Un subconjunto F de P 

es una cara de P si F = P o si F es la interseccién de P con un hiperplano 

de soporte de P. Directamente tenemos: 

F es una cara de P si y sélo si hay un vector C para el cual F es el conjunto 

de vectores que alcanzan max{cx |x € P} dado que el maximo es finito 

(posiblemente c=0). (6) 

Alternativamente, F es una cara de P si y solo si F es no vacio y 

F = {xe P| A'x = by, (7) 

para algdn subsistema A'x <b! de Ax<b. 
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De aqui se puede afirmar que: 

i) P tiene un numero finito de caras; (8) 

ii) cada cara es un poliedro no vacio; 

iii) si F es una cara de P y F' c F, entonces F’ es una cara de P si y 

sdlo si F' es una cara de F. 

CARAS MINIMAS 

Una cara minima de P es una cara que no contiene a otra cara cualquiera 

es decir: 

Una cara F de P es una cara minima si y sélo si F es un subespacio afin. 

Teorema 1(Hoffman y Kruskal, 1956) 

Un conjunto F es una cara minima de P, si y sdlo sig AF CP y 

F = {x| A'x = b'} (9) 

para algun subsistema A'x < b' de Ax <b. 
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Mas atin, cada cara minima de P es una traslacién del espacio lineal de P. 

FACETAS 

Una faceta de P es una cara minima distinta de P. 

Cada cara de P excepto para P mismo, es la intersecci6n de facetas de P. 

La dimension de cualquier faceta de P es igual a la dimensién de P menos 

uno. 

DESCOMPOSICION DE UN POLIEDRO. 

Sean F,,...,F, las caras minimas del poliedro P = {x | Ax<b} y seleccione un 

elemento x; de F, parai = 1,...,7. Entonces 

P = cubierta conv.{x,,....x,} + cono car.P, 

asi cada poliedro tiene una representacion Unica. 

P = cubierta conv. {x,,....x,} + cono {y1,....¥:} + espacio fin.P, 
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donde X,,...,X;, Y1s---,¥; Son ortogonales al espacio lineal de P, y donde las 

y; tienen un producto unico por un escalar positivo. 

La representacién (11) es en cierta forma una representacién interna de un 

poliedro. 

Sea F una cara de P, ya que las caras minimas de F son también caras 

minimas de P, y ya que las caras minimas propias de cono car.F son 

también caras minimas propias de cono car. P, entonces F tiene una 

representacién como: 

F = cubierta conv.(X') + cono (Y') + espacio lin.P, (12) 

con X'c {x1,...%} ¥ Y'S (¥q.-- Vide 

Si P es apuntado entonces espacio lin. P={0}, y las x, son exactamente 

los vértices de P, y las y,; son representaciones no negativas de los rayos 

extremos del cono caracteristico de P. 

Si P es un politope, P = cubierta conv.{x,,...,x,}, entonces todos los 

vértices de P estan entre x,,....%,. Asi si {%1,...,.%} es minima, es el 

conjunto de vértices de P. 
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Resumiendo, tenemos e! siguiente teorema: 

TEOREMA 2. 

Sea P = {x| Ax <b} un poliedro no vacio 

i) Seleccione para cada cara minima F de P, un vector arbitrario Xp < F 

(que es una solucién arbitraria de A'xs<b' de Axsb), 

ii) Seleccione para cada cara minima propia F de cono car.P, un vector 

arbitrario y; en F\espacio lin.P (que es una solucién arbitraria de 

A'x =0; ax<O para alguna submatriz renglon [A‘ a] de A), 

iii) Seleccione una coleccién arbitraria z,,....2, que genere el espacio 

lin.P (que puede ser un sistema arbitraio fundamental de soluciones 

de Ax =0). Entonces, 

P = cubierta conv.{X,| F es una cara minima de P} + conof{y, F es 

una cara minima propia de cono car.P} + cubierta lin.{Z,,-...24}-(13) 

VERTICES Y COMPLEJIDAD DE FACETAS 

Sea PCR’ un poliedro racional. Definimos la complejidad de una faceta de P 

como e! menor nimero @ tal que o2n y existe un sistema Ax<b de 

desigualdades racionales lineales que definen a P, donde cada desigualdad 
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en Axsb tiene un tamafio a lo mas de 9. La complejidad del vértice de P es 

el menor numero v, tal que ven y_ existen vectores racionales 

Xp pee XVyreres¥e CON! 

P = cubierta conv.{x,,...,.x,} + cono {yj,...,¥, (14) 

donde cada x1,....Xm Yir----¥_ tiene tamafio a lo mas de n.(Note que la 

complejidad de facetas y vértices también se definen aunque P no tenga 

facetas o vértices). El siguiente teorema muestra que la complejidad de 

facetas y vértices es polinomial. 

Teorema 3. 

Sea P un poliedro racional en R" de complejidad de facetas » y complejidad 

de vértices v. Entonces v<4n70 o<4n’v. y 

Demostraci6n. 

Primero demostramos que vs4n*p. Sea P = {x | Axsb}, donde cada 

desigualdad en Axs<b tiene a lo mas un tamajio @. Por el teorema 2 es 

suficiente demostrar que: 
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ii) 

Cada cara minima de P contiene un vector de tamajio a lo mas de 

4n’o, esto se sigue del hecho de que cada cara minima es de la 

forma {x A'x =b’}, con A'x<b' siendo un subsistema de Ax<b}; 

EI espacio lineal de P es generado por vectores de tamafio a lo mas 

4n’o, esto se sigue de que el espacio lineal es {xl Ax=0} y del 

corolario siguiente: 

Corolario 

Sea A una matriz racional de mxn y sea b un vector columna racional tal 

que cada rengl6n de la matriz [A | b] tiene un tamafio de a lo mas 0. Si Ax 

= b tiene solucién, entonces 

fx Ax = b> = {x9 + AX, Het AME] Agrees Ae © Rh 

. = . 2 
para vectores racionales Xo,...,x, de tamafio a !o mas de 4n°o. 

iii) Cada cara minima propia F de cono car.P contiene un vector y que 

no esta en el espacio lin P de tamafio a lo mas de Ano, que se 

sigue también del corolario anterior (como F = {xl A'x=0, axs0} 

para alguna submatriz A' de A y algtin rengién a de A, donde a no 

esta en la cubierta lineal de los renglones de A’). 

203 

~_—
 

mh 
m
h
 

h
t
 

ih
e 

ih
ke

lr
lh

kl
Cl

kl
CU

C 
l
l
U
C
l
l
U
l
U
C
l
U
l
U
C
O
U
r
l
U
C
l
l
C
l
C
M
e
l
C
e
l
C
l
C
l
C
 

C
e



Ahora demostarmos os4n’v, El caso n=1 es facil. Suponemos n>2. Sea 

P=cubierta conv. X + cono Y, donde X e Y son conjuntos de vectores 

racionales cada uno de tamafio de a lo mas v. Primero suponga que P es 

de dimensiédn completa. Entonces cada faceta se determina por una 

ecucién lineal de la forma: 

1.1.01 0 .. 0 

IX Xp... XE Vis» Vun-k 

li Oo (15) 

donde X1,....X, © X Y V4,--/¥n~ € Y. Expandiendo este determinante por su 

primer columna obtenemos (Con x = (Eq,-.Eq) ): 

Yat" (-1)' (det DJE, = . det Do, (16) 

donde D, denota el (y+1, 1) menor de la matriz en (15), y det Do tiene un 

tamafio menor que 2nv, para i # O, det D; tiene tamafio menor que 

2n(v+1). Entonces la ecuacién y la correspondiente desigualdad para la 

faceta, tiene a lo mas un tamaiio de 4nv, 

Si P no tiene dimensién completa, podemos encontrar desigualdades de 

tamafio a lo mas de 4n’v, que definen la cubierta afin de P. Mas atin, 

existen n-dim(P) coordenadas de tal forma que al suprimirlas hace a P de 
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dimensién completa. Este poliedro proyectado O tiene una complejidad de 

vértices a lo mds de v, y entonces, por lo anterior, puede definirse por 

desigualdades lineales de tamafio maximo de A(n-dim(P))?v. Aumentando 

coeficientes cero en las coordenadas eliminadas, podemos extender esas 

desigualdades a desigualdades validas para P. Junto con las desigualdades 

que definen fa cubierta afin de P ellas definen P. 
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