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INTRODUCCION 

La Ciudad de México desde su fundacién ha sido nucleo de los acontecimientos 

mas importantes del pais. Desde un principio, la vida politica, econémica y cultural se 

concentré en ella, lo cual trajo como consecuencia un crecimiento acelerado y este 

fendmeno se fue incrementando con los afios. 

Actualmente, en esta gran urbe se encuentran gran vatiedad de empresas y 

fabricas que generan diversos productos y servicios, cuenta con grandes centros 

recreativos y los mas importantes en cuanto a exhibicidn, difusion, esparcimiento, cultura 

y educacion. 

Como resultado de la alta concentracién de la actividad econémica, se observa un 

crecimiento muy acelerado de la poblacién, provocando la expansi6n de la urbe y, con 

ello, demanda de vivienda y servicios, colocando a la Ciudad de México como el centro 

de mayor concentraci6n demografica en el pais. Este desarrollo ha generado grandes 

problemas de contaminacién, principalmente de tipo atmosf€rico, ubicandola entre las 

ciudades mas contaminadas del mundo. 

El Area Metropolitana cuenta con una gran variedad de fuentes de contaminacién 

atmosférica: industrias quimicas, del cemento, fabricas, fundidoras, bafios ptblicos, 

incineradores industriales y domésticos, vehiculos automotores de combustion interna, 

aviones, etc. E] Departamento del Distrito Federal reporta que estas fuentes emitieron en 

1990 aproximadamente 11,000 toneladas de contaminantes al dia. 

La contaminacion generada por la industria y el transporte puede adquirir grandes 

dimensiones por la ubicacién geografica de las ciudades; la Ciudad de México se 

encuentra rodeada por complejos montafiosos, que en conjunto con su clima dificultan la 

dispersion de los contaminantes. Ademas esta estrechamente relacionada con la cantidad 

y calidad de combustibles consumidos, tecnologia de combustién y control de emisiones. 

Existen algunas sustancias que son utilizadas para evaluar la calidad del aire: 

particulas suspendidas totales, plomo, mon6xido de carbono, éxidos de azufre, dxidos de 

nitrégeno, hidrocarburos, ozono y otros oxidantes fotoquimicos. A excepcién del ozono, 

todas estas sustancias son conocidas como contaminantes primarios por ser emitidas de 

manera directa por combustién, procesos industriales, erosién, incendios y algunos otros 

procesos naturales. El ozono es un contaminante secundario (no es descargado 

directamente a la atmdésfera), pues surge como resultado de reacciones fotoquimicas entre 

contaminantes primarios, basicamente éxidos de nitrageno (NOx) ¢ hidrocarburos. 

El ozono es un contaminante que permanece mucho tiempo en la atmésfera, es 

altamente toxico y muy reactivo. Esta sustancia deteriora materiales y es dafiina para la 

salud humana, cultivos, animales y plantas de ornato. Un adecuado conocimiento de su 

comportamiento y la posibilidad de predecir adecuadamente sus valores futuros 

permitirian la implementacién de estrategias de manejo y advertencia al puiblico para el 

ozono, particularmente en areas densamente pobladas como io es la Ciudad de México.



RESUMEN 

La Ciudad de México es la urbe mds importante y grande del pais, como 
consecuencia de su crecimiento desmedido se han desarroflado serios problemas 
ambientales, principalmente de tipo atmosf€érico, que la han convertido en la ciudad més 
contaminada del territorio nacional. 

En cuanto a contaminacién ambiental, el ozono representa el problema més fuerte 
para la ciudad, debido a que por lo general registra valores mds altos de la norma, es 
téxico, muy reactivo y es el que tiene mayor permanencia en la atmédsfera. Por ello seria 
de gran ayuda el poder describir y predecir este fendmeno, para que pudiera ser utilizado 
como herramienta en el establecimiento de medidas de control. 

La manera de registrar este contaminante (secuencia de valores a lo largo del 
tiempo) permite suponer que la serie refleja sus variaciones en el tiempo, asi pues, se 
aplicaron modelos de series de tiempo ARIMA para ajustar la serie. La zona que se 
analiza es la regi6n suroeste de la Ciudad de México, en donde, generalmente se 
presentan los niveles mas altos de ozono, siendo considerada como un drea critica. 

En la primera seccién del trabajo se exponen las generalidades para una mejor 
visién del problema, describiendo el fenémeno, su relacién con la Zona Metropolitana y 
el por qué se empleard esta técnica. En el siguiente capitulo, se plantean las bases de la 
técnica de series de tiempo con modelos ARIMA, y se describe brevemente cada uno de 
los modelos. La tercera parte, explica cudl es el procedimiento para identificar un 
modelo, estimar sus parametros y verificar los supuestos. 

En la ultima seccion se realiza el ajuste de dos modelos, un AR(2) y uno ARMA 
(2,0,0)(0,0,1}6. Con ambos modelos propuestos se hicieron predicciones y sus 
correspondientes intervalos de confianza. Los prondsticos pueden ser una ayuda para 
comprender el comportamiento de la serie y, quiz4, para su control, pero deben de 
tomarse con cuidado, pues la naturaleza de este fendmeno involucra muchos factores, 

cuya alteracion puede llevar a un comportamiento atipico del ozono.
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1 GENERALIDADES 

1.1 MARCO TEORICO 

La contaminacién por oxidantes fotoquimicos es una mezcla de diversos 
compuestos gaseosos y aerosoles. Tipicamente el ozono representa a estos oxidantes, 

debido a que se encuentra en mayor concentracién en la atmésfera y que es de facil 

medicién; aunque también existen otros oxidantes importantes como el peroxiacetilo 

(PAN) y el peréxido de hidrégeno (H20,). 

Los oxidantes fotoquimicos (entre ellos el ozono) se conocen como contaminantes 
secundarios pues no son emitidos directamente a la atmésfera, mds bien, son formados en 

el aire como resultado de la accién de la energia ultravioleta proveniente del sol sobre las 

emisiones de los éxidos de nitrégeno (conocidos como NOx) y de compuesto organicos 

reactivos. Ademéas, interviene el mezclado atmosférico, las concentraciones y la relacién 

de los precursores y la reactividad de los mismos. 

Existe una estrecha dependencia entre la cantidad de oxidantes formados y la 

hora del dia, las condiciones meteorolégicas y 1a naturaleza de las fuentes emisoras de 

precursores. 

Los compuestos conocidos como NOx tienen su origen en los procesos de 

combustién a alta temperatura, son producidos por la combustién de energéticos fosiles 

(gasolina, combustdleo, diesel) en vehiculos e industrias. Los compuestos orgénicos 

reactivos son principalmente hidrocarburos, provenientes de solventes, evaporacién de 

combustibles (gasolina) y combustién incompleta de energéticos que contienen carbono e 

hidrdégeno. 

Los 6xidos de nitrégeno son 7, pero sdlo el éxido nitrico (NO) y el bidxido de 

nitrégeno (NO2) se consideran contaminantes importantes, aunque hay otras cuatro 

formas que también se ven involucradas en las reacciones que generan los oxidantes 

fotoquimicos. Los compuestos NOx se requieren para la formacién de ozono, una vez 

que son consumidos la formacién de ozono se detiene. 

El ozono forma parte de los cinco contaminantes criterio (sustancias empleadas 

para evaluar la calidad del aire) que se manejan en nuestro pais, dichas sustancias son: 

mon6xido de carbono (CO), bidxido de nitré6geno (NO2), bidxido de azufre (SO2), 

particulas suspendidas totales (PST) y ozono (Os). 

Para conocer el comportamiento de éstos y otros contaminantes, en 1984 inicié 

operaciones la Red Automatica de Monitoreo Atmosférico (RAMA), la cual cuenta con 

32 estaciones de monitoreo (21 ubicadas en el Distrito Federal y 11 en el Estado de 

México). La informacién es procesada cada hora durante todo el dia, el reporte se hace 

en forma de IMECA (Indice Metropolitano de la Calidad del Aire). Este indice 

transforma a una escala numérica los niveles de contaminacién de cada uno de los 5
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contaminantes criterio del pais y el algoritmo que es empleado por la RAMA para su 
célculo se muestra en ja Tabla 1. 

  

UNIDAD INTERVALO ECUACION 

(0, 0.11] ppm | 909.090909 x (concentracién) 
  

ppm         (0.11, 0.60] ppm | 816.32653 x (concentracién) + 10.20409 
  

Tabla 1. Algoritmo para calcular IMECA de ozono. 

Los valores que toma se ubican en una escala de 0 a 500, siendo un valor de 100 

satisfactorio y el de 500 representa una muy mala calidad del aire, para dicho nivel 
existen evidencias de dafios significativos a la salud. 

1.2 ANTECEDENTES 

Desde la fundacién de Tenochtitlan, la Ciudad de México ha sido un centro de 

gran importancia en el pais, su crecimiento ha variado a lo largo de las diversas épocas 

que ha atravesado. Es en el presente siglo cuando el proceso de crecimiento la convirtié 
en una de las metrépolis mds grandes del mundo, fenédmeno que se inicia a partir de la 

década de los treintas. El crecimiento de la poblacién entre 1940 y 1950 fue de 73.5%, 

este incremento en la tasa demografica tuvo su origen en el desarrollo econdmico, el 

centralismo y la migracién hacia la ciudad por el enorme mercado de trabajo, y es justo 

en esta época, cuando se inicia la conurbacién con el Estado de México. 

Para 1970 el 14.5% de la poblacion total del pais vivia en la capital y en ella se 

concentraban el 35% de Ja actividad industrial y el 70% de los servicios. Es la industria 

la que ofrecié empleos y fortaleza econémica, motivando asi un incremento demografico. 

En los ochentas, la tasa de crecimiento general anual fue de 1.86% y en la presente 

década la zona metropolitana abarca 17 municipios del Estado de México. 

El gran crecimiento que presenta la ciudad, tanto fisica como demogrdficamente, 

en conjunto con la concentracién industrial y el incremento en los vehiculos han traido 

como consecuencias varios desequilibrios, de los cuales, el deterioro ambiental se 

considera un problema fuerte. Cuando inicia el crecimiento del sector industrial la 

contaminacién del aire también comienza a manifestarse; sin embargo, el crecimiento de 

la urbe trajo consigo el incremento en la principal causa de la contaminacion urbana: el 

parque vehicular. 

La contribucién del automovil, que es un vehiculo de combustion interna, a la 

contaminacion atmosférica es alta. De 1950 a 1990 su mimero en la Ciudad de México 
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aumento en mds de 24 veces, a tal grado, que sdlo en un par de décadas logré alcanzar el 

primer lugar como fuente contaminante. Dicha posicién la obtuvo en la década de los 

ochentas. Estudios realizados por dependencias piblicas indican que entre 1982 y 1990 

los automéviles produjeron entre el 75% y 85% del total de las emisiones contaminantes. 

Se observa un crecimiento directamente proporcional entre el numero de vehiculos y 

combustible consumido con el de contaminantes emitidos. 

La industria y el transporte de combustién interna, son precisamente las mayores 

fuentes de contribucién de precursores del ozono. Actualmente el ozono representa un 

problema de gran magnitud para esta ciudad, pues es considerado como el contaminante 

mas significativo en la urbe, el mds permanente en la atmésfera y el que por lo general se 

encuentra por encima de la norma. Este compuesto muestra una tendencia notoriamente 

en aumento, superando los 300 IMECA, siendo este nivel de advertencia, pues es 

considerado como muy insalubre para la salud humana. 

Los efectos del ozono a la salud son considerables, es un gas de elevada toxicidad 

y de accién rapida, y existe evidencia de que sus efectos estan relacionados con la 

exposicién acumulativa diaria. Los problemas de salud que puede originar se basan en 

que es un poderoso irritante de las vias respiratorias y que penetra facilmente a los 

pulmones, por ello produce irritacién de ojos y garganta, dolor de cabeza, tos moderada, 

disminuci6n en funcién pulmonar, cambios estructurales irreversibles en los pulmones y, 

con las exposiciones a largo plazo, puede acelerar los procesos normales de 

envejecimiento o aumentar el riesgo de cancer. Ademés, dafia materiales (caucho, fibras 

textiles, colorantes) y vegetales (dafio en tejidos superficiales e intermedios, reduccién 

del crecimiento, floracion y cosechas). 

En la Ciudad de México, la contaminaci6n por oxidantes fotoquimicos quiza 

represente el problema mas fuerte que tiene que enfrentar en este rubro. Aunque el ciclo 

fotoquimico del ozono en la ciudad fue detectado a finales de los cincuentas, fue hasta 

1986 cuando el problema del ozono se magnificé; a partir de entonces se aprecia una 

clara tendencia al incremento. Es alarmante que en 1988 la norma (establecida en 0.11 

partes por millén, ppm) haya sido violada 330 dias y 3 afios més tarde 345 dias. 

Generalizando, para cualquier zona de la ciudad, entre 1988 y 1991 se registrd un 

85% de dias con excedencia (con maximos de mds de 300 IMECA), y para 1991 se 

alcanzé un 95%. 

Esto puede deberse a la combinacién que se da entre las fuentes contaminantes y 

las caracteristicas ambientales de la ciudad. En las atmdsferas urbanas la formacién del 

ozono se encuentra en relacién con compuestos orgénicos reactivos y de tipo NOx. En la 

Zona Metropolitana, se han favorecido las emisiones de estos contaminantes, las 

principales fuentes son los vehiculos de combustién interna, la industria del vidrio, 

quimica y celulosa, y de los servicios los que més contribuyen son los bafios publicos, 

tintorerias y hoteles. 

 



Generalidades 
  

Aunado a esto, las caracteristicas de la Ciudad de México agravan el problema. 

Por su altitud, la deficiencia de oxigeno no permiten un proceso de combustién completa 

y eficiente, generandose més dxidos de nitrégeno; y su latitud se traduce en elevada 

radiacion que favorece la formacién de contaminantes fotoquimicos. Las temperaturas 

bajas que se presentan debido a su clima provocan inversiones térmicas. 

Finalmente, con esta vision global, se puede comprender lo importante que es 

conocer el comportamiento histérico y las tendencias del ozono (y otros contaminantes), 

principalmente para las dreas criticas, como la zona suroeste de la ciudad; con ello, se 

puede conocer con cierta precision si aumenta o disminuye, lo cual permite establecer 

mejores medidas de manejo, implementando estrategias tecnolégicas, legales y sociales, y 

de ser necesario, alertar a la poblacion en caso critico. Todavia en Jos primeros afios de 

la década de los noventas, esta informacién no existfa, sin embargo, en la actualidad el 

problema ha adquirido gran importancia, por lo que se esté generando la informacion 

necesaria para describir, predecir y establecer vinculos de los contaminantes. 

13 AREA DE ESTUDIO 

La Ciudad de México se encuentra en el Valle de México, cuya extension es de 

aproximadamente 9,600 km’, tiene forma semejante a una elipse y una altitud promedio 

de 2,240 msnmm (metros sobre el nivel medio del mar). El relieve que presenta esta 

region es ligero y sélo presenta algunas elevaciones de altura media (como Ia Sierra de 

Guadalupe y Santa Catarina). 

El Valle de México esta delimitado al norte por las sierras de Tezontlalpan, 

Tepotzotlan y Pachuca; al sur por las del Ajusco y de Chichinautzin; la Sierra Nevada al 

oriente y la Sierra de las Cruces, el Monte Alto y el Monte Bajo al poniente. Esta 

completamente rodeado por montafias y gracias a esto, la ciudad se ve protegida de la 

accion directa de los huracanes. Los principales rfos y arroyos que posee bajan de las 

sierras por el poniente de la cuenca: rfos Magdalena, La Piedad, Los Remedios y 

Cuautitlan. 

El clima se cataloga como subtropical de altura, templado, semiseco con Iluvias 

de mayo a octubre con época de secas el resto del afio, sin estacién invernal bien definida 

y con temperatura media anual de 15° C. 
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14 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Los registros, proporcionados por el Instituto Nacional de Ecologia (INE), se 

utilizaran en el presente trabajo para desarrollar un andlisis de serie de tiempo de los 

promedios semanales de los registros méximos diarios de ozono, reportados como 

IMECA. La evaluacién ser4 con el propésito de conocer su comportamiento y realizar 

predicciones, Esta informacién podria ser empleada como auxiliar en el desarrollo de 

diversas estrategias de control de contaminacién atmosférica. 

Los datos de ozono se pueden considerar como histéricos, lo cual implica que son 

colecciones de fenémenos naturales que pueden ser observados sélo una vez y por lo 

tanto no ocurriré de nuevo. Debido a la naturaleza del ozono, que es una variable que se 

registra en el orden en que ocurrié (es uma secuencia de valores), el grupo de 

observaciones que se obtiene de su registro es una serie de tiempo, pues concuerda 

totalmente con la definicién: sucesiones cronolégicas (Guerrero, 1991), conjunto de 

observaciones tomadas a intervalos de tiempo especificos y generalmente equidistantes 

(Kazmier, 1967). 

Con este trabajo se desea saber si el promedio semanal de la concentracién 

maxima diaria de ozono que se presenta en la regién suroeste de la Ciudad de México 

(que se cafacteriza por presentar los niveles més altos de ezono) sigue un 

comportamiento reconocible a través del tiempo y por ello predecible, y un andlisis de 

series de tiempo permite identificar los componentes que tienen influencia en cada uno de 

los valores de la serie. 

La forma en que el ozono se mide permite reconocerlo como una variable 

aleatoria continua, pues los valores que puede tomar son todos aquellos que no sean 

negativos (la variable se mide en partes por millén y posteriormente se transforma en 

IMECA). 
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2 SERIES DE TIEMPO 

2.1 INTRODUCCION 

Se define una serie de tiempo como un conjunto de magnitudes pertenecientes a 

diferentes periodos de tiempo, de cierta variable o conjunto de variables (Chou, 1990), 

cuyos valores se presentan en el orden en que ocurrieron. Se pueden presentar en 

diversos fenémenos: econdmicos, fisicos (meteorolégicos), demograficos, etc. 

Los objetivos de realizar un andlisis de este tipo son la descripcién, explicacién, 

prediccién de valores futuros de la serie y control del mecanismo generador de las 

observaciones. La descripcién es el primer paso en el andlisis y generalmente es una 

grafica de la cual se obtienen medidas descriptivas de las principales propiedades de la 

serie, ademas en ella se mostrar la presencia de tendencia, datos aberrantes y 

discontinuidades. 

El andlisis de series de tiempo toma en cuenta el hecho de que observaciones 

sucesivas por lo general no son independientes y que el andlisis debe de considerar el 

orden de las observaciones (Chatfield, 1989). Asi pues, cuando las observaciones estan 

correlacionadas, se pueden hacer predicciones de valores futuros a partir de 

observaciones anteriores. Cuando una serie puede describirse completamente sin margen 

de error y por lo tanto predecir valores futuros con toda exactitud, se denomina 

determinista; por el contrario, si la serie sblo es influenciada parcialmente por valores 

anteriores y existe cierta incertidumbre en la prediccién, se le llama serie estocdstica, no 

determinista o aleatoria. En toda serie de tiempo existe un elemento aleatorio y uno no 

aleatorio. Para este tiltimo caso se considera que existe una distribucién de probabilidad 

de la variable, la cual esta condicionada por el conocimiento de los valores ya ocurridos. 

2.1.1 FUENTES DE VARIACION 

La variabilidad en el tiempo que presenta una serie puede clasificarse en: 

1. Efecto estacional: variacién periédica con amplitud constante, por ejemplo un 

ciclo anual o semanal. 

2. Cambios ciclicos: variacién de wna serie pero con amplitud variable. 

Tendencia: es un cambio suave del nivel de la serie a lo largo de un periodo de 

tiempo. 
4. Otras fluctuaciones: una vez que no hay variacién ciclica ni tendencia, sdlo 

permanece la variacién no determinista causada por situaciones no 

controlables que afectan los valores de la serie y que bien puede ser o no de 

origen aleatorio. 

w
e
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2.1.2 ELEMENTOS DE UNA SERIE DE TIEMPO 

Una manera sencilla de describir un proceso estocdstico es por medio de la media, 

varianza y covarianza, que permiten determinar la estacionariedad y la autocorrelacion de 
una serie, que se veran mds adelante. Estos momentos del proceso se definen como 

Funcién media 

ult)= ELX(@) 

Funcién varianza 

o’()=VarlX()] 

Funcion autocovarianza 

Vt.t)= Et [x)= Ae IIXG)- ee} 

La autocovarianza es la covarianza de observaciones de la misma variable, cuando 

el proceso es estacionario, también puede expresarse como: 

yc) = Cov] XO), X(¢+ zc) 

Se dice que una serie es estrictamente estacionaria cuando la funcién de densidad 

para un conjunto arbitrario de variables ( Z,;, Zj+1, .., Ze+m) eS invariante respecto al 
desplazamiento en el tiempo, es decir, cuando la distribucién es desplazada & lugares no 
se ve afectada, por ello la distribucién es la misma para toda ¢. La estacionariedad estricta 

es un supuesto fuerte y dificil de verificar, por lo que se utiliza la de segundo orden que 

es un supuesto menos rigido (Diggle,1990). La estacionariedad de segundo orden se 
presenta si los momentos de primer y segundo orden no dependen del tiempo. Es comin 
suponer que la distribucién asociada con las series de tiempo es la normal, por ello es 

suficiente conocer la media y la funcién de autocovarianza para caracterizar 

completamente una serie estacionaria ( Guerrero, 1991). 

La estacionariedad estricta implica estacionariedad de segundo orden, pero no a 

la inversa, esta implicacién sélo se da cuando se tiene un proceso normal (variables con 

distribucién conjunta normal multivariada). 

La funcién de autocorrelacién (FAC) se obtiene de estandarizar la funcién de 

autocovarianza 

y() 
Plt)= 0) 

esta funcién mide Ia correlacién entre X() y Xft + 1, es decir, entre observaciones a 

diferentes tiempos.
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La grafica de los coeficientes obtenidos con la funcién de autocorrelacién 

(correlograma) da indicio sobre cual modelo puede ser aplicado. El correlograma indica 

si la serie es completamente aleatoria, si existe correlacién a "corto plazo", no 

estacionariedad y fluctuaciones estacionales. 

También se cuenta con la funcién de autocorrelacién parcial (FACP) que es un 

instrumento para identificar los procesos de tipo AR que seran explicados mas adelante. 

Esta funcién cuantifica la correlacién que existe entre Z; y Z+4 después de descontar las 

variables Z:+1, Zr+2..-. Zr+k-1. Queda definida por la siguiente expresién (Tapia, 1995) 

P, = Cov (z, 2, Mise Zia ) 

\Warlz, -Z, WVarlZ,.4 Zig 

en donde 

Lust = EZ rou |Zeat a 

es un estimador de la dependencia lineal de Z,. , sobre Lestely Lishds oy Zit te 

2.2 MODELOS PARA SERIES DE TIEMPO 

2.2.1 RUIDO BLANCO 

A la sucesion de valores que se generan como resultado de la ocurrencia aleatoria 

e independiente de una variable se le denomina ruido blanco, que es un proceso 

puramente aieatorio, estacionario, con distribucién fija, media (generalmente considerada 

igual a cero) y varianza constantes (Wei, 1990), cuya funcién de autocorrelacién es 

alt)={ k=0 

{0 k#0 

y la de autocorrelacién parcial 

1 k=0 
tu={h k#0
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El ruido blanco consiste de uma secuencia de variables aleatorias no 

correlacionadas, y se utiliza para construir otras secuencias como se verd a continuaci6n. 

2.2.2. MODELO DE MEDIAS MOVILES (MA) 

Dado un proceso de ruido blanco {a,} con media = 0 y varianza od, para toda 

t, se dice que {Z,} es un proceso de medias méviles de orden g, si se puede representar 

como 

Z, = UG, + O,4,, +... + 0,0, 

En donde 4, & ..., @ son los pardémetros de promedios méviles, indican la 

intensidad de efecto dei evento. Un proceso de medias méviles es simplemente un filtro 

lineal (transformacién de una secuencia de variables aleatorias a otras) aplicado a Z,. 

Todo proceso MA es estacionario y debido a que ni la media, ni la varianza, ni la 

covarianza dependen del tiempo, el proceso es estacionario de segundo orden. 

Media 

Varianza 

donde 

y representa a la desviacion de Z, con respecto a la media. La nueva serie obtenida por 

las desviaciones de la media, se comporta igual que la original, sélo que ahora la media 

de la serie sera igual a cero, en lugar de a p.
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La autocorrelacién queda expresada como 

1 k=0 

<k 

SOx 

a k=1,2,..., 
Py cA @? 4 

1=0 

0 k>q 

Un proceso de este tipo sdlo se ve influenciado por las q ultimas observaciones, 

por ejemplo, un proceso MA(1) tendré una influencia sobre si limitada a un sdlo periodo. 

Todo proceso MA cumple con ser estacionario, pero se debe de comprobar su 

invertibilidad, lo que implica que también puede escribirse como un proceso 

autorregresivo (descrito a continuacién), asegurando asi que existe sdlo un proceso MA 

para una funcién de autocorrelacién. La condicién de invertibilidad se cumple si las 

raices de la ecuacién 

O(x)=1-0,x-6,x7 —...-8,x? =0 

estan fuera del circulo unitario. 

2.2.3 MODELO AUTORREGRESIVO (AR) 

Es similar a un modelo de regresi6n multiple, pero en este caso las variables 

explicativas son los valores de la misma variable que se han observado en periodos 

anteriores (de aqui el prefijo "auto") y ponderados con coeficientes autorregresivos 

$1, -.y >. La forma general de este modelo es 

Z, =BAGZ 4 +--+ Gp Zp-p $2 

en donde a; es un proceso de ruido blanco, el primer término del segundo miembro es una 

constante y el nimero de variables explicativas estn determinadas por las primeras p 

autocorrelaciones. 

10 
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Para un proceso AR(p) la media, la varianza y la funcién de autocorrelacién estan 
dadas respectivamente por 

E(Z)= uw 

VarlZ) = oy, +.4G,%, +02 

Pe = PP pa t+ 9 Pep para k> p 

Esta ultima es conocida como ecuacién Yule- Walker, Las tres expresiones son 
Utiles para determinar las propiedades de un modelo, dados los parametros del modelo, y 

para estimar los parémetros de un modelo dada una serie de observaciones. 

El modelo autorregresivo mds sencillo es el de orden uno y se conoce como serie 

© proceso Markov, en el cual se requiere que | ¢| <1 para cumplir con la condicién de 
estacionariedad, lo que expresado en términos de autocorrelaciones es equivalente a 

requerir |p; | <1. 

En un caso general de un proceso AR de orden p, la estacionariedad se cumpie si 

y sOlo si las raices de la ecuacién 

#s)=1~ 2-443? ~...-9,x” <0 
se encuentran fuera del circulo unitario. Esto es similar a la manera de comprobar las 
condiciones de invertibilidad en un proceso MA. 

Todo proceso AR es invertible, lo que implica que esté determinado de manera 
Gnica por su FAC, lo cual no ocurre con los procesos no invertibles. 

2.2.4 MODELOS AUTOREGRESIVOS Y DE MEDIAS MOVILES 
(ARMA) 

Son una combinacién de los modelos AR y MA, origindndose asi los modelos 
autorregresivos y de medias méviles. Se obtendra un proceso de este tipo de orden (p, g) 
de la mezcla de un proceso AR con p términos y uno MA con g términos. Dado por 

+a, Z=G6,2,44$,2,9+..-+4,Z, 

~G,4,, — 0,04 —---- 04g 

“Pp 

11
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Para encontrar las autocorrelaciones slo se mencionara que es necesario resolver 

un sistema simultaneo de ecuaciones para 7, ..., % (previamente definidas como las 
autocovarianzas). Para que se cumplan las condiciones de que el proceso es estacionario 

e invertible, es necesario que las raices de las ecuaciones ¢ (%) = 0 y @() = 0, 
respectivamente, estén fuera del circulo unitario. 

Una serie de tiempo estacionaria puede describirse por un modelo ARMA con 
menos pardmetros que aquellos requeridos por un proceso AR o MA por si solos, lo que 
le confiere una ventaja en cuanto a parsimonia. 

2.2.5 MODELOS ARIMA 

Reciben este nombre los modelos autorregresivos e integrados de medias méviles 
y se pueden considerar como una generalizacién de los modelos ARMA, en ellos se 
emplean diferencias para lograr un proceso estacionario en cuanto al nivel de la serie. 

W,=V4Z,=(1-B)'Z, __ paratodat 

donde V* indica la diferencia de orden d de la serie, el operador diferencia se define por 

VZ,=Z, -Zr1 

y el operador de retraso por 

BL, = Zp. 

la relacién entre ambos operadores esté dada por 

V=1-B 

Cabe mencionar que los polinomios de retraso también permiten expresar de una 
manera concisa y simple los modelos MA, AR y ARMA. 

Se aplican d diferencias con el propdsito de volver estacionario el 
comportamiento de la serie, asi la nueva serie sera estacionaria con respecto a su nivel, lo 
cual se logra después de cierto numero de retrasos. Para esta nueva serie se puede obtener 
un modelo ARMA, que es equivalente a considerar uno ARIMA 

o(B)V4Z, = A(B)a, 

donde a, es un proceso de ruido bianco. 

12
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Un modelo ARIMA (p,d,g) consta de un polinomio de retraso de grado p 
(KB), autorregresivo), una diferencia de orden d (exponente en el operador diferencia) y 
un polinomio de retraso de grado q (@(B) de promedios méviles). Este tipo de proceso 
puede ser generado a partir de un ruido blanco como lo ilustra Box y Jenkins (1970). 

  

  & 

            

Ruido blanco Filtro Filtro Filtro no Series de tiempo 
———~—>| Medias }|———p| Autorregrresivo }___pj_— Estacionario 9 |._» Z, 

Moéviles Estacionario Integrativo 
  

  

Debido a que un proceso ARIMA (p,d,q) es la generalizacion de un ARMA (p,q), 
para cuestiones de identificacién la funcién de autocorrelacién y autocorrelacion parcial 
son las mismas para ambos. 

Para que este modelo cumpla con ser estacionario e invertible, es necesario que 
las raices de ¢(x)=0 y 9(x) =0 se encuentren fuera del circulo unitario. 

2.3 MODELOS PARA SERIES PERIODICAS 

Los modelos de tipo ARIMA pueden ser empleados para ajustar series periddicas, 
empleando el mismo procedimiento iterativo que es usado para cuando los procesos no 
presentan periodicidad. 

Este andlisis se basa en que los datos separados por un periodo s de tiempo serdn 
similares: Z, serd similar a Zyi(s), con = 1, 2, 3, ...; y se espera que estas observaciones 
estén correlacionadas. 

Para eliminar la estacionalidad en este tipo de series, se tienen que realizar 
diferencias periddicas con una longitud de s (intervalo del periodo); también aqui es 
conveniente cuidar de no sobrediferenciar, pues en una serie estacional se perderdn todas 
las observaciones correspondientes al primer periodo. 

El valor asignado a s, esté relacionado con la frecuencia en que los datos fueron 
registrados (anuales, mensuales, semanales), y el intervalo periddico se puede determinar 
visualmente en funcién de las observaciones similares presentadas a los largo del tiempo 
(cada 7, 14, etc. datos se presentan registros similares). 

El uso y aplicacién de las FAC y FACP tedricas y estimadas es el mismo que el 
planteado para los modelos no estacionales, sirviendo de guia para escoger un modelo 
tentativo. Sélo que ahora es obtenido a retrasos multiples de s (s, 2s, 3s,...) y, de existir 

13 
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correlacién, los coeficientes de estas funciones seran diferentes de cero a retrasos 
miultiplos de s. Una vez que se escoge un modelo se estiman sus parametros AR y MA. 

En muchas series se observa que ademds de presentarse un patrén periddico 
también hay uno no estacional que debe ser removido, esto generalmente se logra con 
diferencias. Asi pues, ambos elementos deberan ser considerados en el modelo 
multiplicativo presentado a continuacion: 

$,(B)® ,(B° W‘V2Z, = ©,(Bp, (Bla, 

donde 

p(B) = operador AR no estacional 

8,(B) = operador MA no estacional 
@,(B*) = operador AR estacional 
© (B*) = operador MA estacional 
V® = operador diferencia no estacional 
V,° = operador diferencia estacional 

La ecuacién arriba expuesta representa el modelo ARIMA sugerido por Box y 
Jenkins para representar series con elementos estacionales y no estacionales, en el cual 
los elementos AR se multiplican uno por el otro al igual que los MA. En un caso asi, el 
problema se torna un poco complejo pues las funciones FAC y FACP reflejan ambos 
elementos, sin embargo, Guerrero (1991) presenta las formas de las autocorrelaciones 
mds comunes para este tipo de procesos. 

Pero de no existir la tendencia (elemento no estacional), el modelo se reduce a: 

©, (B° W221 =@,(B" a, 

Aqui también es necesario realizar una verificacién de los supuestos. El modelo 
tiene que satisfacer que a, sea ruido blanco, lo cual se observa por medio de la estimacién 
de los residuales 4 del modelo. De igual manera deben ser revisadas las condiciones de 
estacionariedad e invertibilidad, que para un modelo muttiplicativo es relativamente 
simple, pues las condiciones se aplican por separado a los coeficientes estacionales y no 
estacionales, por ejemplo, las condiciones de estacionariedad se verifican si las raices de 

6,(BYb, (B*)= 9 

14
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caen fuera del circulo unitario, o bien, si las raices de las ecuaciones 

$,(B)=0 

©,(B*)=0 

caen fuera del circulo unitario; una situacién similar se presenta con la invertiblidad. 

2.4 PREDICCION CON ARIMA 

Se despeja Z, del modelo ARIMA, generalmente queda igualada a un polinomio 
que puede depender tanto de observaciones anteriores de la serie (Z,.4, k=1,2,...), como de 
choques aleatorios (a,.4, k=1,2,...). Para obtener la estimacién puntual del prondstico, se 
sustituyen los valores observados de la serie que se involucran en la ecuacién, asi como 
los residuos, que sustituyen a ios choques aleatorios. 

La dependencia que existe de la prediccién con las observaciones anteriores, se 
puede expresar como 

2,(k) = E(Z sah) 

donde x, es la informacién contenida en la serie de observaciones (Z,, Z,1,...); ZA) 
representa Z,.x, y k es el tiempo al cual se va a predecir. 

Los valores anteriores de a son reemplazados por sus correspondientes 
estimaciones (4,), pero cuando se requiere un valor posterior al correspondiente a t, es 
reemplazado por su valor esperado, que es cero. 

Para determinar un intervalo de confianza de un prondéstico dado, hay que tener 
presente que cualquier modelo ARIMA estacionario se puede escribir en forma de 
choques aleatorios (un término AR puede reemplazarse por una serie infinita de términos 
MA), y esa propiedad permite elaborar un intervalo de confianza, que se obtiene por 
medio de la siguiente expresién: 

[el v2 

2,0) Zan SV? | on 

(ee 
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donde y proviene de 

¢(B)Z, = A(B)a, 

Z, = y(B)a, 

Z. = cuantil de la normal estandar 
2 

donde 

: aB)_ < B= 77/2 = . V(B)= Fy Ly 8, 

y 

¥,=1 

16
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3 CONSTRUCCION DE MODELOS 

Existen cuatro etapas propuestas por Box y Jenkins para encontrar un buen 

modelo que describa cémo se encuentran relacionadas entre si las observaciones de una 
serie de tiempo, y que bdsicamente representa el mecanismo generador de la serie de 
tiempo 

1. 

(1991). 

que se analiza: 

Identificacién: se determinan los valores de p, d, g que especifican el modelo 
ARIMA (recordando que los modelos AR, MA y ARMA son casos especiales de 

los modelos ARIMA) adecuado para los datos que se estan analizando. 
. Estimacién: estimar los parametros del modelo (coeficientes de polinomios 
autorregresivos y de promedios mdviles que sean necesarios en el modelo) que 
representen a la serie. 

. Verificacién: corroborar el cumplimiento de los supuestos y de que el ajuste del 
modelo es adecuado. 

. Uso del modelo: aplicar el modelo obtenido para pronosticar, controlar, simular o 
explicar el fendmeno. 

Estas etapas se representan graficamente en la Figura 2 tomada de Guerrero 

  
    

  
    

ETAPA 1 ETAPA 2 ETAPA 3 

Identificacion Estimacién Verificacién 
de de de 

Modelo ARIMA Parametros Supuestos           
    

  

LEs adecuadc 

el Modelo?       
  

  NO 
  

SI 

    
ETAPA 4 
Uso del 
Modelo       

Figura 1 

Este proceso iterative es importante pues proporciona elementos para reformular 
el modelo hasta encontrar uno satisfactorio. 
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3.1 IDENTIFICACION 

Es de suma utilidad que, como primer paso, se realice una grafica de los valores 
observados contra los tiempos de observacién. En ella se busca, basicamente, evidencia 
de no estacionariedad, que puede manifestarse por algtin tipo de tendencia, oscilacién, 
periodicidad y estacionalidad; estas fuentes de variacién representan un cambio de la 
media y/o varianza de la serie en el tiempo. Cabe mencionar que la media y la varianza 
muestrales de una serie de tiempo se calculan como cualquier otra media o varianza. 

Debido a que los modelos ARIMA unicamente se aplican a series estacionarias es 
importante lograr este requisito antes de continuar con el andlisis, y muchas de las series 
no estacionarias pueden ser transformadas en estacionarias con el empleo de operaciones 
sencillas. 

3.1.1 ESTABILIZACION DE LA VARJANZA 

Si la varianza fuera no estacionaria (cambia con el nivel de las mediciones), se 
debe lograr que ésta sea constante antes de empezar a modejar. La varianza se puede 
corregir aplicando transformaciones como logaritmo natural, raiz cuadrada de los datos 
originales 0 empleando la transformacion de Box-Cox (Box y Cox, 1964, Pankratz, 1983 

y Guerrero, 1991). En las series que presentan ambos tipos de no estacionariedad 
(varianza y nivel) primero se obtiene una varianza constante y luego se ajusta la media. 

Para determinar si la varianza es constante, graficar la serie a lo largo del tiempo 
es de gran ayuda. En ella se observa el comportamiento de la varianza (constante, 

creciente, decreciente, no mondtona). Guerrero (1991) presenta un método para verificar 
el resultado de este andlisis visual. En dicha técnica se requiere conocer el cociente 

Oo, 
t~ 

Hy, 

  

a 

donde A representa la potencia de la transformacién estabilizadora de Box-Cox. Dicho 
cociente sera constante si la varianza también lo es. 

E] procedimiento inicia con la divisién de los datos en H grupos con R elementos 
contiguos, sin importar que algunos datos queden fuera: 

_ (N -2n) 

_  # 
R 

con N=nimero total de observaciones de la serie 
n = nimero de observaciones fuera de los grupos. 
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De cada grupo, se calculan la media, varianza y desviacién estandar. Esta 

informacién sirve para determinar el valor de A de la transformacién Box-Cox que 
estabiliza la varianza de Z,: 

T(Z,)= Z/} A #0 

‘toe Z,) 2 = 0 

ahora, para obtener la relacion 

  

que representa una aproximacién a 

  

donde h=1,...,H. Es necesario escoger, sin que exista alguna regla, “q” valores de ’ de 

tal manera que cumplan con-1 <1 <1. 

Con los cocientes obtenidos se calcula el coeficiente de variacién de la siguiente 
manera 

O,. 

CV (A, )= — A 
M(A,) 

donde 
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y el valor de la potencia (A) que se empleara para estabilizar la varianza sera aquella dada 

por el coeficiente de variaci6n mas pequefio para i=1,2,3,...,q. Cuando A=1, la serie no 
requiere de ser transformada. 

3.1.2 ESTABILIZACION DEL NIVEL 

E] tipo mds comtin de no estacionariedad es cuando la media (nivel de la serie) 
cambia a través del tiempo. En este caso, la diferenciacién de los datos es utilizada con 

frecuencia para inducir a la estacionariedad. Hay que cuidar el no sobrediferenciar la 
serie pues se incrementa la varianza de la misma y se pierden observaciones. 

El grafico de la serie puede dar evidencia de la presencia de tendencia en el 
proceso. Sin embargo, la inspeccién visual sélo es una guia y el cambio en el nivel debe 
ser evaluado por otros medios. 

Cuando existe no estacionariedad debida a la media, ésta se refleja en el 
correlograma. En la grafica de la FAC, se observa un decaimiento lento de las 
‘autocorrelaciones a cero (Figura 7.b), lo cual indica la necesidad de estabilizar el nivel y, 
al mismo tiempo, sirve como herramienta para determinar el grado de diferenciacién 
requerido. 

Anderson (citado por Guerrero) sugiere otra manera de lograr lo anterior. Se 
calcula la desviacion estandar de varias diferencias (de bajo orden) y se comparan entre 
si. La varianza decrecerd hasta que la serie se torne estacionaria, pero se presentaraé un 
incremento en la misma al sobrediferenciar. 

También se puede utilizar un andlisis de regresion simple, aplicado a las 
observaciones contra el tiempo, para probar la presencia de tendencia en una serie 
(Kendall y Ord, 1990). En él se evaluara si la pendiente es significativa, y de ser asi, sera 
necesario remover Ja tendencia por medio de diferencias. 

Los datos que tienen comportamiento estacional (generalmente se presentan en 

economia y negocios) requieren de un tipo particular de diferenciacién denominado 
diferenciacién estacional (definida con anterioridad); también hay series con patrones 
estacionales y no estacionales, para ellas sera necesario un modelo multiplicativo o un 
aditivo estacional (consultar Box y Jenkins, 1970 y Guerrero, 1991). 

Siempre hay que recordar que si una serie fue transformada para ser modelada se 
puede aplicar la transformacién inversa para obtener la serie no estacionaria original. 

Resumiendo, si los datos parecen ser estacionarios no se requiere de aplicar 
transformacién alguna (en un proceso ARIMA si no hay diferenciacién equivale a tener 
d= 0, es decir, un orden de cero). Si aparentemente no hay estacionariedad, se procede a 
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transformar la serie (generalmente con una diferenciacién) hasta lograr que en el grafico 
de observaciones contra tiempo luzca como estacionario. 

3.1.3 APLICACION DE FAC Y FACP 

Con el objetivo de medir la correlacién entre las observaciones de una serie de 
tiempo se emplean la funcién de autocorrelacién y la funcién de autocorrelacién parcial; 
ambas funcionan como una guia para escoger cual modelo ARIMA se ajustaré. Cada 
modelo ARIMA tiene una FAC y FACP tedrica y la idea es comparar éstas con las 

estimadas. En la Tabla 2 se mencionan las caracteristicas generales mas importantes de 

las funciones tedricas: 

  

MODELO FAC TEORICA FACP TEORICA 

  

AR Decae suavemente hacia cero. Es a cero después de pocas (p) 
autocorrelaciones parciales. 

  

      
MA Es a cero después de pocas (q) | Decae suavemente a cero. 

autocorrelaciones. 

ARMA Decae suavemente hacia cero. Decae suavemente hacia cero.     
  

Tabla 2.Comportamiento teérico de las FAC y FACP. 

Para ejemplificar graficamente el comportamiento de las funciones FAC y FACP, 

se efectué una simulacién para cada uno de los modelos ARIMA. Las figuras que 

ilustran los procesos son: el grafico de la serie (a), y sus correspondientes funciones de 

autocorrelacién (b) y autocorrelacién parcial (c) muesirales. 

1) MA(1): proceso Z; = 0.6a.1 + a (Figura 4) 

2) AR (2): proceso Z; = 0.6 Z1 + 0.3 Zr2 + ar (Figura 5) 

3) ARMA (1, 1): proceso Z,= -0.8 a; - 0.7 Zea + @& (Figura 6) 

4) ARIMA (1, 1, 1): proceso W, = 0.5 W.i - 0.7 art +a (Figura 7) 

En la practica los coeficientes de estas funciones se obtienen a partir de los 

coeficientes de autocovarianza muestral, los cuales estén dados para un retraso k por 

— tI C, = 

SG, 20g 2) 
N 
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Figura 3.a: Realizacién del proceso Z; = 0.6 Z,.1 + 0.3 Zeya + a 
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Figura 5.b: Funcién de autocorrelacién muestral del proceso 

W, = 0.5 Wi - 0.7 a; + a1, antes de ser diferenciada. 

siendo x, el valor observado y X la media muestral. Partiendo de esta expresion se tiene 

que un estimador para p(k) es 

Una vez calculados los coeficientes de autocorrelacion se pueden obtener las 

estimaciones para la autocorrelacién parcial: 

Oi Sr, 

k-! 

reo Y $rtj Mey 

ou = at ___ (k = 2,3...) 
k-t 

1- vbr, rj 
j=l 
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donde 

by = br, ~ 6a Gian, (k= 3,4,.5 f=1,2,., -1) 

La grafica de los coeficientes de autocorrelacién de la muestra se conoce como 
correlograma, en él se puede observar el comportamiento de los coeficientes de 
autocorrelacién muestral, si muestran una caida abrupta a cero se puede pensar en un 
proceso MA (q) como un posible modelo para los datos, donde g es el nimero de 
coeficientes diferentes de cero y p es igual a cero (Figura 4). En contraste, el orden de un 
proceso AR (p) no es posible detectarlo con el correlograma, por ello se utiliza el 
correlograma parcial para su identificacién. 

Para construir este Gltimo grafico se emplean los coeficientes de autocorrelacion 
parcial muestrales y su interpretacién es similar al correlograma, si en el grdfico existe 
una caida rapida hacia cero el modelo propuesto ser4 uno de tipo AR (p) con un valor de 
q igual a cero. Asi pues, el nimero de autocorrelaciones parciales que sean diferentes de 
cero indicaran el orden del modelo AR (Figura 5). 

Si ninguno de los decaimientos en ambas grdficas se observa a un periodo Io 
suficientemente pequefio (generalmente 2 6 3) seré mejor considerar un proceso mixto 
con p y q coeficientes diferentes a cero, iniciando naturalmente con el orden mas pequefio 
(Figura 6). 

Para decidir si las autocorrelaciones son cero a partir de un cierto retraso g (en un 
modelo MA(q)), se comparan los coeficientes con sus desviaciones estandar. Cuando se 
tiene N250 la distribucién de la autocorrelacién 7, (coeficiente estimado) puede 
aptoximarse a una distribucién normal con media cero, por ello los valores 
+1.96(error estandar) son ios limites para determinar las observaciones que son 
significativamente distintas de cero con un nivel de significancia del 5%. En el caso de 
un proceso AR(p) las autocorrelaciones parciales se consideran diferentes de cero cuando 
estan fuera del intervalo establecido por 

+ 2(error estandar) = + parak>p 
2 

v¥N-d 

pero si el proceso fuera un MA(q), las autocorrelaciones serian significativas si exceden 
el intervalo delimitado por 

  

1 2 
+2 14+2>-4r ara k > al S0 Pp q 
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Diggle (1990) presenta un diagrama de flujo que ayuda a visualizar de manera 
general el proceso de identificacién, se muestra en la Figura 8, 

3.2. ESTIMACION 

El método de méxima verosimilitud, para los procesos ARIMA(p,d,g) de 
cualquier orden, permite la estimacién de los parametros 

b= (Gi +5 to), 
O=(AA, -., 8) ¥ Oa» 

Se recordara , de manera general, que el método de estimacién por maxima 
verosimilitud selecciona como estimador del pardmetro a aquel valor que tiene Ia 
propiedad de maximizar el valor de la probabilidad de la muestra aleatoria observada, es 
decir, encuentra el valor del parametro que maximiza la funcién de verosimilitud; ademas 
suele generar estimadores insesgados de minima varianza. 

Para utilizar este método se incorpora al modelo una media diferente de cero, se 

asume que el proceso de ruido blanco tiene una distribucién normal, con media cero y 
varianza o;,’, de esto se deriva que Z, tiene una distribucion normal mutivariada. 

Para un modelo ARIMA la verosimilitud para los parametros ¢, u (que es &), Oy 

o;*, se expresa como 

1Zy.0.Z, ZB, 6,07)= (220? yur ony -ia be | 
oO, t=] 

Por analogia con la regresién lineal clasica, los parametros pueden estimarse 
minimizando la suma de cuadrados de los residuos (parte de las observaciones que no es 
explicada por el modelo). E] método de minimos cuadrados es un concepto mas facil de 
entender, sin embargo, Ja estimacién por maxima verosimilitud se prefiere porque es mas 
eficiente, aunque en la mayoria de los casos la variacién entre ambas estimaciones es 
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3.3. VERIFICACION 

El objetivo de esta etapa es comprobar que no existan violaciones de 
consideracién a los supuestos que fundamentan al modelo, de tal manera que exista la 
certeza de que el modelo describe razonablemente a los datos. Como un modelo es la 

representacion de un proceso, es importante elegir aquel que parezca mds adecuado (de 
acuerdo a los datos disponibles). 

Este andlisis generalmente se basa en los residuales, los cuales se definen como la 

diferencia entre el valor observado y el ajustado. Partiendo de que los errores aleatorios 
{a,} deberfan ser una realizacién de un proceso de ruido blanco y, ademas, para muestras 
grandes, son casi iguales a los residuos 4; entonces, para la verificacién de un modelo se 
revisa que las caracteristicas de {a,} las cumpla 4,. 

I. {a tiene distribucién normal para toda ¢. 

Para corroborar este supuesto se puede utilizar un histograma de residuos y 
revisar la simetria, o bien, elaborar una grafica en papel normal. También se pueden 

graficar los residuos contra el tiempo y, si se cumple este supuesto, el 95% de las 
observaciones deben estar dentro del intervalo 

© 1.96 ¢,,1.96¢,) 

En este mismo paso se puede revisar que no existan observaciones aberrantes. Se 
consideran como tales a aquelias que se encuentran fuera del intervalo (de acuerdo a 

Guerrero, 1991) 

© 3¢,,.30,) 

Ul. {a,}, como todo ruido blanco, debe tener media cero y varianza constante. 

Para verificar que la media es igual a cero, es necesario conocer a la media 
aritmética y a la desviacién estandar muestra! de los residuales, que se calculan mediante 
las siguientes expresiones 

  

     t=od+pt+l (Vv ~d- p) 
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que se utilizan para determinar si la media de los residuales es significativamente distinta 
de cero, esto se presenta si se cumple la siguiente desigualdad 

VN -~d-p m@), | 4 
og 

De ocurrir lo anterior, sera necesario un parametro mas. 

La varianza constante se puede comprobar de manera visual en una grafica de 
residuos contra e) tiempo, en donde se observa si existe la presencia de un patron y de ser 
asi, se requerira de una transformacion. 

Ill. Las variables aleatorias {a,} son no correlacionadas, 

Esto implica autocorrelacién cero, para poder determinarlo se construye una FAC 
empleando a los residuales y se estima el error estandar de r; (a) 

y si se cumple que 

con 

entonces se tiene que la autocorrelacién de orden k es significativamente diferente de cero 
al 95%. También se puede emplear el estadistico Q’ (encontrado por Box y Ljung en 

1978) 

( -d- p\N -4- p42) 2@) 
p_ k=l 

Q = N-d-p-k 
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elcual, si k >20, tiene aproximadamente una distribucién Vr epas asi pues, si 

Q’ > Vp el modelo no es adecuado y sera necesario revisar los residuales para 
encontrar algtin indicio del cambio que sera necesario realizar. 

Ademas, es conveniente verificar que todos los parametros son necesarios, por 

ello para cada parametro se puede construir un intervalo de confianza al 95% 

(6 - 1.96. (Var 6), 6 + 1.96.\Var 6) ) 

si el cero se encuentra dentro del intervalo es posible que el parametro no sea necesario. 

También hay que cuidar que los coeficientes estimados ¢ y @ no estén altamente 
correlacionados unos con otros, si lo estén se tiende a producir inestabilidad en ei 
modelo. El cuidado de estos aspectos ayudan a mantener el principio de parsimonia, el 
cual establece que el modelo debe ajustar los datos adecuadamente sin el empleo de 
pardmetros innecesarios, es decir, que el modelo involucre el menor miimero de 

parametros. Finalmente, para que el modelo sea admisible hay que verificar las 
condiciones de estacionariedad y/o invertibilidad. 

Ademas, si se considera que la raiz del error cuadrado medio (RMSE) estima a o;, 

ésta resulta ser de ayuda al elegir un modelo pues indica cual tiene la menor varianza en 
el error. 

Otra herramienta util para seleccionar el modelo es el criterio de Akaike (AIC), el 
cual penaliza a la log verosimilitud condicional del modelo (condicionada a jas primeras 
m observaciones de la serie) por la introduccién de nuevos parametros que realmente no 

aporten significativamente al modelo (Brockwell, 1987). Se define como: 

AIC = -2108 LEX pag aiees Xp R192 % pq) + OP 

donde r es el nimero de pardmetros estimados (nimero de coeficientes). El mejor 
modelo sera aquel que presente el indice AIC de menor valor. Para evaluar si la 
diferencia entre dos valores de este indice es significativa, dicha diferencia se compara 
con el de una 7c, m, donde m representa el incremento en el nimero de pardmetros de un 
modelo a otro. 
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4 ANALISIS ESTADISTICO DEL OZONO EN LA ZONA SUROESTE DE LA 
CIUDAD DE MEXICO 

La informacién que se presenta corresponde a la zona suroeste de la Ciudad de 
México, aqui se encuentra una estacién de monitoreo en el Pedregal de San Angel, dentro 

del Colegio Alexander Bain. Esta region de la ciudad es considerada como una de las mas 
criticas, pues con frecuencia presenta los indices mds altos de contaminacién por ozono, 
por esta razon, se considera importante su andlisis. La serie esté formada por los 
promedios semanales de los registros diarios maximos de ozono, reportados como 
IMECA. La Tabla 3 muestra los valores que constituyen la serie y la Figura 7 su grafica. 

El valor de la media muestral es de 153.363 puntos IMECA, con una varianza 

muestral de 1,043.0541. La inspeccién visual de la grafica no muestra indicios de 
varianza no homogenea ni de comportamiento periddico, aunque se puede sospechar de 

una ligera tendencia, pero es necesario confirmar estos hechos. 
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Figura 7. Ozono de la zona suroeste de la Cd. de México 
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120.857 
117.571 

189 
144,429 
165.143 

205 
150.714 
136.286 
235.286 
168.571 
135.571 
113.143 
121.714 
159.857 
185.714 
181.286 
154.857 
214,143 
193.714 

235 
202.857 
202.286 
205.714 
215.429 
146.571 
147.571 
188.714 

197 
191.857 
188.857 
165.143 
198.571 
196.286 
193.429 
175.571 
202.857 

139 

112 

142.429 

96.2857 

221.429   

234 
217.286 
137.429 
222.571 
216.429 
216.286 
222.714 
218.143 
141.857 
148.571 
158.714 
116.857 
101.857 
130.714 
72.1429 
128.857 
204.571 
192.286 
147.571 
219.857 
198.286 
266.714 
207.714 
142.714 
193.286 
139.857 
159.714 
168.143 

137 
185.571 
184.714 
186.429 
145.143 
133.857 
148.714 

181 
162.143 

152.286 

161.714 

177.857 

191.143   

198.429 
146,286 
181.857 
186.571 
158.857 
106.571 
140.714 
109.429 
117.857 
130.857 
163.714 
55,4286 

138 
103.714 
131.571 
138.143 

154 
170.143 
161.143 
128.143 
178.143 
221.857 
146.857 
192.857 
169.571 
144.143 
146.429 

163 
228.143 
193.286 

133 
149.143 
156.429 
154.571 

121 
116.286 

151 
142.857 

139 
136.286 
136.714   

162.286 
157.143 
147.571 
153.571 
136.571 
109.429 
80.2857 
109.857 
188.429 
180.837 
148.429 
141.143 
126.143 
124,429 
143.143 
128.857 
141.571 
91.7143 
96.8571 
86.5714 
154.429 
136.571 
141.143 
144.857 
171.571 
173.143 
158.571 

175 
185.857 
175.571 
201.714 

205 
166.143 
176.429 
206.143 
167.857 
150.857 

169.429 

178.571 

147.857 

142.429   

170.571 
154.286 

152 
160.143 
147.571 
157.714 
145.714 

101 
136.857 

171 
187.857 
147.571 
146.286 
154,714 

173 
129.143 
136.714 

151 
156.857 
144.286 
127.143 
131.571 
135.857 
113.286 
118.571 
165.714 
128.429 

155 
162 

165.143 
150 

140.857 
115.857 
172.429 
157.429 
150.143 
162.286 

161.714 

146.143 

140.286 

166.143   

202.714 
177 

149.286 
154,429 
169.429 
174.857 
169.286 
127.429 
154.429 
182.714 
175.286 
185.143 
150.429 
166.857 
180.143 
168.714 
133.714 
147.143 
132.143 
154.714 
171.714 
185.714 
175.714 

162 
154.571 
193.857 
172.143 
174.143 
128,571 
149.143 
75.8571 
146.714 
146.286 
199.143 

108 
134.571 
158.429 
108.143 
120.429 
158.286 
138.571   

167.857 
118.857 
103.571 
133.857 
151.286 

153 
144 

157.286 
101.571 
204.714 
150.286 
156.571 
71.2857 
99.4286 
125.714 
181.857 
201.143 
161.429 
151.143 
157.857 

160 
190.143 
147.286 
166.714 
137.429 
152.143 
97.8571 
119.857 
110.714 
152.714 
161.429 
164.143 
158.571 
163.857 

166 
150 

142.429 
145.857 
177.714 
80.4286 
190.571   

145.143 
157.714 
158.857 

120 
125.571 
145.857 
82.2857 
161.571 
175.714 
164.714 
177.429 
145.286 
82.1429 
87.7143 

169 
139 

170.857 
133.143 
125.857 
162,429 
141.286 
161.714 
143.143 
102.429 
143,286 
145.143 
78.7143 
111.286 

148 
145.429 

127 
133.857 
116.143 
149.286 
144.286 
147.14 
104.714 
105.571 
104.429 

108 
96.7143   

113.571 
156.143 
149,286 
143.571 
170.714 
162.143 
184.143 
178.714 
159.143 
127.286 

125 
167.429 
164.571 
189.714 
151.286 
172.571 
145,571 
158.571 
171.714 
117.714 
176.143 
139.286 
151.286 
132.571 

127 
96.2857 
167.286 
160.857 
164.857 

128 
155.714 
135.857 
166.429 
98.2857 
107.429 
86.2857 

  

Tabla 3. Promedio semanal de los registros maximos diarios de ozono 
(teportados como IMECA), desde enero de 1991 hasta diciembre de 1997. 
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4.1 IDENTIFICACION 

Como primer paso es necesario establecer que el proceso sea estacionario, para 
ello se verifica que la varianza sea constante y que el nivel no cambia en el tiempo. 

Con el propésito de determinar si la serie requiere de algtin tipo de transformacién 
para estabilizar la varianza, los datos se dividieron en 7 grupos (H=7) con 50 elementos 
cada uno (R=50) quedando fuera de los cdlculos 14 datos (N=364 y n=14). La media y 
desviacién estandar correspondientes se muestran en la Tabla 4a. Con esta informacion y 
escogiendo 10 valores para 4 (q = 10), se caleulé el coeficiente de variacién (Tablas 4b y 
4c), cuyo valor mas pequefio se obtuvo para un 2 = -0.2. Considerando que este método 
sdlo da estimaciones aproximadas de dicho pardmetro, se optd por tomar 7 = 0 cuya 
transformacién correspondiente es 

T(Z,)=In(Z,) 

Una vez realizada Ja transformacién para estabilizar la varianza, se volvié a 
aplicar el método anteriormente descrito, bajo las mismas condiciones de H, R y A. Los 
resultados se muestran en las Tablas Sa, 5b y Sc, en donde se puede apreciar que los 
coeficientes de variacién son muy similares, considerandose estabilizada la varianza. 

Ya que se logré la estabilizacién de la varianza, es necesario evaluar si la media 
del proceso no depende del tiempo (Figura 8). En la grafica de la FAC muestral (de la 
serie ya transformada), se aprecia una caida que puede ser considerada como suave pero 
sin llegar a ser lenta (Fig. 9}, comportamiento que sugiere que no es necesario diferenciar. 

Para confirmar los resultados de Ja herramienta anterior, se procedié a aplicar el 
criterio de la presencia de sobrediferenciacién si hay un incremento de la varianza. Para 
ello, se realizaron dos diferencias de In Z, (Vin Zy V* In Z,) y se calcularon sus 
correspondientes varianzas. Al compararlas, se observé que incrementaban conforme 
aumentaba el grado de diferenciacién (Tabla 6). Este hecho indica que no se requiere de 
transformar para estabilizar la media. 
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Grupo Media Desviacién Estandar 

1 178.0886 37.3334 

2 155.5629 37.8820 
3 146.9000 29.9012 

4 155.6514 22.5340 
5 154.3714 25.8723 

6 146.9343 30.7561 
7 141.4086 26.4233         

Tabla 4a. Medidas de tendencia central de cada grupo. 

  

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 
  

  

Grupo 1 
Grupo 2 

Grupo 3 

Grupo 4 
Grupo 5 

Grupo 6 
Grupo 7 

Media 

CY.   

0.0011771 

0.0015654 

0.0013856 

0.0009301 

0.0010857 

0.0014246 

0.0013214 

0.00127 

0.0002181 

0.1716979   

0.0033 186 

0.0042954 

0.0037588 

0.0025525 

0.0029745 

0.0038646 

0.0035574 

0.0034745 

0.0005828 

0.1677454 

0.0093558 

0,0117865 

0.0101966 

0.0070047 

0.0081494 

0.0104842 

0.0095769 

0.0095077 

0.0015683 

0.1649553     

0.0263759 

0.0323419 

0.0276604 

0.0192231 

0.0223275 

0.0284419 

0.0257822 

0.0260218 

0.0042532 

0.1634468 

0.0743592 

0.0887455 

0.0750348 

0.0527538 

0.0611722 

0.0771583 

0.069409 

0.0712333 

0.0116336 

0.1633175     

0.209634 

0.2435159 

0.203548] 

0.144772 

0.1675975 

0.2093 184 

0.1868577 

0.1950348 

0.0321094 

0.1646341 
  

Tabla 4b. Calculo del coeficiente de variacién. 

  

0.2 0.4 0.8 1 
  

  

Grupo 1 

Grupo 2 

Grupo 3 
Grupo 4 

Grupo 5 
Grupo 6 
Grupo 7 

Media 

CV.   

0.591002 

0.6682032 

0.5521682 

0.3972968 

0.4591779 

0.5678478 

0.5030443 

0.5341057 

0.0894239 

0.1674273   

1.6661578 

1.8335371 

1.4978757 

1.0902991 

1.2580399 

1.540482 

1.3542578 

1.4629499 
0.2511739 
0.17169   

4.6972464 

$.0311919 

4.0633 115 

2,9921013 

3.4467342 

4.1790854 

3.6458307 

40079288 

0.7109323 

0.1773815   

13.242517 

13.805498 

11.022611 

8.2112054 

9.4432432 

11.337202 

9.8150303 

10.982472 

2.0255365 

0.1844336   

37.333419 

37.882031 

29.901215 

22.533961 

25.872271 

30.756046 

26.423284 

30.100318 

5.802 1424 

0.1927602   
  

Tabla 4c. CAlculo del coeficiente de variacién (continuacién). 
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Grupo Media Desviacién Estandar 

] 5.1585 0.226235 

2 5.0139 0.272575 

3 4.9686 0.211301 

4 5.0370 0.148661 

5 5.0237 0.185825 

6 4.9643 0.240374 

7 4.9329 0.201025       
  

Tabla 5a. Medidas de tendencia central de cada grupo. 

  

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 
  

  

Grupo 1 
Grupo 2 

Grupo 3 
Grupo 4 

Grupo 5 
Grupo 6 

Grupo 7 

Media 

CY.   

0.008502 

0.010842 

0.008559 

0.005859 

0.007363 

0.009754 

0.008261 

0.008449 

0.0016 

0.189412   

0.011804 

0.014968 

0.011794 

0.008096 

0.010169 

0.013438 

0.011368 

0.011662 

0.002204 

0.189002   

0.016388 

0.020663 

0.016253 

0.011187 

0.014043 

0.018514 

0.015642 

0.016099 

0.003037 

0.188637   

0.022752 

0.028525 

0.022396 

0.015458 

0.019394 

0.025508 

0.021523 

0.022222 

0.004185 

0.188316   

0.031589 

0.039379 

0.030861 

0.021359 

0.026784 

0.035144 

0.029616 

0.030676 

0.005768 

0.188042   

0.226235 

0.272575 

0.211301 

0.148661 

0.185825 

0.240374 

0.201025 

0.212285 

0.039779 

0.187387 
  

Tabla 5b. Calculo del coeficiente de variacién. 

  

xX 0.2 0.4 0.6 0.8 1 
  

Grupo 

Grupo 
Grupo 
Grupo 
Grupo 
Grupo 
Grupo 

o 
CN.   Media 

1 0.060889 
2 0.075048 
3 0.058602 
4 0.040781 
5 0.051084 
6 0.066711 
7 0.056075 

  0.058456 

0.010968 

0.187632   

0.084537 

0.103604 

0.080753 

0.05635 

0.070549 

0.091912 

0.07716 

0.080695 

0.01513 

0.187498   

0.117368 

0.143025 

0.111277 

0.077862 

0.09743 

0.126632 

0.106172 

0.111395 

0.020877 

0.187412   

0.16295 

0.197446 

0.153339 

0.107587 

0.134555 

0.174468 

0.146093 

0.153777 

0.028814 

0.187375   

0.226235 

0.272575 

0.211301 

0.148661 

0.185825 

0.240374 

0.201025 

0.212285 

0.039779 

0.187387   
  

Tabla 5c. Calculo del coeficiente de variacién (continuaci6n). 
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Figura 8. Serie de ozono con varianza estabilizada 

  

  

    

Parametro | Lait, Primera Diferencia | Segunda Diferencia 

Media 5.00886 -0.00093 -0.00053 
Varianza 0.05087 0.06237 0.17455       
  

Tabla 6. Medidas de tendencia central para las diferencias. 
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Ahora se tiene un proceso que es considerado como estacionario: con varianza 
constante y sin cambios en el nivel a lo largo del tiempo. Para proceder a asociarle un 
modelo ARIMA, primero se hace el cdlculo de 1 (5.00886), que es utilizada para obtener 

y con esta nueva variable, se realiza el ajuste del modelo. 

Para ello se examina la FAC y la FACP muestrales. En el grafico de la primera 

funcién, se observa, como ya se habia mencionado con anterioridad, una caida 

ligeramente lenta hacia cero (Figura 9); por ei contrario, el correlograma parcial muestra 
una caida a cero después del segundo retraso, aunque se presentan correlaciones que 
nuevamente rebasan las bandas de confianza a el retraso 7 (Figura 10). Debido a que en 

el correlograma parcial los dos primeros retrasos salen de Jas bandas de confianza, se 
propone un modelo AR de orden 2. 

Asi pues, el modelo propuesto para modelar la serie transformada es un AR(2): 

Z, =H +@Z,.1 +62, +4, 

si se escribe esta expresién en funcién de Z; queda como 

Zz, = (-4, ~¢; Ma, +G,Z,4 +$,Z,.5 +4, 
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Figura 9, Autocorrelacién muestral del ozono. 
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Figura 10. Autocorrelacién parcial muestra! del ozonc. 
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4.2, ESTIMACION 

Los parametros estimados para el modelo se muestran en la Tabla 7 con sus 
correspondientes valores de significancia, las cuales indican que en ambos coeficientes se 
rechaza la hipdtesis nula (igualdad a cero). 

  

Coeficiente | Estimacién | Varianza Normalizacién | Valores p 
(valor absoluto) 

  

              

1 0.3353 0.0027 6.4324 6.28*10! 
be 0.1283 0.0027 2.4392 0.0074 

Tabla 7 

El modelo estimado que se obtiene es: 

Z, =(1-0.3353~0.1283)/7, + 0.3353Z,, +0.12832,_, +4, 

4.3, VERIFICACION 

El comportamiento de los residuos estandarizados permite vislumbrar si el . 
modelo es apropiado. La grafica de los residuos estandarizados contra el tiempo (Figura 

11) muestra wn comportamiento de ruido blanco, pues no hay evidencia de varianza no 
constante ni de presencia de tendencia o ciclos, que en este caso implica una media igual 
a cero y se corrobora al calcular la media aritmética. 

Ademas, la mayoria de los valores se ubican entre la franja delimitada por las 

bandas en +1.96; existen 20 valores que rebasan las 2 desviaciones estandar y representan 
el 5.52%, pero sdlo 6 de ellos (1.66%) legan mas alla de las 3 desviaciones estandar y 
corresponden a las observaciones 36, 94, 240, 259 y 286. Siguiendo el criterio de 

Guerrero (1991), estas observaciones se pueden considerar como aberrantes, por lo que 
seria conveniente sondear las posibles causas de tales datos, aunque estas pueden ser muy 
amplias debido a la naturaleza del fendmeno (toma de informacidn, transformacién a 
IMECA, dias feriados, inversién térmica, época de nortes, etc.). 
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Figura 11. Residuos estandarizados del modelo de ozono 

En la ultima grdfica (Figura 11) no es posible evaluar la correlacién existente, 
para ello se revisa la FAC de los residuos (Figura 12). En él, se aprecia que las 
autocorrelaciones caen dentro de las bandas de confianza (caracteristica de un ruido 
blanco) a excepcidn de las correspondientes a los retrasos 6 y 14, asi que se ajusté un 

modelo multiplicativo para incorporarlas y analizar su significancia, sera expuesto més 
adelante. 

El estadistico Q’ (Ljung y Box) permite evaluar si los residuos son mutuamente 
independientes. El valor calculado de Q’ (para K=27) es de 27.15, y es inferior al de 

x7 005, 20 , cuyo valor es 31.42. Este resultado indica que existe independencia y se tiene 

un proceso de ruido blanco. Debido a que K es un pardmetros arbitrario, se probé el 
valor de Q’ con diferentes valores para K, y se encontrd que en todos los casos la 

conclusién era la misma: se aceptaba la independencia de los residuos. 

Para determinar la normalidad de los residuos, se emple6d una grafica en papel 
normal (Figura 12), en ella se aprecia que existe parecido entre la distribucién de los 
residuos y la recta, las desviaciones presentes no se consideran graves. Ademas, hay que 
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recordar que tinicamente el 5.52% de las observaciones se encontraban mas alld de las 2 
desviaciones estandar, asi que aproximadamente el 95% de los datos estan dentro de 
ellas, y esto es tipico de una distribucién normal. 

Por ultimo se verificé la invertibilidad del modelo encontrando las raices de la 
ecuacién: 

1 + 0.3353 x + 0.1283 x =0 

encontrandose que todas las raices se hallaban fuera del circulo unitario, lo que determina 
que es un proceso invertible y que tiene una FAC unica. 

  

1.
0 

0.
6 

0.
8 
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F 

0.
2     bebo ba 

0.
0 

T PTT 
| | aul, | J | 

1 | I     
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Q 10 20 30 40 50 60 
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Figura 12. Autocorrelacién parcial de los residuos del modelo de ozono. 
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cuantiles de la normal estandar 

Figura 13. Grafica en papel normal de los residuos del modelo de ozono. 

El modelo multiplicativo que se analizo incorpora el retraso 6 empleando una 
componente de media moviles de periodo 6, obteniéndose un modelo 

ARIMA (2,0,0)(0,0,1)6 

que expresado algebraicamente es equivalente a tener: 

(\-9,8-4,8", =(-e2*), 

Se realizé la estimacién de los pérametros y se obtuvo que el parametro de medias 
moviles, justamente el que incorpora el retraso 6, es significativo (Tabla 8). 

45



Antdlisis Estadistico 

  

  

        

Coeficiente | Estimacién | Varianza | Normalizacién | Valores p 
(valor absoluto) 

o: 0.3493 0.00273 | 6.6858 0.0000 
2 0.1092 0.00273 | 2.0871 0.0184 
| -0.1368 0.00272 | 2.6245 0.0043     
  

Tabla 8 

EI modelo estimado que se obtiene es 

Z,= ( ~ 4, - bt +OZ,5 +brki1 +O,4,., +4, 

Del mismo modo que para el modelo AR(2) (que sera denominado como modelo 
1), se verificaron los supuestos para el modelo 2 (ARIMA (2,0,0)(0,0,1)6). Para facilitar 
una comparacién entre ambos modelos, los resultados de la verificaci6n se muestran 
resumidos en la Tabla 9 y en las Figuras 14, 15 y 16 se observa el comportamiento de los 
residuales de] modelo 2. 

  

  

  

  

  

  

          
  

Modelo 1 Modelo 2 

Parametros estimados | $,-0.3353 ; -0.3493 

b2=0.1283 | $2=0.1092 

©, =-0.1368 

Varianza del modelo 0.04265 0.04179 

No. residuales > 1.96 20 21 

No. residuales > 3 6 5 

AIC ~110.69 -115.93 

Q’ 27.15 20.20 

(k=27) (k=23) 

Tabla 9 
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Al verificar la invertibilidad del segundo modelo, se encontrd que las raices de 
las ecuaciones 

1+0.3493x + 0.1092x? =0 
1-0.1368x =0 

caian fuera del circulo unitario. 

En la Tabla 9 se aprecia que el modelo con el indice mds pequefio es el del 
modelo ARIMA(2, 0, 0)(0, 0, 1), y la diferencia entre éste y el AR(2) es de 5.2452. Sise 
compara este valor con una 700517 3.84, se concluye que existe diferencia significativa 

entre ambos valores del indice AIC. Por esta razon, se considera al modelo 
multiplicativo mas adecuado via AIC, ya que incorpora Ja correlacién de retraso 6. Sin 
embargo, las demds caracteristicas de ambos modelos son muy semejantes. 

Para fines descriptivos del proceso, el modelo AR(2) permite una interpretacién 
mds sencilla del fendmeno analizado, pues relaciona las 2 tltimas semanas con un 

tiempo dado, y ésto se puede vincular con el ozono, ya que una de sus caracteristicas es 
que tiene una gran permanencia. 

  

; o J tt hi i Hh ! i ie Heh Mey 
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Figura 14. Residuos estandarizados del modelo multiplicativo. 
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Figura 15. Autocorrelacién de los residuos del modelo multiplicativo. 
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Figura 16. Grafica en papel normal de los residuos del modelo multiplicative. 
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4.4 PRONOSTICOS 

Se realizaron predicciones para ambos modelos para las siguientes 2 semanas a 
partir la ultima de 1997; la primera semana pronosticada esté constituida por los cuatro 
iltimos dias de 1997 y los 3 primeros de 1998, y de aqui en adelante se contintan 
formando las semanas para el presente afio. Los pronésticos calculados y sus intervalos 
de confianza se reportan en la Tabla 10. 

  

  

  

              

Modelo | Prondstico | Limite inferior | Limite superior | Valor real 

i 119.279 79.537 178.797 136.43 

129.269 84.348 198.111 122.14 

2 120.79 80.908 180.322 136.43 

129.926 86.254 195.708 122.14 

Tabla 10 

Para ilustrar la manera en que se calcularon los pronésticos, a continuacién se 
muestra el procedimiento que se siguid para obtener los del modelo 1. Para ello, se 
utilizan el modelo propuesto y los valores de Z,. 

El modelo general para prondsticos con el modelo AR(2) queda determinado por 

Zu = (1~ 0.3353 —0.1283)uz,,, +0.3353Z,,,, +0.1283Z,,.5 + 4,4, 

Para calcular el primer valor pronosticado (/ = 1) se tiene que: 

Uses = 5.008859 
Z = 4.4577 

Z1 = 4.6768 

Gy) = 0 

Sustituyendo los valores indicados Z;+1 (registro mimero 365) adquiere un valor 
de 4.7814522, exponenciando para obtener IMECAS se convierte en 119.2774. Las 
diferencias entre este valor y el reportado en la tabla radica basicamente en el manejo de 
los decimales, pues los mostrados en Ja tabla fueron calculados en computadora. 
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Para el segundo pronéstico (/ = 2), se emplean los valores: 

Line = 5.008859 
Ze+1 = 4.7814 

Z =4.4577 

Apr =O 

ahora, se obtiene un valor de 4.8619 para Z366, y de aqui se obtiene 129.27 IMECA de 

ozono. En esta cifra, también se aprecian ligeras diferencias por redondeo. 

Los intervalos (a un a = 0.05) fueron obtenidos con la formula 

i] 

2,0) 4 Zyn(Z ye, i 

Para el primer prondstico el intervalo se calcula como: 

Z() = 4.781 

yo = 1 

Ga = 0.2065228 

4.781 = 1.96(1) (0.2065228) 

4.781 + 0.40478 

exponenciando para tener los valores en IMECA 

(79.537, 178.797) 

El intervalo de confianza para la segunda prediccidn involucra los valores de 

2(2) = 4.862 
wy? = 0.11242609 

realizando los calculos necesario se tiene que 

4.862 + 1.96(1.0547)(0.2065228) 
4.862 + 0.426933 

y una vez transformado a IMECA el intervalo queda como 

(86.254, 195.708) 
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CONCLUSIONES 

En el caso del ozono, las diversas estrategias que se han planteado no muestran 
efectos inmediatos, mas bien, su reflejo se llega a apreciar incluso varios afios después de 
haber sido implantadas (como es el caso del convertidor catalitico y las gasolinas sin 
plomo que han salido al mercado). Quiz, la sutil tendencia decreciente que presenta la 
serie de ozono se debe a este tipo de estrategias que han estado funcionando desde hace 

varios afios. 

El ozono de Ja regién suroeste en la ciudad de México, fue ajustado por dos 

modelos ARIMA: un AR(2) y un ARIMA (2,0,0) (0,0,1)s. En el modelo multiplicativo se 

empleé sélamente el operador autorregresivo de la componente no estacionaria y el 

operador de medias méviles para la componente estacional. A este modelo se llegé 

después de estabilizar la varianza (aplicando logaritmo natural) y de haber ajustado 

primero un modelo AR(2), en el cual surge Ja necesidad de incorporar un nuevo 

parametro. El modelo cumplid adecuadamente los supuestos, encontrandose que {d,} se 

mostré como un ruido blanco con distribucién normal, y al cubrirse la condiciédn de 

invertibilidad, se aseguré la existencia de inicamente un FAC para este proceso. 

Cabe mencionar que también se ajustaron otros modelos que incorporaban estos 

retrasos de diversas maneras, pero durante la verificacién de los mismos surgian 

problemas como raices unitarias, indice de AIC muy grande y paraémetros no 

significativos. Esto leva a pensar que es necesario evaluar todas las posibilidades de 

ajuste (con base en las FAC y FACP) y que con el andlisis de los diversos modelos, poco 
a poco se iran descartando aquellos que no resulten adecuados. 

Los prondsticos obtenidos con ambos modelos son muy similares, de aqui que, 

para fines de prediccién, podria ser empleado cualquiera de ellos, aunque se espera que el 

modelo multiplicative sea mejor. Pero para describir el fendmeno, el modelo AR(2) 

resulta mejor, pues si se considera que el ozono es uno de los contaminantes con mayor 

permanencia en la atmésfera, se puede comprender que existe una influencia de dos 

semanas anteriores sobre un tiempo dado. 

Los prondsticos obtenidos por medio del andlisis de series de tiempo pueden 

funcionar como herramientas para conocer el comportamiento de este proceso, lo que 

pudiera permitir un mejor planteamiento de medidas de control. Ademas, las 

predicciones pueden ser valiosas para evaluar el efecto que tienen dichas medidas sobre 

el ozono, basicamente, evaluando a largo plazo si se logran abatir las altas 

concentraciones. 

Al considerar los pronésticos, estos deben ser tomados con la reserva que amerita 

el caso, pues en la formacién de este contaminante, intervienen muchos factores tanto 

naturales como antropogénicos, y cualquier alteracion que sufran éstos, alejandose de lo 

coditiano, se verd reflejado en un comportamiento atipico del ozono. Probablemente esta 

sea la razon de la variabilidad que presenta la serie. 
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A pesar de lo anterior, se puede decir que el ozono tiene una tendencia a decrecer, 

sin embargo, hay que recordar que el andlisis muestra que es muy pequefia, y si se desea 
disminuir atin mds este contaminante, es necesario proponer otras vias de sohacién, pues 

se pudo ver que los niveles que por lo general se alcanzan en esta zona permanecen por 
arriba de los 100 IMECAS cotidianamente. 
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