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INTRODUCCION. 

El propésito de esta tesis es el de proporcionar una 

introduccion a las relaciones en Teorfa de Conjuntos. 

A lo largo de toda Ia tesis se incluye un gran nimero de 
ejemplos. 

La tesis esta dividida en cuatro partes. 

PARTE I: Trata de las operaciones sobre relaciones 
binarias. Se refiere a la union, interseccién y diferencia de 
relaciones. Ademas se refiere a la relacién inversa y a la 
composicion. 

PARTE II: Se refiere a las relaciones: reflexivas, 

irreflexivas, simétricas, asimétricas, antisimétricas, transitivas, 

conexas y fuertemente conexas. Se analizan formalmente. 

Se hace un estudio formal de la siguiente relaciones: casi 
orden, orden parcial, orden simple, orden parcial estricto y 
orden simple estricto. Lo que nos permite entrar al estudio de 
los buenos ordenes en un conjunto A, y a los conceptos de R- 
sucesor inmediato, R- seccién, R- segmento y reticula relativa a 
una relacién R. 

PARTE IH: Trata sobre las relaciones de equivalencia. 

PARTE IV: Se refiere a particiones.
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PARTE I 

Operaciones sobre relaciones binarias 

En diversos contextos surgen frecuentemente relaciones 
entre dos o varias cosas. Asi podemos decir que Augusto esta en 
la relacién de padrastro con Tiberio, 0 que vale la relacién de 
“estar en medio” para tres puntos. Cuando nos referimos a 
relaciones en contextos ordinarios, pensamos en que existe 
alguna descripci6n intuitiva de la clase de conexién entre ciertos 
objetos. Afortunadamente esta idea vaga de relacién intuitiva 
puede precisarse en el contexto formal. Se puede definir una 
relaciOn, simplemente como un conjunto de parejas ordenadas. 

En este capitulo nuestro interés principal es estudiar la 
teoria de las relaciones binarias. Es decir, las relaciones que se 
tienen entre dos conjuntos. 

Mas atin, la teoria de las relaciones n-arias se puede 
construir dentro de la teoria de las relaciones binarias. En 
consecuencia, omitiremos el adjetivo “binario” en la definicién 
formal. 

Definicién 1. A es una relacion si 

(V¥ x) (xeA > (Ay) (32) (x =(y,2))). 

La manera en que las relaciones n-arias estan incluidas 
dentro de la teoria de las relaciones binarias, se ejemplifica para 
n=3, 

Definicién 2. Un conjunto A es una relacién ternaria si y 
solo si
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1. Aes una relacion y 

2.(Vx)(xeA = Gy) Gz) Aw) (x=((¥%2)),0)). 
Por otra parte, notese que no a toda relacion intuitiva que ocurre 
en la teoria de conjuntos le corresponde un conjunto de parejas 
ordenadas. 

Por ejemplo, no existe un conjunto que corresponda a la 
relacién de inclusién entre conjuntos. 

Definicién ( y notaci6n)3. x Ay si (x y)eEA. 

Empezaremos los desarrollos sistematicos con tres proposi- 
ciones sencillas, que son: 

Proposicién 1. El conjunto vacio @ es una relacién . 
Demostracién: Por la Definicién 1, @ es una relacién, ya que 
todo elemento de @ es una pareja ordenada (ya que @ no tiene 
elementos). 0 

Proposicién 2. ( R es una relacion y S CR ) > S es una 
relacion. 

Demostracién: Sea x un elemento arbitrario de S. Como S CR 
entonces xeER. 

Por hipotesis, R es una relacién y como x € R, entonces existen 
y y =z tales que 

x= (yz) 
Por lo tanto, de acuerdo a la Definicion 1. S es una relacion. 0 

Proposicién 3a. R, S relaciones > R MS es una relacion. 
Demostracion: (R 1 S)c R, por el Proposicién 2 se tiene que 
(ROS Jes unarelacién. 0
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Proposicién 3b. R, S relaciones => R\S es una relacién . 
Demostracion: RASCR. O 

Proposicién 3c. R, S relaciones > R U S es una relacién. 
Demostracién : Seax e RUS entoncesx eR o xe S. En 
cualquier caso, existen y,, z, tales que x =(y,, 2;). Por lo 
tantoR US esunarelacién. O 

Ejemplo 1. Si R = {(1,1), (1,2)} y S = {(2,1)}, entonces 
RUS= {d,1), (1,2), (2,1)} también es una relacién . 

Definicién 4. Si A es una relacién entonces el dominio 
de A (en simbolos: D A), esta definido como 

DA = {x|(dy)(xAy)}. 

Proposici6n 4. D (AUB)= DAUD B. 
Demostracién: 

xeED(AUB) OG y)\(xAUBy) ( por la Definicién 4 ) 
2G y(@y)e AUB) ( por la Definicién 3 ) 

eGHW((4 y)eAv(x y)eB) 
@( y(xAy v xBy) ( por la Definicion 3 ) 

= (Jy) (xAy)v (Ay) (xBy) 
@xeBDAvxexeDB 

@xe(DAUDB). 

Proposicién 5.-D( AN B)CDAND B. 
Demostracion: 

xeD(ANB)S&G y)(x(ANB)y) (porla Definicion 4) 
2G y)((x yy) E(ANB)) (por la Definicion 3 ) 

@G y(CuyleA a (xy)eB)
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=> Gy) ((uy) eA a (xy) eB) 

=G y(@yeA) a GyY(G@y)eB) 
=>xeDAaxeDB (por la Definicién 4 ) 

=> xeDANDB. CG 

Proposicién 6. D A\D Bc D(A\B). 
Demostracién: 

xeEDA\DBoxeDAnxeDB 

@Gy(C.y)eA) a Gy (Gy €B) (por la 
Definicién 4 ) 

=> Gy)((4y¥)eA\B) , 
=>xeD(A\B) (por la Definicién 4). O 

Proposici6in 7. ACB >DAc DB. 
Demostracién: 

xEeDAS(a y)(xAy) (por la Definicién 4 ) 
=> (Jy)(xBy) ( por la Hipdtesis ) 
=>xeDB ( por la Definici6n 4). O 

Ejemplo 2. No se cumple que 

D(ANB)=DAND B, yaque: 
SiA= {(2,1), (3,2)} y B= {(2,2), (3,1)} entonces 

ANBF@ 

D(ANB)=@ (1) 
D A= {2,3} y DB= {2,3} entonces 

DANDB= {2,3} (2) 
De (1) y (2) vemos que 

D(ANB)# DA
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Ejemplo 3. No se cumple BD (A\B)= DA\DB, ya que: 
Si A= {(2,1), 3,2)} y B= {(2,2), (3,1)} entonces 

A\B= {(2,1), 3,2)}=A 

D(A\B)= {2,3} (1) 
D A= {2,3} y D B= {2,3} entonces 

DA\DB=@2 (2) 
De (1) y (2) vemos que 

D(A\B) # DA\DB. 

Ejemplo 4. Si A = {(2,2), 1,1} y B= {(1,1)} entonces 
(A\B) = {(2,2)}, D(A\B)= {2}, DA= {2,1} y DB={1}, 
vemos que D (A\B)c DA. 

Definicién 5: El rango de A ( en simbolos: R A ), esta 
definido por 

RA={ yl (4x)(xAy)}. 

Ejemplto 5. Si R; = {(1,1),(2,2)} entonces R R;= { 1,2}. 

Proposicién 8. R (AUB)= RAURB. 
Demostracion: 

yeR (AUB) & Gx) (*XAUBYy) ( por la Definicién 4 ) 
= x)((x,y) Ee AUB) 
@(4x)((xy)eAv(x,y) €B) 

oGx(xAyv xBy) ( por la Definicién 3 ) 
o(x)(xAy)vGx)(xBy) 

@yeRAveRB ( por la Definicion 4 ) 

=@yeRAURB. OC
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Proposicion 9. R (A AB) CRAQRB. 
Demostracion: 

yEeR (ANB) @Gx)(xANBy)  (porla Definicién 5 ) 

(4x) ((x,y) Ee ANB) 
SEx)((xy)EeA A(x y) €B) 

@a(Gx(xAyaxBy) ( por la Definicion 3 ) 

>(Gx(xAy) a Gx(xBy) 

>yeRAn ERB ( por la Definicién 5 ) 

=>ye(RANRB). GO 

Proposicién 10. RA\RB c R (A\B). 
Demostracion: 

yeRA\RBoeyeRAa yeRB 

=> (Ax) (@, y) € A)A (Ax) (x, ») € B) (por la Definicién 4 ) 

>(Gx((xy)EA A (x,y) €B) 

=>(3x)((x,y)e€A\B) 

> yeR(A\B) (por la Definicion 5 ). 0 

Proposicién 11. AG B > RA CRB. 
Demostracion: 

yERAs(dx) (xAy) ( por la Definicién 5 ) 

=>(4dx) (xBy) ( por la Hipotesis ) 

>yeRB ( por la Definicién 5). 0 

Ejemplo 6. $i A= {(1,1), (3,0)} y B = {(4,2)} entonces 

RA= {1,0} y RB= {2}. 
De donde, 

RA UR B= {1,0,2}. q)



Por otro lado, , 

(AUB )= {(1,1), (G0), (4,2)} 
R(AUB)= {1,0,2}. (2) 
De (1) y (2) tenemos que 

RAURB=R(AUB). 

Ejemplo 7. Nosecumple R (AN B)= RANQRB, 

ya que: Si A= {(2,1), (3,2)} y B= {(2,2), (3,1)} entonces 

ANB = @ 

R(ANB)=@ (1) 
RA= {1,2} y RB= {1,2}  entonces 

RAORB= {2,1} (2) 
De (1) y (2) vemos que 

R (ANB) #RAQRB. 

Ejemplo 8. Si A= {(1,1), 3,0)} y B= {(4,2)} entonces 

R A= {1,0}. (1) 
Por otro lado, 

(ANB)=@ 

R(ANB)=@ (2) 
De (1) y (2) tenemos que 

R(ANB)c RA. 

Ejemplo 9. Si A= {(1,1), 3,0)} y B= {(4,2)} entonces 

RB= {2}. (1) 
Por otro lado, 

(ANB)=@ 

R(ANB)=2@. (2) 

De (1) y (2) tenemosque R(ANB)CRB.



Ejemplo 10. Si A= {(1,1), G,0)} y B= {(4,2)} 
entoncess ANB=@ y 

R(ANB) = ©. qd) 
Por otro lado, 

AU B= {(1,1), (3,0), (4,2)} 

R (AUB )= {0,1,2} (2) 
De (1) y (2) tenemos que 

R(ANB)CR (AUB). 

Ejemplo 11. Si A= {(1,1), 3,0)} y B= {(4,2)} entonces 

R A= {1,0} (1) 
Por otro lado, , 

A\B=@ y R(A\B)=2 (2) 
De (1) y (2) tenemos que 

R(A\B) CRA. 

Ejemplo 12. No se cumple que, R( A\B)=RA\RB, 
ya que: 
Si A= {(3,0), 1,D} y B= {(3,1)} entonces 

A\B= {(3,0), (1,1)} y R (A\B) = {0,1} (1) 
Por otro lado, 

RA={0,l} y RB= {1} 

RA\RB= {0} (2) 
De (1) y (2) tenemos que 

, R(A\B)#RA\RB. 

Definicién 6: El campo de A (en simbolos: F A), esta 
definido por 

FA =DAURA.
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Ejemplo 13. Si A= {( 1, a), (1, b), (1, ¢ )} entonces 

DA={1l} yRA={ab,c}. 

Porlotanto FA = DAURA ={1,4,b,c}. 

Proposici6n 12. F (AUB) = FA UFB. 
Demostraci6n: 

F(AUB)= D(AUB)UR(AUB) (por la 

Definicién 6 ) 

=(DAUDB)U(RAURB) ( por las 
Proposicién 4 y 11) 

=(DAURA)U(DBURB) 

=FAUFB (por la Definicion 6 ).0 

Proposicién 13. F (ANB) CFANFB. 
Demostracion: 

xe F (ANB) @ xe D(ANB)UR(ANB)  (porla 
Definicion 6 ) 

= xeD(ANB)vxeER(AB) 
=> (xeDAnxeDB)v(xeRAanxeRB) 

=>[(xeDAnxeDB)v(xeERA)]A 

[(xeDAnxe DB) v(xeERB)] 
=>[(xeDAv xeERA)] a [(xeDBv xeERA)] A 

[(xeDAv xeERB)] a [(xeDBv xeERB)] 

=> (xeDAvxeRA)A(xeDBvxeR) 

=> xe(DAURA) a xe(DBURB) 
>xeFAanxe FB 

=>xe(FANFB). O



Proposicién 14. FA\ FB c F (A\B). 
Demostracién: 

xe FA\FB => xeFAa xe FB 

> (xeDAvxe RA) aA(x¢(DBURB)) 

=> (xeDAvxre RA) A(x¢DBax¢RB) 

=>(xeDAa(xEeDBaxeRB)) v 

(xe RA a(x¢ DB axeRB)) 

=>(xeDAnx¢eDBaxeRB)v 

(xeRAanx¢eDBaxeRB) 

=>(xeDAnxeDB)v(xeRAnxeRB) 

=>xe(DA\DB)vxe(RA\RB) 

=>xe(DA\DB)U(RA\RB) 
> xeF(A\B). 0 

Proposici6n 15. ACB > FA CFB. 
Demostracién: 

xeFA>xeDAURA (por la Definicién 6 ) 

>xeBDAvxeRA 

=>xeDBvxeRB ( por la Hipétesis ) 

=>xeEFB ( por la Definicién 6 ). O 

Ejemplo 14. Si A= {G,0)} y B= {(4,2)} entonces 

AUB = {(3,0), (4,2)} y F (AU B)= §3,0,4,2} 
Por otro lado, 

FAwu FB= {3,0,4,2} 
vemos que 

FC(AUB) = FAuU FB.
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Ejemplo 15. Nose cumple que 

F(ANB)=FAQ FB, yaque: 
Si A= {(2,1), 3,2)} y B= {(2,2), (3,1)} entonces 

ANB=@ y F(ANB)=@ (1) 
F A= {23,1} y FB={1,2,3} entonces 

FA © FB={1,2,3} (2) 
De (1) y (2) tenemos que 

F(ANB)#FAQEFB. 

Ejemplo 16. No se cumple que 

F(A\B) =FA\ FB, yaque: 
Si A= {(2,1), 3, 2)} y B= {(2, 2), (3,1)} entonces 

A\B= {(2,1), 3,2} =A y F (A\B)= {1,2,3} qd) 

F A= {2,3,1} y F B= {1,2,3} entonces 

FA\FB=@ (2) 
De (1) y (2) tenemos que 

F(A\B)#FA\FB. 

Observacion1. DD = G,RD=G,FG=G. 

1.1 Relacién Inversa. 

Definicién 7. La relacion inversa A (en simbolos: A’) esta 
definida como: 

AT={(y,x)|xAy}. 

Ejemplo 17. Si A= {(1, 0), (2, 1), (4, 2)} entonces 
= {(0, 1), C, 2), (2, 4)} es la relacion inversa de A.



Proposicién 16. yA xeoxAy. 
Demostracién: Sea z = (y,x)e A” 
zeAtea(yx)eA" (por la Definicién 7 ) 

eo yeA 
axAy (por la Definicién 3 ). O 

Observacién 2. A‘! es una relacién. 

Observaci6n 3. Si A es una relacién entonces (A“y! = A. 

Ejemplo 18. Si A= {( 1,0), (2,1), (4, 2 )} entonces 
Al={(0,1), (I, 2), (2, 4 )} es la relacién inversa de A. 

(AY = (1,0), (2,1), (4,2 J =A. 

Proposici6n 17. (AUBY! = A? UB?, 
Demostracion : 
(xy)e(AUBY' & x(AUB)!y ( por la Definicién 3 ) 

@yAUBx ( por la Proposicién 12 ) 

(9.x) ¢€ AUB (porla Definicion 3 ) 
o(yxyeAv(yxyeB 

@yAxvyBx  (porla Definicién 3 ) 
e@xAlyv xBly ( por la Proposicién 12) 
=(x,y)eAlv(x,y) eB" — (porlaDefinicién 3 ) 
(x,y)e AUB O 

Proposicién 18. (ANBY!'= A? AB" . 
Demostracion: 

(xy) e(ANBY! & pANBx (por la Proposicién 12 ) 

= (¥%x)E€ ANB (porla Definicién 3 ) 
a(yxyEA Ay, x)EB 

<ayAx a yBx (por la Definicion 3 )
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oxAly a xBly ( por la Proposicién 12 ) 
(4) eA" A (xy) eB" (por la Definicién 3 ) 
(xy) e(A'oB). oO 

Observacion 4. @'= @. 

Proposicién 19.(A\BY'=A7\B". 
Demostraci6n: 

(wy) e€(A\BY! = x(A\B)'y (por la Definicién 7 ) 
@y(A\B)x (por la Proposicién 12 ) 

=(y,x)€(A\B) (porla Definicién 3 ) 
S(yxyEeAa (yx) €B 

S(xy)eAl a (x, y)¢B! (por la Definicién 7 ) 
=(xy)eA Bo 

Proposici6n 20. ACB = A? cB". 
Demostracién: 

=>) 
(xy)eAlTa(yx)eA 

=>(y%,x)EB 

>(xy)eB! 

=) 
(xy)EA>(yx)eA! 

=>(y,x)eB" 

>(@wy)eB. O 

Ejemplo 19.(A X B)"'=BX A, ya que: 
(~4y)e (AXB)! o(yx)e (AXB) 

a yeAnxeB 

@xreBayeda
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@(xy)e (BXA). 

1.2 Producto Relativo. 

Definicién 8. Si A y B son relaciones entonces el 
producto relativo de A y B (en simbolos: A /B ) se define 
como: 

A/B={(x,y) | (3z)(xAz y zBy))}. 

Definici6n 9.B-A=(A/B). 

A B 
xP Zz 

A/B = Bed. 

Ejemplo 20. SiA={(1,3),(4,1)} y 
B = {(1,1),(2,3)} entonces A/B={(4,1)} 
Por lo tanto, BeA = {(4,1)} 

Ejemplo 21. No se cumple que A/B= B/A. 
Véase el siguiente ejemplo: 
SiA= {(4,1),(2,1)} y B={(1,3), (2,2 )} entonces 
A/B= {(4,3),(2,3)} y B/A= {(2, 1}. 

Observacién 5. A/B es una relaci6n. 

Proposici6n 21.0 /A = ©. 

Debemos demostrar que: 

i) @CW/A se cumple, ya que, por definicion @ es 
subconjunto de cualquier conjunto.
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ii) D/A BG. 

Sea (x4,z)€@/A>(J3 y) ((x%y) ED a (9,2) € A) 

=> (x,y) € O que es una contradiccién, ya que @ no tiene 

elementos. 0 

Proposicién 22.A/@ = @. 
Debemos demostrar que: 

i) OCGA secumple, ya que, por definicion @ es 
subconjunto de cualquier conjunto. 

ii) ASO. 
Sea (x,z)€A/OB > (Ay) (my)EeAa( yz) E@) 
=> (y,z) € S que es una contradiccién, ya que @ no tiene 
elementos. 0 

Corolariol. A- @=@. 
Demostracion: 

Ace@=(@G/A) ( por la Definicién 9 ) 
=@. @ 

Corolario2, 0-A=G. 
Demostracion: 

GeA=(A/D) (por la Definicién 9 ) 

=@.0 ( por la Proposicién 19 ) 

Proposicién 23. ACBA CCD => A/C cB/D. 
Demostracién: 
(xy)EA/IC>(Az)((xz)EAA(Zy)EC) 

( por la Definicion 8 ) 
=(4z)((%42z)eBa(zy)eD)  (porla Hipdtesis ) 
=>(xy)eB/D (por la Definicién 8). 0
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Las tres leyes de distributividad estan expresadas en los 
tres proposiciones siguientes: 

Proposicién 24. A/(BUC)=A/BUATC. 
Demostracién: 

(x, yJE AKBUC)&(3z) (xz) EA A(z y)e BUC) 
(por la Definicién 8 ) 

= (4z)((x ze Aa ((zy)EeBV(zy)eEC)) 

@(3z)((1z)eA A(z y) EB) v 

((xz)EA A(zy)EC)] 

= (4z)((4z)e€Aan (zy) EB)v (Az) (Cuz EAn 

(zy)eC) 
@(xy)EeA/Bv (xy) Ee A/C (por la Definicién 8 ) 
@e(xy)EA/BUA/C. O 

Proposicién 25. A/(B AC) ¢c A/Bn A/C. 
Demostracién: 
(~4y)EA/(BAC)>(Az)((xz)EAA 

(z2¥)€BOC) (porla Definicién 8 ) 
=> (3z)((4z)€AA ((zy)EBa (zy) EC)) 
=(3z)[((4z EAA (zy)EB)A((xz)EAA 

(zy)eC)] 
=> (4z)((42z) EA A(z, y)EB) A (3z)((xz) EAN 

(zy)eC) 
>(xy)EA/BA(xy)EeA/C ( por la Definicion 8 ) 
=>(xy)EeA/BNA/C. OD 

Proposicién 26. (A/B)\(A/C) ¢ A/(B\C). 
Demostracién: 

(x,y) E[(A/B) \ (A/C)] & (xy) €(A/B) A 

(x,y) €(A/C)
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2(3z2)((%z)E AA (Zy)EB)A 

~(dw)((xz)EeAa (zy) eC) 

=(3z) ((4z) EAA (zy) EB) A (Vz)(x4z) €AV 

(zy) €C) 
=(4z)((x4z)EeAan(zy)EB) a 
(Vz)((x,z)eA>(z,y)¢C) 

=(42z)((%,z)E€A a (zy) eB) 

Ahora, (x,z)e A= (z,y)E€C 
Por lo tanto, 

(z,y)EB\C A(xz)EA 
Por lo tanto, 

(xy) eA/(BAC). G 

Proposici6n 27.(CAxB)/(AxB) ¢ (AxB). 
Demostracién: 

(%y)E(AxB)/ (AxB) & (32)( (32) e(AxB)a 

(zy) e(AxB)) 
=>(3z)((x%,z)Ee(AxB))a (432)((zy)e(AxB)) 

=xeD(AxB)a yeR(AxB) 

>(x,y)e(AxB). GO 

Proposicién 28. (A/B)'=BYA". 
Demostracion: 
Sea(x,y)€(A/B)'=>(y,x)e(A/B) (por la 

Definicién 7 ) 
9 (32) 2) EA a (2x) eB) ( por la Definicion 8 ) 
>(3z)((4y EAT A (x z)€B" ) (por la Definicién 7 ) 
=>(52)((x, z)eB" A(zy)eA') 
>(xy)eBl/A! (por la Definicién 7). O
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La siguiente Proposicién muestra que la operacién de 
producto relativo es asociativo. 

Proposicién 29. (A/B)/C=A/(B/C). 
Demostracién: 

(x,y) €(A/B)/C & (32) ((x%,z) €(A/B)an 

(z,y)eC) 
2 (43z)((Av) (xv) eA ACv,z) EB) A (zy) EC) 

= (4v)(4z)((x% v)EA A(z) EB A(z,y) EC) 
2 (4v)(32z)(Cx%, vie A A( (1,2) €B A(z,y) EC)) 

= (dv)((x, v)Ee A ACAzZ\ (1,2 €B A(z,y)eEC)) 

=> (Av)((x, v)e A A(y¥,2z)eB/C) 
2(x, y)eA/(B/C). Oo 

Proposicién 30.x<¢ DA => x(A/A")x. 
Demostracién: 

xEeDAS(dy)((%y) €A) 

=> (Sy Cuy) €A A(x) EA) 
=> (Fy (xy) €A A(y,x) € At) 
>(x,xeA/A! 

=>xA/A x. a 

Proposicién 31. D(A/B) CDA. 
Demostracién: 

zéeD(A/B)@(aw)((z,w) € A/B) 

@(4dw)((av) (Cz, v) EA AC, Ww) EB) 

=>(4v)((z, v)EeA) 

=>zeDA.O
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1.3 La relacién R restringida al conjunto A. 

Definicién 10. Si R es una relacién y A es un conjunto 

entonces R restringidaa A (en simbolos: R lA ), se define 
como: 

RIA=RA(Ax RR). 

Proposicién 32. @ |A=@. 
Demostracién: 

BIA=SBn(aAxR @) (por la Definicién 10) 
=@. Oo 

Proposicién 33. R |G=@. 
Demostracién: 

RIS@=RA(Dx RR) (por la Definicién 10 ) 
ERN@GW= 6. QO 

Proposicién 34. xR|Ay @ xRy AXEA. 
Demostracion: 

xRIAy @(xy)eERIA (por la Definicién 3) 
=(x%y)ERA(AxRR) (porla Definicién 10 ) 

S(x~YERA(xXY)EAXRR 

S(xyleRa(xeAn yeRR) 

S(xyvy)ERAXxEA 

exRy axed ( por la Definicion 3 ). O 

Proposicién 35. A c B=>R | AcR | B. 

Demostracién: 

(xy)ER|ASxRIAy (por la Definicién 3 ) 
=>xRy a xe€A (porlaProposicion 34)
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=>xRyaxeB ( por la Hipstesis Ac B ) 
=>xR1B y (por la Proposicién 34 ) 
=>(x,y)eR|B  (porlaDefinicién3). 0 

Proposicién 36. R|( ANB) = (R |A)A(R IB). 
Demostracién: 

(xy)ERIAABS(xy)ERAxXE(ANB) (porla 
Proposicién 34 ) 

@(xy)ER a(xeAanxeB) 
@((xy)EeR AxeA) A((xy) ER A x eB) 
2((%y)eR|A) A ((xy) ERB) (por la 

Proposicién 34 ) 
e(x%y)e(RIA)ACRIB) A 

Proposicién 37.R| (AUB) = (RIA) U (RIB). 
Demostracién: 

(xy)e RIAUB & (xy) ER AxE(AUB) 
o(xy)eER a(xeA vxeB) 
@((x,y)ERAxEA) Vv ((x, JERAxEB) 
S(xy)ERIA a eyes B 
@(xy)e(RIA)U(RIB). 

Proposicién 38. R| (A\B) = (R 1A) \ (RIB). 
Demostracién: 

(xy)ERIA\BO(xy)eER axe (A\B) 
@o@yeR a(xeAax¢B) 
@e((4yEeR axeA)a ((x,y) ER A xB) 
o(xyyERIA A (xy)¢RIB 

@(xy)e(RIA)\(RIB). 5
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Proposicién 39. (R/S)|A= (RIA)/S. 
Demostracién: 
(xy) e(R/S)IA & (xy) eE(R/S) AxEA (porla 

. Proposicion 34 ) 
2[(3z) (4z)ERa (zy)eS)] aAxeA (porta 

Definici6n 8 ) 
@((32)(@z)ER A (3z)((zy)ES)] AxeA 
@(4z)((x4,z)ER a xe A) a (Az)((zy)eES) 

=(42z)[((%z) eR a ((z,y)eS8)] 
2(4z)((x%z)ER]AAa ((zy) eS) (por la 

Definicién 1 ) 
RI A/S ( por la Definicién 8 ). o 

Ejemplo 22. Sea R una relacién numérica tal que 
xRy @xty =]. 

Si A es el conjunto de nimeros primos entre 10 y 20 entonces 
RIA={( 11, -10 ), (13, -12 ), (17, -16 ), (19, -18 ) }. 

Ejemplo 23. Sea R la relacion numérica tal que 
xRy@2x4+1= y. 

Si A es el conjunto de los enteros entonces 
a(R'PA={y-1/2 lye A}. 
wR’ A ={2x+1 |xe A}. 
)(R/RY’A ={4x4+3 |xe A}. 

1.4 Imagen del conjunto A bajo la relacién R. 

Definicién 11. Si R es una relaci6n y A es un conjunto; 
entonces la imagen del conjunto A bajo la relacién R ( en 
simbolos: R”A ) se define como: 

R’A = R (R| A), obien
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R"A={y | (4x) ((yy)ER AxXEA}. 

Ejemplo 24. SiR={((1,1),(3,2)} y 
A= {0,1} entonces 

RR ={1,2} 

AxR R ={(0,1),(0,2),(1,1),(1,2)} 

RJA={(1,1)}=R OCAXR R) 

R’A=R (RI A)={1}. 

Proposicié6n 40. R°(7 AUB )= R”A UR”’B. 
Demostracién: 

yEeR( AUB) @& yeR(R|(AUB)) 

myeR( RIAU RIB) 

sye(R(RIA)UR(R/B)) eye R(RIA)V y. 
e R( RIB) 

ayeR’AUR’B. O 
Ejemplo 25. No se cumple que 

R” (ANB)=R”AO R’B, ya que: 
SiR={(1,3),(2,3)}, A={tl}y B= {2} entonces 
R”(ANB)=@ y 
R°?A WN R”B= {3}. 

Proposicién 41.R’°O = ©. 
Demostracion: 

R"G=R(R|O) ( por la Definicién 11 ) 

=R(@) (por la Proposicién 33 ) 
=. go 

Proposici6n 42.R” (AMB) ¢ R’A 4 R”B.
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Demostracién: 

yeR( ANB) o yeR (R|(ANB)) 

eyeR (CRIA RB) 

>ye(R(RIAJORCRIB))S>yeRCRIA) a 4 

= R( RIB) 
>yeER’A ORB. O 

Proposicién 43. R°A\R”B ¢ R”(A\B). 
Demostracién: 

yeR’A\R’"Beye R’Any¢ RB 

eye RCRA) a y¢RC(RIB) 

S(ax)((xy)EeR a xeA)a 

~(4ax)((x4y) ER axeB) 

S(Ax)((xy)ER a xeEA)a 

(Vx)((xy)€R vxe€B) 

S(3x)((ny)ER naxeA)a 
(Vx)((4y)EeR > xe¢B) 

>(43x)((x%xy)ER axed) 
Ahora,(x,y)e¢R =>x¢B 

Por lo tanto,xe A\B a (x,y) eR => (x,y) eRI(A\B) 
>yeR(RI(A\B)) 

=>yeRVA\B). O 

Proposicién 44. 

ye RPAS(Ax)((xy)ER AxeA). 
Demostracion: 

yEeR"AS ye RC RIA) 

@(4x)((%y)eR{A) 
@(Ax)((x4y)eRaxeA). O
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Proposici6n 45.A c B=>R”A c RB. 
Demostracion: 

AcB>RI/IAcRIB 

=>R(RIA)c R(R{B) 
=>R’A c RB. O 

Proposici6n 46.0” A = ©. 
Demostracién: 

QO"A=R( BIA) 

=R(@) 

=©@. 0 

Proposici6n 47.R°A = DB SOBRAA=G. 
Demostracién: 
R"A= GD o{yl(3x((xnyv)eRaxeA)}=B 

@{yl(4x)((ayeRaxeDRaxeA)}=@ 
S{yl(ax)((syseRaxeDR NA)J=H@G 
eSDRNA=B. Oo 

Proposicién 48. BR A A ¢ (R? y’CRA). 
Demostracién: 

xEDRANASGxEDRAXEA 

@(dy)(xRy a xeA) 
Se observa que 
xRy A xEAS>(xy)ERIA 

=>yeR(RIA) 
=>yeERA. 

Ahora,xRy a ye R"A> yR'x A yeR"A 
=>(y,x)eR'| RA > xeR(R?|RA)
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=>xe(R'Y(R’A).O 

Proposicién 49. (R"A) AB © R”(A 4 (R")” B) 
Demostracién: 

ye(R"A)AB=> ye RAAyeB 
=>yeR(RIA)A yeB 
=>(3x)((4y)EeR a xEA) a yeB 
=>(4x)((xy)ER a yeB) 
Se observa que 
xRy a yeB> (xy)eR! a yeB 
=>(yx)eR'|B 
=>xeR(R'|B) 
=>xe(R')”B 
Por otro lado, x € A 

Por lo tanto, 

xE€AM(R')”?B A(x y)eR 

Saye RICA UR" B) 
aye R(RI(A N(R)” B) 
>yeR’(AQ(R")’B). Oo
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PARTE II 

Relaciones de orden. 

Las relaciones que ordenan un conjunto de objetos ocurren 
en todo dominio de las matematicas y en varias ciencias 
derivadas. 

Empezaremos con las propiedades fundamentales de 
reflexividad, simetria y transitividad, y en términos de estas 
definiremos diferentes tipos de ordenes. 

Definimos la propiedad de reflexividad, simetria y 
transitividad para conjuntos arbitrarios R no sélo para 
relaciones. 

2.1 Relacién diagonal en un conjunto A. 

Definicién 12. La relacién diagonal de un conjunto A 
(en simbolos: A, ) se define como : 

Aa= {@,x)| xe A}. 

Ejemplo. Si A= { 1, 2,3 } entonces 

Aa= {(1,1), (2,2), (3,3 )}
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Observacién 6. xAg x@xeA. 

Proposici6n 50. DA, =A. 
Demostracion: 

xe DAg @ (Sy) ((4y) An (3x) (C(x, x4) Ag ) 
@e@xeA.0 

Proposicién 51. RA, = A. 
Demostraci6on: 

yeR Ay @ (4x )((x y)eda ) 
@ (3y)((% v)e4a) OyeA O 

Proposici6n 52. Ayg/ Ay = Ag. 
Demostraci6on: 

(x,y) €Aal Ag (3z)(xAgz az Agx )} 

DPx=ZA z=y 

>x= zy 

=>xAax=>xAay 

=>(x,y)eAag. 

(x,x)eAg=x e DAg nA x Agx 

=x Agx n x Aagx 

=>(x,x) Ee Ay/ Ag. 0 

Proposicién 53. (Aq )' = Ag. 
Demostracion: 

(Aa) ={(xx)) xe A} 
={(x,x)| xeA} 

= Aa . a.
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Proposici6n 54. FA, = A. 
Demostracion: 

FAg =DAgUR Ag = AVA#F=A. QO 

Proposicién 55. R es una relaci6n > 

Reo App=App /R=R 

Demostracién: 

(x,y) € Apr / RS (Az)(x Ap za zRy) 

>x=2z2a zRy 

=>(xy) eR. 

(sy) Ee RoexeDRaxRy 

=x Appx a xRy 

=>(5z)(* Ap za zRy) 

>(x,y) € App /R.O 

2.2 Relaciones basicas y sus propiedades. 

Diremos que R es unarelacion en A, si 

DRcA y RRCA 

Definicién 13. R es reflexiva en A si 

(Vx)(x¢€A=>xRx), equivalentemente 
Aa Cc R. 

Definicién 14. R es irreflexiva en A si 
(Vx) (x € A>~(xRx)) o equivalentemente 

Aa OA R= © oO equivalentemente 

Rc ((AxA) \ Ag ).
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Definicién 15. R es simétrica en A si 

(vx) (Vy) (4 ye A AxRy = yRx) 
equivalentemente R = R". 

Definici6n 16. R es asimétrica en A si 

(vx) (Vy) (x ye A AxRy > ~(yRx)) 
equivalentemente RR! = ©. 

Definici6n 17. Res antisimétrica en A si 

(Wa (Vy) (xn vpEAAxRyYAyRxXDx=y) 

equivalentemente R © R™ ¢ Ag. 

Definicidn 18. R es transitiva en A si 

(Vx) (Vy) (Vz) (4 ¥zE A aAxRy A yRz>xRz) 
equivalentemente Re-R CR 

equivalentemente R/R CR. 

Definicién 19.R es conexa en A si 

(Vx) (Vy) ye AaxRy Ax# y= xRyvyRx) 

equivalentemente ((A x A)\ Aa) C RUR"™. . 

Definici6n 20. R es fuertemente conexa en A si 
(Vx) (Vy) (x ye A> xRy v yRxX) 

equivalentemente (Ax A) ¢ RUR’ 
equivalentemente R_ es reflexiva y conexa. 

Ejemplo 26. No se cumple que : 
Si R es simétrica y transitiva entonces R es reflexiva, ya 
que R= {(1,1)} es simétrica y transitiva en A= {1,2} 
y R noes reflexiva .
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Proposicién 56. R asimétrica = R irreflexiva . 
PD. Rao((AxA)\ Ag ). 
Demostracion : 

Si (a,a) eR entonces (a,a) € R" entonces 

(a,a)e€ ROR" = @ porser asimétrica, lo cual es una 
contradiccion . 

“(CaayeR 

“~Ro((AxA)\ Ag). O 

Proposicién 57. R asimétrica => R_ antisimétrica . 

P.DROAR'CAg. 
Demostracién : 

R asimétrica > ROAR! = 
Pero Oc Ag 

ROR ' cA,g. OC 

Proposicién 58. Para una relacién R 

(Res simétrica  R=R"). 
Demostracion : 

=) 
P.D. a) RCR’! 

b)R'cR. 
Demostracién dea): 

Rc¢R" se cumple porque R es simétrica . 
Demostracién de b ) : 

(x,y) eRe (y,x) eR (porla Definicion7 ) 
=>(x,y)eR (porque R es simétrica) 

oRICR. 

=) 
P.D. R es simétrica 

Demostracion : 

a) dice que R es simétrica. 0
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Definici6n 21. 

es reflexiva si R reflexiva en FR. 

es irreflexiva si R irreflexiva en F R. 

es simétrica si R simétrica en FR. 

es asimétrica si R asimétrica en FR. 

es antisimétrica si R antisimétrica en F R. 
es transitiva si R transitiva en FR. 

es conexasi R conexa en FR. 

es fuertemente conexa si R fuertemente conexa en F R. A
A
A
A
A
D
A
 

A
B
R
 

Proposicién 59. R es unarelacion > Apa/R=R. 
Demostracién: 

P.D. Aprg/RER. 

(%¥) € Apr/R&(Az)(x AprzazRy) 

=>x=zazRy 

=> (xyJeR. 

P.D. RcApr/R. 

(xyJER > x AprxaxRy 

= (Gz)(x AprzazRy) 

=> (xy) eApr/R.O 

Proposicién 60. R es reflexiva <> Arr cR. 
Demostracién: 

R reflexiva <= R esreflexiva en FR (por la Definicion 21) 
@ArRGCR (por la Definicién 13) 

Proposicién 61. R es irreflexiva © AprOR=@. 
Demostracion:
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R es irreflexiva <= R es irreflexivaen FR (por la 

Definici6n 21 ) 

<= ApraR=© (porlaDefinicién 14 ).0 

Proposicién 62. R es simétrica <> (R'Y'=R". 

>) 
P.D. a) R cR! 

b)RICR. 
Demostracion de a): 

R es simétrica — R es simétrica en F R (por la 
Definicién 21 ) 

@RcR'! ( por la Definicion 15 ). 
Demostracién de b ): 

R es simétrica > R es simétrica en F R ( por la Definicion 21 ) 
eRcR' (por la Definicion 15 ) 
=>R"c (R'Y! (por la Proposicién 17) 
=>R'CR. 

=) 
P.D. R es simétrica, es decir, P.D.R ¢ R". 
Demostracion : 

Por hipotesis (R"y'=R? & R = R? 
SRcCRIARTCR 

=>RcR' 
= R es simétrica. G 

Proposicién 63. R es asimétrica > R'AR =O. 
Demostracion: 

R es asimétrica <> R es asimétrica en F R (por la 

Definicion 21 ) 
SRINR=@B (por la Definicién 16 ). 0
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Proposicién 64. R es antisimétricac> RI AR CArrR. 

Demostracion: 

R €s antisimétrica > R es antisimétricaen FR (por la 
Definicion 21 ) 

@RIAR C Age (por la Definicién 17). 0 

Proposicién 65. R es transitivac> R/R CR. 
Demostracion: 

R €s transitiva <> R es transitivaen F R (por la 
Definicién 21 ) 

@R/RCR (por la Definicién 18 ). 0 

Proposicién 66. R es conexa <> 

(FRxFR)\ App C RUR", 
Demostracién: 

Res conexa <= Res conexa en FR (por la Definicién 21 ) 
= ((FRxFR)\ App) CRUR"(por la Definicién 19 ).0 

Proposicién 67. R es fuertemente conexa <> 

(FRxFR)cRUR", 
Demostracion: 

R es fuertemente conexa = R es fuertemente conexaen FR 
( por la Definicién 21 ) 

<= (FRxFR)cCRUR' (porlaDefinicion 19). 0 

Proposicién 68. R es antisimétrica, transitiva e irreflexiva 
en A & R es asimétrica y transitiva A. 
Demostracién: 
=>) R es antisimétrica, transitiva e irreflexiva => R es transitiva, 
queda por demostrar que R es asimétrica, es decir, 

RAR'=@.
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Supongamos: ( 1 ) R transitiva, es decir, RR c R, 

(2) R antisimétrica, es decir, RAR! Cc Ag 5 

(3) R irreflexiva, es decir, RE (AxA)\ Aa). 

(m4 yJERAR=> (xy) eda (por (2)) 
por lo tanto, x = y 

por lo tanto, 
(x,x) €R ¢ (AxA), lo cual es una contradiccién. 
Por io tanto, 

RAR'=G, 
<=) Supongamos que:(a)ROR?= @ (R asimétrica ), 

(b)RRCR (R transitiva ) 
Por demostrar que : Res antisimétrica, es decir, RR? c Aa 

y Res irreflexiva, es decir, R ¢C (AxA)\Ag ). 
ROR! =@ c Aa, por lo tanto , 

R es antisimétrica. 

(x, x)ER >(x, x)ER! 
=>(x,x) € ROAR’=@, lo cual es una contradicci6n, 

por lo tanto, 

(x,x) ¢R, por lo tanto, 

Re (AxA)\ Ag). O 

Proposicién 69. R es reflexiva => R" es reflexiva. 
Demostracion: 

R esreflexiva <> AprpcR 

> A! FRO R? 

=> ApreR” 
=>R" esreflexiva. 0 

Proposicién 70. R es irreflexiva => R” es irreflexiva . 
Demostracién: 

Res irreflexiva <= App OAR=@
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=> (ApraR)? = (8) 
=> (Agr) A(R)! =(B)! 
=> Res ireflexiva. D 

Proposicién 71. R es simétrica => R™ es simétrica. 
Demostracion: 

R es simétrica & R c R” 
=> RT! cry! 
=> Rs simétrica. O 

Proposicién 72. R es asimétrica => R'! es asimétrica. 
Demostracion: 

Res asimétricac> R'AR = @ 
=>(R'ARY' =(@y! 
>(R'y'acRy! =o 
=> Res asimétrica. O 

Proposicién 73. R es antisimétrica => R’! es 
antisimétrica. 

Demostracién: 

R es antisimétrica <> R'AR & AFR 

=> (R'OR)! CCAR)! 
= (R')'A(RY' C Agr 
=> Res antisimétrica. © 

Proposicién 74. R es transitiva => R™ es transitiva. 
Demostracion: 

R es transitiva<> R/RCR 

=> (R/RY' c R! 
=> R'/R'c R! 
=> R es transitiva. 0
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Proposicién 75. R es conexa => R"™ es conexa. 
Demostracién: 

Resconexa > (FRxFR)\AreR C RUR! 

=> ((FRxFR)\ Age)’ (RUR'Y! 

=> ((FRxFRY)'\Gpry)e(RY'UC(R'Y! 
=> ((FRxFR)\ (Aer) (RY UR)" 
=> R" es conexa. 0 

Proposicién 76. R es fuertemente conexa => 

R" es fuertemente conexa. 
Demostracién: 

R es fuertemente conexa <= (FRx FR)CRUR’ 
=> (FRxFR)'c(RUR'Y! 
> (FRxFR)cCR'UC(R'y! 
=> Res fuertemente conexa. 

Proposicién 77. R reflexiva > DR = DR". 
Demostracion: 

VxeDR, (x x)eER,(xx) eR! 

“xeR!? 

DOR co DR". 

Y como R" esreflexiva DR'C DR. O 

Proposicién 78. R y S son reflexivas => R © S es 
reflexiva. 

P.D. AF(RAS) c ROS. 

Demostraci6on: 

(x, x) © Ar (Rasy = xe F(RAS) 

>xeFR yxeFS 

>(xx)JERy (x,x)eES
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>(x,xJeROS. O 

Proposici6n 79. R y S son uteflexivas > RO S es 
irreflexiva. 
Demostracién : 

P.D. RASC (AxA)\ Ag, es decir, 

PD. xe RAS S>xeE(AxA)\ Ag. 

xERNS>xeRaxeS 

=> xEe(AxA)\ Ayn xeE(AxA)\ Ag 

=>xeE((AxA)\ Ay N(AXxA)\ Ag) 
=> xe(AxA)\ Ay. O 

Proposicién 80. R y S son simétricas => R 4 S simétrica. 

P.D. (RAS)E (RAS). 
Demostracion: 

(sy)Ee(RAS)> (xyeRy (x y)eS 
=> (xy)eRy (xy)eS! 
=> (xy)e(R'a S$") 
> (xy)e(ROS)'.0 

Proposicién 81. R y S son asimétricas > RO S es 
asimétrica. 

P.D. (RAS)A(RASY)'= @, 
Demostracién: 

(RAS)AC(RAS)'= RASAR'AS! 
=(RAR)A(SAS") 
=@. 0 

Proposicién 82. R y S son antisimétricas en A> RAS 
es antisimétrica en A. 

PD. (RAS)ACRASY! CAR 
Demostracién:
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(xy) E(RAS)A(RAS)'=> 
(xy) E(RAS)aA(xy)E(ROSY' 
=>(xy)ERa(x,y)eSa(xy)eR a (xy)eS! 

=>((my)ERaA(xay) eR )a((xyy)eSa(xy)eS") 

=>(x,y)eAga(xy)e Ag 

>(x,y)eAg. 0 

Proposicién 83. R y S_ son transitivas => R A S es 
transitiva. 

P.D. (ROAS)/(RAS)EC(ROS). 
Demostracién: 

(xy)E(RAS)/(RAS) > 

z2)((xz)E(RAS)A(zy) E(ROS))> 

2((x,z)ER A(xz)eSa(zy)ERaA(zy)eESa> 

(3z)(((x,z) ER A(z, y) ERJA((x,z)ESA(z,y) ES > 
(xVIERA(x%y)ES>(xy)ERAS. OU 

Ejemplo 27. No es cierto que si R y S_ son conexas 

entonces RS es conexa, ya que: 

si R= {(1,2),(1,1),€2,1)} y 
S={(2,1),€1,1),C1,2), (2,2 )} son conexas en 

A= {1,2} entonces RAS={(1,1)} noes conexa, 

porque, (2,1) e€(AxA)\ Ag, pero 

(2,1)¢(RAS)U(RASY!. 

Proposici6n 84. R y S son reflexivaa > RUS es 
reflexiva. 

Demostraci6n: 

P. D. AF(RUS)G RvuS. 

(x,x) @ Ag(rusy > xEF(RUS) 

>xe(FRUFS)
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>xeFRvxe FS 

> (xxJERV (xx)eES 

=> (xx)e(RUS).O 

Proposicién 85. R y S son irreflexivas => RUS es 
ureflexiva. 
Demostracién : 
P.D. RUS c (AXxA)\ Ag, es decir, 
P.D.xeERUS>xE(AxA)\ AQ. 
xERUS>xERvarES 
=> xE(AxA)\ Ag vxE(AxA)\ Ag 
= xe((AXxA)\ Ag U (AKA)\ Ag) 
=> xe(AxA)\ Ay. O 

Proposicién 86. R y S son conexas > RUS es conexa. 
Demostracion : 

P.D. RUS es conexa: Por reduccién al absurdo. 
Supongamos que R y S sonconexasen A peroRUS noes 
conexa. 
ComoRUS noes conexa existe por lo menos una pareja 
x#y elementos de A tales que 
(xy) @¢(RUS) aA(y,x)€(RUS) 
lo cual significa que 
(~Y)ERA (yx) ES 
lo cual contradice a: 

(~y)ERV (yx)ER (porque R es conexa ) 
y (x y)eS v (yx) ES (porque S es conexa ) 
por lo tanto, RUS esconexa. 0 

Ejemplo 28. No es cierto que: 
R y S son asimétricas > RUS es asimétrica, ya que: 
si R={(1,2)} y S={(2,1) } son asimétricas en
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A=(1,2} entoncesRUS = {(1,2),(2,1)} noes 
asimétrica, porque 

(1,2) eRUS y (2,1) ERUS. 

Ejemplo 29. No se cumple que si R y S son 
antisimétricas entonces RUS es antisimétrica, ya que: 
si R= {(3,1),(3,3)} y S={(1,3)} son antisimétricas 
en A= {1,2,3} entonces RUS={(1,3),(3,1 ), (3,3) } 
no es una relaci6n antisimétrica porque 
(1,3) eRUS y (3,1) ERUS. 

Ejemplo 30. La proposicién: 
si R y_ S son transitivas entonces R VU S no es transitiva 
no es cierta, ya que: 
si R={(1,1)} y S={(2,2)} son transitivas en 
A= {1,2} entonces RUS ={(1,1),(2,2)} noes 
transitiva . 

Proposicién 87. R y S son irreflexivas => R\S es 
irreflexiva. 

Demostracion: 
P.D. R\S c (AxA)\ Ag, es decir, 
P.D. xe R\S>xe(AxA)\ Ag. 
xeR\S>xeRaxeS 

=>xeER 

=>xe(AxA)\ Ay. O 

Proposicién 88. R y S son simétricas > R\S es 
simétrica. 

Demostracién: 
P.D. (xy) eER\S>(yx)eER\S. 
(~Y)ER\S> (xyJERA (xy) ES
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=>(yx)ERA (yx) ES (CporqueR yS son simétricas ) 
=>(yx)eR\S.O 

Proposicién 89. R y S son asimétricas > R\S es 
asimeétrica. 
Demostracion: 

P.D. (x y)ER\S>(yx)ER\S. 

(~VJERA\S> (x VERA (xy)ES 

=>(yx)EeR ( porque R asimétrica ) 
=>(y%x)€RAS.O 

Proposicién 90. R y S son antisimétricas => R\S es 
antisimétrica. 

Demostracién: 

PLD. (R\S)AC(R\S)! © Ag, es decir, 
P.D.(xy)e(RAS)JA(RISY'S>(xy)edAg. 
Supongamos : (1) Res antisimétrica, es decir, ROR 'CAa, 

(2)S es antisimétrica, es decir, SAS CA,, 

(xy) EC(RAS)AC(R\SY' 
=> (xy)E(RAS)A(xy)eE(RASY! 
=> (~y)E(RIS)A(xy)eER NS" 
>(xvJERA(xy)ES A (Ky) ER'A (xy) eS! 
>(xy)ERA(xy)eER! 
=>(xy)ERAR! 

=> (xy)eAn (por (1)). O 

Ejemplo 31. No es cierto que: 
Si R y S sonreflexivas entonces R\S es reflexiva, ya que: 
Si R={(1,1),(1,2),(2,2)} y S={(1,1),(2,2)} son 
reflexivas en A= {1,2} entoncesR\S={(1,2)} noes 
reflexiva, porque 

(11)¢R\S y (2,2)¢R\S.



42 

Ejemplo 32. No se cumple que: 
Si R y S son transitivas entonces R\S es transitiva, ya que: 
Si R={(1,1),0,2),02,1)} y S=£{(€1,1)} son 
transitivas en A= {1,2} entonces R\S={(1,2),(2,1)} 
no es transitiva, porque 

(11)¢R\S. 

Ejemplo 33. No se cumple que: 
Si R y S son conexas entonces R\S es conexa, ya que: 
SiR={(1,2),0.1),(2,1)} y S={(,2), (2, 1) } son 
conexas en A = {1,2 } entonces R\S={(1,1),(2,2)} no 
es conexa en A, porque 

(1,2)¢R\S y (2,1)¢€R\S. 

Proposicién 91. Si R y S son reflexivas entonces 
R/S es reflexiva. 

Demostracién: 
P.D.A, ¢ R/S, es decir, 

P.D. (x, x)e An > (x xER/S. 
xeEA>(xXNER ( porque R es reflexiva ) 
xeA> (xxeS ( porque S es reflexiva ) 
por lo tanto, (x,x) e R/S (por la definicién 8). O 

Ejemplo 34. No es cierto que: 
Si R y S son irreflexivas entonces R/S es irreflexiva, ya 
que: 
Si R={(1,2),(3, I) } y S=£(2,1),(1,3)} son 
irreflexivas en A= { 1,2, 3} entonces 
R/S = {(1,1), (3,3 ) } no es irreflexiva, porque 
leA,(1,1)eER/S. 

Ejemplo 35. Es falso que: 
Si R y S son simétricas entonces R/S es simétrica, ya que:



43 

Si R={(1,1), (1,2), (2,1), (3,4), (4,3) }y 
S={(3,2),(2,3)} son simétricas en A= {1,2,3,4} 
entonces R/S={ (1,3), (3,2), (4,2) } noes simétrica, 
puesto que. 
1eEA,36€A,(1,3)ER/S y (3, ND ER/S. 

Ejemplo 36. No se cumple que: 
Si R y S son asimétricas entonces R/S es asimétrica, ya 
que: 
Si R={(G,1),(2,1)} y S={(1,2)} son asimétricas en 
A= { 1, 2,3 } entonces 
R/S = { (2,2), (3,2) }, no es asimétrica, porque 
(2,2)eR/S y (2,2)e(R/S)'. 

Ejemplo 37. No se cumple que: 
Si R y S son antisimétricas entonces R/S es antisimétrica, 
ya que: 
Si R= {(1,3),(2,2)} y S={(2,1 ), (4,4), (3,2) } son 
antisimétricas en A= { 1, 2, 3, 4} entonces 
R/S={(2,1), (1,2) }, no es antisimétrica, porque 
(2.1)ER/Sy(1,2)e R/S. 

Ejemplo 38. No se cumple que: 
Si R y S son transitivas entonces R/S es transitiva, ya que: 
Si R={(2,2)}y S={(2,1),(1,1),(1,2)} son 
transitivas en A= { 1, 2, } entonces 
R/S= {(2,1)}, no es transitiva, porque 
(1,1) ¢R/S y(1,2)¢ R/S. 

Ejemplo 39. No se cumple que: 
Si R y S son conexas entonces R/S es conexa, ya que:



Si R={(2,2),(2,1)} y S={(1,2),(2,2)} son 
conexas en A= {1,2} entonces R/S={(2,2)}, noes 
conexa, puesto que: 

(2,1)e(AxA)\Axa pero (2,1)¢R/S U(R/SY'. 

2.3 Clases de relaciones de orden. 

Definicién 22. R es casi-orden de A si R es reflexiva y 

transitivaen A o equivalentemente, Ag C Ry Ro-R CR. 

Definicién 23. R es un orden parcial de A si 

R es reflexiva, antisimétrica y transitiva en A o 

equivalentemente, Ag C R,RAR'C Ag y ReoRER. 

Definicién 24, R es un orden simple de A (también es 
llamado orden total o lineal o cadena ) si 

R es antisimétrica, transitiva y fuertemente conexoen A o 

equivalentemente, RA R™ cana y Re-RCR y 

(AxA) & RUR™ 

Definicién 25. R es un orden parcial estricto de A si 
R es asimétrica y transitivaen A o equivalentemente, 
ROR'=@ y RoRCR. 

Definicié6n 26. R es un orden simple estricto de A si 
R és asimétrica, transitiva y conexa en A 6 equivalentemente, 

RAR'T=@ y ReRER y ((AXA)\Ag) C RUR". 

Definicién 27. 

R es casi-orden si R es casi- ordenen FR. 

R_ es orden parcial si R es orden parcialen FR. 

R_ es orden simple si R es orden simple en FR.
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R es orden parcial estricto si R es orden parcial estricto en F R 

R es orden simple estricto si R es orden simple estricto en F R. 

Observacién 7. R es un orden simple = R es un orden 
parcial => R es un casi orden. 

Proposicién 92. R es un orden parcial => R’ es un orden 
parcial. 
Demostracion: 
R es antisimétrica = R’' es antisimétrica 

R es transitiva => R” es transitiva 
R esreflexiva => R” es reflexiva. 

Como R" es antisimétrica, transitivo y reflexiva se tiene que 
R' es un orden parcial. O 

Proposicién 93. R es un orden simple => R™ es un orden 
simple. 
Demostracién: 

R es antisimétrica = R™' es antisimétrica 

R es transitiva => R” es transitiva 
R es fuertemente conexa => Res fuertemente conexa 
Como R™ es antisimétrica, transitivo y fuertemente conexa 
se tiene que 

R™ es un orden simple. 0 

Observaciédn 8. Ry S son casi- orden > ROSesun 
casi - orden. . 

Observacién 9. Ry S son orden parcial => RS es un 
orden parcial.



Observacién 10.R y S son orden parcial estricto > 
RS es un orden parcial estricto. 

Observaci6n 11. Un orden parcial estricto no es un 
orden parcial . 

Proposicién 94.R esunorden parcial > 

R\Aga es un orden parcial estricto. 

Demostracién: 

P.D. R\ Arr es asimétrica, es decir, 

P.D. (R\Agr) O(R\Age)! = &. 
Supongamos que: 

(Rider) O(R\dee)y' # @ 
Sea(a,b)e(R\Apr) A (R\ApR)' © 
(a,b)e R\Are A(a,b)e(R\ApR)y' © 
(a,b)e Ra (a,b) ¢ Agr A(ab)e RIA 
(4,6) € Apr > (a4,b)eE ROR'A (a,b) € Age, 
lo cual contradice a la hipotesis 

ROAR' Cc Age “C(R\AgR) A (Ri\AgRy' = @. 
“ R\Age es asimétrica. 

P.D. R\ Ara esto es transitiva, es decir, 

P.D. (R\AgrR) > (R\AgR) € Rl\Age. 

(a,b)e(R\Agr)o(R\AprR) © 

(3 z) ((a,z)e(R\AgR) A (z,6)e(R\AeR)) 
(3 z) ((a,z)ER A(az)eAeRA 

(z,5)ERA(z,6)¢ Agr) > 

(32) (((az)ER A(z bYER)A ((az)eAFRA 

(2,6)¢ Arr)) > 
(a4,b5)ER-RA (a,b) ¢AgpR/ APR>
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(a,b)ER A (a,b) ¢AgR/ Agr ( porque R es 

transitiva ) 

>(abyERA (a,b) GArR ( por la Proposicién 52 ) 

=>(a,b)e(R\Apr) => 

R\Agp es transitiva. 0 

Definici6n 28. x es un elemento R - minimo de A si 
xeAy VyeA setiene que yRx > y= x. 

Ejemplo 40. Si R:= c, y A= {{1},{2,4},{0},{1,0}} 
entonces {1} es un elemento < minimo de A. 

Ejemplo 41.Si R:= <,y A={ 0,1, 2, 3, 4,...}entonces 
0 es un elemento < minimo de A. 

Ejemplo 42. Si R:= >, y A = {....,-3,-2,-1,0} 
entonces no hay un elemento > minimo de A. 

Observacién 12. Si ningun elemento x de A se 
relaciona con ningun elemento y de A entonces todo 
elemento de A es un elemento R - minimo . 

Definicién 29. x es un elemento R - primero de A si 
xeAy para x#yeA se tiene que xRy. 

Ejemplo 43. Si R:= <, y A = {1,2,3,4,5} 
entonces 1 esunelemento < primero deA. 

Ejemplo 44. SiR:= 2, y A = {3,2,1} entonces3 
es unelemento = primero de A.
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2.4 Buenos ordenes en un conjunto A. 

Definicién 30. La relacién R es un buen orden en un 
conjunto A si R esconexa en A y VBCA y B¥@ se 
tiene que B tiene un elemento R - minimo . 

Ejemplo 45. Si R:=<, y A ={1,2,3,....} 
entonces < es un buen orden en A. 

Proposicién 95. Si R es un buen orden en A entonces R 
es asimétrica y transitivaen A. 
Demostracion: 
P.D. R es asimétrica: Por reducci6n al absurdo. Supongamos 
que R es un buen orden en A pero no es asimétrica . 
Como R no es asimétrica existe por lo menos una pareja x # y 
de elementos de A tales que xRy A yRx. 
Considérese B = { x, y }, entonces BCA y B¥ @ y comoR 
es un buen orden en A, entonces, de acuerdo a la Definicion 30 
B debe tener un elemento R- minimo. 
1 ) supongamos que x es elemento R- minimo, entonces 
yRx => y=~x lo cual es una contradiccion. 

2) Andlogamente y no es minimo en { x, y }. 
Por lo tanto, R es asimétrica . 

P.D. R es transitiva, Por reduccién al absurdo. Supongamos 
que para x,y,z¢A setieneque xRy A yRz y que 
~(xRz). 

Notar que x#y. 

Si x= z,entonces xR y A yR-x que contradice el punto 
anterior . 

Por otro lado como R es un buen orden en A, de acuerdo a la 
Definicién 30, R es conexa, es decir, V x,y A se tiene que 
xRyv yRx.
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Por conexidad para x,z se tiene que xRz v zRx pero 
como ~(xRz) entonces se cumple que zR x, pero entonces, 
el subconjunto B= {x,y,z}de A no tiene un elemento 
R- minimo: 

1) x no es R-minimo, pues zRx. 
2) y noes R- minimo, pues xR y. 
3) z no es R- minimo, pues yRz. 

De esta manera no existe un R - minimo de B y esto contradice 
la suposicién de que R es un buen orden en A. 
Por lo tanto R es transitiva. O 

Proposicién 96. R es un buen ordenen A siysdlosi R 
es asimétrica y conexaen A y V @#B c Asetiene queB 
tiene un elemento R - primero . 
Demostracion: 
=>) a) P.D. B tiene un elemento R - primero. 
R es un buen orden en A, por la Definicién 30, implica que 
V © #BCA se tiene que B tiene un elemento R - minimo. 
Considérese x elemento R - minimo de A, entonces, por la 
Definicion 28 xe AAV ye A setiene que yRx=> y=x. 
Si x#y,entonces xRy 6 yRx. Por lo anterior, xRy. 
Por lo tanto B tiene un elemento R — primero . 

b) P.D. R es asimétrica y conexaen A. 
Como R es un buen orden en A, por la Definicion 30, R es 
conexa. 
Como R es un buen orden en A, por la Proposici6n 91, R es 
asimétrica . 
<) P.D. R es un buen orden en A, es decir, P.D. R es conexa 
enAy VBCA y B#®@ se tiene que B tiene un elemento 
R - minimo. 
V @ #BCA se tiene que B tiene un elemento R - primero .
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xeB.Para x# y €B se xRy, como Res asimétrica se 

tiene que~(yRx), porlotanto yRx >x=y. 
Por lo tanto, B tiene un elemento R - minimo, por lo tanto, R es 

un buen ordenenA. QO 

Proposicién 97. R esunbuenordenen A y A#@ > 
A tiene un elemento unico R - primero . 
Demostracion: 

Si x,y fueran dos elementos R - primeros con x# y, 
entonces 
xR-primero=> xRy 
yR- primero > yRx 

(se contradice que un buen orden es asimétrico ). 0 

Proposicién 98. R es un buen ordenen A y Bc A=> 
R es un buen orden en B. 
Demostracion: 
R €s asimétrica en A = R es asimétrica en B ( porque 

BcA). 
R es conexa en B, porque lo esenA. 

Todo @ # C CB tiene unelemento R- primero. O 

Definicién 31. Sea S una relacién en Z y sea S* una 
relacion en Z” , por definicion, 

nS*m o -n S -m. 

Proposicié6n 99. 
S es un buen orden en Z <> S* es un buen ordenen Z’*. 
Demostracion : 

=>) P. D. S* es un buen orden en Z*. 
Conexidad: 

Sea k#/e Z*, entonces -4,-le Z
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“w-kKS-1 6 -1S-k > kS*1 6 1S*k 
*. S es conexa. 

Sea @# Ac Z", entonces @ #-ACZ 
Sea mel primer elemento de— A, entonces 
-m § (-a) VaeA 

wom S*a VaeA 

.. - mes el primer elemento de - A 

<=) P.D. S esun buen orden en Z. 
Conexidad: 

Sean k#leZ ,entonces -k,-1eZ* 
wok S*¥ -1 6-1 S*-kK>kSITOISk 
.. S* es conexa. 

Ahora,sea @ #-A c Z entonces A c Z* 
Sea m el primer elemento de A,entonces m St a VaeA 
.-mS(-a) VaeA 

“. >m esel primer elemento de-A. O 

Ejemplo 46. R :=< noes un buen orden en Z’ , porque 
a@ * B= { ..,-15,-14,-13,-12} ¢ Z tal que 
B notiene < primer elemento . 

we <-15S< -14<-13<-12. 

Ejemplo 47. R:=> noes un buen orden en Z* , porque 
1@ # B= { 30,40, 50, 60,...} c Z* tal que 
B no tiene > primer elemento . 

> 60 > 50> 40>30. 

Ejemplo 48. R: = > es un buen orden en Z’, porque 
a) R:= > es conexa, ya que 
Vx4¥ypeZ,x<y o yp<x 

“xRy o pyRx. 
b) Sea DW #-A CZ



52 

Como R esconexa en Z y A CZ entonces 

Res conexa en A, es decir, V rj#rjeA 

secumple quer;R rj 0 7;R rj. 

i) Supongamos que r;e A esel elemento minimo de A, 

entonces (7j, ri )}¢R Wrje A, pero por la conexidad 
de R,secumple que r,;R rj Vrje A 

“. 7; esel primerelemento de A. 
ii) Supongamos que rj;¢A esel elemento minimo de A, 
entonces (rj, 7; )¢R Vrie A, pero por la conexidad 

de R,se cumple que r,;R rj Vrie A 

“rj esel primerelemento de A. 

Ejemplo 49. R : =< ordenabiena Z*, ya que > ordena 
bien a Z <> < ordena bien a Z* . 

Ejemplo 50. R:=< noordena biena Z, porque 

IO #A= { ...,-20,-19}¢ Z tal que 
A notiene < primer elemento, es decir, ..<-20< -19. 

Ejemplo 51. R: =< noordena biena Q*, porque 
AD#zA={12" |neZ* } tal que © 
A notiene < primer elemento, es decir, 

. V24< 12? <1? <1. 

Ejemplo §2.x Riy = x<y+t2 
no ordena bien a Z*, porque R; noes asimétrica, es decir, 

3 142 ¢ Z*,entonces 1<2+2 « 1R,2 
pero 2<1+2 . 2R)1. 

Ejemplo 53. x Ray <= x <y-2 

no ordena bien a Z", porque R, noes conexa enZ”*, ya 
que, J 1#2 © Rz,talque (1,2)¢R2 y (2,1) ¢ Ro.
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Ejemplo 54.xR3 y = Ixl<ly| v( |xl=lyl a x<y) 
ordena bien a Z , porque 

xR3y @ Ixl<lyl v¢lel=lyl 0 x<y) 
ax<y 

Ox>y 

-.R3!= > ordenabiena Z. 

Ejemplo 55. xR; yp <= 

Iyl<lel v (lyl=lx] a y<x) 
no ordena bien a Z* orque 

xRyly @ ly] < IsPve Iyl=lxl A y <x) 
ay<xv (yex ay<x) 

my<x 

ax>y 

».R3?:= > no ordenabiena Z". 

Ejemplo 56.x Rs y = |x| <lyl v¢ |xl=ly] a x<y) 
no ordena bien a Z , porque R; no es conexa ya que, 
l#-l eZ, : 
(1,-1) € R3 pues li] <|-1| 
(-1,1) € Rs pues l-al < jal. 

Ejemplo 57. 

Sea xRay @ Ixl>lyl v Clxl=lyl a x > y) 
Ry’ ordena bien a Z’ , ya que: 

xRay & -x>-y 
—@y<x 

wRai=<en Z 

oRglis > en Z 

“Ry! := > ordena bien a Z.
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Ejemplo 58. 

Sea xRyy @ Ixl>lyl v Clxlelylax>y) 
ordena bien a Z , porque: 
» Ry es conexa: 

eZ=>(lxl=lyl y x=y) 6 Ixl# yl 
Si lxle| |y| entonces [x|> yl >xRay 6 

Ixl>lyl > »Ry x 
Si 0 # x = -y entonces x>0 entonces xRyy 6 

x< 0 entonces yRy x 
“xRgy 6 yRygx. 

Ahora @4#A c Z 

Sea @¥ |Al= {lal | aeA} CZ ULO}. 
Sea m el < primer elemento de | A]. 
(< es buen orden en Z* U{0}) 
m= |x| con xeA 

entonces yRy z VzeA tal que lz| >m. 

Si(x,w) ¢ R, con w ¢ A entonces Ix|< lol 

como Ixl< lw , entonces 

[sl=lwlwea 
entonces w<x yasi wes el primer elemento de A 
respecto a Ry. 

Ry ordenabiena ZO ’ 

2.5 R-sucesor, R- seccién y R - segmento. 

Definici6n 32. y esun R - sucesor inmediato de x si 

xRy a(Vz) (xRz>5>z=yvyRz). 

Definicién 33. x es unelemento R - mayor de A si 
xEA AN (WY)(YEAAXFYDMYRX).
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Proposici6n 100. x esun elemento R - mayordeA <= 
x es un elemento R™ menor de A. 
Demostracion: 

x es un elemento R - mayor elemento de A <> 
xEA A(VY)(YEAnAx#y>DyRx) 
exeA an (Vy)\(yvEeAnx#y>xR'y) 

<> x es un elemento R™ menor de A. 0 

Definicién 34. B es una R-secciénde A si 
BCA 

i)AA(R' YB cB”. 

Ejemplo 59. Sean A= {1,2,3,4}, Bi={1,2} 

B, = ©, B; = {2,3} 
R, :=< 

R,: => 

(1) Vemos que B, es una < seccién de A, ya que: 
i) Bi CA, es decir, {1,2} ¢ £1,2,3,4}. 
ii)A MR, »B ¢ B,, porque : 

Rie {(1,2),(1,3), (1,4), (2,3), (2,4 G8 )} 
Ry" ~ €(2,1),(3,1), (4,1), ( 3,2),(4,2), (4,3) } 
2>RR'={1,2,3}> 

Bix R Ry={(1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), 
(2,3)} 

“CRI” | Bi)= (Bix R Ry)= {(2,1)} 
“(CR ‘Y’ Bi= R(BixR Ri")={1} 
SANCR')B=f{l} c B,={1,2}. 

©  Recuérdese que la i imagen del conjunto A bajo la relacién de R ( en 
simbolos: R”A) se define como: 

R"A=R(RIA )=R(RA(AxRR)=fy | (Ax)(ERY A XEA)}.
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(2) Vemos que B, = @ es una < seccién de A, ya que: 

DOCA. 
i)AN( RY? @ ¢ Ba, yaque, 

CR) @=R(R'16)=R(D)=B 
ANCR')? @ =f 
AACR) @ c By. 

(3) Vemos que B3; = { 2,3 } no es una < seccién de A, ya que, 
An( R,')’Bs & Bs, porque: 
B3x RR = {2,3} {1,2,3}= 

= {(2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (3,3)} 
2 Ry! | Bs = Ry1A(Bsx R Ry)= {(2,1),(3,1)} 

“(Ry Bs = R(Ry'A(B3x R Rr')) = {1} 
Le R(RYA(Byx R Ry')) pero 1 ¢B3 = {2,3}. 

(4) Vemos que B; = { 2,3 } noes una < seccién de A, ya que, 

4>3 y 4¢{2,3}. 

Ejemplo 60. Sean 
N = conjunto de enteros positivos = Z* 

S={x |x eNax<10°} 
Ry :=< 

R,:= > 

xR3y @& x<ytl. 

(1) Vemos que S noes una < secciénde N, porque q porq 
x<S<10° => x<10% 

(2) Vemos que S esuna > seccidnde N, porque 
10'° > 10° 

0° ¢5S, 10 eS.
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(3) Vemos que S$ siesuna R3 secciénde N, porque 

conx¢S, yeS y ytleS se tiene que 
x Ry yo x<ytl @ 10° < x < y +1<10°,esuna 
contradiccion . 

(4) Sean N* = {1,2,3,...}y N = £0,1,2,...}. 
Vemos que {1} esuna R3 seccién de N*, porque: 
xeN*, xR31 oO x<1+]1 o x<2 © xK<1 

“x=l, 

Definicién 35. El R - segmento de A generado por x 
(en simbolos : S (A, R, x )) se define como : 

SCA, R.x)={y | ye A ay Rx}, 

Nota : El conjunto S (A, R, x ) es el conjunto de los 
R - predecesores de x, ya que son también elementos de A . 

Proposicién 101. xe A y Res transitivaen A> 
S(A,R,x)esuna R-seccién deA. 

Demostracion: 

Supongamos que ye S(A,R,x). 
P.D. Los R - predecesores de y que son elementos de A son 
también elementos de S(A,R,x). 
Sea z un R-predecesor dey, es decir, 

z€(AN(R") {y}), 
de donde 

(1) zRy 
yaque yeS(A,R, x), tenemos que 

(2) yRx, 
y asi por la hipétesis de transitividad se sigue de(1) y (2) 
que 

zRx
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de lo cual concluimos que ze S(A,R,x). QO 

2.6 Reticula relativa a una relacién R. 

Definicién 36. x es una R - cota inferior de A si 

Vy eA, xRy. 

Definicién 37. x es un R - infimo de A si 
i)x es una R - cota inferiordeA y 

ii) Vy R- cota inferior de A, yR-x. 

Ejemplo 61. Si A= {1,2,3} y (R:= < ) entonces 
A no tiene una < cota inferioren A, porque 

ntn Vn=1,2,3 
..Ano tiene < infimo, 

Ejemplo 62. Si Z* = { 1, 2, 3,...} y (R:= >) entonces 
Z* no tiene > cota inferior, porque 

n + n VneZ. 
.. Ano tiene > infimo. 

Ejemplo 63. Si Z*= {1,2,3,...} y (R:= <) entonces 
Z* no tiene < cota inferior enZ*, porque 

ntn VneZ. 
.. Ano tiene < infimo. 

Ejemplo 64.Si A= {1,2,3} y (xRy @ x<y+2) 
entonces, 
a) 1 es una R - cota inferior de A, porque 

1R1,1R2, 1R3. 
b) 2 es una R - cota inferior de A, porque 

2R1, 2R2, 2R3. 
c) 3noes una R - cota inferior de A, porque
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3K 1, yaque 3£1+2. 
.. Ly 2 son R - cotas inferiores de A. 
como 1<2 y 2<1, setiene que 1 y2 son R-infimosdeA. 

Ejemplo 65. Si A= {1,2,3} y R:= xdividea y, es 
decir, R= { (1, 1), (1, 2), (1, 3 ) } entonces 1 es una R - cota 
inferior de A, porque 

1R1, 1R2, 1R3. 

Ejemplo 66. Si A= {1,2,3} y (xRy ox <y+4), 
es decir, R= {(1,1),(2,2),(1,2),(1,3), (2,3),(2,1)} 
entonces 

a) les R - cota inferior de A, porque 1R1, 1R2 y 1R3, 
b) 2 es R - cota inferior de A, porque 2R1, 2R2 y 2R3, 

.. A tiene dos R - cotas inferiores que son: 1 y 2, pero como 
1R2 y 2R\1, entonces 1 y2 son R - infimos de A. 

Definicién 38. y es una R - cota superior de A si 

VxeA, xR y. 

Definicién 39. y es un R - supremo de A si 
i) y es una R- cota superior de A, y 

ii) Vx R- cota superior, xR py . 

Ejemplo 67. Si A= {1,2,3,4} y (R:= <)entonces 

Anotiene una < cota superior en A, porque 

1¢l yntn-1l (n>1). 
.. A no tiene < supremo . 

Ejemplo 68. Si Z* = { 1,2, ...} y(R:=>) entonces A 
no tiene > cota superior, porque 

I¢l y n-lbn (n>1). 
.. Z* notiene > supremo .
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Ejemplo 69. Si Z = {...,-2,-1} y (R: =<) entonces 

Z no tiene < cota superior, porque 
-l¢-l y nt+i¢n  (n<-l). 

..Z notiene < supremo. 

Ejemplo 70. Si A= { 1,2,3,4} y (xRy @ x<7-y) 
es decir, R= {(1,1),(1,2),€1,3), (1,4), (3,1), (3,2), 

(3,3 ),( 2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (4,1),(4,2)} 
sea B = {1,2}  entonces 
Cotas superiores para B: { 2,3, 4} 

(4,3)¢ R  .. 4 noes supremo 

(3,4)¢ R_ .. 3 noes supremo. 

“2 esel supremo de B. 

Ejemplo 71. Si Z = {...,-2,-1}c Z, Z con la 
relacin (R:= < ) entonces el conjunto de cotas superiores 
para Z en Z, son { 0,1,2,3,...} y 0 eslamenor cota 
superior . 

Supremode Z en Z =0. 

Ejemplo 72. Si Z ={...,-2,-l} y (R:=<). 
Como -1¢-l y n+14¢n para (n < -1) entonces Z no 
tiene cota superior en Z . 

Ejemplo 73. Si A= {1,2,3} y (R:= < )entonces3 
es la unica < cotasuperior de A en A, ya que: 

1<3,2<3 y3<3. 
-. 3 es el < supremo de A. 

Ejemplo 74. Si A={-1,-2,-3} y (xRy ox<yp) 
entonces
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-1 esuna R-cota superior de A, ya que 

3 R-l y -2 R-1, 
-2 es una R-cota superior de A, ya que 

-1R-2 y -3 R-2, 
-3 es una R-cota superior de A, ya que 

-1R3 y -2R-3. 

“. -1,-2 y -3 son R - cotas superiores de A en A. 
Todos son un elemento menor en el conjunto de cotas 
superiores . 

.. Todos son supremos . 

Observacién 13. 
a) Supremo de B con unarelacién R = infimo de B con una 

relacién R™. 
b) infimo de B con una relacién R = supremo de B con una 

relacién R™. 

Definici6bn 40. A es una reticula respecto a R si 
i) R esunorden parcialde A y 

i) Vx,y € A, {x,y } tiene un R - supremo y un R - infimo en 
A. 

Ejemplo 75. Si A= {1,2,3} y 

R ={(1,1), (2,2), (3,3), (1,2), (2,3), (1,3) } 
entonces, A es una reticula respectoa R, ya que: 

i) R esunorden parcial, porque 
R es reflexiva, ya que 

Aa={(1,1),(2,2),(3,3)} CR 
R es transitiva, ya que 

ReR={(1,1),(1,2), (1,3), (2,2),(2,3),(3,3)} CR 
R es antisimétrica, porque: 

R={(1,1), (2,2), (3, 3),€1,2), (2,3), C13) } 
RT= {(1,1),(2,2),(3,3),(2,1),(3,2),(3,1)} 0 y



62 

R © R'={(1,1),(2,2),(3,3)} © Aa. 
ii) También se cumple que: 

Vx,y € A, {x,y } tiene un R - supremo y un R - infimo en A. 
Note que si {a,5}, ¢ {1,2,3},setienequea<b 6 
b <a, entonces 
sup {a,b}=may {a, 6}, 
inf {a,b}=men {a,b}, 
ejemplo: sup {1,3 }= 

inf {1,3}= 

Ejemplo 76. Construir un R - orden parcial de un 
conjunto A con tres elementos tal que A no genera una 
reticula respecto a R. 

Solucién. 

A={1,2,3}, 
R ={(1,1), (2,2), (3,3 ), (1,3 ) }, es orden parcial, 
porque: 

R es reflexiva, ya que ’ 

As={(1,1),(2,2),(3,3)} GR 
R es transitiva, ya que 

R-R={(1,1),(1,3),(2,2),(3,3)}cR 
R es antisimétrica, porque: 

R= {(1,1), (2,2), (3,3), (1,3 )} 
R™= {(1,1),(2,2),(3,3),(31)} y 
Ro R'={(1,1),€2,2),(3,3)} ¢ Aa. 

Como { 1,2} no tiene R - cota inferior -. { 1,2} no tiene 
R-infimo en A. 

Proposicién 102. Si A es una reticula respecto aR 
entonces A es una reticula respecto aR”! 
Demostracion: 

Como R es un orden parcial entonces R™ es un orden parcial. 
( por la proposicion 92 ).
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Por la Observacion 13, sabemos que 

supremo de A con unarelacién R = infimode A con una 
relacion R". 

infimo de A con unarelacién R = supremo de A con una 
relacién R”. 

.. A esunareticula respectoaR?. O 

Proposicién 103. Si R es un orden simple de A 
entonces A es una reticula respectoaR . 

Demostracion: 
Como R es un orden simple entonces R es antisimétrica, 

 transitiva, reflexiva y conexa, 

*. R esun orden parcial de A. 
Veamos ahora que (A,R) es una reticula. 
P.D. 
Vx,y eA, {x,y } tiene un R - supremo y un R - infimo en A. 
Por conexidad, para x, y se tiene que: 
xRy 6yR-x. 

Si x Ry, entonces xes R - cota inferior en A, 

si z es otra R - cota inferior de {x,y} A entonces zR x 
y zR x.Como x es la mayor de las cotas inferiores entonces 
x es el R-infimo de { x, y }. De la misma manera y es el 
R-supremo de {x,y}.0 

Ejemplo 77. De un conjunto de tres elementos se pueden 
construir 3!= 6 reticulas diferentes, es decir, en una reticula 
de tres elementos cualesquiera dos elementos son comparables . 

3 2 3 1 2 1 

2 3 ] 3 ] 2 

1 I 2 2 3 3



PARTE II 

Relaciones de equivalencia. 

Definicién 41. R es una relacién de equivalencia si R es 
una relacién y R es reflexiva, simétrica y transitiva o 

equivalentemente si Arp C R,R=R!y R/RCR. 

Definici6n 42. R es una relacién de equivalencia en A si R 
es una relacién de equivalencia y A= FR. 

Proposicién 104. R es una relacion de equivalencia <> 

R/R'=Ry DR=A 
Demostracién: 

>)P.D.R/RICR. 
R/RcCR ( porque R es transitiva ) 

Por otro lado, 

R=R" ( porque R simétrica ) 
por lo tanto, 

R/R'CR. 
P.D.RCR/R" 

Apr cR ( porque R es reflexiva ) 

y R/RCR/R 
por lo tanto, 

R/ Agr CR/R 
por otro lado, 

(a,b)eR=>>(a,b)ER y (b,b)eArR 

=>(a,bje R/ AFR. 

Por lo tanto, 

R/R'=R.
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<=) P.D. R es una relacién de equivalencia 
Demostracién: 

R/R'=R (por hipétesis ) 
(R/R'y!= R! 
R/R'=R" 
. R=R! 
“. Res simétrica. 
R/R=R/R 

R/R=R/R! ( porque R es simétrica ) 
R/R=R (porque R/R'=R) 

. Res transitiva. 

R/R'=R y DR=A (por hipdtesis) 
D A A™ A 

-DR=A=DAq_ y 
R=R! ( porque R es simétrica ) 
>DR=DR'. go 

Proposicién 105. R es un casi orden > RR" es una 
relacién de equivalencia. 
Demostracién: 

R €s un casi orden => R es reflexiva y transitiva 

=> R" es reflexiva y transitiva 

>RAR"'es reflexiva y transitiva . 
Queda por demostrar que R q R es simétrica , es decir, 
P.D. (RAR) (RaR" yy 

Demostracion: 

(ROR) & (RAR?) 

(RAR') 6 (RAR) 
(RAR") ¢ (R'ARY!. 
Por lo tanto, . 

ROR" es una relacion de equivalencia. 0
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Definici6n 43. Si R es una relacién de equivalencia 
entonces la clase de equivalencia de x en R (en simbolos: R [x] ) 
se define como: 

R[x]={y ]xRy} 6 
R[x]=R”’{x}. 

Ejempio 78. 
Si R= {(1,2),(2,3),(1,1) } entonces R[1] ={1,2} y 
R[2]={3}. 

Proposicién 106. x, ye FR y Res una relacién de 

equivalencia=>(R[x] =R[y] @ xRy). 
Demostracion: 

=>) Supongamos: (1) x, ye FR 
(2) Res reflexiva 

(3) Res transitiva 

(4) Res simétrica. 

(5) R[x] =R[y] 
yeR[yJ=R[x] > yeR[x] (por (5)) 

=> xRy 

<=) Supongamos:(1) x, ye FR 

(2) Res reflexiva 
(3) Res transitiva 
(4) Res simétrica 

(5) xRy 
P.D. R[y] c R[x] 

zeR[y]> yRz 

AyRzaxRy (por (5)) 

=xRz (por (3)) 
=>zeR[x] 

“REy] oR[x]. 
Intercambiando x y y tenemos R[x] c R[y]
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“~R{x]=R[y]. 0 

Proposicién 107. R es una relacién de equivalencia > 
R{xJ=R[y] v R[x] OR[y]=G. . 

Demostracion: 
Supongamos que: R es una relacion de equivalencia y 

R[x] #R[y] AR[x] AO R[y] # @. 
Por la Proposicién 106, tenemos que : 
R es una relacion de equivalencia=>(R[x} = R[y]@ 

xRy) 
- REx] =R[y]contradiceR[x] #R[y]. OQ
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PARTE IV 

Particiones. 

Definicién 44, [] es una particion de un conjunto A si 
a(VB)(VC)(BeT] A Cel] AB¥CSBNC = @) 
b)(VB)(BelTl > B#@) 
c) A= UT]. 

Ejemplo 79. Si A= {1 } entonces = { A} es una 
particién de A. 

Ejemplo 80. Si A= { 1, 2, 3 } entonces 
TM1= ( {1 },{2 } }no es una particion de A, porque 

{]} U {2}#A. 

Ejemplo 81. Si A = { a, b, c } entonces IT, = { A }, 
Th={ {a}, {b}.€e}}, Ib={ {a,b}, {c}}, 
Tl,= { {a}, { b,c} } son todas las particiones que tiene A. 

Definicién 45. [1, y Tl, son particiones de A => 

(Tl; es mas fina que IT si 

4 Ih y(VC)(CeM>(3B)(BeTh y CcB)). 

Ejemplo 82. Si A= { 1 } entonces 1 = { A } es la tinica 
particion de A y por lo tanto la mas fina. 

Ejemplo 83. SiB={ 1,2}, M={{1},f2}}y 
Tl, = { B }son dos particiones de B entonces IT, es mas fina que 

TI,
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Ejemplo 84. Si C={ a,b,c}, N={{ab},{e}Ly 
I= { {a}, { b,c } } son dos particiones de C entonces I no 
es mas fina que I], ,porque { a, b }e IT, no esta contenido en 
ningun elemento de Ih. 

Particién de A generada por R. 

Definici6n 46. Si R es una relacién de equivalencia en A 
entonces la particién de A generada por R ( en simbolos: 
TI(R )) se define como 

1(R)={BI(3x)(BER [x] A B#¥@}. 

Ejemplo 85. SiA={1,2,3}y 
R={(1,2), (2,1), (1,1), (2, 2), (3,3) } es una relacion 
de equivalencia en A entonces I1(R )={ {1,2}, {3} }esla 
particion de A generada por R. 

Ejemplo 86. Si B= {1} yR={(1, 1) } es la unica 
relacién de equivalencia de B entonces IT (R) = { { 1 }}. 

Ejemplo 87. Si C= {a,b} y 
R={(a,a),( 5,65), (a, 6), (6, a) } es una relacién de 
equivalencia de C entonces T1(R) ={ {1,2} }. 

Proposici6n 108. A#@ = { A} es una particion de A. 
Demostracién: 

AYANAZFDDA=A 

bA#@ 

C)A=ULA}JHA. OD 

Proposicién 109. R; y R2 son dos relaciones de 

equivalencia en A => 

ESTA TESTS NO BEBE 
SALIR DE LA BIBLIOTECA
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(Ri c R2 = TI(R;) es mds fina que TI(R2)). 
Demostracién: 

Supongamos que : 

R) = R,? , por ser reflexiva, y R c R,entoncesR; c Ry? 

~ entonces II( Ry) ¢ TI(R2) 

pero IT(R;) ¢ TI(R2), por lo tanto, (Ri) # TI(R2). 
Por otro lado, 

T1(R1) = {BI(AxX(B=Ri&] vA Be} 
N(R.) = {Cl(Ay)(C = Rol a C# OB} 
como R; ¢ R2 >R, [x] ¢ R2 [x], por lo tanto, cualquier 

elemento de TI ( Rj) esta contenido en algun elemento de 
R[x]. 

<=) Por hipétesis I] (R;) es mas fina que T11(R)) > 
MN(R,) #1 (R2) > 1 (Ri) ZNC(R)YVOC(R) ae 
TI ( Rz) pero ademas, por hipotesis, 
(VB)(BeTI(R)S>(ACKCeEN(RSBCC)))> 

N(R; ) cH (R2) 
>RcR. O 

Relacién generada por una particién. 

Definicién 47. Si R es una relacién de equivalencia en A 

y Hes una particién de A entonces la relacién generada por [1 
(en simbolos: R (TI) ) se define como: 

R(T) ={(4y) 1(3B)(Bel axeBayeB)} 
6 equivalentemente: 

(~y)ER(T)si(3B)(BeN axeBayeB). 

Ejemplo 88.SiB={1} y Il={B } entonces 

R(T) = (1,1) }.
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Ejemplo 89.SiA={1,2} y M={{1},{2}} y 

Tl, = { A } entonces 

R(M) = {(1,1),(2,2)} 
R(Th) ={(€1,1),(2,2),€1,2),(2,1)}. 

Proposicién 110. IT es una particién de A > R (Tl) es 
una relacién de equivalencia. 

Demostracién: Seax € A. 

Como Iles una particién de A, existe B < TI tal que x € Bde 

donde x R (II ) x, por lo tanto, R (TI) es reflexiva. 

xR(M)y @ (3B)(BeNaxeBayeB) 
=>yR(II)x 

por lo tanto, R { IT) es reflexiva. 
Supongamos que: 

a)x R(T) y @ (AB)(BEN Axe Ba yeB) 

=>yR(TI)x 

b)y RCM) ze (aC)(CeNayeCazeC) 
=> yR(I1)z 

Como y eC a yeB>yeCnB peroCnBe DS 

por lo tanto, B = C, de donde z < B, por lo tanto, 
xeBazeB> xR(T)z. O
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