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INTRODUCCION 

Durante mis cursos de licenciatura, nacié en mi la inquietud de conocer los misterios 

del universo observable. Las ideas sobre la formacién, evolucién y muerte de los cuerpos 

celestes, desde tos planetas hasta los cimulos de galaxias, me parecian fascinantes. Aunque, 

todavia no conozco todos los detalles de estos fendmenos, se que la fuerza de gravitacion 

juega un papel muy importante en ellos. Como sabemos el estudio de los cuerpos celestes se 

realiza a través de las observaciones de la radiacion electromagnética que éstos emiten. La 

fuerza de gravitacién y la fuerza nuclear son las responsables de esa radiacion. Por ser la 

fuerza de gravitacion tan importante en el estudio de los cuerpos celestes, me interese en el 

estudio de los objetos donde la gravitacién se manifiesta en su maxima expresiOn: los hoyos 

negros. El concepto de hoyos negros es muy interesante, porque poseen un campo 

gravitacional tan intenso que la luz originada dentro de una region limite del espacio-tiempo, 

no puede escapar a distancias infinitas. Ademas de la intrigante posibilidad que en el interior 

del hoyo negro exista una singularidad del espacio-tiempo, donde los conceptos de espacio y 

tiempo dejan de tener sentido. Aun mas un hoyo negro, en contraste con otros objetos 

compactos, no posee una superficie dura, y para todo propdsito éste actla como un 

devorador perfecto de todo tipo de materia y radiacién. Entonces mi gran pregunta y la 

motivacién de esta tesis es: {Si los hoyos negros no emiten ninguna forma de radiacion como 

podemos saber que existen? Para responder esta intetrogante, primero necesitamos entender: 

{Qué es un hoyo negro?, ,Cémo se forman los hoyos negros?, ,Cémo los describe la teoria 

de la relatividad general?, ,Cuantos tipos de hoyos negros hay? y {Por qué la teoria de la 

relatividad general los predice? 

En esta tesis no presentaremos nueva evidencia observacional o nuevas signaturas de 

los hoyos negros, nuestra idea principal es presentar los principios fisicos que podemos usar 

para detectarlos. Debemos mantener en mente que aunque ellos no emiten ninguna forma de 

tadiacién, siguen interaccionando gravitacionalmente con los alrededores. Es posible que 

estas interacciones produzcan efectos observables que nos ayuden a su deteccién. En esta 

tesis presentaremos como el principio mas confiable, hasta el momento, para determinar la



existengia de los hoyos negros: el proceso de pesar. Aunque este proceso nos da evidencia 

muy fuerte de la existencia de los hoyos negros, esta evidencia no es definitiva. Por esta 

detectarlos. Este aueve mecanismo es ef fenémene de acrecién. 

En el CAPITULO PRIMERO, introducimos las ideas basicas de la teoria de la 

relatividad general. En particular. hacemos una breve comparacién entre la descripcion 

newtoniana de la fuerza de grayitacion yla descripci6n relativista. Haciendo énfasis en las 

ecuaciones de movimiento de las particulas prueba en ambas teorias. Presentamos una 

breve introduccion de las ecuaciones de Einstein y obtenemos las soluciones que describen 

fisicamente las estrellas esféricas que se encuentran en equilibrio hidrostatico. 

Posteriormente, comparamos las predicciones de ambas teorias para la estructura estelar. 

En este mismo capitulo, vemos claramente que los objetos compactos son descritos de 

manera natural por las soluciones de las ecuaciones relativistas de la estructura estelar. 

Ea el CAPITULO SEGUNDO, presentamos brevemente un analisis del estado final 

del colapso gravitacional de una estrella. Asi mismo, introducimos el concepto de la masa 

limite de Chandrasekhar y el fenémeno de la Explosion de la Supernova. En este mismo 

capitulo, vemos que tedricamente se espera la existencia de los hoyos negros en el universo. 

Ademas enfatizamos el importante papel que juega la hipotesis del Censor Cosmico de 

Penrose en la teoria de los hoyos negros. En esta tesis, aceptamos como valida esta hipétesis. 

Posteriormente, presentamos de manera breve las soluciones de las ecuaciones de Einstein 

que describen a los hoyos negros. Al mismo tiempo, estudiamos con detalle los hoyos negros 

de Schwarzschild y los hoyos negros de Kerr. En el caso de hoyos negros de Schwarzschild, 

analizamos las ecuaciones de movimiento de las particulas prueba y las comparamos con las 

ecuaciones de la teoria newtoniana. Finalmente, presentamos las soluciones que describen el 

movimiento de particulas prueba encl plano ecuatorial del hoyo negro de Kerr. 

En ef CAPITULO TERCERO, analizamos la interaccién de les hoyos negros con el 

universo. Particularmente, introducimos el concepto de los Sistemas Binarios Cerrados, 

tales sistemas son las mejores cenfiguraciones para realizar el proceso de pesado. Asi 

mismo, presentamos datos observacionales ebtenidos de sistemas binarios de rayos-X que



indican que la masa del objeto compacto es mayor que la masa maxima de las estrellas de 

neutrones. Estas observaciones muestran que dichos sistemas son fuentes intensas de 

rayos-X. El problema es explicar tedricamente el origen de esa radiacién Para ello 

introducimos el concepto de acrecién y explicamos de manera simple la fisica involucrada 

en el proceso de acrecién. Mostramos mediante una estimacién muy sencilla que el 

fenémeno de acrecién gravitacional es un mecanismo muy eficiente para convertir energia 

gravitacional a otras formas de energia. Primero, examinamos el modelo mas sencillo de 

acrecién, conocido como acrecién esférica, suponemos un hoyo negro aislado en ef 

universo que esta acretando material del medio interestelar. De este capitulo tenemos dos 

conclusiones importantes, por un lado aunque el caso mas sencillo de acrecién no es un 

mecanismo eficiente para detectar hoyos negros, por otro lado si la acrecion se realiza en un 

sistema binario de rayos-X es necesario considerar un modelo diferente a la acrecion 

esférica, Este nuevo modelo de acrecion es el contenido del capitulo siguiente. 

En el CAPITULO CUARTO, exactamente presentamos otra forma de acrecién que 

por su naturaleza tiene la capacidad de explicar la radiacion de rayos-X Esta nueva forma 

de acrecién tiene ta propiedad caracteristica que el material acretado posee momento 

angular distinto de cero. Analizamos los modelos de discos de acrecién, por simplicidad 

trabajamos en el marco de la teoria newtoniana, sin embargo utilizamos algunos conceptos 

de la teoria de la relatividad general. Ademas presentamas las ecuaciones de estructura del 

disco y las resolvemos para la regién externa del disco. Finalmente presentamos el espectro 

que tedricamente se espera para la region externa del disco. 

En el CAPITULO QUINTO, realizamos una confrontacién de la teoria con las 

observaciones y presentamos algunos especitos de otros modelos de disco.



Capitulo 1 

RELATIVIDAD GENERAL 

Sabemos de Jos principios basicos de mecdnica que las particulas con masa 1m que 

se mueven en un campo gravitacional newtoniano estan sujetas a una fuerza Ff dada 

por: 

B= -Vé (1.1) 

donde el potencial ® satisface la ecuacién de Poisson, ¢s decir, 

Vb = 4nGp (1.2) 

con p la densidad de masa y V? ol operador laplaciano, que en coordenadas cartesianas 

esté dado por: 

“= tap Ou? Ou: (3)     

Las ceuaciones (1.1) y (1.2) en un sentido encierran todo ¢l espirit: de la teorfa 

gravitacional newtoniana. Por ejemplo, la ecuacién (1.1) implica que si consideramos 

una particula de masa im. que se mueve en un potencial arbitrario ®. las ccnaciones de 

movimiento de la partionla son (asumiendo igualdad de la masa inercial con la masa
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gravitacional): 

Pe 

dy 
= B= -VO(1).1) aa 

donde # = 2(f) os el vector de posicién para la particula m al tiempo ty Fe 

~VO (2(2).1) es Ta fae-va de gravitacién que actua sobre dicha particula al ticmpo 

t. Generalmente para los propdésitos astrofisicos, este potencial gravitacional @, es en 

principio, también solucién a la ecuacién (1.2). ‘Tipicamente, la densidad p 10 es cero 

a priori. Pero la podemeas obtener al resolver sinultaneamente las ecuaciones (1.1) 

¥ (1.2). En esta tosis nos interesa estudiar cl campo gravitacional dentro y fuera de 

wna estrella. Para clio suponemos que el material que compone la estrella puede ser 

tratado en ka aproximacién contima. En esta aproximacion, la densidad p, la presién 

Pa velocidad Vv del medio continuo v cl potencial gravitacional © satisfacen todos 

juntos las siguientes ecuaciones: [1] 

i +V-(pv) = 0 (1.5) 
ar 

ad = —typ -~VP (1.6) 
di p 

Wd = AnGp (2.7) 

donde, 

d@d @.. 
aH +00 (1.8) 

es la derivada convectiva. La ecuacién (1.5) es la ecuacién de continuidad que expresa 

la conservacién de la masa en reposo y la ecuacién (1.6) expresa la aceleracidn de las 

particulas del fuido en funcién de las fuerzas que estan actuando sobre éstas, es decir,
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el lado derecho de la ecuacidn (1.6). 

Ahora la situacién se vuelve mds complicada, porque para determinar el campo 

gravitacional de la estrella es necesario resolver de manera autoconsistente las cinco 

ecuaciones de arriba, para seis inedgnitas. Por lo general, tenemos una ecuacién 

acicional a las ecnaciones (1.5) - (1.7), la ecuacién de estado. Con esta ecuacién 

podemos resolver el sistema (1.5) - (1.7) para p, P, ¥ y . D esta manera es como 

los astrofisicos teéricos construyen modelos para describir la estructura estelar en el 

marco de la teorfa newtoniana. 

Aunque la teoria de gravitacién newtoniana es una buena aproximacién de 

la realidad, y todavia es utilizala ampliamente por los fisicos y astrofisicos, tiene un 

problema: No es invariante bajo las tranformaciones de Lorentz. Como es bien sabido, 

antes de la llepada del siglo XX, la fisica se encontraba en un estado turbulento [2]. 

Con las moclific 

  

ciones a las ecuaciones de Ampére hechas por Maxwell (al incluir el 

desplazamiento de la corriente), Maxwell demostré que la electricidad y el magnétismo 

son clos aspectos de un mismo fendmeno: el clectromagnetismno. Como consecuencia 

desu leoria descubrid que la liz es un fenémeno clectromagnético, es decir, se propaga 

exactamente como una onda. Si la hu se entiende como una onda electromagnética, ¢s 

novesario un medio a través del cual viaje la lw. ste razonamiento Hev6 al concepto 

del éler, 

De existir el éter, servirfa como wn sistema de referencia absolute. Por ello, 

el problema mds importante de la época era la deteccién del movimiento de la tierra
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a través del éter. El famoso experimento de Michelson y Morley no detecté ningun 

cambio en Ja velocidad de la luz. Esta velocidad era la misina en cualquier direc- 

didn, independientemente del movimiento de la tierra respecto al hipotético éter. Se 

hicieron muchas especulaciones sobre el resultado de este experimento, pero ninguna 

en forma definitiva. Finalmente Einstein resuelve este problema. Einstcin en 1905 

introduce, por primera vez en Ja historia de la ciencia, la famosa teoria de la re 

latividad especial [3]. Como consecuencia de esta teoria existe un nuevo grupo de 

transformaciones fundamental en la Fisica, conocido como el grupo de transforma- 

ciones de Lorentz. Estas transformaciones garantizan la Invarianza de las ecuaciones 

de Maxwell para todo sistema de referencia inercial, es decir, no existe un sistema 

de referencia privilegiado. Por ello, Einstein concluyé que el éter no existe, v de esta 

forma, se explica naturalmente cl resultado del experimento de Michelson y Morley. 

Desaforiunadamente, la teoria de gravitacién newtoniana no cra compatible 

con las transformaciones de Lorentz. Por ello, era necesario encontrar una nueva 

teoria de gravitacién invariante bajo estas transformaciones. A pesar de los enormes 

esfuerzos realizados por los fisicos de 1905 a 1916 no fue posible construir una teoria 

de gravitacién invariante bajo estas transformaciones, y que al mismo tiempo fuera 

compatible con las observaciones. Finalmente, Einstem en 1916 da un paso drastico 

2]. Eimstem se da cuenta que la tmica manera en que puede hacer una teoria de 

gravitacién invariante bajo dichas transformaciones es decribir la gravitacién como 

la geometria del espacio-tiempo. En otras palabras, la presencia de Ja gravitacién se
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manifiesta como la curvatura del espacio-tiempo. La geometria del espacio-tiempo 

de Minkowski (usada en relatividad especial), en coordenadas cartesianas esta dada, 

por: 

ds? = —cdt? + dx? + dy? + de? (1.9) 

donde c es la velocidad de la luz. En Ia misma sitnacién, cuando existe gravitacién, 

la geometria del espacio-tiempo no tiene la forma (1.9), pero puede ser representada 

de la siguiente manera: 

ds® = g,ytirtde” (1.10) 

CON Gur = Jur (£,£) definido como el tensor métrico. 

Como consecuencia de Ia neva teoria de gravitacién, conocida como la teoria 

dle la relatividad general [1], el movimiento de las particulas prucha, cs decir, el 

andlogo de la ecuacién (1.1) esta dado por: 

Br pa dade”   

  

dr? HW dr dr (1.11) 

donde, 

Loy L gv [OG Ova — Mur . 
r= 59” Paya = 50” ae Den - he (1.42) 

los términos P,, se conocen como los simbolos de Christoffel, En Ta relacion (1.12) 

hemos utilizaco Ja definicién de Ja matriz inversa del tensor métrico go, dada por g?", 

es decir, 9°" Gup = &,. 

Ademés, definimos cl ficmpo propio de wna particnla que se mneve sobre una 

curva 2% = x*(A), con \ un pardémetro arbitrario, como el tiempo medido por wm 
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reloj mévil fijo a dicha particula, es decir, 

92 

drt = = 88 gpg? 

entonces, 

a o V2 

dr = (-¥ ar) dy (1.13) 

Desde el punto de vista geométrico, la ecuacién (1.11) indica que una particula en 

caida libre a través de un espacio-tiempo curvo, y equivalentemente en un campo 

gravitacional, se moverd sobre Ja trayectoria més corta (o mds larga) posible entre 

dos puntos. En la ecuacién (1.11) el pardmetre 7 representa exactamente el tiempo 

propio de la particula que se mueve sobre una trayectoria, a tales travectorias se les 

conoce como Ceodésicas. Generalmente, en relatividad general y especial, clasificamos 

las geodésicas como signe: 

a) Geodésicas temporales.- Fisicamente, son las trayectorias que recorren las 

particulas con masa m distinta de cero que se mueven en un campo gravitacional. 

b) Geodésicas nulas.- Estas representan las trayectorias que signen los fotones 

(particulas sin masa) en un campo gravitacional, y 

c) Geodésicas espaciales.- Estas pueden ser interpretadas como las trayectorias 

que siguen las particulas no fisicas Hamadas taquiones que hipotéticamente tienen una 

velocidad mayor que la de la luz. Aunque, matemdticamente podemos obtener estas
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trayectorias no esperamos que existan realmente. Por esta razén, no estudiaremos 

este tipo de geodésicas en la presente tesis. 

Como ya mencionamos, Einstein postuléd que la presencia de la gravitacién 

curva el espacio-tiempo, en el sentido en que la geometria del espacio-tiempo no esta 

dada por la ecuacién (1.9), pero puede ser cescrita por la ecuacién (1.10). Entonces, 

es necesario establecer la relacién entre la geometria del espacio-tiempo y las fuentes 

gravitacionales. En otras palabras, nos interesa saber cuales son las ecuaciones di- 

namicas del campo gravitacional, que es una generalizacién del campo descrito por 

la ecuacién (1.2). En la siguiente seccién hablaremos sobre este problema. 

1.1 Ecuaciones de Campo de Eimstein 

Antes de presentar las ecuaciones de campo de Kinstein daremos algunos conceptos 

de la geometria diferencial que nos serén de gran utilidad. Primero introducimos el 

concepto mas imporlante de wna geometria, es decir, el tensor de Riemann. Aunque 

este tensor puede ser definido en un espacio sin métrica, para nuestros fines introdu- 

ciremos el concepto de dicho tensor en un espacio que tiene una métrica. Para ello, 

suponeMios que gy es la métrica del espacio dimensional (independientemente si es 

Rimanniano o Lorentziano) y el tensor de Riemann esta dado por: 

ars, ar, 
Pus Te — FEE leg Daal en (14)   

donde A, p, ¥,& = 1,2,3,4. La propiedad mAs importante del tensor de Riemann es 

Ja siguiente: La condicién necesaria y suficiente para que la métrica g,., 9ea plana cs



8 RELATIVIDAD GENERAL. 

que R},,,,, = 0. Es comin considerar la forma completament.: covariante de Bun 

dada por: 

Ryyvn = PoP re 

2ZAOxOKH  AXFAK — OXVOKY — OX”OX* 

+90 C, Man Mealy) (1.15) 

El tensor de Riemann, R* ‘uvn Satisface las siguientes propiedades: 

1L.- Simetria 

Bayon = Ronrp (1.16) 

2.- Antisimetria 

Rapon = —Ryrve = —Rapav = Rurnv (1.17) 

3.- Ciclicidad 

Ryyve + Brnuy + Raven =9 (1.18) 

Si conocemos el tensor de Riemman podemos construir las siguientes contracciones 

importantes: 

a) El Tensor de Ricci que esta dado como: 

Run = Bare (1.19) 

b) El Escalar de Curvatura: 

R=g"Ryx (1.20)
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Ademés, con la ayuda del tensor de Ricci y el escalar de curvatura podemos construir 

el siguiente tensor, conocido como el tensor de Einstein: 

Gue =Ruv-1/2quyR (1.21) 

Por constriccién el tensor Gy, satisface la siguiente propiedad importante: 

VLG", =0 (1.22) 

donde V,, representa la derivada covariante. 

Como es bien sabido, en la teoria de la relatividad especial cada distribucién 

de materia esta asociada con un tensor de segundo rango Lamado tensor de energia- 

momento T” [3]. Este tensor tiene la propiedad de ser simétrico y cuando usamos 

coordenadas en que la geometria tiene la forma: ds? = —c?dt® + da? + dy? + ds, of 

tensor T'#” satisface: 

ope 

axe 
  = 0. (1.23) 

Finstein haciendo una analogia con la leorfa de la relatividad especial, postuld que 

el tensor G,, debe estar relacionado con las fuentes de gravitacién, os decir, con la 

materia y da la siguiente relacién [1,4]: 

8rG,, 
Gu = Tw (1.24) 

o cquivalentemente, 

Sat Guy = Rav — 1/2 guy R= Tw (1.25) 

donde G denota la constante de Newton. Por consistencia con la ecuacién (1.22) es 

necesario que cl tensor cnergia-momento 7), satisfaga la ccuacién V,7" , = 0. Las
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ecuaciones (1.24) y su equivalente (1.25) son las famosas ecuaciones de la teoria de 

la relatividad general postuladas por Eintein en 1916 [i,2,4]. 

El lado derecho de las ecnaciones de Einstein (1.25) representa una genera- 

izacién del Jado derecno de la ecuacién (1.2). De igual forma podemos hacer una 

analogia entre los lados izquierdo de estas ecuaciones. En otras palabras como el 

tensor de Einstein contiene la segunda derivada de la métrica g,,, en analogia con la 

ecuaci6n (1.2) puede ser vista como un potencial general. Estas ecuaciones incorporan 

las ecuaciones (1.2) en el caso que el campo gravitacional es nnay débil [4]. 

La consecnencia mas importante de las famosa ecuaciones de Einstem es que 

la geometria de espacio-ticmpo en el que vivimos no esté dada a priori, pero puede 

ser determinada con la distribucién de energia y de momento del material del espacio- 

tiempo. El significado y las implicaciones de estas ecuaciones es muy extenso, pero 

para los fines dec esta tesis sédlo examinaremos algunas soluciones de estas ecnaciones. 

1.2 Campos Gravitacionales con Simetria Esférica 

En esta seccién nos interesa ver como las ecnaciones de Einstein describen el espacio- 

tiempo que representa el campo gravitacional con fuente una estrella esférica. Si 

analizamos el mismo problema en el marco de la teorfa newtoniana, el problema 

es sencillo. Primero necesitamos resolver el sistema de ecuaciones (1.5) - (1.7), es 

decir, encontrar las soluciones particulares que describen la densidad p, presién P, 

velocidad ¥ y el campo gravitacional ® para el interior de la estrella. Para la re-
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gidn exterior solamente necesitamos resolver V?@ = 0, utilizando la hipdtesis que el 

campo gravitacional es cero en infinito, elejimos una solucién de V7 = 0 sujeta a 

lim, co Bert = O y unimos esta solucién ®ez¢ (7) con la solucién Ping (7) en la hipersu- 

perficie de Ia estrella. Ahora estamos interesados en resolver el mismo problema en 

el marco de la relatividad general. De acuerdo con la teoria de la relatividad general 

necesitamos resolver las ecuaciones de Einstein para la geometria del espacio-tiempo, 

tanto en la regién exterior como en la interior. Para ello, es necesario introducir el 

concepto de simetria esférica para una geometria del espacio-tiempo. Una geometria 

del espacio-tiempo es esférica si existen coordenadas (t,7,0,¢) tales que podemos 

escribir la geometria del espacio-tiempo de la siguiente forma [1,4]: 

ds? = —e8? di? + 6? dr? 4? dQ? (1.26) 

donde y y A son funciones de ¢ y r. Como suponemos vacio las ecuaciones de Einstein 

(1.25) tienen la forma: 

Guy = 0, (1.27) 

entonces dle (1.21), 

Ry = 0. (1.28) 

Resolvemos la ecuacién (1.27) o su equivalente (1.28) con la hipétesis que la geometria 

cs deacrita por (1.26). Utilizande la detinicién de los stmbolos de Christoffel dada por 

(1.12), encontramos que para (1.26) los TA, que no se anulan son: 

Mm. = X, r=, T,, = —sin 8 cos 6,
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T= rer, 1%» = re, Ty, = ger), 

= P,=+, [é,=cotd T= = ro > Bo — COLE, ws 

TMT, = 4, Tyg= —-rsinbe™. (1.29) 

donde prima (') denota diferenciacién respecto de r y el punto diferenciacién respecto 

de t. 

A continuacién, utilizando las relaciones (1.29) calculamos las componentes 

del tensor de Einstein G',, en vacio y obtenemos: 

2’ 1 1 = 24 _ “ G, = ~é (4 + 4) +35 0, (1.30) 

_ po 2a 2 x2 

G, = G=0= = (2 +74 v dL 2) + 

evry .2 2s + (24 4 2ig) , (1.31) 

afl @\o1 ne Gi = -e (4-2 )+ 3-0 (1.32) 

2d a eee =0. (1.33) 

De manera simple, podemos integrar el sistema de ecuaciones (1.30) - (1.33), como 

el tensor de energia~-momento es igual a cero, entonces las ecuaciones (1.30), (1.32) y 

(1.33) son equivalentes a: 

om (# + a) -5 =0, (1.34) 
2 {2N 4 1 
on(2-S)+5 = 0, (1.35) 

A= 0. (1.36)
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directamente de la ecuacién (1.36) tenemos: 

ar : a TOP A= AG) (1.37) 

De esta ecuacién vemos que la funcién métrica A sdélo depende de r. Por otro lado, 

sumando (1.34) con (1.35) obtenemos: 

  

, ’ 
en (= + 2x 4 _ = 0, 

r roo 

= 0, 

esto implica que, 

a 
= (+A) =0, a +A) 

utilizando el hecho de que A sdlo es funcidn der, 

(7,8) = 9(t) ~A(r) (1.38) 

donde g(t) es una constante de integracién. Con ayuda de (1.37) y (1.38) podemos 

probar que (1.31) se satisface idénticamente. Utilizando los resultado (1.37) ¥ (1.38) 

podemos reescribir la métrica (1.26) como: 

dg? = —eXHO-MY) fe? 2M) dy? 4 8 a? (1.39) 

hacemos una transformacién de coordenadas dada por:
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donde, 

_ dt 2 (ad \" » di= Fat > w= (Fi fae 

sustituyendo la ecuacién anterior en (1.39) obtenemos: 

ds? = —_AH-Ar) (4) df + PM) dr? + 7? d0?, (1.40) 

Siempre podemos escoger una transformacién f = f(t) tal que: 

dt 
erst) =1 Al ($) (4) 

utilizando este resultado en la ecuacién (1.40), tenemos: 

ds? = —e Md? 4 PMO) dr? 4.7? a? (1-42) 

Fl resultado (1.42) es muy importante, y es conocido como el Teorema de Birkoff 

[4]. Este teorema afirma que: Todas las soluciones a las ecuaciones de Einstein en 

vacto que ticnen simetria esférica son necesariamente estdticas, es decir, no tienen 

dependencia del ticmpo. 

En seguida, mostraremos que sélo existen dos clases de soluciones a las ecua- 

ciones de Einstein en vacfo, que son asintéticamente planas. Para ello, reescribimos 

la ecuacién (1.35) de la siguiente manera: 

Ld yay _ 
rar © ) 

  

multiplicando la ecuacién anterior por r? obtenemos: 

_ @ 2A) 2A _ 
ra fe e“+1=0,
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donde los dos primeros términos del lado izquierdo se pueden agrupar en una derivada 

total respecto de r, es decir, 

d 2d —(re““ J = 1 
dr ( ) , 

directamente al integrar esta ultima ecuacién obtenemos: 

  

re“ =rt+e 

despejando la funcién métrica, 

¢ erat + 
, 

o bien, 

at 
l+e/r 

Podemos definir ¢ = —2M, entonces, 

9 1 20 -2 . 22 = ——___ p77 = (1 — 2M /r). AB e T= aM) e ( fr) (1.43) 

Finalmente, sustituyendo (1.43) en la métrica (1.42) tenemos: 

-1 

di? = - ( - *) dP + ( - | dr? + 77a? (14) r 

Fl caso M > 0 ¢s la solucién mas importante y se conoce como solucién de Schwarzs- 

child. En el caso que M < 0, aunque (1.44) es una solucién exacta a las ecuaciones 

de Einstein, describe una singularidad desnuda cuando 0 < r < oo. Por tltimo el 

caso M = 0, implica que la geometria tienc la forma ds? = —dé? + dr? + ran. 

Pero para esta forma R°,,, = 0, es decir, esta solucién representa la geometria del 

espacio-tiempo de Minkowski. En esta tesis cuando escribamos la forma (1.44) simpre 
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entenderemos que M > 0. Como conclusién hemos mostrado que las soluciones a las 

ecuaciones de Einstein en vacio que son asintéticamente planas pertenecen a una de 

las siguientes clases: 

a) Solucién de Schwarzschild. 

b) Espacio plano de Minkowski. 

En la siguiente seccidn veremos como podemos usar las ecuaciones de Eintein 

para construir soluciones que describan el interior de una estrella con simetria esférica 

y estdtica. Es decir, construiremos modelos de estrellas estdticas y con simetria 

esférica en el marco de la relatividad general. 

1.3 Estrellas Esféricas 

En esta seccién construiremos el espacio-tiempo que describe el interior de estrellas 

con simetria esférica y estdticas. Como vimos en la seccién 1.2, para las estrellas con 

simetria esférica la geometria del espacio-tiempo es descrita por la ecuacién (1.26), 

donde A = A(r) y y = y(r). Ademés suponemos que el material que constituye 

la estrella se puede describir mediante un fluido perfecto. Entonces el tensor de 

energia-momento como fuente de las ecuaciones de Eintein (1.25), en este caso, tiene 

Ja siguiente forma [4]: 

Ty = (P+ p) tpty + Pour (1.45)
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donde p = p(r) y P(r) son la densidad y la presién respectivamente. Para una estrella 

estdtica la 4-velocidad esté dada como: 

ult = eW PGE 

y estd normalizada de acuerdo a: 

Qu ue? = ~1 (1.46) 

Ahora resolvemos las ecuaciones (1.25) para el interior de la estrella con T#” dada 

por (1.45). Por simplicidad trabajamos en unidades donde ¢ = G = 1. Entonees, 

Bn = 8p = Gop > 

pt 2N a>) Sly = + a (l~ (1.47) 

rT, = BRP HG > 

2! 1 
8T, = reek + 7 (1 - oo) (1.48) 

8rTwy = bP = Cy > 

a _ d _ 1 
8rlw = € eine [ere] + wx (4) (1.19) 

Comoe la ecuacién (1.47) solamente es funcién de A, se puede escribir de la siguiente 

manera: 

pe 

= [= + (1 -—)] = &8ap 

ld - 
Bie [r (1 -¢ »)) = Sip 

al integrar esta eenacién encontramos una solucién para ¢?* dada por: 

- 
r(L-e*)[f = 8x [ plot) rar! (1.50) 

70
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usando la condicién inicial A(r){,49) = 0, que implica e —» 1, conforme r — 0, 

tenemos: 

7 
rQi-e*)= sz [ p(t) rar’ (1.5) 

introcducimos una nev. fincién m(7) definida como: 

. 
mir) = =f pO rPart (1.52) 

oe 

utilizando esta definicién reescribimos (1.51) como: 

r(l-e™) = 2Qaa(r) 

De esta manera, la solucién a la ecuacién (1.47) queda determinada por: 

P= ( - ne) {1.53) r 

Para el espacio-tiempo que tiene la signatura de una geometria lorentziana, es nece- 

sario que para toda r > 0 la funcién métrica ¢ satisfaga la siguiente desigualdad: 

A>. 

o bien, de la ecuacién (1.53), 

r>Im(r} 54) 

Regresamos a la ecuacién (1.48) y despejamos ,’, 

27 i 20 sx = 8tP +5 (1-e ) 

al sustituir Ja ecuacién (1.53) en la ecuacién de arriba, tenemos: 

dg _ m(r)+4ar°p 

dr (23M) (2.58)
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Por otro lado, el tensor de energia-momento T°* satisface: 

Vat? =0, (1.56) 

esta ecuacién puede ser escrita en las siguientes dos ecuaciones: 

UVa t+ (p+ P)V Us = 0, (1.57) 

(P + p)u*Vatig + (Gag + tattg) V™P = 0 (1.58) 

La primera ecuacién para el caso que examinamos se satisface idénticamente por lo que 

no podemos obtener ninguna informacidn de ésta. Pero, la siguiente ecuacién no es 

una ecuacién trivial, Para P = P(r), ut = (e~*,0,0,0) > u, = gy, = (—e?, 0, 0,0) 

tenemos: 

uF atts 

UV ott 

UV othy 

UV aug 

UV ety 

a | Ous 
u [ss - Tats] 

I, 
ots — tT ytts 

1 
-u! os%0 = Mye= 59 To 

1 vo f 890 | Ago3 _ 89:0 
29 (3 + d2® 9x8 

dy ,. oF pr, 
or B 

entonces el primer término del lado izquierdo de la ecuacién (1.58) esté dado por: 

(P+ p)wVans = (P +p) 
og ¥ 

mientras que el segundo término de (1.58) es: 

oP (Gop + watts) V9P = V- PB = 5-85, Or
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Asi, sustituyendo estas dos Uiltimas ecuaciones en (1.58), para 6 = r, obtemos: 

ap OP _ 
(P+) a +a = 0, 

qP dp 
a 7 7 Pt+ag 

Finalmente, utilizando la ecuacién (1.55) tenemos: 

dP m(r) + 4ar8P 

a 7 P+ GoM) (1.59) 

Esta ecuacién es conocida como la ecuacién de Tolman-Oppenheimer-Volkof de equi- 

librio hidrodindmico [4]. Esta ecuacién nos dice como varia la presién P(r) del fluido 

dentro de la estrella. 

En resumen tenemos: 

2 a a=) (1.60) 

de _ mis ree) (1.61) 

2m pln ae 
= - 0) + ofr) MASE (2.63) 

Cuando sustituimos (1.60) y (1.61) en Ja ecuacién (1.49) vemos que se satisflace idén- 

ticamente. Entonces las ecuaciones (1.60) - (1.63) son suficientes para resolver (1.24) 

con la hipétesis (1.45). Para obtener la geometria y la estructura de la estrella ne- 

cesitamos resolver las ecuaciones (1.60) - (1.63). Primero resolvemos las ecuaciones 

(1.62) y (1.63) que son independientes de las funciones métricas. Para esto debemos 

utilizar una ecuacién de estado para el fluido. En general, esta ecuacién depende
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del modelo estelar que queramos construir. Para estrellas normales esta ecuacién de 

estado puede relacionar, por ejemplo, la presién P, la densidad p, la temperatura T 0 

la entropia S. Por razones que explicaremos més adelante, utilizaremos una ecuacién 

de estado de la forma P = P(p), que se conoce como ecuacién de estado fria. La 

estrellas descritas por una ecuacién de este tipo se encuentran en su viltima etapa de 

evolucién, en este estado la presién que soporta la estrella cs la presién de clectrones 

© neutrones degenerados. Con P = P(p) como la ecuacién de estado resolvemos las 

ecuaciones (1.62) y (1.63) para m(r) y para P(r). Definimos la hipersuperticie de la 

estrella imponiendo: 

P(R) =0 (1.61) 

Una vez que hayamos encontrado in(r) y P(r) podemos resolver las ecuaciones (1.60) 

- (1.61) para obtener y(r) vy A(r). Las funciones y(r), A(r). in (r) y 2(r) determinan ta 

estructura estelar y al mismo tiempo la geometrfa interior de la estrella. Como hemos 

visto para completar los modelos de estrellas esféricas on cl marco de la teorfa newto- 

niana, debemos unir suavernente, en la superficie estelar, cb potencial gravitacional 

externo &, ,, con el potencial interno ®,,,, de la estrella, Donde ®, 4, es solucién a Ta 

ccuacién V? = 0, mientras que ,,. satisface la ccuacién (1.2). En otras palabras, 

debemos imponer que el potencial sea continuo diferenciable en la superficie estelar, 

De la misma manera, en la relatividad gencral para completar el modelo cstelar es 

necesario igualinente wnir suavemente la geometrta del espacio-Gempo fuera de la 

estrella con la geometria interna. Sabemos del ‘Teorema de Birkholl, que prohanos
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en la seccién anterior, que la geometria del espacio-tiempo exterior de la estrella est 

dada por la ecuacién (1.44). Ademds vimos que la geometria interior de la estrella 

estd dada por la ecuacién (1.26), con  y ¢ soluciones de las ecuaciones (1.60) y (1.61) 

respectivamente. Para hacer la unién suponemos que la coordenada radial r en la 

forma (1.44) satisface que r > R, donde F es solucién de (1.64). Al mismo tiempo, la 

masa M que aparece en Ia ecuacién (1.44) est4 definida como M = 4 iF rp (r) dr, 

por supuesto con p{r) solucién de las ecuaciones (1.62) y (1.63). De esta manera 

tenemos un modelo completo para la geometria del espacio-tiempo que es solucién de 

las ecuaciones de Einstein (1.25). 

Es interesante dar un ejemplo donde podamos ver explicitamente la forma de 

las funciones m(r) y P(r). Para ello, resolveremos las ecuaciones (1.60) ~ (1.63) para 

una estrella con densidad uniforme, es decir, que satisface: 

Po (F< R) 
p(r) = 

0 (r>R) 

En este caso la funcién m(r), dada por la ecuacién (1.62), puede ser integrada direc- 

tamente, 

[ dm = 4 [ 7? ofr’ )dr’ 
lo 0 

r 

mrs = Anpors 
  a 

evaluando obtenemos: 

m(r) = 37765 (1.65)
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donde hemos usaimos el hecho que m(r)|,_9 = 0. Esto se debe a que imponemos que 

el espacio-tiempo sea suave, es decir, cuando 4 — 0 de la ecuacién (1.60) tenemos 

que m/(r)|,9 = 0. De esta manera, tenemos la funcién m(r) expresada explicitamente 

como funcién de r. Sustituimos este valor en la ecuacién Tolman-Oppenheimer-Volkoff 

(1.63) y encontramos que, 

dP . (Anrpy) + 4ar3 P(r) 
a (P(r) + Pa) pr 2 (r _2 (Enripy)) 

Resolviendo esta ecuacién diferencial con P(r = R) = 0 obtenemos [4]: 

(1.66) PO) =o ee] 
(1 — 2Mr2/#3)"? _ 3 (1 —2mM/R)V? 

La ecuacién anterior describe el comportamiento de P(r) como funcién de la coor- 

denada radial. Podemos calcular la presién en el centro de la estrella P., para ello 

hacemos r = 0 en la ecuacién (1.66), y encontramos que: 

P= m 1—(1-2M/R)? 
3(1-2M/R)? -1 (1.67) 

Como consecuencia de esta ecuacién P, no es finita para todos los valores de M y R. 

En particular, la presién central en Ja estrella 2. sc vuelve infinita cuando: 

3(1-2M/R)'? —-1=0 (1.68) 

clespejando, 

9 ‘ 
R= qh (1.69) 

Esta ecuacién os muy importante, nos dice que si resolvemos las ccuaciones de Kinstein 

para una estrella con simetria esférica, en equilibrio hidrostatico y con una densidad



24 RELATIVIDAD GENERAL 

uniforme fp, no podemos construir estrellas con M y R arbitrarias. Es necesario que 

Ja relacién entre su masa y su radio sea M/R > 4/9. En caso de que esta relacién 

no se cumpla la estrella simplemente no puede existir. Otra forma de interpretar 

este resultado, es que existe un limite a la masa posible de una estrella con densidad 

uniforme pg. Podemos encontrar el valor m4ximo de la masa al considerar el valor de 

m(r) para r = R,en la ecuacién (1.65), 

4 
M= 37 Po (1.70) 

despejando & en términos de la masa M,tenemos: 

R= ( 3M y". (1.71) 
AT 

  

sustituyendo el valor de R en la ecuacién (1.69), es decir, 

13 (24) = San 
4a po 4 

y2 3/2 

«= (GR) (5) Atpy 9 

entonces la masa mdxima posible esté determinada por: 

eS) 
~ one” max (1.72) 

Hemos encontrado que para una configuracién estelar estatica, con simetria esférica y 

densidad uniforme py existe una masa mAxima posible. En este punto es interesante 

examinar las ecuaciones de estructura estelar y sus predicciones dentro del marco de 

la gravitacién newtoniana. En este caso es suficiente resolver las ecuaciones (1.60)
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-(1.63) en el limite newtoniano (P < p, m(r) <r), éstas se reducen a: 

  dg m(r) . 
eo (1.73) 

dm Qa. ’ 
oF dar’ p(r), (1.74) 

aP _ __pin(r) . 
7 a (1.75) 

para resolver estas ecuaciones, primero debemos notar que la ecuacion (1.71) tiene 

la misma forma que en el caso de relatividad general entonces el valor de la fancién 

m(r), que ya calculamos arriba, esta dado por: 

+, 
mr) = 37h Po (1.76) 

notamos que la ecuacién (1.75) es simplemente la ecnacién de equilibrio hidrostatico 

newtoniana, utilizando la definicién de mi(r) dada por la ecuacién (1.76) tenemos: 

dP 

dr 
R ni 

[ dp = -3r08 | rar, 
Jr 3d 

2 
PIR) - P(r) = ~ 37 (8? — 7?) 

-3 mper. 

pero P12) = O,de la ecuacion (1.64), asi, 

Pr) = =e (2? - 1?) (1.77) 

c
o
h
 

Al igual que en cl caso de relatividad general, podemos caleular la presion central de 

una estrella 2. con densidad uniforme, ex decir, para r = 0 lenemos de la conacién 

anterior: 

2 wy, 

Pox Greil? = (Z) ary (1.78) 

O
r
a
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donde hemos utilizado (1.71). Esta expresién, como consecuencia de la gravedad 

newtoniana, difiere enormemente de la ecuacién en el caso relativista, ya que afirma 

que para cualquier By .\f dados, la presién siempre se mantendra finita en el centro. 

Es decir, no existe ua masa limite en el caso newtoniano (para los modelos con 

densidad uniforme py). Para valores muy grandes de la masa M siempre existira 

una presién P lo suficientemente grande que garantice el equilibrio hidrostatico de la 

estrella newtoniana, al contrario, de lo que nos dice la ecuacién relativista (1.72). En 

este sentido, podemos decir que la gravitacién de la relatividad general es més fuerte 

que la gravitacién newtoniana. 

Las conclusiones hasta este momento son una consecuencia de tomar una den- 

sidad uniforme pg para las estrellas. La pregunta de la que nos ocuparemos ahora 

«s la siguiente: {Cémo son los modelos de estrellas relativistas para otras ecuaciones 

de estado més realistas que los modelos de densidad uniforme? Este problema es 

mas dificil de resolver analiticamente, porque las ecuaciones (1.62) y (1.63), con una 

ecuacion de estado diferente de p = cle. se vuelven muy complicadas. Pero este pro- 

blema ha sido atacado por diversos grupos de investigadores en todo el mundo. Como 

resultado de estas investigaciones ha sido posible encontrar soluciones numéricas pa- 

ta modelos estelares relativistas mds cercanos a la realidad [5,6,7]. A continuacién, 

presentaremos brevementc los resultados numéricos claves, para la estructura de una 

clase de estrellas que nos seré de de gran utilidad para los fines de esta tesis. 

Como veremos con mas detalle en la capitulo siguiente, cuando el combusti-
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ble nuclear de la estrella no pueda producir reacciones nuclcares exotérmicas, ésta se 

colapsaré bajo la accién de su propio peso. Generalmente la densidad se incrementa, 

mientras que su tamafio disminuye, y al mismo tiempo, aparecen efectos cudnticos, 

por ejemplo, la presién de degeneracién de electrones y de neutrones posiblemente 

dominaré otras formas de presién térmica. En estos casos, podemos utilizar una ecua- 

cién de estado fria, es decir, la presién es solamente funcién de la densidad P = P(p) 

{1,4,6,7]. Para este régimen, el trabajo numérico que mencionamos anteriormente nos 

dice cnales son las predicciones de la teorfa de la relatividad general para los estados 

finales de las estrellas. Tipicamente, para resolver las ecuaciones de estructura estelar 

numéricamente es necesario especificar la densidad central p, de la estrella. Se supone 

que p, se encuentra en cl siguiente rango: 

10°g/em® < p, < 10!%g/em* (1.79) 

A partir de la ecuacién de estado P = P(p), se determina un valor para P.. Poste- 

riormente, se resuelven las ecuaciones (1.60) - (1.63) y as{ se determina cl radio R y la 

masa total de la estrella Af. Al repetir este procedimiento para todas las densidades 

centrales en el rango (1.79) y de esta manera obtenemos una grafica de la masa Af 

resultante contra el radio R resultante. Esta grafica es mostrada en la figura (1.1), 

(1,4. 

La grafica (1.1) tiene implicaciones muy importantes cn astrofisica. Si por 

ejemplo, queremos construir estrella de masa M = 1Mo, con una ccuacién de estado 

fria, es decir, P = P(p,) la figura (1.1) indica que existen tres posibles modelos
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Figura 1.1 Configuracién de estrellas de materia fria 

distintos para la estrella, es decir, para la misma masa tenemos tres radios diferentes. 

Pero esto no implica que en la naturaleza existan esos tres modelos diferentes de 

estrellas. Es importante recordar al lector que no todas las soluciones de un sistema 

de ecuaciones, en nuestro caso ecuaciones (1.60) - (1.63), representan una situacién 

real. Para ello, es necesario que la solucién del sistema sea estable. Por esta razén 

necesitamos encontrar las soluciones de las ecuaciones de estructura estelar (1.60) - 

(1.63) que sean estables. En otras palabras, debemos saber que puntos sobre Ja curva 

de la figura (1.1) representan soluciones estables. Para ello, debemos utilizar la teoria 

general de perturbaciones. Este es un problema muy interesante para la fisica del 

problema que estamos desarrollando, pero al mismo tiempo muy complicado. Aunque 

en esta tesis no analizaremos la teorfa de perturbaciones, utilizaremos los resultados 

obtenidos por Ja aplicacién de esta teorfa en nuestro andlisis. En general, se han
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realizado muchos trabajos [1] sobre este problema y se ha establecido que pequeiias 

perturbaciones de presién y de densidad pueden desestabilizar la configuracién estelar. 

Con referencia en la gréfica (1.1), solamente los puntos que se encuentren en las ramas 

AB y CD son estables. Los puntos en Ja parte BC y los puntos después de D son 

inestables [1,4]. Pero jCudl es la fisica de los modelos estelares que se encuentran 

en las ramas AB o CD? Para explicar esta cuestién es necesario recordar al lector 

algunas predicciones de la mecdnica cudntica para sistemas con muchos grados de 

libertad. 

De la mecdnica cudntica sabemos que los fermiones, por ejemplo, clectrones v 

neutrones se comportan de acuerdo al Principio de Haclusiéu dc Paul, Este principio 

es la razon de que a altas densidades de material compuesto por fermiones, se genere 

una presién de origen mecanico cudntico que es Hamada presién de degencracién (para 

una descripcién mds detallada ver por ejemplo [1] y el bro [8]). Dependiendo del 

tipo de fermiones tenemos presidn de un gas degenerado de clectrones y presién de 

un gas degenerado de neutrones. En 1925 el cientifico ingles Ralph Fowler aplicé las 

leyes de la mecanica cudntica al estudio de las estrellas amadas enanas blancas (por 

su tamafio tan pequefio y su alta temperatura superficial) y sugiridé que los electrones 

forman lo que se conoce como un yas degenerado de Cleetrones. De esta forma ol 

colapso gravitacional de la estrella podia ser detenido por la presidn de degencracion 

de los electrones. 

En 1931, el astrofisico hindtt Chandrasekhar utilizé la presién de degeneracién
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de clectrones de origen cudntico para construir un modelo estelar en equilibrio hidros- 

ltico donde la fuerza de gravitacidn esta equilibrada con la presidn de degeneracién 

de los electrones. Chandrasekhar encontré que la masa total de esta configuracién 

quedaba determinada de manera tnica, y caleulé que la masa critica debia de ser 

Men = 1.4 Mg; a este valor se le denomina el Ifmite de Chandrasekhar [I]. La 

existencia de este limite implica que no todas las estrellas pueden aleanzar una con- 

figuracién de equilibrio hidrostatico, es decir, donde la fuerza de gravitacién esté 

halanceada con la presion de degeneracién de electrones. A esta configuracién se le 

conoce como Jénanas Blancas. Con referencia en la figura (1.1) podemos interpretar 

la regidn AB. con las Euanas Blancas. De esta gréfica vemos que la masa maxima 

es alrededor de Me; = 1.4Mo y el radio maximo es aproximadamente R ~ 10° ca. 

En el trabajo de Chandrasekhar se plantea la siguiente pregunta: {Cudl es el estado 

final de una estrella fria con masa mayor que el limite de Chandrasekhar? 

En 1932 se descubrié una nueva particula el neutrén. El fisico sovictico TL. Lan- 

dan utiliza esta nueva particula para dar respuesta a la pregunta planteada por Chan- 

drasekhar y predice que el colapso de una estrella con masa mayor a Men = 14Mo, 

debfa Tevar a una densidad tan alta, que los micleos atémicos en contacto formarian 

un sélo y gigantesco niicleo, compuesto de neutrones. Estos generan una presién de 

degeneracién de neutrones capaz de balancearce con la fuerza de gravedad. Esta con- 

figuracion estelar es llamada Estrella de Neutrones y teéricamente es introducida al 

mismo tiempo por los astronomos Zwicky y Baade. Es importante recordar que en
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esa época, las estrellas de neutrones eran sélo una prediccion tedrica. En la grdfica 

(1.1) la regién C'D tiene valores de M y R predichos teéricamente para las Estre- 

Has de Neutrones. Aunque la introduccién de las estrellas de neutrones proporciona 

parcialmente la respuesta a la pregunta planteada por Chandrasekhar. Las coriside- 

raciones de la gréfica (1.1) Wevan naturalmente a una nueva pregunta {Qué pasa con 

las estrellas que en su ultimo estado tienen una masa mayor a la masa del punto D? 

Esla pregunta sera analizada en el capitulo siguiente. 

 



Capitulo 2 

HOYOS NEGROS 

2.1 Colapso Gravitacional y Formaciéu de Hoyos Negros 

Para resolver la pregunta planteada al final del capitulo anterior os ilustrative men- 

cionar que sabemos sobre el nacimiento y muerte de las estrellas. Fisicamente, las 

estrellas se forman por contraccién gravitacional de nubes de gas interestelar dense, 

que consisten principalmente en hidrégeno. Aunque el proceso de su formacién es 

muy complicado ya que cs necesario Lomar en cuenta campos miagnéticos, momento 

angular, ctc., més o menos, la formacién termina en un estado donde la temperatura 

¢s tan alta que se generan reacciones tormonncleares. Aunque, intuitivamente cniza, 

podamos entender como nacen las estrellas, el problema para saber como mneren 

todavia es mas complejo. La evolucién térmica estelar y el estado Linal de la estre- 

Ila, tienen puntos que no estén bien entencdidos [ver por ejemplo [8]. Generalmente, 

cl estado final depende fertemente del valor de la masa inicial de la estrella. Por 

ejemplo, gencralmente es bien aceptado, que estrellas con masas iniciales del orden 

de 4Alg después de quemar ol Hidrégeno inicial, pueden perder la masa suliciente tal
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que, eventualmente, su estado final sea el de enanas blancas, porque la masa final 

es menor que Mc, = 1.4Mg. Pero la descripcién no es tan simple si consideramos 

la evolucién de estrellas con masa mayores que 4Mo. Tipicamente, es mds 0 menos 

aceptado que estrellas con masas Mayores que 8Mo, en su interior continuamente 

transforman un tipo de micleo a otro por reacciones termonucleares [9]. Estas re- 

acciones transforman exitosamente hidrogéno en helio, helio en carbono, carbono a 

neén, nedn a oxigeno, oxigeno en silicio y finalmente el silicio en hierro. Entonces las 

estrellas masivas finalente quedan compuestas de un centro de hierro sin reacciones 

termonucleares rodeado por capas coucéntricas quemando los diferentes elementos 

gaimicos que ya mencionamos. El micleo de hierro posee 26 protones y 30 neutrones. 

De hecho el micleo de hierro es muy especial, porque los protones y neutrones en 

su micleo estén tan fuertemente ligados que las reacciones nucleares adicionales son 

endotérmicas. De acuerdo al concenso general el estado final depende de la masa 

del centro de hierro. Como las reacciones nucleares exotérmica son imposibles, el 

centro de hierro se colapsa por la fuerza de gravedad. Este colapso esta acompatiado 

con la fotodesintegracién de los nucleos y genera la neutronizacién del centro via el 

decaimiento inverso (3. En este punto se da la situacién mds critica del colapso gra- 

Vitacional. E] colapso puede terminar si la presién de degeneracién de los neutrones 

es suficiente para detenerlo. En este caso la detencién del colapso genera una onda 

de choque hacia afuera resultando posiblemente un fenémeno espectacular llamado: 

Explosion de la Supernova [10]. Si este escenario se realiza el resultado final de la
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evolucién estelar puede generar dos configuraciones. La primera posibilidad es que 

el centro de hierro tenga una masa M ~ 4Mo, y los cdlculos numéricos indican que 

et producto final ser4 una estrella de neutrones, mientras que las demds capas de la 

estrella son eyectadas hacia afuera [9,10]. La otra posibilidad, es decir, si la masa del 

centro de hierro es mayor que 4Mo, se cree que en lugar de una estrella de neutro- 

nes se formaré un hoyo negro [9]. Desde el punto de vista de la evolucién estelar la 

existencia de los hoyos negros es evidente, ya que no existe ninguna razén para. que 

todas las estrellas masivas tengan un centro de hierro del orden de 4Mo. 

En Ja actualidad todavia existen grandes problemas para describir el fenéme- 

no de colapso del centro de la estrella y el mecanismo que genera la explosién de la 

supemova. Sin embargo hay evidencia observacional que indica que una explosién 

de la supernova al menos produciré una estrella de neutrones. Ademés, no existe 

ningun principio ffsico que prohiba la formacién de hoyos negros como resultado final 

del colapso gravitacional completo del centro de una estrella. De hecho, simulacio- 

nes numéricas de colapsos del centro cle estrellas progenitoras con masa mayores que 

20Mg indican la formacién de hoyos negros como resultado del colapso gravitacional 

completo. Pero todavia hay més preguntas que no entendemos. En particular, que- 

remos saber {Es verdad que los productos finales son los hoyos negros y las estrellas 

de neutrones?, {Cudnto material de la envolvente es eyectado por la explosién de la 

supernova’, {Cul es el significado del momento angular y de los campos magnéticos 

en el mecanismo de colapyo del centro de la estrella? Aunque, hemos argumentado
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de los principios de fisica bésica que los hoyos negros son un estado final posible pa- 

ra las estrellas masivas, todavia hay problemas mateméticos abiertos. Por ejemplo, 

jCudles son las prediciones de la teorfa de la relatividad general para el estado final 

de Ja estrella en el caso que la presidn de degeneracién de neutrones sea insuficiente 

para detener el colapso gravitacional? Esta cuestién preocupo a los relativistas por 

muchos afios. 

El trabajo pionero de Oppenheimer en 1939 indica que el colapso de una 

esféra homogénea de gas, en el contexto de la relatividad general, Heva a un estado 

final singular, donde toda la masa est4 concentrada en un sélo punto. Posteriormente, 

‘Wheleer con sus alumnos de Princeton a principios de los afios 60 verifican las conclu- 

siones de los trabajos de Oppenheimer. En este trabajo se usan modelos de estrellas 

con ecuaciones de estado mds cercanas a la realidad. Sin embargo las conclusiones 

del trabajo de Oppenheimer permanecen intactas. En el estado final del colapso gra- 

vitacional completo se desarrolla una singularidad del espacio-iempo. Exactamente 

una configuracién donde la densidad y la temperatura de la estrella son infinitas y al 

mismo tiempo su tamaiio es puntual. Las leyes de la fisica y la capacidad de predecir 

él futuro fallardn totalmente. Surgen mevas interrogantes jPodemos ser afectados 

por los terribles efectos de esta singularidad?, i Hs la singularidad un artificio de la 

simetria esférica o es realmente generada por la naturaleza atractiva de la fuerza de 

gravitacién? Penrose en un trabajo brillante [11] contesta de manera definitiva la se- 

gunda pregunta. Demuestra que realmente existe una singularidad en el estado final
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de la estrella, y ademas que esta singularidad no es un artificio de la simetria, sino 

que es generada por la naturaleza de la fuerza de gravedad. Para dar respucsta a la 

primera pregunta, es decir, j Podemos ser afectados por los efectos de la singularidad? 

Penrose introduce la famosa hipétesis del Censor Cdsmico [11]. Esta hipdtesis afir- 

ma que todos los colapsos gravitatorios completos producen tinicamente hoyos negros 

(donde la singularidad estdé oculta mediante el horizonte de eventos) y nunca singu- 

laridades desnudas. Si la hipotesis es valida la singularidad del espacio-tiempo estard 

oculta dentro del horizonte de eventos y no influirdé en el mundo exterior. En otras 

palabras, la singularicdad esta desconectada causalmente del mundo exterior. 

En la presente tesis aceptaremos como correcta la hipdtesis del Censor Césmico 

de Penrose. Como consecuencia aceptamos que el colapso gravitacional completo 

produce un Hoyo Negro. 

conveniente comentar que hay personas que tiencn dudas sobre la formacién 

  

de hoyos negros estclares. Una duda que frecuentemente es expresada estd rclacionada 

con la existencia del fenémeno de viento estelar y sus efectos sobre la estrella. Si 

éste es muy intenso, posiblemente puede reducir significativemente la masa de la 

estrellas y en el estado final la masa de su centro posiblemente sea menor que el 

limite de Chandrasekhar. Si este fendmeno se cumple entonces (odas las estrellas 

terminarfan su vida como Muanas Blancas, Pero este argumento tiene puntos débiles. 

Si Inera vilido no podriamos detectar estrellas de neutrones (por ejemplo, en forma 

de prlsares). En esta tosis vamos a aceptar la hipdtesis de que los hoyos nepros son
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parte de este universo. Asf surge de manera natural ja pregunta central de la tesis: 

4Cémo Podemos Detectar los Hoyos Negros? 

Si existe una manera para detectarlos, todas las preguntas relacionadas con las proble- 

mas de la explosién de 1a supernova terminarian. En este capitulo hablaremos sobre 

las propiedades bdsicas de los hoyos negros que serén importantes para entender los 

principios fisicos involucrados en los posibles mecanismos de su deteccin. 

2.2 Hoyos Negros 

En la seccién previa vimos como se pueden formar les hoyos negros estelares y men- 

cionamos las razones fisicas por las que esperamos su existencia. De la seccién 1.2 

sabemos que en la teoria de la relatividad general, la gravitacién se manifiesta como la 

curvatura del espacio-tiempo. Desde este punto de vista es natural que preguntemos: 

{Qué es un hoyo negro? Seguramente es un campo gravitacional y en cierto sentido 

un campo gravitacional muy intenso, ya que posee una regién donde la luz no puede 

escapar a infinito. Estas propiedades fisicas pueden ser expresadas matemaéticamente 

con las siguientes condiciones [4]. Un hoyo negro esta definido como una métrica en 

el espacio-tiempo que es solucién de las ecuaciones de Einstein (1.25) y que tiene las 

siguientes propiedades: 

1) La geometria es asintéticamente plana; 

2) Posee una regién de espacio-tiempo que no puede commnicarse con la 

regién asintdélica;
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Como consecuencia de la propiedad (2) tenemos la siguiente definicidn: 

La frontera que separa esta regién del espacio-tiempo que no puede co- 

municarse a la regién asintdtica plana se conoce como el horizonte de 

eventos. 

3) No existen singularidades del espacio-tiempo fuera y sobre el horizonte 

de eventos. 

En 1916, Karl Schwarzschild [1,4], derivé una solucién de las ecuaciones de 

Einstein para un campo gravitacional alrededor de una masa esférica. Ein el capitulo 

anterior, exactamente en la seccién 1.2 derivamos la famosa solucién de Karl Shwarzs- 

child. En la siguiente seccién veremos que esta solucién bajo condiciones especiales 

representa un hoyo negro que es conocido como hoyo negro de Schwarzschild (1,4). 

En 1963 R. Kerr descubrié otra familia de soluciones exactas a las ecuaciones 

dle cainpo de Kinstein en el vacfo con simetria axial. Estas soluciones representan una 

mucva familia de hoyos negros Mamada la familia de Kerr [1,4]. La generalizacién 

con carga fie encontrada subsecnentemente como solucién a las ecuaciones de campo 

Einstein-Maxwell por Newman en 1965 [4]. 

Una gran pregunta que preocupaba a la personas que trabajan en la teorfa de 

la relatividad general era: jCudntas soluciones distintas a las ecuaciones de Einstein 

en vacio y a las ecuaciones Einstein-Maxwell representan hoyos negros? Hoy en «fa, 

eracias a los trabajos de muchas personas la respuesta es muy clara. Para cllo se han 

establecido los siguientes teoremas muy fuertes [12}:
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Teorema 1.- “La tnica solucién de las ecuaciones de Einstein en el vacio que 

corresponde a un hoyo negro estatico es la solucién de Schwarzschild.” 

Teorema 2.- “La tmnica solucién de Jas ecuaciones de Einstein-Maxwell que 

corresponde a un hoyo negro estatico y con un campo electro-magnético es la solucién 

de Reissner-Nordstrém.” 

Teorema 3.- “La tmica solucién de las ecuaciones de Einstein en el vacio que 

corresponde a un hoyo negro con rotacién es la solucién de Kerr.” 

Teorema 4.- “La tmica solucién de las ecuaciones de Einstein- Maxwell que 

corresponde a un hoyo negro estacionario y con un campo electro-magnético es la 

solucién de Kerr-Newmann.” 

Para los fines de esta tesis consideraremos solamente los hoyos negros descritos 

por la métrica de Schwarzschil y la métrica de Kerr, es decir, esperamos que los hoyos 

negros que son astrofisicamente importantes sean esféricos sin carga o rotantes sin 

carga. Desde el punto de vista astrofisico, los objetos celestes con carga no son 

importantes ya que en general ser4n neutralizados rapidamente por el plasma de los 

alrededores. Entonces en las siguientes secciones analizaremos las propiedades rhas 

importantes de los hoyes negros de Schwarzschild y de los hoyos negros de Kerr. 

2.3 Hoyos Negros de Schwarzschild 

El hoyo negro de Schwarzschild es una solucién de las ecuaciones de Einstein en el 

vacfo. La métrica de Shwarzschild en coordenadas esféricas (¢, 7, 0, ¢), como derivamos
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en la seccién 1.2, tiene la siguiente forma: 

ds? = — ( - *) dt + ( - aut" dr? + r'de? +r? sin® Odd? = (2.1) 

donde M es una constante positiva, que identificamos con la masa fisica del hoyo 

negro. 

En esta forma no podemos suponer que la coordenada r toma valores entre 

0 < r < , porque la métrica tiene una singularidad en r = 2A/, es decir, en 

r 2M, ge = Oy lim,_oar grr ~> 00. Pero como mostraremos en seguida, esta 

singularidad es solamente una singularidad de las coordenadas. Precisamente, para 

probar gue la geometria no es singular en r = 2Af debemos extender la métrica (2.1) 

para toda r, tal que, 0 <r < oc, Existen varias transformaciones de coordenadas 

que pueden emplearse para esto y al mismo tiempo indican que la singularidad en 

r = 2M es una singularidad de las coordenacdas. En esta tesis utilizaremos una de 

estas transformaciones definida por [1]: 

r 

u(r) = (55-1) 
r 

vos v(try= (sa - 1) 

Con la ayuda de (2.2) derivamos: 

fo raat 
(oH ye woe, 

t ” . 
tanh (aia) =a (2.3) 

Utilizando la transformacion (2.2), pocemos reescribir la métrica (2.1) on las nue 

ub 
é wfAM c cosh (ae i i) . 

efAM sinh (Gu) (2.2) 

vas coordenadas (1, 7, 0,0). Primero, expresamos las ecuaciones (2.2) de la signiente
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TMancra: 

s ! utter) =atryeosh (555) 

(ir) = a(r)sith (5), W v 

con: 

  

2M 

tomamos las diferenciales du y dv: 

_ dg(r) t ot) ft 
du = dr cosh aM dr+ 1M sinh IM dt (2.4) 

_ _ ag) to g() to 
de= sinh i " 7 dr + iM cosh av dt (2.5) 

Resolviendo este sistema de ecuaciones para dr y dt, 

a = Edu — Bdv 

" * "EA—BC 
a = Adv — Cdu 

EA- BC 

donde: 

A= 0) cosh (3) B= oT son (G7) 

C = 400) nti (35) E= 10 cosh (7 wi) (26) 

sustituyendo dr o dt en Ja métrica (2.1)tenemos: 

wee patae (#0) (Ger) a (0-H) ae oe 

  

(2.7)
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al sustituir los valores de A, B, C y D de las ecuaciones (2.6), primero obtenemos: 

EB 
AC -—-—- =0 f 7 

Esto implica que la métrica (2.7) queda como sigue: 

2 1 B 2 2 BE Ze 2 2702 ds" = FA BG FO“ dy" + FoF du*| + r°dQ 

sustituyendo los valores de A,B,C y E de las ecuaciones (2.4) y (2.5) tenemos 

finalmente: 

ds? = 32Me 
r eT PM (_dy? + du?) + rd? + r? sin? ddg? (2.8) 

Fsta forma de la métrica es vélida para 2M <r < oo y Ja nuevas coordenadas 

(u,,0,@) se conocen como Coordenadas de Kruskal [1]. Para analizar el comporta- 

micnto de la métrica (2.8) en r = 2M primero caleulamos el jacobiano de la trans- 

formacién (2.2) en r = 2M. Por definicidn: 

the Oe I 
lJ mW ODr _ nerhatt 

oe om | 32aP 
a a 

y claramente vemos que la transformacién dada por (2.2) no es singular en r = 

2M. Esto implica que podemos extender la geometria (2.8) hasta r = 2M]. Hasta 

el momento hemos visto que la geometria esté definida en r > 2M por la cenacién 

(2.8), pero todavia no tenemos una descripcién completa de la geometria del espacio- 

tiempo. Para ello necesitamos extender la geometrfa para r < 2M. Una manera de 

hacerlo, es utilizar la transformacién de coordenadas (2.2) para valores de r < 2Af.
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Esta transformacidn tiene la siguiente forma: 

r yi t = =(1-—\? gn ( 
w= utr) @ a) e 9) 

=(1_- 7) ras az v(t,ry= (2 sii) e cosh (aa) : (2.9) 

Para r < 2M => 1—r/2M > 0, es decir el valor dentro de la raiz cuadrada es positivo 

e tl 

y la raiz es real en las ecuaciones (2.9). Ahora reescribimos la métrica (2.1) para 

valores r < 2M = 2M/r -—1 > 0 como: 

4 -1 

ds? = (= — 1) dt? — (F - 1) dr? + r7d0? +r? sin Odd”. (2.10) 
Tr 

La geometria dada por (2.10) sigue siendo solucién a las ecuaciones de Einstein, pero 

también es singular en r = 2M. Utilizamos la transformacién de coordenadas dada 

por la ecuacidn (2.9) en la métrica (2.10) obtenemos : 

2 _ 32M3 
T 

ds e77/2M (_dy? + du?) + r7d0? +1? sin? Odg”, 7 < 2M. (2.11) 

Nos damos cuenta que la métrica (2.11) es idéntica a la métrica (2.8) en r = 2M. Al 

inspeccionarla, vemos que las funciones de la métrica son analiticas en r = 2M. En- 

tonces tenemos una geometria extendida analiticamente a través de la hipersuperficie 

r = 2M, es decir, a través del horizonte de eventos. 

La figura (2.1) muestra el plano u—v con -00 <u < coy -co< u< OO. 

Con referencia en las transformaciones dadas por (2.2) y (2.9) los puntos del espacio- 

tiempo con coordenadas —0o < t < co y 0 <r < oo estén representados en esta 

figura por la regin de la parte superior de la Iinea B’OC’. Ademés los puntos del
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Figura 2.1 Coordenadas de Kruskal, donde se muestran las geodésicas nulas radiales, es 

decir, du = +dv. Para los puntos AJ, y Af, dibujamos el cono de luz futuro. 

espacio-ticmpo con r = 2\f vy —oo < lL < 09 son representados en la misma figura 

por las lincas OA’, OB! v OC. porque estos puntos satisfacen que uv? = 6, 

  

Una propiedad muy conveniente de la geometria escrita on las coordenadas de 

Kruskal (u,t’), es que las geodésicas nulas radiales tlenen wna ecuacién muy sencilla, 

Como vimos en el capitulo primero, las geodésicas nulas tienen la propiedad que para 

  

cada dos puntos infinitesimales sobre dichas geddesicas: ds? = 0, Entonces la forma 

de la geometria de Schwarzschild, expresada en coordenadas de Kruskal, implica que 

las geodésicas nulas racdiales cumplen que di = ide. Ms decir, son curvas que en el 

plano a — forman un Angulo de 45" con el eje e. El espacio-tiempo que se encuentra 

en la parte superior de Ia linea B'OC” descrito en Ia figura (2.1) presenta patologtas, 

Para ver esto de mancra més clara consideremos una particula que se move sobre nna
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punto B(u‘, «') eset punto donde esta geodésica se intersecta con la hipersuperficie u = 

iv. El tiempo propio de esta particula para viajar del punto A al punto B es finito. 

Pero esto significa que el espacio-tiempo que se encuentra en la parte superior de la 

linea B'OC' no es completo. En otras palabras, matemAticamente el espacio-tiempo 

dado por B'OC' A’ tiene fronteras. Espacio-tiempos con csta propiedad no son fisicos y 

matemAticamente podemos eliminarlos imponiendo la condicién que el espacio-tiempo 

sea geodésicamente completo [4]. Exactamente si el espacio-tiempo es geadésicamente 

completo todas las geodésica que no choquen con singularidades pueden extenderse a 

valores infinitos del tiempo propio. Entonces necesitamos extender el espacio-tiempo 

dado por B’OC'A’. Para ello hacemos una teflexién sobre la hipersuperficie u = ku y 

equivalentemente la linca B’OC'. Ahora el espacio extendido esté dado por el plano 

total (uw — v). 

Entonces para describir la nueva regién extendida del espacio-tiempo podemos 

utilizar los siguientes cambios de coordenadas: 

1 = Gente (fh) 
? 7 t eae (5 _ 1)'e /AM sinh (az) » (22M) (2,12) 

es 

y parar < 2M, 

fae _7\ r/AM os ae < 13) v= = (1-5) ean (Zz). S28)
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Figura 2,2 Diagrama de Kruskal de ta métrica de Schwarzschild 

Estas nuevas coordenadas describen la regién D/OC' y D'OB' respectivamente. Fi- 

nalmente extendemos la métrica de Schwarzschil analfticamente en las regiones 1'OC" 

y DIOB' usando las coordenaas (u,v). Por supuesto, la métrica tiene la forma dada 

por (2.8). 

El espacio-tiempo descrito anteriormente estA representado con mds detalle 

por la figura (2.2) y es conocido como la extensién analitica de una variedad de 

Schwarzschild. La figura (2.2) indica la estructura del espacio-tiempo y tambien 

muestra las hipersuperficies (nulas) OA’, OB’, OC’ y OD! que son los horizontes, 

mientras que la hipersuperticie r = 0 representa la singularidad del espacio-tiempo. 

Como se ve en la figura la singularidad esta oculta dentro del horizonte de eventos, es 

decir, en la parte B/OA’ y en la parte del espacio-tiempo D'OC" (conocida como Toyo 

Blanco) respectivamente. Hs claro ce esta figura que puntos dentro de la regi6n B/OA!
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Figura2.3 Diagrama de Kruskal para una estrella colapsandose. 

no pueden comunicarse con puntos, por ejemplo en la regién A’ OC’. En este sentido la 

region B/OA' es el interior del hoyo negro de Schwarzschild relativamente de la regién 

AOC’. Como hemos visto aunque matematicamente el espacio-tiempo mostrado en 

Ja figura (2.2) es una solucién de las ecuaciones de Einstein en el vacio que representa 

un hoyo negro, realistamente esperamos que un hoyo negro esférico producido por el 

colapso gravitacional completo sélo serd descrito por el espacio-tiempo mostrado en 

Ja figura (2.3). 

En esta figura yemos que la parte abcd representa la parte del espacie-tiempo 

dentro de la estrella que se colapsa hacia la singularidad representada como bm. La 

region exterior del hoyo negro esta descrita como Ja regién dhe y ho es exactamente el 

horizonte de eventos. Para el caso de colapso esférico la geometria de Ja regién bemr 

est4 dada por la geometria de Schwarzschild.
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En esta tesis no vamos a trabajar en la extensién analitica de una variedad de 

Schwarzschild. En astrofisica, sdlo la parte bhor de la figura (2.3) es relevante. Con 

esta idea, en la siguiente seccién analizaremos el movimiento de una particula prueba 

en la geometria de Schwarzschild, descrita de acuerdo al diagrama (2.3). 

2.4 Movimiento de una Particula Prueba 

  

En esta sec én estuciaremos el movimiento de particulas prucha que se estan movien- 

  

do en la parte de la variedad fuera de) horizonte de eventos. Entonces para analizar 

dichas trayectorias es suficiente utilizar las coordenadas (f.1,@.) con la métrica de 

la forma (2.1). Como vimos en el capitulo primero las particulas libres se mueven 

en trayectorias geoclésicas, es decir, satisfacen la ecuacién (LLL). La ecuaciones de 

movimiento pueden obtenerse con un principio variacional del lagrangiano de una 

particula, que por simplicidad suponemos con masa ignal a la unidad, éste tiene la 

siguiente forma [1,1]: 

Lodi dr” 
Bou (2.1) L= — 

dr dv 

donde como vimos T es eb tiempo propio que os medido a lo largo de la Wavectoria 

(ver couacién (1.13)). Las ccuaciones cle movimiento de Lagrange tienen la siguiente 

forma: 

dr \Are) Ark 
f£ ( OF ) On, rs (nda)
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Para el caso de la geometria de Schwarzschild la forma del lagrangiano queda deter- 

minada por: 

2b=- ( - x) (2) + ( - ay () +r (2) +7 sin? @ () 

(2.15) 

Como FE no ticne dependencia explicita de la coordenada t, ni de la coordenada 6, 

autométicamente tenemos las siguientes constantes de movimiento: (En lo que sigue 

utilizaremos frecucntemente el punto sobre la coordenada para denotar derivada con 

respecto al tiempo propio 7 por ejemplo i = dt/d7, etc.) 

d (OL 

(FH) = 6 
d (aL 4 (2) 9 

es decir, 

OL 

a = 
oF iy, 
0b 

resolvemos las ecuaciones (2.16) y obtenemos: 

ka (:-24) 4 
r jdr 

i = Psinto@? (2.17) 
dr ° 

mientras que las ecuaciones de Euler-Lagrange para la coordenada @, estan determi- 

nadas por: 

df db\_ 4. de 
a (Z) =r sin 9 cos (2.18)
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Finalmente, necesitamos calcular las ecuaciones de movimiento r(r). Pero podemos 

obtener la componente dr (r) /dr, cuando imponemos las siguientes condiciones: 

dx dx” . 
Iw a 7 = -l, particulas con masa. 

dz da” . . 
$e 0, particulas sin masa. (2.19) 

Antes de escribir las ecuaciones de movimiento para r(T), analicemos la ecuacién 

(2.18). Primero supongamos que la particula se encuentra a un tiempo inicial r = 0 

en el plano ecuatorial, es decir, @ = 1/2 y 8 = 0, desarrollando el lado izquierdo de 

(2.18) obtenemos: 

dr d) PO dd 6 
ait ae z=r + inocwso (#)" (2.20) 

Utilizando las condiciones iniciales @ = 1/2, y @ = 0, la ecuacién (2.20) nos dice que 

@O/d?? = U0 para = 0. En la econacién (2.20) diferenciamos con respecto de 7, ¥ 

obtenemos: 

2, 2, a] 

ar db + gan ee ae + oo = 2rsin@cosé (2) 
a dr? dr drdr dr3 * 

+r" cus @ cus 8 (F *) (= i )+ 
dr 

a 

a 

+r ‘oereo (=) y's 
dT 

+27? sind cos SE, 

con las condiciones r = 0, 0 = 7/2, y 0 = 0 = 0, esta ecnacién nos dice que: 

ao 

a}! ro
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De manera sucesiva, obtenemos para cada m = 2,3, 4,5...: 

ae 

dr™ |. 
=0 (2.21) 

0 

Pero (2.21) implica que el movimiento de la particula para (7), es igual a cero 

para todo tiempo 7 > 0, es decir, la particula se est4 moviendo en un plano si a un 

tiempo t = 0, 6 = 7/2 y 8 = 0. Con la conclusién que el movimiento se da en el 

plano ecuatorial buscaremos soluciones de las ecuaciones geodésicas que representan 

geodésicas temporales. La temporalidad implica que la ecuacién (2.19) toma la forma: 

(7) B) (27 Geol) am 
despejamos dr/d7, y obtenemos, 

=) 0-2) @)-C REY] 
Cuando usamos (2.17) en (2.23) finalmente tenemos las siguientes ecuaciones: 

2 2 (=) = BH ( ~ *) ( +5) (2.24) 
-1 

= =- ( - mt) E (2.25) 

db i 5 
dr” Psin?@ 2.26) 

Como en la mecdnica clésica, definimos un potencial efectivo dado por: 

Vin)= ( - *) (: + 5) (227) 

en este caso la ecuacién (2.24) se convierte en: 

(z) = B~ Ver) (2.28)
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Figura2.4 Grafica del perfil del potencial efectivo para una particula, orbitando en un 

hoyo negro de Shwarzschild de masa M 

Para un valor fijo de Z, es decir, consiante, V) (1) es deserila esqnematicamente por 

la figura (2.4). En esta figura las tres lincas horizontales corresponden a diferentes 

valores de £2. De la ceuacién (2.28) vemos que la distancia de la linea horizontal 

a V nos da (dr/dr)* . Consideremos la érbita 1, Ja linea horizontal oliqnetada con 

1 corresponde a una particula que viene de infinito con wna eaergia £2, cuando la 

particula alcanza el valor de r correspondiente al punto A, dr/dr sc hace cero ¥ 

cabia su signo, es decir, la partioula regresa a infinilo. ‘Vales érbilas no estan 

acotadas, y A es Ilamado el punto de retorno. La érbita 2 es una érbita de captura: 

la particula es atrapada por el hoyo negro. Esta clase de érbitas son resullado de la 

dindmica de la relatividad general, va que como veremos nuts adelante estas érbitas
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no aparecen en la teoria newtoniana. La orbita 3 es una drbita acotada, con dos 

puntos de retorno A; y Ag. El punto B corresponde a una srbita circular estable. Si 

la particula es ligeramente perturbada en B, la érbita permanece alrededor de B. El 

punto C es una érbita circular inestable; una particula localizada en tal punto, que 

experimente una ligera perturbacion radial hacia adentro, caeré hacia el hoyo negro 

y sera capturada. Si ésta es hacia afuera, la particula se iré répidamente a infinito. 

Es instructivo examinar cuéles son las ecuaciones de movimiento de una par- 

ticula que se mucve en un campo con simetria esférica en la teoria newtoniana. En 

este caso, el lagrangiano esta dado por: 

= nlp a7? (8 4 sin? 0a?) | — L= 5M [ +7 (@ +sin* 00 } V(r) (2.29) 

Resolvemos Jas ecuaciones de Euler-Lagrange, para r : 

4 (m5) = =mr (@° + sin? 6¢ ) = we (2.30) 

para #, encontramos que: 

d 
a (mx «ay a) = mr? sin 6cos 6b (2.31) 

mientras que para é, obtenemos directamente una constante de movimiento dada por: 

i= mr? sin? 6 (2) (2.32) 

Aligual que en el caso relativista proponemos # = x/2,0 = Qent=0. De esta manera 

desarrollando el lado izquierdo de la ecuacién (2.31) y utilizando las condiciones 

jniciales, encontramos que d?@/dt? = 0 en t = 0, y siguiendo el mismo razonamiento,
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obtenemos que d"6/dt” = 0 en t = 0. Es decir, que la particula se esté moviendo 

para todo empo en un plano y suponemos que ese plano es cl plano ecuatorial. En 

este caso la ecuacién (2.32) queda como: 

de i 9 24 (#) «<4 eo 
La ecnacién (2.30), utilizando condiciones iniciales y la eenacién (2.33) queda expre- 

sada como: 

er Pe V(r) an —~2Ye 2.34 
aR ne Or (2.34) 

Multiplicando en ambos lados por la velocidad radial: 

dr d*r P dr OV(r) dr 
—— | = ——— —- [ — 2.35 

m G _ mma dé ( or =) (2.35) 

esta ecuacién puede rcescribirse como una derivada total, es decir, 

d {mfar\? d pe 
—(-(— =—{[-— -V(r 2.36 
dt (3 a) } dl ( Qmar? ve) (2.36) 

o bien, 

dm (ary, Fv] =0 
dt | 2 \dt 2mr? ~ 

asf, que la otra integral de movimiento esta dada por: 

1 fdr\? GMP me my fm | 2. 
! 2” ( ) r + 2mr? (2.37) 

  

Para el caso clasico, el potencial efectivo puede escribirse como: 

V(r) = (as ~ a) (2.38) 
mr? r
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Figura2.5 Grafica del perfil del potencial efectivo para una particula, descrito en la teoria 

clasica. 

(«) =B-V(r) 

Para un valor fijo de J, V(r) es descrito por la figura (2.5). Donde vemos que 

el potencial efectivo descrito por la ecuacién (2.38) es similar al potencial efectivo 

relativista para valores r —» oo. Pero existen grandes diferencias para r — 2M]. La 

ecuacién (2.27), tiene un término puro de efectos relativistas de acoplamiento entre 

mothento angular y potencial gravitacional que va como (r—*) . Este término es muy 

importante ya que permite a una particula con momento angular penetrar al centro 

del objeto compacto, es decir, se generan las érbitas de captura (ver drbita 2 en la 

figura (4.2)). Esto difiere considerablemente de la teoria cldsica donde la particula no 

podia atravesar una barrera de potencial y era obligada a regresar a infinito, como 

vimos en la figura (2.5).
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A continuacién, consideramos brevemente la estabilidad de las trayectorias 

relativistas. Las érbitas estables deben satisfacer que OV/Or = 0. Con ayuda de 

(2.27) tenemos que : 

av 
zp =0> Mr? — Pr + 3MP =0 (2.39) 

por lo que se puede demostrar que el potencial no tiene maximo ni minimo para 

1 <2V3M ¥ Venx = 1 paral = 4M. 

Las 6rbitas circulares ocurren cuando OV/0r = 0 ¥ Or/O7 = V. De las ecua- 

ciones (2.28) - (2.39) tenemos que: 

   

Mr? 
Pos 2. 
t r—3M (2.10) 
~ 2AL)? 
pe = YO 2M) (2-11) 

r(r—3M) 

Las érbitas circulares existen por dchajo de r = 3.1/, el caso Hmite corresponde a las 

Orbitas del fotén (FE = B/m — 90). Las orbitas cirenlares son estables si 22V/Or? > 0, 

y¥ son inestables si @?V/Or? < 0. La tiltima érbita circular estable en la geometria de 

Schwarzschild es r= 6A. La variacién de V con 7? se muestra en fa figura (2.6). 

2.5 Hoyos Negros de Kerr 

En esta seccién mencionaremos las propiedades mas importantes de la familia cle los 

hovos negros de Kerr,” Como vimos en el capitulo anterior la vinica sohicion cle las 

ecuaciones de Einstein en el vacto que correspondde a un hove negro con rotacién cs la
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Figura'2.6 Grafica del perfil del potencial efectivo para particulas con diferentes momentos 

angulares T orbitando en un hoyo negro de Shwarzschild de masa M. Si la particula cae 

desde r = 00 con un pardmetro de impacto b > 33M ésta regresa a r = 00. Si 

b < 3V3M la particula es capturada por el hoyo negro.
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solucién de Kerr. Los hoyos negros de Kerr tienen propiedades muy distintas de los 

hoyos negros de Schwarzschild. Una de ellas es que poscen momento angular distinto 

de cero. 

La geometria de los hoyos negros de Kerr es descrita por dos pardmetros, la 

masa del hoyo negro M y el momento angular J. Las propiedades de los hoyos negros 

de Kerr son més claras en las coordenadas (t,r,0,¢) Boyer-Lindquist (1967) (para 

una descripcién de estas coordenadas ver [4]), donde la métrica de Kerr esta dada 

como: 

  

. , +2 

dv = — ( - 22 ) de? — forse asap (2.42) 

Dy e. 3 “a? sin® : 
+e" + Edo? + G tart “| sin? dg? 

donde @ es la direccién de rotacién del hoyo negro y, 

ez, Asr? = Mr +e’, Ysr*+a'cos’d (2.43) 

La métrica es estacionaria (independiente de £) y axisimétrica alrededor del eje polar 

(independiente de ¢). Definimos a como el momento angular por unidad de masa del 

hoyo negro. ‘Tenemos que J? = a2. M?, entonces para que cl clemento de linea dado por 

(2.42) represente wn hoyo negro es necesario que @ se encuentre dentro del siguiente 

rango 0 < a? <1. Sia = 0 recnperamos la métrica de Schwarzschild. Cuando a? = 1, 

la geometria (2. 12) describe un hoyo negro con rotacién maxima. En caso que a? > | 

la geometria describe una singularidacd desnuda. Pero este caso no esta permitido 

porgue hemos aceptado como vilida la hipétesis del Censor Césmico. 
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Una propiedad caracteristica de los hoyos negros de Kerr es la existencia de 

una regién conocida como la ergosfera. La ergosfera se define como una regién del 

espacio-tiempo donde todos los observadores fisicos estan rotando necesariamente 

en la misma direccién de la rotacién del hoyo negro. La ecuacién que describe la 

hipersuperficie de espacio-tiempo de la ergosfera es: 

_ 2rM 
  1 =05 0 =2Mr > r? +a? cos’0 ~2Mr=0 (2.44) 

Para el caso que 0 < a? < 1 podemos ver facilmente que la ecuacién (2.44) tiene una 

raiz real dada por: 

79 = M + (M? — a? cos? 6)? (2.45) 

Esta ecuacién define el limite estatico y es una frontera de la ergosfera (ver figura 

(2.7)). Otra hipersuperficie muy importante del espacio-tiempo del hoyo negro de 

Kerr es el horizonte de eventos. Es un poco dificil determinarlo en el presente caso. 

E lector puede referirse a [1,4] para mds detalles. La hipersuperficie del horizonte de 

eventos esta dado por: 

ry = M+ (M?— 02)? (2.46) 

” En Ja figura (2.7) representamos una seccién del hoyo negro de Kerr, donde vemos 

claramente la relacién de la ergosfera con el horizonte de eventos. 

2.6 Geodésicas Ecuatoriales para el Hoyo Negro de Kerr 

Para el estudio del proceso de acrecién de disco en hoyos negros de Kerr es muy 

importante tener una idea como son las ecuaciones de movimiento para las particu-
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Seeventas 

Figura2.7 Diagrama de un hoyo negro de Kerr. 

las que se encuentran fuera del hoyo negro de Kerr. En otras palabras, necesitamos 

resolver las ecuaciones de las geodésicas en la geometria de Kerr. fn el caso de esta 

  

geometria las soluciones de las ecuaciones de las geodésicas son mucho mas compli- 

cadas que en la gcometria de Schwarzschild. Afortunadamente, para los modelos de 

discoy de acrecién en un hoyo negro de Kerr solamente necesitamos las soluciones que 

describen el movimiento de las particulas en cl plano ecuatorial, es decir, cl plano 

deserito por 0 = 7/2. en las coordenadas de Boyer-Lindquist. EF] lagrangiano de estas 

particulas esta dado por [1}: 

A , 2 2, 2 a= - (1-22) ria yt ta (# aa 2A) @ (2.17)   

  

A 

entonces las ecuacioncs de movimiento para f tienen la siguiente forma: 

ad (ALN _ On 

dr ar) ar 

donde, 

ah, at, | 
ab ye 
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entonces, - 

2af 4aM - -(1- BE) i- hb -ae--2 (2.48) 

Mientras que para é tenemos: 

  

  

    

donde, 

sears (are MEY a, a=0 

entonces, 

2M; + (? tay a d=ce=—l (2.49) 

‘Tenemos dos ecuaciones para i, y para 6, es decir, (2.48) y (2.49). Reescribimos estas 

ecuaciones de la siguiente manera: 

  

Ai+Bé = 1 

Ci+Deo = -E 

con, 

Ac -(:-™4), Ba 20M 
Tr Tr 

4 2 

C= ae ; D=rtet aie (2.50) 

Resolvemos para i y para , 

__ (DL+ EB) 
"(BC DA) 

ys 

. CL+EA 
o “(BC — DA)
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con ayuda de las ecuaciones (2.50) tenemos: 

, _ (Br? +e’ + 2Ma?) — 2aMlr i= ee rn ) (2.51) 

, _ (—2M)l+2eME o = = (2.52) 

No necesitamos construir explicitamente la ecuacién de movimiento para la parte 

radial r(7). Podemos utilizar la condicién que g,,u’u"” = —1, es decir, 

gut? + goed + Gelb + gordi + gr? = —1 

j2 2 i <2 gut” + gagh + 2Gytot grt” = -1 

cuando resolvemos esta ecuacién para *? obtenemas, 

Grei? = a — Dep Song? _ gti 
Grr Gono Ger 

de esta mancra, 

* () = R(F,Lr) (2.53) 

donde, 

RSP tary 2ma*) —4aM BL (r- 2M)P —mPrA. (2.51) 

Primero, nos interesa investigar las condiciones, para las que soluciones de la ecuacién 

(2.53), describen particulas moviéndose en érbitas circulares en el plano ecuatorial, 

es decir, para las érbitas que satisfagan r(7) = cle, para toda 7. En otras palabras, 

buscamos las soluciones donde la coordenada radial 79 esté fija. Si tenemos las si- 

guientes condiciones iniciales: r (ro) = ro, dr/d7|,, = 0, podemos probar de (2.53)
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que todas las drbitas circulares ecuatoriales deben satisfacer: 

R=0, >= =0 (2.55) 

Ahora podemos resolver Ja ecuacién (2.55) para expresar la energia Ey momento 

angular J, como funciones del radio r, de la siguiente manera: 

~ 2 _ z= r? —2MrtaV/Mr ; (2.56) 

r (r —3Mr+ 2aVMr) ; 

- VMr (7 $ 2Qa/Mr + a?) 
i= +—-+—_______ 

r (7 —3Mr+ 2a Mr)’ ee) 

De donde vemos que para E' y I sean reales es necesario que el denominador sea real. 

Como este denominador es funcién de r, tenemos un radio minimo, después del cual 

pueden existir 6rbitas circulares. Es decir, todas las érbitas circulares en el plano 

0 = 1/2 deben satisfacer: r? — 3Mr + 2a\/Mr > 0. Entonces para encontrar este r 

minimo, tenemos que resolver 7? — 3Mr + 2a/Mr = 0. La érbita del radio minimo 

se conoce como la ultima drbita circular del “fotén” y esta dada por: 

Tpr = 2M {i + cos [3 cos? (0/m)] } (2.58) 

Con la experiencia adquirida en el estudio de las érbitas en los hoyos negros de 

Schwarzschild esperamos que no todas las érbitas circulares sean estables. Para nues- 

tro andlisis es necesario encontrar érbitas circulares, acotadas y estables. Una drbita 

circular no estd acotada si tiene la propiedad la energia por unidad de masa E/m > 1. 

Para estas érbitas una pequeiia perturbacién tiene el efecto que Ja particula escapa a
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infinito. La frontera que tiene drbitas que estén acotadas satisface F. /im <1. El caso 

en que se cumple la igualdad E/m = 1, nos da la Ultima drbita acotada, resolvemnos 

las ecuaciones (2.56) y (2.57), obtenemos: 

Nap = 2M a + 2M? (A Zale? (2.59) 

Todavia podemos tener érbitas circulares y acotadas pero que no son sean esta- 

bles. Una érbita circular es estable si satisface que 0? R/dr? < 0. Cuando resolvemos 

®R/dr? = 0, obtenemos la raiz positiva m1, asf la regién r > Tins presenta 6rbitas 

cirenlares que son estables, donde Ppy ¢s el radio minimo de Ja tiltima érbita circular 

estable en el plano ecuatorial, es decir, 

ng M{3+ “HF [B- ANG+ Zi 2%} 

4 ae \ v8 ays ayls 
Ae 1+ (1-45) (c+) +(1-4) |: 

a2 V2 

a = (3, +2) . (2.60) 

Para tener wna situacién clara sobre la relacién entre los radios que hemos encontrado 

graficamos Fan lmd- lms (fig. 2.8) como frnciones dela masa Af y del momento angular 

especifico a del hove negro [13]. 
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Figura 2.8 Orbitas ecuatoriales circulares alrededor de un hoyo negro rotante de masa M, 

como funcién del momento angular por unidad de masa @ [13]. Las curvas entrecortadas 

y punteadas (para érbitas directas y retrogradas) graficadas en los radios coordenados de 

Boyer-Linquist de {a ultima érbita estable (7.5), la tiltima érbita acotada (tmp), y de las 

6rbitas de los fotones (7,4). Las curvas solidas indican el horizonte de eventos (ra) yla 

frontera ecuatorial de fa ergosfera (79).



Capitulo 3 

ACRECION ESFERICA 

3.1 Tntroduccién 

Como vimos en el capitulo anterior los hoyos negros se caracterizan por no dejar 

escapar ninguna forma de radiacién de su interior. Especificamente, al analizar la 

figura (2.2) del capitulo anterior, vimos que de la regién II ninguna sefial puede legar 

a la regién I. Normalmente, la deteccién y el estudio de los objetos astrofisicos se 

realiza a través de Jas observaciones de radiacién clectromagnética que éstos emiten. 

fn ocasiones se emplean otros mecanismos, por ejemplo, la radiacién de neutrinos 

y otras parlionlas cargeclas en forma de viento estelar. Desde esta perspectiva cn el 

caso de hoyos negros no podemos utilizar el concepto de radiacién electromagnética ni 

otras formas de radiacién para detectarlos porque simplemente no emiten radjacién. 

Posiblemente, la raciacién gravitacional puede dar informacidn sobre los hoyos negros. 

Aunque, por ahora Ja astronomia de radiacién gravitacional no existe, esperamos que 

en cl faturo con cl desarrollo de detectores de ondas gravitacionales, la radiacién 

eravitacional puede contribuir al estudio de hoyos negros. Pero en este momento



68 ACRECION ESFERICA 

el problema es {Cémo podemos detectarlos? Especificamente, en esta tesis estamos 

interesados en entender los principios fisicos en los que se basa su deteccién. 

Debemos tener en mente que aunque los hoyos negros no estan emitiendo 

radiacién, todavia ejercen influencia gravitacional en otros objetos celestes cercanos 

a él, éste es un principio basico que utilizaremos para su deteccién. 

En el capitulo primero vimos que tanto las enanas blancas como las estrellas 

de neutrones estdn soportadas por Ja presién de degeneracién de electrones y de 

neutrones respectivamente. Ademés, concluimos la existencia de una masa méxima 

para las estrellas de neutrones Mn, cuando analizamos la gréfica (1.1). Los modelos 

tedricos de las estrellas de neutrones usando diferentes ecuaciones de estado indican 

que M®%,, esté probablemente acotado por [18]: 

MBS, <5Mo (p0/Pauel 

donde Pye = 2X 104gr/em? y pp Y (0.5 — 5) Pau €S la densidad de volumen de ma- 

teria nuclear. Hasta el momento no hay un consenso general del valor exacto de esta 

masa limite, debido principalmente a la incertidumbre de la fisica del interior de las 

estrellas de neutrones. Basados en la teoria y las observaciones los fisicos y astrofisicos 

creen que la masa maxima de las estrellas de neutrones satisface que: M32, ~ 3Mo y 

posiblemente se incrementard hasta un 25% cuando inclnyamos efectos de rotacién. 

Aunque teéricamente es posible establecer configuraciones con masas mayores a Mra, 

estas configuraciones requieren condiciones muy especiales y por ello son Hamadas es- 

trellas exdticas. Si tenemos un método para determinar la masa del objeto compacto
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Af, y los resultados de este procedimiento nos lleva a que A. > 3Mo, el concenso 

general de fisicos y astrofisicos es que tendremos evidencias fuertes de que el objeto 

compacto es un hoyo negro. Este criterio es, hasta el momento, ¢l més poderoso y 

confiable. Pero queremos comentar brevemente que este criterio de masa presenta 

algunos problemas. Primero, no es facil determinar observacionalmente la masa del 

objeto compacto. Segundo, existen otros inconvenientes, entre estos podemos men- 

cionar algunos objetos hipotéticos, construidos por astrofisicos, con masas mayores 

que AIZ*,, por ejemplo las estrellas de quarks. Entonces cl consenso gencral de fisicos 

y astrofisicos es que necesitamos otras evidencias para concluir definitivamente que 

un objeto compacto con AM, > 3M es un hoyo negro 

En seguida, presentaremos un breve resumen de las evidencias mas recientes 

de los hoyos negros estelares basados en el criterio de masa. Una situacion muy clara 

donde la influencia pravitacional de los hoyos negros puede ser observada ¢s en las 

configuraciones donde un hoyo negro constituye un sistema binario con otra estrella. 

  

Observacionalmente sabemos que mds cel 50% cle las estrellas en una galaxia tipica 

se encnentran en sistemas binarios. Ahora indicareos brevemente la posibilidad 

de que un sistema binario cerrado evolucione a una configuracién donde ina de las 

estrellas es un objeto compacto. ‘I'fpicamente, de la teoria de la evolucién extelar {8} 

las estrellas mas masivas qnemardn mds rapidamente su combustible miclear, Ademuts 

  

normatmente no esperamos que las dos estrellas Longen la misina masa en clmomento 

de su nacimiento, Entonces si una de elias es nuts masiva pucde convertinse en un
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objeto compacto mientras que la otra sigue siendo una estrella normal. De esta 

manera, un sistema binario puede estar conformado por un objeto compacto y una 

estrella normal. Exactamente se han observade sistemas binarios donde el compacto 

5 una enana blanca y -tros donde es una estrella de neutrones, pero también existen 

casos donde se espera que el objeto compacto sea un hoyo negro. Astrofisicamente, 

;@xiste una clase de sistemas binarios que se clasifican como: a) Sistemas Binarios 

de Enanas Blancas; b) Sistemas Binarios de Estrellas de Neutrones y c) Sistemas 

Binartos de Candidatos a Hoyos Negros. Ademds una clase de sistemas binarios 

que nos interesan son los sistemas binarios de rayos-X (XRB). Estos sistemas son 

muy importantes por varias razones. Una de ellas es que muchas veces nos permiten 

acotar las masas de las dos estrellas componentes del sistema. En Ja siguiente seccién 

analizaremos brevemcnte como podemos hacer esto. 

3.2. Determinacién de Ja masa de Sistemas Binaries de Rayos-X 

Como mencionamos anteriormente, una de las evidencia més fuertes para conchur la 

existencia de hoyos negros es el criterio de masa. Es decir, si podemos determinar 

que la masa del objeto compacto Af, es mayor que tres masas solares Mf, > 3Mpo, 

tenemos fuertes evidencias que el objeto central es un hovo negro. Por esta razén 

astronémicamente es muy importante determinar la masa del objeto compacto. Para 

un objeto compacto aislado es muy dificil determmar su masa. Afortunadamente, 

en un sistema binario cerrado bajo ciertas condiciones podemos medir observacional-
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Figura 3.1 Diagrama del plano ecuatorial de un sistema de dos estrellas con masas Md, y 

Me, vi es la normal al plano orbital y O representa la direccién de la linea de observacién. 

mente la masa de sus componentes. Dependiendo de la naturaleza del sistema binario 

la determinacién de la masa puede lograrse utilizando la teoria de gravitacién newto- 

niana o incluyendo efectos relativistas generales. ‘I'fpicamente en sistemas binarios 

compuestos por una estrella normal y un objeto compacto, los efectos relativistas son 

despreciables (pero en sistemas binarios que involucran dos objctos conpactos los 

efectos relativistas se vuelven muy importantes). Fn lo que sigue indicaremos como 

puede ser determinada la masa del sistema dentro del marco newtoniano. 

E1 objeto central esta determinado por la Mamada fincién de masa [1]. Para 

encontrar ésta fimcién, consideremos dos estrellas que en primera aproximacién son 

esféricas, con masas Aly y M2 jas cuales constituyen un sistema binario cerrado. 

Asumimos que giran en érbitas circulares alrededor del centro de masa. La figura 

(3.1) nos muestra este sistema visto en el plano orbital. La distancia de separacién
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entre las dos masas es a, y sus distancias al centro de masa son a) y a2 : 

a + a2 a, (3.1) 

Mya; — Moan = 0G. (3.2) 

En la figura (3.1) el dngulo i es Wamado el angulo de inclinacién del plano orbital a 

la linea de observacién. Si consideramos el movimiento de la estrella con masa M,, 

la velocidad radial vp en el centro de masa esta dado por: 

UR = wa, = aay (3.3) 

Con T el periodo orbital de la estrella con respecto de su centro de masa. Cuando 

proyectamos la velocidad radial sobre la linea de observacién obtenemas con referencia 

en la figura (3.1): 

ar, 
a= ara sind, (3.4) 

Esta velocidad v;, en muchos casos, puede ser determinada espectroscépicamente, al 

igual que el periode T. Alternativamente, para pulsos de rayos-X uno puede medir 

variaciones en el tiempo de Ilegada de los pulsos. 

De las leyes de Kepler tenemos que: 

é 

G(M, + M, Qn\? ( = 2. (2) (3.5) 

De las ecuaciones (3.1) y (3.2) obtenemos: 

a= th 
Me ‘ay, (3.6)
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y¥ entonces, 

i]
 (My sin i)* _ 

(M+ AQ) 2x 

+3 
1 JAK, Abt) = | (3.7) 

a 

La funcién f es Hamada la funcién de masa para M,. De las observacioncs podcemos 

conocer el lado derecho de esta ccuacién . 

Para algunos sistemas binarios de ravos-X, ha sido posible mediy la ficién 

de masa tanto para la compafiera dptica como la funcién de masa de rayos-X. Obte~ 

niendo: 

    

fee (Mosini)® _ 4x (arsiné (M,sinfy® _ Trt (38) 
= z= oS : fo= I= 7. 

(Af, + Mo)” IT? (Az + Mp)? 28G 

donde ¢ se refiere a la fuente de rayos-X y 0 a la compatiera éplica. Ta razon de estas 

dos expresiones nos da la razén de masa q, 

g=e—. (3.9) 

(3.10) 

  

Un valor vinico de M, todavia depende del parémetro sin7 que gencralmente no 

conocemos. En la pradctica, mediante observaciones podemos acotar este valor 

obtener una aproxiimacién de la masa de la compaticra. ‘Tpicamente, cl dngulo de 

inclinacién puede determinarse de tres maneras: a) Wa observacién de eclipses de 

ravos-X; b) Curvatura éptica de la hu; yc) Variaciones de polarizacién (para mats 

detalles ver [J4}). De esta forma, la fancién de masa nos da informacién de la masa 

del compacto. 
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Las tablas siguientes [14] muestran las medidas més recientes de los sistemas 

binarios de rayos-X mds importantes. Estos sistemas estdn clasificado de acuerdo a 

la masa del “donador”, es decir, la masa de la estrella normal. Asi tenemos: LMXB 

(sistemas binarios de -ayos-X poco masivos), HMXB (sistemas binarios de rayos-X 

masivos) y candidatos a hoyos negros. En la primer clase, es decir, LMIXB la masa de 

la estrella normal es menor que 1.Mo, mientras que para HMXB la masa del donador 

es mayor que 10A/. En la primera tabla se dan los valores de la funcién de masa y 

el limite inferior de la masa del objeto compacto. 

  

Objeto Tipo F (Mz) ~ M, 
  

GRO JO122+32 (XN Per 92) | LMXB | 1.21 + 0.06 >9 
  

A 0620-00 (XN Mon 75) LMXB | 2.91+0.08! 49-10 
  

GRS 1124-683 (XN Mus 91) | LMXB | 3.0140.15) 5-75 
  

AU 1543-47 LMXB | 0.22+0.02| 12-79 
  

GRO Ji655-40 (XN Sco 94) | LMXB | 3.16 4+ 0.15 | 7.02 + 0.22 
  

H 1705-250 (XN Oph 77) | LMXB| 4408 | 49413 
  

GS 2000+250 (XN Vul 88) | LMXB | 4.97401 | 85415 
  

GS 2023+338 (V404 Cyg) | LMXB | 6.08+ 0.06 | 123403 
  

0538-641 (LMC-X-3) HMXB/ 23403 ) 7-14 
  

1956-+350 (Cyg X-1) HMXB | 0.245001} 7-20 
Tabla 3.1 Los mejores candidatos a hoyos negros entre los sistemas binarios de rayos-X [14]. 

            
Los objetos en la tabla 3.1 son candidatos a hoyos negros. La masa inferida
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(dada en unidades de masas solares) del objeto compacto es mayor que Mz3,. Excepto 

el sistema 4U 1538-52, aunque la incertidumbre en la masa es muy grande. 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

          

Nombre ie) Mz (Mo) Meomp (Mo) 

HMXB 

VelaX-l | >74 1.88 (+0.69,-0.47) | 28.5 (+2.2,-1.5) 

4U 1538-52 | 68(+49,-8) | 1.06(40.41,-0.34) | 16.4(+5.2, -4.0) 

SMC X-1 70(+11,-7) | 1640.1 17.2+06 

LMC X-4 | 65(47,—-6) | 1.47(40.44,-0.39) | 15.8 (+2.3, -2.0) 

Cen X-3 | > 66 1.09 (+0.57, -0.52) | 18.4(+4.0, -1.8) 

Her X-1 >79 1.47 (+0.23, 0.37) | 2.32 (40.16, 0.29) 

LMXB 

Cen X-4 30 — 37 11-19 < 0.2 

AU 1626-67 | 9 — 36 1.8 (+2.8, -1.3) < 05 

CygX2 | <73 > 1.42 (40.08) < 0.47 (£0.03) 

1U 2129447 | > 70 0.6 + 0.2 0.4 + 0.2 
  

Tabla 3.2 Masan clo entreling de neutrones: Pulaares Binariog de ravea-X y de Radio [1 1]. 

  
En las tablas 3.2 y 3.3, la masa del objeto compacto se ha determinado como la 

masa de la estrella de neutrones. La diferencia entre estas tablas es que en la tabla 3.3 

Jos cAlculos de la masa de] objeto compacto utilizan mediciones de efectos relativistas, 

las componentes del sistema binario son dos estrellas de neutrones, mientras que la 

tabla 3.2 se reficre a sistemas binariog de rayos-X.
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Nombre Método | mm, (Mo) me (Mo) 

J1518— 49041 R,w | 1.5440.22 1.09 + 0.19 

B1534412 | Rw | 1.338+0.012 1.341 + 0.012 

Bis02—07 | Rw | 1.284016 0.35 + 0.07 
  

Bi855+09 | Rw | 1.27(40.23, 0.15) | 0.233 (0.026, —0.017) 
  

  

        
B1913+16 | Rw 1,442 + 0.003 1.386 + 0.003 

B2127+11C | R,w 1.350 + 0.040 1.363 + 0.060 

B2303+46 | Rw 1.20 + 0.26 1.40 + 0.24       

Tabla 3.3 Manas de estrellas de neutrones con efectoa relativisticos en pulsares binarios [14]. 

De las tablas anteriores, es importante resaltar que la masa observadas de los 

objetos compactos que son estrellas de neutrones son todas menores que tres masas 

solares. Mientras que para todos los candidatos a hoyos negros su masa excede dicho 

el valor, es decir, MP5, ~ 3Mo. Ademas para los candidatos a hoyos negros no se 

ha visto ninguna evidencia de que sean estrella de neutrones. Es decir, nunca vimos 

en estos sistemas binarios: a) pulsares de radio; b) pulsares de rayos-X o c) Burts 

de rayos-X. De hecho, de la evidencia observacional es casi seguro. que la teoria de 

evolucién estelar es correcta y ésta indica probablemente la existencia de hoyos negros. 

Aunque Ja medicién de masa y las observaciones nos dan informacién muy 

significativa y afirmativa sobre la existencia de hoyos negros, no las podemos usar 

para probar definitivamente que un sistema binario tiene un hoyo negro. 

La creencia general de los fisicos y astrofisicos es que el fendmeno de acrecién
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Figura 3.2. Espectro obtenido con el MIR-KVANT de tres tipos de sistemas binarios de 

rayos- X [14]. 

ticne informacién adicional y es posible, en principio, distinguir la naturaleza de los 

objetos compactos en sistemas binarios. J.a raz6n de esta creencia os clara de la figura 

(3.2). Fsta figura indica que el espectro de ractiacién de rayos-X, tipico de un sistema 

LMXB (como SCOX-1) de un sistema ITMXB (como AQ535+26) en los que el objeto 

compacto cs seguramente una estrella de neutrones, v el espectro de un candidate a 

hove negro BIC (come GS2023+338 ) [LA. Estos espectro fuevon observados por cl 

detector ruso MIR-KVANT [Ld]. Como pocemos ver de la figura (3.2) ol espectro de 

   
estos sistemas cs muy distinto en la parte de altas cnergias. Particularmente notar 

qne la cola de la ley de potencias en el BIEG se extionde hasta energfas muy altas. 

Fsta cola de la ley de potencias no se ve en un sistema XRB cou estrellas de neutrones, 

Comunmente se erce que la cola de la ley de potencias es nna signatura para los hovos
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negros. En la siguiente seccién estudiaremos el proceso de acrecién, particularmente 

explicaremos porque cl fendédmeno de acrecién puede dar una signatura donde podemos 

diferenciar, en principio, un hoyo negro de una estrella de neutrones. 

3.3 Generalidades de la Acrecién, Luminosidad de Eddington 

En general, entendemos por acrecidn: el proceso gravitacional por el cual las es- 

trellas atrapan particulas del medio interestelar que las rodea. Dependiendo de las 

condiciones gravitacionales donde la acrecién tenga lugar, una cantidad de energia 

gravitacional es convertida en otra forma de energia. Posiblemente parte de esta ener- 

gia es emitida en forma de radiacién electromagnética. Por esta razén, el fenémeno 

de acrecién puede ser un Mecanismo muy poderoso para el proceso de determinacién. 

de la existencia de hoyos negros. La posibilidad de que el material acretado por un 

objeto compacto sea una fuente importante de radiacién fue sugerida por primera 

vez por Zel “dovich(1964) [15] y Salpeter (1964) [16]. Antes de estudiar con detalle el 

proceso de acrecién es importante mencionar un hecho observacional que refuerza la 

idea de Zel“dovich [15] y Salpeter [16] que la acrecién es un mecanismo muy eficiente 

para transformar energia. Esto lo podemos ver utilizando un argumento muy sencillo 

[20]. Consideremos un gramo de masa que estd acretando en la superficie de una 

estrella de neutrones tipica con Af = 3Mo y R = 10km. Tenemos que el potencial 

gravitacional estd dado por = —GM/r, entonces la fuerza (considerando la simetria 

esférica) esté dada por: F = —GM/r?é,, podemos calcular el trabajo necesario para
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Yevar la particula con masa de un gramo de infinito a la superficie de la estrella, es 

decir, 

  

R 

We [ GMm 4. — @Mm/R, 
2 

co Tr 

para el caso de la estrella de neutrones tenemos: 

_ (6x 107%cm® /gs®) (1.989 x 109) lg 

w Wom 

W ~ 10%erg (3.11) 

Por otro lado, si analizamos el proceso en el cua} un gramo de masa involucrade en 

reacciones de fusién nuclear, por ejemplo, un gramo de hidrégeno convertido en helio, 

tenemos que la conversién de masa a energia tiene la siguiente forma: 

ABEnue = 0.007me? = 6 X 10"*erg (3.12) 

comparando estas simples estimaciones (3.11) y (3.12), tenemos que el fendmeno de 

acrecién gravitacional puede ser wn mecanismo més eficiente para convertir energia 

pravitacional a otras formas de energia que ja fusion melear (20). 

  

Por supresto, aunque s’dovich y Salpeter se dieron cuenta que la acrecién 

era wn mecanismo importante para la deteccién de objetos compactos, Ja idea no fue 

desarrollada por la falta de instrumentos adecuados para realizar las observaciones 

generadas por la acrecién. Esta situacién cambio durante Jos afios 1960-1970, con el 

Javamiento del cobete Aerobe que Hevaba tres contadores Geiger. festos pronto des- 

cubricron qne nuestra galaxia contiene fuentes diseretas de rayos-X, frentes byillantes 

en cl ciclo en wna banda de energia de 1- 10 KeV. Posteriormente el 12 de cticiembre
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de 1970, el primer satelite, Uhuru, fue lanzado por la NASA desde la costa de Kenia. 

Este satelite estaba enteramente dedicado a realizar observaciones de rayos-X en la 

banda de 2-500 KeV, revolucionando nuestro entendimiento de las fuentes de rayos- 

X césmicos. Antes de marzo de 1973 se habian identificado mds de 300 fuentes de 

tayos-X. Mads o menos en Ja misma década, se descubrieron los cuasares en 1963 y los 

pulsares en 1968. Estos descubrimientos motivaron el estudio tedrico intensivo de los 

hoyos negros. La observacién de fuentes binarias de rayos-X como Cisne X-1 a prin- 

Gipios de los 70’s nos da una primera evidencia creible de la existencia de los hoyos 

negros (para un desarrollo histérico de Ia astronomia de rayos-X ver por ejemplo [1]). 

Aunque Ia idea central de la acrecién es en general sencilla, modelar esta acre- 

cién se vuelve muy complicado, ya que la fisica de la acrecién involucra varias disci- 

plinas. En general depende de la teorfa de gravitacién que utilicemos, ya sea la teoria 

newtoniana o la relatividad general, ademds debemos considerar la hidrodindmica, 

la fisica de plasma, y en algunos casos la fisica nuclear y la fisica de transportes ra- 

diativos. Independientemente de los detalles, todos los modelos de acrecién suponen 

la aproximacién hidrodindmica para el material acretado. En esta aproximacién el 

camino libre medio / satisface que 1 < L con L la escala caracteristica. Esta condi- 

cién en general no es valida para todos los casos, pero en el problema de acrecién, 

la materia acretada posee un campo magnético congelado y en este caso los iones y 

electrones estén acoplados a las lineas de campo magnético [1,15,18,20]. Lo que hace 

que la aproximacién hidrodindmica sea valida.
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En la mayoria de los modelos que describen la acrecién la mayor parte de esta 

energfa potencial gravitacional es convertida en radiacién electromagnética que escapa 

a infinito. En general, en el fenémeno de acrecién tenemos interaccién de la materia 

acretada con los fotones emitidos. De los principios bdsicos de la fisica sabemos que 

la materia con carga interacciona con la radiacién por la Dispersién de Compton. 

Esta interaccién tiene como consecuencia que la materia cargada absorba energia ¥ 

momento del campo de radiacién, entonces hay una fuerza efectiva de radiacién que 

actua en el material acretado. Aunque esta fuerza actua predominantemente en los 

electrones, dado que éstos estén acoplados electromagnéticamente con los protones, 

la fueraa de raciacién actua efectivamente en todo el plasma. Estas consicderacion 

  

llevan a la definicién del concepto de la Luminosidad de Eddington [1,20}. > 

Vamos a caicular esa huminosidad en cl caso especial on que la acrecién tiene B 

lugar en un objeto compacto esférico, y por simplicidad suponemos que le luerza de 

pravitacién es newtoniana. Consideremos un elemento del plasma en un volumuen 

pequefio acretando en el objeto compacto a una distancia r del objeto compacto. 

La fuerza de gravitacién, suponiende que cl plasma acretado esta compuesto por 

electrones ¥ protones tiene la siguiente forma : 

  

PAE (an, + im, ) nn GM, 
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es la seceién tranversal de dispersion de Thompson para el proceso e + v — ef + u'. 

En general los fotones interactuan con los protones, con la correspondiente seccién 

  

transversal dada por: 

x fe \? 

73 (<3) 

pero, 

, m2 . 
G. [Op = me S>a,<K0 {3.13} 

entonces podemos ignorar la componente ¢, del protén. Ademds para este flujo su- 

ponemos S como el flujo de energia a un radio r con [5] = erg/cm’s, si multiplicamos 

5 por la seccién transversal de Thompson a; y la dividimos por la velocidad de la luz 

tenemos: 

(S- 0) Foe 
c 

esta cantidad representa el cambio de energia y de momento del campo de radicién 

{fotones) con la materia del fluido (electrones). En otras palabras, F es la fuerza 

que ejerce el campo de radiacién sobre los electrones. Sea L la luminosidad total del 

campo de radiacién con [L] = erg/s, entonces I./(4ar?) = S. Entonces la fuerza de 

radiacién que actiia sobre los electrones esta dada por: 

  

para este elemento del fluido la fuerza neta Fr que acttia sobre él esta dada por: 

_GMm, Lo 
Fr   

r? An? ¢
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de esta forma podemos ver que en el caso de que Fr < 0 no hay flujo de acrecién 

porque hipotéticamente la fuerza de radiacién es muy alta. 141 valor limite de la 

luninosidad cuando Fr = 0 se define como la huminosidad limite de Eddington: 

1 Loy 
2 [carm, - aa =0 

entonces, 

4ncG Mm, 
Lcag = ——— 

Ot 

podemos escribir esta luminosidad de una manera més clara: 

Lue = AncGimy (iz) Mo 

o Mg 

= 13x10" (se) erg/s (3.14) 
Mo 

kin otras palabras la huminosidad de Eddington es la luminosidad donde la presién de 

radiacién para un Anjo esférico que se mueve hacia un objeto compacto con simetria 

eslérica esta balanceado con la fuerza de gravitacién. Podemos interpretar esa humi- 

nosidad como la maxima luminosidad para Ja acrecién en estado estable en un objeto 

de masa Af. Apesar de que, en la derivacién que presentamos, consideramos acrecién 

esférica en un campo egravitacional newtoniano, el concepto de liminosiclad de Exd- 

dington signe siendo itil para otros tipos de acrecién y sirve como una luminosidadd 

caracterfstica. 

Machas veces en los problemas de acrecién introducimos el concepto de la 

cficiencia 7. Este cocficiente de cliciencia esta delinido como la razén de la huninosidad
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que observamos a infinito dividido por la tasa de acrecién a infinito, es decir, 

— boo 
us Me 

El valor exacto de este pardmetro depende fuertemente del modelo de acrecién que 

estemos usando. Un concepto que nos seré de gran utilidad es la tasa de acrecién de 

Eddington Mgq. Esta tasa de acrecién define la tasa de acrecién necesaria para el caso 

de acrecién estable y esféricamente simétrica, donde la hyminosidad de Eddington a 

infinito tenga una eficiencia de 7 = 0.1 = 10%, es decir: 

  

3.4 Acrecién Hidrodindmica Esférica 

En esta seccién aplicaremos los conceptos presentados en la seccién anterior a un 

problema astrofisicamente interesante. Particularmente, estudiaremos el modelo de 

acrecién esférica, posiblemente el més sencillo [24,25]. Aunque, podemos estudiar 

este tipo de acrecién para cada objeto compacto, es decir, enanas blancas, estrellas 

de neutrones u hoyos negros, por razones que veremos mds adelante supondremos 

que el objeto compacto es un hoyo negro. Para ello asumimos que el hoyo negro 

satisface las siguientes condiciones: a} Se encuentra aislado en una regién del univer- 

so, posiblemente en la Galaxia, y esté acretando materia interestelar, y b) No estd 

rotando. Entonces, por los teoremas de unicidad que vimos en el capitulo segundo, 

la geometria est4 descrita por la métrica de Schwarzschild. Ademds suponemos que 

el proceso de acrecién es estacionario, es decir, el flujo no cambia con el tiempo. En
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esta tesis no analizaremos los modelos‘de acrecién que varien con el tiempo (acrecién 

de fiujos no estacionarios). Aunque al inicio del proceso de acrecién uno espera que 

el flujo dependa del tiempo, podemos pensar que después de un breve tiempo de 

transicién llega a un estado estacionario [para acrecién hidrodinamica estacionaria 

ver también [23]]. Entonces nuestro modelo de acrecidn es independiente del tiempo, 

posee simetria esférica y la métrica del espacio-tiempo esta dada por: 

2 1\ 5 aap 
ds? = — ( - 2) dt? + ( - a) dr? + Pa? + sin Ody? (3.15) 

r r 

Suponemos que cl material acretado satisface la aproximacién hidrodinamica y por 

simplicidad asumimos que es un fluido perfecto de prucha, entonces el tensor de 

energia-momento del fluido esta dado por: 

Tog = (p+ PY teetts + P ges (3.16) 

y¥ Ja corriente bariénica por: 

Ay = Ua (3.17) 

Donde p es la densidad total de energia-momento inclnyendo la contribucién de cner- 

gia térmica, P es la presién isotrépica yu cs la Lvelocidad hidrodinamica media 

del fido. Como es comtin suponemos que los clectrones y los protones estan en 

equilibrio local térmico entonces ticnen la misma [velocidad hidrodindmica micchia. 

Ambas cantidades, es decir, Ta ¥ J, se conservan: 

pad « 
Val = 0 (3.18) 

Yala) = 0 (3.19)
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Ademds, la primera ley de la termodindmica combinada con la segunda nos dice que: 

ue Ta (2) + Put Ja (5) =Tu aS (3.20) 

donde 5 es la entropia por bariones y T la temperatura, medidas en un sistema local 

del fluido. 

La versién covariante de la conservacién del tensor energia es equivalente a: 

ut Japt(ptP)Vaut = 0 (3.21) 

(e+ P)utysu® = -VyP-ugueVyP (3.22) 

Para satisfacer las condiciones de simetria esférica y de acrecién independiente del 

tiempo tomamos: p = p(r), P = P(r),n =n(r)yu= (u'(r),u’ (r)). Paraampliar 

las apliaciones de nuestro tratamiento, vamos a realizar los cAleulos utilizando una 

métrica mds general escrita de la siguiente forma: 

1 
tr) 

Por supuesto cuando f(r) = (1—2M/r) y g(r) = r?, recuperamos la métrica de 

  ds? = —f (r) di? + dr? + g(r) dQ? (3.23) 

Schwarzschild. Primero analizamos el contenido de (3.21), donde el primer término 

de la ecuacién esté dado por: 

Ua p=uViptuV.p = wie (3.24) 

para calcular el segundo término de dicha ecuacién necesitamos conocer (Vou"). 

Sabemos que la derivada covariante V,ug tiene la siguiente forma: 

du, 
Valls = Aue - T* gts
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entonces, 

: Oug 
Vau® = 9°" Ja tig = gos ~ 9 PTS gtx (3.25) 

Cuando usamos la métrica (3.23), (3.25) toma la siguiente forma: 

OU : rrpk : pk 
Vau* = g” or go Thur -—g "Th up - GV setts _ GT gle 

desarrollando, 

Yau = g a GT tts — GD ye — GT te — FT ge = 

—9 Tou — GV oettr — GT te — GPT sy te (3.26) 

para calcular el lado derecho de la ecuacién (3.26) necesitamos calcular los simbolos 

de Christoffel para la métrica dada por (3.23). Como vimos en el Capitulo primero 

estan definidos como (ver ccuacién (1.12)) 

    

oe dg Ofun , vr Our 
Ha ~ 9° Ox Oye Oy 

necesitamos caleular 1%,, P&,, PS y I, con k = 6,1, y obtenemos: oy 

  

r, Lory [ee + Ogu _ ste] 

  

2 a ar OY 

r 1 op [Ogre , Oger — Agu 

Me = 39 [** oT Ge 
r Loe {OM 

Mm = “99 (#) 

utilizando que go = f(r), Ger = UF (rr), 9 = U/L (r) yg = f(r), tenemos: 

r= sf (r) (42) (3.27)  
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inediante un procedimiento andlogo obtenemos: 

1 a ia 

Te = 39° (ar)-° 
1 

2 
  

re = (F) = O08 (Fe) om (CO) 
rm = -5 ft (=) =0 

Tua = - 50" (*") =0 

Pe = ~307 (BY) --jre (2) 

ra CE) 
ra = le) tyne (2) 

sustituyendo los valores de los coeficientes métricos y las ecuaciones (3.28) en 

obtenemos: 

vat = SO + 75 [HO (A) |e 
lanes Cor J) 

+5 Ce )l*+ 
+ seyante [af ste (])] 

simplificando la ecnacién anterior tenemos: 

  

  

vat = Hr 7 Oi FO + LD OE),,   

(3.28) 

(3.26) 

(3.29) 

(3.30) 

utilizamos que u* = g*ug, entonces u” = u,f (r) y u’ = w/f (r), (3.30) queda: 

          

“S05 (Fa) tf eta (Fe) (331)
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entonces, 

dul OFT) uw Of(r) 1 Ag(r) , 

dr f(r) Or fr) Or gtr) & 

a * 9) 
= 2 fo) OH , OH), 
- Fa (OH) 

Finalmente tenemos: 

    {I         

Vau* 

  

  

Vau® = we (u"g (r)) (3.32) 

Regresando a la ecnacién (3.24) que podemos escribir, utilizando (3.21) y (3.32) como 

sigue: 

ye +(pt+ yy ao (ug (r)) =U (3.33) ar 7M ryan a) = fen 

Ahora vamos a analizar la ccuacién (3.22). Para cllo, es necesario caleular (1 7 + u"). 

Ou 13 te a ui Jaue =o (5 - Pte) 

Para la métrica (3.23) tenemos, 

Pero: 

Ou 
wees wn mwa, wath = aT, = aT, (3.34) 

ay 

donde necesitamos conocer I)., Pa P4., ¥ Pe Para la métrica (3.23) tenemos que: 

, 1 Aq Onn My r gt | Ode Bite On 

fe 2! ane a a 
1 1 OG Ogu 1 Ode te Har bo a" atm gl er 

Be 37 Or 5 a 2! Ay 

i Agu lr. 3 yl far 

a?
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de manera similar obtenemos los demés simbolos de Christoffel, sustituyendo los 

coeficientes métricos tenemos: 

  

    

  

  

      

  

n= IOs 

ra ihe 
Pa = dy) Loe, 
Pe = 3755 Ge (335) 

sustituyendo las ecuaciones (3.35) en (3.34) obtenemos: 

2 “Gite sel a) * 

usando que wu, = (w)?/f (r) y ule = 

munes tenemos: 

wu? Fa ut 

— (ut)? f (r) y agrupando los términos co- 

    

(3.37) 

ahora el lado derecho de la ecuacién (3.22) estA dado por: 

VaP 

uu? VsP 

oP en 
or ° 
wn (tO 4 yg P OP 

Uap te ap ) = ot ay 
OP OP 

aye "5, 50 + upd’ be
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de esta manera tenemos que: 

oP OP OP 
_ > 8 d= yy? —— 6 — ir 3 Va P ~ ugu’V gt wae & (vw op +3 *) &, (3.38) 

multiplicando la ecuacién (3.37) por (p + P) e igualando con (3.38) obtenemos dos 

ecuaciones, para a = t: 

= =0 (3.39) 

y para @ =P 

   
  45 (ey 0 

1 (uy)? Of . 

oH a fe) (3.40) 

utilizando que la J-velocidad esta normalizada, g? ue = —1, podemos escribir: 

+ 

    

    

WY) =F5+ Ree (3-41) 

simplificando, 

(pth) (Out 

FO) (v 
ast la ceuacién (3.22) queda expresada de la siguiente manera, 

  

ort ioe 2) = 75% (w+ f(r) (3.42) 

Ou 1 oP yy _ Lf tr) 3 4: 
t oO “(pt P) or ((w’) +f ()) 2” ar (3.3) 

Este es el contenido de la ecnacién de Ruler come funcién de wv. A continuacién, ana- 

Hivaremos la conservacién de la corriente bariénica, asf podemos reescribir la ecuacién 

(3.19) como: 

Joh + nGq ue =0 (3-t) 
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utilizando la ecuacién (3.32) tenemos que: 

et Oy Vou" = oo) or (ug (r)) (3.45) 

ademds para este caso, 

u Jah = wm (3.46) 

utilizando (3.45) y (3.46) podemos escribir la ecuacién (3.19) como: 

we Wk (u'g(r))=0 (3.47) 

escribiendo de manera explicita la derivada y multiplicando por g(r) la ecuacién 

anterior obtenemos: 

gtr) we +ng(r) - + ny 2) =0 (3.48)   

Entonces, la ley de conservacién del nimero de bariones puede ser escrita como: 

2 (aatg(r)) =0 (3.49) orn ° 

Resumiendo, las ecuaciones (3.19), (3.21) y (3.22) que describen el movimiento de un 

fluido perfecto acretado en un hoyo negro de Schwarzschild, son las siguientes: 

4 (aurg(r)) = 0, (3.50a) 

(p +p) — 4 = 0, (3.50b) 

au" 1 af df (r} 
(3.50c) 1 r 

a pie (WP +60) - 2 dr 

Acontinuacién estudiaremos la ecuacién (3.20), con las mismas condiciones que anali- 

zamos las ecuaciones de conservacién (3.18) y (3.19). Primero calculamos Ja cantidad
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de calor que es producido cuando el fuido es acretando hacia el hoyo negro, ¢s decir, 

Q=vV.Q = Tv"VS (3.51) 

donde S es la entropia por bariones y T la temperatura, medidas en un sistema inercial 

local del fluido. Desarrollando el lado izquierdo de la ecuacién (3.20) tenemos: 

wo. (2)+Pve(Z) = "aE G+ 
d fl d {1 tof ayt?i_ fo 

+Pu dt (5) Pu dr (+) , 
1 jidp wdn > ore 
a! de dr (p+ P) (3.52) 

ll 
Ml UVa (2) + Pu? Ja (3) 

sustituyendo los valores que hemos encontrado para u'dp/dr y w'dr/dr, es decir, las 

ecuaciones (3.33) y (3.47) en la anterior obtenemos: 

(+P) 1 8. WEP) Ope ry ar 
9 oe (wg (r)) + vn at) ar (ug (r)) =0 (3.53) 

con este resultado la ecuacién (3.20) queda: 

u" Pee (2) + PU Ja (-) =Tu yy, 5 =0 (3.5.2) 
n 

Este resultado es muy importante. Nos dice que siempre que se satisfagan las leyes 

de conservacién (3.18) y (3.19) no habra generacién de calor, ¢s decir, la entropia 

se mantendrd constante v el flujo serd adiabalico. A continnacién, resolvemos las 

ecuaciones (3.50a) y (3.50¢). Directamente de la ceuacién (3.50a) tenemos: 

dmmnu’g(r) = MV (3.55)
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donde M es una constante definida como la tasa de acrecién y m es la masa caracte- 

tistica del material acretado. Por otro lado, de la ecuacién (3.54) tenemos que: 

d (p dfi\ | 

eG +P¢(2) = 0 

  

      

d /p d {P LfdP\ _ 

a a) ta () n (=) = 0 (3.56) 

entonces, 

dP pt+P 

()- " = ( n ) (3.57) 

utilizando la ecuacién anterior reescribimos la ecuacién (3.50c): 

1 d (p+P ry . ldf(r) du” . 

(e+ P) dr ( n ) (wu y+ )) > 2 dr” ar =0 (3.58) 

agrupando términos, dividiendo por nr, 

3 (OA) Frese ster sro g (227) =0 ase Rn n 

  

muultiplicando toda la ecuacién por (p + P) /n, 

(227) EU + orl + tor so) (P2") Z (E22) 0 an n 

  

entonces la ecuacién anterior se puede escribir como una derivada total, 

d ptP 2 #|(4 yu n+] =0 

De esta ecuacidn con la condicién lim, f(r) = 1, limp...” = 0 obtenemos la 

  

siguiente ley de conservacién: 

(4) reser) (24*)" (3.61) 
n 

  

joo.
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De la misma manera utilizando (3.57) reescribimos (3.50b), 

pa P\ Ow yd (pe PN _ 
( n ) or dr n =o 

directamente vemos que: 

ad l[fp+P _ 2 Be 4 (e2) | <0 coy 
de esta ecuacién tenemos otra ley de conservacién: 

> > (es) a- (22) n te 

En los cdlculos hidrodind&micos es mds conveniente introducir el concepto de la velo- 

  

  

    (3.63) 

  

oe) 

cidad del sonido a, definida por: 

a? = dP/dpl, (3.64) 

donde dP/dp|, significa derivada de P con la entropia 3 fija. Con la definicién a 

podemios reescribir las ecnaciones (3.50a) de la siguiente manera: 

< (nug(r)) = wag (r) + n'y (r) + nu (g(r)y 

nooo 1 
= tg t lesa) 

entonces, 

2 eH — (logy (r))! (3.65) 
n u 

donde por simplicidacl hemos identificado u’ = wu y la prima (') denota derivada con 

respecto ar. Utilizando Ja primera ley de la Lermodinamica, en Ja definicién de la 

velocidad del sonido tenemos: 

2 @Pdn dPoin a= 
~ dn dp = dn p+ P 

(3.66)
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entonces, 

7 
— 72 nw P= (p+ P)— 

sustituyendo la ecuacién anterior en (3.50c) y dividiendo ambos lados por u? obtene- 

¥ a2" ars gy) — rey (3.67) 

sustituimos (3.65) en (3.67): 

2S (E+ doen ty) (+50) - gah OY 

despejamos « /u y simplificamos: 

ra (wt+ f(r) 3) oS ga (oy HEEL) - rey 
wh _ ogg (i) (Fr) + what — EF (r) 5S - eegousy (88) 

Hemos encontrado la ecuacién para la velocidad u, podemos reescribir (3.68) de la 

siguiente manera: 

uf 

u 

Di ae > (3.69) 

donde las funciones D y D, estan definidas como: 

D= #-a[f(r)+uv], (3.70) 

Di = (logatr)) [F ) + u"] 3420 (371) 

_ Ahora sustituimos (3.69) en (3.65) y obtenemos: 

rn (ogg (r))’ D+ D 
nn DO (3.72)
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A continuacién, necesitamos especificar una ecuacién de estado que describa el mate- 

rial acretado. En astrofisica es muy comun elegir una ecuacidn de estado politrépica 

para describir el plasma acretado, es decir, 

P= Kr (3.73) 

donde el pardémetro K es una constante y I representa el indice politrépico dentro 

del rango 1 < I < 5/3. Para esta ecuacién de estado calculamos la energia total 

por barién, es decir, queremos conocer p como funcién de v y P. Como vimos ante- 

riormente el flujo es adiabdtico, entonces de la primera de ley de la termodinamica 

tenemos la densidad p como funcién del mimero baridnico y la presién. En este caso 

se cumple la ecuacién (3.54) entonces utilizando la ecuacién de estado politrépica 

podemos escribir: 

i ¢ 12) eye (2 
a(n) tee dr \n 

dp- Pan= Killin = 0 
Rr 

integrando esta Ultima ecnacién encontramos que p esti relacionada con la densidad 

bariénica 2 por: 

, 
p=imnt+ Fri (3.74) 

Por otro lado, la primera ley de la termodinamica implica la siguicnle expresién para 

la velocidad del sonido: 

2s apn =A" 
du pt? 
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utilizando la densidad de energia p (3.74)tenemos que: 

2 PRP 
° "nr + ke + Kit 

TKnit-? 

m(F-1) + K-14 Ki (P—1) (3-75) 

Finalmente podemos expresar la velocidad del sonido a como: 

ri 
a Uke (3.76) = P14 Ko 

La ecuacién anterior implica que la velocidad del sonido a, para una ecuacién de 

estado politrépica, es solamente funcién del mimero barionico n. Entonces podemos 

eliminar el mimero baridnico n en favor de la velocidad del sonido a en las ecnaciones 

(3.69) y (3.72). Ademés es més facil escribir la 4-velocidad solamente como funcién 

de una nueva variable v que tiene la forma: 

a _ foto 1 1 Vi (re 
a = (u',u’) = (ae SS) (3.77) 

En seguida reescribiremos las ecuaciones (3.69) - (3.72), utizando (3.76) y (3.77). 

Para ello, primero sustituimos u” por v en (3.70) y (3.71) y obtenemos: 

Le)? — a) 

  

  

G-7) ” (3.78) 

Dr = Str) (ogatryy 5-5 (3.79) 

de la ecuacién (3.77) tenemos que: 

w= f@v (3.80)
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para obtener u/u’, derivamos esta ecuacién con respecto de r, 

  uw = gp (VF (7) +fi(r)v’) +a i )e oe 5200" 

owt (r) + fi (r) v? — Qv8v' f wr y (r) ot + Wy’ f(r) 
  

- (1 28)" 
_ Qe f(r) + f(r)? = 0”) 

- (1-0) 
dividimos ambos lados por 2u?, entonces, 

ul _ vw 1 af £@) 
  

u = 70-8 t 2f (r) (381) 

Por otro lado, sustituyendo u por v en la ecuacién (3.69), es decir, los valores de D 

y D, dades por (3.78) y (3.79): 

uff r)a* Mog g(r))? — 3 SOY A?) 

  

a FO) GRa a) 82) 
igualando (3.81) con la ecuacién anterior tenemos: 

vod Sr) _ F(r)a® Mog g(r)? = 3 FY =) 2 9 
oO) 270)" TO)GFH a 8) 

desarrollando, 

af 2D, — (lo = (1-1) ( efi) P 

Ahora para obtener n!/n despejamos de la ccuacién (3.76) al! y obtencmos: 

fe = ge 1) 1 

TK r-l-a@ 

entonces, 

log (un!) = dog [a2 (EF - 1)] - log [PA (0 - 1 - a’)] 
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(log (n -1))' = (log [a?m (P- i)’ - (log [TK (r -1- a®)])’ 

nt a 2aa’ 

rl (=) = 27 1EK@-1-2@ 

simplificando: 

a a’ 1 
= 2 nao 1—e) (3.84) 

A continuacién sustituimos w por v en la ecuacién (3.72), es decir, los valores de D y 

D, dados por (3.78) y (3.79): 

us _. (logg oy D+D, (3.85) 

igualando estas dos tltimas ecuaciones tenemos: 

af. 1 _ _ (ogg (r)Y D+D, 

a(T—-1-a?) D 

Finalmente tenemos: 

(loge’y = (1) Pes FOP (386) 
(loge = —(T-1-0") (log g(r)! D+ Dy (3.87) 

D 2 

Estas ecuaciones son equivalentes a (3.50a) - (3.50c). Pero en la forma que estén 

escritas son més claras y resulta mas facil trabajar con ellas. Hasta donde sabemos, 

las ecuaciones (3.86) y (3.87) son presentadas por primera vez en la literatura. Por 

otro lado las ecuacién (3.55) y (3.61) pueden ser escritas en términos de las nuevas 

variables v y a”, directamente de (3.55), utilizando (3.76) tenemos: 

C522)" (to) TK T-1-@ aa =o
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elevando al cuadrado: 

2 Fa oy 2 ‘ 

(Sa) Sarovo-(- Ee) 88 

de la expresién (3.61) tenemos: 

m(T-1)\? LON . 

T-1-a yo-yo? 

(p-1-a@)?+ = = (P—1-42,)’ (3.89) 

Esta forma de las ecuaciones de conservacién, (3.88) y (3.89), es equivalentes a (3.55) 

  

Finalmente, 

  

y (3.61), pero escritas de una mancra més conveniente para tuabajar con clas. Re- 

sumiendo tenemos las signientes ccuaciones para el movimiento del {tido: 

Quer’) = Oe) 2 = Que FP (3.90) 

Qoga? = - (TP - 1-2?) Gogg teh P+ Py (3.91) 

donde, 

p= Liner aa) (3.2) 
(1 - +?) 

Di = f(r) Megg(r! ——-5 = 3 3.93) 1 = Ser) Meg gin 3 > 57 { 

La ecnacion (3.92) muestra que para garantizar cl incremento monotdnico y suave de 

bh con ef decremento de ry simmltancamente quitar las singularidaces en cl flujo, Ta 

solucién debe pasar a través de un punta critico, donde: 

Dy D0 (3.94) 

 



102 ACRECION ESFERICA 

entonces de la ecuacién (3.92) tenemos que: 

2 42 
Le) me za duos f= (3.95) 

y de la expresién (3.93) tenemos: 

_ idf(r) 

2 dr 
  ’ wv 

F(r) Gog 97)! 73 - =0 (3.96) 

En el caso de Schwarzschild tenemos que f(r) = (1- 2M/r) y g(r) = r?, entonces 

utilizando (3.95) reescribimos la ecuacién (3.96), 

2 

(-=4)2 eM io (397) ra J tsl—az rz 
    

hacemos una aproximacién a segundo orden en a”, es decir, a7/1— a? ~ a? (i +a?) ~ 

a y f(r) <1, de esta manera icnemos: 

M 
2 es (3.98) 

donde r, es el radio critico. Entonces este radio critico corresponde al radio sénico 

al cual la velocidad del flujo es igual a la velocidad del sonido. Utilizando v? = a? en 

r, en la ecuacién (3.89) obtenemos: 

  

    

Oo 8 Fe = (P-1-2,)’ 

a \*1—a a, \? 

wa ( sa) Te = © F) 
2 
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sustituyendo la expresién (3.98) en Ia ecuacién anterior tenemos: 

m (Ett ‘) _ 202, 
  

  

or, \P—1 r-1 
M 202, 3p, 8-82) = ry 

De esta ecuacién el radio sénico r, est4 relacionado con las condiciones a infinito por: 

  

5-30\ M . T= ( 1 ) a (3.99) 

Consecuentemente, obtenemos la velocidad del sonido en el punto sénico, es decir, 

sustituyendo la ecuacién (3.99) en (3.98), asi: 

  

, 2 ; . as = (; = 3) ae, (3.100) 

Ahora para encontrar la tasa de acrecién Af definida por (3.55), caleulamos el lado 

iequierdo de la ecuacién (3.55) en r = r, con g(r) = + para el hoyo negro de 

Schwarzschild, entonces: 

M = 4nmnug (r)), = drmngusr? 

utilizando (3.99), (3.100) y ademas: 

a \21 
2 = Ngo (<) (3.101) 

Boo 

entonces la Lasa de acrecién en el punto sénico esté dada por: 

  

Mo = 4 i muy 4 wo 1 (4 ‘ — ‘(4 
“TS 5_ or @\2) \e-ar) %@\ 74 we)? 

Al = M 2 
ATMA polo (=) Xs (3.102) 

co
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donde, 

5—3r -($-3F) /2F-1) y\tt2e-2) 

MELT 2 

A continuacién, presentamos un anélisis dimensional de la tasa de acrecidén. Para ello 

reescribimos la ecuacién (3.102) como: 

M = 4xp,,.M*a?? 

p. gr (M 2 a, 3 km\~* = fo. “4p 2 | oO _—— = 4x (wate) 10a (im) GM? (e:] (20 ; ) 

M\? Oe “ =< 24 33) 2 —11\2 15 Poo gr = 410 (2 x 10*)* (6.67 x 1079)" x 10 (itz) (Gz) (5) = 

— 2.9362 x 102 ( AL)” (Pe) (2%) or 
° Mp/ \10-* 2,7 \ 10 8 

Finalmente escribimos: 

M\? “ fee 19" ( —fo__\{ fo} wom (it) (ote) (de) Ea 
Como veremos més adelante M es muy pequefia en comparacién con la tasa M tipica 

de otras formas de acrecién que veremos en el capitulo cuarto. 

Hasta abora hemos calculado la tasa de acrecién M para un flujo subsdnico 

en infinito (es decir, uy. < G59), que alcanza un punto critico. Sin embargo, para 

describir el comportamiento completo del flujo, es decir, desde infinito que pase por 

el punte sonico y aleance el horizonte de eventos, debemos asegurarnos que el flujo 

sea regular en el horizonte de eventos. En otras palabras todas las cantidades fisicas 

deben estar acotadas en el horizonte. La existencia del horizonte y Ja regularidad del 

flujo sobre el horizonte imponen restricciones a la velocidad del flujo. Para analizar
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estas restricciones vamos a calcular la magnitud de la 4-aceleracién del flujo en el 

horizonte. 

calculamos la aceleracién a, = u’Vyti, es decir, 

Que 
dg = ve [es — Mate] = 

  

  

— ull? 

    

Esta cantidad debe estar acotada en el horizonte de eventos. Primcro 

xe pallp 

Ou 
= uae UT ate — UT ty 

=u = uP a Tigi, wT a — Te (3.101) 

donde Jos simbolos de Christoffel estan dados por: 

! L Agu r 
Dre 3 39 Dr 7 oO 

r= i or OG ' 
te 37 ap ee 

1 ag t _ Gt ot 
Me = 0, fo 

L Ofer ro Ager a Pa = epee (3.105) 

sustituryendo (3.105) on la expresién (3.101) tenemos: 

a arte gi at Ogu wit Ogu w 

* av > OF 2 ar 
+ yr dlte _ elt 1 On _ Ute an Mee “r 

or 27 OF 2 ar “ 

entonces, 

OW os OU, ay Og We oe Mer \ ow . ; 

eos (ame PO Lee eg ” ‘ 33. LOE 
( ar jo" Or 2 he a mys ( » 

utilizando ef hecho que la Lvelocidad esta normatizada, en decir, a! aj,t, = 1, 

tenemos: 

qhat egies -) 
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entonces, 

w= i we 

"FH PH) 

ademas uu! = —(u')’ f(r), uu” = (w')’/f (r), entonces podemos reescribir la 

  

expresién (3.106) como: 

ty 5 due 1 Af), WY OF), WY Af) Q = (5) + (Far a * BF) Or * Bf —) a )e ° 
rite) 9.4 (pte 42 A Of) , (af) 

oo = (% Be) a (we 270) & * Pe) & a 

  

         

  a = (« 5) 64+ +f aed + (log f (ry) + wy (log f i]s (3.107) 

Para el caso de Schwarzschild tenemos: 

= (ar2) op 4 [yrOte gM wat 2M 
fa (» ar ) fat [¥ or +? —2M/y) * @ 2M) |e (3.108) 

Para resolver esta ecuacién, de la ecuacién (3.77) obtenemos que: 

  

  

uP _ fey? _ 
wl Ff) F@MG-e%) G2) (3.109) 

de donde, 

Bie ‘ VI@) Bt = 2 Wf) = -2( iG) (a0) 

para facilitar los cdlculos introducimos el siguiente cambio de variable: 

- , (3.111) 
~ fi-w 

entonces la ecuacién (3.110) toma Ia siguiente forma: 

or 2 wy) (a.112)
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o bien, 

1 1 1 VO _ oy 
Vi@vice frvi-w® fr) 

De igual manera utilizando la ecuacién (3.77) y la nueva variable y, podemos escribir 

a=           (3.113) 

      

  

au 8 fw \_ af 1 Vi@e\_ a fw 
or Or (5) -2 (eS) -2(4) (3.114) 

o bien, 

we ee = 9 (3.115) 

Finalmente reescribimos (3.108) de la siguiente manera: 

Oy + 9 ye M 1 l4+v ao =—yo {ye 2 (__# | 4 Se i 3 to = ye (3) at [ms Goan) * Para 1 | 9) 

Ahora podemos calcular la magnitud de la accleracidn, es decir, 

rr 72 
a = gaa, = ga? + ga 

entonces, 

ye (DY) 4-282) Fo (0 
os aman ( w (#)) (tT) ar aia ) T 

aM lee , 
(Poa) =) 

ve (aN 2M) ey 
oe ann # +- =) lactam ar 

(L- 2M frye) 7? (1 2AT/r) 1 28) 

raid ’ 2 

"(= 2Af/r) (3) + TaN [ms (yr) 

a (MY) Mat 
(1= 2M fr) or? r? (1 ~ 2?) 

2 gh 2 2 ( 2M fr )+4 1 Lee |
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2 pu? oy 1 18 

¢ = alam () + ean [aoe 
M {__2yv? l+e\? 
pe (oe ~ ats) 

usando que y? = (1 — 2M/r) / (1 — v®), tenemos que: 

a= “atau (oe) * oar [ae wt i2(e-aam)) 
- Sam (2) tam Go" - 2S) 

donde podemos reescribir : 

19 (,_2M 
” 28r r Us

 

2 2 
2 pv + 
  

)? 418 1 2M\/7 
ys r 

OS) 
a- a= laa or &) 

fan /r) 2 1—2M/r 

y 

=>
 

ay
 | iS)
 = 

=
 

~
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+ 2 yo? 
ip 

    

~
 - | s > ~~
 

& I j 
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 = | bw
 s a
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B
 
o
e
 
o
m
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e
 
e
e
 
e
e
 4(1— 7a 

iv 2 

S %
 

  +   a) 24 (1— 2m/r))| 

(e-swn(g2+9))} 
( 

=
 be
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( 
F
w
 

wy 
s a
 

2 

Fs 
40 "mF E 

|     

4(i— ae ) 

» 

a 
or 
a 
ar 

3   +     

4(i- IF) “a =) la (* 
“aT aa Ee | 

‘0 a (2) 

-1) 

Utilizando la definicién de y, en este caso tenemos finalmente que: 

a-( 

(1-2) 
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we 
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recordando que v es la velocidad de un observador ortonormal. Si consideramos 

puntos muy cercanos al horizonte podemos tomar la siguiente expansién: 

(v0 Pf (re 2 
f(r) = (1-2) = F000) + BE ra) + SE +e 

r dr 2 dr? 

. du (ro) . 1d’ (70) 2 
u(r) = 0 (ro) + = (r — 70) + 5 Ga Po) +. 

y substituyendo estos valores en la ecuacién (3.117) obtenemos que cl escalar a” es 

finito en el horizonte de eventos, con tal que o{r) cumpla la siguiente condicién: 

Dig, re) = 
La condicién anterior es una consecuencia de la regularidacd del {lyjo sobre el horizonte 

de eventos. Si el objeto compacto no cs un hoyo negro no pedemos imponer esta 

condicién, ¥ para ese caso no hay un finjo dnico. Con la condicién anterior para el 

caso de hoyo negro mostraremos numéricamente que existe una solucién tinica que 

tiene la propiedad de ser subsdnica en infinito, es decir, too < Aas, Que pasa a través 

de un punto critico y ademas satisface que lim,2y t(") = 1. Esta es la solucién que 

estamos buscando. 

3.5 Grdficas 

En esta seccién mostraremos el comportamiento de la velocidad del fnjo, mediante 

un céleulo numérico. Para ello, recscribimos la ecuacién de conservacion (3.61) como: 

(3.118) 
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utilizando (3.54) y sustituyendo la presién P de Ja ecuacién de estado tenemos: 

fone (euro (22) 
de la ecuacién para la tasa de acrecién (3.55) despejamos n y la sustituimos en la 

  

  

ecuacién anterior: 

In (ears) (rs r 3] (f(r) 44?) = (24*) 7 (3.119) 

De esta manera, hemos obtenido una ecuacién implicita para la velocidad u = u’, 

que resolveremos numéricamente. Esta ecuacién tiene como pardmetros libres, la 

tasa de acrecién Mf y Jas condiciones a la frontera en infinito con Poor Peo ¥ Meo- 

Para estos parametros fijos la ecuacién (3.119) nos da una solucién para la velocidad 

del flujo. Para el trabajo numérico es mds conventiende utilizar la velocidad v dada 

por la ecuacién (3.77). Para més detalles ver el apendice A. Utilizando la métrica 

de Schwarzschild, obtenemos las grificas 3.2 y 3.3. Cada una de estas graficas esté 

caracterizada con un valor de M y un valor para el lado derecho de Ia ecuacién (3.119). 

No todas las soluciones describen una situacién real, para ello es necesario que 

cumplan las condiciones a infinito y la mds importante para el caso de acrecién en un 

hoyo negro la regularidad en el horizonte de eventos, es decir, v = 1 como vimos en 

la seccién anterior. De las grdficas tenemos que la tinica solucién que satisface estas 

condiciones es Ja solucién que pasa por el punto critico. Para esta solucién el flujo 

incrementa su velocidad mientras el radio decrece. La velocidad del flujo a infinito es
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Figura 3.3 Perfil del comportamiento de un flujo en el caso de acrecién esférica en un 

hoyo negro de Schwarzschild de masa AJ. Es importante notar que ta variable 7 de la 

grdfica estd relacionada con el radio de Schwarzschild por r = 2A rge. 
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Figura3.4 Punto sénico. 
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subsénica, aumenta conforme se acerca al punto critico, en el punto critico aleanza 

la velocidad del sonido, pasando dicho punto la velocidad se vuelve supersdnica y 

finalmente ed flujo cruza el horizonte de eventos con la velocidad de la luz. 

3.6 Radiacién a Infinito 

Hasta el momento tenemos una buena idea de como son las soluciones de Euler 

de la hidrodindmica en el marco del hoyo negro de Schwarzschild. Exactamente 

presentamos el comportamiento de la soluciones en estado estacionario. En suma 

dependen de las condiciones iniciales a infinito, imponiendo la regularidad del flujo 

en el horizone de eventos del hoyo negro vimos, tedricamente y con la ayuda de 

cAlculos numéricos, que para flujos subsénicos en infinito existe una solucién tnica 

con el valor v = 1 en el horizonte de eventos. Esta solucién se Hama Trasénica, es la 

solucién que pasa por el punto r que satisface D = D, = 0. 

Ademés como probamos en la ecuacién (3.54) estos flujos son flujos adiabdti- 

cos. Esto implica que aunque el material se comprime no hay produccidn de calor, es 

decir, la compresién es adiabdtica. Aunque fisicamente esperamos que e! plasma acre- 

tado no sea completamente adiabdtico, es decir, esperamos produccién de radiacién 

como consecuencia de las interacciones entre electrones y protones. En esta seccién 

indicamos que si tomamos en cuenta procesos Tadiativos para la tasa de acrecién M 

dada por la ecuacién (3.103), encontramos que la radiacién a infinito es muy poca. 

Entonces podemos concluir qué para hoyos negros, formados por el colapso gravita-



irawiacun & Lntno 113 

cional completo de una estrella, la acrecién esférica no es wn proceso cfectivo para 

producir suficiente radiacién para ser observada. Esto lo podemos ver analizando la 

pérdida de energia en el efecto Bremunsstrahlung térmico [19]. Ta tasa a la cual el 

plasma esta emitiendo via Bremmsstrahlung térmico por unidexl de masa al ractio 

tiene la siguente forma [19]: 

+. =BAE ED 
5x 19-3279 Peo Too \ (7 31 _ V2 3.120 

“i (s x10 gr “) Co as) (a) 3) ( ) 

Integramos esta tasa de acrecién desde el horizonte de eventos hasta infinito, su- 

  

poniendo que el indice aciabdtico es T = 14, en este caso obtenemos la siguiente 

expresién para la luminosidad: 

npe =33 

5x 17th) (__Po__\ (te) (2 3 
Ens (3 * 10 gr “) (Gen =a) (ax) (£) (3.121) 

Esta luminosidad es mucho menor que la huminosidad de Eddington, Fria & 1.3 * 

10® (M/Mg)erg/s. Podemos concluir definitivamente, que mediante las observacio- 

nes corrientes no podemos detectar hoyes negros, que se encuentren aislados acretando 

en forma esférica. 

Afortamadamente, como hemos mencionada anteriormente, lenemos mrchas 

evidencias de que existen hoyos negros en sistemas binarios de rayos-X. Para los 

sistemas binarios la situacién es imy diferente al caso del hoyo negro aiskado, porque 

la materia que es acretada posee momento angular. Entonces no podemos utilizar la 

acrecién esférica para modelar la acrecién det flijo con momento angular, El problema 

dle materia acretauda con momento angular sera analizado en el siguiente capitulo,



Capitulo 4 

DISCOS DE ACRECION 

Al principio del capitulo segundo mencionamos que las observaciones astrondémicas, 

a partir de 1960, muestran que hay sistemas binarios galdcticos que estan emitiendo 

erandes cantidades de energfa en forma de rayos-X, en el intervalo 1—500KeV. Como 

planteamos brevemente en el mismo capftulo el problema al que se enfrentaron los 

astrénomos y fisicos tedricos era explicar el origen de esta radiacién. Como veremos 

en la presente seccién, la acrecién es un mecanismo que convierte energia poten 

  

gravitacional a otras formas de energia, incluyendo la clectromagnética. Es decir, 

via acrecién en objetos compactos podemos principalmente explicar el origen de los 

rayos-X observados en los sistemas binarios y lo més importante, en principio, el 

espectro de rayos-X puede ser la clave para probar la existencia de hoyos negros. 

Como ya mencionamos los espectros mostrados en la figura (3.2) son muy diferentes, 

dependen de la naturaleza del objeto compacto. La pregunta es la siguiente fs 

posible a partir de las diferencias en los espectros y con ayuda del erfterio de masa 

probar definitivamente la existencia de hoyos negros?
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En la seccién 3.4 del capitulo anterior vimos que Ja forma més sencilla de 

acrecién esférica, es decir, acrecién sin presencia de ondas de choque y con condiciones 

ala frontera en infinito que son tipicas en el medio intergalactico, no puede explicar ed 

origen de esta radiacidn. En este capitulo presentaremos otra forma de acrecién que 

por su naturaleza tiene la capacidad de explicar la radiacién de rayos-X. Esta nueva 

forma de acrecién tiene la propiedad caracteristica de que el material acretado posee 

momento angular distinto de cero, de hecho el momento angular es muy préximo al 

momento angular kepleriano. Para introducir la acrecién de disco, vamos a recordar 

al lector algunas caracteristicas de los sistemas binarios que nos serén de utilidad 

para entender el proceso de acrecién 

4.1 Sistemas Binarios 

Un concepto muy importante en el estudio de discos de acrecién que se forman en 

sistemas binarios es el concepto de Lébulo de Roche. Fl Lébulo dc Roche es una 

hipersuperficie equipotencial hipotética que pasa a través del punto interior de La- 

grange L,. En el diagrama (4.1) dibujamos las hipersuperficies equipotenciales en 

un sistema binario t{pico compuesto por un objeto compacto y una estrella normal. 

En esta figura podemos ver el Lébulo de Roche. La teoria de evolucién estelar de 

sistemas binarios afirma que existen dos posibles configuraciones. # 

La primera posibilidad, es que la hipersuperficie de la estrella normal se en- 

cuentre dentro del Ibulo de Roche. La segunda, es que la hipersuperficie estelar esté
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afuera del Lébulo de Roche. Cuando la hipersuperficie de la estrella normal se en- 

cuentra fuera del Lébulo de Roche el material de la estrella normal esté influenciada 

por el campo gravitacional del objeto compacto. La idea central de los modclos de 

disco de acrecién es que el material de Ja estrella normal es influenciado eventualmen- 

te por el objeto compacto. Bajo condiciones especificas este material posee suficiente 

momento angular y se establece en una configuracién tipo disco alrededor del objeto 

compacto. 

La otra posibilidad, con respecto de la hipersuperficie de la estrella normal 

relativa al Lobulo de Roche es que se encuentre dentro de éste. Aumene on este caso ol 

campo gravitacional del objeto compacto no ejerce gran influencia en ¢l material de la 

  

estrella normal como en el caso anterior, cl fenémeno de viento estelar es el responsable 

de la transferencia de masa cle la estrella normal al objeto compacto. Recordemos 

que gencralmente las estrellas normales poscen wna region Hamada corona calicnic, 

donde la temperatura es tan elevada que puede ocasionar que la cnergia térmica del 

plasma sea maver que la hierza gravitacional. En este case cl plasma cs eyectado, 

en forma de viento, con altas velocidades. Este fendmeno se conoce como viento 

estelar. Entonces si la estrella normal no Hona fisicamente sur l6bulo de Roche, puede 

emitir viento estelar v una pequefia fraccién (S 0.1%) de este viento es capturada 

por la estrella compacta. Annque la acrecién via viento estelar es wn problema muy 

juteresante desde el punto de vista matomitico v fisico on esta lenis no estudiarenios 

esta forma de acrecién (para detalles de este ipo de acrecién ver {20}). Sin embargo,
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Figura 4.1 Las equipotenciales @,, =constantes para el potencial gravitacional newtonia- 

no + el potencial centrifugo en el plano orbital de! sistema binario con érbitas circulares. 

Para ef caso mostrado aqui Jas estrellas tienen una razén de masa My : M, = 10: 1, 

donde la estrella normal Afy estd a la izquierda y la estrella compacta M, a la dere- 

cha. Las equipotenciales estan etiquetadas con sus valores ®,, medidos en unidades de 

G(My + M,)f/a, donde a es la separacién del centro de masa a las dos estrellas. La 

equipotencial mds interna es el Lobulo de Roche de cada estrella. [De Novikov y Thorne 

(1973) [19}.]
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Figura4.2 Disco de Acrecién 

examinaremos con detalle la acrecién via flujo sobre el Lébulo de Roche. 

En particular en este capitulo analizaremos con detalle un modelo de disco 

de acrecién conocido como el Modelo Estandard. Este modelo fue construido por 

primera vez en £972 por Shakwa y Sunayev [17] y Thorne y Novikov incluyendo 

efectos relativistas [19], también se le conoce como modelo a-disco de acrecién. La 

raz6n para ol término a@—disco quedaré clara posteriormente. 

4.2 Modelo Estandard de Discos de Acrecién 

Para tener una idea intuitiva de la formacién del disco de acrecién en un sistema 

binario podemos imaginar la situacién fisica descrita por el diagrama (1.2). En esta 

figura vemos que mientras el objeto compacto esta girando, cl material de la estrella 

normal, en forma de plasma caliente, se mueve a través del punto interior de Lagrange 

Ly y al ser atrapado por el objeto compacto forma una configuracién tipo disco. Para
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estudiar los a—discos de acrecién construidos por Shakura y Sunayev [17] y Thorne 

y Novikov [19] necesitamos imponer las siguientes condiciones en el disco: 

1.- El material capturado puede ser descrito hidrodindmicamente. 

2- E] plano central del disco coincide con el plano ecuatorial del objeto com- 

pacto. 

3.- El disco es delgado, es decir, para toda r, se cumple que h(r) < r, donde 

h(r) es la altura vertical del disco. 

4.- El disco se encuentra en promedio en un estado estacionario y las particulas 

del material acretado se encuentran en érbitas keplerianas. Ademds superpuesto a 

esas érbitas keplerianas hay una velocidad radial muy pequefia, que denotaremos 

como ?,. 

5.- El campo gravitacional de la estrella normal no ejerce ninguna influencia 

gravitacional en la estructura del disco. 

Aunque podemos estudiar la estructura del disco de acrecién que satisface las 

condiciones anteriores en el marco de referencia de la teoria de la relatividad general 

[19], por simplicidad en esta tesis estudiaremos la estructura de un disco de acrecién 

en el marco de la teorfa newtoniana. Sin embargo, utilizaremos algunos conceptos 

de la teorfa de la relatividad general. En particular, en la figura (2.8) de la seccién 

2.6, mostramos la existencia de un-radio r, dentro del cual no es posible tener érbitas 

circulares estables. Por consiguiente suponemos que el disco de acrecién no puede 

jr més alla de dicho radio. Asf podemos identificar este radio con el radio donde se



Modelo Letanuald ue Discus ae Aciccidn 121 

  

Figura 4.3 Disco de acrecién kepleriano delgado alrededor de un hoyo negro de Kerr 

encuentra el borde interior del disco, que denotamos como r;. Entonces para toda r 

tal que r <r; el material caeré répidamente al hoyo negro. Por otro lado, aswmimos 

que cl material es depositado en el disco por wna tasa de acrecién constante AL y que 

es atrapado por la estrella compacta a la misma tasa de acrecién. Finahnente para 

describir el disco de acrecién utilizamos coordenadas cilindricas con cl origen en el 

centro del hoyo negro y suponemos qac cl plano del disco se encuentra on el plano 

2=0. 

Para tener una idea més clara de la estructura del disco. podernos (omar una 

seccién transversal, como es mostrado en la figura (13), donde 2 es cl eje de giro 

del objeto compacto, + la coordenada radial del disco y f(r) la altura del disco. 

Para obtener las ecuaciones de la estructura del disco, es necesario analizar a fondo 

las suposiciones: basicas bajo las que estamos trabajando. Una de ellas es que fas 

particulas se muevan en érbitas keplerianas, esto implica, que la fiers de gravitacion
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es igual a la fuerza centrifuga, es decir, 

  

GMm __ mv} 
Pm >= (44) 

de donde la velocidad orbital kepleriana es, 

1/2 
m=rTQ= (*) . (42) 

y la velocidad angular kepleriana 2 es: 

a 1/2 

o= ( as ) (43) 

Consecuentemente el momento angular por unidad de masa I, para cada particula del 

  

fluido esté dado por: 

t=(GMry”. (44) 

multiplicando este momento angular con la tasa de acrecién M en estado estable 

obtenemos el flujo de momento angular J, que cruza el radio r : 

J=Mi(r)=M(GMry? (45) 

Sea rp el radio exterior del disco, entonces el flujo de momento angular que es depo- 

sitado en el disco es: 

jp = M(GMrp)? 

Por otro lado, para que las particulas dentro del disco sean atrapadas finalmente por el 

objeto compacto es necesario que ip > 1;. En otras palablas, para que la acrecién se 

realice necesitamos un mecanismo para que el flujo pierda momento angular conforme
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se aproxime al hoyo negro. De los principios de mecdnica clésica sabemos que para 

introducir un cambio en el momento angular £ de una particula es necesario aplicar 

wna torca sobre dicha particula, es decir, 

arx Fam (4.6) 

donde /* es la fuerza que acttia sobre la particula y M esia torca. La mayor contribu- 

cidn de Shakura y Sunayev para el entendimiento de acrecién con momento angular 

distinto de cero fue la introduccién de un mecanismo capaz de reducir el momento 

angular del flujo. Shakura y Sunayev postularon que el fluido esta muy lejos de ser un 

fluido perfecto, pero en contraste asumieron Ja existencia de una viscosidad distinta 

de cero. Aunque todavia no sabemos el origen de esa viscosidad, platicaremos sobre 

ella mas adelante. La existencia de la viscosidad tiene los siguientes efectos: 

L.- ‘Transporte de momento angular, es decir no permite al flujo permanecer 

en una orbita alrecledor del hove negro, ¥ 

2.- 'lransforma la energfa potencial en calor. 

Si aceptamos la hipstesis de Shakura y Sunayev definimos J, como cl esfuerzo 

viscoso (fuerza por unidad de area) ejercido en la direecién ¢ por el elemento de fluicdo 

en r sobre los elementos vecinos on r+ dr. Ell esfuerzo viscoso esté relacionado con 

la componente t,,, del tensor de esfuerzos caracteristico del fluido, de acuerdo a: 

fa = bog (4.7)
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Donde para un disco kepleriano tenemos que [1,17,19,20]: 

  

3 3. /amM\'? 
tg = ——nQ = -=7 ( ) . (48) 

Donde 7 es el coeficiente de viscocidad dindmico (g em—!s~"). 

Para determinar la estructura del disco de acrecién que se encuentra en un esta- 

do estacionario debemos resolver shnultaneamente cuatro ecuaciones de conservacién: 

conservacién de masa, conservacién del flujo de momento angular, conservacién de 

energia y conservacién de momento vertical. Ademds, tenemos que especificar una 

ley de viscosidad para 4, asi como una ley que describa el transporte de radiacién 

del centro a la superficie. Primero, es muy itil definir el concepto de la densidad 

superficial de un cilindro hipotético del disco que esté en la coordenada radial r y la 

altura es 2h(r). En este caso la densidad superficial U(r) esta definida por la siguiente 

ecuacién: 

Bir) =f pdzw 2h (2=0,r)0 (z = 0,7) = 2hp (49) 

donde z mide la altura vertical perpendicular al plano medio del disco. En el lado 

derecho de Ja ecuacién (4.9), hemos evaluado p en z = 0, esto lo podemos hacer ya 

que suponemos que el dico es geométricamente delgado, es decir, para cada r satisface 

que h(r) <r.
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4.3 Conservacién de la Masa en Reposo 

Como vimos en el capitulo primero la ecuacién de continuidad para el flujo de masa 

estacionario estd dada por, 

os = 
+V-(p¥) = 9, 4.10 oP. &- (py) (4.10) 

integrando sobre un volumen v7 obtenemos, 

[ Pan + pv-ds=0 (4.11) 
Jy Ot a(V) 

esto Implica que: 

OM f - 
== pv¥-ds 4.12) a ~ Fey ( 

donde el lado derecho de la ecuacién representa el flujo de la densidad de energia. La 

ecuacién (4.12) nos da una ley de conservacién de la masa. Para apticarla al caso del 

disco, tomamos dos cilindros concéntricos de radios ri yv rz, donde Ves cl volumen 

entre los dos cilindros, y el lado izqquierdo de la ecuawién (1.12) es coro, entonces: 

[ pvids = | pv-ds 
dry dr org 

prepberh(r)| W peAmrh(r)| ry ror 

Vinalmente utilizando la ecuacién (1.9) obtenemos: 

Af = 2rr De, = constante (1.13) 

donde 1, es la velocidad radial definida anleriormente en la condicién (1). La ecuacién 

(£13) afirma que la tasa de acrecién de la masa a través del cilindro de radio res 

independiente der.
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4.4 Conservacién de Momento Angular 

Sea J+ = M(GM nr) ? el flujo de momento angular a través del radio r, debido al 

influjo del gas (Figura 4.4), y J~ el flujo de momento angular que es consumido por 

el objeto compacto, camo J7 debe ser menor que J+, podemos escribir: 

J7=BM (GMry)? donde || <1. (4.14) 

Por otro lado, la conservacidn del momento angular requiere que la tasa neta del 

cambio del momento angular con r sea igual a la torca ejercida por la fuerza viscosa. 

De acuerdo a, 

torca = (fuerza a lo largo de e, / drea) x (4rea) x (7) = Jt — J, 

(fs) (Qar- 2h) (r) = A [car r)'? — B(GM ry] . (4.15) 

Vemos que el esfuerzo f, requerido esta determinado, en estado estacionario, tnica- 

mente por M y M. 

4.5 Conservacién de la Energia 

De la segunda ley de la termodindmica tenemos: 

dQ = Tds, (4.16) 

esto implica que la razén de tiempo de la produccién de calor esta asociada con la 

razon de incremento de entropia, es decir, 

dQ = Td (4.17)
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En el caso del disco Ja fuente mds importante de produccién de calor es la visco- 

sidad. Para introducir la viscosidad definimos la siguicnte ecuacién, (hacemos una 

comparacién de las ecuaciones (3.20) y (3.54)): 

; : 1t? — Ltapt® 
= =pl g§=-—=- Q = pdQ = pT & 22   (4.18) 

donde tag es el tensor de esfuerzos. En coordenadas cilindricas, la tinica componente 

del tensor ta, que no se anula es fy,, por lo que la ecuacién (4.18) puede ser expresada 

de la siguiente manera [1]: 

2 
Qr (bar (4.19) 

7" 

utilizando la ecuacién (4.7) obtenemos: 

Q= =tetee ter (4.20) 

Sustituimos los valores del fy y de fy, de las ecuaciones (4.8) y (4.15) en la ecuacion 

(1.20) y obtenemos, 

" - t 
2hQ = BwpTs= =e or 

oA . BALGM ry \ ie 
2n@ = BS [1-0 (4) |. (4.21) 

La cenacidn anterior nos dice que parte de la energfa potencial se transforma en calor. 

La otra propiedad postulada por Shakura y Sunayev es que este calor, es decir 2hQ, 

no se acumula en el disco, sino que es radiado completamente por cl disco. Con 

esta propiedad de la ecuacién (4.21), obtenemos directamente que el flujo de energia
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emitido por la cara superior (inferior) del disco al radio r es: 

F(r) = 5X 2hO 

3M GM ry \ V2 . 
* gr [»-8(=) (4.22) 

Como el disco es delgado, la emisién se da preferentemente en la direccién vertical 

mas que la direccién radial. Podemos ver de la ecuacién (4.22) que el flujo de energia 

emitido queda completamente determinado por M, M y r. La luminosidad total del 

disco es: 

  b= [-2Fx2nrdr= (5-8) GMM (4.23) 
Tr Tr 

4.6 Estructura Vertical del Disco 

En la direccién vertical no tenemos movimiento neto del gas (el disco es estacionario). 

Las iinicas fuerzas que estén actuando sobre las particulas del gas, son la presién 

vertical del disco y la fuerza gravitacional de la estrella compacta a lo largo de la 

direccién e,, es decir, el disco se encuentra en equilibrio hidrostdtico en la direccién 

2, 

== =-2 =f (4.24) 

Ademés utilizando el hecho de que el disco es delgado, es decir, h <r tenemos: 

p(h,r) = 9 (0,7) (4.25)
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Integrando la ecuacién de equilibrio hidrostatico en la direccién vertical: 

  
poh ah GM . 

/ dP = — “pede (4.26) 
=0 220 

como no tenemos presién en la superficie del disco, es decir, P(z = A,r) = Oy 

utilizando (4.25) obtenemos: 

P(z=0,r)=- one re (4.27)   

depejando la altura h obtenemos: 

P\Y? 7 273 V2 

na-(Z) (ii) (428) 
Utilizando la ecuacién (4.3), una ecnacién de estado politrépica 2 = Ap", y la 

  

definicién de la velocidad del sonido a” 

  

2 = dP/dp|, = (AT) (n/p) & P/psen 
la ecuacidn (4.28), obtenemos: 

hon a (1.29) 

4.7 Ley de Viscosidad 

Regresamos ahora al concepto de viscosidad. Al introducir la viscosicdad cl tensor de 

encrgia momento 7, que representa cl flujo acretadocs nmy diferente al lensor Tha 

que usamos cn acrecién esférica (ver ecuacion (3.15)). Exact.unente, ahora cl lensor 

T,» toma la siguiente forma: 

  Tag = (0+ P) Matty FP Gos thas (4.30) 

donde cl término 1,1 68 el tensor de esfnerzos que est relacionado con un cocficiente 

de viscosidad dinsimico 7. Y.a ecuacién (-1.30) es wma ley macroscépica. Para saber la
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forma exacta de (4.30) es necesario saber que procesos microfisicos generaran este tas. 

Por procesos microfisicos consideraremos los que se dan a distancias del orden de la 

longitud del camino libre medio, 1. Para establecer las restricciones para determinar 

el coeficiente de viscosidad 7, Shakura y Sunyaev [17] suponen que esta viscosidad es 

generada por turbulencias y el esfuerzo de deformacién cortante basado en algumas 

consideraciones dindmicas. De esta manera el coeficiente de viscosidad dindémico 7 

en presencia de turbulencias se puede escribir como: 

1 = Pr turd beard, (4.31) 

donde 1,5 €s la velocidad del plano de contacto donde se crean turbulencias relativas 

al movimiento medio del gas y lip es 1a longitud de escala en que se pueden apreciar 

turbulencias. Aunque no conocemos los valores de viur5 Y lurp Shakura y Sunayev 

establecen un limite superior para ambos valores de la siguiente manera. Esperan 

que la velocidad de turbulencia debe ser mucho menor que la velocidad del sonido, 

es decir, Ur, < ¢,. Ademds, suponen que el tamaiio de longitud de escala de las 

turbulencias debe ser menor que la altura h del disco, asi liu, < h. Sustituyendo 

estos valores en la ecuacién (4.31) tenemos un limite superior para el coeficiente de 

viscosidad dado por: 

1S pesh, (4.32) 

Usando las ecuaciones (4.7) y (4.8), tenemos un limite en la fuerza: 

fs = tar  — (4.33)
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utilizando (4.32) y (4.29) obtenemos: 

Cs fo $ (peak) 2 = pe, (S 
P 

)Q=pd=p—=P (4.34) 
p 

De las desigualdades f, < P, entonces podemos escribir en general, 

fxg =aP (4.35) 

donde hemos introducido un pardmetro adimensional, a, el cual no podemos calcular 

con detalle, pero que satisface: 

asl (4.36) 

Precisamente, por este pardmetro a, los modelos construidos aqui son conocides como 

modelos a-discos de acrecién. Tales modelos tipicamente llevan « como un pardmetro 

constante y libre en la ecuacién de estructura del disco. 1 pardmetro & sc encuentra 

on cl rango 0.01 Sa <i. 

4.8 Opacidad, Presién y Transporte Radiativo 

Para los pardémetros tipicos de acrecién involucrados en las estrellas compactas con 

AJ ~ Mo, la fuente dominante de la absorcién de fotones en el clisco es Bremsstrahling 

térmico o absorcién libre-libre. La opacidad media de Rosscland esta definida por 

[Ls19]: 

Ratm 2 Ryy 0.64 x 108 (p [g em ]) (T KIT? on? ge! £37) Sf 

Ta mayor fuente de dispersién de fotones es la dispersién Thomson, donde: 

Rap % Ria = 0.40 em gui (4.38)
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Generalmente la presién total del material del disco es la suma de la presién térmica 

del gas y la presién de radiacién. Para hidrégeno ionizado se obtiene: 

2pkT 
P(p,T)= a + Pra (4.39) 

donde en equilibrio termodindmico local, tenemos: 

i 4 Prod ™ 3 aT’. (4.40) 

La idea ahora, es que el disco esta definido en dos regiones. En la parte externa del 

disco la presién del gas domina la presién de radiacién y en la parte interna la presién 

de radiacién, por encontrarse a altas temperaturas, domina la presién del gas.Para 

completar la estructura del disco necesitamos introducir un mecanismo de propaga- 

cién de calor de la parte interna del disco a la superficie del disco. Este mecanismo 

de transporte es principalmente la radiacién. E1 calor es transportado verticalmente 

(h <r) y de la teoria de transporte radiativo sabemos que si la profundidad éptica 

total, 7, del disco (medido en la direccién vertical) excede la unidad, los fotones son 

transportados a la superficie via difusién: 

ed (aT*) F(r,2)=-§S—, T>1 (4.41) 

donde Fr, z) es el flujo de fotones verticales y hemos supuesto equilibrio termodi- 

namico local entre el gas de fotones y la materia. La cantidad 7 es la profundidad 

éptica calculada de la opacidad media total de Rosseland: 

he 

r= f Rodz % R(p,T)X (4.42) 
oO
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donde & es Hamada la opacidad de Kramer [1,17,19]. Reemplazando las diferenciales 

por diferencias finitas, integramos la ecuacién (4.41) aproximadamente obtenemos 

para el flujo superficial F(r,z = h) = F(r), 

qa rd 
Pot 2 yo (1.43)     

RD? 

En la ecuacién (4.43) las cantidades E (r)y F (r) estén dadas por las ecuaciones (19) 

y (4.22), respectivamente, y I(r) y p (7) estan evaluaclas cerca del centro del disco 

enz=0. 

Si 7 es menor que la unidad, el cisco se vuelve dpticamente delgado a la salicda 

de los fotones. En este caso los fotones pueden escapar libremente de sus puntos de 

emisién sin sufrir ningin tipo de absorcién o dispersion. En este caso la ecuacién 

(443), apropiada sdlo para la difusién, ser4 reemplazada por: 

Ht 

Borys J A(p,T)dz2ha(p,?). rir) <h (AAD) 
Jo 

donde A(p,'T) es el promedio de la emisividad de fotones (erg sv be) en eb disco. 

4.9 Solucién: Estructura de un Modelo de Disco Estaudard 

En resumen la estructura del disco geométricamente delgade implica las signientes 

condiciones: 

Lr) x 2hp (4.45) 

=
 t! Qarle, (£46) 

{l NP LCGAL ye? = 8 (GAL eM? (1.47} 
& 

(LL) (2rr By (r)
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Fr) = aM GM [1-9] (4.48) 

Ee ue 
Js = oP (4.50) 

P(p,T) ~ 207 + Pra (451) 

F(r) & ocr (4.52) 

queremos resolver este sistema de ecuaciones para encontrar las cantidades p(r), h(r), 

Xr), or), P(r), T(r), felt), RO) y F(r) como funciones der, My M. Para resolverlo 

necesitamos saber que forma de presién domina, es decir, la presién de materia o 

presién de radiacién. La idea consiste en que en la region externa la presién del gas 

esté completamente dominada por la presién de materia, es decir, 

2QpkT 
P(p,T)~ Mp   (4.53) 

aclemas el proceso radiativo que opera en esta parte del disco es solamente la radiacién 

libre-libre y entonces la opacidad media de Rosseland tiene la forma dada por la 

ecuacién (4.38). Con estas condiciones resolvemos las ecuaciones (4.45)-(4.52). Para 

ello realizamos el siguiente procedimiento. Primero, sustituimos la ecuacién (4.50) en 

(4.47) y obtenemos: 

(aP) (2ar-2h)(r) = _M [tiem ry? _ B(GM ri)? _ (454) 

después sustituimos (4.53) en Ja ecuacién anterior, asi, 

  a (727) (2mr-2h)(r) = MA (4.55) 
Mp
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donde para simplificar los cdlculos, 

A= (em r)? _ B(GM 1)? (4.56) 

sustituyendo (4.45) en (4.55) tenemos: 

a (=) (20r’)ET =MA (4.57) 

ahora la ecuacién (4.52) en la (4.48) nos da: 

  

    

acT* . 
zn 7 MB (4.58) 

donde, 

__3 GM], arr)? . Bean [: (2) (4.59) 

multiplicando la ecuacién (4.57) con (4.58) obtenemos la siguiente expresién para. la 

temperatura: 

o{ 2®) an) (=) ro =sPBA 
mp . Rk 

entonces, 

  

, US 1/5 1s 
van | (2PR 1 EV vrs (1 ‘ 
T= (2) (sz) eal (<3) M (: (4.60) 

despejamos E de la ecuacién (4.52): 

  Se (4.61) 

sustituimos (4.48) y (4.60) en (4.61), 

R\- . 4 as 4/5 

© = (3) wal) (Ga) GY) 
lea) y" (a) GG) 

  

bi 
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a continuacién sustituimos (4.53) en (4.49) entonces: 

12 3\ 1/2 

h= (=) (Fe) re (4.63) 

sustituyendo (4.60) en (4.63) obtenemos: 

QE (8\V2 7 1 \10 1 Ryu. 10 

={“ aa 7 fio gifio (_* ys {3 

A (=) (=) (2) Bes 9) M (2) (4.64) 

despejamos de la ecuacién (4.45) la densidad y obtenemos: 

= 
= 5 P=Ooh (4.65) 

sustituyendo (4.62) y (4.64) en la ecuacién (4.65), 

9 42 Yio 2 9/10 

7-368)" (as) Gm) (3) eG) ow 
Hemos resuelto las escuaciones de la estructura del disco en la regién externa, es decir, 

donde la presién del disco est4 dominada por la presién de materia y la opacidad es 

dominada por Ia opacidad libre-libre, al hacerlo encontramos que la profundidad 

éptica de la radiacién con respecto de los procesos libre-libre es mayor que 1. Esto 

implica que esta regién del disco esté radiando como cuerpo negro. Por otro lado, 

las ecuaciones de estructura del disco indican que el flujo de radiacién esté dado 

por la ecuacién (4.48), entonces podemos introducir para esta region del disco una 

temperatura superficial caracteristica, dada por: 

acT* 

4 
  Fr) =
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con a = 7.56 x 10ergem3 deg~*, comparando esta ecuacién con la ecuacién (4.48) 

tenemos que: 

  

acT* 3M GM [:- a(2)"] 

    

4 Sir? or \ 
3M GM ~ a ror (4.67) 

entonces para la regién externa del disco, r >> r;, la temperatura caracteristica esta 

3 uan\"" T= (z2 us } (1.68) 

para analizar esta f6rmula la aplicaremos en wn sistema binario, donde utilizaremos 

dada por: 

  

las siguientes unidades. 

  

M 
AJ = (— Ja 

(az) to 
ee et (AMG) _ (20Mg) (2) (AL 

~ MSV FOL my) (Mo 

= (24) an, 
Miz 

entonces en estas unidades la ccuacién (1.68) queda: 

3.1 f Mf MY ayy, (26Mo seuy 

la (ir) tin (we) me (™") (EZ) Gig) 
wal MfyGMe (“e\" MT (at (#4) (4) m 
Qr eee Miz} (Mg ry 

A yy lf . y , 

Bie sf 1 \ M M\7?fr\™ rie | ot ay af ALY (AL & LGE 
! lie a Mur (wiz) l(a) (is) () (4.69) 

resolvemos fa ecuacién anterior con: 

VA 

= '   

~
 I   

My = WW" grt! (1.70)
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Mog = 2.33 x 10° gr (4.71) 

entonces: 

1/4 

p= (se) (7.56 x 10erg em? deg*)* 

+ (10°? gr sy" (1 x 10%cm sy" (6.67 x 10-7 emPgr-1s-?) 4 * 

smc (808) CT) 
simplificando, 

T = 3.2686 x 10-*4 (10% x 10" x 10 x 10 x 10-) /* 

+ (erg om? deg-* gr—'scm- sem gr~?s gr?) “M4 

at \4 pay? fr \ 4 
*f—— — _— 

Ah; a) ) 

entonces tenemos la temperatura superficial del disco es: 

+ \ 4 -1/2 -3/4 
M M r 

T, % (5 x 10°K) (4) Gs) () (4.72) 

Hasta este punto hemos examinado tanto la estructura radial como la estructura 

vertical del disco de acrecién en el régimen donde la presién del gas domina la presién 

de radiacién y la opacidad es dominada por Ia absorcién libre-libre. En principio 

podemos continuar examinando la estructura vertical del disco, posiblemente incluya 

‘una regién donde la presién de radiacién es mayor que la presién del gas y la dispersion 

de electrones domina la absorcién libre-libre. Aunque, bdsicamente es una simple 

repeticién del andlisis presentados aqui y resolver el sistema de ecuaciones algebraicas, 

en esta tesis no presentaremos este desarrollo, porque no analizaremos esa parte del
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espectro. Para ver las formas finales de Ja regién interna del disco y al mismo tiempo, 

otras propiedades por ejemplo el radio r al que domina la presién de radiacién, el 

espesor dptico, etc. el lector puede referirse a {17,19}. 

4.10 Espectro del Disco 

Como hemos visto, la parte del disco que emite como cuerpo negro tiene una tempe- 

ratura caracteristica I’, dada por (4.72) que es funcién del radio, es decir, T, = T(r), 

donde r; <r < ry. Por construccién cada anillo del disco emite un espectro caracte- 

ristico de cuerpo negro a una temperatura caracteristica T(r), es decir la intensidad 

J, esta dada por: 

2h 

b= BAP) = a eaenrey a) (ergsom™ Hz tar), rr <rp. (4.73) 

Ahora estamos interesados en saber que tipo de espectro esperamos obtener utilizando 

aparatos (en la tierra) qne estan a una distancia D y que la normal del plano del disco 

hace un Angulo 7 con la nea de observacién. El flujo emitido a la frecuencia v del 

disco esta dado por [20]: 

2xcost f"? 
i= TT [ Lyrdr v mf 

7 
dthv* cost f7? r 

= pe | | RTE — i” (4.74) 

De Ja {6rmula (174) podemos graficar el espectro caracteristico del disco que es 

mostrado en la figura (41-f). 

Esta ardéfica la podemos deducir facilmente de la ecuacién (1.71), para ello con- 

sideremos que v < kT (rp)/h esto implica que F, % v? y para v tal que kT (rp) /h <
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Figura 4.4 Et espectro continuo F, de un disco de acrecién épticamente denso radiando 

localmente como cuerpo negro. 

y <kT(r7)/h obtenemos que: 

  
co 5/3 

Rav oh dx x yi3 
po er ~l 

donde x = hu /kT(r) ~ (hv /kT;) (r/r1)™ {20}. 

Hasta este andlisis hemos supuesto por simplicidad que todos los anillos del 

disco de r; hasta rp estén emitiendo como cuerpos negros, con una temperatura 

caracteristica dada por (4.72). Para cdlculos mds detallados la parte interior del 

disco no emite como cuerpo negro. Esta regién del disco emite como un cuerpo negro 

modificado. El lector puede tener mds informacién en [17,19]. 

En esta seccién solamente presentaremos el espectro total obtenido cuando se 

toma en cuenta que la parte interior del disco no emite como cuerpo negro (figura 

(4.5)). Como vemos en la figura (4.5) a parte del espectro de cuerpo negro existe tam-
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Figura’4.5 Grafica del espectro de potencias emitide por dos modelos de disco, calculados 

por Shakura y Sunayev (1973) sin tomar en cuenta tas correcciones relativistas o la captura 

de radiacién por el hoyo negro, En ambos modelos el hoyo se supone sin rotacié6n, asf 

el borde interior del disco en ry = 6M. El modelo (a) correponde a a ~ 107%, 

M = Mo, M = 10-®Moaiios!, L La & 10 erg s~*; el modelo (b) correponde 

aa~ 10-1, M = Mo, M = 10-*Maaios"), L = 10% ergs”. La porcién de 

espectro marcada como cuerpo negro es generada por la regién externa, la regi6n fria 

del disco, donde la dispersién de electrones no es importante. La regién marcada con 

modificado es generada por la regién interna del disco, donde la dispersién de electrones 

es la fuente dominante de la opacidad. La temperatura de la cola exponencial es la 

temperatura superficial del borde interior del disco. Ver referencias [1,17,19).
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bien un espectro caracteristico de la ley de potencias, que se extiende desde cnergias 

alrededor de 1AeV hasta 10A'eV. Después el espectro exhibe an corte exponcncial. 

Pero ;,Qué podemos concluir del espectro de la figura (1.5) y en general de 

Jos discos de acrecién que presentamos hasta el momento? Una conchistén clara es 

que, atin el modelo mas sencillo de los discos de acrecién obtenemos un espectro con 

um pico en el rago A’cV. Los fisicos vy astrofisicos no tienen dudas en cuanto a que 

la acrecidn es el mecanismo responsable para la generacién de los rayos-X (ver por 

ejemplo comentarios en Ja referencia [1 {])).



Capitulo 5 

CONFRONTACION DE LA TEORIA CON LAS OBSERVACIONES 

Y CONCLUSIONES 

Esta tesie comienza con una pregunta muy sencilla {}Cémo podemos detectar hoyos 

negros? En ef capitulo primero vimos como la teoria de Ja relatividad general de 

Einstein describe a la fuerza de gravitacién. En el capitulo segundo presentamos los 

resultados més recientes de la teorla de la evolucién estelar, haciéndo énfasis en la 

muerte de las estrellas. De igual forma, presentamos algunos resultados numéricos 

que implican que el tiltimo estado evolutivo de las estrellas masivas pueden ser los 

hoyos negros. Igualmente, establecimos la manera en que la relatividad general des- 

cribe a los hoyos negros y mencionamos sus propiedades bdsicas. En los dos uiltimos 

capitulos analizamos las herramientas teéricas que utilizan los cientificos para probar 

la existencia de los hoyos negros. También presentamos los datos observacionales 

mis recientes de las masas de las estrellas de neutroncs y de los candidatos a hoyos 

negros (en las tablas 3.1, 3.2 y 3.3). Estos resultados dan fuerte evidencia de los 

hoyos negros como miembros de sistemas binarios de rayos-X. Desafortunadamente,
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como vimos en las secciones 3.1 y 3.2 el criterio de masa por si sdlo no puede pro- 

bar definitivamente la existencia de los hoyos negros. Pero el fendmeno de acrecién 

(en esta tesis sélo presentamos las ideas bdsicas) tiene la potencia para concluir de- 

finitivamente esta existencia. Con referencia en la figura (3.2), en este momento, es 

decir, abril de 1998, los cientfficos creen que la ley de potencias extendida que vemos 

Ymicamente en los candidatos a hoyos negros es la prueba definitiva de su existencia. 

Desafortunamente, como vimos con detalle ninguna de las predicciones de la acrecién 

esférica, ni de la acrecién de los a—discos pueden explicar el espectro que indica la 

figura (3.2). Aungue de esto no podemos concluir que la acrecién no puede explicar 

este espectro, podemos concluir definitivamente que los modelos de acrecién sencillos 

que presentamos en este trabajo no son capaces de explicarlo. En general se tienen la 

creencia de que aunque el fenoméno de acrecién es vélido, los modelos de acrecién no 

son exactamente correctos. Para ver esto, en la figura (5.1), (5.2) y (5.3) presenta- 

ms las liltimas predicciones de una evolucién de la idea de los a—discos de acrecién. 

E/ nuevo modelo de acrecién se conoce como ADAF (advection dominate accretion 

flows) {21}. Aunque no presentaremos un andlisis detallado de estos modelos de acre- 

cién ADAF, para nuestros fines es suficiente indicar que en estos modelos la energia 

generada por el tensor viscoso no es radiada completamente, sino que parte de ella es 

advectada al hyo negro. Este condicién difiere de la que impusimos para los modelos 

a—discos de acrecién donde el calor ™ generac por la viscosidad es radiado totalmente 

(exactamente desputes de la ecuacién mn (4.21). Esta diferencia de los modelos ADAF
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y a~discos es muy significativa. Cuando consideramos todos los detalles del mate- 

rial acretado en un modelo ADAF, obtenemos los espectros mostrados en las figuras 

(5.1), (5.2) y (5.3). En estas figuras se mmestran las predicciones de estos dos modelos 

comparandolas con los datos observacionales. Como podemos ver de dichas figuras 

las predicciones de los modelos ADAF estén de acuerdo con las observaciones. Sin 

embargo, todavia no podemos concluir que los modelos ADAF prueban la existencia 

de hoyos negros. Las predicciones de estos modelos estan de acuerdo con los datos 

observacionales solamente en sistemas es estados “inactives también Namados apa- 

gados o bajos”. Estos estados se caracterizan por una huninosidad en la banda de 

rayos-X von valores L ~ 10erg/s a L = 10”erg/s. 

En este momento, todavia no es claro si las predicciones de los modelos ADAF 

estan de acuerdo con observaciones de fuentes que se encuentren en estados altos o 

ultra altos [22]. No obstante, para los fines de esta tesis creemos que el lector esta 

convencido que: a) De las observaciones y la teorfa tenemos evidencias muy fuertes 

de la existencia de los hoyos negros en este universo; b) Aunque, en este momento 

no hemos probado que los hoyos negros existan, es claro que el criterio de masa 

¥ cl fenémeno de acrecién seran los ingredientes bésicos para finalmente probar la 

existencia de los hoyos negros.
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Figura 5.1 Espectro de un modelo ADAF de 0620-00 (linea solida) a fa tasa de acreci6n 

AI =4 x 1074, comparado con los datos observacionales. La linea punteada muestra el 

espectro de un disco de acrecién delgado a la tasa de acrecién AI = 1075. Como vemos 

las predicciones de fos discos delgados no concuerdan con las observaciones.
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Figura §,.2 Espectro de un modelo ADAF de V404 Cyg (linea solida) a la tasa de acrecién 

M = 2x 1073, comparada con datos observacionales. La linea punteada muestra et 

espectro de un modelo de disco de acrecién delgado a M = 1.8 x 107.
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Figura’5.3 Modelo ADAF de J0422+32 (linea solida) en ef llamado estado bajo, 

comparado con datos observacionales (puntos y lineas). La linea punteada muestra un 

modelo de disco de acrecién delgado a la misma tasa de acrecién M =0.1.
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APENDICE A 
A continuacién se presenta el programa utilizado para obtener as graficas presentadas en la seccion de 

| Graficas def Capitulo tercero. El programa esta hecho en MAPLE V Release 4. 
[ > restart: 

[ > with(plots): 

[ Primero hacemos un programa para poder graficar la velocidad como fimcién de r y dejendo un 

parametre libre. 
> graf:=proc (expr, ecvarin,ecvardep,ecpar,n) local 

t,tl1,t2,x,x1,x2,a,al1,a2,k,c,F,P,lista; 

t:=lhs (ecvarin): 

tl:=lhs(rhs (ecvarin}): 

t2:=erhs(rhs (ecvarin}}: 

x:=lhs lecvardep) : 

x1:=1hs (rhs (ecvardep) ) : 

x2:=rhs (rhs (ecvardep})): 

a:=lhs(ecpar): 

al:=lhs (rhs (ecpar)): 

a2:=rhs (rhs (ecpar)): 

for k from 0 to n-1 do 

¢.k:=al+ (a2-al) *k/ (n-1): 

i F.k:=(evalé@subs) (a=c.k,expr): 

i P.k:=plots [implicitplot]} (F.k, t=tl..t2, x=xl..x2, numpoints=200): 

od; 

lista:=[seq(P.k, k=0..n-1)]}: 

plots [display] (lista); 

end; 

  

graf := proc(expr, ecvarin, ecvardep, ecpar, n) 

local f, U/, 12, x, x], x2, a, al, a2, k, ¢, F, P, lista, 

t= lhs(ecvarin); 

41 '= Ihs(ths(eevarir)); 

2:= ths(chs(ecvarin)),; 

x := lhs(ecvardep ); 

xf '= Ihs( rhs( ecvardep)), 

x2 = ths(ths({ ecvardep)); 

a= Ihs(ecpar), 

al :=lhs(rhs(ecpar)); 

 a2:= ths( rhs( ecpar)); 

for k from 0 ton - 1 do 

ck = al +(a2~-alypki(n- 1); 

Fk = (eval@subs\(a = ¢.k, expr); 
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P.& = plots{ implicitplot\(F-&, t= ..(2,x=x1 .. x2, numpoints = 200) 

od; 

lista = (seq(P.&, k=O... 2-1)1; 

plots{ display | lista) 

end 

{ A continuacidn introducimos los coeficientes métricos: 
> f:=(r)->(1-1l/r); 

1 
= l= [ jsrs ; 

[ > g:=(r)->r*2; 

geror 
{ Como es mas conveniente trabajamos con la 3-velocidad v, por ello realizamos el siguiente cambio de 

variable dado por ta ecuacién (3.77). 
> ur=(r,v) —>f (r)* (1/2) *v/ (1-v*2)% (1/2); 

a=(7, nome 
, , i-¥ 

{ Finalmente, reescribimos la ecuacién de conservacién (3.119) con fa tasa de acrecién Mp y las 

condiciones a infinito M2, asi: 
> H:= (Mp, Gamma, 

M2 ,r,v)->(14Mp/ ((u(r,v) *g tr} ) * (Gamma-1)) )*2* (£ (cr) tu (x, v) *2) -M2; 

Mp = 

Peres) a a 

  

H = (Mp,T, M2, 1r,v)—> [: + 

{ Entonces encontramos una solucién 
> Hil:=(r,v,M2)->H(3,4/3,M2,r,v); 

4 
H11:=(,¥,M2)> re - M2, r, °] 

Graficamos todas las soluciones para este caso, considerando r=2Mra , donde fa es el radio de 

Schwarzschild, por ello el horizonte en nuestra notacién se encuentra en r=1. 
> graf (Hii(r,v,M2), r=1.01..4, v=0.01..0.99,M2=5. .10,5);   
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[ Esta grafica muestra todas las soluciones, para esta tasa de acrecion, es decir, Mp=3. En la siguiente 

grafica vemos que el punto sonico existe para el valor unico de M2=8.5085. 
> implicitplot (811 {r,v,8.5085), r=1.73..1.81, v=0.01..0.99) ; 
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