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INTRODUCCI(’)_N

Durante mis cursos de ficenciatura, nacidé en mi la inquietud de conocer los misterios
del universo observable. Las ideas sobre la formacion, evolucién y muerte de los cuerpos
celestes, desde los planetas hasta los cimulos de galaxias, me parecian fascinantes. Aunque,
todavia no conozco todos los detalles de estos fendmenos, se que la fuerza de gravitacion
juega un papel muy importante en ellos. Como sabemos el estudio de los cuerpos celestes se
realiza a través de las observacicnes de la radiacion electromagnética que éstos emiten. La
fuerza de gravitacion y la fuerza nuclear son las responsables de esa radiacion. Por ser la
fuerza de gravitacion tan importante en el estudio de los cuerpos celestes, me interese en el
estudio de los objetos donde la gravitacion se manifiesta en su méaxima expresion: los hoyos
negros. El concepto de hoyos negros es muy interesante, porgue poseen un campo
gravitacional tan intenso que la luz originada dentro de una region limite del espacio-tiempo,
no puede escapar a distancias infinitas. Ademas de la intrigante posibilidad que en el interior
del hoyo negro exista una singularidad del espacio-tiempe, donde los conceptos de espacio y
tiempo dejan de tener sentido. Alin mds un hoyo negro, en contraste con otros objetos
compactos, no posee una superficie dura, y para todo proposito éste actla como un
devorador perfecto de todo tipo de materia y radiaciéon. Entonces mi gran pregunta y la
motivacién de esta tesis es: ;,Si los hoyos negros no emiten ninguna forma de radiacion cémo
podemos saber que existen? Para responder esta interrogante, primero necesitamos entender:
;Qué es un hoyo negro?, ;Como se forman los hoyos negros?, ;Como los describe la teoria
de 1a refatividad general?, ;Cuéntos tipos de hoyos negros hay? y ;Por qué la teoria de la
relatividad general los predice?

En esta tesis no presentaremos nueva evidencia observacional o nuevas signaturas de
los hoyos negros, nuestra idea principal es presentar los principios fisicos que podemos usar
para detectarlos. Debemos mantener en mente que aunque ellos no emiten ninguna forma de
radiacion, siguen interaccionando gravitacionalmente con los alrededores. Es posible que
estas interacciones produzcan efectos observables que nos ayuden a su deteccion. En esta

tesis presentaremos como el principio mas confiable, hasta el momento, para determinar ia



existencia de los hoyos negros: el proceso de pesar. Aunque este Proceso nos da evidencia
muy fuerte de la existencia de los hoyes negros, esta evidencia no cs definitiva. Per esta
detectarlos. Este nueve mecanismo es ¢l fenomeno de acrecion.

En ¢l CAPITULO PRIMEROQ, introducimos las ideas bisicas de la teoria de Ia
relatividad general. Ea particular, hacemos una breve comparacion entre la descripeion
newtonigna de la fuerza de gravitacién y la descripcion relativista. Haciendo €nfasis en las
ecuaciones de movimiento de las particulas prueba en ambas teorias. Presentamos una
breve introduccion de las ecuaciones de Einstein y obtenemos las soluciones que describen
fisicemente las estrellas esféricas que se encuentran en equilibrio  hidrostatico.
Posteriermente, comparamos las predicciones de ambas teorias para Ia estructura estelar.
En este mismo capitulo, vemos claramente que los objetos compactos son descritos de
manera ratural por las spluciones de las ecuaciones relativistas de la estructura estelar.

En el CAPITULO SEGUNDO, presentamos brevemente un analisis del estado final
del colapso gravitacional de una estrella. Asi mismo, introducimos el concepto de la masa
limite de Chandrasekhar y el fendmeno de la Explosion de la Supernova.  En este mismo
capitulo, vemos que tedricamente se espera la existencia de los hoyos negros en el UNIVETsO.
Ademas enfatizamos el importante papel que juega la hipotesis del Censor Cosmico de
Penrose en la teoria de los hoyos negros. En esta tesis, aceptamos como valida esta hipotesis.
Posteriormente, presentamos de manera breve las soluciones de las ecuaciones de Einstein
que describen a los hoyos negros. Al mismo tiempo, estudiamos con detalle los hoyos negros
de Schwarzschild y los hoyos negros de Kerr. En ¢l caso de hoyos negros de Schwarzschild,
analizamos las ecuaciones de mevimiento de las particulas prucha y las comparamos con las
ecuaciones de la teoria newtoniana. Finalmente, presentamos las soluciones que describen el
movimiento de particulas prucba en-el plano ecuatorial del hoyo negro de Kerr.

En el CAPITULO TERCERO, analizamos la interaccion de los hoyos negros con el

universo. Particularmente, introducimos el concepto de los Sistemas Binarios Cerrados,
tales sistemas son las mejores configuraciones para realizar €l proceso de pesado.  Asi

mismo, presentamos datos observacionales obtenidos de sistemas binarios de rayos-X que



indican que la masa del objeto compacto es mayor que la masa maxima de las estrellas de
neutrones. [Estas observaciones muestran que dichos sistemas son fuentes intensas de
rayos-X. El problema es explicar tedricamente el origen de esa radiacion Para ello
introducimos el concepto de acrecion y explicamos de manera simple la fisica involucrada
en ¢l proceso de acrecidon, Mostramos mediante una estimacion muy sencilla que el
fenémeno de acrecidn gravitacional es un mecanismo muy eficiente para converiir energia
gravitacional a otras formas de energia. Primero, examinamos el modelo mas sencillo de
acrecion, conocido como acrecion esférica, suponemos un hoyo negro aislado en el
universe que esti acretando material del medio interestelar. De este capitulo tenemos dos
conclusiones importantes, por un lado aunque el caso mas sencillo de acrecion no es un
mecanismo eficiente para detectar hoyos negros, por otro lado si la acrecion se realiza en un
sistema binario de rayos-X es necesario considerar un modelo diferente a la acrecion
esférica. Este nuevo modelo de acrecion es el contenido del capitulo siguiente.

En el CAPITULO CUARTO. exactamente presentamos otra forma de acrecion que
por su naturaleza tiene la capacidad de explicar la radiacion de rayos-X  Esta nueva forma
de acrecion tiene la propiedad caracteristica que el material acretado posee momento
angular distinto de cero. Analizamos los modelos de discos de acrecion, por simplicidad
trabajamos en el marco de la teoria newtoniana, sin embargo utilizamos algunos conceptos
de la teoria de la relatividad general. Ademds presentamos las ecuaciones de estructura del
disco y las resolvemos para la region externa del disco. Finalmente presentamos el espectro
que tedricamente se espera para 13 region externa del disco.

En el CAPITULO QUINTO, realizamos una confrontaciéon de la teoria con las

observaciones y presentamos algunos especiros de otros modelos de disco.



Capitulo 1

RELATIVIDAD GENERAL

Sabemos de los principios basicos de mecdnica que las particulas con masa m que
Se mueven en un campo gravitacional newtoniano estdn sujetas a una fuerza I dada

por:

F=-U® (1.1)

donele el potencial ¢ satisface la ecuacion de Poisson, s decir,
Vi = 4nGip (1.2)

con p la densidad de masa y V72 ¢l operacdor Japlaciano, que en coordenadas cartesianas

astd dado por:

3L R _
ST EE (L.3)

v2
Las cevaciones (L1) ¥ (1.2) en un sentido encierran todo ol ¢spirfin de la teorfa
gravitacional newtoniana. Por cjemplo, la ecuacidn (L.1) implica que si consideramos

una parifenla de masa i gue se maeve en un potencial arbitrario @, las conaciones de

movimiento de la partfenla son {asumiendo ignaldad de Ja masa inercial con la masa
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gravitacional )
Jr

R N
dr

—Vd(x().1) (1.1

donde & = #(1) s ol vector de posicion para la particula m al tiempo £y F o=
V({1 1) i Ja ez de gravitacion que actua sobre dicha particula al ticmpo
1. Generadniente para los propositos astrofisicos, este potencial gravitacional @ es en
principio, tanbicn solucion a la cenacion (1.2). Tipicamente, la densidad p 1o es cero
a priori. I'cro la podenes obiener al resolver sinmlidneamente las ecuaciones (1.1)
¥ {1.2). Kn csta tosis aes interesa estudiar of campo gravitacional dentro ¥ fuera de
wna estrella. Para ello suponemos que o] material que copone la esirella puede ser
tratado cn la aproximacidn continna. Fn esta apradmacion, la densidad 5. 1a presidn
L. Ja velocidad ¥ del medio continuo v ¢l potencial gravitacional @ satisfacen todos

juntos las siguientes ceuaciones: 11

(')ﬂ N 4
o TV =0 (L.5)
dv i .
rri *;VP - Ve (1.6}
V@ = IzGp (1.7)
donde,
d 8 .
A a + V-V (1.8)

es la dertvada convectiva. La ecuacion {1.5) es la ecuacién de continuidad que expresa
Ia conservacion de la masa en reposo v la ecuacién {1.6) expresa la aceleracion de las

particulas del fluido en funcién de las fuerzas que estdn actuando sobre éstas, es decir,
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el lado derecho de la ecuacion (1.6).

Ahora la situacién se vuelve mds complicada, porque para determinar el campo
gravitacional de la estrella es necesario resolver de manera autoconsistente las cinco
ecuaciones de arriba, para seis incégnitas, Por lo general, tenemos una ecuacidn
adicional a las ecwaciones (L.5) - (1.7), la ecuacion de estado. Con esta ecuacion
podemos resolver el sistema (1.5) - {1.7) para p, F, V y §. D) esta manera es como
los astrofisicos tedricos construyen maodelos para describir la estructura estelar en ¢l

marco de la teoria newtoniana.

Aunque la teoria de gravitacién newtoniana es una buena aproximacion de
Ia realidad, y todavia es utilizada ampliamente por los fisicos ¥ astrofisicos, tiene un
problema: No ey invariante bajo las tranformaciones de Lorentz. Come es bien sabido,
antes de la Hegada del siglo XX, la fisica sc encontraba en un estado turbulento [2].
Con las modificaciones a las ecuaciones de Ampere hechas por Maxwell (al incluir el
desplazamiento de la corriente), Maxwell demostrd que la electricidad v el magnétismo
son <os aspectos de un mismo fendmeno: el clectromagnetismo. Como consecuencia
cle su Leoria descubrid que la I es un fendmeno cloctromagnético, es decir, se propaga
exactamente como una onda. Si la hw se entiende como una onda electromagnética, cs
necesario un medio a través del cual viaje la lus, liste razonamicnto leve al concepto

el dler,

De exdstir el éter, servirfa como un sistema de referencia absoluto. Por ello,

¢l problema mds importante de la época era la deteceidn del movimiento de la tiexrra
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a través del éter. Fl famoso experimento de Michelson y Morley no detectd ningun
cambio en Ia velocidad de la luz. Esta velocidad era la misina en cualguier direc-
cién, independientemente del movimiento de la tierra respecto al hipotétlico éter. Se
hicieron muchas especulaciones sobre e resnltado de este experimento, pero ninguna
en forma definitiva. Finalmente Finstein resuelve este problema. Finstein en 1905
introduce, por primera vez en la historia de la ciendia, la famoesa teoria de la re-
latividad especial [3]. Como consecuencia de esta teoria existe un nuevo grupo de
transformaciones fundamental en la Fisica, conocido como el grupo de transforma-
ciones de Lorentz. Fstas translormaciones garantizan la invananza de las ecuaciones
de Maxwell para todo sistema de referencia inercial, es decir, no existe un sistema
de referencia privilegiado. Por ello, Einstein concluyé que el éler no extste, v de osta

forma, se explica naturalinente ¢l resultado del expenmento de Michelson ¥ Morley.

Desafortnnadamente, la teoria de gravitacién newtoniana no cra compatible
con las transformaciones de Lorentz. Por ello, era necesario encontrar una mucva
teoria de gravitacion invarianie bajo estas transformaciones. A pesar de los enormes
esfuerzos realizados por los fisicos de 1905 a 1916 no fue posible construir una teoria
de gravitacién invariante bajo estas transformaciones, y que al mismo tiempo foera
compatible con las observaciones. Finalimente, Einstein en 1916 da un paso drdstico
2] Einstein se da cuenta que la 1inica manera en que puede hacer una teoria de
gravitacion invariante bajo dichas transformaciones es decribir iz gravitacién como

la gecmetria del espacio-tiempo. En otras palabras, la presencia de la gravitacion se
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manificsta como la curvatura del espacio-tiempo. La geometria del espacio-tiempo
de Minkowski (usada en relatividad especial}, en coordenadas cartesianas esta dada
por:

ds? = —c2di? +dx® + dy” + d:* (1.9)

donde ¢ es la velocidad de la luz. En Ia misma situacion, cuando exaste gravitacion,
Ia geometria del espacio-tierapo no tiene la forma (1.9}, pero puecde ser representada
de Ja siguiente manera:

ds® = gdrtdr” {1.10)

CONt Gur = Gur (£, ¢} definido come el tensor métrico.
Como consecuencia de Ia nueva teoria de gravitacidn, conocida como la teorfa
de la relatividad general [4], el movimiento de las particulas preba, oy decir, el

andlogo de la ecuacién (1.1} estd dado por:

dihyt Ly dytdy”
pali, bl W WY 5 .
dr? Heedr dr (L.A1)

donde,

_ 1 P 1 v ‘a.flm: agu.\ é).qgu\ R
Fa:m\ = §.‘1 rvu,\= ij (.)\'\ + (‘}X“ - ‘,}\P (1.12)

los términos T, se conocen como los simbolos de Christoffet. En la relacion (1.12)
hemos utilizado la definicién de la matriz inversa del tensor métrico ¢, dada por ¢°%,
es dedir, g% g, = &,.

Adcmids, definimos ol fiempo propio de wim partionda que se mueve sobre una

curva 2% = x2®(A), con A mn pardmetro arbitrario, como el tiempo medido por un
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reloj movil fijo a dicha particula, es decir,

entonees,

o ] 1/2
dr = (--9-;'-2&‘ %i‘%—) dA (1.13)

Desde el punto de vista geométrico, la ecuacién (1.11) indica gue una particula en
caida libre a través de wn espacio-tiempo curvo, ¥ equivalentemente en un canpo
gravitacional, se moverd sobre la trayectoria mids corta (o mds larga) posible entre
dos punios. En ks ecuacion (1.11) €] pardmetzre T representa exactamente €l tiempo
propio de la particuda que se mueve sobre una trayectoria, a tales travectorias se les
conoce comno Geodésicas. Generalmente, en relatividad general y especial, clasificamos
las geodésicas como sigue:

a) Geodésicas temporales- Fisicamente, son las trayectorias que recorren las
particulas con masa m distinta de cero que se mueven en un campo gravitacional.

b) Geodésicas nlas.- Fstas representan las trayectorias que signen los fotones
(particulas sin masa) en un campo gravitacional, ¥

¢} Geodésicas espaciales.- Estas pueden ser interpretadas como las trayectorias
que siguen las particulas no fisicas Hamadas taqueiones que hipotéticamente tienen una

velocidad mayor gue la de I luz. Aunque, mateméiticamente podemos cbiener estas
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trayectorias no esperamos que exastan realmente. Por esta razdn, no cstudiaremos
esle tipo de geodésicas en la presente tesis.

Como ya mencionamos, Einstein postulé que la presencia de la gravitacion
curva el espacio-tiempo, en el sentido en que la geometria del espacio-tiempo no estd
dada por la ecuacién (1.9), pero puede ser descrita por Ia ecuacién (1.10). Entonces,
es necesario establecer la relacién entre la geometria del espacio-tiempo y las uentes
gravitacionales. Fn otras palabras, nos interesa saber cuales son las ecuaciones di-
namicas del campo gravitacional, que es una generalizacion del campo descrito por

Ia ccuacidn (1.2). En la siguienie seccién bablaremos sobre este problema

1.1 Ecuaciones de Campo de Einstein

Antes de presentar las ecuaciones de campo de Einstein daremos algunos conceptos
de la peometria diferencial que nos serdn de gran utilidad. Primero introducimos el
concepto nEs imporlante de una geometria, s dedir, ol tensor de Riemamn. Aungue
este tensor puede ser definido en un espacio sin métrica, para nuestros fines mntrodu-
ciremes el concepto de dicho tensor en un espacio que tiene una métrica. Para ello,
SUPONEHINS YNE ,y €5 la métrica del espacio Jdimensional (independientemente si es
Rimanniano o Lorentziano) y el tensor de Riemann estd dado por:

ary,, arx,.
- Bxi - '79',;5“ +I, 0, =T, T4, (1.14)

donde A, g, v,6 = 1,2,3,4. La propiedid mas importante del tensor de Riemann es

la signiente: La condicidn necesaria y suficiente para que la métrica g, sea plana s
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que /2, = 0. Es comiin considerar la forma completament.: covariante de R"p e

dada por:
R}\,uxuc = g/\d'RU.uyn
Raoo 1 P45y _329#:1_329,\n_329nn +
W 2 \BxBxr O xdx d
+g’?¢ (an)\ ra;uc - rnn)\rﬂ,uu) (115)
El tensor de Riemann, B* uux Satisface las siguientes propiedades:
1.- Simetria
R)«pyn = Rvﬁ.a\;.: (1.16)
2.- Antisimetria
R.\pvx = _R,u)un: = _R)u.mv = -RuA 137 (1-17)
3.- Ciclicidad
R,\;uns + Banps “}'RAuxp =0 (1‘18)

Si conocemos €l tensor de Riemman podemos construir las siguientes contracciones
importantes:

a) El Tensor de Ricei que estd dado como:
Rux =R,;. (1.19)
b) El Escalar de Curvatura:

R=g"R,, {1.20)
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Ademas, con la ayuda del tensor de Ricci y el escalar de curvatura podemos construir

€l siguiente tensor, conocido como el tensor de Einstein:
Gp.v =va—1/2,q,uyR (1.21)
Por constriccidn el tensor G, satisface la siguiente propiedad importante:
V.G*, =0 {1.22)
donde V, representa la derivada covariante.
Como es bien sabido, en la teorfa de la relatividad especial cada distribucion
de materia estd asociada con un tensor de segnndo rango Damado tensor de encrgia-
momento T [3]. Este tensor tiene la propiedad de ser simétrico ¥ cunando usamos

coordenadas en que Ia geometria licne Ia forma: ds? = —e?di? + da? + dy? + dz?, o

tensor TH satislace:
(')’ll = (. {1.23)
Sy
Finstein hacicndo una analogia con la leorfa de la relatividad especial, postulé gue
el tensor (7, debe estar relacionado con kas [nentes de pravitacién, os decir, con la

materia y d4 la siguiente relacién [14]:

G = (7 T’w (1.24)

© cquivalentemente,
gy
Guv = Ruw = 1/2g,0 R= 221, (1.25)

donde (7 denota la constante de Newton. Por consistencia con la ceuacién (1.22) es

necesario que ¢l tensor energla-momento 1, satisfaga I couactén V1% |, = 0. Las
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ecnaciones (1.24) y su equivalente (1.25) son las famosas ecuaciones de la teoria de
la relatividad general postuladas por Fintein en 1916 [1,2 4]

El lado derecho de las ecnaciones de Finstein (1.25) representa mma genera-
lizacidén del lado dererao de la ecuacién (1.2). De igual forma podemos hacer una
analogia entre los lados zguierdo de estas ecunaciones. En otras palabras como €]
tensor de Finsteln contiene la segymda derivada de la métrica g,,,., en analogia con la
ecuacion (1.2) puode ser vista como un potencial general. Estas ecuaciones incorporan
las ecuaciones (1.2) en ol caso que el campo gravitacional es nmav débil [4].

La consecuencia mds Importante de las famesa ecnaciones de Einstein es que
Ia geometria de espacio-ticinpo en el gue vivimos no estd dada a priori, pero puede
ser deterimnada con la distnibucion de energia ¥ de momento del material del espacio-
tiempo. ¥l significade ¥ las imphcadiones de estas ecuaciones es muy extenso, pero

para los fines de esta tesis sélo examinaremos algunes soluciones de estas ecnaciones.

1.2 Campos Gravitacionales con Simetria Esférica

Fn osta seccion nos interesa ver como las ecnaciones de Finstein describen €l espacio-
tiempo que representa el campo gravitacional con fuente wna estrella esférica. S
analizamos €l mismo problema en el marco de la teorfa newioniana, € problema
es sencillo. P’rimero necesitamos resolver el sistema de ecuaciones (1.5) - {1.7), es
decir, encontrar las soluciones particulares que describen la densidad p, presién P,

velocidad v ¥ el campo gravitacional ® para el interior de la estrella. Para la 1e-
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gidn exterior solamente necesitamos resolver V2@ = 0, wtilizando la hip6tesis que el
campo gravitacional es cero en infinito, elejimos una solucién de V2@ = 0 sujeta a
lim;_cq Peze = 0 y unimos esta solucién Py (7) con la solucién ®,,; (7) en la hipersu-
perﬁ;::ie de Ia estrella. Ahora estamos interesados en resolver el mismo problema en
el marco de la relatividad general. De acuerdo con la teoria de la relatividad general
necesitamos resolver las ecuaciones de Einstein para la geometria del espacio-tiempo,
tanto en la regién exterior como en la interior. Para ello, es necesario introducir el
concepto de simetria esférica para una geometrfa del espacio-tiempo. Una geometria
del espacio-tiempo es esférica si existen coordenadas (¢, 7,9, ¢) tales que podemos

escribir la geometrfa del espacio-tiempo de la siguiente forma [1,4}:
ds* = —c di* + ¢ dr? + 12 dQ? (1.26)

donde ¢ ¥ A son Ranciones de ¢ ¥ r. Como suponcmos vacio las ecuaciones de Einstein

(1.25) tienen la forma:

G =0, (1.27)
entonces de (1.21),

Ry =0, (1.28)
Resolvemos la ecuacién (1.27) o su equivalente (1.28) con la hipétesis que s geometria

¢s descrita por (1.26). Utilizando la definicién de los sfmbolos de Christoffel dada por

(1.12), encontramos que para (1.26) los [, que no se anulan son:

e =X Ty =, I*s = —sinfcosb,
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It = 22, T = —re™, T7, = pe?lv),
1 .
Ferﬂ = Pf’gﬁ = ;‘: r@:jz =cotf, I‘ttt =¥,
™, = A I7,,=—rsinfe ™. (1.29)

donde prima {*) denota diferenciacién respecto de r y el punto diferenciacién respecto
de t.
A contimiacién, utilzando las relaciones {1.29) caleulamos las componentes

del tensor de Einstein G, en vacio y obtenemos:

2 1 1
— —23 _ -
G = e (T - ﬁ) +z=0 (1.30)
2 2 A-"ﬂ
Gf':g = Gi=0=_§_(25‘7"+§9'2+ (50 ) ')ﬁ’)—!—
e 2 - .2 "
5 (B3 -2, (131)
12y, 1
Gy = 25— T) +5=0, (1.32)
23
p =m0 (133)

De manera simple, podemnos integrar €] sistema de ecuaciones (1.30) - (1.33), como

el tensor de energia-momento es igual a cero, entonces las ecuaciones {1.30), (1.32) v

(1-33) son eguivalentes a:
a2 1 1
e 2 (T+ﬁ)_’r_2 = 0, (134)
2N 1 1
em(r _1‘2)+_T2 Y (1.35)

=0 (1.36)
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directamente de la ecuacién (1.36) tenemos:

A\ .
S =0= A=A (1.37)

De esta ecuacién vemos que Ia funcién métrica A sélo depende de r. Por otro lado,

sumando (1.34) con (1.35) obtenemos:

202X 1 1 1 1
2 =
e »\(__+___+r_2__)__ — = 0’

r - 2 22
2 -2\
C (@ +N) =0,
esto immplica que,
3]
—(@+A)=0,

8.'.

utilizando el hecho de que A s6lo o3 funcién de r,

w(rt) =g(t) - A(r) (L.38)

donde git} es una constante de integracidn. Con ayuda de (1.37) v (1.38) podemos
probar que (1.31} se satisface idénticamente, Utilizando los resultado (1.37) ¥ (1.38)

podermnos reescribir la métrica (1.26) como:
ds? = —e2W=MN g2 o (2D (fp2 4 2 g)? (1.39)

hacemos una tramsformacion de coordenadas dada por:

(B.6) — (0,¢)
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donde,

df L (dE\?
d—dtdt dt-—(d)dt

sustituyendo la ecuacién anterior en (1.39) obtenemos:

ds? = —c2-Mrh (;“) di? 4+ 20 dr? 4 p2 dO?, (1.40)
Siempre podemos escoger mna transformacion £ =7 (1) tal que:
dt
2lt) =1 141
‘ (dt) (141)

utilizando este resultado en la ecuacién (1.40), tenemos:
ds? = —¢ P2 L PO gr? 4 r? 902, (1.42)

El resultado (1.42} es mmy importante, ¥ es conocido como el Teorema de Birkoff
[]. Este teorema afirma que: Todas lus soluciones a las ecuaciones de Einstein en
racio que Henen simeiria esférica son necesariamente estdticas, es decir, no tienen
dependencie del tiempo.

En seguida, mostraremos que sélo existen dos clases de soluciones a las ecua-
ciones de Einstein en vacio, que son asintéticamente planas. Para ello, reescribimos
la ecuacién (1.35) de la siguiente manera:
1d ™) — e 1

—2L A
rdr r? 72

multiplicande la ecuacién anterior por r? obtenemos:

LA R N
rdr(e J—e P 4+1=0,
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donde Ios dos primeros términos del lado izquierdo se pueden agrupar en una derivada

total respecto de r, es decir,

despejando la funcién métrica,

R r4c
=—
o bien,
1
2% _
e = 1 ap (:'/?‘
Podemos definir ¢ = —2M, entonces,
, 1
24 -2 .
o T = (1= 2M/r). A
e T2 ¢ ( /) {1.43)

Finalmente, sustitiyendo (1.43)} en la métrica (1.42) tenemos:

-1
det = — (1 - &) dt? + (1 - -2—:11) dr? 4 r2dq? {1.44)

~
Fl caso M > 0 es la solucién mds importante y se conoce como solucién de Schwarzs-
child. En ¢l caso que M < 0, annque (1.44) es una solucién exacta a las ecuaciones
de Finstein, describe una singularidad desnnda cuando ) < 7 < o0, Por viltimo el
caso M = 0, implica que la geometria tiene la forma ds? = —df® + dr? 4 1‘2dS\T".
Pero para esta forma R, = 0, es decir, esta solucién representa la geometria del

espacio-tiempo de Minkowski. En esta tesis cuando escribamos la forma (1.44) simpre
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entenderemos que M > (0. Como conclusién hemos mostrado que las soluciones a las

ccuaciones de Einstein en vacio que son asintéticamente planas pertenecen a una de

las siguientes clases:
a) Solucién de Schwarzschild.
b} Espacio plano de Minkowski.

En la siguiente seccién veremos como podemos usar las ecuaciones de Eintein
para construir soluciones que describan el interior de una estrella con simetria esférica
y estdtica. Es decir, construiremos modelos de estrellas estdticas y con simetria

esférica en el marco de la relatividad general.

1.3 Estrellas Esféricas

En esta seccién construiremos el espacio-tiempo que describe el interior de estrellas
con simetria esférica y estdticas. Como vimos en la seccién 1.2, pard las estrellas con
simetria esférica la geometria del espacio-tiempo es descrita por la ecuacién {1.26),
donde A = A(r) ¥y ¢ = 9(r). Ademss suponemos que el material que constituye
la estrella se puecie describir mediante un fluido perfecto. Entonces el tensor de
energia-momento como fuente de las ecuaciones de Eintein {1.25), en este caso, tiene

la siguiente forma {4]:

Tw = (P + p)uuw + Py, (1.45)
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donde p = p(r) y P(r} son la densidad y la presién respectivamente. Para una estrella

estdtica la 4-velocidad estd dada como:
ut = =¥ g
y estd normalizada de acuerdo a:
Gy’ = ~1 (1.46)

Ahora resolvemos las ecuaciones (1.25) para el interior de la estrella con 7™ dada

por (1.45). Por simplicidad trabajamos en unidades donde ¢ = G = 1. Entonces,

8rlToy = Bmp= g =

. v 1 .
Sflm = m + ";'_'2‘ (1 - 2'\) (1‘47)
ST«"’[;;— = Bxl’ = (:r'r =

2¢ 1 _

STTT,.,. = m + ;:-_'2- (i - 2'\) (1'48)
BaTow = Bl =Gy =

vy _ d . 1
Brilw = e ("’""E ['ct*=M] + R ("= X) {1.19)

Como la ecuacién (1.47) solamente es funcidn de A, se puede esaribir de la siguiente

INATICTA:
1 [2rX 5
F[;-T*(l“f‘“”)] = &p
14 »
a3 1'(1-(: 2‘\)] = vy

al integrar esta cenacién encontramos wna solucién para ¢ dada por:

r{l-c™®) |; = 87 / p (Yt (1.50)
Jo
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usando la condicién inidial A}l = 0, que implica € - 1, conforme r - 0,

lenernos:
ol
r{l—e )= 85‘1’[ p (¥ yr%dr {1.51)
o
Introducimos nne amev  findon m{r) definida como:
r
mi{r) =47 f P ide! {1.52)
o
wtilizando esta definivién recscribimos {1.51) como:
r(l — ¢ = 2m(r)

De esla manera, Ia solucidn a la ecnacion (1.47) queda determinada por:

ity =
A= (1 — Q'L(’)) {1.53)

r
Para el espacio-tiempo que tiene la signatura de ana geometria lorentziana, es nece-

sario que para loda r > 0 Ia fancién métrica ¢ satisfaga Ia signienie desigualdad:
e >0

o bien, de la ecnacidn (1.53),

r > 2m(r} (1.54)
Regresamos a la ecuacién {1.48) ¥ despejamos ',
2 1 —23 .
al sustituir Ia ecuaddn (1.53) en la ecuacidn de arriba, tenemos:
dp _ mfr) + 47 P (1.55)

dr~ r(r—2M)
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Por otro lado, €l tensor de energia-momento T°° satisface:

VT4 =0,

esta ecuacién puede ser escrita en las siguientes dos ecuaciones:

wVap+ (p+ P)Vu, =10,
¥,

(P + p)uVatts + (Gap + 2aus) VEP =0

19

(1.56)

(1.57)

(1.58)

La primera ecuacién para el caso que examinarmos se satisface idénticamente por lo que

no podemos obtener ninguna informacién de ésta. Pero, 1a siguiente ecuacién no es

una ecuacion trivial. Para P = P(r), v* = (¢7%,0,0,0) = u, = g, u* = (—¢*,0,0,0)

Lenemos:

A
uVaus = u* {—i Y

o
ol
U Vatty = tr"’iﬁ%—'ﬂ“my“ﬂ
1
Vg = —ulTqup =T% "—""2*9‘001"00#
L oo g0  Og0s  Ogmo
g
H“Vu“.d = ;,}—f'();

entonces el primer término del lado izquierdo de la ecuacién (1.58) estd dado por:

a
(P +0)u*Vauy = (P +p) 3E6],

mientray que el segundo término de (1.58) es:

(goss + touy) VP = V. P5, = %6;,
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Asi, sustituyendo estas dos 1iltimas ecuaciones en (1.58), para b = r, obtemos:

% 6P _
dP _ d_(p
dr St r’

Finalmente, utilizando la ecuacién (1.55) tenemos:

dP m(r) + darP

P S . 1)

{1.59)
Esla ecuacion es conocida como la ecnacién de Tolman-Oppenheimer-Volkof de equi-
Ebrio hidrodindmico [4]. Esta ecuacién nos dice como varia la presién F(r) del fiuido
dentro de Ia estrella.

En resumen tenemos:

1

e = ~
(1 2m) -

dp _ mir)+imP) '

dar r(r—2m{r)) -

id?_ = drr?p(r) -
P m{r) +4nr’Pr) .

— = (P +plr) r{r — 2m(r)) e

Cuando sustituimes (1.60) ¥ {1.61) en la ecuacidn (1.49) vemos que se satisface idén-
ticamente. Entonces las ecuaciones (1.60) - (1.63) son suficientes para resolver (1.24)
con la hipétesis (1.45). Para obtener la geometria y la estructura de la estrella ne-
cesitamos resolver las ecuaciones (1.60) - (1.63). Primero resolvemos las ecuaciones
(1.62) ¥ (1.63) que son independientes de las funciones métricas. Para esto debemos

utilizar una ecuacién de estado para €l fluido. En general, esta ecuacién depende
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dcl modelo estelar que queranos constiuir. Para estrellas normales esta ecuacién de
estado puede relacionar, por egjemplo, la presién P, Ia densidad p, la temperatura 7" o
la entropia 5. Por razones que explicaremos més adelante, utilizaremos una ecuacién
de estado de la forma P = P{p), que se conoce como ecuacién de cstado fria. La
estrellas descritas por una ecuacién de este tipo se encuentran en su tltima ctapa de
evolucion, en este estado la presién que soporta la estrella s la presion de clecirones
o neutrones degenerados. Con P = P(p) come la ecnacion de estado resolvermos las
ceuaciones (1.62) v (1.63) para m(r) ¥ para P{r). Definimos la hipersuperficie de la

estrella imponiendo:

PR} =0 (16D

Una vez que hayamos encontraclo m{r) ¥ P(r) podemes resolver Ias ecuaciones (1.60)
- {1.61) para obtener ¢(r) v A(r). Las funciones 2(r), A(r). in{r) ¥ £2(r) determinan la
estruetura estelar y al mismeo liempo la geometria interior de la estrella. Cormo henos
visto para completar los modelos de estrellas esféricas en ol marco de la teoria newto-
niana, debemos wnir suavemente, en la superficie estelar, o potencial gravitacional
oexterno O, con ¢l potencial interno &, de la estrella, Donde @, 4 o3 solneién o la
eenacicn Vi@ = 0, micntras que $,,,, satisface la conacidn (1.2). En otras palabras,
clebemos imponer que el potencial sea continuo diferenciable en I superficie estelar,
e la misma manera, en la relalividiud general para completar ol moddo estelar os
necesario ignalmente unir sunvernente la geometrfa del espacio-ticmpo fuera e la

estrella con le geometria interna. Sabemos del Teorema de Birkboll, que probainos
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en la seccién anterior, que la geometria del espacio-tiempo exterior de la estrella estd
dada por la ecuacién (1.44). Ademds vimos que la geometria interior de la estrella
est4 dada por la ecuacién {1.26), con Ay o soluciones de las ecuaciones (1.60) y (1.61)
respectivamente. Para hacer la unién suponemos ¢ue la coordenada radial r en la
forma {1.44) satisface que r > R, donde R es solucién de (1.64). Al mismo tiempo, la
masa M gue aparece en la ecuacion {1.44) esti definida como M = 4w fnﬁ r2p(r)dr,
por supuesto con p{r) solucién de las ecuaciones (1.62) y (1.63). De esta manera
teneros un modelo complelo para la geometria del espacio-tiempo que es solucién de
las ecuaciones de Kinstein (1.25).

Es interesante dar un ejemplo donde podamos ver explicitamente la forma de
las funciones m{r) ¥y P(r). Para ello, resolveremos las ecnaciones (1.60) - (1.63) para

una estrella con densidad uniforme, es decir, que satisface:

r< R
o(r) = po ( )
0 (r>R)

Fn este caso Ia funcién m(r}, dada por la ecnacion (1.62), puede ser integrada direc-

tamendte,

f dm = 4z [ 2p(r')dr’
o o

m(r')l

i

47TP03

0
evaluando obtenemos:

m(r) = S7rp0 (1.65)
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donde hemos usamos el hecho que (r)|,_, = 0. Esto se debe a que imponemos que
ek espacio-tiempo sea suave, es decir, cuando A — 0 de la ecuacién (1.60) tenemos
gue m(r)|, o = 0. De esta manera, tenemos la funcién m(r) expresada explicitamente
como funcién de r. Sustituimos este valor en la ecuacién Tolman-Oppenheimer- Volkoff
{1.63) ¥ encontramos que,

4P () 4P
ar (P(r) + po) " (T’ ) (%WTsPo))

Resolviendo esta ecuacién diferencial con £(r = R) = ( obtenemos [4]:

(1—2M/R)/? — (1 — 2Mr2/R3)2
(1-2Mr2/R3Y2 _3(1— 2M/R)'/*?

P(r) = pg { (1.66)

L ecuacién anterior describe el comportamiento de /() como funcién de la coor-
denada radial. Podemos caleular la presién en el centro de la estrella £, para ello

hacemnos r = U en la ecuacién (1.66), v encontramos que:

(1.67)

p o, | 1= =20/
A Yy O

Como consecuencia de esta ecuacion P no es finita para todos los valores de A v R.
: ¢ ]

Ein parlicular, la presidn central en la estrella £ se vuelve infinita cuando:

3(1-2M/R)*~1=0 (1.68)
clespejando,
R=§M, (1.69)

I . . . - . ——
wsha cenacidn os may importante, nos dice gue si resolvernos las ccuaciones de Einstein

para una estrella con simetria esférica, en equilibrio hidrostético y con una densidad
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uniforme pg, no podemes construir estrellas con M y R arbitrarias. Es necesario que
12 relacién entre su masa y su radio sea M/E > 4/9. En caso de que esta relacién
no se cumpla la estrella simplemente no puede existir. Otra forma de interpretar
este resultado, es que existe un limite a la masa posible de una estrella con densidad
uniforme p;. Podemos encontrar el valor maximo de la masa al considerar el valor de

m(r) para 7 = R.en la ecuacién {1.65),
4
M= gﬂ'Rxpo (1.70)

despejando R en términes de la masa M. tenemos:

R= ( 3M )1/3, (1.71)

47 pg

sustituyendo el valor de B en la ecuacién (1.69), es decir,

/2
(20" - %
4mp, 4

3 \VZ 74\32
(47"Po) (§) ’

entonces la masa maxima posible est4 determinada por:

__ 41
B 9 (3x)/ 2P0

max

(1.72)

Hemos encontrado que para una configuracion estelar esistica, con simetria esférica y
densidad uniforne p, existe una masa méaxima posible. En este punto es interesante
examinar las ecuaciones de estructura estelar y sus predicciones dentro del marco de

Ia gravitacién newtoniana. En este caso es suficiente resolver las ecuaciones (1.60)
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-(1.63) en el limite newtoniano (£ < p, m{r) < ), éstas se reducen a: e
dy m(r) .
= .73
dr 72 (173)
W smtole), (174)
dF pn(r)
= = ) 1.75
dr 72 (1.75)

para resolver estas ccuaciones, primero debemos notar que la ecnacién (L.71) tiene
la misma forma que en el caso de relatividad general entonces el valor de ka funcion

m{r), que ya caleulamos arriba, estd dade por:

»0—

in{r}y = —mip, (1.76)

C.-u

notamos que la ecuacion (1.75) es simplemente la ecnacién de equilibrio hidrostatico
newtoniana, utilizando la definicion de m{r) dada por la ccuacion (1.76) tencros:

dF ;
o —57-'!112)"-

R K
. 4,0
/ dl’ —;—7:[1(‘;/ redr.
I r '3 Jr
)

P(R) - P(r) apd (1Y~ %)

h

3"
pero P(I) = Qe Ja ccuacion (1.64), asi,
P{r) = g-‘irp;z, (£ — %) (L.77)

Aligual ¢ue en ol easo de relatividad pencral, podemos enlenlar 1 presion central de
una estrella . con densidad uniforme, ox decir, para 1 = 0 lenemes de la eenacion
anterior:

I

3 17 T
Lo Srdltt = (3) 7 A, (1.78)
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donde hemos utilizado {1.71). Esta expresion, como consecuencia de la gravedad
newtoniana, difiere enormemente de Ia ecnacion en el caso relativista, ya que afirma
cue para cualquier £ v M dados, la presion siempre se mantendra finita en €l centro.
Es decir, no cxiste w.a masa Hmite en el caso newtoniano (para los modelos con
densidad mniforme pg). Para valores nuy grandes de la masa A/ siempre existird
ima presién £ lo suficientemente grande gue garantice el equilibrio hidrostitico de la
estrella newtoniana, al contrario, de lo gue nos dice la ecuacién relativista (1.72). En
cste sentido, podemos decir que la gravitacién de Ia relatividad general es mas fuerte

que la gravitacion newloniana.

Las conclusiones hasta este momento son muna consecuencia de tomar una den-
sidad miforine p, para las estrellas. La pregunta de la2 que nos ocuparemos ahora
s la signiente: jCémo son los modelos de estrellas relativistas para otras ecuaciones
de estado mids realistas ¢ue los modelos de densidad uniforme? Este problema es
mas dificil de resolver analiticamente, porque las ecuaciones (1.62) v (1.63), con una
ecuacidn de estado diferenie de p = ele. se vuelven muy complicadas. Pero este pro-
blema ha sido atacado por diversos grupos de investigadores en todo el mundo. Como
resultado de cslas investigaciones ha sido posible encontrar soluciones niméricas pa-
ra modelos estelares relativistas mds cercanos a la realidad {5,6,7]. A continuacién,
presentaremos brevernent ¢ los resultados numéricos claves, para la estructura de una

clase de estrellas que nos serd de de gran utilidad para los fines de esta tesis.

Como veremos con mas detalle en la capitulo siguiente, cuando el combusti-
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ble nuclear de Ia cstrella no pueda producir reacciones nucleares exotérmicas, ésta se
colapsard bajo la accién de su propio peso. Generalmente la densidad se incrementa,
mientras que su tamafio disminuye, y al mismo tiempo, aparecen efectos cudnticos,
por ejemplo, la presién de degeneracién de clecirones y de neutrones posiblemente
dominar4 otras formas de presién térmica. En estos casos, podemos utilizar una ecua-
cién de estado fria, es decir, la presién es solamente funcién de la densidad P = P(p)
{1,4,6,7]. Para este régimen, el trabajo numérico que mencionamos anteriormente nos
clice cnales son las prediceiones de la teoria de la relatividad general para los estados
finales de las estrellas. Tipicamente, para resolver las ecuaciones de estructura estelar
numéricamente es necesario especificar la demsid#d central p, de la estrella. Se supone

que g, se encuentra en ol signiente rango:
10%g/em® < p, < 10Yg/cm® (1.79)

A partir de la ecuacion de estado P = (), se determina un valor para £.. Poste-
riormente, se resuelven las ecuaciones (1.60) - (1.63) y asf se determina ¢l radio R y la
masa total e la estrella A, Al repetir este procedimiento para todas las densidades
centrales en el rango (1.79) v de esta manera obtenemos una grafica de la masa A
resultante contra el radio R resultante. Esta gréfica es mostrada en la figura (1.1),
L.

La gréfica (1.1) ticne implicaciones muy importantes en astroffsica. $i por
ejemplo, queremos construir estrella de masa M = 1M, con una ccuacién de estado

fria, es decir, P = P(p,) la figura (1.1) indica que existen tres posibles modelos
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Figura 1.1 Configuracién de estrellas de materia fria

distintos para la estrella, es decir, para la misma masa tenemos tres radios diferentes.
Pero esto no implica que en la naturaleza existan esos tres modelos diferentes de
estrellas. Es importante recordar al lector que no todas las soluciones de un sistema
de ecuaciones, en muestro caso ecuaciones (1.60) - (1.63), representan una situacién
real. Para ello, es necesario que la solucién del sistemna sea estable. Por esta razdn
necesitamos encontrar las soluciones de las ecuaciones de estructura estelar (1.60) -
(1.63) que sean estables. En otras palabras, debemos saber que puntos sobre la curva
de la figura (1.1) representan soluciones estables. Para ello, debemos utilizar la teoria
general de perturbaciones. Este es un problema muy interesante para la fisica del
problema cue estamos desarrollando, pero al mismo tiempo muy complicado. Aungue
en esta tesis no analizarcmoes la teoria de perturbaciones, utilizaremos los resultados

obtenidos por la aplicacién de esta tearia en nuestro andlisis. En general, se han
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realizado muchos trabajos [1] sobre este problema y se ha cstablecido que pequeitas
perturbaciones de presién y de densidad pueden desestabilizar la configuracién estelar.
Con referencia en la gréfica (1.1), solamente los puntos que se encuentren en las ramas
AR y CD son estables. Los puntos en la parte BC y los puntos después de D son
inestables [1,4]. Pero ;Cudl es la fisica de los modelos estelares que se encuentran
en las ramas AB o CD? Para explicar esta cuestion es necesario recordar al lector
algnnas predicciones de la mecdnica cudntica para sistemas con muchos grados de

libertad.

De la mecénica cudntica sabemos que los fermiones, por ejemplo, clectrones v
nentrones sc comportan de acuerdo al Principio de. Fuclusidy de Paul, Fste principio
es la razdn de que a altas densidades de material compuesto por [ermiones, se genere
una presion de origen mecanico cudntico que es lamada presion de degeneracion (para
una descripeién més detallada ver por ejemplo [1} ¥ el libro [8]). Dependicndo del
tipo de fermiones tenemos presion de un gas degenerado de clectrones ¥ presion de
un gas degenerado de neutrones. Fn 1925 ol cientifico ingles Ralph Fowler aplicé las
leyes de la mecdnica cudntica al estudio de las estrellas lamadas enanas blaneas {por
su tamafio tan peguefio y su alia temperalura superficial) ¥ sugirié que los electrones
forman lo que se conoce como wn yas degenerado de dleetrones, Do esta forma ¢l
colapso gravitacional de la estrella podia ser detenido por la presion de degenceracion

de los electrones.

En 1931, el astrofisico hindii Chandraselar ntilizé la presion de degeneracion
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de dlectrones de origen cuintico para construir un modelo estelar en equilibrio hidros-
{ético donde la fuerza de gravitacion estd eynilibrada con la presién de degeneracion
de los elecirones. Chandrasekhar encontré que la masa total de esta configuracién
quedaba delerminada de manera inica, ¥ caleulé que la masa critica debfa de ser
Mgy, = 14 Mg; a este valor se le denomina el lmite de Chandrasekhar {1]. La
existencia de cste Hmite implica que no todas las estrellas pueden alcanzar wna con-
figuracién de equilibrio hidrostitico, es decir, donde la fuerza de gravitacién esié
balanceada con la presion de (kgﬂ;erd(rién de clectrones. A esta configuraciin se le
conoce como Fnanas Blancas. Con referencia en la figura (1.1} podemos interpretar
la remién AB. con las Fuanas Blancas. De esta gréfica vemos que la masa maxima
es alrededor de Mep = 143 v € radio miximo es aproximadamente R ~ 10%m.
En el trabajo de Chandrasekhar se plantea la siguiente pregumta: ;jCudl es el estado

final de mna cstrdla fria con masa mayor gue o limite de Chandrasekhar?

Tn 1932 se descubrié una nueva particula ¢l neutron. El fisico sovietico L. Lan-
dau utiliza esta nueva particula para dar respuesta a la pregunta planteada por Chan-
drasekhar ¥ predice que el colapso de una estrella con masa mayor 2 Moy, = 140Mg,
debia Nlevar a una densidad tan alta, que los micleos atémicos en contacto formarian
1 sélo y gigantesco micleo, compuesto de neutrones. Fstos generan una presién de
degeneracién de nentrones capaz de balancearce con 1a fuerza de gravedad. Esta con-
figuracion csielar es llamada Fstrella dc Ncufrones y todricamente es introducida al

mismo tiempo por los astroromos Zwicky y Baade. Fs importante recordar que en
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esa época, las estrellas de neutrones eran sélo una prediccion tedrica. En la gréfica
(1.1) 1a regién CD tiene valores de M y R predichos tedricamente para las Estre-
Has de Neutrones. Aunque la introduccién de las estrellas de neutrones proporciona
parcialmente la respuesta a la pregunta planteada por Chandraselhar. Las conside-
raciones de la grafica (1.1) levan naturalmente a una nueva pregunta j{Qué pasa con
las estrellas que en su dltimo estado tienen una masa mayor a la masa del punto D?

Fsla pregunta serd analizada en el capitulo siguiente.




Capitulo 2

HOYOS NEGROS

2.1 Colapso Gravitacional y Formacién de Hoyos Negros

Para resolver la pregunta planteada al final del capitulo anterior e ilnstrativo men-
cionar que sabemos sobre el nacimiento y muerte de las estrellas. Fisicamente, las
estrellay se forman por contraceion gravitacional de mibes de gas interestelar denso,
que consisten principalmente en hidrégeno. Awncque el proceso de su formacion s
muy complicado va que ¢s necesario tomar en cuenta campos magnélicos, momento
angular, cic., mds o menos, 1a formacion lermina en un estado done la temperatura
cs tan alta gue se generan reacciones termonuncleares, Amnguie, intuitivamente quizs
podamos entender como nacen las estrellas, el problema pare. saber como wmeren
todavia es mds complejo. La evolucién térmica estelar ¥ ¢l estado linal de la estre-
Lia, ticnen puntos que no estdn bien entendidos [ver por cjemplo [8]]. Generalmente,
cl estado final depende fertemente del valor de la masa inicial de la estretla, Por
cjemplo, generalmente es bien acoptado, que estrellas con masas iniciakes del orden

de $A g dexpus de quemar o] Hidrégeno inieial, prcclen perder ln measn suliciente tal
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que, cventualmente, su estado final sea el de enanas blancas, porque la masa final
es menor que Mey, = 1.4Mg. Pero la descripcién no es tan simple si consideramos
la evolucién de estrellas con masa mayores que 4Mg,. Tipicamente, es mds o inenocs
aceptado que estrellas con masas mayores gue 8Mp, en su interior continuamente
transforman un tipo de micleo a otro por reacciones termonucleares [9]. Estas re-
acciones transforman exitosamente hidrogéno en helio, helio en carbono, carbono a
nedn, neén a oxigeno, oxigeno en silicio y finalmente el silicio en hierro. Extonces las
estrellas masivas fualwente guedan conpuestas de un centro de hierro sin reacciones
termomnecleares rodeado por capas concéntricas quemando los diferentes elementos
quimicos que ya mencionamos. El nicleo de hierro posee 26 protones y 30 neutrones.
De hecho €l micleo de hierro es muy especial, porque los protones y neutrones en
su micleo estéan tan fuertemente lgados que las reacciones nucleares adicionales son
endotérmicas. De acuerdo al concenso general el estado final depende de la masa
del centro de hierro. Como las reacciones nucleares exotérmica son imposibles, el
centro de hierro se colapsa por la fuerza de gravedad. Este colapso estd acompatado
con la fotodesintegracién de los nucleos y genera la neutronizacitn del ceniro via el
decaimiento inverso 3. Fn este punto se da la situacién més critica del colapso gra-
vitacional. Fl colapso puede terminar si la presién de degeneracién de los neutrones
es suficiente para detencrlo. En este caso la detencién del colapso genera una onda
de choque hacia afuera resultando posiblemente un fenémeno espectacular Namado:

Emplosion de la Supernova [10). Si este escenario se realiza el resultado final de la
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evolucién estelar puede generar dos configuraciones. La primera posibilidad es que
el ventro de hierro tenga una masa M ~ 4Mg, v los cdleulos numéricos indican que
€l producto final serd una estrella de neutrones, mientras que las demés capas de la
esheﬁa son eyectadas hacia afuera [9,10]. La otra posibilidad, es decir, si la masa del
centro de hierro es mayor que 4M,, se cree que en hugar de una estrella de neutro-
nes se formard un hoyo negro [9]. Desde el punto de vista de la evolucién estelar Ia
existencia de los hoyos negros es evidente, ya que no existe ninguna razén para que

todas las estrellas masivas tengan un centro de hierro del orden de 4 Mg,

En la actualidad todavia existen grandes problemas para describir ¢f fendme-
no de colapso del centro de la estrella y el mecanismo que genera la explosién de la
supernova. Sin embargo hay evidencia observacional que indica que una explosion
de la supernova al menos producirs una estrella de neutrones. Ademds, no existe
ningun principio fisico que prohiba la formacién de hoyos negros como resultado final
del colapso gravitacional completo del centro de una estrella. De hecho, stmulacio-
nes numéricas de colapsos del centro de estrellas progenitoras con masa mayores gue
20Mg indican la formacion de hoyos negros como resultado del colapso gravitacional
completo. Pero todavia hay més preguntas que no entendemos. En particular, que-
remos saber jFs verdad que los productos finales son los hovos negros v las estrellas
de neutrones?, ;Cudnto material de la envolvente es eyectado por la explosion de la
stpernova?, ;Cndl es el significado del momento angular ¥ de los campos magnéticos

en el mecanismo de colapso del centro de la estrella? Aunque, hemos argumentaclo
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delosprincipiosdeﬁsicabésicaqueloshoyosnegmssonune;tadoﬁnaiposiblepa—
ra las estrellas masivas, todavia hay problemas matematicos abiertos. Por ejemplo,
;Cndles son las prediciones de la teoria de la relatividad general para el estado final
de 1a estrella en €l caso que la presién de degeneracién de neutrones sea insuficiente
para detener el colapso gravitacional? Esta cuestién preocupo a los relativistas por

muchos anos.

El trabajo pionero de Oppenheimer en 1939 indica que el colapso de una
esféra homogénea de gas, en el contexto de la relatividad general, lleva a un estado
final singular, donde toda la masa est4 concentrada en un sélo punto. Postericrmente,
Wheleer con sus alummos de Princeton a principios de los afios 60 verifican las conclu-
siones de los trabajos de Oppenheimer. En este trabajo se usan modelos de estrellas
con ecuaciones de estado mds cercanas a la realidad. Sin embargo las conclusiones
del trabajo de Oppenheimer permanecen intactas. En €l estado final del colapso gra-
vitacional completo se desarrolla una singnlaridad del espacio-liempo. Exactamente
una configuracién donde la densidad y la temperatura de la estrella son infinitas y al
mismo tiempo su tamafio es puntual. Las leyes de 1a fisica y la capacidad de predecir
el futuro fallarsn totalmente. Surgen nuevas interrogantes ;Podemos ser afectados
por los terribles efectos de esta singularidad?, j¥s la singularidad un artificio de la
simetria esférica o es realmente generada por la naturaleza atractiva de la fuerza de
gravitacién? Penrose en un trabajo brillante [11] contesta de manera definitiva la se-

gunda pregunta. Demuestra que realmente existe una singularidad en €l estado final
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de la estrella, v ademds que esta singularidad no es un artificio de Ia simetria, sino
que es generada por la naturaleza de la fuerza de gravedad. Para dar respucsta a la
primera pregunta, es decir, | Podemos ser afectados por los efectos de la singularidad?
Penrose introduce la famosa hipdtesis del Censor Césmico [11]. Esta hipdtesis afir-
ma que todos los colapsos gravitatorios completos producen tinicamente hovos negros
{donde la singularidad estd oculta mediante €l horizonte de eventos) y nunca singu-
laridades desnudas. Si la hipétesis es vilida la singularidad del espacio-tiempo estard
oculta dentro del horizonte de eventos v no influird en el mundo exterior. Fn otras

palabras, la singularidad estd desconectade causalmenie del mundo exterior.

En 1a presente tesis aceptaremos como correcta la hipétesis del Censor Césmico
de Penrose.  Como consecuencia aceptamos que el colapso pravitacional completo

procuce wm Hoyo Negro.

Es conveniente cxnncnll.ﬂr que hay personas que tienen dudas sobre la formacion
de hovos negros estelares. Una duda que frecuentemente os esrpresada esta relacionada
con la existencia del fendmeno de viento estelar y sus electos sobre la estrella. Si
éste e muy intenso, posiblemente puede reducir significativemente la masa de la
estrellas v en el estado final la masa de su coniro posiblemente sea menor ¢que ol
Imite de Chandrasekhar. Si este fendmeno se cunple entonees todas las estrellas
terminarian su vida como Fuanas Blaneas, Pero este argnmento tiene puntos débiles,
St Mera vdlido no podriamos detectar estrellas de neutrones (por cjemplo, en forma

cle pnlsares). Fn esta tesds vamos & aceptar la hipdtesis de que los hovos nepros son
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parte de este imiverso. Asi surge de manera natural }a pregunta central de la tesis:
#Cémo Podemos Detectar los Hoyos Negros?

Si existe mna manera para detectarlos, todas las preguntas relacionadas con las proble-
mas de la explosion de ia supernova terminarfan. En este capitulo hablaremos sobre
las propiedades bdsicas de los hoyos negros que serén imporiantes para entender los

principios fisicos involucrados en los posibles mecanismos de su deteccién.

2.2 Hoyos Negros

En la seccién previa vimos como se pueden formar los hoyos negros estelares ¥ men-
cionamos las razones fisicas por las que esperamos su existencia. De la seccién 1.2
sabemos que en la teoria de 1a relatividad general, la gravitacién se manifiesta como 1a
curvatura del espacio-tiempo. Desde este punto de vista es natural que preguntemos:
;Qué es un hoyo negro? Seguramente es un campo gravitacional y en cierto sentide
un campo gravitacional muy intenso, ya que posee una regién donde la luz no puede
escapar a infinito. Estas propiedades fisicas pueden ser expresadas matematicamente
con las siguientes condiciones [4]. Un hoyo negro esti definido como una métrica en
ol espacio-tiempo que es solucién de las ecuaciones de Einstein (1.25) ¥ que tiene las

siguientes propiedades:
1) La geometrfa es asintéticamente plana;

2) Posee una region de espacio-tiempo gue no puede comumnicarse con la

region asmtélica;
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Como consecuencia de la propiedad (2) tenemos la siguiente definicién:
La frontera que separa esta regién del espacio-tiempo que no puede co-
municarse a la regién asintética plana se conoce como el horizonte de

eventios.

3) No existen singularidades del espacio-tiempo fuera y sobre el horizonte

de eventos.

En 1916, Karl Schwarzschild [1,4], derivé una solucién de las ecuaciones de
Finstein para un campo gravitacional alrededor de una masa esférica. En el capitulo
anterior, exactamente en la seccién 1.2 derivamos la famosa solucién de Karl Shwarzs-
child. En Ia siguiente seccidn veremos que esta solucién bajo condiciones especiales
representa un hoyo negro que es conocido como hoyo negro de Schwarzschild [1,4).

En 1963 R. Kerr descubrié otra familia de soluciones exactas a las ecuaciones
cle camnpo de Finstein en el vacio con simetria axial. Estas soluciones representan una
nueva familia de hoyos negros llamada la familia de Kerr [1,4]. La generalizacién
con carga fue encontrada subsecnentemente como solucién a las ecuaciones de campo
Einstein-Maxwell por Newman en 1965 [4].

Una gran pregunta que preocupaba a la personas que trabajan en la teorfa de
la relatividael gencral era: jCudntas soluciones distintas a las ceuaciones de Finstein
en vacio ¥ a las ecuaciones Einstein-Maxcwell representan hoyos negros? Ioy cn dia,
graciag a los trabajos de muchas personas la respuesta es muy clara. Para ello se han

establecido los signientes teoremas muy fuertes [12):
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Teorema 1.- “La tnica solucién de las ecuaciones de Einstein en el vacio que

corresponde a un hoyo negro estitico es la solucién de Schwarzschild.”

Teorema 2.- “La vinica solucién de las ecuaciones de Finstein-Maxwell que
corresponde a un hoyo negro estético y con un campo electro-magnético es la solucion

de Reissner-Nordstrom.”

Teorema .- “La vinica solucién de las ecuaciones de Finstein en € vacio que
corresponde a un hoyo negro con rotacién es la solucién de Kerr.”

Teorema 4.- “La vnica solucién de las ecuaciones de Finstein-Maxwell que
corresponde a un hoyo negro estacionario ¥ con un campo electro-magnético es la

solucién de Kerr-Newmann ™

Para los fines de esta tesis consideraremos solamente los hoyos negros descritos
por la métrica de Schwarzschil y la métrica de Kerr, es decir, esperamos que los hoyos
negros que son astrofisicamente importantes sean esféricos sin carga o rotantes sin
carga. Desde el punto de vista astrofisico, los objetos celestes con carga no son
importantes ya que en general serdn neutralizados répidamente por el plasma de los
alrededores. Entonces en las siguientes secciones analizaremos las propiedades thas

importantes de los hoyos negros de Schwarzschild y de los hoyas negros de Kerr.

2.3 Hoyos Negros de Schwarzschild

Fl hoyo negro de Schwarzschild es una solucién de las ecuaciones de Emstein en el

vacio. La métrica de Shwarzschild en coordenadas esféricas (2,7, 6, ¢), como derivamos
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en la seccion 1.2, tiene la siguiente forma:
ds® = — (1 — %) dt? + (1 - ZTM)—I dr® +rdt” + r%sin’ 0dg®  (2.1)
donde M es una constante positiva, que identificamos con Ia masa fisica del hoyo
negro.
En esta forma no podemos suponer que la coordenada r toma walores entre

0 € r < oo, porque la métrica tienc una singwaridad en » = 2Af, es decir, en

r

2M, gn = 0 y Bm,_ 51 g — 0. Pero como mostraremos en seguida, esta
singularidad es solamente una singularidad de las coordenadas. Precisamente, para
probar que la geometria no es singnlar en r = 2M debemos extender la métrica (2.1)
para toda r, tal que, 0 < v < oo. Existen varias transformacienes de coordenadas
que pueden emplearse paré esto ¥ al mismo tiempo indican gue la singularidad en
r = 2M es una singularidad de las coordenaclas. Fn esta tesis utilizarcmos una de

estas transformaciones definida por [1]:

- Vo e 2 AN KN
u uft,r) (QM 1) ¢ cosh (-UU)‘
1
no— wlt = (T ran t g
vo= wotr)= (2M 1) ¢ sinh (4.[”) , (2.2)

Con la ayuda de (2.2) derivamos:

(Ezﬂ - l) P

f ki .
tanh (m) = ; (2..;)

tilizando la transformacion (2.2}, pocentos reeseribir la métrica (2.1) en las nne-

vas coordenadas (u, r, 0. ). Primero, expresamos las ecuaciones (2.2) de la signiente
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mancra.

u(t,r) = g(r)cosh

]
I

I

v

(
v(tr) =g sinh (757 )

<on:

tomamos las diferenciales du y de:

du = dfi(f) cosh ( M) dr+ .g1(M) sinh ( 3 M) dt (24)

de = dfi(:) sinh ( i I) dr+ i;} ( h 1) & 2.5)

Resolviendo este sistemna de ecuaciones para dr y df,

g = Edu — Bdv
" T EA_BC

Adv — Cdu
d = Fi-BC

donde:

4= B (). o= (5).

C = di{r.r} sinhi (z;_w) E= i(j;) cosh (ﬁ) (2.6)

sustituyendo dr o df en la métrica (2.1)tenemos:

ds? = ﬁ [(}f - A2f) dv? (E? —sz) du® +2 (fA - %13) dudv]+r2d92
27
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al sustituir los valores de A, B, € y D de las ecuaciones (2.6), primero obtenemos:

fAO‘—@=0

S

Esto implica que la métrica (2.7) queda como sigue:

2 1 82 2 2 E2 2 ¢ 2 2702
ds :m T—Af dv* + T—Of du’| + r<dQ)

sustituyendo los valores de A,B,(" y E de las ecuaciones (2.4) y (2.5) tenemos

{inalmente:

ds

3
2 _ 32M e"fﬂM(—diJz + d,UZ) + T2d92 + ?..2 sin2 adgb? (28}
r

Esta forma de la métrica es vilida para 2M < r < o0 y la nuevas coordenadas
(w0, 1,8, $) se conocen como Coordenadas de Kruskol [1]. Para analizar ¢! comporta-
miento de la métrica (2.8} en r = 2M primero calculamos el jacobiano de la trans-

formacién (2.2) en r = 2M. Por definicién:

LT )

7] = oo | perfth
o | 320F
B o

¥ claramente vemos que la transformacién dada por (2.2) no es singular en » =
2M. Fsto implica que podemos extender la geometria (2.8) hasta r = 20/ Iasta
¢l momento hemos visto que la geometria estd definida en r > 2M por la ccnacién
(2.8), pero todavia no tenemos una descripcién completa de la geometrfa del espacio-
tiempo. Para ello necesitamos extender la geometria para » < 2M. Una manera de

hacerlo, es utilizar la transformacion de coordenadas (2.2) para valores de » € 2A[.
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Esta transformacién tiene la siguiente forma:

1
- —{1- TV e (-1
N uft,r) (1 2M) € smh(4M)

v = v(t,r)= (1 - 2—;-4-)_2 €4 cosh (&) . (2.9)

Parar € 2M = 1—r/2M > 0, es decir el valor dentro de la raiz cuadrada es positivo
v la rafz es real en las ecuaciones (2.9). Ahora reescribimos la métrica (2.1) para

valores 7 < 2M = 2M/r — 1 > U como:

) -1
ds? = (EJ‘_’-’ _ 1) e ~ (3.?: _ 1) dr? + 126 + 2 sinBde?. (2.10)

r

La geometria dada por (2.10) sigue siendo solucién a las ecuaciones de Einstein, pero
también es singular en » = 2M. Utilizamos la transformacién de coordenadas dada

por la ecuacién (2.9) en la métrica (2.10) obtenemos :

ds®

3
= ‘3211?4 e~ MM (_dy? + du®) + 26 + rPsin’ 6dg?, T < 2M. (2.11)

Nos damos cuenta que la métrica {2.11) es idéntica a la métrica (2.8) en r = 2M. Al
inspeccionarla, vemos que las funciones de la métrica son analiticas en r = 2M. En-
tonces tenemos una geometria extendida analiticamente a través de la hipersuperficie
r = 2M, es decir, a través del horizonte de eventos.

La figura {2.1) muestra ¢l plano u —v con —co <u < ¢y —00 < v < 0O .
Con referencia en las transformaciones dadas por (2.2) y (2.9) los puntos del espacio-
tiempo con coordenadas —oo < t < oo ¥ 0 < 7 < 00 estén representados en esta

ﬁguraporlaregiéhdelapartesuperiordela]ineaB’OC’.Ademéslospnntosdel



Hoyos Negros de Schwarzschikd 15

B v A
r=2M
y=—n \\/ P=2M u v
M
M
Auvi
) %
By

D [§

Figura2.1 Coordenadas de Kruskal, doende se muestran las geodésicas nulas radiales, es

decir, du = +dv. Para los puntos A, y Al dibujamos el cono de luz futuro.

cspacio-ticmpo con ¢ = 24 ¥ —oc < ¢ < 00 son representados en la misma figura

por las lincas QA (B v OC'. porque estos punlos satisfacen que 0% = 2,

Una propiedad muy conveniente de la geometria eserita en las coordenadas de
Kruskal {u,v], es que las geodésicas nulas radiales tienen una ccuacion muy sencilla.
Como vimes en el eapitulo primero, las geodésicas nulas tienen la propiedad que para
cada dos puntos infinitesimales sobre dichas geddesicas: ds? = 0, Fntonees la Tortna
de la geometria de Schwarzschild, expresada en eoordenadas de Kruskal, implica que
las geodésicas milas radiales cumplen que di = de. s decir, son curvas gque en o
plano ¢ — ¢ forman un Angulo de 43 con el ¢je . El espacio-tiompo que se encuentra
en la parte superior de Ia linea £3'OC7 deserito en la figara (2.1} prosenta patologias.,

Para ver esto de manera mas clara consideremes una partfenla que se nmeve sobre una
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geodésica del punto A(u,v) al punto B(w',v') como se muestra en la figura (2.1). B
punto B (', ') es el punto donde esta geodésica se intersecta con la hipersuperficieu =
+v. El tiempo propio de esta particula para viajar del punto A al punto B es finito.
Pero esto significa que el espacio-tiempo que se encuentra en la parte superior de la
lnea B'€X no es completo. Fn otras palabras, matemdticamente el espacio-tiempo
dado por B'OC" A tiene fronteras. Espacio-tiempos con csta propiedad no son fisicos y
matemadticamente podemos eliminarlos imponiendo la condicién que el espacio—t.iempo
sea geodésicamente completo [4]. Exactamente si el espacio-tiempo es geodésicamente
completo todas las geodésica que no choquen con singularidades pueden extenderse a
valores infinitos del tiempo propio. Entonges necesitamos extender el e—:pa.cio—tiempo
dado por B'OC"A’. Para ello hacemos una reflexion sobre la hipersuperficie v = v y
equivalentemente 1a linca B'OC’. Ahora el espacio extendido estd dado por el plano
total (v — v).

FEntonces para describir la nueva regién extendida del espacto-tiempo podemos

utilizar los siguientes cambios de coordenadas:

|
= L 1Y eram _t
U (zM 1) e COSh(-’IM
t

T = — "L_ ‘i- A s e a3, :
‘ (2.&) 1) e’ sinh (4) (r 2 2M) (2.12)

y para r < 24/,

C o {1 TN g L :
v = = (1- ) ¢/ s (M . ram) 213)
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Figura 2.2 Diagrama de Kruskal de la métrica de Schwarzschild

Estas nuevas coordenadas describen la regién YOC" y D'O B’ respectivamente. Fi-
nalmente extenclemos la métrica de Schwarzschil analfticamente on las regiones D'OC
¥ 1YO B usanclo las coordenadas (v, v). Por supuesto, la métrica tiene la forma dada

por (2.8).

I espacio-tiempo descrito anteriormente estd representado con mds detalle
por la figura (2.2} ¥ es conocido como la extensién analitica de una variedad de
Schwarzschild. Ta figura (2.2) indica la estructura del espacio-tiempo vy tambien
muestra las hipersuperficies (nulas) OA, OB, OC' v O que son los horizontes,
mientras ¢ne la hipersuperficie r = 0 representa la singularidad del espacio-ticmpo.
Como se ve en la figura la singularidad esta oculta dentro del horizonte de eventos, es
decir, en la parte B'OA’ v en Ja parte del espacio-tiempo D'0C (conocida como Iovo

Blaneo) respectivamente, Fs elaro de esta figura que puntos dentro de la regidn 804’
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Figura2,3 Diagrama de Krugkal para una estrella colapsandose.

no pueden conmmicarse con puntos, por ejemplo en la regién A’ OC'. En este sentido la
region B'OA’ es el interior del hoyo negro de Schwarzschild relativamente de 1a regidn
A'0C’. Como hemos visto aunque mateméaticamente el espacio-ticrpo mostrado en
la fignra (2.2) es una solucién de las ecuaciones de Einsiein en el vacio que representa
un hoyo negro, realistamente egperamos gque un hoyo negro esférico producido por el
colapso gravitacional completo solo sera descrito por ¢l espacio-tiempo mostrado en
la figura (2.3).

En esta figura vemos que la parte abed representa la parte del espacio-tiempo
dentro de la estrefla que se colapsa hacia la singularidad representada como b, 1a
region exterior del hoyo negro esta descrita como la regién dhoy ho es exactamente el
horizonte de eventos. Para el caso de colapso esférico la geometria de 1a regién bomz

estd dada por la geometrfa de Schwarzschild.
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En esta tesis no vamos a trabajar en Ja extension analitica de una variedad de
Schwarzschild. En astrofisica, sélo la parte bhoz de la figura (2.3} es relevante. Con
esta idea, en la siguiente seccidn analizaremos el movimiento de una particula prueba

en la geometria de Schwarzschild, descrita de acuerdo al diagrama (2.3).

2.4 Movimiento de nna Particula Prucha

En esta seccidn estudiaremos el movimiento de particulas priucha que se estan movien-
do en la parte de la variedad fuera del horizonte de eventos. Entonees para analizar
dichas trayectorias es suficiente utilizar las coordenadas (£, 1, 0. &) con la métrica de
la forma (2.1). Como vimes en ¢l capitulo primero las particulas libres se mueven
¢n trayvectorias geodésicas, es decir, satisfacen la ecuacién (1.11). Ta ecuaciones de
movimicnto pueden obtenerse con un principio variacional del lagrangiano de ana
particula, que por simpliciklad suponemos con masa igual a la upidad, éste tiene la

siguiente forma [1,4]:

I 1 dntdr?
= S — ———
P TP

(2.10)

donde como vimes T es ol ticmpo propio que es medido a lo largo de la travectoria
{ver ecuacion (1.13)). Las ecuaciones de movimiento de Lagrange tienen la signiente
forma:

d c')f, ()r- 1 .
dr (5;) = D = ()
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Para el caso de la geometria de Schwarzschild la forma del lagrangiano queda deter-

minaca por:

2L =- (1 - '%;-A:{) (%)2 + (1 - %)—1 (%)2 +r? (£)2 + r?sin?@ (Z—f)?

(2.15)

Como L no ticne dependencia explicita de la coordenada £, ni de la coordenada ¢,

antomdticamente tenemos las siguientes constantes de movimiento: {En lo que sigue

utilizaremos frecucntemnente el punto sobre la coordenada para denotar derivada con

respecto al tiempo propio 7 por ejemplo i = dt /dr, etc.)

d {OL
#(5) - o

(2 -

es dedr,

oL
£
oL
D

= E’

= 1,

resolvemos las ecuaciones (2.16) v obtenemos:

B = _(1_2_1“£)£
T Jdr
2.:.2 d(,‘b
I = r°sin Bd_'r (2.17)

mientras que las ecuaciones de Euler-Lagrange para la coordenada #, estdn determi-
nadas por:

d (do\ 5. de¢
o (Tdr) =r smBoosBdT (2.18)
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Finalmente, necesitamos calcular las ecuaciones de movimiento (7). Pero podemos

obtener la componente dr (7} /d7, cuando imponemos las siguientes condiciones:

dz¥ dx” ,
Q;WF e -1, particulas con masa.
dzt dx¥ ) )
G AN = 0, particolas sin masa. (2.19)

Antes de escribir las ecuaciones de movimiento para r(7), analicemos la ecuacién
(2.18). Primero supongamos que la particula se encuentra a un tiempo inicial 7 =0

en ¢l plano ecnatorial, es decir, @ = 7/2 y # = 0, desarrollando el lado izquierdo de

(2.18) oblenemos:

dr df 420 </ o
e sm&'cosO(dr) (2.20)

Utilizando las condiciones iniciales § = 7/2, ¥ 8 = 0, la ecuacién (2.20) nos dice ¢que
420/dt* = 0 para T = 0. Fn la ccuacién (2.20) diferenciamos con respecto de 7,

oblenemos:

d%r di dr d%0 a0 . dp
TR + 2d_'rd._77 +1 il 2rsinfcost) (dh') +
+r?eusl cusf (d()) ( )
dr T
+r2sinfsin (d{)) (d('))
dT

+2r?sin i cus(}m

con las condiciones 7 = U, # = 7/2, v {1 = {§ = (, esita ecnacién nos dice ¢ue:

d*

3
ari
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De manera sucesiva, obtenemos para cada m = 2, 3,4, 5...:

ane

= L =0 (2.21)
Pero (2.21) implica que €l movimiento de la particula para 8(7), es igual a cero
para todo tiempo 7 2> {, es decir, la particula s¢ estd moviendo en un plano si a un
tiempo 7 = 0, § = /2y # = 0. Con la conclusién que el movimiento se da en e

plano ecuatorial buscaremos soluciones de las ecuaciones geodésicas que representan

geodésicas temporales. La temporalidad implica que 1a ecuacion (2.19) toma la forma:

== (-2 ()4 (- 2) (5 e (%)) e

despejamos dr/d7, y obtenemos,

E-C-2 @ -C-pE -] e

Cuando usamos (2.17) en {2.23) finalmente tenemos las sigimientes ecuaciones:

2 . 2
(%) - B (1 - @) (1 +;§) 2.24)
-1
g; - - (1 - ?) E (2.25)
dep l .
dr ~ rZsin’f 226)

Como en la mecénica clésica, definimos un pofencial efective dado por:

V() = (1 - 2TM) (1 + i—i) (2.27)

en este caso la ecuacion (2.24) se convierte en:

(%)2 =E2-V{r) (2.28)
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Figura2,4 Grafica del perfil del potencial efectivo para una particula, orbitando en un

hoyo negro de Shwarzschild de masa M

Para un valor fijo de I, es decir, constante, V (1) e deserita esqmetnsticamente por
la figara (2.4). Fn esta Hgura las tres lineas horizontales corresponden a diferentes
walores de /2. De la ccuacioén (2.28) vemos que la distancia de Ja linea horizontal
a V nos da (dr/dr}*. Consideremos la érbita 1, Ia linea horizontal cliguetada con
L corresponde a una particula gue viene de infinito con wna eacrgin £2. cuando la
particula aleanza el valor de r correspondiente al punto A, dr/dr s¢ hace coro v
cambia sn signo, es decir, la partioula regresa a infinito.  “Tales drbitas no estdn
acoladlas, ¥ A es llamado el punte de retorne, Ta érbita 2 e wna drbita de eaptura:
la partienla es atrapada por o hoyvo negro. Fsta clase de orbitas son resullado de la

dindmica de la relatividad general, ya que comno veremos nuts adelante estas drbitas
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no aparecen en la teoria newtoniana. La drbita 3 es una drbita acotada, con dos
puntos de retorno A; ¥ Ag. El punto B corresponde a una érbita circular estable. Si
1a particula es ligeramente perturbada en B, la érbita permanece alrededor de B. E)
punto C es una 6rbita circular inestable; una particula localizada en tal punto, que
experimente una ligera perturbacion radial hacia adentro, caerd hacia el hoyo negro
v serd caplurada. Si ésta es hacia afuera, la particula se iré répidamente a infinito.
Es instructivo exammar cudles son las ecuacicnes de movimiento de una par-
ticula que sc ueve en un campo con shmetria esférica en la teoria newtoniana. En

este caso, el lagrangiano estd dado por:
L= %m [7"2 + 72 (92 + sin? 3(,'{92)} —-Vir) (2.29)

Resolvemos las ecuaciones de Euler-Lagrange, para r :

d dr o 3V(’r) o
7 (m&u) =mr (9 + sin? B¢ ) (2.30)
para 0, encontramos que:
c‘iit (mr {t)? dH) = mr?sin § cos 9&2 (2.31)

mientras gue para ¢, obtenemos divectamente una constante de movimiento dada por:

1 =mr?sin®6 (i‘f) {2.32)
Aligual que en el caso relativista proponemos § = 7/2, f = 0 ent = 0. De esta manera
desarrollando el lado izquierdo de la ecuacién (2.31) ¥ utilizando las condiciones

iniciales, encontramos gue d20/dt? = 0 en ¢ = 0, y signiendo €l mismo razonamiento,
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obtenemos que d*8/di® = 0 en t = 0. Es decir, que la particula se estd moviendo
para todo liempo en un plano y suponemos que ese plano es ¢l plano ecuatorial. En

este caso la ecuacién (2.32) queda como:

dg\ _ 1 -
(E) = m (2.-3-5)

La ecnacién (2.30}), utilizando condiciones iniciales y la ecnacién (2.33) queda expre-
sada como:
dr PP aV(r)

«r_ v/ 2.34
" di2 or (2:39)

Multiplicando en ambos lados por la velocidad radial:

drd’r 2 dr avir)dr
——— | 2R e e e | e — 2.35
" (dt dt'ﬂ) s i ( Py dt) (2.35)

esta conawion puede reeseribirse comeo una derivada total, es decir,

d {m [dr\* d 12 .
dt (E (?i?) ) T dl (_ 2t Vi )) (2.36)

& bien,

d |m [fdr\? I
dt IZE (E) Yo T V(r)] =0

asf, que la otra integral de movimiento esta dacda por:

N 2 v 2
| = %m (gl) - (.L{‘i + ! (2.37)

r 2mir?

Para ¢l cago cldsico, el potencial efectivo puede escribirse como:

Vir)= (—L—- - Gﬂ) {2.38)

mrd r
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\ -
\/ r

Figura2,5 Grifica del perfil de! potencial efectivo para una particula, descrito en la teoria

cldsica.

7

(%)2 =E*-V(r)

Para un valor fijo de I, V{r) es descrito por la figura (2.5). Donde vemos que
el potencial efectivo descrito por la ecuacién (2.38) es similar al potencial efectivo
relativista para valores 1 — co. Pero existen grandes diferencias para r — 2M. La
ecuacién (2.27), tiene un término puro de efectos relativistas de acoplamiento entre
momento angular y potencdial gravitacional que va como (#—2). Este término es muy
importante ya que permite a una particula con momento angular penetrar al centro
del objeto ;:ompacto, es decir, se generan las érbitas de captura (ver érbita 2 en la
figura (4.2)). Esto difiere considerablemente de la teoria cldsica donde la particula no
podia atravesar una barrera de potencial y era obligada a regresar a infinito, como

vimos en la figura (2.5).
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A continuacién, consideramos brevemente la estabilidad de las trayectorias
relativistas. Las 6rbitas estables deben satisfacer que JV/dr = 0. Con avuda de

{2.27) tenemos que :

% =0= A - +3M2 =0 (2.39)

por lo que se puede demostrar que el potencial no tiene nydixine ni minimo para
[ < 2V3M ¥ Vi = 1 para I = 411
Las orbitas circulares ocwrren cuando V/8 = 0 v dr/dr = 0. De I ecua-

clones (2,28} - (2.39} tenemos ques

M2
2 e e 2,
! - 3M {2.10)
. - 20N
it {1 Al) (2.41)

rr =3
Las drbitas circulares existen por debajo de r = 34, ol caso Hmite corresponde a las
orbitas del foton (£ = £ /i — oc). Las érbitas cirendares son estables si 91 /? > 0.
¥ son inestables si PV 2 < 0. Taillina drbita cireular estable en la geomelria de

Schwarzschild e » = A1, Ta variacion de V con 72 se muestra en la figura (2.6).
2.5 Hoyos Negros de Kerr

En esta seccidn mencionaremos las propicdades mids immportantes de In familia de los
hoves negros de Kerr,” Como vimos en el eapitudo anterior la viniea sobicion de las

ccuaciones de Finstein en el vacio que corresponede a un hovo negro con rotacién o la
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Figura2.6 Grafica del perfil del potencial efectivo para particulas con diferentes momentos
angulares { orbitando en un hoyo negro de Shwarzschild de masa M. 5i la particula cae
desde 7 = oc con un parsmetro de impacto b > 3v/3M ésta regresa a 7 = o0. Si

b < 3+/3M la particula es capturada por el hoyo negro.
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solicién de Kerr. Los hoyos negros de Kerr tienen propiedades muy distintas de los
hoves negros de Schwarzschild, Una de ellas es que poseen momento angular distinto
de cero.

La geometria de los hoyos negros de Kerr es descrita por dos pardmetros, la
masa del hoyo negro M y el momento angular J. Las propiedades de los hoyos negros
de Kerr son més claras en las coordenadas (t,r,0,¢) Boyer-Lindquist {(1967) (para
nna descripeién de estas coordenadas ver [4]), donde la métrica de Kerr esta dada

COIMO:

. i
g5t = — (12 BT g GaMrsinf (2.42)
by z
=, . . 2Mratsin® .
£ Za 20?4 (12 4 a2 4 2T STON G g
A =
donee ¢ o5 la direceion de rotacién del hovo negro vy,
a= —}{7, A =1 - 2Mr + o, T=rftoleus? (2.13)

La métrica es estacionaria {(independiente de 1) y axisimétrica alrededor del eje polar
{(independiente de ¢). Definimos a como el momento angular por unidad de masa del
hove negro. Tenemos que J? = a2 M2, entonces para ¢que ol clemento de linea dado por
(2.42) represente un hoyo negro es necesario que a se encuentre dentro del siguiente
rango 0 < a? € 1. 8i ¢ = 0 recuaperamas Ia métrica de Schwarzschild, Cuando o? = 1,
la geometrin (2. 12) describe un hoyo negro con rotacién midxima. Fn caso que a® > 1
la geometria describe una singularidad desnuda. Pero este cavo no estd permitido

porque hemos aceptado como wilida la hipstesis del Censor Céamico,
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Una propiedad caracteristica de los hoyos negros de Kerr es la existencia de
una regién conocida como la ergosfera. La ergosfera se define como una regién del
espacio-tiempo donde todos los observadores fisicos estdn rotando necesariamente
en la misma direccién de la rotacién del hoyo negro. La ecuacién que describe la
hipersuperficie de espacio-tiempo de Ia ergosfera es:

1— 2rM

=0=E=2Mr=1r"+a’cus?’—-2Mr=20 (2.44)

Para el caso que 0 < a® < 1 podemos ver ficilmente que Ia ecnacién (2.44) tiene una
raiz real dada por:
ro =M + (M? — g®cos®0)2 (2.45)
Esta ecuacién define el limite estatico y es 1ma frontera de la ergosfera (ver figura
{(2.7)). Otra hipersuperficie muy importante del espacio-tiemnpo del hoyo negro de
Kerr es €l horizonte de eventos. Es un poco dificil determinario en el presente caso.
El lector puede referirse a {1,4] para mds detalles. La hipersuperficie del horizonte de
evenios estd dado por:
ry = M+ (M? - 6?3 (2.46)
" En la figura (2.7) representamos una seccién del hoyo negro de Kerr, donde vemos

claramente la relacién de la ergosfera con ¢! horizonic de eventos.

2.6 Geodésicas Ecuatoriales para el Hoyo Negro de Kerr

Para el estudio del proceso de acrecién de disco en hoyos negros de Kerr es muy

nmportante tener una idea como son las ecuaciones de movimiento para las particu-
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drventos

Figura2.7 Diagrama de un hoyo negro de Kerr.

las que se encuentran fuera del hovo negro de Kerr. Fn olras palabras, necesitamnos
resolver las ecuaciones de las geodésicas en la geometria de Kerr, I el caso de esta
geometria las solnciones de las conaciones de las goodésicas son mncho mas compli-
cadas que en la geometria de Schwarzschild. Afortunadamente, para los modelos de
discos de acrecion en un hoyo negro de Kerr solamente necesitamos las soluctones que
describen el movimienlo de las partfculas en ol plano eenatorial, es decir, o] plano
deserito por ! = 7/2. en las coordenadas de Bover-Lindquist. F1 lagrangiano de estas

particnlas esta dado por [1}:

\ -1 ! 2 N 2, # '
2 = - (1 - ;—I) a ”1 o+ Z’ ( tats ”—’L) & (2.17)

I

cntonees las ecuaciones de movimiento para / lenen la siguiente forma:
d (ALY _OL
dr \ai J

ar (1 2M) jodadl. AL

donde,

- = - — 93 = =
i I8 r B
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entonces, -

_ (1_27M)i_4“TM¢=de=_E (2.48)

mieniras que para ¢ tenermnos:

dt \ap) 0o
donde,
% = —4"%’:‘ + (1-2 +a?+ 211{%2) @, g—’;‘ =0
entonces,
_dadl, + (r2 +a®+ QMaz) ¢ = cle = —I {(2.49)

Tencmos dos ecuaciones para 1, ¥ para ¢, es dedir, (2.48) v (2.49). Reescribimos estas

ecuaciones de la siguiente manera:

M+Bo =1
Ci+Dp = -E
con,
i o(1-2), potm
r T
y 2
C = w%"—f, D=r2-§-a2+2Ma (2.50)
Resolvemos para { y para ¢,
_ _(Di+EB)
~ (BC - DA)
¥:
Cl+ EA
@

~(BC-DA)
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con ayuda de las ecuaciones (2.50) tenemos:

: FE (r* + a®r + 2Ma?) — 2aMlr

i = ( = ) (2.51)
. (r=2M)I+2aME
¢ = vy {2.52)

No necesitamos construir explicitamente la ecuacién de movimiento para la parte

radial (7). Podemos utilizar la condicién que g, v*u” = —1, es decir,
g“tz + g¢¢¢ + gt¢t¢ + g¢cq‘)t -+ g,.,.',r'z = =}
2 -2 s .2
Gul” + g¢¢¢ + 2guptp + g™ = —1

cuando resolvemoes esta ecnacion para #2 obtenemos,

PRRC S R .y LU
Grr Yoo Grr Grr
de (sta manera,
2
» (3—;) = R(E,1,7) (2.53)
donde,
R = F(r® + a*r + 2ma?) — 4aMEL — (r — 20D = mPrA, (2.51)

Primero, nos intercsa investigar las condiciones, para las que soluciones de la ecuacién
{2.53), describen partfculas moviéndose en érhitas circulares en el plano ecnatorial,
e dedir, para lay orbitas que satisfagan (1) = cte, para toda 7. En otras palabras,
buscames las soluciones donde la coordenada radial vy estd fija. 5t tenemos las si-

gaientes condiciones iniciales: r (o} = ro, dr/d7l,, = 0, podemos probar de (2.53)
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que todas Ias drbitas circulares ecuatoriales deben satisfacer:
R=49, — =0 (2.55)

Ahora podemos resolver la ecuacién (2.55) para expresar la energia E v momento

angular I, como funciones del radio r, de la sigulente manera:

2 — 2Mr : o Mr

E = - (2.56)
r (r2 —3Mr+ 2a\/l\/Ir) :
N VMr (r2 + 2av/Mr + 32)
i =+ (257)

r (‘r2 — 3Mr + QGM)%

De donde vemos que para E ¥y I sean reales es necesario que el denominador sea real.
Como este denominador es funcién de r, tenemos un radio minimo, después del cual
pueden existir érbitas circulares. Es decir, todas las érbitas circulares en el plano
8 = 7/2 deben satisfacer: r* — 3Mr £ 2av/Mr > 0. Entonces para encontrar este r
minimo, tenemos que resolver 2 — 3Mr + 2avMr = 0. La érbita del radio minimo

se conoce como la iiltima érbita circular del “fotén” y estd dada por:

ron = 2M {1 +cos [g cos™ (Fa /M)] } (2.58)

Con la experiencia adquirida en el estudio de las Grbitas en los hoyos negros de
Schwarzschild esperamos que no todas las érbitas circulares sean estables. Para nues-
tro andlisis es necesario encontrar érbitas circulares, acotadas y estables, Una 6rbita
circular no estd acotada si tiene la propiedad la energia por unidad de masa E/m > 1.

Para estas drbitas una pequefia perturbacién tiene el efecto que la particula escapa a
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infinito. La frontera que tiene érbitas que estén acotadas satisface E/m < 1. Elcaso
en que se cumple la igualdad E/m = 1, nos da la dltima Srbita acotada, resolvernos

las ecuaciones {2.56) v (2.57), obtenemos:
oy = 2AM Foa + 2AYE (M =) {2.59)

Todavia podemos tener érbitas circulares y acotadas pero (ue no son sean et
bles. Una orbita circular es estable si satisface que 8 R/dr? < 0. Cuando resolvemos
FR/dr? = 0. obtenemos la raiz positiva 1y, ast la regién r > 1. presenta Grbitas
circulares que son estables, donde ryp, s ¢l radio minimo de la tiltima érbita cirealar

cstable en el plano ecuatorial, es decir,

Yms = ‘\1{3'1-223{:[(3—Zl](3+zl+-_)zz)‘}|’2}

(1 _ ﬁ%)w [(l + 7“‘_!)1..:; N (1 _ %)m] |

02 1,2
. e pXH
(.s—-ﬁ o+ zl) . (2:60)

N
Hlj
+

W

Para tener ina stiuacion clara sobre la relacién entre los radios ¢qme hemes e wonlracdo
Sralieamos . Fmie P ige 2.8) como funciones de la masa 4 v del momento angular

especifico a del hoyo negro [13]-
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Figura 28 Orbitas ecuatoriales circulares alrededor de un hayo negro rotante de masa M,
como funcién del momento angular por unidad de masa  [13). Las curvas entrecortadas
Y punteadas (para érbitas directas y retrogradas) graficadas en los radios coordenados de
Boyer-Linquist de la dltima 6rbita estable (r,,), fa tiltima 6rbita acotada (rms). y de las
6rbitas de los fotones (ry). Las curvas solidas indican el horizonte de eventos {ri)vh

frontera ecuatorial de fa ergosfera (rp).



Capitulo 3

ACRECION ESFERICA

3.1 Introduccién

Clomo vitnos en ¢l capitule anterior los hoyos negros se caracterizan por no dejar
escapar ninguna forma de radiacién de su interior. Especificamente, al analizar la
figura (2.2) del capitulo anterior, vimos que de la region II ninguna sefial puede egar
a la region 1. Normalmente, la deteccidn y el estudio de los objetos astrofisicos se
realiza a bravés de las observaciones de radiacion clectromagnética gue éstos cmiten.
Fin ocasiones se emplean otros mecanismos, por ejemplo, la radiacién de neutrinos
y otras particnlas cargadas en forma de viento estelar. Desde esta perspeciiva en el
caso de hoyos negros no podemos utilizar el concepto de radiacion electromagnética ni
otras formas de radiacién para detectarlos porque simplemente no emiten radiacion.
Posiblemente, ln radiacién gravitacional puede dar informacidn sebre los hoyos nogros.
Auncue, por ahora la astronomia de radiacién gravitacional no existe, esperamos que
en ¢l futwro con ol desarrollo de detectores de ondas gravitacionales, la radiacién

gravitacional puede contribuir al cstudio de hoyos negros. Pero en este momento
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¢l problema es jCémo podemos detectarlos? Especificamente, en esta tesis estanos
interesados en entender los principios fisicos en los que se basa su detecridn.

Debemos tener en mente que aungue los hoyos negros no estdn emitiendo
radiacién, todavia ejercen influencia gravitacional en otros objetos celestes cercanos
a &l, éste es un principio bésico que utilizaremos para su deteccién.

En €l capitulo primero vimos que tanto las enanas blancas como las estrellas
de neutrones estdn soportadas por la presién de degeneracién de electrones y de
neuirones respectivamente. Ademis, concluimos la existencia de una masa maxima
para las estrellas de neutrones MZ3,, cuando analizamos la grafica (1.1). Los modelos

tedricos de las estrellas de neutrones usando diferentes ecuaciones de estado indican

que M est4 probablemente acotado por [18}:

M2, < 5BMg (po/Prue)

donde p,,,. = 2 x 10"gr/cm® y py = (0.5 — 5) ppy. €s la densidad de volumen de ma-
teria imclear. Hasta el momento no hay un consenso general del valor exacto de esta
masa limite, debido principalmente a la incertidumbre de la fisica del interior de las
estrellas de nentrones. Basados en la teoria v las observaciones los fisicos y astrofisicos
creen que la masa méaxima de las estrellas de neutrones satisface que: M5, ~3Mg ¥
p;)siblemente se incrementars hasta un 25% cuando incluyamos efectos de roiacion.
Aunque tedricamente es posible establecer configuraciones con masas mayores a Mz,
estas configuraciones requieren condiciones muy especiales y por ello son llamadas es-

trellas exdticas. Si tenemos un método para determinar la masa del ohjeto compacto
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Al ¥ los resultados de este procedimiento nos lleva a (ue Al > 3Mg, el concenso
general de fisicos y astrofisicos es que tendremos evidencias fuertes de que ¢l objeto
compacto es un hoyo negro. Este criterio es, hasta el momento, ¢l més poderoso y
confiable. Pero ¢uueremos comentar brevemente que este criterio de masa presenta
algunos problemas. Primero, no es ficil determinar observacionalmente la masa del
objelo compacto. Segundo, exdsten otros incotivenientes, entre estos podemos men-
clonar algunos objetos hipotéticos, construidos por astrolisicos, con masas mayvores
que AL, por ¢jemplo las estrellas de quarks. Entonces el consenso general <e fisicos
v astrofisicos es ue necesitamos otras evidencias para concluir definitivamnente que

un objeto compacto con M. > 3A[ s un hoyo negro

Fu seguida, presentaremos un breve resumen de las evidenciag nets recientes
de los hoyos negros estelares basados en el criterio de masa. Una situacion muy clara
donde la influencia pravitacional de los hoyos negros puede ser observada os on las
confignraciones donde un hoyo negro constitnye un sistema binario con olra estrella,
Observacionalmente sabemos (e mas del 50% de las estrellas en nna galaxia tipiea
s¢ epenentran en sistemas binarios.  Ahora indicaranos hrevemente la posibilidad
de cue an sistema binario cerrado cvolucione a una coniiguracion donde nna de las
estrellas es un objeto compacto. Tipicamente, de la teoria de la evolucién estelar [8]
las estrellas mas masivasy quemardn mas rapicamente su combustible macear, Ademsds
normadmente no esperamos gne 1as dos estrellas tengan la misina nsa en ol momento

e su nacimicnto. Entonees si una de ellas s mas masiva puede convertizse en un
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objeto compacto mientras que la otra sigue siendo una estrella normal. De esta
manera, un sistema binario pucde estar conformado por un objelo compacto ¥ una
estrella normal. Fxactamente se han observado sistemas binarios donde e compacto
€s una enana blanca v - iros donde es una estrella de neutrones, pero también existen
casos donde se espera que el objeto compacto sea un hoyo negro. Astrofisicamente,
. existe una clase de sistemas binarios que se clasifican como: a) Sistemas Binarios
de Epanas Blancas; b) Sistemas Binarios de Estrellas de Neuntrones y ¢) Sistemas
Binarios de Candidatos a Hoyes Negros. Ademsds una clase de sistemas binarios
¢ue nos interesan son los sistemas binarios de rayos-X (XRB). Estos sistemas son
iy Importantes por varias razones. Una de ellas es que muchas veces nos permiten
acotar las masas de las dos estrellas componentes del sistema. En la siguiente seccién

analizaremos brevemente como podemos hacer esto.

3.2 Determinacion de la masa de Sistemas Binaries de Rayos-X

Corno mencionamos anleriormente, una de las evidencia mds [uertes para conchur Ia
existencia de hovos negros es el criterio de masa. Es decir, sl podemos determinar
que la masa del objeto compacto A, es mayor que tres masas solares A, > 3Alg,
tenemos fuertes evidencias que el objelo central es un hoyo negro. Por esta razén
astronémicamente es muy importante determinar Ia masa del objeto compacto. Para
un objeto compacto aislado es mmy dificll determinar su masa. Afortunadamente,

en nn sistema binario cerrado bajo dertas condiciones podemos medir observacional-
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Figura3,1 Diagrama del plano ecuatorial de un sistema de dos estrellas con masas M, y

My, 7i es |a normal al plano orbital y O representa la direccién de la linea de observacion.

mente la masa de sus componentes. Dependiendo de la naturaleza del sistema binario
la determinacién de la masa puede lograrse utilizando la teoria de gravitacién newto-
niana o incluyendo efectos relativistas generales. ‘l'ipicamente en sistemas binarios
compuestos por una estrella normal y un objeto compacto, los efectos relativistas son
despreciables {pero en sistemas binarios que involucran dos objetos compactos los
efectos relativistas se vuelven muy importantes). Fn lo que sigue indicaremos como

puexie ser determinacda la masa del sistema dentro del marco newtoniano.

Il objeto central est4 determinado por la llamada funcién de masa [1]. Para
cncontrar ésta fimeidn, consideremnos dos estrellas ¢ue en primera aproximacién son
esféricas, con masay My y My las cuales constituyen un sistema binario cerrado.
Aswumnimos que giran en drbitas circulares alrededor del contro de masa. La figura

{3.1) nos muestra este sistema visto en el plano orbital. Ta distancia de scparacidn



72 ACRECION ESFERICA

entre las dos masas es a, y sus distancias al centro de masa son ¢ y a3 :

ai+a; = e, (3.1)

Mlﬂ] —Mzag = (3.2)

Fn la figura (3.1) €l dngulo { es Hamado el dngulo de inclinacién del plano orbital a
1a linea de observacidn. Si consideramos el movimiento de la estrella con masa M,

1a velocidad radial vr en el centro de masa estd dado por:

2
vp =wa; = —;al (3.3)

Con T el periodo orbital de la estrella con respecto de su centro de masa. Cuando

proyectamos la velocidad radial sobre la linea de observacidn obtenemos con referencia

en 1a figura (3.1):

vy = }?—Tal sini, 3.4)

Esta velocidad v;, en muchos casos, puede ser determinada espectroscépicamenie, al
igual que el periodo T. Alternativamente, para pulsos de rayos-X nno puede medir
vanaciones en el tiempo de llegada de los pulsos.

De las leyes de Kepler tenemos gne:

&

G (M; + M. om\?
( ;:" 2)=(?) (3.5)

De las ecuaciones {3.1) ¥ {3.2) obtenemos:

o=t M

M2 ay, (3°6)
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¥ entonces,
(Afysini)” T}

M, My, i) = o280
S My )= R T G

(3.7)
La funcién f es llamada la funcién dc mase para M. De las observaciones podomos
conocer el lado derecho de esta cenacién .

Para algunos sistemas binarios de rayos-X, ha sido posible medir la fucion
de masa tanio para la compafiera 6ptica como la funcién de masa de rayes-X. Obte-
niendo:

[ = (Mosini)® __-17.(alsiru")3
dxr

P (Al, sin#)’? _ T
(M, + Mp)° grr )

T (Mg + Ay 2RC

L (38

donde 7 se refiere a a fuente de rayos-X v 0 a la companera 6plica. Ta razén de estas

dos exprestones nos da la razén de masa g,

M,
= el 3.4
=, @4
v entonces podemos reeseribir la ecuacion (3.8) como:
. 1 2
af, = L+ a) (3.10)

sin®/
Un walor vinico de M, todavia depende del pardmetro siné que generabmentie no
conocemos. B la practica, modiante observaciones podemmos. acotar este valor v
obtener una aproximacion de la masa de la compadiera. Tipicamente, ol dngulo de
inclinacion puede determinarse de tres maneras: a) Via observacion de eclipses de
ravos-X; b) Curvatura éptica de la luz; y ¢) Variaciones de polarizacion (para nuds

detalles ver [11). De osta foriua, la funecién de masa nos da informacion de la masa

del compruclo.
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Las tablas siguientes [14] muestran las medidas mss recientes de los sistemas
binarios de rayos-X més importantes. Estos sistemas estdn clasificado de acuerdo a
la masa del “donador”, es decir, la masa de la estrella normal. Asi tenemos: LMXB
(sistemas binarios de _ayos-X poco masivos), HMXB (sisternas binarios de rayos-X
masivos} y candidatos a hoyos negros. En la primer clase, es decir, LMXB la masa de
la estrella normal es menor que 1M, mientras que para HMXB la masa del donador
es mayor que 10M,,. En la primera tabla se dan los valores de la funcién de masa y

¢l Hmite inferior de la masa del objeto compacto.

Objeto Tipo J(M)

GRO JO 122432 (XN Per 92) | LMXB | 1.21 £ 0.06 >4

A 0620-00 (XN Mon 75) IMXB | 2.1+ 0.08

GRS 1124683 (XN Mus 91) | IMXB | 3.01£015| 5-75

4U 154347 IMXB |0.22+£0.02| 1.2-79
GRO J1655-10 (XN Sco 94) | LMXB | 3.16 + 0.15 | 7.02 £ 0.22
H 1705250 (XN Oph77) |LMXB| 4+08 | 49+13
GS 20004250 (XN Val 88) | LMXB | 497401 | 85+15
GS 2023+338 (V404 Cyg) | LMXB | 6.0840.06 | 12.3+03
0538641 (LMC-X-3) HMXB| 23+03 | 7—14
1956-+350 (Cyg X-1) HMXB | 0.24+001| 7-—20

Tabla 3.1 Los mejores ceudidatos & hoyos negros entre los sistemas binatics de rayos-X [14].

Los objetos en la tabla 3.1 son candidatos a hoyos negros. La masa inferida
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{dada en unidades de masas solares) del objeto compacto es mayor que Mg, . Excepto

¢l sistema 41U 1538-52, aungue la incertidumbre en la masa es muy grande.

Nombre i(*) M, (Mg) Meomp (M)
HMXB
Vela X-1 > 74 1.88(+0.69, —0.47) | 23.5(4+2.2,-1.5)
4U 153852 | 68 (+0,—8) | 1.06{+0.41,—0.34) | 16.4(+5.2,—4.0)
SMC X-1 70(+11,-7) | 1.6 £ 0.1 17.2+086
IMC X4 65 (+7,—6) | 1.47(+0.44,-0.39) 15.8 (+2.3, —2.0)
Cen X-3 > 66 1.08 (+0.57,-0.52) | 18.4(+4.0,—1.8)
Her X-1 > 79 1,47 (+0.23, -0.37) 2.32 (+0.16, -0.29)
LMXB
Cen X-4 30 - 37 11-19 < 0.2
AT 1626-67 | 936 1.8(+2.8,-1.3) < 0.3
Cyg X-2 <73 > 1.42 (=0.08) < 0.47 (+£0.03)
(U 2120447 | > 70 0602 0.4+0.2

Takla 5.2 Masts o estrellng de neutrones: Pulsares Binarios de ravoseX y de Radio [L1].

En las tablas 3.2 y 3.3, la masa del objeto compacto se ha determinado como la
masa de la estrella de neutrones. La diferencia entre estas tablas e que en la tabla 3.3
los cdlenlos de la masa del objeto compacto utilizan mediciones de efectos relativistas,
las componentes del sistema binario son dos estrellas de neutrones, mientras que la

tabla 3.2 se refiere a sisternas binarios de rayos-X.



76 ACRECION ESFERICA

Nombre Método | my, (Mg) m, (Mg)
J1518 — 4904 | B W 1.54+0.22 1.09+0.19
B1534 +12 R, w 1.338 £ 6.012 1.341 + 0.012
B1802 - 07 R, @ 1.28 + 0.16 0.35 +0.07

BI855+09 | Ra | 1.27(+0.23,~0.15) | 0.233(+0.026,-0.017)

Bi913+16 | Rw 1.442 4 0.003 1.386 + 0.003
B2127+11C | R, w 1.350 £ 0.040 1.363 £+ 0.060
B2303+46 | R,w 1.20 +0.26 1.40 £ 0.24

Tabla 3.3 Masas de estrellas de neutrones con efectos relativisticos en pulssares binarics {14},

De las tablas anteriores, es importante resaltar cue la masa observadas de los
objetos compactos que son estrellas de neutrones son todas menores que tres masas
solares. Mientras que para todos los candidatos a hoyos negros su masa excede dicho
el valor, es decir, Ma  ~ 3M;. Ademds para los candidatos a hoyos negros no se
ha visto ninguna evidencia de que sean estrella de neutrones. Es decir, nunca vimos
en estos sistemas binarios: a) pulsares de radio; b) pulsares de rayos-X o ¢} Burts
de rayos-X. De hecho, de la evidencia observacional es casi seguro_que la teoria de
evolucitn estelar es correcta y é&sta indiea probablemente la existencia de hoyos negros.

Auncque la medicién de masa y las observaciones nos dan informacién muy
significativa y afirmativa sobre la existencia de hoyos negros, no las podemos usar
para probar definitivamente que un sistema binario tiene un hoyo negro.

La creencia general de los fisicos ¥ astrofisicos es que el fendmeno de acrecién
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Figura3,2. Espectro obtenido con el MIR-KVANT de tres tipos de sistemas binarios de

rayos- X {14].

ticne informacion adicional v es posible, en principio, distinguir la naturaleza de los
ohjetos compactos on sistemas binartos. La razén e csta creencia o5 clara de la fignra
(3.2). Fsta figura indica que el espectro de raciacion de rayos-X, tipico de un sistema
LMXB (como SCOX-1} de un sistema IMXB {como AOB35+26) en los que el objeto
compacto ¢s seguramente una estrella de neutrones, ¥ o espectro de un candidato a
hovo negro BIIC (como GS20234+338 ) [L1]. Fstos espeetro fuevon observados por o
detector raso MIR-KVANT [14]. Como podemnos ver de la lipura {3.2) ol espeetyo de
estos sistemas o8 muy distinto en la parle de altas energias. Particularmente nolar
que la cola de Ia ley de polencias en el BHC se extiende hasta energias muy altas,
Fata colt de la ley de potencias no se ve en nnsistema XRIB con estrellas de nentrones,

Comunmente se eree que la cola de la lev de potencias es nna signatura para los hovos
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negros. En la siguiente seccién estudiaremos ¢l proceso de acrecion, particularmente
explicaremos porgue d {enémeno de acrecién puede dar una signatura donde podemos

diferenciar, en principio, un hoyo negro de una estrella de neutrones.

3.3 Generalidades de Ia Acrecién, Luminosidad de Eddington

En general, entendemos por acrecion: el proceso gravitacional por el cual las es-
trellos ulrapan particulus del medio interesielar gue las rodea. Dependiendo de las
condiciones gravitacionales donde la acrecién tenga lugar, una cantidad de energia
gravitacional es convertida en otra forma de energia. Posiblemente parte de esta ener-
gia es emitida en forma de radiacién electromagnética. Por esta razon, el fenémeno
de acrecién puede ser un mecanismo muy poderoso para el proceso de determinacion
de la existencia de hovos negros. La posibilidad de que el material acretado por un
objeto compacto sea una fuente importante de radiacion fue sugerida por primera
vez por Zel dovich(1964) [15] y Salpeter (1964) [16]. Antes de estudiar con detalle el
proceso de acreeién es importante mencionar un hecho ohservacional que refuerza la
idea de Zel “dovich [15] ¥ Salpeter [16] que la acrecién es un mecanismo muy efidente
para transformar energia. Fsto Io podemos ver utilizando un argumento muy sencillo
[20]. Cousideremos un gramo de masa que estd acretando en la superfide de upa
estrella de neutrones tipica con M = 3My y R = 10km. Tenemos que el potencial
gravitacional esté dado por @ = —GM/r, entonces la fuerza {considerando la simetria

esférica) estd dada por: F= —GM /r?é,, podemos calcular el trabajo necesario para
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Pevar la particala con masa de un gramo de infinito a la superficie de la estrella, es

decir,

R
W o= j Gwimdr =GMm/R,
- T

para el caso de la estrella de neutrones tenemos:

(6 x 10~%cm®/gs™) (1.989 x 10%g) 1y

w = 10 en

W~ 10%eryg (3.11)

Por otro lado, st analizamos el proceso en ¢l cual un gramo de masa involucrado en
reacciones de fusién nuclear, por ejemplo, un gramo de hidrégeno convertido en helio,

tencmnos que la conversion de masa a energia ticne la siguiente forma:
AE, e = 0.007me = 6 x 10%ery (3.12)

comparando estas simples estimaciones (3.11) y (3.12), tenemos que ¢l fendmeno de
acrecién gravitacional puede ser un mecanismo mds eficiente para convertir energia
eravitacional a otras formas de energia que Ja fusion mmclear [20].

Por supnesto, anue 76l dovich v Salpeter se dieron cuenta ¢que la arrecidn
cra 1 mecanismo Lmportante para la deteceion de ohjetos compactos, I idea no fue
Qesarrollada por la falta de instrumentos adecuados para realizar las observaciones
gencraclas por la acrecion. Fsta situacion cambio durante los afios L96G0-1970, con ¢l
Lamiento del cohete Aerobe que levaba tres contadores Geiger. Estos pronto des-
cubrieron (ue nuestra galaxia contione Mentes discretas de rayos-X, fuentes brillantes

en ol ciclo en wna banda de energla de 1-10 KeV. Posteriormente el 12 de diciembre
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de 1970, el primer satelite, Uhurn, fue lanzado por Ia NASA desde la costa de Kenia.
Este satelite estaba enteramente dedicado a realizar observaciones de rayos-X en la
banda de 2-500 KeV, revolucionando muesiro entendimiento de las fuentes de rayos-
X césmicos. Antes de marzo de 1973 se habian identificado més de 300 fuentes de
rayos-X. Mds o menos en la misma década, se descubrieron los cuasares en 1963 y los
pulsares en 1968. Estos descubrimientos motivaron € estudio tedrico intensivo de los
hoyos negros. La observacién de fuentes binarias de rayos-X como Cisne X-1 a prin-
cipios de los 70’s nos da una primera evidencia creible de la existencia de los hoyos

negros (para un desarrollo histérico de la astronomia de rayos-X ver por ejemplo [1]).

Aunque Ia idea central de la acrecidn es en general sencilla, modelar esta acre-
cién se vuelve muy complicado, ya que la fisica de la acrecién involucra varias disci-
plinas. En general depende de la teoria de gravitacién que utilicemos, ya sea la teoria
pewtoniana o la relatividad general, ademds debemos considerar la hidrodindmica,
la fisica de plasma, y en algunocs cascs la fisica muclear y la fisica de transportes ra-
diativos. Independientemente de los detalles, todos los modelos de acrecién suponen
la aproximacién hidrodindmica para el material acretado. En esta aproximacion el
camino libre medio ! satisface que I < I eon L la escala caracteristica. Esta condi-
cidn en general no es vdlida para todos los casos, pero en el problema de acrecién,
la materia acretada posee un campo magnético congelado y en este caso los iones y
electrones estan acoplados a las lineas de campo magnético [1,15,18,20]. Lo que hace

que la apraximacién hidrodindmica sea vélida.
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En la mayoria de los modelos que describen la acrecion la mayor parte de esta
energia potencial gravitacional es convertida en radiacion electrornagnética que escapa
a infinito. En general, en el fenémeno de acrecién tenemos interaccion de la materia
acretada con los fotones emitidos. De los principios bdsicos de la fisica sabemos ¢ue
la materia con carga interacciona con la radiacidn por la Dispersién de Compton.
Esta nteraccién ticne como consecuencia que la materia cargada absorba energfa v
momento del campo de radiacién, entonces hay una fuerza efectiva de radiacién que
actua en el material acretado. Aunque esta fuerza actua predominantemente en los
eIec)trones, dado que &stos estdn acoplados electromagnéticamente con los protones,
la fuctza de radiacién actua electivamente en todo el plasma. bistas consideraciones
levan a la definicién del coneepto de la Luminosidad de Eddington 1,204,

Vameos a calenlar esa luminosidad en o caso especial en que la acrecion tiene
lugar en un objeto compacto esférico, ¥ por simphicidacd suponemos que la [uerva de
pravitacién es newtoniana. Considercmos un elemento del plasima en un voluruen
pequeiio acretando en ol objeto compacto a una distancia + del objelo compacto.
La fuerza de gravitacion, suponicndo que ¢l plasma acretado estd compuesto por

eleclrones v protones tiene la siguiente lormn

_GM, +m,) N ERYIT
- 2 — ;2

F

donde hemos wtilizado o] hecho que my, 23 e Por otro lado,
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es la seccién tranversal de dispersion de Thompson para el proceso e + v — ¢ + /.

En general los fotones interactuan con los protones, con la correspondiente seccién

transversal dada por:
8% 92 *
Op = -
3 (mi,cz)
pero,
m
7, = —2 (3.13)
G /0y 2 = 0, K 0, (3.5

entonces podemos ignorar la componente ¢, del protén. Ademds para este flujo su-
ponemos S como el flujo de energia a un radio r con [S] = erg/cm?s, st multiplicamos
S por la seceidn transversal de Thompson o, ¥ la dividimos por la velocidad de la luz

tenemnos:

esta cantidad representa el cambio de energia y de momento del campo de radicién
{fotones) con la materia del fluido (electrones). En otras palabras, F es la fuerza
que ejerce €l campo de radiacién sobre los electrones. Sea I la luminosidad total del
campo de radiacién con [L] = erg/s, entonces /(47r%) = S. Entonces la fuerza de

radiacidn que actiia sobre los electrones est4 dada por:

Fradi‘&: E &

¢ izr? ¢

para esle elemento del fiuido a fuerza neta Fr que actiia sobre ¢l estd dada por:

GM
Fr= 1-2%_4

L

L o

? ¢
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de esta forma podemos ver que en el caso de que Fr < 0 no hay flujo de acrecién
porque hipotéticamente la fuerza de radiacién es muy alta. 19 valor lMmite de la

hupinosidad cuando Fr = 0 se define como la huminosidad limite de Eddington:

ir ¢

1 Lo
7—_5 [GJme - ——t] =0

enlonces,

4reG My,
T

L(:dd =

podemos escribir esta luminosidad de una manera mds clara:

dreGm. A
Lt = ﬁ_’(__) M

[ ﬂfo
= 1.3 % 10% M erg/s {3.14)
Mg

I otras palabras la luminosidad de Eddinglon es la lominosidad donde ka presion de
racliacion para un Aujo esférico que se mueve hacia nn objoto compacio con simetria
esférica esta badanceado con la fuerza de gravitacion. Podemos interpretar csa lumi-
nosklaud como la madxima luminosidad para la acrecién en estaclo estable en un objeto
de masa Al Apesar de ¢que, en la derivacion que presentamos, consideramos acrecion
osférica en wn campo gravitacional newtoniano, ¢l concepto de luminosidad de Fd-
dington signe siendo 1itil para otros tipos de acrecién v sirve como wna luminosidacd

caracteristion.

Muchas veees en kos problemas de acreeién introducimoes el coneepto de la

cliciencia . Este cocliciente de eliciencia estd delinido como La razén de la luminosidad
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«ue observamos a infinito dividido por Ia tasa de acrecién a infinito, es decir,

L
=T
El valor exacto de este pardmeiro depende fuertemente del modelo de acrecidn que
estemos usando. Un concepto que nos serd de gran utilidad es 1a tasa de acrecién de
Eddington M.y Esta tasa de acrecién define la tasa de acrecién necesaria para el caso
de acrecion estable y esféricamente simétrica, donde la luminosidad de Eddington a

infinito tenga una eficiencia de n = 0.1 = 10%, es decir:

«  _ Lpw _ w{ M
Mei = O 14x10 Mg g/s

3.4 Acrecién Hidrodindmica Esférica

En esta seccién aplicaremos los conceptos presentados en la seccién anterior a un
problema astrofisicamente interesante. Particularmente, estudiaremos el modelo de
acrecion esférica, posiblemente el més sencillo [24,25]. Aunque, podemos estudiar
este tipo de acrecién para cada objeto compacto, es decir, enanas blancas, estrellas
de peutrones u hoyos negros, por razones que veremos mas adelante supondremos
que el objeto compacto es un hoyo negro. Para ello asumimoes que el hoyo negro
satisface las siguientes condiciones: a} Se encuentra aislado en una regién del univer-
so, posiblemente en la Galaxia, y estd acretando materia interestelar, y b} No estd
rotando. Entonces, por los teoremas de unicidad que vimos en el capitulo segundo,
la geometria estd descrita por la métrica de Schwarzschild. Ademés suponemos que

€l proceso de acrecién es estacionario, es decir, el flujo no cambia con €l tiempo. En
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esta tesis no analizaremos los modelos-de acrecién que varien con el tiempo {acrecion
de flujos no estacionarios). Aunque al inicio del proceso de acrecién uno espera que
el flujo dependa del tiempo, podemos pensar ue después de un breve tiempo de
transicién Ilega a un estado estacionario [para acrecién hidrodindmica estacionaria
ver también [23]]. Entonces nuestro modelo de acrecién es independiente del tieinpo,

posec simetria esférica y la métrica del espacio-tiempo estd dada por:

24 INTY L e
ds? = — (1 - —I) dt? 4 (1 - gﬂ—) dr? + r2dt? + 12 sin 0do? (3.15)
r r

Suponemos que ¢l material acretado satisface la aproximacién hidrodindmica y por

simplicidad asumimos que es un fluido perfecto de prucha, entonces ¢l tensor de

energia-momento del fuido estd dado por:
’I‘G.J = (f) + 'P} Uty + I,.qnd (3.16}

v la corriente baridnica por:

Joo= g (;17)
Donde p es la densidad total de energia-momento incliyvendo la contribueion de ener-
gia térmica, £ os la presién isotrépica ¥ u s la kvelocidad hidrodindmica media
el fluido. Como ¢z cormin suponemes (que los clectrones ¥ los protones estdn en
cquilibrio local térmico entonees tienen la misma kvelocidad hidrodindmica media.
Ambas eantidades, es decir, 1,5 v J, se conservan:

v .
FI =0 (3.18)

o {oa™) = 0 (3.19)
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Ademés, Ia primera ley de la termodindmica combinada con Ia segunda nos dice que:

o B o l - a o
7o (£)+ P v, (n) =Tu Ve § (3.20)
donde 5 es la entropia por bariones y T la teinperatura, medidas en un sistema local

el fiuide.

La versién covariante de la conservacion del tensor energia es equivalente a:

W Tup+(p+ P)Gau® = 0 (3.21)

P+ Plu’ g u® = -V P —uu’V,P (3.22)

Para satisfacer las condiciones de simetria eslérica y de acrecién independicnte del
tiempo tomamos: p = p(r}, P=P(r),n=n(r)vu= (u*(r),« {r)). Para amphbar
las apliaciones de nuestro tratamiento, vamos a realizar los cdleulos utilizando una
métrica mas general escrita de la siguiente forma:

1
I{r)

ds* = —f(r)di® + dr? + g (r) dQ? (3.23)

Por supuesto coando f (r) = (1 - 2M/7) y g(r) = r?, recuperamos la métrica de
Schwarzschild. Primero analizamos el contenido de (3.21), donde €l primer término

de la ecuacién estd dado por:

d
U T p=u'Vip+uV,p= u"éi: (3.24)

para calcular el segundo término de dicha ecuacién necesitamos conocer {(Fat®).
Sabemos que la derivada covariante T,uz tiene la signiente forma:

Ju
Valg = 5";? —_ I"gﬁuk
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entonces,

a8 d?l;j

=9 g g qun (3.25)

Vat™ = QQ"{j Ve g

Cuando usamos la métrica (3.23), (3.25) toma Ja signiente forma:

Ju ; \ . -
VQUQ — grr_é:f _ gcariituk _ erri;.ruk _ geerkmuk _ g¢¢rh¢¢’uk

desarrollando,

r'r( T

Vat® = g e g*T e — g Tur — g7 e — g7 T te —

—gwl"teou,, — gaer"eau, - g"btbrtw‘ltg —_— gwrfw,u, (3.26)

para calcular el lado derecho de la ecuacién (3.26) necesitamos calelar los simbolos
de Christoffel para la métrica dada por (3.23). Como vimos en el Capitulo primero

ostan definidos como {ver cenacion {1.12))

o =_]; av ayvu + gy “a.(ljl)\
72 9 (')XA (’)Xﬂ- 6xp

necesitamos calewlar T, T8 TH, v T% con k = t, ¢, y obtenemos:

rrs

I — wj;(nz Q@ agvb__g.gﬁ
R A I R TR N
r L (O  Ogn  Ogu

Uy = 597 |5 -

2 a ot or
r el
My = -3¢ (7)155)

utilizendo que gu = =1 (), gor = /7 (1), g" = =1/ () ¥ ¢ = [ (r) , tenemos:

= o (258) (327)
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mediante un procedimiento andlogo obtenemos:

1 Jgu

I““ = —Q-gt"’ (%):0
1
2

ro= 3w (%) =305 (m) =70 (50)

- ()

- (%) o

r = -3 (%) --3r 00 (52

o - i (%)

ry = —307 (%) =57 s (%) (328)

sustituyendo los valores de los coeficientes métricos y las ecuaciones (3.28) en (3:26)

obtenemos:

oo = 0 i (B

e )[ )]
g() % )}
+ oy 3 0o (25) (3.29)

simplificando la ecunacién anterior tenemos:

Vatt® = f () %‘: aj;ir)ur+ ; 53 6$) u,

(3.30)

utilizamos que u® = g™Pug, entonces u” = u, f (r) y v’ = w/f (r), (3.30) queda:

o D (N, ) F)Oelr) (v
Vet "f”ar(ﬂr))*f(r) a o) or (f(r)) (3:31)
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entonces,

" w 8f(7')+ w Af(r) 1 aglr)

Vel = B T ae T e el e
_ 81r’"+ 1 8glr) ,
= e g o ¢
_ 1 N Bglr) .
= 03 (#0055
Finalmente tenemos:
a2 O ot
Vall” = gy o (u"g () (3.32)

Regresando a la ecuacién (3.24) que podemos escribir, utilizando (3.21} v (3.32) como

sigue:

),
u’i.’ +(p+ 1)

o wWy(r)) =v (3.33)

1 a
EE

Ahora vamos a analizar la ccuacion (3.22). Para cllo, es necesario caleular (o 745 07,

Pero:

Su

E B &

w'gaut = u’ ((,)r": - F...ma-)

Para la métrica (3.23) tenemos,
4 (- r(l)“'* ol I-\.' —_ rr — at 1—.-' T l—'r‘ (‘ il)
UG = Mr‘)r w ", —wl e L —atw L h®

dende necesitamos conocer I, T T v T, Para Ta mdtrica (3.23) teneimnos gue
rrrr. = ig” f‘)ﬂ“ a.‘fh,, . ""..flm
2 F2 I | M
L. 1, i 1,0k
Ty = g motd, 4 oy S - g
2 20 2
1 .'rf_)._‘fj_f_ r
5'( in
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de mianera similar obtenemos los demds simbolos de Christoffel, sustituyendo los
cocficientes métricos tenemos:

11 a5,
2f(r)
1 1 8f(r) .

rrra -y "'—6(:

2f(™ or
r. = 2120

L 11 90
Te = 7370 or

(3-35)

sustituyendo las ecuaciones (3.35) en (3.34) obtenemos:

Bu, - Bt 1 1 3f(r)

1= a r__r t t T _

v’ U _“'6:6“ 56 2%(1"(2") o &%,
61‘

1
2
1 (1 a0 .
Ty (f(r) )‘5:* (3.36)

usando que v, = (") /F(r) y vy, = — (‘u‘)2 F({r) y agrupando los términos co-
munes tenemos:

'Qu_T_Fl(
U I 2'U

g @
wveu = TIEm o

+ [ur%r&] ) (3.37)

N2 | 1) of (r)] 5t

ahora el lado derecho de la ecuacién (3.22) estd dado por:

ap .
VaP - Eba
3 ar aF aP
UtV P = ug (u‘§+u’"g) = Qu"g
oP
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de esta manera tenemos gue:

— Yo P~ uquf VP = wutu’%i;éi - (uru"%% + %?E) &y, (3.38)

multiplicando la ecuacién (3.37) por (p + P) e igualando con (3.38) obtenemos dos

ecuaciones, para o = {:

6?1.1 aP _ P
(p+ P St —u =0 (3.39)

¥ para € =18

0P 0P\ _ oy (P, 100
_(u,.u 6‘1‘+31‘) = (p+1)(u r +2("u.) B +

MEOF
L) 9f(r) (3.10)
2f2(r) Or
wtilizando que la Jbvelocidad estd normalizada, g™ utu? = —1, podemos escribir:
. 1 : ,
()’ = ==+ -—L— (u" ) (3.41)

simplificanco,

(/} K) (nr%ﬂ L ?f‘,.)) - Er) L (wyere) G

asf la ccuacion (3.22) queda expresada de la siguienle manera,

T S /LT SNPPANG £) Rt
L b rrw b A AL A (343

Fste s ¢l contenido de la cenacién de Fuler como funcién de #". A continnacion, ana-

Tizaremos la conservacion de la corriente bariénica, asi podemaos reescribir la ocuacion

(3.19} como:

W Fan + 0 " =0 (3.0
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utilizando la ecuacién (3.32) tenemos que:

oo 1 0
vuu’ = g ('l") ar (u g(’r)) (3'45)
ademds para este caso,
U G = u"% (3.46)

utilizando (3.45) y (3.46) podemos escribir la ecuacién (3.19) como:

Lon om0 . _ .
woa pray. (ug(r))=20 (347)

escribiendo de manera explicita la derivada y multiplicando por g (r) la ecuacién

anterior obtenemos:

~on L 0g(r) _
g{r)u a +ng(r) e + nu o = 0 (3.48)

Entonces, la ley de qonservacién del nimero de baricnes puede ser escrita como:
2 (nu'g(r)) =10 (3.49)
ar EIVE = '

Resumiendo, las ecuaciones (3.19), (3.21) y (3.22) que describen el movimiento de un

fluido perfecto acretado en un hoyo negro de Schwarzschild, son las siguientes:

2 (mglr) = 0, (3.500)
(p+P 22 = o, (350b)
v o ST (@ re) - 5 6

A continuacién estudiaremos la ecuacién (3.20), con las mismas condiciones que anali-

zamos las ecuaciones de conservacion (3.18) y (3.19). Primero calculamos la cantidad
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de calor que es producido cuando ¢l fluido es acretando hacia el hoyo negro, es decir,
Q = 1"V Q = Tu"V,.S (3.51)

donde S es la entropia por bariones y T la temperatura, medidas en un sistema inercial

local del fivido. Desarrollando el lado izquierdo de la ecuacion (3.20) tenemos:

o G erea (3) = v ()i ()
+PU%G>+P W)

1y _ 1 dp W dn N -
U ch( )+Ptr va( ) = U rlda( p+P) (3.52)

I

sustituvendo los valores que hemos encontrado para w"dp/dr v t"dn/dr, es decir, las

ccenaciones (3.33) v (3.47) en la anterior obtenemos:

ptPy L B et 18 -
n g (T) or ('“- 4 (f )) + " ( )(‘)? ( ! J'(, )) (""J‘{)
con este resultado la ecuacién {3.20) gueda:
TR v ( ) + P u® Ja (l) =Tu" 7. 5=0 (3.51)

Fate resuliado es iy importante. Nos dice que siempre que se satisfagan las leves
de conservacién {3.18) ¥ (3.19) no habrd gencracién de calor, os decir, Ja entropia
se mantendrd constante v ¢l flujo serd adiabdlico. A conlinmacion, resolvemos las

eenaciones (3.50a) ¥ (3.50¢), Dircctamente de ln ceuncion (3.50a) tenemes:

dmmnutg{r) =\ (3.55)
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donde A es una constante definida como la tasa de acrecién ¥ m €3 la masa caracte-

ristica del material acretado. Por otro lado, de la ecuacién (3.54) tenemos que:

L0erd (D) - o
LO-20)-1E) -0 ow
entonces,
() (027
utilizando la ecuacion anterior reescribimos la ecaacién (3.50c¢):
o (D) @ s -3 L0t mo a9

agrupando términes, dividiendo por n,

n 1)

(D) Z U o) () =0 @)

multiplicando toda la ecuacién por (p 4+ P) /n,

$(228) S U+ @)+ [ s o) (557) & (557) =0 6o

N

entonces la ecnacién anterior se puede escribir como una derivada total,
d p+ P 9
222 g

De esta ecuacidn con la condicién lim, .o, f{r) = 1, im, o 3™ = 0 obtenemos la

siguiente ley de conservacién:

(p+P) (F(r) + @)?) = (p+P)2

(3.61)

n

=l
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De la misma manera utilizando (3.57) reescribimos (3.50b),
prLPNOuw d fp+ Py
( n ) ar  “ar n =0

directamente vemos que:
dlfp+ P _ 2 A

de esta ecuacion tenemos olra ley de conservacion:

p+ P " = — p+ P
n ' n

En los cdlentos hidrodingmicos es mds conveniente introducir el concepto de la velo-

(3.63)

f=+]

cidad del sonido e, definida por:
o = dP/dpl, (3.61)

donde dl’/dp|, significa derivada de £ con la entropia $ fija. Con la definicion a?
podemos reeseribir las ecnaciones (3.50a) de la siguiente manera:

d

5 ey (1)

il

wug (r) + nu'yg (1) + nu{g ()Y

ntooa
AT | Y
4+ (logy (7))

entonees,

L 3y -
n (logy (v)) (3.65)

donde por simplicidad hemos identificado 4™ = u y la prima () denota derivada con
respeeto a r. Utilizando Ia primera ley de la termodindmica, en la definicion de la
velocidad del sonide tencinos:

y_dPdn  dP n o
R dp  dnp+ P (3.66)
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entonces,
7
P=a(p+P)

sustituyendo la ecuacién anterior en {3.50c) y dividiendo ambos lados por u? obtene-

o E 1 09) gl O (367)

sugtituimos (3.65) en (3.67):

Y (5 toea (1)) (24 £ 0) - g O
despejamos ¥ Ju y simplificarnos:

a® (v’ +f(?‘)) 1
T ou?
(logg (r)) (f(")+“2)& -3/

w u? — a2 (f (r) + u?) (3.68)

%(u*—az(u’+f(r))) _ oga )y

u2

S0

Hemos encontrade 1o ecnacdién para la veloddad 2, podemos reescribir (3.68) de la
siguiente manera:
uf
u

Dy o
=5 (3.69)

donde las funciones D y D; estdn definidas comeo:

D = Z-a[f(r)+7], (3.70)
Dy = (o)) If r) + ] - 3220 (3.71)
_ Ahora sustituimos (3.69) en (3.65) y obtenemos:
7 (logg(r)) D+ D
~=- 5 Ly (3.72)
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A continuacién, necesitamos especificar una ecuacién de estado que describa el mate-
rial acretado. En astrofisica es muy comtin elegir una ecuacion de estado politrépica

para describir el plasma acretado, es decir,
P=Kn" (3.73)

donde el pardmetro K es una constanie v I' representa el indice politrépico dentro
del rango 1 < T' < 5/3. Para esta ecuacién de estado calculamos la energla total
por barién, es decir, queremos conocer p como funcién de # y P. Como vimos ante-
riormente el flujo es adiabético, entonces de la primera de ley de la termodindmica
tenemos la densidacl p como funcién del mimero bariénico ¥ ka presién. En este caso
se cumple la ecuacion (3.51) entonces utilizando la ecuacién de estado politropica

podemos eseribin:

d ¢p e d 1Y
dr ('n) +Rn dr (n. =Y

dp — %dn S N e
I

integrando estailtima ccuacién encontramos que p estit relacionada con la densidad

baricnica n por:
J

p=an -t f;-:'-"i' (-i?'l)

Por otro lado, la pritnera ley de la termodindmion mplica la signiente exprosion para

Ia velocidad del sonideo:

. 1]’ .
ol = i - Cint-t
dop+ I’

pr L



08 . ACRECION ESFERICA

utilizando la densidad de energia p (3.74)tenemos que:

? = TKn™! i
) " mn + ";‘% + KnT
TKnal-?
m (T —1)+ Kn'~1 + Kn™1(T - 1) {3.75)
Finalmente podemos expresar la velocidad del sonido 4 como:
r-i
o2 = TKn 576

T mT -1 +T Knt 1

La ecuacién anterior implica que la velocidad del sonido a, para una ecuacién de
estado politrépica, es solamente funcién del mimero barionico n. Entonces podemos
eliminar el mimero bariénico 7 en favor de la velocidad del sonido a en las ecnaciones
(3.69) v (3.72). Ademas es mds facil escribir la 4-velocidad solamente como funcién

de una nueva variable v que tiene la forma:

B ut, ur _ 1 1 f(r)'v
W= (o )—(\/f(r)‘/l_v?,——\/"l_vz) (3.77)

En seguida reescribiremos las ecuaciones (3.69) - (3.72), utizando (3.76) y (3.77).

Para ello, primero sustituimos #” por v en (3.70) y (3.71) ¥ obtenemos:

b _ LE=a)

- {Oea (378)
Dy = 1) oggr)f g — 300 (3.79)

de la ecuacién (3.77) tenemos que:
o= fn)? (3.80)
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para obtener u /v, derivamos esta ecuacién con respecto de 1,

u’ = (21)1.1 fr)y+f(r)v®) + f( Jv? 2y LA
2UU'f(T)+f'(T)” — 2 U'f(’") f (r) v + 2%/ (r)

(1 -2y’
00 f (r) + f (7)? (1 —2?)
(o7
dividimos ambos lados por 2u?, entonces,
o oS L)

w Tv--(l - 112) 2f (v) (381)

Por otro lado, sustituyendo u por v en la ecuacién (3.69), es decir, los valores de D

¥ Ih dadaos por (3.78) y (3.79):

v f(r)at(logg(r)) 2 = 3 fr) (1 = 2%)

v F0) = (382
igualancdo (3.81) con la ecuacién anterior tenemos:
o1 S(r) _ Fr)a*(ogg(r))® — § F(rY (1 - +?) a g
S i T oI —2a2) (3.83)

desarrollando,

o oy 2D — (log f(r)) D
: (1 m ) D

Ahora para obtener #'/n despejamos de la ccuacion (3.76) "' y obtenemos:

o 2rn {C—1) 1
'K F—1-a?

entonees,

log (n""Y) = log[a*m(F ~1)] —log [Ch(T-1- a?)]
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(log (v" 1)) = (log[e*m(F-1)]) — (log[TK(T—1- a”)])’
n' a 2aa’
r-1 (H) = iTRT-1-@

simplificando:

n a' 1 .
PPy s g, (384)

A continmacin sustituimos 2 por v en la ecuacién {3.72), es decir, los valores de D' y

Dy dadoes por (3.78) y (3.79):

% _ _{logg (ri)) D+ Dy (3.85)
igualando estas dos tiltimas ecuaciones tenemos:
2a’ 1 _ (logg(r)) D+ Dy
a(T-1-¢a?) D
Finalmente tenemos:
(loge?) = (1—7) 22 (BT OND (3:86)
(loga?) = —(r—1-a2){BIDIDHDy (387)

Estas ecuaciones son equivalentes a {3.50a) - (3.50c). Pero en la forma que estdn
escritas son més claras y resulta mas fécil trabajar con ellas. Hasta donde sabemos,
las ecuaciones (3.86} y (3.87) son presentadas por primera vez en la literatura. Por
otro lado las ecuacién (3.55) y {3.61) pueden ser escritas en términos de las nuevas

variables v y a2, directamente de (3.55), utilizando (3.76) tenemos:

(52" (=52) "l
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elevando al cuadrado:

a’ G Qs o .
(1_" —1- a*) - fO) g2 (n) = (r_iﬁﬁ) \ (3.88)

de la expresidn (3.61} tenemos:

(;"L_(I; _-: 1(1)2 ) 2 ( 1f_(7;),2 ) =02

Finalmente,
T P .
(T ~1-a% ichs (T —1-da2)* (3.89)

Eista forma de las ecuaciones de conservacién, (3.88) v (3.89), es equivalentes a (3.55)

v (3.61), pero escritas de una mancra més convenicute para tabajar con cllas, Re-
sumiendo tenemos las siguientes ecuaciones para ¢l movimicnto del Huido:

2 = (log f (r)Y D

loge?t) = (1-1%) = : (3.90)
(oga?) = = (1= 1ot LEIUDDED (3.91)
clonde,
"y "2___r2
p = -—m-m——-’('()l('_ . 3 (3.2)
a® df(r
Dy = T tegatr T — 5 (395

L—% 2 dr
La ccnacion (3.92) muestra que para garantizar ol ineremento monoldnico v swave de
i, con ol decremento de rov sinmltaneamente quitar las singularidades en ol flujo, 1a

solueion debe pasar a tyavés de un punto critieo, donde:

Dy o 1) =0 (3.91)
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entonces de la ecuacién (3.92) tenemos que;

[} (v* - a’)

(T—29) =0= vl=a? (3.95)
¥ de la expresién {3.93) tenemos:
, v d
7 0) logatr)) 15~ 328 — 0 (396)

En el caso de Schwarzschild tenemos que f{r) = (1 - 2M/r) v g(r} = #%, entonces

utilizando (3.95) reescribimos la ecuacién (3.96),

2
(1_21'.4')2 @2  M_, (597

s Jrsl—a2 ' r?

hacermnos una aproximacién a segundo orden en a?, es decir, a?/1 —a? ~ a? (1 +0?) ~
a2y f(r) =~ 1, de esta manera icnemos:

A
2
a, o2 5 (3.98)

donde r; es el radio critico. Entonces este radio critico corresponde al radio sdnico
al cual la velocidad del finjo es igual a la velocidad del sonido. Utilizando 2 = a® en
75 €n la ecuacién (3.89) obtenemos:

2
21 —a;

(f-1-a?) o (T-1-a2)
v (o) = (o)
2

M, N

'

|

W b
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sustituyendo la expresion (3.98) en la ecuacién anterior tenemos:

M(F+l 4) _ 2a2,

I \T -1 r—1
M 2a2,
5;(5—31‘) = 5%

De esta ecuacion el radio sénico r, estd relacionado con las condiciones a infinito por:

5-3r\ M .
Tg = ( 1 ) a—é— (399)

Consccuentemente, obtenemos la velocidad del sonido en el punto sénico, es decir,

sustituyendo la ecuacion (3.99) en (3.98), asi:

a’ = (5 _2 31,) al, (3.100)

Ahora para encontrar la tasa de acrecién M definida por (3.55), calculamos ¢l lado
pquicrdo de la ecnacion (3.55) en r = r, con g(r) = r? para ol hovo negro de

Schwarzschild, entonces:
M = dmmnnug (r)l, = dmnngur?
utilizando (3.99), (3.100) v ademads:

g \ 2T
N = Ny, (—) (3.101)

entonees la tasa de acreidn en ¢l punto sénico estd dada por:

Wom e (DT 4 NTT N g g NE ssogr 2(M_ 2

= (2 5—ar "el3) \5Tar) e\ )

) ITAY I

Al = drmngte =1 A {3.102)
am
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donde,

= ( 5 — 31‘) —{5-31} /2(P-1) (1)r+1/2(r—1)
=\"71 2 :

A continuacién, presentamos un andlisis dimensional de la tasa de acrecién. Para ello

reescribimos la ecuacién (3.102) como:

M = txp M2
[ gr (M 2 a -2 Em\
_ (= —24 il 2 oo -
- = (wg) o (i) o (m’%") (%)
-3
= 4107 (2 10%)? (667 x 109 10785 (Peo Y (M) 8 ) Tgr
107205 J\ M, 10k s
2o x10n (M) (L Goo —32’2
' Mo/ \1W0-2Zz/\1022 ) s
Finalmente escribimos:
M\ (_»p o Y gr
g inlt | 2 oo agr
v (i) (25) (32) E e

Como veremos més adelante M es muy pequefia en comparacién con la tasa M tipica
de otras formas de acrecién que veremos en €l capitulo cuarto.

Hasta ahora hemos calculado 1a tasa de acrecién M para un flujo subsénico
en mfinito (es decir, uyo < @), gue alcanza un punto critico. Sin embargo, para
describir el comportamiento completo del flujo, es decir, desde infinito que pase por
€l punto sonico y aleance el horizonte de eventos, debemos asegurarnos que ¢l flujo
sea regular en el horizonte de eventos. En otras palabras todas las cantidades fisicas
deben estar acotadas en el horizonte. La existencia del horizonte ¥ la regularidad del

fiujo sobre €l horizonte imponen restriceicnes a la velocidad del flujo. Para analizar
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estas restricciones vamos a caleular la magnitud de la d-aceleracion del flujo en el
horizonte. Esta cantidad debe estar acotada en ] horizonte de eventos. Primero

caleulamos la aceleracién a, = u*V i, es decir,

Ju Au
e = u* { e LR =w”8 L

Dt pex Lk !
Bug
= == —u'Th, v, — T 1,
Sg .
= u"w ' Ty — ' Tt — w F e — T e (3.101)

doncte log simbolos de Christoffel estan dados por:

' unq” r
= o7,
. 39 %
r 1O
= =y —
ten 2’ ()f o
P fl()q” '
Frn - .-2 ') (S
Vo Oer -
Fr,.“ = Tj(j -E— r (‘l()))

sustituvendo (3.105) on la expresion (3.101) tenemos:

. Ly L ' r]q,, " it gy
1, == = _————
" I 2 ar 2 i
2l LTI ) [ T I { .
T il el K
318 2 o 2 o
ontonees
TR S, a0 L Dye Y
P B R Al il -l N (4. Lt
( ar ) " i 2 7 CR T AN )
wilizando o hecho que la dvelocidad estd nomualizada, os docies g™ 0. =~ L,

LOneInos:
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entonces,
ul = 1 (‘“f)2
TSRS

ademds wut = — (W'}’ f(r), wu' = («")? /] {r), entonces podemos reescribir la

expresion (3.108) como:

ar Y o T2Pm o T ee(n or
" - (uaﬁ) 5 4 (u,au-,+1 1 9/() , ) af(r)) .

- (u,%) 54 (%rt: 1 90, w)orE, @) af(r)) "

ar 2f{r) or  f2(r) Or

0 = (v5e) o+ [u%‘; +3togs o + 8T

(log f ("))'] 5% (3.107)
Para el caso de Schwarzschild tenemos:

= (e | M1 wi'  2M
aa_( ar)é {9?+r2{1—2M/r)+(1_2M/r)',-_z‘]‘53 (3.108)

Para resolver esta ecuacién, de la ecuacién (3.77) obtenemos que:

N i S 0 L
“ e T TOa-® -9 (3109
de donde,
P2 () -2 (—",__lf_‘g) (3:110)
para facilitar Jos cdlculos introducimos el siguiente cambio de variable:
R'ZE0) : (3.111)

YT
entonces la ecnacicn {3.110) toma la siguiente forma:

Tee (3112)
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o bicn,

— 1 _ 1 Vil _ oy
u_\/f(r)\/l—vi_f(r)m—f(r) {(3.113)

De igual manera utilizando la ecuacién (3.77) y la nueva variable y, podemos escribir

w2 ()-SR D) -4 () e

o bien,

Nipr = yv (3.115)

Finalmente recscribimos (3.108) de la siguiente manera:

Sy a yv M 1 14+
"= — oty 5’ — - — 1 & (3.
. yr (’}1 ) [““ ((1 Ty Y Ry vy T R (3.116)
Ahora podemnos caleular la magnitud de la aceleracion, es decir,

rr, 2

a® = g™ aa, =4 tal + g7 a?

ontonees,

P S f—- &y I2+(1"ﬁ LY - +
o (1-—-2Mr) Y \or - Yo (L —2M/r)

A 1 1 4 o2 "’}

TET 2 (L= )

2 yr? ay\* M y 3
S (e TV (57) *(1“ )[(1—21»1/:) () -
_ ”( 2M /12 M1 142

R NTSETI -)2) R =2 (1 - %)
g T &y 1 a
o = (1_w/,)( ) a w/)[ ar o7

ey e
{L—2M/r)y \ r? ri {1 -~ )
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“ - i}/)(ay)g(l_%m[;;( ’-

M( 2o 1+ ]
Z\{—2M/r) (1—%)

usando que 12 = (1 — 2M/r) / (1 — v?), tenemos que:
S 7] y;’%/)(ay)nh——zlw_)[ ar ' ‘_(1_2—”272‘(1_?2'5)]
- -5 (%) + e o - 5 (5)]

donde podemoe reescribir
M_19/( 2M
2 29r r
entonces
2
2 _ P 1 18 2 13(_%)]
¢ = 2M/r) YAz 2M/r)[23r wtsm\l T

(yw
2+4,1(1—121\4/:% :6 (y2 + (1—%))]

—~—
[an)
|
o
>3
e

()

() >
= e (&) *rammm (o (e A ”"’T’)r
¢ = ”(1—y22$/)(%)2+4(1—12M/):§ (-2 (&“D}
¢ = 2o (%) +xmsmm o ()]
¢ - o (%) +aam o)
“ =0 —y;ﬁ/r) (‘g‘ry“) + raai (o)

)2 (3.117)
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recordando que v es la velocidad de un observador ortonormal. 51 consideramos
;

puntos muy cercanos al horizonte podemos tomar la siguiente expansion:

"(ro 2 Yo 2
fr)y = (1—2—M)=f(r0)+if—£-——)(r—rg)+ld—f(n_l(r—7‘u) -+ ..

r dr 2 di?
i du{re) . 1d% (ry) o
v(r) = vlre}+ —(r—ro)+g—s=(r—ro)" + ..

v substituyendo estos valores en la ecuacién (3.117) obtenemos que ¢l escalar o es

finito en el horizonte de eventos, con tal que v{r) cumpla la siguiente condicidn:

g vtr) = 1

La condicién anterior es una consecuencia de Fa regularidad del {lujo sobre ol horizonte
de eventos. Si el objeto compacto no ¢s un hovo negro no podemos mponer osta
condicion, v para ese caso no hay un flujo tinico. Con ka condicion anterior para ol
caso de hoyo negro mostraremoes numériciunente gue existe una solucidn inica gue
ticne la propiedad de ser subsénica en infinito, os detir, Vo < e, que pasa a travis

de un punto eritico ¥ ademds satisface que limegy v(7) = L Fsta s la solueién ¢ue

eslamos buscando.

3.5 Grificas

Fin osta seecion mostraremos ¢l comportamiento de la velocidad del Hnjo, medianie
un cdalenlo numdérico. Para dllo, recseribimos ta ccuacion de conservacion (3.61) como:
iy 2 A
p o1 \ pod )
(-— $E) G - () (3.41%)
n

It
~0
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utilizando {3.54) y sustituyendo la presién P de la ecnacién de estado tepemos:

e () - (2]

de la ecuacién para la tasa de acrecién (3.55) despejamos n ¥ la sustituimos en la

ecuacion anterior:

m+K(ﬁm) o (i{—l) (f (1) +4?) = (M) L (3.119)

De esta manera, hemos obtenido una ecuacién implicita para la velocidad u = u",
que resolveremos numéricamente. Fsta ecuacién tiene como pardmetros libres, la
tasa de acrecién M y las condiciones a la frontera en infinito con g, P ¥ 7eo-
Para estos pardmetros fijos la ecuacién (3.119) nos da una solucién para la velocidad
del fujo. Para el trabajo numérico es mds conventiende utilizar Ia velocidad v dada
por I ecuacién (3.77). Para mds detalles ver e apendice A. Utilizando la métrica
de Schwarzschild, obtenemos las gréificas 3.2 v 3.3. Cada una de estas graficas .esté

caracterizada con un valor de M y un valor para el lado derecho de la ecuacién (3.119).

No todas las soluciones describen una sitnacién real, para ello es necesario que
cumplan las condiciones a infinito v la méds importante para €l caso de acrecién en un
hoyo negro la regularidad en el horizonte de eventos, es decir, v = 1 como vimos en
la seccién anterior. De las préficas tenemos que la tnica solucidn que satisface estas
condiciones es Ja solucién que pasa por el punto critico. Para esta solucién el flujo

incrementa su velocidad mientras el radio decrece. La velocidad del flnjo a infinito es
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Figura 3.3 Perfil de! comportamiento de un flujo en el caso de acrecion esférica en un
hoyo negro de Schwarzschild de masa A/. Es importante notar que ta variable r de la

gréifica estd relacionada con el radio de Schwarzschild por r = 2M rs..

0,505

-1 -

Q.4

L.

L B

Figura3.4 Punto sénico.
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subsénica, aumenta conforme se acerca al punto critico, en €l punto critico aleanza
la velocidad del sonido, pasando dicho punto la velocidad se vuelve supersémica y

finalmente el fivjo cruza el horizonte de eventos con la velocidad de la luz.

3.6 Radiacién a Infinito

Hasta el momento tenemos una buena idea de como son las soluciones de Euler
de la hidrodindmica en el marco del hoyo negro de Schwarzschild. Exactamente
presentamos €l comportamiento de la soluciones en estado estacionario. En suma
dependen de las condiciones iniciales a infinito, imponiendo la regularidad del Aujo
en ¢l horizone de eventos del hoyo negro vimos, tedricamente y con la ayuda de
cdlculos ruméricos, gue para flujos subsénicos en infinito exdste una solucién tinica
con el valor v =1 en el horizonte de eventos. Esta solucién se lama Trasénica, es la
solucién que pasa por el punto r que satisface D = Dy = (.

Ademis como probamos ¢n la ecuacidn (3.54) estos flujos son flujos adiabdti-
cos. Esto implica que aunque el material se comprime no hay produccién de calor, es
decir, 1a compresién es adiabdtica. Aunque fisicamente esperamos que €l plasma acre-
tado no sea completamente adiabdtico, es decir, esperamos produccién de radiacién
como consecuencia de las interacciones entre elecirones ¥ protones. En esta seccién
indicamos que si tomamos en cuenta procesos radiativos para la tasa de acrecién M
dada por la ecnacién (3.103), encontramos que la radiacién a infinitc es muy poca.

Entonces podemos concluir que para hoyos negros, formados por el colapso gravita-
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cional completo de una estrella, la acrecién esférica no es un proceso cfectivo para
producir suficiente radiacién para ser observada. Esto lo podernos ver analizando la
pérdida de enerpia en el efecto Bremmsstrahlung ténmnico [19]. Ta tasa a la cual ol
plasma estd emitiendo via Bremmsstrahlung térmico por unidad de masa al racio 1.

tiene Ia siguente forma [19):

oo (55 10-3579 Poo [PRVEAT (3.120)
fr= grs 10-#gr cin~3 10t r, -

Integramos esta tasa de acrecion desde el horizonte de eventos hasta infinito, su-

poniendo que €l indice adiabdtico es I' = L4, en este caso obtencmos la sigutente

expresion para la luninosidacd:

i T Py 3
e~ 15 1 r"f_’_‘{{ oo . r 4
[If (O x 10 gr s 10— 2y = TN v {(3.121)

Fsta lwminosidad es mucho menor que la luminosidad de Fadington, Dpw o= 1.3 %

10% (M /M) erg/s. Podemos concluir definitivamente, que mediante las observacio-
nes corrientes no podemos detectar hovos negros, que se encuentren aislacdos acretando
en forma esférica.

AMortunadamente, como homos mencionada antertormente, tenemaos nchas
evidencias de que existen hovos negros on sistemas binarios de rayos-X. Para los
sistemas biparios Ia sitnacion os iy diferente al caso del hovo negro aislado, porgue
la matena gue os acretada posee momento angular. Entonees no podemos itz la
acrecion esférica para moddelar Inacrecion del fhujo con momento angular. El problemns

cle materia acretacta con momento angular serd analizado en el sipgniente capftulo.



Capitulo 4

DISCOS DE ACRECION

Al principio del capitulo segundo mencionamos que las observaciones astrondinicas,
a partir de 1960, muestran que hay sistemas binarios galdeticos ¢ue estdn emitiendo
grandes cantidades de energia en forma de rayos-X, en ¢l intervalo 1 — 500 KeV. Como
planteamos brevemente en el mismo capitulo el problema al que se enfrentaron los
astrénomos y fisicos tedricos era explicar el origen de esta radiacién. Como veremos
en la presente seecion, la acrecidn es un mecanismo que convierte energia potencial
gravitacional a olras formas de energia, incduyendo la clectromagnética.  ¥s decir,
via acrecion en objetos compactos podemos principalimente explicar ol origen de los
rayos-X observados en los sistemas binarios v lo més importante, en principio, el
aipectro de rayos-X puede ser la clave para probar la existencia de hovos negros.
Como ya mencionamos los espeetros mostrados en la figura (3.2) son muy diferentes,
cdependen de la naturalesa del objeto compacto,  La pregunta es la sipuiente jI%
posible a partir de las diferencias en los espeetros ¥ con avieda del erfterio de masa

probar definitivamente la existencin de hoyvos negros?
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Fn la seccién 3.4 del capitulo anterior vimos que la forma més sencilla de
acrecion esférica, es decir, acreci6n sin presencia de ondas de choqgue y con condiciones
ala frontera en infinito que son tipicas en el medio intergaldetico, no puede explicar el
origen de esta radiacion. En este capftulo presentaremos otra forma de acrecién que
por su naturaleza tiene la capacidad de explicar la radiacién de rayos-X. Esta nueva
forma de acrecién tiene la propiedad caracteristica de que el material acretado posce
momento angular distinto de cero, de hecho el momento angular es mmy préximo al
momento angular kepleriano. Para introducir la acrecién de disco, vamos a recordar
al lector algunas caracteristicas de los sisternas binarios que nos serdn de utilidad

para entender el proceso de acrecién

4.1 Sistemas Binarios

Un concepto muy importante en el estudio de discos de acre;:ién que se forman en
sistemas binarics es €l concepto de Lébulo de Roche. Fl Lébulo dc Roche es una
hipersuperficie equipotencial hipotética que pasa a travis del punto terior de La-
grange L;. En el diagrama {4.1) dibujamos las hipersuperficies equipotenciales en
1n sisterna binario tipico compuesto por un objeto compacto y una estrella normal.
En esta figura podemos ver el Lébulo de Roche. La teoria de evolucién estelar de
sistemas binarios afirma que existen dos posibles configuraciones. P

La primera posibilidad, es que 1a hipersuperficie de la estrella normal se en-

cuentre dentro del 16bulo de Roche. La segunda, es que la hipersuperficie estelar esté
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aftuera del Lébulo de Roche. Cuando la hipersuperficie de la estrella normal se en-
cuentra fuera de} Lébulo de Roche el material de la estrella normal estd influenciada
por el campo gravitacional del objeto compacto. La idea central de los modelos de
disco de acrecién es (ue el material de la estrefla normal es influenciado eventualmen-
te por el objeto compacto. Bajo condictones especificas este material posee suficiente
momento angular y se establece en una configuracion tipo disco alrededor del objeto

compacto.

La otra posibilidad, con respecto de la hipersuperficie de la estrella norial
relativa al Lobulo de Roche es que se enenentre dentro de éste. Aungpue en este caso ol
campo gravitacional del objeto compacto no ejerce gran inflnencia en of matertal de la
estrella normal como en el caso anterior, ol fendmeno de viento estelar es el responsable
de la transferencia de masa ce la estrella normal al objeto compacto. Recordemos
que generalmente las estrellas normales poseen una region Hamada corona ealicpte,
donde la temperatura es tan elevada que puede ocastonar que Ia energia térmica el
Plasma sea mavor gue la ferza gravitacional, kn este caso o] plasma os eyectado,
en forma de viento, con altas veloeidades.  Este [endneno se conoce coto viento
estelar, Entonces si la estrella normal no Hena fisicamente su 16bulo de Roche, puede
emitir viento estelar v una pequena fraceion (£ 0.17) de este viento es capturada
por la esirella compacta. Aungue la acrecion vin viento estelar s an problema gy
interesante desde o] punto de vista matemalioo ¥ fisico cn osta lesis 1o estudiarenios

esita formia de aerecidn {(para detalles de este tpo de acrecion ver {201). Sin cbargo,
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Figura 4.1 Las equipotenciales ®,, =constantes para el pote;u:ial gravitacional newtonia-
no + el potencial centrifugo en el plano orbital del sistema binario con érbitas circulares.
Para el caso mostrado aqui las estrellas tienen una razén de masa My : M; = 10: 1,
donde la estrella normal A, estd a la izquierda y la estrella compacta M, a la dere-
cha. Las equipotenciales estdn etiquetadas con sus valores &, medidos en unidades de
G{My + M.}/ a, donde a es la separacién de! centro de masa a las dos estreltas. 1a
equipotencial mas interna es el Lébulo de Roche de cada estrella. [De Novikov y Thome

(1973) [19]]
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Figura4.2 Disco de Acrecién

examinaremos con detalle la acrecién via Sujo sobre el Lébwdo de Roche.

En particnlar en este capitulo analizaremos con detalle un modelo de disco
de acrecion conocido como el Modelo Estandard. Este modelo fue construide por
primera vez en 1972 por Shakura y Sunayev [17) ¥ Thorne y Novikov incluyendo
efectos relativistas [19], también se le conoce como modelo a-disco de acrecién. La

razén para ¢} término a—diseo quedard clara posteriormente.

4.2 Modelo Estandard de Discos de Acrecion

Para tener una idea intuitiva de la formacion del disco de acrecidn  en un sistema
binario podemos imaginar la situacién fisica descrita por ¢l diagrama (1.2}, En esta
lignra vemos que mientras el objeto compacto estd girando, el material de la estrella
rortual, en forma de plasma caliente, se mueve a través del punto interior de Lagrange

L., v al ser atrapado por ¢l objeto compacto forma una confighracién tipo disco. Para
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estudiar los ao—discos de acrecién construidos por Shakura y Sunayev [17] y Thorne
y Novikov [19] necesitamos imponer las siguientes condiciones en el disco:

1.- El material capturado puede ser descrito hidrodindmicamente.

2._— El planio central del disco coincide con el plano ecuatorial del objeto com-
pacto.

3.- El disco es delgado, es decir, para toda r, se cumple que h(r} < r, donde
h{r) es la altura vertical del disco.

4.- El disco se encuentra en promedio en un estado estacionario y las particulas
del material acretado se encuentran en érbitas keplerianas. Ademds superpuesto a
esas érbitas keplerianas hay una velocidad radial muy pequeiia, que denotaremos
©Omo .

5.- El campo gravitacional de la estrella normal no ejerce ninguna influencia
gravitacional en la estructura del disco.

Aunque podemos estudiar la estructura del disco de acrecién que satisface las
condiciones anteriores en el mareo de referencia de 1a teorfa de la relatividad general
{19}, por simplicidad en esta tesis estudiaremos la estructura de un disco de acrecion
en el marco de la teoria newtoniana. Sin embarge, utilizaremos algunos conceptos
de la teoria de la relatividad general. En particular, en la figura (2.8) de la seccién
2.6, mostramos la existencia de un-radio r, dentro del cual no es posible tener 6rbitas
circulares estables. Por consiguiente suptnemos que el disco de acrecién no pucde

ir mds alla de dicho radio. Asi podemos identificar este radio con el radio donde se
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Figura 4.3 Disco de acrecién keplerianc delgado alrededor de un hoyo negro de Kerr

encuenira ¢l borde interior del disco, que denotamos como 1. Enlonces para toda r
tal que r < r; el material cacrd répidamente al hoyo negro. Por otro lado, asumimos
que ol material es depositado en el disco por una tasa de acroecidn constante My que
es atrapado por la estrella compacta a la misma tasa de acrecién. Finahnente para
describir ol disco de acrecion utilizamos coordenadas cilindricas con o] origen en ol
centro del hovo negro v suponemos e ¢l plano del disco se encnentra on el plano
=0

Para tener una idea mas clara de la estructura del disco. podemos lomar una
seccidn transversal, como es mostrado en la figura (L3), donde 2 o5 ol eje de giro
del objeto compacto,  la coordenada radial del disco ¥ #{r) la altura del disco.
Para oblener las ecuaciones de la estructura del disco, es nevesario analizar a fondo

las suposiciones basicas bajo las que estamos trabajando. Una de ellas os que las

particulas s¢ muevan en drhitas keplerianas, esto implica, que la ferzn de gravitacion



122 DISCOS DE ACRECION
es igual a la fuerza centrifuga, es decir,

GMm _ mvj

3 - {11)
de donde la velocidad orbital kepleriana es,
ry=r= (%{‘f{)m. (42)
v la velocidad angular kepleriana § es:
Q= (%)” (43)

Consecuentemente el momento angalar por unidad de masa I, para cada particula del
fluido estd dado por:

[=(GMr)2. (4.4)
multiplicando este momento angular con la tasa de acrecién M en estado estable

obtenemeos ¢l flujo de momento angular J, que cruza el radio 7 :
J=MI{r)= M(GMr)/? (4.5)

Sea 1 €l radio exterior del disco, entonces el flujo de momento angular que es depo-
sitado en el disco es:

Jp=M(GMrp)"?
Por otro lado, para que las particulas dentro del disco sean atrapadas finalmente por el
objeto compacto es necesario que Ip > I;. En otras palablas, para que la acrecién se

realice necesitamos un mecanismo para que el flujo pierda momento angular conforme
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se aproxime al hoyo negro. De los principios de mecénica clésica sabemos que para
introducir un cambio en el momento angular L de una particula es necesario aplicar

una torca sobre dicha particula, es decir,

—=¥xF=M (4.6)

donde [ es la fuerza que actiia sobre la particula y M es la torca. La mayor contribu-
¢ién de Shakura y Sunayev para el entendimiento de acrecién con momento angular
distinto de cero fue la mtroducecion de un mecanismo capaz de reducir €l momento
angular del flujo. Shakura y Sunayev postularon que el fluido estd muy lejos de ser un
Auido perfecto, pero en contraste asumieron la existencia de una viscosidad distinta
de cero. Auncue todavia no sahemos ¢l origen de esa viscosidad, platicaremos sobre
ela mas adelante. Ta existencia de la viscosidad tiene los siguientes efectos:

1.- ‘Iransporte de momento angular, es decir no permite al finjo permanecer

n una 6rbita alrededor del hovo negro, ¥
2.- 'Transforma la energia potencial en calor.

Si aceptamos la hipstesis de Shakura v Sunayev definimos f,, como ol estuervo
viscoso (Tuerza por unidad de drea) ejercido en la direccién ¢ por el elemento de fluido
on r sobre los clementos vecinos en r + dr. El esfuerso viscoso estd relacionado con

la componente £, del tensor de esfuerzos caracteristico del fluido, de acuerdo a:

f,:. = "!ra,ﬂ- (1.7)



124 DISCOS DE ACRECION

Donde para un disco kepleriano tenemos que [1,17,19,20}:

3

te =5

M ) 7 (438)

3
nQ=-on (";3'“

Donde 7 es el coeficiente de viscocidad dindmico {g cm™'s1).

Para determinar la estructura del disco de acrecién que se encuentra en un esta-
do estacionario debemos resolver simuiltaneamente cuatro ecuaciones de conservacion:
conservacién de masa, conservacién del flujo de momento angular, conservacion de
energia y conservacién de momento vertical. Ademds, tenemos que especificar una
ley de viscosidad para 7, asi como una ley gue describa el transporte de radiacién
del centro a la superficie. Primero, es muy 1itil definir el concepto de la densidad
superficial de un ¢ilindro hipotético del disco que est4 en la coordenada radial r y la
altura es 2h{r). En este caso la densidad superficial £{r) est4 definida por la siguiente

ecuacién:

E(T)E[“:pdzsw2h(z=ﬂ,r)p (z=0,7)=2hp (4.9)

donde » mide la altira vertical perpendicular al plano medio del disco. En el lado
derecho de la ecnacién (4.9), hemos evaluado p en z = 0, esto lo podemos hacer ya
que suponemos que el dico es peométricamente delgado, es decir, para cada r satisface

que h(r)<r
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4.3 Conservacion de la Masa en Reposo

Como vimos en el capitulo primero la ecuacién de continuidad para el flujo de masa

estacionario estd dada por,

ap

4V (o) =0, (4.10)

integrando sobre un volumen v obtenemos,

d
P g + j{ pv-ds=10 (4.11)
JV at s(V)
esto implica que:
aal f _
— = pv-ds 4.12)
ot «V) (

donde el lado derecho de la ecnacién representa ¢l flujo de la densidacd de energia. Ta
ccnacidn ( 1.12) nos da una ley de conservacion de la masa. Para aplicarla al caso det
disco, tomamos dos cilindros coneéntricos de radios 1y v 1y, donde Vs o] volumen

entre los dos cilindros, ¥ el lado izquierdo de la ccuacidn (L12} es cero, entonees:

[ pv-ds / pvV-ds
Jron JT T2

protmrh{r) podarh(r)

i

ron rorg

Finalmente wtilizando la ecuacion (19) obtenenos:
Al =27, = constante {LL3)

donde 1, o5 la velocidad radial definida anleriormente en la condicién (1), La ceuacion
(-L13) afirma que la tasa de acrecidn de la masa a través del cilindro de radio r.oes

independiente de 1.
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4.4 Copservacién de Momento Angular

Sea J* = M (GMr)'? ¢l flujo de momento angular a través del radio r, debido al
influjo del gas (Figura 4.4}, ¥ J= el finjo de momento angular que es consumido por

¢l objeto compacto, como J~ debe ser menor gue J*, podemos escribir:
J*=8M{GMr)'"*  donde |8/ < 1. {4.14)

Por olro lado, la conservacién del momento angular requiere que la tasa neta del
cambio del momento angular con r sea igual a la torca ejercida por la fuerza viscosa.

De acuerdo a,
torca = (fuerza a lo largo de e, / drea) X (drea) x () =J* —J-,
6,
(fo) @ar-20) (r) = M [(GM 2 — BGM 1-,)1/2] . (4.15)
Vemos que el esfuerzo f,; requerido estd determinado, en estado estacionario, tinica-

mente por M y M.
4.5 Conservacion de la Energia
De la segunda ley de la termodindmica tenemos:

dQ = Tds, (4.18)

esto implica que la razén de tiempo de la produccién de calor estd asociada con la

razén de incremento de entropia, es decir,

dQ = Tds (4.17)
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En el caso del disco Ja fuente mds importante de produccién de calor es la visco-
sidac. Para introducir la viscosidad definimos la signiente ecuacién, (hacemos una

comparacion de las ecuaciones (3.20) v (3.54)):

: : P2 1t
Q=pdQ=pTé= = =0

T (4.18)

donde 1,3 es el tensor de esfuerzos. En coordenadas cilindricas, la tinica componente
del tensor t,5 que no se anula es t,,., por lo que la ecuacién (4.18) puede ser expresada

de la sipuiente manera [1}:

2
Q= (b (4.19)
Y)
utilizando la ecuacién (4.7} ohtenemos:
O = Zfoler (4.20)

Ui

Sustituimos los valores del f, v de {,, de las ecuaciones {1.8) y (1.15) en la ecuacién

( L20) y obtencines,

. — !
21 = 2mpTi= ﬂ%-’—
o 3M GM ri\172 .
MQ = [1— 3(%) ] (4.21)

La ceuacion anterior nos dice que parte de la energia potencial se transforma en calor.
La otra propicdad postulada por Shakura y Sunayev ¢s que este calor, es decir 2002,
no se acurmia en ¢l disco, sino que es radiado completamente por o disco. Con

esta propiedad de la ecuacién (1.21), obtenemos directamente que el Hujo de energia
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emitido por la cara superior {inferior) del disco al radio r es:

F(r) = %x 2hQ

_ 3MGM r\12 .
= &;_ﬂT[l_ﬁ(r) } (422

Como ¢l disco es delgado, la emisién se da preferentemente en la direccién vertical
mis que la direccién radial. Podemos ver de la ecuacion (4.22) que el flujo de energia
emitido queda completamente determinado por M, M y r. La luminosidad total del

disco es:

L=F2F><27rrdr= (g—ﬁ) GMM. {4.23)
r

1
4.6 Estructura Vertical del Disco

En Ia direccién vertical no tenemos movimiento neto del gas {el disco es estacionario).
Las tinicas fuerzas gue estdn actuando sobre las particulas del gas, son la presién
vertical del disco y la fuerza gravitacional de la estrella compacta a lo large de la
direccién e,, es decir, el disco se encnentra en equilibrio hidrestdtico en la direccién

2y

ey _ LMz (4.24)

Ademss utilizando el hecho de que el disco es delgado, es decir, b < v tenemos:

plh,7) ~ p(0,r) (4.25)
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Integrando la ecuacién de eguilibrio hidrostdtico en la direccidn vertical:

rzimh ==k Al
/ dP = — G;‘g pzdz {4.26)

=0 2=0
como no tenemos presién en la superficie del disco, es decir, P(z = h,r) =0y
utilizando (4.25) obtenemos:

GM .
28 P W

(4.27)

depejando la altura h obtenemos:

P 1/2 -27.3 1/2
h=-— (;) (GM) (4.28)

Utilizando la ecuacidn (4.3}, yna cenacion de estado politrépica 2 = Ke', v la

definicién de la velocidad del sonido o = ¢ = d’/dp|, = (KTp" ") (n/p) = P/p, en
la ecuacién (41.28), obtenemos:

Jooe —6 (£.29)

4.7 Ley de Viscosidad

Regresamos ahora al concepto de viscosidad, Al introdueir Ja viscosidad el tensor de
energla momento Ty gue vepresenta ol flujo acretadoes mmy diferente al tensor 7,
Qe usumos e acrecidn esférica (ver ccuacion (3.13)), Fxact.unente, ahora el Lensor
Ty toma la sienicnte forma:

T = (p+ LYty + Loy + Lo {-1.30)

doncle ¢l término 1,4 o ¢l tensor de esluerzos que estad relacionado con un cocliciente

de viscosidad dindgmico 7. La ecuacion (L30) s una ley macrosedpica. Para saber la
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forma exacta de (4.30} es necesario saber que procesos microfisicos generaran este £, a-
Por procesos microfisicos consideraremos los que se dan a distancias del orden de la
longitud del camino libre medio, . Para establecer las restricciones para determinar
el coeficiente de viscosidad 7, Shakura y Sunyaev [17] suponen que esta viscosidad es
generada por turbulencias y el esfuerzo de deformacién cortante basado en algumas
consideraciones dindmicas. De esta manera el coeficiente de viscosidad dingmico 7

en presencia de turbulencias se puede escribir como:
B = 5t burs, (4.31)

donde 4., €s la velocidad del plano de contacto donde se crean turbulencias relativas
al movimiento medio del gas ¥ liur, es la longitud de escala en que se pueden apreciar
turbulencias. Aungue no conocemos los valores de vy ¥ Ly Shakura y Sunayev
establecen un limite superior para ambos valores de la siguiente manera. Esperan
que la velocidad de turbulencia debe ser mucho menor que la velocidad del sonido,
es decir, Y,y € ¢, Ademis, suponen que el tamafio de longitud de esca.la de las
turbulencias debe ser menor que la altura b del diseo, asi Lyp < A Sustituyendo
estos valores en la ecuacién (4.31) tenemos un Ymite superior para el coeficiente de
viscosidad dado por:

nSech, (4.32)

Usando las ecuaciones (4.7) y (4.8), tenemos un limite en la fuerza:

fo=—tsr 22 —Q (4.33}
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utilizando (4.32} y (4.29) obtenemos:

Cs

fs S lpeh) 0= pe. (G

P
)Q:pc§=p—=P (4.34)
I
De las desigualdades f3 < P, entonces podemos escribir en general,
fo=aP {4.35)
donde hemos introducido un pardmetro adimensional, ¢, el cual no podemos calcutar
con detalle, pero que satisface:
a<l1 {4.36)
Precisamente, por este pardmetro o, los modelos construidos agui son conocidos comno
modelos a-discos de acrecion. Tales modelos tipicamente Llevan o como un pardinetro

constanie y libre en la ecnacion de estructira del disco. I pardmetro o sc encucnta

en ol rango 0.0 S <L

4.8 Opacidad, Presion y Transporte Radiativo

Para los pardmetros tipicos de acrecion involucrados en las estrellas compactas con
M ~ Mg, la fuente dominante de la absorcion de fotones en el disco es Bremsstrahlung
térmice o absorcién libre-libre. La opacidad media de Rosscland est4 definicla por
(1,19}

Rah = Rpp o2 0.64 x 10% (p [_q em™) (T [K)Y T2 ety (1.37)

La mavor fuente de dispemion de fotones os la <ispersién Thomson, donde:

Faup = K. =040 em* g7t (-1.38)
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Generalmente la presién total del material del disco es la suma de la presién térmica
del gas y la presion de radiacién. Para hidrégeno ionizado se obtiene:

2pkT
P(p,T)= —fn—p— + P (4.39)

donde en equilibrio termodindmico local, tenemos:
Pua~=aT (4.40)

La idea ahora, es que el disco estd definido en dos regiones. En la parte externa del
disco la presién del gas domina la presién de radiacién y en la parte interna la presién
de radiacién, por encontrarse a altas temperaturas, domina la presién del gas.Para
completar la estructura del disco necesitamos introducir un mecanismo de propaga-
cién de calor de la parte interna del disco a la superficie del disco. Este mecanismo
de transporte es principalimente la radiacién. El calor es transportado verticalmente
{h < 1) ¥ de 1a teoria de transporte radiativo sabemos que si la profundidad 6ptica
total, 7, del disco {medido en la direccién vertical) excede la unidad, los fotones son
transportados a la superficie via difusién:

4
Flr,z) = _gd—(:f—l, r>1 (4.41)

donde F{r,z) es el flujo de fotones verticales y hemos supuesto equilibrio termodi-
ndmice local entre el gas de fotones y la materia. La cantidad 7 es la profundidad

Sptica calculada de la opacidad media total de Rosseland:

h
T=j Epdz =~ R(p,T)Z (4.42)
o
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donde % es llamada la opacidad de Kramer [1,17,19]. Reemplazando las diferenciales
por diferencias finitas, integramos la ecuacién {4.41) aproximadamente obtenemos

para ¢l flujo superficial F(r,z = b} = F(r),

‘T4 s 4
F(r) ~ MT = af\i ;o T > (1.03)
Ry

En la ecuacién {4.43) las cantidades T (r)y F (r) estdn dadas por las ecuaciones (L9}
v (4.22), respectivamente, v 1'(z) v p(r) estan evaluadas cerca del centro del disco
en z =40

5i T es menor que la unidad, el cisco se vuelve dpticamente delgado a la salida
de los fotones. En este caso los fotones pueden escapar libremente de sus puntos de
emisidn sin sufrir ningdn tipe de absorcion o dispersion. En este caso la ecuacion

(1.43), apropiaca sélo para la difusidn, serd reeinplazada por:

e

Firym f Alp,T)dzmhA(p,T). r{r) < L (-1A41)

Jo
donde A {p, 1) es el promedio de la emisividad de fotones (erg s~Vem =4y en o diseo.
4.9 Solucién: Estructura de un Modelo de Disco Estandard

En resumen la estrnctura del disco geomédricamente delgade imphica las signientes

condiciones:

S(r) = 2hp (1.15)

_—'--
"
i

2rr e, ( L16)

1l

Al R IV i (1.47)

L

(£)@rr 2
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Fir) = %9;@- [1—3(’“—:)”2] (4.48)
TG e
fs = aP (4.50)

Pp,T) = 3—';7—1“;+PM (4.51)

F(r) = “;;‘; (452)

(ueremos resolver este sisterna de ecuaciones para encontrar las cantidades p(r), h(r),
(), ve(r), P(r), T(r), folr), B(r) y F(r) como fumciones de M y M. Para resolverlo
necesitamos saber que forma de presién domina, es decir, la presién de materia o
presién de radiacion. La idea consiste en que en la regién externa la presion del gas
cstd completamente dominada por la presién de materia, es decir,

2pkT

PMﬂﬁ1%

(4.53)

ademss el proceso radiativo que opera en esta parte del disco es solamente la radiacién
libre-libre ¥ entonces la opacidad media de Rosseland tiene la forma dada por la
ecuacién {1.38). Con estas condiciones resolvemos las ecuaciones (4.45)-(4.52). Para
ello realizamos el siguiente procedimiento. Primero, sustituimos la ecuacion (4.50) en

(4.47) y obtenemos:
(@P)@nr-2) () = M [(GMA - leMm)] (459

después sustituimos (4.53) en la ecuacién anterior, asi,

@ (2"”) @7r-2h)(r) = MA (4_55)_

ip
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donde para simplificar los caleulos,

A= [(GM 2 _ B(GM r;)‘/‘z} (4.56)
sustituyendo (4.45) en (4.55) tenemos:
2k R .
al=—)(@rr?)ET =MA {4.57)
my,
ahora la ecnacién (4.52) en la (4.48) nos da:
e _ s (4.58)
donde,
3 GM[, iy ]
B=1= [1 (%) ] (4.59)

mudtiplicando la ecuacidn (4.57) con (4.58) obtenemos la siguiente expresién para la

temperatura:

@ (2 £ ) (270%) ("hé) TS = N*BA

cntonees,
; 15 o 1/s /%
Vo _’H_l’:_ _._........_1 _’_‘_’_ 125 l v
T [(21;:) (2::;-2) BA] (ac) M (“ (1.60)
despejamos T de la ecnacion (4.52):
acT
Y (161)

swstituimos (1.48) ¥ (1.60) en (1.61},

’”p R A5 85 _1_ 4/5
(.’."T?) ] (nr') M T

E = (%) B [:Zk /) \
- @) @ R
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a contimacién sustituimos (4.53) en (4.49) entonces:

1/2 3y 1/2
h= (?{%) (gﬂ) v (4.63)

sustituyendo (4.60) en (4.63) obtenemos:

2k 2/5 27'3 1/2 1 1/10 X R 1/10 | 1 1/10
L i /10 43/10 { 5 s 2
h (mp) (GM) (271'1'2) BYTA (ac) M (a) (464)

despejamos de la ecuacién (4.45) la depsidad y obtenemos:

) r
= ﬁ (460)

sustituyendo (4.62) y (4.64) en la ecuacién (4.65},

Lm0 N0 2 NV AN RN L (1)
P=3 (ﬁ) (27”'2) GM B (ac) M7\ e (4.66)

Hemos resuelto las escuaciones de Ia estructura del disco en la regién externa, es decir,
donde la presién del disco est4 dominada por 1a presion de materia y la opacidad es
dominada por la opacidad librelibre, al hacerlo encontramos que la profundidad
éptica de la radiacién con respecto de los procesos libre-libre es mayor que 1. Isto
implica que esta regién del disco esté radiando como cuerpo negro. Por otro lado,
las ecuaciones de estructura del disco indican que el flujo de radiacién estd dado
por la ecuacién (4.48), entonces podemos introducir para esta regién del disco una

temperatura superficial caracterfstica, dada por:

acT?
4

F(r) =
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con a = 7.56 x 10%erg em3 deg ™, comparando esta ecuacién con la ecuacién (1.48)

tenemos que:

acTt 3M GM [1 -3 {?'_J)l/‘l]

4 8xr? r \r
3M GM
v > {1.67)

entonces para la regién externa del disco, r 3> ry, la temperatura caracteristica estd

dada por:

2 ac 3

3 AGM e
T = (____ - ) (-L.68)

para analizar esta f6rmula la aplicaremos en un sistema binario, donde utilizaremos

las siguientes unidades.

A
o= " 2!\1(} _ 2(:’\!@ Al
- (.%f:{.) 2 )T\ e MO
Af
M
(Mi'r) 17

entonees en estas unidades la cenacion {(L.68) quada:

R RN MY g (25Me PN M
b= ER(M[-)M”( )(’”@( ) (T> (Tfé)
t/4 . 2 _y7 1
. 3 1 2(,1\19) A1 (M (,)
o= | o= AlGMe =3 () (L
27 e ( ] [(4%7) -’”o) Vs
- s 1/ .
T = _.L;...i,\';l7,.5 (..\l...) !
16.r a (u"ll@ 4‘\117

resolvemos la econacion anterior con:

I}
N
= .
&=
—

=

(o]

il

A

174

|:=-
foang
e
P
-
=
\-—o/
&
TN
N
1
.
=
—
=
=

Mier = 10'Tgrs? {L.70)
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My = 233x10%gr (4.11)

entonces:

1/4
T = (Tg}‘) (7.36 x 107%erg om® deg~*) ™ x

* (10%7gr 5‘1)1/4 (1 x 10"%m s"l)sf‘ (6.67 x 10“"'cmagr_l3‘2)_2/‘l *

s () () () T

simplificando,

1/4
%

T = 3.2686 x 107 (10 x 10" x 10 x 10™ x 107°%)

4 - - . 2\ —1/4
* (ergem® deg ™ grlsem™® SPemPgr2s~"gr?) " x

a7 ( M )“/2 (7-)-3“
x| — — —
AJ]7 MG) Ts

entonces ienemos la temperatura superficial del disco es:

-\ 14 —1/2 —2/4
M
T, = (5 x 107K) (%) (E) (ri) (4.72)

Hasta este punto hemos examinado tanic la estructura radial como la estructura
vertical del disco de acrecién en el régimen donde la presién del gas domina la presion
de radiacién v la opacidad es dominada por la absorcién libre-libre. En principio
podemos contimiar examinando la estructura vertical del disco, posiblemente incluya
una regién donde la presién de radiacién es mayor que la presion del gas y la dispersién
de electrones domina la absorcién libre-libre. Aunque, bisicamente es una sunple
repeticién del andlisis presentados aqui y resolver el sisterna de ecuaciones algebraicas,

en esta tesis no presentaremos este desarrollo, porque no analizaremos esa parte del
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espectro. Para ver las formas finales de la regién interna del disco y al mismo tiempo,
otras propiedades por ejemplo el radio r al que domina la presién de radiacién, el

espesor 6ptico, etc. el lector puede referirse a [17,19].

4.10 Espectro del Disco

Clomo hemos visto, la parte del disco que emite como cuerpo negro tiene una tempe-
ratura caracteristica 1} dada por (4.72) que es funcién del radio, es decir, T, = T,(r),
donde r; < r < . Por construccidn cada anillo del disco emite un espectro caracte-
ristico de cuerpo negro a una temperatura caracteristica Ty(r), es decir la intensidad
1, estd dada por:

2hs

L =8,[T({)= (AT (erg s”‘z:m"?Hz”’sr") , T <r<rp {173)

Ahora estamos interesados en saber que tipo de espectro esperamos obtener utilizando
aparatos (en la tierra) que estdn a una distancia I y que la normal del plano del disco
hace un dngulo ¢ con la linea de observacidn. Fl flujo anitido a la frecuencia v del

disco estd dado por {20]:

. 2w cost [P
F, = T/r Iyrdr

I
srh vt cosi r

T
= 2132 / D IRT(r) — ld" (1.71)
Je, €

De I {ormmla (1.71) podemos graficar el espectro caracteristico del disco que es

mostrado on la figura (1.1).
Fista grafica la podemos deducir facilmente de la ecuacion (4.7-1}, para ello con-

sicleremes que v <€ KT{rp)/h cato implica que F, x 02 v para v tad que kT (rp)/h <



140 DISCOS DE ACRECION
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Figurad.4 El espectro continuo F,, de un disco de acrecién Spticamente denso radiando

localmente como cuerpo negro.

v & kT{r;)/h obtenemos que:

-3 5/3
F, oc 3 Caid dz x '3
o € —1

donde x = hu /KT (r) = (hw /KTy (r/r)** [20].

Hasta este andlisis hemos supuesto por simplicidad que todes los anillos del
disco de r; hasta rp estén emitiendo como cuerpos negros, con una temperatura
caracteristica dada por (4.72). Para cdlculos mas detallados la parte mterior del
disco no emite como cuerpo negro. Esta region del disco emite como un cuerpo negro
modificado. El lector puede tener més informacién en [17,19].

En esta seccién solamente presentaremos €l espectro total obtenide cuando se
toma en euenta que la parte interior del disco no emite como cuerpo negro {figura

(4.5)). Como vemos en la figura {4.5) a parte del espectro de cuerpo negro existe tam-
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Figura4.5 Grafica del espectro de potencias emitido por dos modelos de disco, calculados
por Shakura y Sunayev (1973) sin tomar en cuenta fas correcciones relativistas o la captura
de radiacién por el hoyo negro. En ambos modelos el hoyo se supone sin rotacién, asf
el borde interior del disco en r; = 6M. El modelo (a) correponde a & ~ 1075,
M = Mg, M =108 Mgafios™?, L ~ Lga = 10%8erg s71; el modelo (b) correponde
aa~10~2—1, M = My, M = 10%Mpafios™, L ~ 10%ergs™". La porcién de
espectro marcada como ¢uerpo negro es generada por la regién externa, la regién frfa
del disco, donde la dispersién de electrones no es importante. La regién marcada con
modificado es generada por la region interna del disco, donde la dispersién de electrones
es |a fuente dominante de la opacidad. La temperatura de la cola exponencial es Ia

temperatura superficial del borde interior de! disco. Ver referencias [1,17,19)].
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bi(;:n un espectro caracteristico de la lev de polencias, que sc extiende desxdle cnergfas
alrededor de 1K€V hasta 10K eV, Después el espectro exhibe nn corte exponcncial.
Pero ;Qué podemos concluir del espectro de la fizira (1.5) ¥ en general de
los discos de acrecién que presentamos hasta ¢l momento? Una conclusién clara es
que, atlin el modelo mas sencillo de los discos de acrecién obtenemos un espectro con
mm pico en el rago KeV. Los fisicos v astrofisicos no tienen dudas en cuanto a que
la acrecién s el mecanismo responsable para la generacion de los rayvos-X {ver por

cjemplo comentarios en la referencia [14])).



Capitulo 5
CONFRONTACION DE LA TEOR{A CON LAS OBSERVACIONES

Y CONCLUSIONES

Esta tesis corienza con una pregunta muy sencilla ;Céme podemos detectar hoyos
negros? En e} capftulo primero vimos como la teorfa de la relatividad general de
Finstein describe a la fuerza de gravitacidn. En el capfiule segundo presentamos los
resultados mas recientes de Ja teorfa de la evolucién estelar, haciéndo énfasis en la
rmuerte de las estrellas. De igual formae, presentamos algunos resultados numéricos
que implican gue el ltimo estado evolutivo de las estrellas masivas pueden ser los
hoyos negros, Igualmente, establecimos la manera en que la relatividad general des-
cribe a los hoyos negros y mencionamos sus propiedades bésicas. En los dos tltimos
capftulos analizamos Jas hexramientas tedricas ﬁue utilizan los cientificos para probar
ia existencia de los hoyos negros. Tambiéu presentamos los datos chservacionales
més recientes de las masas de las estrellas de nentrones y de los candidatos a hoyos
negros (en las tablas 3.1, 3.2 y 3.3). Estos resultados dan fuerte evidencia de los

hoyos negros como miembros de sistemas binarios de rayos-X. Desafortunadamente,
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comio vimos en las secciones 3.1 y 3.2 el erfterio de masa por si sélo no puede pro-
bar definitivamente la existencia de los hoyos negros. Pero el fendmeno de acrecién
{en esta tesis solo presentamos las ideas bésicas) tiene la potencia para concluir de-
finitivamente esta existencia. Con referencia en la figura (3.2), en este momento, es
decir, abril de 1998, los cientificos creen gue Ia ley de potencias extendida que vemos
Yinicamente en los eandidatos a hoyos negros es la prueba definitiva de su existencia.
Desafortunamente, como vimos con detalle ninguna de las predicriones de la acrecién
esférica, ni de la acrecién de los a—discos puedeén explicar el espectro que indica la
figura (3.2). Aungue de esto no podemos concluir que la acrecién no puede explicar
este espectro, podemos conchuir definitivamente que los modelos de acrecidn sencillos
que presentamos en este trabajo no son capaces de explicarlo. En general se tienen la
creencia de gque aunque el fenoméno de acrecién es vdlido, los modelos de acrecién no
son exactamente correctos. Para ver esto, en la figura (5.1), (5.2) y (5.3) presenta-
mos las iltimas predicciones de una evolncidn de la idea de Jos a—discos de acrecién.
Fl nueve modele de acrecidn se conoce como ADAF (advection dominate accretion
flows) [21]. Aunque no presentaremos un andlisis detallado de estos modelos de acre-
cién ADAF, para nuestros fines es suficiente indicar que en estos modelos la energia
generada por €l tensor viscoso no es radiada completarnente, sino que parte de ella es
advectada al ho;o negro. Este condicidn difiere de la que impusimos para Jos modelos
a—discos de acremén dende et calor generado por la viscosidad es radiado totalmente

(exactamente después de Ia ocuacion (4.21)). Esta diferencia de los modelos ADAF
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¥y a—discos es muy significativa. Cuando consideramos todos los detalles del mate-
rial acretado en un modelo ADAF, obtenemos los espectros mostrados en las figuras
(5.1), (5.2) y (5.3). En estas figuras se muestran las predicciones de estos dos modelos
comnparandolas con los datos observacionales. Como podemos ver de dichas figuras
las predicciones de los modelos ADAF estdn de acuerdo con las observaciones. Sin
embargo, todavia no podemos concluir que los modelos ADAF prueban la existencia
de hoyos negros. Las predicciones de estos modelos esidn de acnerdo con los datos
observacionales solamente en sistemas es estados “nactivos Lambién Namados apa-
gados o bajos”. Estos estados se caracterizan por una huninosidad en la banda de
rayos-X con valores L =~ 10%%rg/s a L =~ 10%erg/s.

En cste momento, todavia no es clare si las prediceiones de los modelos ADAF
estdn de acuerdo con observaciones de fuentes que se encuentren en estados altos o
ultra altos [22]. No obstante, para los fines de esta tesis creemos que el lector estd
convencido que: 1) De las observaciones ¥ la teoria tencmos evidencias muy foertes
de la existencia de los hoyos negros en este universo; b) Aungue, en este momento
no hemos probado que los hoyes negros existan, es claro que el eriterio de masa
¥ cl fenémeno de acrecién serdn los ingredientes bisicos para finalmente probar la

codstencia de los hovos negros.
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Figura 5.1 Espectro de un modelo ADAF de A0620-00 (linea solida) a a tasa de acrecion
Af =1 % 10~*, comparado con los datos observacionales. La linea punteada muestra el

espectro de un disco de acrecién delgado a la tasa de acrecién M = 107®. Como vemos

las predicciones de los discos delgados no concuerdan con Jas observaciones.
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Figura§,2 Espectro de un modelo ADAF de V404 Cyg (linea solida} a la tasa de acrecién
M = 2 x 10™%, comparada con datos observacionales. La linea punteada muestra el

espectro de un modelo de disco de acrecién delgado a M = 1.8 x 10=3,
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Figura’s,3 Modelo ADAF de J0422+32 (finea solida) en el lamado estado bajo,

comparado con datos observacionales (puntos y fineas). La linea punteada muestra un

rmodelo de disco de acrecién delgado a la misma tasa de acrecién M=01.
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APENDICE A

A continuacion se presenta el programa utilizado para obtener las graficas presentadas en la seccion de
| Graficas del Capitulo tercero. El programia esta hecho en MAPLE V Release 4
[ > restart:
[ > with(plots):
[ Primerc hacemos un programa para poder graficar Ia velocidad como funcion de r y dejendo un
pardmetro libre.
> graf:=proc{expr, ecvarin,ecvardep,ecpar,n) local
t£,t1,t2,%x,x1,x2,a,al,a2,k,c,F,P,lista;
t:=lhs (ecvarin):
tl:=lhs{rhs (ecvarin})}:
t2:=rhs{rhs {ecvarin}}:
x:=lhs {ecvardep) :
x1:=1hs (rhs (ecvardep}) :
x2:~rhs (rhs (ecvardep}} :
a:=lhsg(ecpar):
al:=lhs (rhs {(ecpar)):
a2:=rhs(rhs {ecpar)):
for k¥ from Q0 to n-1 do
c.k:=al+laZ2~-al) *x/ (n-1):
F.k:=(evallsubs) (a=c.k,expr):
i P.k:=plots [implicitplot}(F.k, t=tl..t2, x=xl..x2, numpaints=200):
od;
listai=[seq{P.k, k=0..n-1)j:
plots{display] (lista} ;
end;
graf = proclexpr, ecvarin, ecvardep, ecpar, 1)
local 2,21, 12, x, x], x2, a, al, a2, k, ¢, F, P, lista,
t ;= ths( ecvarin},
t1 = hs(rhs(ecvarin}),
2 .= rhs(rhs(ecvarin}),
x = lhs(ecvardep },
x! ;= ths(rhs{ ecvardep)),
x2 := ths(rhs{ ecvardep) Y,
a = lhs(ecpar),
al :=lhs(chs(ecpar)),
- a2 = ths{rhs{ ecpar)),
forkfromOton-1do
ck=al+{a2-alyk/(n-1),
Ik = (eval@subs¥a =ck, expr);
Page 1




Pk = plots{ implicitplot (Fk, t=1{ .. €2, x =x{ .. x2, numpoints = 200 }
od;
lista = [seq{Pk k=0 n-1}];
Pplots] display Y lista)
end

[ A continuacién introducimos los coeficientes métricos:
> Fi={r)->{1-1/r);

1
f=rot-—
L ¥
[ > g:=[r)->r"2;
i g=ror
[ Como es mas conveniente trabajamos con la 3-velocidad v, por ello reatizamos el siguiente cambio de

vatiable dado por 13 ecuacién (3.77).
> ur={r, v->f i) (A/2) %/ (1-v 2)~ (1 /2) ;

u=(r, v)—;m'f(r)v
S J1-V

| Finalmente, reescribimos la ecuacion de conservacion (3.119) con la tasa de acrecion Mp y Ias
condiciones a infinito M2, ast:
> Hi=(Mp,Gamma,

M2,x,v)~>{(1+Mp/ {{u(r,v) *g{r}) "~ {(Gamma-1) ) ) “2* (£ {r) +u (r,v) *2) -M2;
Mp

(u(r, vyglr™ "

v
H=(Mp,T,M2, r,v).{l + ] (Rr)+u(r, v)’) - M2

" Entonces encontramos una sofucion
> Hlil:={r,v M2}-5H({3,4/3,M2,x,v):

4
HIl=(r,v,M2)—> H[S,;, M2r, v)

Graficamos todas las soluciones para este taso, considerando r=2Mr. , donde L es ¢l radio de

Schwarzschild, por ello el horizonte en nuestra notacién se encuentra en =1
> graf (1l (r,v ,M2), r=1.01i..4, v=0.01..0.99, M2=5,.10,5);

Page 2



. — B o e T e R
2 25 3 35 4
T

[ Esta grafica muestra todas las soluciones, para esta tasa de acrecion, es decir, Mp=3. En la siguiente
grifica vemos que el punto sonico existe para el valor dnico de M2=8.5085.
> implicitplot{¥il {r,v,8.5085), r=1.73,.1.81, v=0.01..0.99);

Page 3
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