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INTRODUCCION. 

En el estudio de las propiedades de los materiales, como cerdmicas (aislantes, eléctricas 0 

superconductoras) y aleaciones, por medio de 1a microscopia electrénica convencional yde 

alta resolucién (100 KeV a 400 KeV), se ha observado, que el haz de electrones rapidos 

(Hobs [9] define a los electrones rapidos, a aqellos cuyos voltajes de accleracién son arriba 

de 10 KV, inientras que Mott [16] los menciona en todo momento, sin definirlos) causan 

datios en las muestras. El objetivo de esta tesis es describir y caracterizar el mecanismo 

del posible datio (el cual puede ser iduico o de choque directo) causado en una aleaciéu 

(en particular en una ce     ramica y cu un cuasicristal}, por la interaccién de electrones 

  

rdpidos en el intervalo (0.1 MfeV , 2 AfeV’) con ésta 

  ci6u del 

  

Debido a que da interac 2 de cleetrones con los Atomos de la muestra es del 

lipo coulombiano, cntonces se trata de colisiones clisticas. Como las velocidades de los 

  

electroues (cu cl intervalo de energias mencionado) se encucutran eutre (0.56c , 0.98¢) , 

donde ¢ es la velocidad de la luz, entonces deben tratarse desde el punto de vista cudntico- 

  

relativista, Por lo que es uecesario obtener la ecuacién relativista de Mott, {1G} para 

dispersién de pariculas. Para la obleucién de ésta, se usard la ecuacién de Dirac [5] 

para clectroucs cn presencia de un campo electromagnético; para resolverla, este trabajo 

se ba 

  

i cn el método usado por Darwin [4], y de esta forma, obtener la funcion de 

dispersién del haz dispersado por medio del corrimiento de fase; obteniendo finalmente 

la seccidu clicaz de dispersién relativisla de Mott [16]. Mott [16} por su parte usa los 

resultados de Dirac [5], Darwin [4] y Gordon [8}, para obtener ta seccién eficaz de dis- 

persién. [neste trabajo se mostrara como llegar a dichos resultados y los errores que 

  

se encontrarou en este articulo, También se mostrara que una de las componentes de ta 

funcién de dispersién se pucde poner en Lérminos de la otra, lo cual permite obtener una 

    

evaluacién mis exacta de la ecuacién de Mott, cuando es requerida, 

Por otra parte, la expresién obtenida (la ecuacién de Mott) se puede eseribir en 

funcién de la energia cinética del haz de electroues, por lo que ésta se puede usar para 

dle da 

  

detornnuar ka cantidad de energia que puede ser trausferida al uticleo o electrone



muestra. Existen dos expresiones para la seccién eficaz de dispersion en funcién de la 

energia cinética del haz de electrone 

  

una es la de Lehmann [13] y la otra es la de Hobbs 

[9]. Debido a esto se mostrard como obtener una por medio de la otra. 

Finalmente, se mostrard que la energia cinética del haz de electrones rdpides puede 

transferirse al nucleo o electrones de la muestra, y provocar cambios en ésta, por lo que 

es la causante principal del dafio (principalmente el dafio de choque directo). La forma 

dc mostrarlo es por medio de una simulacién con un programa de cémputo, escrito en 

lenguaje Turbo-Pascal o directamente en Excel para maéquinas PC, El calculo no preteude 

describir el proceso de como se lleva a cabo el daiio en la aleacién, sino que por medio de 

éste, se puede obtener informacién sobre la cnergia cinética que deben tener los electrones 

para poder desprender un determinado tipo de d4tomo en la aleacién, y ya esta operando 

para cl caso de interaccién entre un haz de electrones y una muestra de la aleacién det 

AlgaC uagC 015813 y también con la de ¥ BagCusO;. 

Estos resullados son relevantes en Ja investigacién que se Heva a cabo en la carac- 

terizacién de aleaciones por medio de microscopia electrénica. Ademas se ticne en el 

intervalo de energia mencionado un continuo, y puede también aplicarse en los trabajos 

con radiacién de electrones proveuientes de un acelerador (trabajando en dicho intervalo 

de cnergias). 

Por ultimo se tiene que la mayoria de los libros de Mecanica Cudntica que hay en 

espafiol, son traducciones realizadas en diferentes paises, por lo que a la seccién eficaz de 

dispersién también se le conoce coma: seccién diferencial de dispersién, seccién transver- 

sal diferencial o simplemente seccién eficaz. Debido a esto en lo sucesivo se usara seccién 

transversal diferencial. A la funcién de dispersién se le encuentra como: amplitud de 

dispersién; por lo que se usaré funcién de dispersién. Finalmente al desplazamiento 

de fase se le Hama: corrimiento de fase; por lo que se usara el término corrimiento de 

fase.



El plan de ta tesis es el siguiente: 

En el capitulo | se presenta la seccién transversal diferencial para una particula desde el 

punto de vista de la mecanica cudntica y se muestra el porque es necesario el uso de la 

teoria relativista. Se obtiene la ecuacién de onda fundamental para la Leoria relativista 

del clectrén en presencia de un campo electromagnético, asi como la ecuacién que Mott 

llama ecuacién de Dirac de segundo grado. 

En el capitulo 2 se resuelve la ecuacién de onda fundamental para la teoria relativista 

del clectrén, tomando como base cl método usado por Darwin. Se determina cl corrim- 

tento de fase por medio de las soluciones obtenidas. Se determina ia fancién de dispersion 

por medio de los corrimientes de fase. Se analiza la convergencia de las series infinitas de 

    las ondas parciales, para asegtirar su convergencia. Finalmente, 

  

SC NCS como poder   

obtener una de las series de ondas pareiiles por medio de la otra. 

  

Khu el capitulo 8 se clasifica ef tipa de dafio producido en una alcacién (o mues ), 
debido a la interaccién del haz de electrones con los Atomos de ésta. Se pone Ja seecidn 

  

transversal diferencial en funcién de la energia cinética del haz de clectrones. Se oblienc 

ja seccién lransversal de dispersién. Se aplica la expresién tedrica obtenida, en particular, 

en dos aleaciones (una es un cnasicristal y Ja otra una cerdmica superconductora) y 

    

comparan los resultados con los obtenidos experimentalmente, 

Finalmente se mnestran las couchisiones obtenidas en este trabajo.



Capitulo 1 

EL ELECTRON EN UN CAMPO 

EXTERIOR. 

La mayoria de los trabajos que trata el tema de dispersién de particulas desde ¢l punto 

de vista relativista, mencionan el articulo de Mott [16]. Al revisar este arliculo, se 

observa que él se basa cn expresiones obtenidas por Dirac [5], Darwin [4] y Gordon {8}. 

Pero al checar estos articulos, se observa que algunas de las expresiones (o afirmaciones 

que hace Mott) no son del todo iguales. Debido a esto, en este capitulo y en el siguiente 

se mostrara como Hegar a las expresiones mas importantes que usa Mott para obtener la 

seccién transversal diferencial y mostrar los errores que se encontraron. 

Een el inciso 1.) se muestra que la seccién transversal diferencial se obtienc por medio 

de la funcién de dispersion y por que es necesario usar la teoria relativista. Para poder en- 

contrar la funcién de dispersién es necesario resolver la ecuacién de Dirac [5] (la ecuacién 

de onda fundamental para la teoria relativista del electrén). [ou el inciso 1.2 se muestra 

que la ecuacién de Dirac puede expresarse en forma lineal o por medio de una ccnacién 

de segundo grado, la cual depende sélo del radio; en ambos casos no se obtiencn las 

soluciones. 
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1.1 Seccién transversal diferencial. 

[1 choque de dos particulas, desde el punto de vista de la mecanica clasica, esta determi- 

uado por sus momentos angulares y por el parametro de impacto. Desde el punta de vista 

cudntico el planteamiento del problema es diferente, ya que, el movimiento con veloci- 

dades determinadas y el concepto de trayectoria, junto con el de parametro de choque, 

deja de tener sentido. En mecdnica cudntica solo podemos hablar de la probabilidad de 

que, como resultado de la colision, las particulas se desvien formando tal o cual dngulo. Si 

en el proceso no se produce ninguna transformacién de tas particulas, ni varia su estado 

interno, entonces se dice que las colisiones son eldsticas. 

En ef caso de colisiones eldsticas, como todo problema de dos cuerpos, se reduce al 

andlisis de la dispersién de una particula, equivalente a la masa reducida, moviendose en 

el potencial V(r) de un centro de fuerza fijo. De este modo, !a solucién de la ecuacién 

de Schrédinger que describe el proceso de dispersién en el potencial V(r) debe tener a 

grandes distancias (r — 00) la forma asintética 

  

[1 primer término corresponde a una onda plana incidente, la cual representa el estado 

del sistema cn ausencia det potencial dispersor y esté determinado por las condiciones 

fisicas de] experimento; ef segundo corresponde a una onda esférica divergente saliente. 

La funcién f(@) se Nama amplitud de dispersion (o funcién de dispersidn) y representa la 

amplitud de probabilidad de que la particula incidente emerja a lo largo de la direccion 

del Angulo de dipersién @ como resultado de la colisién. 

Si un detector se encuentra en P (caracterizado por las coordenadas polares r, 0,9), 

como muestra fa fig. 1, subtendiendo un cono del angulo sélido dQ del origen, entonces a 

la densidad del flujo incidente (o flujo de probabilidad de la onda incidente) normalizada 

ala unidad es, 

Pp P 
re = — Wanel? =. 

m m 

 



Usando la misma normalizacién, ef flujo de probabilidad de la onda dispersada en la 

direccién f (correspondiente a la direccién del angulo 8) es. 

_ «ap tp |r OP 
Jes Waal” m fe WO Zl 

m m re 

Pero la probabilidad de que la particula dispersada pase eu la unidad de tiempo por el 

elemento de superficie dS despues de la colisién es j4,,:dS. Si dS se encuentra a una 

distancia r del origen, entonces 

. p gh dS op 2 
jae dS Ly PES Lys cyan, me r m 

ya que i-dS — r7dQ. Por Jo tanto, se liene que la razon de esta probabilidad a la densidad 

de flujo de la onda incidente cs igual a: 

_ dais: dS 

Lisnel 
da 

Esta magnitud tiene dimensiones de area, se Hama 

  

cidn transversal diferencial, y 

representa el mimero de particulas disper: 

  

udas por unidad de flujo incidente dentro del 

angulo sdlido dQ. 

Fisicamente do es el area efectiva Lransversal cu la regién de interaccién que intercepta 

a Ja densidad de flujo incidente y Ja transfiere al Angulo sdélido dQ. Por otra parte, en la 

practica no se tiene una sola particula incidente y una sola particula dispersada (particula 

blanco}, sino un haz de particulas incidentes sobre wn conjuuto de particulas blanco. 

Entonces, si el flujo de particulas incidentes es J por ci? v por segundo y el mimero de 

particulas blanco es NV, cl mtimero de particulas dN que emergen por segundo en dQ. es 

dN. INdo = JN |f (0) dQ, 

de aqui se observa que cada particula blanco lene un area efectiva da para interceptar 

una particula incidente y dispersarla en dO. La cantidad dN es una cantidad que se 

8



observa experimentalmente; y la observacién de secciones y su dependencia de la energia 

y direccién es la principal fuente de informacién sobre las interacciunes entre particulas 

Debido a esto, la informacion que puede ser obtenida acerca de las interacciones se logra 

a partir de las secciones observadas. Por lo tanto, el problema de dispersién de particulas, 

se reduce a encontrar la funcién de dispersion f (6), la cual a su vez puede ser expresada 

por medio del corrimiento de fase de las ondas patciales. 

En nuestro caso, las particulas que estan en movimiento son clectrones, cuyos voltajes 

de aceleracién se encuentran en el intervalo de (0 lLAfeV , 2MeV]; pero un electron con 

una energia cinética de 0.1 MeV se mueve con una veleocidad de 0.56 ¢ (donde c es la 

velecidad de la luz), por lo que se encuentra muy cerca del limite relativista (el limite 

Telativista se considera a partir de he ssius be el tratamiento puede ser chisico; pero 

sip > he e] tratamiento debe scr relativista); por otra parte, los electrones con cnergia 

cinética de 2 MeV’ se mueven con una velocida de 0.98¢, lo cual ya es cercano ac, pero 

si la energia fuera mayor a 2MeV , la velocidad se acercaria mucho ac. Debido a esto, 

el problema se debe tratar con la teorsa relativista. 

1.2 ELECTRONES EN PRESENCIA DE UN 

CAMPO ELECTROMAGNETICO. 

Desde el punto de vista de la teoria relativisla la expresién de la energfa de una particula 

libre con masa en reposo my y momentum p es 

ey/p? ++ mec? 

Remplazando el operador p por sus componentes #, se obtiene que 

Boe est + p34 B+ moc? (1.1) 

 



Aplicando la “funcién de estado” w al sistema (1.1), se obtiene la ecuacién de onda: 

  

nd ay nt a\ 1/2 
~ (8) + Bt BE + mpc") |¥- 0 (1.2) 

Pero esta ecuacién no es invariante ante Jas transformaciones de Lorentz, debido a la 

asimatria entre £ y los operadores #,. 

Si la ecuacién (1.2) se multiplica por la izquierda por el operador 

+ a2) od) a 2 oll? 
E (PE Ba + BE A mic?) ] 

se obtiene la siguiente ecnacién 

[e? ~ pf - pew mnie} -0 (1.3) 

la cual ya es invariante y, por lo tanto, puede ser tomada como la base de una teorfa 

relativista. Claramente se observa que el sistema (1.3) es diferente al (1.2) ya que no 

todas las soluciones de (1.3) son de (1.2), pero el caso contrario si es valido. De esta 

forma se tiene que solo las soluciones de (1.3) con valores positivos de E son soluciones 

de (1.2). 

Por otra parte, la ecuacién (1.3) no es de Ja forma requerida por las Ieyes de la 

mecanica cudntica debido a la exislencia del cuadrado de #2, lo cual Neva a ecuaciones 

no lineales. Para poder linealizar la expresién de la energia, Dirac {5] la expresa de la 

sigwente forma 

  

$ mg     apy | onfiy + aafis + Brnoe? (1.4) 

donde @), 2,3 ¥ 8 sou matrices de 4 x 4 y corresponden a operadores no conmutativos 
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y cumplen con las siguientes reglas algebraicas 

=f? =1, si (r= s) (1.5) 

Mr Os FOr -0, a8 +fa,-0, st (r #58) 

Las matrices que cumplen las reglas anteriores son de la forma 

0001 0 0 0 -: 

0010 0 0 i 0 
ay 1 7 

0100 0-1 0 0 

1000 i000 
(1.6) 

o 6 1 0 10 0 90 

0 0 0 =i 01 0 0 
a3 : B.- 

io 0 @ 00 -i O 

0-10 0 00 0 —! 

Obsérvese que 

0 1 0 -i 1 0 
- Oy Fy a, 

1 0 1 0 Q -1 

corresponden a las matrices espinoriales de Pauli, cuya algebra es idéntica a las de Dirac. 

Por lo tanto, las matrices de (1.6) se pueden poner en la forma compacta 

Oy Ap , ag ay, 

o7 190 
@y a , B= 

0 

~ Qa ~ a
 

(1.7) 

~ o 

donde / es Ja matriz identidad. De esta forma se tiene que la ecuacién de onda correcta 

i



para una particula en movimiento en ausencia de un campo esta dada por 

: 5 -, - 2 [e — 0B, — 22 — artis —Bmocty 0 (1.8) 

Substituyendo las matrices de (1.7) en (1.8), ésta puede quedar en notaciéu de vectores 

tridimensionales como: 

_ for 1 0 , 
B- [2, ep] - me"| pe - 0 (1.9) 

10 0 -! 

donde a {a,,04,02). 

Como las matrices de Pauli son de 2 x 2 y las de Dirac de 4 x 4, para que no haya 

Inconsistencia Dirac propone otras matrices, las cuales son 

0100 0 -2 6 0 1 6 0 0 

100 0 7 0 0 0 6-10 0 
ay + 92 193 

0001 0 0 0 -i 0 0 1 0 

00 1 0 0 G0 it 0 0 0 0 -1 

00 1 0 00 -i 0 16 0 @ 

00 01 00 0 -i 01 0 06 
A 1 fe 1 #3 

1000 10 0 90 00-1 0 

0100 oi 0 0 00 0 -i 

éstas a su vez cumplen con las reglas de operacién de (1.5) respectivamente y ademas 

que 

ar POL » 2° 12 

aga 8 pasa y 8 ps 

por lo que la ecuacién (1.9) queda finalmente como 

[(#) — m fo, ep] — pam # 0 (1.10) 
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Cuando la particula es un electrén de masa m y se encuentra en presencia de un 

campo electromagnético de potenciales ¢ y A. entonces sdlo hay que substituir po -= g 

por po + £4 y p por pt ZA en (1.10) obteniéndose 

{ (r. + “6) — pi [2p =A _ pane} =. (1.11) 

La cual es la eeuacién de onda fundamental para la teorfa relativista del electron. 

Fisicamente A corresponde al potencial vectorial magnético, y para el caso nulo la 

ecuacién (1.11) es la ecuacién (2) de Mott [16]. 

Si se multiplica la ecuacién de onda (J.11) (por la derecha) por el operador 

[(r0 1 “¢) 1 pl [op + “al + pare] 

se obtiene que 

e\? e 2 e 
- (v0 + “6) + (m [, p+<al) + (pips + 93m) [-.p+2al + 

yn 94 € € e e 

tpym'c + py [ep ral (r t “#) A (r0 + *) [.p+2a]}y -0 ¢ e € € 

pero de (1.5) se tiene que 

pexlo. pr=l oy ppstpsp- 0 

por lo que se obtiene 

{- (ro + *s) + [o p4 tal ¢miey 

+p (a “al (Po + “6) - (ro + 4) [2p ral) he 29 (12) 

‘Donde po = £ y pes cl operador —ihV. 
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Por otra parte se tiene que si B y C son dos cualesquiera vectores tridimensionales 

que conmutan con o , entonces la siguiente identidad se cumple para los productos de 

conmutadores: 

[o, Bi fo, C] = (0) By + a2 + o3B3) (0101 + o2Ce + a3C3) 

desarrollando el producto y tomando cn cuenta que las 0; anticonmutan, se obtiene 

jo, B] |o, C] = {B, C) + oy02 (ByGg — BoC y) + 9103 (By C3 ~ BgCy) + 

$0903 (BaCy — B32) 

pero 

0109 i063 , O40, 199 Y O90x toy 

y para el producto vectorial 

Bx C . (B:Cy — Baa) i - (Bis — BaC1) 3 + (Bile — Boy) k, 

por lo que se obtiene que 

fo, BJ[o,C] - [B,C] + i[o, B x C] 

in nnestro caso B.C > pt+£A por lo que 

ssa = (oez4) eon) (oe) 
€ 2 he 

= (pra) $4 [9 x a] 
c c 

va que (p | ©A) x (P LA) - aikYV x A debido a que p y A no conmutan entre si y 
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p —ihV. De esta forma se tiene 

2 9 
eC he [a ra] (p+£a) +2 lv xl (1.13) 
c c 

Por otra parte, al distribuir el producto del ultimo término de la ec. (1.12) se tiene 

& € € ie eG 
[7p “al (v0 t 0) = >. p+=l pot [op+2al] -—¢% 

C c € c c 

. e e 2 
- (r0 + “) lr pital - —po [- pt <al —-¢ [e pral 

€ 6 c c c 

sumando miembro a miembro estas dos tltimas expresiones se obtiene 

e ' € € e € 
[opt “a (po 4 <0) - (r0 + “#) [". $ “al = —{o, pd] - =o, oA] 

Cc c C c c € 

ya que p y A no conmmtar con a, tomando en cuenta que 

RK iha . 
m7 Ta Y p- -thv 

tenemos que 

[.p=] (ro + “#) - (r0 + <0) [o.p4 al ze Pe ig, Vd4l - ihe [. | 
c c c c Cc c © Ot 

the 10A 
7 -—Ie,V -— 14 2 |” +a (1.14) 

Substituyendo (1.13) y (1.14) en (1.12 ) se obtiene 

> \2 . eo \2 
{- (r0 t “0) mec? + (pa “a) 4 “Io, rotA] — 

c ¢ 

ih 1a 
- Sn [ver tZ4]}o =0



como A es el potencial vectorial magnético y ¢ es el potencia! eléctrico, entonces 

lOA 
rotA =H y -~V¢--—-=-E 

cot 

por lo que finalmente se tiene que 

e \2 e.\? oo, eh ch 
- (>» F “6) t (p+2a) +m? + = fo, H] + i= (0, Bl] ¥ - 6 (1.15) 

C c c cpy 

Los tres primeros términos corresponden a los términos de la ecuacién de Klein- 

Gordon. La aparicién de los dos ultimos son debido a que el electrén posee un espin. 

Al primero de los dos términos extras se le puede considerar como energia potencial 

adicional, que poseen los electrones lentos en la teoria cudntica; es decir, su forma es la 

de la evergfa potencial de un dipolo magnético en un campo exterior. De esta manera, 

en primera aproximacion (respecto de +) el electrén se comporta como una particula que 

posee. adeinds de una carga, un momento magnético 

eh € 
pa g-——hs 

ame me 
  

Este momento magnético se observa en el efecto Zeeman y esté de acuerdo con los ex- 

perimentos. Ademas, la razén giromagnética (e/me) es el doble de la que serfa para un 

momento magnético asociado con el movimiento orbital. [El segundo término extra no 

presenta una interpretacién fisica directa; pero al no tener parte real, puede poseer algiin 

clecto fisico nuevo?. 

También se tiene que entre las soluciones estacionarias de Ja ecuacién (1.15) se ob- 

ticnen soluciones para energias tanto positivas como negativas, ya que, los valores pro- 

pios del hamiltoniano de un electrén libre son iguales a -ke/p? +772, Debido a ésto 

se pueden teuer estados tanto del espectro continuo como del discreto. Ei] espectro con- 

: : . 2 + 9 
tinuo de valores propios de la energia se encuentra para F > me? y para E < —me’, 

  

2Mlort lo relaciona con cf espin del electrén y como uno de los causantes de la dispersién. 
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lo cual corresponde (al igual que la teoria no-relativista) a un movimiento infinite en 

el que el electrén puede encontrarse a distancia infinita. regién considerada como libre. 

Pero si —mc? < E < me?, el electrén no puede encontrarse en el infinito, por lo que el 

movimiento es finito y el estado pertenece al espectro discreto. 

Regresando a la ecuacién (1.15). Si solo hay interaccién debido a un campo eléctrico, 

en ausencia del campo magnético A .0 y H :: 0, dicha ecuacién queda 

[- (v0 + 6) +p? + md? +iXp, {o, Bile o . (1.16) 

Como el potencial eléctrico es debido a un campo coulombiano, éste tiene simetria 

esférica y por lo cual @ & yE. ae, ; substituyendo en (1.16) y tomando en cuenta 

que p : —ifV se obtiene 

3 
como fi - & , entonces 

at 

4a Qn Zer\ (Anpo 
[rs (r3- ~ mit) +2 he ) A) 

, (222 71 fone?) 1 ie 0 
Ac re he panilasr ¥ 

Dot 

    

  

    

1 
=+ 
r 

  

sea a oaks - & 

An? 2app\ 2a a? a 2 2,2 0 lr + Fe (po mic?) + (= \S45-4 371 lo. rh (1.17) 

Pero se tiene que p® = p3-- mc? ; tomando la razon a = jt y substituyendo en (1.17) 

Qup\? 2ap\ 2ap os (ay GE) ag DIAG oH 4 ips lo,]] 8 -0 

17



Como & oo se puede tomar como unidad de longitud, finalmente 

2ay a? a 
We Solo r]| v0, (1.18) 

r re Tr 

y corresponde a la ecuacién (17) de Mott {16], la cual llama ecuacién de onda de segundo 

grado para los electrones de Dirac. En el articulo de Dirac [5] no aparece de esta forma, 

sino como sc obtuvo en (1.15). 

V? en coordenadas polares esféricas esté dada por 

      

  

» 1Ldf 48 1 @ a 1 8 
“  =ex- brs | + aa I sa 1.19 

v ror (: =) t rsen0 80 (sen =) + r?sen26 0 ¢? (1.19) 

¥ 

» . 1 @ o 1 2p? (—_* fseno- |) + + 1.20 * [send 90 (ss a) * Std a (1.20) 

substituryendo (1.20) en (1.19) 

» LALl.A i? 

ve rar (- a) A’? 

substituyendo V7 en (1.18) 

10,0 L 2ap a? 
se (Po) ~ a SEES - urlfw. 0 
rar (« =| her? ris r toy taeilere 

lo cual imphea que 

& 20 L?~ Aa? 2ap ast i Sle 
E rer Aer? + raid 

a 
~ tA lo,r]y -0 (1.21) 

De esta manera se tiene que la parte real de (1.21) es una eeuacién diferencial de 

segundo orden, que solo depende de r , la cual se puede resolver por cl méltodoe de ondas 
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parciales para un potencial coulombiano modificado. Ademas, no todas las soluciones de 

ésta son soluciones de (1.11) ya que , como se menciond anteriormente hay soluciones, 

tanto para energias positivas como negativas. Por lo tanto, solo las correspondientes a 

energias positivas son soluciones de (1.11). Como el caso que se esta tratando es el del 

electrén, éste corresponde a energias positivas (el caso de energias negativas es e] del 

positrén), entonces da lo mismo resolver la ecuacién (1.21) 0 la (1.11) para encontrar la 

ecuacién de onda de interes, o mejor dicho, para encontrar la funcién de dispersién que 

se busca. 
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Capitulo 2 

DISPERSION DE ELECTRONES 

EN UN CAMPO 

COULOMBIANO. 

fn el capitulo anterior se vid que la seccién transversal diferencial se obticne por medio 

de la funcién de dispersién; pero ésta puede calcularse por medio de los corrimientos de 

fase Por otra parte, uno de los términos que aparece en Jas soluciones de la ecuacién de 

onda para la teorja relativista del electron, es el corrimiento de fase. Debido a esto en el 

inciso 2.1 se resolver la ecuacién (1.11) basandonos en el método de Darwin {4}, el cual 

consiste en ponerla como un sistema de ecuaciones diferenciales lincales. Pero Darwin 

usé este método para el caso discreto de energias, por lo que las soluciones se dejardn 

en términos de la funcién hipergeométrica degenerada; para el caso continuo de energias 

(que es el correspondiente a la dispersién de particulas) se usardn estas soluciones tan solo 

haciendo unos cambios, por lo tanto, se resolverdn las funciones hipergeométricas y se 

dejaran en términos del radio y funciones Gama, obteniendose finalinente cl corrimiento 

de fase, 

Ion el mciso 2.2 se encontrara la funcién de dispersién, la cual esta compuesta por 

dos componcntes y éstos a su vez estan expresados como una scrie inlinita que depende 
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de los corrimientos de fase y de los polinomios de Legendre (a este método se le Ilama 

de ondas parciales); pero como son series infinitas que convergen condicionalmente en cl 

inciso 2.3 se mostrar4 como asegurar la convergencia para cualquier angulo de dispersion. 

Como las soluciones quedan en términos de un coeficiente que Mott denota por R, se 

mostraré como obtenerlo, ya que difiere al expresado en Mott y Massey [17]. Finalmente 

se calculard la seccién transversal diferencial. En Berestetskii y Lifshitz [2] se menciona 

que las componentes de la funcién de dispersién pueden expresarse mediante una misma 

funcién F (0); en el inciso 2.4 se mostrara cual es y como obtenerla. 

2.1 EXPRESION PARA EL CORRIMIENTO DE 

FASE. 

En cl capitulo anterior se encontré la ecuacién de onda fundamental para la teorfa rela- 

tivista del electrén, la ecuacién (1.11), pero su expresién en forma compacta esta dada 

por 

o7 10 o| | Ba 
(cpo + e¢) + [2,cp + eA] + me - 0 

i 0 0 -/ ve 

va . as 
donde w -+ ; aplicando a la funcién de onda el operador y efectuando las opera- 

tes 
ciones con las matrices se obtiene 

(cpo + ed) v4 + [o, cp+-eA] ba + mc? = 0 

  

(cpo + e6) bp + fo,cp + eA] Wy + me? =: 

Pero, como ya se dijo en el capitulo anterior, A =0 para el caso puramente coulombiano y 

las componentes de o son las matrices de Pauli, efectuando el producto punto se obtiene 

el sistema 

(cro + ed) at c(oabs + Oyby + o2Bs) Va 4 me? = 0 
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(cp ted)up t (Oxf: + Oyby + O2f2) Va t mer 0 (2.1) 

Como ~ es una funcién biespinorial, es decir, es un 4-vector, entonces 

vy 

we wy v3 
e = pss y vam 

vs 2 4 

wa 

Substituyendo yyy wy en (2.1) oblenemos el sistema 

(epy bec) ai t c(Be — ify) Wa t cabs + me?o, 0 

(pa 1 P) bs lols + iBy) ba ~ cheba F me*p2 - 0 

(cps ted) ta 1 (Ba — By) Be b pat ~ me*ds . 0 

(po 1 ed) Bab C(Be + ify) by ~ cB sy —e*ya 0 (2.2) 

El sistema anterior tiene solucién no trivial si su determinante es cero, obteniendose 

  

donde po 

  

Obsérvese como esto es congrucnte con ja teoria relativista: la energia puede tomar 

valores positives Vv nucyatives, lo cual ya se habja dicho en el capitulo anterior. Por lo 

tanto, solo los positives sc considerarau por corresponder al caso del clectrén. 

  

Para encontrar la solucién del sistema (2.2) es necesario poner las componentes de p 
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cn notacién de operadores 

  

  

  

  

iff +ed a o o 
i( 7 me) ou 4 (F.~ 9g) ver os 0 

ifE+ed a a a 2 £132 ly, Se, =0 
i ( c + c) oa (F rig) v0 a4 

ifE+e¢d a _o a 
= _ — ~i— | oo + — vy, = 0 
+( c va (2 x] vet a2"! 

ifEt+ed a oO a a . , 24? )\y Swe 3 i( 7 me) var (Zig), 57° 0 (2.3) 

De la ecuacién (1.21) se tiene que las soluciones solo dependen del radio; ademas, que 

las soluciones para energias positivas de ésta, también deben ser del sistema (2.3), y por 

otra parte ¢ depende solo del radio. [ntonces se pueden expresar las cuatro funciones 

con ayuda de los arménicos esféricos multiplicados por una funcién radial. Para estd, se 

usara la siguiente formula para los arménicos esféricos, dada por Darwin [4] 

kee 2 k 
d (cos? @ — 1) 

PE +: (k — u)!sen4¢ | —— ett 
aan ) dcos@ Oe. ki} 

la cual esta definida para cualquier valor entero positivo k y para cualquier valor de u 

entre +k inclusive. 

Si f es una funcién radial, entonces se cumple que (Darwin (4]) 

  

  

aa) 1 [far &\ oy a kel \ (z+ ig) in - gers |(Z~ Er) ett e 9 (Fo EYy) ope 
Oo a 1 d k d, k+l (2-% -) see - mal (4-£)) pes} rerwhen-y (2 Atty) esi] 

a ons t Tf k Y kei), lhe = wo |(z- és] Pi + (k-+u) (ku) (f+ = “t'/) re| (2.4 

Obsérvesc que si k = u, entonces los factores (k — 1) en los segundos términos se anulan. 

De esta forma podemos ver que el sistema (2.3) tiene relaciones que se anularfan, depen- 
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diendo de la forma de los arménicos. Entonces se pueden usar soluciones de prueba, por 

ejemplo: 

Uy = ia) F (r) Phy. by = ~iaeF (r) PE 

3 03G (r} PE, oq = agG (r) Pe 

el factor --: se introduce en y; y P2 para que F (r} sea real. Entonces se encuentra que 

los coeficientes a, se pueden arregiar de tal forma que las cuatro ecuaciones los satisfagan 

Substituycnudo las ¥; en el sistema (2.3) Lenemos que la primera ecuacién es: 

Bbed | . G aG(r) k., \ 
7 al = +m} P(r) PE) ba 4 (60) ee de =¢ ) PEt   

      

+ T 

khw aG(r)  k4+) e 
PE fast rv et) bate) (Ss 7G le Pey,- 0 

Obsérvese que si ag (k + u + 1)-+ ag (k~—- 1%) +0, entonces el término Pi, se anula! y 

a, {E+e¢ a3—a4 [dG k a . D4. eet (2 -0 5 
i ( < me) 2k +1 (F ropes (2.5) 

En la segunda ecuacién se obtiene 

  

  

a, fis ted uel, Gan Oe dG ek att 

= ( C t me) FEE A teat Var 0) Pe 

  

dG k+l 
~(e= w=) fog(h— 0) Haat es OSE + ot) pes 

aqui el término Pit} se anula y la ecuacién queda 3 1 

ag Bted , a,-—a, [dG ok 
i ( 7 me) & + Oey 1 (F- £0 0 (2.6)   

r 

'EEn Jo stcesive en las funciones F (r) y G(r) se omitird la variable r. 
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En la tercera ecuacién se tiene que 

& - dF k4+1 al St me) cry Sate (SE E12) pas 
be T 

  

c 2k+3 \dr 

ktudl dF k+2 > -— - —+—F :=0 7 a3 [an (kK + u +2) +a (k wui (Fe ; r) rs (2.7) 

y en la cuarta ecuacién 

ft (ES - me) cogs — (qe -) uh 
  

  

  

pty + A ¢ 3k 43 \adr r kee 

keg dF oo k+2.\ 0, . 
ger alnm eia antk sw 42) (SE 9 AR 2 6) py 0 (2.8) 

si a, -- a2 entonces el Lérmino Pt, en (2.7) se anula y el término Pei en (2.8) también. 

Por lo que 

  
  

  
  

(ELS cme) o- tes win (Eo S2r) 0 (2.9) 
fh c dr r 

E dFook a ( t SE a me) 6 + (= (= 1) 0 (2.10) 
A c dr T 

Por otra parte, de las ecuaciones (2.5) , (2.6) y (2.9) se tiene que si 

@3~a,= 2k +1 y ag k+ ut] 

entonces 

aga amk tu 

Sustituyendo @3,a,y @, — a2 = 1 en (2.5), (2.6), (2.9) y (2.10) respectivamente se 

obtiencn las soluciones que forman un conjunto completo 

wy. iP PLY 1 2 = FP Pg 
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va (kind lGPE, gy (-keucrg? (2.11) 

donde # y G satusfacen las relaciones: 

  

    

lf k 
i( 4 me) 8 rE = Eo 0 
h c dr or 

i dP ok4+2 - 7 tm) os F ter g (2.12) 
h c dr Tr 

Este es el sistema (7.5) de Darwin [4] , que corresponde al (13) de Mott {16}. 

& - % , enlonces debe cumplirse que Vero sia, . ay — ly ay 

ag—a4,  --(2k41) => ay —(k tut 1) 

Por lo que se obtendria otro conjunto de soluciones completas 

  

br PPL Va EP PY 

wa —(kK but I GPe , da (k-uaGPs! (2.13) 

cnyas funciones FP y G satisfaccrian las relaciones 

| fi ted dG ook 
-- ime) Pt —=-=e. 0 Qa i( c 1 me) t bor (2.14) 

G+ 
Fr 

  

lf{Ete iF okY2 
( r¢ t me) —+-*r 0 

A c r 

Obsérvese que existe una diferencia de signo entre el sistema (2.12) y el (2.14), el cual 

no se hubiese podido obtener por medio de una factorizacién, Ademiis, si k = j — 1 en 

(2.14), el sistema corresponde al de la pag. 622 de Dirac [5] y que es el que usa Gordon 

{8}. 

Pero si 

+ pu . +1 wr ta Ph, ty > -iaG Pty 

26



vs ask PE, v4 ag F PE 

procediendo de manera andloga a la anterior y tomando en cuenta que si 

a, ay:'1l , ag—ag -(2k41) y ag ko-u 

entonces 

a,° ~(k+utl) 

y se obtendrfa el siguiente sistema” 

dP ok | Wy 3 a, 
7 ~F =. (B + me?) G- <a 0 

IG ktD, 2 
“eit; A (e- me)e yer 9 
dr r r he 

De nuevo este sistema difiere del (2.14) en su forma y también es diferente al (2.12). 

usta expresiéu o las anteriores con sus variantes (k — j — i) aparecen en los libros de 

texto que tratan el tema de la teoria de Dirac y son usadas para encontrar los niveles de 

energia del electrén en cl atomo de hidrégeno, como por ejemplo: en el de Dirac {6} 0 en 

el Schiff [22], asi como cn varios que no se mencionan en la bibliografia. Por otra parte, 

substituyendo k © — x — ! el sistema anterior toma la forma 

  

qf J 2 
oe F-=(b+me)o-5¢_0 
dr r he Tr 

  

dG x-1 a 2 Q@ 
— G+—(E- —F . 7 ; + he (E me?) F + 7f 0 (2.15) 

Observando que 

7 1 oT 2 Fir ¥ (x #1) P- (6 + me?) (Gr) ~aG = 0 
he 

2g) & - 7 — 1 nuestro sistema corresponde al de Dirac [6], donde ¥, -. F yw -G. 
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5 me’) {FPr) taF .0 

entonces e] sistema (2.14) se puede escribir como 

2n 

eC 
(Pry + Shr) — 5% (B & me?) (Gr) - < (Gr). 0 

(ory -XtGr) t * (r = me?) (Pr) + 2rr) «0 (2.16) 
te 

De esta manera se tiene que para valores pequeios de r los términos E 4 me? en el 

sistema (2.16) se pueden despreeiar, ya que, tienden a cero cuande r > 0,por lo que* 

1) . cae 
(ery 4 Acer) s L (ary 0 

r r 

(Gr) 

a 
fe

 

(Gr) + “ (Fr) 0 (2.17) 

Se puede abservar que de esta manera las funciones Fr y Gr intervienen en cada una 

de las eeuaciones (2.16) de la misma forma. Por lo cual si se busca para ellas expresiones 

con potencias iguales de r se obtenudria que 

Froart y Gr or? 

Substituyendo estas en (2.17) y derivando nos da 

1 ayn? | 4 yar7) Fabr™! 0 

byt) — ydrt + art! 9 

SEL signo £ se usard debido a que el potencial puede ser atractivo o repulsive sin alectar los cdlculos 
posteriores. 
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Por lo que se obtiene el siguiente sistema 

a(y+ x) Fba=0 

b(y-x) #ea =0 

el cual tiene solucién diferente de cero si su determinante es cero: es decir, si 

2 
Puy? a? 

Debido a esto, hay dos casos: si a” < x? entonces 7? > 0, lo cual nnplica que ¥ es real. 

Si 7 < Oentonces # y G divergen, ya que, r es pequefio; pero esto no es posible debido 

aque F y G deben tener una forma asintética cuando r 4 0, o si diverge una de ellas 

lo tiene que hacer mas lentamente, porque se tiene que 

am 

yt 

y- Va? -a?-- (G48) -@ (2.18) 

~(@+1) para j=¢+ 

Bs G. constr?)   

Asi pues 

ya que 

- (54 
+ (5 R

e
 

to
te
 )-- 

)- é para j = €- 

Aunque la funcién de onda también puede tender a infinito en r - 0 (si y < 1). Sin 

embargo, la integral de Iw? se conserva, desde luego convergente. 

Si a? > x?, entonces 7? < 0, lo cnal implica que 7 es imaginario. Las correspon- 

dientes soluciones oscilan cuando r > 0 (como r~! cos }y|Inr), lo que corresponde a una 

situacién inadmisible en Ja teoria relativista de “caida hacia cl centro” ; es decir, debido 

a que la particula no puede escapar al infinito, escapa hacia cl origen de coordenadas. 

Como x? > 1, un campo puramente coulombiano se puede estudiar mediante la teorfa 

de Dirac, si y solo sia < 1 , es decir, si Z < 137. 
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En el articulo de Mott {16] se menciona que Darwin [4) y Gordon [8! encontraron 

soluciones exactas del sistema (2.12); pero, por todo lo visto anteriormente, ef sistema 

de Darwin y el de Gordon difieren principalmente en un signo menos, cl cual no se 

puede obtener por medio de una factorizacién sino de la manera de como se ‘ojan las 

  

soluciones que forman el conjunto completo. También cabe aclarar que las soluciones de 

Darwin asi como las de Dirac (recuetdese que Gordon usa el sistema de Dirac) son para 

  

encontrar los niveles de energia para cl electrén en el Atomo de hidrégeno y no son para 

encontrar la funcién de dispersién, que es el trabajo que ¢1 hizo y que se esta estudiando. 

Por otra parte, si se hubiese tomado el sistema (2.12) tal y como lo menciona Mott, 

entonces se hubiese obtenide que 

(x #3)? - 2, 

  

vse tendria que xy # 1 no podria ser siempre mayor o igual a uno, incluso, Darwin 

menciona que su ecuacién para los niveles de energia del hidrégeno difiere de la expresién 

original de Sommerfeld exactamente en este término, y para poder coincidir con la de 

Sommerfeld es necesario substituir & en su ec. (7.5) por —k — 1. 

Por lo tanto, se seguird usando la ec. (2.15) en este andlisis. Debido a lo anterior ef 

problema se divide en dos partes: el espectro discreto (12 < me?) y el espectro continuo 

  

{£ > mc?)}. Para cl espectro discreto se debe cumplir que a? < x? y que 7 sea real ¥ 

positivo para segurar el comportamiento asintético cuando r 4 0, ademas se Lienc que 

en la teoria de Dirac no sdlamente debe cumplirese que Z < 137, sino que también se 

tiene que ec} poteucial del campo que se este estudiando no puede crecer mas rapido que 

t cuando r — 0, debido a esto las funciones F y G que satisfasen el sistema (2.15) deben 

ser similares a las del sistema (1.17), por lo que las expresiones que se proponen son de 

la forma 

2Vme § Be PP pt (Q, 4 Q2) 

    

yo Mine Be Pp! (1 - Qa) (2.19) 
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donde se usan las siguientes substituciones 

pede , An Y(me)?- £2, y= fy? - a? 

Como puede verse, estas ccuaciones cumplen con la condicién (2.18) cuando p — 0. 

Ademas, como Fy y G, deben comportarse asintéticamente convergente cuando p — 0 

esto se asegura con el término p’~!, el término e7?/ es para asegurar la disminucién 

exponencial cuando p — 00, y por otra parte, se tienen las funciones Q; y Qz para la 

normalizacién de coordenadas las cuales cumplen que Q; >> Q2 cuando p — oo y de esta 

manera se asegura el comportamiento asintético de la misma manera para las funciones 

Fy y Gy. Colocande (2.19) en Ja primera ecuacién de (2.15) y simplificando sc obtiene 

BUD 4 Qa) 4 (1b x)Qi + Ga) + SE (1) - 

pQy (2a me+Fe _ 

i (= + 1) toy ag (G1 G2) 70 (2.20) 

Andlogamente, substituyendo (2.19) en la segunda ecuacién de (2.15) 

(1 ~ Q2)' + ( ~x)(Qi~ @2)- (1-2) 4 
Ac 

— 
OO (11) — yf BEE (1 +02) 0 (2.21) 

me E 

En les problemas relacionados con el campo coulombiano es més comodo trabajar 

con unidades atémicas, teniendo que: para la masa, la longitud y el tiempo sus unidades 

respectivamente son 

2 3 Ki hi 
m=911x 107% , —— = 0.529% 10cm y —— = 2.42x 107!75 

me? me‘ 
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Por lo que la unidad de energia queda como 

4 

ae 34.36 x 10M erg -. 27. 2leV 
a? 

Por ésto, el paso a las unidades atémicas en las formulas se puede efectuar (para el 

eleectréu) suponiendo que 

emh=ceumel 

De esta forma, las ecuaciones (2.20) y (2.21) quedan expresadas como 

  o(Q1 + Qo) + (Vt x)(Q1 + 2) ~ 92 + a] == (Qi ~ Q2) 0 

  p(Q1- Qe) + (¥- x) (Q1-@ 2) + 9Q2~ af =*= (a, 1 Qa) - 

Cuya suma da 

’ am 
01 (1- Sart H(x-S)o 

ya que A= Vm? — &*. Restandolas se obtiene 3 1 

=0 wo 

Qi, + (x t am) as t(y-08 a2 0 

Despejando Qe de (2.22) y substituyendo en (2.23) se tiene que 

rah 827+ 1-0) Q-(71-F)ar~o 

Despejando Q, de (2.23) y substituyendo en (2.22) se obticne 

Qh (27 11-p@%-(711- Jas 0 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25)



Obsérvese que las ecuaciones (2.24) y (2.25) son de la forma 

(ec — 2) b” —ab’- ab —-0 

cuyas soluciones se obtienen con ayuda de la funcién hipergeométrica degenerada F (a,c, z) 

De esta forma se tiene que 

E 
Q1 ar(y-, ay 1, p) 

E 
Qs BF (y+1-5", 2941, 9) (2.26) 

Pero para cualesquiera valores finitos de z y a , y para valores enteros negativos o cero 

de c, la funcién hipergeométrica se determina por la serie 

Si en cualquiera de las ecuaciones (2.22) 0 (2.23) p > O , entonces 

Flaegqz)-1 , Q=A y Q=B 

por jo que la relacién entre A y B es 

a 

A (2.27) 

  

x+ 

1+% >
 

le
 

Es necesario que las dos ecuaciones de (2.26) se reduzcan a polinomios, ya que, de 

lo contrario crecerfan como e? cuando p —> oo , y a su vez creceria como e?/? la funcién 

de onda total. Pero si @ es un entero negativo o cero, entonces la funcién F (a,c, z) se 

reduce a un polinomio, sea 

ak 

we 
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donde n, =: 0,1,2,3,... , son los nimeros cudnticos radiales. Observese que sin, 0 se 

reduce a cero tan solo una de ellas. Pero esto implica que y ~ sé por lo que 

° (2) y r 

2 (22)'- 2 (x2) = | j=" 
x x 7% X XL= X 

Si \ < 0 el coeficiente B en (2.27) se anula, de tal forma que Q2 ‘0 y no se viola Ja 

¥ como 

condicién impuesta. Pero si x > Ose tiene que B —A y por lo tanto Qe diverge para 

ny = 0. Por lo que son admisibles los siguientes valores de n, 

0,1,2,3,... ,six <0 

1,2,3,4,.. ,stxy >0 

Por otra parte, falta encontrar cl coeficiente de normalizacién A. Para esto es 

hecesario normalizar la funcién de onda y del espectro discreto, lo cual se cumple si 

2 . . . . 
flv[-d¥ - 1. Como en este trabajo solo interesa el espectro continuo no es necesario 

encontrar A, entonces las ecuaciones de (2.19) quedan de la forma 

f E Po AV Beg} [F (v - 244 a) - 

ads nT 
= &E 

- (= ) F (v t1- <2 ' 10)| 
BY 

   

Gy -AVin— Belg [F (y - , 2y #1, r) f (2.28) 

E 9 
YS) pp ak 

i (sa JP (rt l- 27 + Le 
yy a 

Resumiendo todo lo anterior, tenemos que cuando x? > a? entonces ¥ es real, pero 

esto implica que yx? es real , ya que, c@ es real; eslo a su vez quiere decir que A es real. 

2 . . 
Por lo tanto, mes > ff to cual corresponde al espectro discreto. Por lo tanto, todo lo 
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anterior cfectivainente corresponde al espectro discreto. 

También se tiene que si x? < a? entonces 7 es imaginario, por lo que A tiene que ser 

imaginario. Debido a esto mc? < E ya que, A = Y(ine E? , lo cual corresponde al 

espectro continuo (que es el que interesa estudiar para el fendmeno de dispersién). 

Para el estudio del espectro continuo debe cumplirse que <a yh> me", por 

lo que no es necesario hacer los céleulos anteriores, sino que solo basta con los cambios 

siguientes (donde p =- |p| y usando unidades atémicas): 

  

  

  

  

vm - E> ~iV¥E —-m, 3 -iVB? =m? = (2.29) 

ak Lo. Qne* 

bb? —m?* 4 ho 

por lo que 

y-5_a-4 2 —t = -e? 2.30) 
x-% x-w (2.30) 

  

-t 

donde 
2 2y\ V2 am _= Qne 1- uv (2.31) 

VE? =m hv co? 

2-1/2 
teniendo que v es la velocidad de la particula definida por E = me” (1 - 5) r . Sub- 

stituyendo los nuevos términos en G, y Fy de (2.28) se obtiene que 

A' 5 . 
Fo ogvint Behl yr-! [eter (y — ig, 27 +1, p) — eT BF (7 +1 - 19,27 4 1p)| e 

, 

Gy 1 gV ES ne? [ee (y — ig, 27 + Lp) + OEE (y +1 — 9,27 I 1,p)| e 

pero como p° 2Ar , entouces p = —i2pr , donde p -- JB? —m? . Substituyendo de 

nuevo en Py y Gy 

FY vnt ek 

Gy iVE -—in 
A’eté (—i2pry! fete (y - ig, 2y + 1, -i2pr)



Fe (y+ 1 - ig. 27 + 1, ~i2pr)] 

Usando la propiedad de F (a,c, z) como 

F (a,¢,2z) -- & F (c — a,c, —z) 

entonces 

Fy +1 ig, 27 +1, -i2pr) = eT PPP (y + ig, 27 +1, i2pr) 

= eT 1 R* (y ~ ig, 2y + 1, -i2pr) 

Por lo que 

F E+m 
= A’ (2pr)7™? feror+0)p (7 — ig, 27 +1, -i2pr) 

G -iViE~m 

eT forthe" (y — ig, 2y + 1, -i2pr)| 

por lo tanto, 

BP, i . 
x = i2A'VE £m (2pr)™ ™ {efrr+8) pp (y — ig, 27 +1, ~i2pr)} (2.32) 

G x Re 

Pero cuando z ~ oo , la forma asintética de la funcién hipergeométrica esté dada por 

  F{a,c,z) = OO) a) Glaa-e fiz) + PO) 29 G (6-0, 1-a,z) P{c—a) T (a) 

donde 

ac a(at+l1)c(c+1 
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Por lo tanto, 

  

  

- _ P(e) ~a a(a-ctl) | a(at 1) (a~ct1)(a—et+2) see F (a, ¢,2) Peoa [r+ 1! (—2) 222 * J+ 

PO) ajee[, 4 mala) , (e-a) (era + 1) (1-1 a +1) +Feaye? prs 1 + co ele 222 + | 

Usando la formula anterior tenemos que 

F (y= 9,27 41, -i2pr) = T (27 +1) { (i2pr) ! baa + 
P(y +1 + tq) Qipr 

  

LO (=)| ' ea tpr yz ~(ytl +9) : + (7 + 1 +iq) (lL — 7 + ig) 40 (z)]} 

T (7 — iq) i2pr r? 

De esta forma, si r —» 00 , entonces se obtiene 

(27 +1) F (4 — iq, 27 + 1, -i2pr) ~ TPGtlta (i2pr)7 7" 

Substituyendo en (2.32) 

Ry i . “( . 
| QA VEE (apr *™ {eorro (@y #1) (apr) ae} 

Gy Re U(y +1 + Gq) 

exp |i (pr + €) + iq ini + iq In 2pr] 

P(y+1+iq) 
iA'VE tm 

pr 
T (2y + 1) (Qpr)? Im { (2am) 

Re 

pero 

(i2pr)~? = (Qpr)7 en? 

substituyendo ésto en la ecuacién anterior, se obtiene 

P (27 + 1) e779 
pr Re 

Fy | iA VEEm 

- V(y +1 + tq) 

Im {ei (pr+-€~$a+¢ln 2pr) 

Gy 
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pero 

ev cos (y — arg (a + ib}) + i sen (y — arg (a + ib) 

at tb Ja + ad] 
  

Por lo que 

FB. iA VEE r(Qy #1 >} sen 
‘ aes Et mV Oy tN mas (pr +6 + qin Qpr — Fy— 

Gy pe [Py th + ag)] cos 

— arg(y + 1 F iq)) 

iA JE am V(274 1) en) sen ( 

PG+i+ il cos 
oe pr +6, + qin Qpr ~ $1) (2.33) 

  

donde 

dy €— arg (y +14 ig)- Fy + F (2.34) 

vi 2) -f es el momento angular orbital, De (2.34) se tiene que . 4 

efx ne gi (2e~ ert wt 2arg My +1 +éa)) 

MG bE 49) retina grr 
Uy #1 +49) 

pero de (2.30) se tiene que 

ang YT 
e 

x — id’ 
  

por lo tanto, 

ey MIT Haney 
y—iq V (y+) 4 19) 
  (2.35) 

que es cl corrimiento de fase de Ja y-ésima onda parcial que tanto se ha estado buscando, 

ya que, es unis facil calcular la furncién de dispersién por medio de éste. 
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2.2 ECUACION DE DISPERSION RELATIVISTA 

In mecanica cudntica no-relativista, se ha resuelto el problema de expresar la funcién de 

dispersion en funcién del corrimicnto de fase. La expresién asintética de Ja funcién de 

onda que representa Ja dispersién de particulas en un campo de fucrzas centrales fijo es 

de ta forma 

= Unpe® + Ula = Upp top .   

donde Ugy es la amplitud de la funcién de espin de la onda incidente y Ujyy: es la 

funcién de espin de dispersién, Ja cual depende del angulo de dispersién, es decir, del 

Angulo correspondiente a la direccién de dispersién n’ . 

La funcién de dispersién de la funcién de onda queda determinada por completo 

dando una magnitud de dos componentes; una de ellas es el espinor tridimensional w, 

que representa la funcién de onda no-relativista en el sistema de reposo de la particula. 

También sc puede expresar en funcién de este espinor la densidad de corriente: ésta es 

proporcional a w*w. Por lo tanto, la seccién transversal difereucial de dispersién esta 

determinada por 

do = ———d0 

pero normalizando la onda incidente mediante la condicién w*w 1 +, entonces 

da = ww’ *w'd 

Por lo que se puede introducir un operador de dispersién f mediante la definicién 

Debido a que w y w’ tienen dos compenentes, el operador definido es por completo 1 : F 1 

analogo al operador amplitud de dispersién que hay en la teorfa no-relativista de la 
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dispersiédn cuando se tiene en cuenta el espin. Dicho operador es de la forma 

f a+b63 (2.36) 

donde 4,6 son operadores orbitales que dependen unicamente de @. Por lo tanto, se 

puede expresar el operador como funcién de los corrimientos de fase de lus funciones de 

onda en ef campo dispersor. Para esto es necesario determinar los elementos de la matriz 

diagonales de los operadores 4@ y é (se expresaran como az ¥ b¢ ), los cuales cumplen con 

la relaciones (Landau [12]), 

1 + 1 288 ag t hlby ip (e mo 1) 

Lops 
1 ad we 3(F1 Nbe~ oe (e é~1) 

resolviendo el sistema se obtiene 

1 iad ‘ b sits gad 4 
* Oe Np (e tome ‘) (2.37) 

ay 1 aff iy 
mao (0 (ee — a Efe - 2.3 
220+ Nip (CG )rele ‘)] (2.88) 

Por otra parte, cl desarrollo de la funcién 6 en polinomios de Legendre esta definida 

como (Landau [12]), 

F As(l—cosd) . S (2¢ + 1) Pe (cos 0) 
#50 

aplicando el operador (2.36) en esta fancién, se obtienc la funcién de onda plana incidente 

(a lo largo del eje Z) 

FF» DQ6t 1) fee (cosd) 
@0 

40



© S5(2l 4 1) (ae + bob - 8) Pe (cos 8) (2.39) 
0 

La aplicacién del operador (-8 a la funcién P,(cos9) esta dada por 

€- 5 Py (cos) = iv - 8 P} {cos 0) (2.40) 

donde ?’7 es un polinomio asociado de Legendre y v el vector unitario correspondiente a 

nxn’ perpendicular al plano de dispersién. Por lo tanto, substituyendo (2.37), (2.38) y 

(2.40) en (2,39) se tiene 

- i abt 286 . f Ie tt (e 1) +e(e « - 1)] Pe(cosd) 4 

1 2i (er ~ eit }e 8; (cosd)}. 

De esta manera f toma la forma 

f $4 2% (O)u-B=f(0)49(0)v-0 

donde 

s(0) mole +1) (eo — 1) 4 e(e% —1)] Pe (cos) (2.41) 

9 (0) zy (en - es) Py(cos@) (2.42) 
mo 

Cambiando tos corrimientos de fase 5¢ y 4¢° , por los corrimientos de fase 6, rela- 

Fomando en cucnta que las 4? y 67 se refieren a estados cuyo momento “neat   tivistas. 

orbital es ( (en to sucesive & 1) y con momento angular total 7 - bb 

respectivamente, Se debe cumplir que y = ~f—] para 7 714d yx=l para j= l- 

por lo lanto, quedarian como 

6; > 6 (141) 1 or ~ 6 
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Por lo que, (2.41) y (2.42) quedan como 

f= ellen 41) (2 -try — 1) 41 (0% — +] P; (cos) (2.43) 

9 (8) = moll e%#-cen — 1) — (2% — 1)] PF (cosd) (2.44) 

La ecuacién (2.43) se puede descomponer como 

00 

S(8)- Ll +1) (e#-0+0) + te] P, (cos) + (21 + 1) Pr (cosd). 
20 

i 

"> Py 

Esta expresién y la (2.44) son las que mucstran el enlace esencial entre el potencial V (r) 

y la seccién transversal observada, demostrando claramente la naturaleza ondulatoria de 

la descripcién de la mecinica cudntica. La dependencia angular debido a cualquier onda 

parcial dada esta determinada por P;(cos@), el cual oscila debido a 0 pero no muestra 

una preferencia estricta por alguna direccién en particular, como puede verse por la 

aproximacién asintética de 

  

2 
P;(cos0) = (aeag] = [G+ a)o+a] , o> 

La que determina la variacién angular del patrén de dispersion es la interferencia entre las 

ondas vecinas. También se tiene que el primer término de (2.43) (asi como los de (2.44)) 

son los que contienen los corrimientos de fase debido al potencial V (r); el segundo es 

requerido para remover cualquier contribucidén por la onda plana no-dispersada, el cual 

puede ser omitido para 0 # 0, ya que, por definicidn la onda plana se mueve sdlo en 

direccién hacia adelante; matematicamente 

> (21 +1) Pr (cos) =0 para 640 (2.45) 
120 

Por otra parte, el angulo @ = 0 corresponde a las particulas no dispersadas; por lo 

tanto, el segundo término de (2.43) se puede despreciar para cualquier 6. De esta manera 
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las ecuaciones (2.43) y (2.44) pueden escrihirse como 

f (0) = ~ [E+ 1) een + te] P, (cos 8) 
t=0 

co 
9 (8) = zh [em-een - emt P; (cos 9) 

im 

Usando (2.35) se tiene’: 

   
eur — (Sota E 

yuna — tq J (yaa + i + ig) 

de (2.22) se puede ver que 

qatar (HE = 1)? sa? (lt 1)? =? = ye 

por lo que 

eh vey, UTE PE (gar + 1 ia) 
Year 7 tg P(g + 1 + tq) 

ya que, e™ — (—1); sea 

al Pa tl 9) eng 
Ti = € 

Yor — ig T 4 + 1 + iq) 

debido a esto, se obtienc que 

eF-aen = (b+ 1 + iq!) (-1) Tha 

et os (0 ig’) (-1)' Ti 

‘Se usaré , ya que, 7 depende de J, es decir de x. 
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P (yt +1 — #9) in(t—y-1-1) 

(- 1 eT ; 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 

(2.49)



Substituyendo (2.48) y (2.49) en (2.46) y (2 47) respectivamente 

f(a) = Ret (E+ 1) (041+ iq’) Tiss + (0 — iq’) Tit (—1)' Py (cos) (2.50) 

= Ele ia) )T+ (E41 + iq’) Tra] (-1)' Pf (cos). (2.51) 
Psy 

Estas ecuaciones son idénticas a las del sistema (22) de Mott {16} salvo por un factor 

de i en 9 (6). De (2.50) y (2.51) se tiene 

£(a)= EL{-« 41) Ti PT iq! [4 Tra + tT} (-1)' Pr (cos 8) 
tt 

1 ’ 9 (0) = pelt + (21) Tiny + ig! (Tey — TH (-1)!' Pi (cosa) 
ba 

Desarrollando las serics y agrupando términos? 

£0)= > [PT Pet Pea) — ig ITP = Pra)| (-1)! (2.52) 
fal 

9 (0) — ne in (F! _ PL) — iq'T; (PI + P..)| (-1) (2.53) 
fal 

Tomando en cuenta que los polinomios de Legendre cumplen con Jas siguieutes relaciones 

de recurrencia 

(Pi = Phy) = MPL + Pha) (1 = cos) /sen 9 

(P14 Phy) = UP: — Pra) (14 cos) /sen 9 

Entonces en (2.53) se abtiene que: 

£ (0) - G (0) — iq’ F (8) 

*Se usara Py en lugar de P; (cos) .



ga G (8) (2.54) 
sen @ 

donde 

5 is, L FO) © 5-300 (P= Pra) (-1) 
Pry 

tn i G6) = = SUPT (At Pea) (-1) 
2p ry 

Usando las identidades trigonométricas 

1+ cosd 8 1 -~cosé 
t ———~— = tan? 

sen @ cay sen @ an 3 

se obtiene finalmente 

{(0)- G(0)- iq'F (0) (2.55) 

9 (8) ssqcot$-F (0) - itan $.G (0) (2.56) 

Estas ecuaciones corresponden al sistem (23) de Mott, salvo el factor i, que ya se 

habia mencionado con anterioridad. 

Obsérvese que si en (2.42) en lugar de z se usa ie entonces las ecuaciones (2.50) y 

(2.51) corresponden a las del sistema (22) de Mott [16] y las (2.55) y (2.56) serfan las del 

(23). Cabe mencionar que en cl corrimicnto de fase de Mott [16], pag. 435, no aparece el 

término (-1)! sino que el (-)* del sistema (21) es debido al sistema (16), pag. 432. Pero 

Qin, biker aqui también hay otro problema, ya que, el corrimiento de fase e corresponde « 

nuestro e“8-c+0, Esto se puede comprobar viendo Mott y Massey [17], pag. 79. Aqui 

la ecuacién (37) corresponde claramente a nuestro ey en la nota de pie de pagina 

explica que su e™ se obtiene de (37) remplazando n por —n — 1 ; excepto en el dltimo 

término, el cual se convierte en e7™+!-"), En ésta el término e" es debido a que en 

(36) se suma y se resta nn (como puede apreciarse en nuestra ecuacién (2.33)), y es 

independiente de pn4, (en nuestro caso 7,41). Estas diferencias en la notacién pueden 

ser porque Mott usa los resultados de Gordon [8]. Comparando la ecuacién (10), pag. 

13, vemos que: nuestra Q, estd relacionada con la o2 de Gordon y Q2 con a1; siempre 
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y cuando se cumpla que: —n’ = y ~q, ya que, — 4, 9' ly queko —ip. Pero si 

lo antenor se cumple, entonces la kg y la p de Gordon no podrian ser reales y él las esté 

tomando reales, ya que estd analizando el espectro discreto (E < mc?). Por lo tanto las 

soluciones de Gordon no pueden tomarse tal y como estan para el espectro continuo y 

Mott asi lo hizo. En la nota de pie de pagina de Mott [16], pag. 435 se afirma que si la 

y' de Gordon es igual a la k de Mott, entonces la w2 de Gordon (usando la ecuacién 10 

de Gordon ) es igual a la rG_x_; de Mott, lo cual es falso, la variable z de la funcién 

hipergeométrica de Mott es 2ir mientras que la de Gordon es kor, por lo tanto, no 

pueden ser igtales. 

También se tiene que en f (0) de (16) en [16] los corrimientos de fase estan con +1, 

y por otra parte en g(@) con -1; por Jo tanto, la expresién para f (0) ne corresponde 

a la obtenida en mecinica cudntica uo relativista (en ésta siempre se obtiene e§ 1, 

con espin o sin éste) ya que se podria pensar que el +1 es debido a ta teoria relativista. 

Pero esto no ocurre asi: debido a que en [17], pag. 76, corrige el error y su sistema (26) 

corresponde a nuestras ecuaciones (2.43) y (2.44) respectivamente. Por todo lo anterior 

scguiremos usando nuestra notacién. 

2.3 CONVERGENCIA DE LA EXPANSION DE 

LAS ONDAS PARCIALES. 

Las series tal y como se encucntran cn en el sistema (2.54) no convergen para todo @ ya 

que para f grandes, Gluckstern y Lin (7}, 

Boy pr indee ~ 

y para 0 £ 0 , como ya se menciondé antes, P;(cos0) ~ I7'/*. Por lo tanto, en forma 

extricta, F (@) es condicionalmente convergente y G(@) es divergente. Sin embargo, le 

expresién para G (0) en (2.54) esta de tal forma que es sobreentendida como el limite de 
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una suma dada, la cual incluye un factor convergente compatible. 

E] andlisis de las series en (2.54) se facilita si en las sumas se considera a ~. 0. Obte- 

niendose la aproximacién de Born (Fo (8) y Go (8)) que consiste en expandir la diferencia 

entre F (9),G (0) y Fo (0},Go(@) en series de ondas parciales, las cuales convergen es- 

trictamente. Para ésto Mott [16] propone que se tome g = q’, lo cual implica que c > v 

por lo que se trata de la teorfa clasica. Teniendo para los corrimientos de fase que: 

2-uen =t— lig (-1-141- #9) jsnt(-1-1)) 
-t~1-igP(-l-—1+4+1+%q) 

ent t-iqh(l41- ig) ntl) 
igh (041+ iq) ‘ 

ya que sia = 0, entonces y x (y x depende de 2). 

Usando la relacién de recurrencia para la funcién gama 

a 
  F(z) PQ -—2)} 
sen7mz 

se tiene que 

r(-l-141-%) 0(t+1- iq) 
P(-t- 141+ %9) P(l+14 iq) 

Por lo tanto, los corrimientos de fase quedan como 

a ok) eT ee 
P+ +4) TU+14 iq) 

Substituyéndolos en (2.46) y (2.47) respectivamente se obtiene 

(t+ 1-49) 
TU+1 4%) P, (cos #) (2.57) fo (0) = =e (2t +1) 

i=0 

9 (8) = 0 
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Por definicién la integral de Euler de primer grado (funcién beta) esta dada por 

B (a,b) = LE) _ fer ~ 1)! de. 
(a+) | 

Tomando al+1—ig=ay 2ig =}, se obtienc 

  

P(i+1— 4g) 1 beig 26-1 
= = 74 — ty" dt. 2.58 
T(t+1+ig)  P(2ig) f ( ) (2:58) 

Si |X| < 1-6, entonces 

Sat +1) Pi (cos) = him 90 (21 + 1).X'Pr(cosd) - F(X) (2.59) 
1.0 at Q 

Substituyendo (2.58) y (2.59) en fc (0) de (2.57) se tiene que 

= , a Qq- fe (0) « arta A P(tX) (1 = 1) at 

donde F (tX) = F(X). t! y como X — 1, entonces 

oo 
= > (at +1) tP: (cosa) 

t=0 

_ 1-¢ 
(1 = 2tcosd + £2)°? 

Por lo tanto, 

-i 1 a-e@)0-o% at fe= 5 f f . 2 -H 3/2 

2A 2 pas (asen 4)” [1 Heese] ven? 

tomando el cambio de variable 

o_ g@4e7t)-1 

ye 2sen2§ 

48



y tomando en cuenta que 

a-t) Zon 28 i ~ dy*sen"s .   

Entonces los limites cambian desde y = 0 hasta y = 00 por lo que 

~i Yiq~2 f° (2y)?"- y dy 
fe = == (sen $ f ——sa 

2p (28q) (sen 8) > (+2)? 

Haciendo nuevamente un cambio de variable de 

1 
l+y? = 

z 

entonces, cuando y — 0, z — 1; y cuando y > 00, z — 0. De esta forma 

-i 29-2 1 (avtaz)"" * pr 

fe= 2pT(2iq) (sen 3) ° f (fz) 222 

  

__ 7 g\74-2 22 fo, _ 4 \ia-1/2 49 Spray (°°) 2 L (1-2) 24 dz 

Usando nuevamente la integral de Euler de primer grado, se obtiene que 

fons ru eta 
Por lo tanto, 

i 2ig—2 Tliat§ }P (1 - ig) 
fe = pr Ou) (sen $) 07" 2?#-? Pry , (2.60) 

pero 

Qu) 
P(uta)= genet y P= “19

 

Debido a esto, 

2-2 T (ia + 2)ra — tq) - P (2iqg) PA - iq) 

P(3/2) rte 
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Substituyendo Ja relacién anterior en (2.60), se obtiene 

fe (0) = z (sen gy? ae (2.61) 

pero :T(z) = [ (1+ 2}, por lo que se obtiene finalmente 

q aq? T (1 — 4g) 
fe (8) = p (sen $) Fam) 

. 4 (em ven) (1 — 49) sen7? 
'p (1 +%q) I

S
 

Sea 

a (etn wen) P(1— 49) 
2p P(1 +i)’ 

este término corresponde a la R de Mott [16], pag. 437. Obsérvese como de nuevo hay 

un crror, y éste es corregido en [17]. Por lo tanto, 

fc (0) = Rese? 2. (2.62} 

De esta forma, tenemos el siguiente sistema 

—iqFo + Gp - R ese? ¥ 

qoot $y — itan $Go = 0 

Resolviendo para Fo y Go , se obtiene que 

fo==R y Go = Root?, (2.63) 
q 

Substituyendo en (2.55) y (2.56) respectivamente, se obtiene 

fo(0) = (Z- 1 + esc? $) 8 (2.64) 
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(9) +(£-1)c$R (2.65) 

Por lo tanto, las expresiones para las ondas parciales son 

Fy (0) = F (8) — Fo(8) y Gy (8) = G (8) - Go(a) , 

las cuales estan dadas como 

F, (0) = pi [P1(cos8) — Pi-1 (cos 8)] (—1)! 
1 

G, (0) = ieee IP: (cos) + P; (cos 0)] (—1)! (2.66) 
t 

donde D; = 1; — Tr(a -- 0). Por lo que la convergencia de las series en (2.66) osta 

asegurada, ya que, [?D, esté acotada cuando | ~+ oo. El sistema (2.66) no aparece de 

esta forma en Mott [16] (y su uso es por medio de indicaciones verbales), pero sien Mott 

y Massey [17] y sirve como punta de partida para varios articulos sobre el tema, como 

por ejemplo: el de McKinley y Feshbach (14] y el de Gluckstern y Lin [7]. 

Como una primera aproximacién de la seccién transversal de dispersién tenemos que 

fo = fot 90 (v-o) 

por lo que 

a }2 

[fol = Sole + 9093 + fo93 + 90/6 

= [fol? + lool” + fogs + gofé 

donde \fol? + Igol? corresponde a la dispersién total del haz dispersado, ¥ fog + gof¢ 
corresponde a alguna polarizacién en la colisién del haz dispersado. De esta forma, 

usando (2.64) y (2.65) se obtiene que 

  

1 2 rye 
Lyol? + lool? = (: = of) inf + (=) (cot?) 1m? 
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Pero & se puede expresar como 

2 1 f2iqin cen$) .~2 arg P(1+ ta) R= 3p (e Je 

ya que 

ra -ig) = ev are (1 +49) 
(1 + iq) 

por lo tanto, 
ra 

[RP = RORY = (2.67) 
Ap’ 

Usando (2.67) se tiene que, 

2 ’ 2 : 
Mol” + |o0|” (2) (1 + cot? $) + att ese? § t eset iz 

  

’ 
174 20 ao) 4 - ese” 5 + ese" 5| >, 7 2 are 

pero de (2.29) y (2.31) tenemos que 

Ze? 1 Se? v\? mu 
q- qa ing y p= 

Au fv fe v?/e? 

Substituyéndolas en la relacién anterior, y tomando en cuenta que se habian usado 

  

unidades atémicas, se obticne finalmente 

  

2 B74 v wv, 
ifol? + Igol? = Tot (1 ~ we} ose" § - az ese’ 5 (2.68) 

Esta ecuacién se encuentra en algunos libros de texto, como por ejemplo: en Berestetskii 

y Lifshitz [2] y en Holstein [10]; pero es obtenida por medio de la matriz de dispersién y 

teoria de tensores. 

Para una mejor aproximacién de (2.68) es necesario expandir el término D; de (2.66) 
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en potencias de a, por lo que 

2 

Di = Tia = 0) ~ Ti(a = 0) + $1} (a = 0) + S7y" (a= 0) + 0 (a') 

pero 

T{(a=0) =0 
y 

Nr Ti’ (a =0) = Fe Og t= ig) - —P(L41+4 iq) - én] 

donde 

ao). 2 (leita) _,_ Mtl ig) y(t—iq) = O41 ao Wt a)= Tim Y OOF Ha) = BE 
entonces 

2 

Die - FT (a = 0) Iv (I= tq) = (+1 + ig) — in] + O (at) . 

Pero Ti (a = 0), ¥(1— iq) y (1 +1 + ig) en potencias de q estan dadas por: 

rg t 2 Tifa-0) = - {rns (- 1 - rik [Fe + Tey + terms. q°,ete.} 

v(l-ig) = ¥() - igg (ee ~ Tay + terms. q?, etc. (2.69) 

w+ 1 + i9) Peay ("41 M(i+1 2 
¥(t+1) -ig Puri (Fatt - Fy] + terms. q?, etc. 

Como red =tydl+l=e(0+ } » substituyéndolas en (2.69) se obtiene que 

ae 1 it Dr= (ix + ne 1)" + terms, 279, ete. (2.70) 2? 

Colocando (2.70) en (2.66) y despreciando los términos aq se obtienc 

ia? 2] 
F(0)=fy-~—-y>- (+5 7) Pry) 

4p iat 
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2 © 
G (8) - - Go- 0 (in + a) + Py) 

ma 

Pero 

S . 0 on Pet Pha 20 
Doin (Pr + Pin) = in (ese § - 1) y La = Incse? $ 
iz in 

por lo que, 

F(0) = Fo +O (a?) 

G(0) = Got ae fr (ese $ ~ 1) — tn ese? §] + 0 (a?) 

Usando (2.63) en la relacién anterior se tiene que 

F (0) ik + 0 (a?) 

G (8) cot? 2 R + Sle (ese ¥ - 1) — ilnesc? $+ 0 (a”)] 

Substituyéndolas en (2.55) y (2.56) respectivamente se obtiene 

(0) -- cot? 2 R + ela (cso $ ~ 1) — itn esc? $] - ftp 

@ (0) Toot $ R-itan$ {cot?PR+ 2 ln (ese $ ~ 1) — iInesc? $]} 

lo cual implica que 

£0) + (222 + esc? ree [x (csc $ ~ 1) ~ én ese? g] 

(9) - ~ Incse? $44 [(2%) cot$ R— "2 tan 8 {ese $—1)] . 

Elevando al cuadrado, sumando miembro a miembro y usando nuevamente (2.67), en- 

tonces la dispersion total del haz dispersado es: 

2 2 (7 — 4)" 20 Yy-4 20 ao IF + oF = es (1 + cot 2) + 2-— ese" 5 + esc 5+ 
q q . 

we (cse? a) (ese $ - 1) + ue [(ese$ - 1)" + In? esc? |} & 

= i [G ? csc? gy esct % 8 z+ a (ese? 4) {ese $ ~ 1) +0 (o")| . 

  

 



Usando los valores de q, q’, @ y p en unidades ordinarias, la formula anterior puede 

expresarse en términos de la velocidad v del electron, la cual queda como: 

24 2 2 
2 2_ Se v 40% 28 lf’ + {gl - aaa (1-3) [es 3 ~ pesca + 

  

4m?u4 

Ze? (1 ~sen$ 
omZs —=74 | + terms. de orden aq (2.71) 
c Ac sen35 

Obsérvese, como nuestra ecuacién (2.71) corresponde a la (25) de Mott [16], salvo por 

un término, él tiene cos? 2 y nosotros obtuvimos 1— sen $ . Se puede ver claramente que 

las expresiones anteriores no corresponden a alguna identidad trigonométrica y sélo son 

iguales para 0 = 0 y 0 = m (en general para 9 = dna 0 0 = (4n + 1)m, donden € 2). El 

error esté en el término G de Mott, ya que, él obtiene 7 esc? 8 y nosotros 7 (cse $ - 1), el 

cual también es obtenido por McKinley y Feshbach [14]. Por otra parte, nuestra ecuacién 

(2.71) es idéntica a la (2.9) de Lehmann [13]. Por lo tanto, hay otro error en el articulo 

de Mott [16]. 

2.4 OBTENCION DE G(#) COMO UNA FUNCION 

DE F(6). 

Es importante sefialar que hay una relacién entre las funciones de ondas parciales F (ay 

G (0) . Esta se obtiene derivando F; (8) con respecto a cos@, por lo que se tiene 

dF, (6) ai a) dP,(cos®) — dPr_1 (cos) 

dcos®0 2 V Teosd dcos@ n=l 

(2.72) 

pero los polinomios de Legendre cumpien con la siguiente relacién de recurrencia 

  

(1 + cos@) 1 nr [Pr (cos 6) ~ Py (cos6)] = LP; (cos 0) + P,1 (cos 6)} 

w tn



substituyendola en (2.72) se obtiene 

dF, (8) | 
Tosh 7 Span (it cost) 2 xe Di [Pr (cos 0) + Pry (cos 9)] 

de (2.66) se tiene: 

  

lo cual implica que 

  

  

  

  

dcos@ ' 

por lo tanto, 

dF; (8) G, (0) — ~ cot $ 2. 1 (8) cosy (2.73) 

Por otra parte, usando fp (0) de (2.63) se tiene que 

dFo(0)_ _ -i9cos$ [Fa = 4 e2iain won 
dcos® — 2sen0 (sen 2 $) P(i + iq) 

xq 20 = oem col” 5 Fy (8 
T+cos0 "2 0(8) 

pero de (2.63) se obtiene que: 

dFy (0) _, Go (8) 

dcos@ 1+ cos@’ 

lo cual implica que 
dF o (8 

Go (8) = (1 + cos) 09) 
dcos@ 

por lo que 

o dFy (0 
Go (0) = —cot af dy (2.74) 

De (2.73} y (2.74) se concluye que F (0) y G (@) satisfacen la misma relacién 

dF (0 
G (0) = — cot § ae . (2.75)



El hecho de poder obtener un amplitud por medio de la derivacién de la otra es muy 

importante, ya que, facilita la evaluacién dela amplitud de dispersién total. Pero ademas, 

por la misma naturaleza de F, (6), esta serie converge mds rapido que la de G, (8); 

por lo tanto, si se usa la relacién (2.73) para obtener G, (8) , entonces las componentes 

de la funcién de dispersién pueden expresarse mediante una misma funcién F (@) y se 

obtendrian resultados numéricos més exactos , que los obtenidos con la relacién (2.66). 

Debido a esto, la importancia de la relacidn (2.75) es doble y permite obtener una mejor 

aproximacién de la dispersién total cuando ésta es requerida. 
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Capitulo 3 

SECCION TRANSVERSAL 

DIFERENCIAL EN TERMINOS 

DE VARIABLES DINAMICAS Y 

SUS APLICACIONES. 

En la seccién 3.1 se caracterizard el tipo de dafio producido por la interaccién del haz 

de electrones con los dtomos de la muestra. Despues se pondra la seccién transversal 

diferencial en términos de la energia transferida (energia de desplazamiento) a los dtomos 

por el haz de electrones debido a la colisién. Como existe un intervalo de energias 

de desplazamiento, entonces se promediaré la seccién transversal diferencial y a dicho 

promedio se le llama seccién transversal de dispersion. En la secci6n 3.2 se aplicard 

la teoria obtenida para los dtomos del cuasicristal AlgpCugoC015S5i3 y para los de la 

cerdmica superconductora Y BazCu307 y de esta forma se obtiene informacién (por medio 

de las gréficas obtenidas) sobre la minima energia que deben poseer los electrones para 

poder dispersar a los 4tomos correspondientes. Se compararan los resultados obtenidos 

tedricamente con los experimentales.



3.1 VARIABLES DINAMICAS. 

Dentro de las aplicaciones de interes es importante tomar en cuenta la interaccién de los 

electrones con muestras orgénicas 0 inorgénicas. Ahora bien, se sabe que desde el punto 

de vista quimico sus estructuras son diferentes, por lo cual! se pensaria que el resultado de 

la interaccién del haz de electrones con las muestras también lo es. Es interesante ver que 

cuando el material inorgdnico tiene una estructura atémica cristalina o cuasicristalina, 

los dtomos tienen una posicién permenente y ordenada (0 casi ordenada); por lo que 

cualquier perturbacién en uno de ellos tendra efectos que pueden ser experimentados 

por los dtomos vecinos. En los materiales orgdnicos esto no ocurre algunas veces debido 

a su arreglo molecular. Pero a pesar de todo, tienen algo en comin: ambos sufren 

dafos, en menor o mayor grado, cuando interactuan con electrones rapidos. Los choques 

pueden ser eldsticos, los cuales permiten obtener informacién posicional, o ineldsticos, 

que proporcionan, informacién quimica. 

Por otra parte, los electrones, debido a su carga eléctrica, interactuan en forma 

coulombiana tanto con e) nucleo atémico como con los electrones de 1a muestra. Am- 

bas clases de interaccién pueden provocar un desplazamiento atémico irreversible. Al 

desplazamiento atémico resultante de la interaccién electrén répido con nucleo atdémico, 

se le llama daiio “knock-on” o choque directo, porque envuelve una transferencia directa 

del momentum y energia al dtomo desplazado durante la colisién. Al desplazamiento 

atémico originado por la interaccién electrén répido con electrén atémico se le llama 

daiio iénico (0 radiolitico). Estos iltimos son menos directos y requieren un mecanismo 

para convertir la energia potencial de la exitacién electrénica en momentum nuclear y 

ocurren a bajas energias. En el dafio de choque directo en ocasiones se tiene que la 

energia transferida al dtomo desplazado es suficiente para que éste desplace a otro Atomo 

y asi sucesivamente, a esto se le llama desplazamiento de cascada. También se tiene que 

el daiio de choque directo se da (Hobbs [9]) cuando los clectrones son acelerados con 

voltajes mayores a 100 KeV, mientras que el idnico para menores a 100 KeV y cada uno 

predomina en su regién. 

59



Ahora bien, ya se ha visto que durante la interaccién hay desplazamiento atémico, 

ipero cudntos son desplazados debido al energia transferida por el haz de electrones? Para 

esto se puede hacer uso de la ecuacién (2.71) la cual proporciona la seccién transversal 

diferencial no sélo dependiendo del dngulo de dispersién 6 , sino también de la velocidad 

vu del electrén. Entonces se puede poner en términos de la energia cinética, por lo que la 

seccién transversal diferencial depende de la energia cinética del haz de electrones. 

Para hacer el cambio de variable es necesario usar la siguiente transformacién (Lehmann 

(13) 

o(T;E) dT =a (6) dQ (3.1) 

donde T es la energia cinética transferida a la particula blanco (es decir, a una particula 

de la muestra), dQ = 20 sin 0 d0 y E es la energia cinética del electrén. Pero en la teoria 

de colisiones existe la siguiente relacién cinematica (Lehmann [13]), que se cumple tanto 

para la teoria no-relativista como para la relativista: 

T ) 
Ta = sens (3.2) 

donde Tynax en la teorfa relativista es 

2M E (E + 2mgc’*) 
Tp = ye 3.3 
me (mo + MP2 42ME (3:3) 

¥ corresponde a la maxima energia transferida a la muestra de masa M por la particula 

de masa m y energia E, la cual se obtiene cuando 06 = 1; E = moc? es la energia en 

reposo del electrén (o proyectil). 

De esta forma, diferenciando (3.2) con respecto a @ y substituyendo en (3.1) se obtiene: 

o (0) 27 sen 0 dO 
T, E) = ———_>y——- ae ) Tmaxsen 5 cos § dd 

4n 
=@(0) Ton   (3.4) 
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Usando nuevamente (3.2) en (2.71) y substituyendo en (3.4), se tiene que 

Ze vw*\ [72 Uv? Tinax 

(rie) = 2 (1-5 Top t     

  

use 1— YT / Trax +0 (a) 4n 

eRe \ CP Tan) 92) Trax 

  (3.5) 2mv? PT Tae 
a ee 

T2 

donde B = Sy a= ze La relacién anterior se conoce como expresién de McKinley- 

Feshbach para la ecuacién de Mott, la cual se usa en el trabajo de Lemann {13]. Esta 

ecuacién es valida para Z < 30; para Z > 30 es necesario usar mas términos (los de at o 

8 segiin se requiera) en el cdlculo de la ecuacién (2.66). 

Dado que siempre sc puede encontrar una energia umbral de desplazamiento, en- 

tonces existe un intervalo de energias, el cual estd asociado a un intervalo de secciones 

transversales og (7; £). Esto quiere decir que no todas las colisiones pueden producir un 

desplazamiento y por lo tanto, existe un intervalo de energias transferidas 7 que tienen fa 

probabilidad de poder desplazar a las particulas blanco. Debido a esto se puede obtener 

el promedio de las secciones transversales o (T; £) para las energias transferidas 7’ por 

los electrones de energia E , en el intervalo de energias Tmin < T < Tmax por medio de la 

relacién 

oa(E) -[ Pa(T)o (TE) dT (3.6) 

donde Typin eS Ja minima energia transferida al niicleo de masa M necesaria para poder 

desprender al atomo del enlace molecular y del medio, es decir, dejarlo en libertad; 

la funcién de peso Pg es ta probabilidad de que la energia transferida T produzca un 

desplazamiento y o4(£) es la seccién transversal de desplazamiento. 
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La funcién Pg es tomada de Rickards et al.[20}, y esté dada por razones fisicas como 

0, st T < Trin 

Pa(T)=4 1, st Trin < T < 2.5T nin (3.7) 

QT , si = T > 25T min 

Cabe mencionar que cuando T > 2.5Tmin, el desplazamiento de cascada es tomado en- 

cuenta por la angostura Q == (0.8127 min) R, donde R es la fraccién de energfa necesaria 

para el desplazamiento en cascada. El valor de R es variable y depende de los elementos 

y energia consideradas. 

‘Tomando de (3.7) Py -- | y substituyéndola en (3.6) se obtiene: 

2 \2 

og(B) = 4m (=) (= 0) fo [=e - ~ (8? + nap) = tn op a aT 

4n (45) (1 ~ 6”) [Ft - - (6 + nap) in = aa - 2nap (1 - 7)| (3.8) 
min min 

Pero de (3.8) se tiene que 

Ze\? 9 Ze\71-p? 

(sea) (-#)= (Sis) BO 
a7 met\? (4? \? (1 p? 

one me? mtg 

“ 
Como 25 = Ug es la energia de Rydberg (13.6 eV) para Z = ly iy = ag (53 pm) es 

  

el radio de Bohr; entonces se obtiene finalmente gue 

‘ 1-7 \ [Tina: 
oa(B) = 4027030} (amr) [= a 4 2rap 

Pct At 7 | Trin Tm 

  - (6° + nap) nes 
min 

—(1+ 2nap)| (3.9) 

Esta es la expresion de Hobbs [9]. Tomando en cuenta que como la masa del electron es 
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despreciable con respecto a la masa M del nticleo atémico y como la energia cinética # 

puede ser muy pequefa comparada a la energia en reposo Mc? del nticleo, entonces la 

maxima energia transferida en (3.3) se transforma en este caso a 

2E (EB + mc?) = (3.10) Tmax = 

Sin embargo se tiene que sélo una fraccién de la energia transferida total es disponible 

para el desplazamiento atémico. Por lo que, la ecuacién (3.9) Gnicamente es valida para 

elementos ligeros;! para elementos pesados es necesario usar la expresién completa de 

Mott. Por lo tanto, el uso de Ia relacién (2.75) es el mas recomendable (por su doble 

importancia) para obtener (2.71) por medio de una evaluacién numérica. 

3.2 DANO POR RADIACION ELECTRONICA 

EN YBagCuzO7 y AlgoCur9C 015573. 

Uno de los campos donde la teoria descrita anteriormente se puede aplicar completamente 

es en la Microscopia Electronica de Transmisién (MET) y en particular en su drea de Alta 

Resolucién (METAR). En este campo la muestra bajo observacién es expuesta a un haz 

de electrones generados con voltajes cuyos valores tipicos se encuentran en el intervalo de 

(1KeV , 2MeV) Reyes y Yacaman [18]. Las muestras observadas son principalmente 

de materiales inorgdnicos y cubren la totalidad de materiales estudiados en las Ciencias 

de Materiales. Las muestras de materiales orgénicos, generalmente aquellos estudiados 

en las Ciencias Biolégicas, también pueden ser analizadas por MET, pero en este caso 

la preparacién de la muestra es bastante laborioza en comparacién con los materiales 

inorgdnicos Reyes y Yacaman [18]. 

Dentro de las aplicaciones de la teorfa anterior estan los dafios causados en una 

aleacién, por la interaccidn con electrones rapidos. Para esto se han tomado como ejemplo 

"[lobbs [9] define a los atomos ligeros, a aquellos que cumplen que Z < 40 y los pesados para Z > 40. 
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dos muestras: una de ellas es la aleacién cuasicristalina el Alg2CusC'015Siz y la otra es 

la cerdmica superconductora Y BazCu,07. 

El proceso de dafo por radiacién que sufre una muestra durante su observacion en el 

MET, puede ser seguido tanto en el modo imagen como en el modo patrén de difraccién 

fig. 2. En ambos casos se ven los cambios producidos en la muestra y pueden ser 

estudiados en forma detallada. 

En la figura 3 se muestra la grafica? de la ec. (3.10) en el rango de energias de 

0.05\feV hasta 2MeV y los elementos corresponden a los de una cerémica. En la 

grafica se puede observar claramente como entre mas ligeros son los elementos, mayor 

es la energia transferida, lo cual es de esperarse, ya que, Tmax depende del inverso de la 

masa del dtomo. Ademis, por medio de la interseccidn de las graficas con la energia de 

transferencia de 20 eV, se puede obtener informacién sobre la minima energia con la que 

deben ser acelerados los clectrones para producir el desplazamiento atémico. Observese, 

como para el Ba se requieren encrgias mayores a 2MeV para poder transferirle una 

energia de 20eV , pero esto no quiere decir, que el Ba no puede ser desplazado con una 

energia menor a 2MeV, lo que significa es que el bario necesita menos de 20eV para 

poder ser desplazado, como se mostrara posteriormente. 

Por otra parte, la fig. 4 representa la grafica de la ec. (3.9) con ayuda de (3.10), 

tomando Tinin = 20eV la cual corresponde al promedio de las Tmin (en la mayoria de lo 

metales Tinin Se encuentra entre 10 - 30eV ). Los elementos corresponden a los de la 

aleacién cuasicristalina del AlggC uz9C' 015513. Aqui se puede ver el caso contrario: entre 

mis ligero es el dtomo menor es su seccién transversal de dispersién. Por la forma de 

como fue obtenida la seccién de dispersién se tiene que para o¢(£) > 0 hay produccién 

de huecos. Por lo tanto, la grafica nos proporciona informacién, sobre la minima energia 

Emin = Ea con la cual deben ser acelerados los electrones para producir desp!azamiento de 

Atomos de la aleacién, es decir, producir huecos en la aleacién. De esta forma, tenemos que 

2Psta grafica y las subsignicntes fueron realizadas con el programa de computo escrito en Turbo- 

Pascal, el cual es un algoritmo muy simple para la ecuacién (3.9) y no requicre demsiado detalle en su 

evaluaci6n. 
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dos muestras: una de ellas es la aleacién cuasicristalina el Alg2Cuz9C o15Si3 y la otra es 

la cerdmica superconductora Y BagCu3O7. 

El proceso de dafio por radiacién que sufre una muestra durante su observacidn en el 

MET, puede ser seguido tanto en el modo imagen como en el modo patrén de difraccién 

fig. 2. En ambos casos se ven los cambios producidos en Ja muestra y pueden ser 

estudiados en forma detallada. 

En la figura 3 se muestra la grdéfica’ de la ec. (3.10} en el rango de energias de 

0.05MfeV hasta 2MeV y los elementos corresponden a los de una cerdmica. En la 

grafica se pucde observar claramente como entre mas ligeros son los elementos, mayor 

es la energia transferida, lo cual es de esperarse, ya que, Tax depende del inverso de la 

masa del dtomo. Ademds, por medio de la interseccién de las grdficas con la energia de 

transferencia de 20cV, se puede obtener informacién sobre la minima energia con la que 

deben ser acelerados los electrones para producir el desplazamiento atémico. Observese, 

como para el Ba se requieren energias mayores a 2MeV para poder transferirle una 

energia de 20eV , pero esto no quicre decir, que el Ba no puede ser desplazado con una 

energia menor a 2 MeV, lo que significa es que el bario necesita menos de 20eV para 

poder ser desplazado, como se mostrara posteriormente. 

Por otra parte, la fig. 4 representa la gréfica de la ec. (3.9) con ayuda de (3.10), 

tomando Tin ~- 20eV la cual corresponde al promedio de las Tiyin (en la mayoria de lo 

metales Tin s¢ encuentra entre 10 - 30¢V ). Los elementos corresponden a los de la 

aleacion cuasicristalina del Alg2C u20C 01,513. Aqui se puede ver el caso contrario: entre 

mis ligero es el d4tomo menor es su seccién transversal de dispersién. Por la forma de 

como fue obtenida la seccién de dispersién se tiene que para oqg(£) > 0 hay produccién 

de huecos. Por Jo tanto, la grafica nos proporciona informacién, sobre la minima energia 

Emin = Ea con la cual deben ser acelerados los electrones para producir desplazamiento de 

Atomos de la aleacién, es decir, producir huecos en la aleacién. De esta forma, tenemos que 

  

2Esta grafica y las subsiguientes fueron realizadas con ce] programa de computo escrito en Turbo- 

Pascal, el cual es un algoritmo muy simple para la ecuacién (3.9) y no requiere demsiado detalle en su 

evaluacién. 
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la minima energia Eg parael Al y St esa 200 K eV’ y parael Co y Cu es aproximadamente 

a 400 KeV. En la fig. 5 también se ha graficado la ec. (3.9), pero en este caso los 

elementos corresponden a los de la cerdmica superconductora y la minima energia de 

los electrones Eg son: para el O de 100 KeV, para el Cu de 400 KeV y parael Y y el 

Ba arriba de 500 KeV. Por lo tanta, la ec. (3.9) proporciona un método para obtener 

informacién sobre la minima energia de desplazamiento de los elementos de una muestra 

antes de ser analizada experimentalmente. También permite elegir un intervalo en el cual 

existe la seguridad de que se produzcan hueces de un determinado atomo y de los otros 

no. Por ejemplo: en el intervalo de 100 — 400 K+V se producen huecos de O, Al y Si, 

mientras que de los otros no. Finalmente, obsérvese que a 2 MeV todos los elementos 

pueden ser desplazados. 

Ahora bien, debido a que el proceso anterior es irreversible, entonces se tiene que una 

vez sufrido el dafio en la muestra, ésta permanece estable, lo cual puede ser benéfico o per- 

judicial a ésta. Experimentalmente han sido observados algunos dafios por Reyes-Gasga 

et al. [19], al analizar la transicién de fase cuasicristalina a cristalina del AlggCu20C 015Si3 

con ayuda del microscopio electrénico de alta resolusién MET. En el intervalo de volta- 

jes de aceleracién entre 100 — 400 KeV la muestra sulrié una serie de cambios los cuales 

fueron analizados en el modo imagen y en los patrones de difraccién (fig. 2a), hasta Hegar 

al estado ordenado de vacancias; la transicién fue producto del desplazamiento atémico 

y los resultados tedricos corresponden a los observados experimentalmente. En Hobbs {9] 

se menciona que cuando el cristal @-quartz es analizado con el microscopio electrénico 

a 150 KeV el cristal sufre una amorfizacién, usando la informacién de la fig. 4 y de la 

fig. 5 se puede concluir que la transicién fue producto del desplazamiento de dtomos de 

oxigeno, ya que, no se tiene la energia suficiente para desplazar los del silicio 

Es bien sabido que en algunos materiales superconductores la cantidad de huecos de 0 

son importantes para disminuir la resistividad y por lo tanto, aumentar la conductividad. 

De esta manera, tenemos que si la muestra de Y Bay2C'u307 es bombardeada con voltajes 

de aceleracién entre 100 — 400 KeV, entonces se tiene la seguridad de que sdlo habra 
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huecos de oxigeno y la muestra podria ser enriquecida (fig. 2b). Por lo tanto, se tiene un 

método para seleccionar el clemento que se quiere dispersar. 

Anteriormente se habia mencionado que la ec. (3.9) sdlo era valida para clementos 

ligeros, ya que, sélo una fraccién de la energia total transferida a! dtomo es usada para 

producir el desplazamiento; la otra fraccién termina como calor. Si el cantacto térmico 

de la muestra es pobre, como a menudo ocurre en muestras analizadas con el MET, 

entonces una exposicién prolongada puede elevar la temperatura excesivamente y en el 

menor de los casos logra ablandarla; pero en algunas ocasiones podria fundirla, tal y como 

lo seiala Hobbs [9]. También se tiene que una exposicién prolongada puede producir 

desp]azamiento atémico pero desordenads, es decir, se obtiene un estado desordenado de 

vacancias. Por lo tanto, se debe tener control sobre el tiempo de exposicién con el MET, 

porque la elevacién de la temperatura, las vacancias desordenadas , junto con cl dafio 

de cascada pueden causar degradaciones estructurales irreparables de la muestra, tal y 

como fueron observadas en Acosta et. al. [1]. 

In el articulo anterior sc menciona que las zcolitas se caracterizan porque su estruc- 

tura forma una serie de tuneles de varios didmetros y que al analizar la zeolita Ca — A 

con el MET (« 100 KeV) se modificaron las dimensiones de los tuncles, en poco tiempo 

habia una clara perdida en la cristalidad, junto con un incremento en la densidad de 

imperfecciones circulares de un material vitrio; se produjeron variaciones en los grosores 

promedio de ésta y mayor dafio en los bordes, ademds la zeolita se amorfizé. También 

se sehala que hay evidencias de que el Al y el Si sufren desplazamiento directo arriba de 

200 KeV, pero no se menciona nada sobre el O . De esta forma, si se usa la informacién 

obtenida por las graficas 4 y 5, entonces a 100 KeV hay desplazamiento de atomos de O 

y por lo tanto, el dafio es de choque directo y no idnico como se pensaba. 

Finalmente se tiene que, debido a que la cc. (3.9) se obtuvo, tomando en cuenta 

que la interaccién del haz de electrones con el niicleo atémico es del tipo coulombiano, 

ésta también pucde ser usada para cualquier otro tipo de particula incidente, como por 

ejemplo, cuando se usa el acelerador de particulas alfa. 
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CONCLUSIONES. 

En el presente trabajo se encontré que hay una serie de errores en algunas expresiones que 

usd Mott [16] para llegar a la ecuacién de dispersién relativista (tal y como se muestra en 

el capitulo 2, secciones 2.2 y 2.3) . Es importante sefialarlos, ya que, la mayor parte de 

la literatura que trata el tema menciona como referencia dicho articulo. Algunos errores 

son corregidos en trabajos posteriores de él mismo; pero de otros no se encontré que se 

haya hecho. Por lo tanto, para cualquier trabajo posterior a este articulo, ya sea para 

Hegar a le ecuacién de Mott o para alguna investigacién en particular, deberd tomarse 

en cuenta que las expresiones correctas son: para la funcién de dispersién en términos de 

los corrimientos de fase es 

co 
J (8) = op 2 Do (Ce +1) (et — 1) + & (7-H — 1) P (c08 8) ; 

para el término A de Mott es 

_ i (P(i—iq) . ga. \. 
n= 0(F exp 2igIn sen> + im ; 

para la onda parcial G (@) es 

2 a 
G= Got 

  

8 
7 (<se§ _ 1) — ilnesc? | 

y para la dispersién total del haz dispersado es 

ZA v 6 ¥y @ 2 2 
IF + Ih = yt ( - 2 csct ~ — aoc! =+ 

  

ra QnZe 1 — sen§ +t de ord 2 
<n —* erms. de orden a 
e he sen? 

Por otra parte, al poner !a ecuacién de Mott en términos de la energia cinética del haz 

de electrones rapidos se puede contar con una expresion teérica, la seccién transversal 
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de dispersién, la cual proporciona informacién para caracterizar los intervalos de energia 

en los cuales se tenga plena seguridad de que ahi la muestra sufrira un dafo de choque 

directo, es decir, se puede seleccionar (antes del experimento o aplicacién tecnoldgica) 

el elemento que se desea desplazar (o desprender) de la muestra, y de esta forma, tener 

control sobre Jos huecos producidos por la dispersién. 

El} tener control del elernento dispersado y con ello el ntimero de vacancias, permiten 

tener un contro] sobre otros pardmetros fisicos debido a los defectos, como pueden ser: 

6pticos, cambios en el indice de refraccién; electromagnéticos, variando la resistividad o 

conductividad de una aleacién y mecdnicos, variando la estructura cristalina. También 

permite disefiar métodos de proteccién y evitar dafios irreparables en la muestra. Por lo 

tanto, se puede contar con una gran gama de aplicaciones tecnoldgicas por el conocimiento 

del ntiimero y tipos de defectos creados durante la interaccién electrén-dtomo, especial- 

mente en la produccién de cerémicas, polimeros, semiconductores y superconductores. 

Finalmente se tiene que no hay una expresion para la seccién transversal de dis- 

persién en funcién del tiempo, lo cual permitirfa tener un mayor control sobre los dafios 

producidos en las aleaciones en el intervalo de energias usado cn esta Lesis 
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Fig. 2 Patrones de difraccién antes y despues 

de ser analizadas las aleaciones para: 

a)cuasicristal; b)cerdmica supercanduc- 

tora. 
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