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Capitulo 1 

Introduccién 

Partiendo del hecho de que en la actualidad la industria requiere de mejores 

desempefios que los proporcionados por los tradicionales sistemas de con- 

trol, el desarrollo de métodos més eficientes es prioritario. Asf mismo se 

requieren hacer consideraciones explicitas de las no linealidades del sistema e 

incluirlas dentro de la etapa de disefio del control, ademds de requerir mod- 

elos mateméticos més completos, los cuales no desprecien la naturaleza del 

sistema. 

Tal problema ha motivado un gran avance tedrico con el propésito de 

desarrollar estrategias de control capaces de resolver este problema. Desafor- 

tunadamente la brecha entra la teoria y la prdctica avin persiste, provocando 

que muchos de los métodos desarrollados no tengan una aplicacién practica. 

Un método que ha logrado, de alguna manera, sortear exitosamente esta 

brecha, es el conocido por control por moldeo de energta, cuya principal 

caracteristica es explotar las propiedades fisicas del sistema para el diserio 

del control. Su idea fundamental consiste en moldear la energfa natural del 

sistema e inyectar amortiguamiento de tal forma que el objetivo de control 

se logre. 

Ya que éste método matematico se encuentra orientado hacia la ingenieria, 

es necesario considerar de forma fundamental que la filosoffa empleada para 

resolver el problema anteriormente descrito, se encuentra restringida a un 

subconjunto-de sistemas.con naturaleza fisica descritos por ecuaciones difer- 

enciales no lineales, caraterizando a esta clase de subsistema de tal forma que 

se esté en la capacidad de cubrir la mayor cantidad posible de sistemas fisicos 

con un sélo método. Se considera particularmente a los sistemas descritos a 

través de las ecuaciones Euler-Lagrange.



La aplicacién del control control por moldeo de energia mds inyeccién de 

amortiguamiento ha resuelto algunos problemas en aplicaciones que van des- 

de los sistemas puramente mecdnicos hasta los puramente eléctricos, pasando 

por aquellos que poseen una estructura electromecanica. 

1.1 Objetivo de la tesis. 

El objetivo que persigue esta tesis es el de mostrar como la inclusién de las 

propiedades fisicas del sistema en el disefio del control proporciona controles 

fisicamente interpretables, capaces de resolver los actuales problemas indus- 

triales. Se muestra como la filosoffa de control basado en pasividad aplicada 

a sistemas electromecdnicos funciona para sistemas que actualmente se em- 

plean en la practica, para lo cual se seleccioné el motor de induccidn (MI) 

como el ejemplo mas interesante debido a la tendencia industrial en automa- 

tizacién con maquinas eléctricas de utilizar este tipo de motores en lugar de 

los tradicionalmente considerados de corriente directa (CD). 

1.2 Organizacién de la tesis. 

El capitulo 2 describe la obtencidn de las ecuaciones Euler-Lagrange a partir 

de consideraciones de potencia y energia, se desarrollan ejemplos para ilustrar 

las ventajes de este método. En el capitulo 3 se presentan la forma en la cual 

se desarrollan los modelos matematicos de los sistemas electromecdncios que 

son objeto de estudio en esta tesis. El capitulo 4 presenta el método de con- 

trol por moldeo de energia de una forma general, asi mismo las propiedades 

que exhiben los sistemas Euler-Lagrange. El capitulo 5 presenta el caso de 

estudio seleccionado, el motor de induccién, su modelo y el disefio del control. 

Adicionalmente se presentan los resultados de simulacidn digital del MI. El 

Ultimo capitulo expone las ventajas y el desarrollo futuro, tanto teérico como 

practico, que presenta el método. 

 



Capitulo 

Ecuaciones Euler-Lagrange 

El objetivo de este capitulo es presentar a las ecuaciones de Euler-Lagrange 

como un método de modelado que es aplicable tanto a sistemas eléctricos 

como mecdnicos y por lo tanto a electromecdnicos. La utilidad del método 

se ilustra con algunos ejemplos. El desarrollo presentado esté basado en 

[Meis66]. 

2.1 Formulacién general 

El procedimiento general para determinar el comportamiento dindmico de 

un sistema como funcidn del tiempo, involucra resolver un conjunto de ecua- 

ciones diferenciales simultaneas conocidas como ecuaciones de equilibrio. Es- 

tas ecuaciones determinan la dindmica del sistema de acuerdo a la interconex- 

ién de elementos en el sistema. Para un sistema eléctrico tales ecuaciones 

pueden obtenerse a través de las leyes de Kirchhoff de corrientes o voltajes, 

para un sistema mecdnico la formulacién de las ecuaciones de equilibrio se re- 

aliza a través del la segunda ley de Newton, o por el principio de D’Alembert. 

En el caso de que el sistema a modelar sea de naturaleza electromecdnica, la 

obtencidn de la estructura matemética que describe al sistema puede compli- 

carse, aunque cada uno de los subsistemas que lo componen puede formularse 

a través de los principios y leyes adecuados a su naturaleza, mientras que el 

subsistema que corresponde a la interaccidn electromecdnica puede modelarse 

realizando consideraciones de conservacién de la energfa. 

Una alternativa que permite realizar este procedimiento pero en un con- 

texto unificado son Ja ecuaciones de Euler-Lagrange (EL). La formulacién



de las ecuaciones EL parte de la premisa que cualquier sistema fisico, inde- 

pendiente de su naturaleza, es un tranformador de energia. Por lo tanto, 

su comportamiento dindmico puede obtenerse a partir de sus caracteristicas 

energéticas. La caracteristica principal del método es obtener el compor- 
tamiento dindmico de un sistema fisico a partir de su informacion energética. 
El requisito exigido es que esta informacién energética se encuentre en fun- 
cién del mfnimo ntimero de variables necesarias para describir de manera 

completa su comportamiento dindmico. Desde una perspectiva mds técnica, 

el desarrollo de las ecuaciones EL tienen como punto de partida la descrip- 

cién de los elementos interconectados del sistema, a través de sus relaciones 

constitutivas. A partir de éstas se expresa la funcién de potencia para el 

elemento, y de ésta se obtiene la funcidn de energia asociada al él. 

2.2 Sistemas eléctricos y mecdnicos 

Considerando las caracteristicas generales de las ecuaciones EL, para el mod- 

elado de sistemas electromecdnicos se identifican primero las propiedades 

energéticas de estos, posteriormente se determina el ntimero minimo de coor- 

denadas necesarias para describir su comportamiento dinamico y finalmente 

se obtiene su modelo dindmico. 

Con el fin de caracterizar la clase de sistemas electromecdnicos consid- 

erados en este trabajo, se parte de la suposicién de que cualquier sistema 

de este tipo esta formado por la interconexién de elementos basicos ideales. 

Estos elementos son: fuentes de voltaje, corriente, fuerza y par, inductancias, 

capacitores, resistencias, masas, resortes y amortiguadores. 

Adicionalmente los modelos propuestos para describir a los sistemas elec- 

tromecdnicos deben estar restringidos a que su expresién esté en funcién de 

variables de facil manipulacién. En general esta variables se relacionan con 

las que son facilmente medibles. 

El propésito es situar el método a un nivel accesible para el ingeniero, 

para ello empleamos elementos basicos ideales. 

2.2.1 Elementos bdsicos 

Sistemas eléctricos 

El capacitor es un buen punto de partida para presentar la formulacion EL. 

 



La capacitancia esta descrita por la relacién diferencial 

du(t) iff) =0—   (2.1) 

donde i(¢) es la corriente, v(é) el voltaje y C es la capacitancia. Esta ecuacién 
puede escribirse de la forma 

l t 

H==]/ i u(t) aff i(t)dt (2.2) 

La funcién que define a la corriente es 

i — ag(t) it) = aE (2.3) 

con q(t) la carga como una funcién del tiempo. Integrando ésta ecuacidén, se 

tiene que 

000) = f toe (2.4) 

Si en esta ecuacién se considera que las condiciones iniciales son iguales a 

cero, la ecuacién (2.2) toma la forma 

v(6) = Fatt) (2.5) 

Desde un punto de vista fisico el capacitor tiene la habilidad de almacenar 

corriente y en este proceso una diferencia de potencial aparece en los extremos 

del capacitor, por lo tanto se requiere de una expresién que relacione el voltaje 

a través del dispositivo cuando Ja carga se acumula. En este caso la carga 

aparece como una variable fundamental, por lo tanto se selecciona como 

una de las coordenadas bdsicas. Si se grafica la carga como una funcién 

del voltaje, entonces la capacitancia C(v) es la pendiente de esta curva en 

cualquier punto, como se muestra en Ja figura 2.1. Sila curva es una linea 

recta, entonces la capacitancia es una constante y por lo tanto se tiene un 

capacitor lineal; si la curva no corresponde a una linea recta, entonces la 

pendiente cambia como una funcidn de la carga 0 el voltaje y el elemento es 

no lineal. La figura 2.1 

se conoce como Ja curva constitutiva o caracteristica del elemento que 

describe completamente el comportamiento de éste. 
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Figura 2.1: Curva caracterfstica de un capacitor 

La asignacién de la variable dependiente o independiente, esta limitada 
por las variables que se deseen analizar, i.e. si se desea que la variable inde- 

pendiente sea la carga, la relacién de capacitancia toma la forma presentada 
en 2.5 

A continuacién se describe, partiendo de la inductancia, la segunda coor- 

denada basica, el flujo de enlace. La inductancia esta descrita por la ecuacién 

diferencial 

di(t) 
v(t) = Le (2.6) 

en donde LE corresponde al pardmetro del inductor, esta ultima ecuacién 

define que el voltaje a través del inductor es proporcional a la derivada de la 

corriente que circula a través de él. Integrando esta ecuacién con respecto al 

tiempo se tiene que 

i(t) = i [ o(é)at (2.7) 

asumiendo que las condiciones iniciales son iguales a cero. En este momento 
es conveniente mencionar que la derivada del flujo de enlace con respecto al 

tiempo define el voltaje, es decir 

aX(t) 
ae) 

por lo que la expresién (2.7) puede escribirse como 

a(t) = XC) (2.8)



Una inductancia tiene la habilidad de almacenar voltaje y en esté proceso 
una corriente fluye a través de él. La curva caracteristica de um inductor se 
presenta en la figura 2.2. La pendiente de esta curva es L(2), la inductancia. 
Similarmente a la curva del capacitor, una linea recta en la grdfica de 
contra 7, es un valor constante para L y el elemento es lineal, mientras que 
una curva en esta gréfica describe a un elemento no lineal. La segunda 
coordenada bdsica es el flujo de enlace. 

Li) 

Figura 2.2: Curva caracteristica de un inductor 

Dado que todos los sistemas disipan energia, es necesario definir la relacion 

para describir este fendmeno. En este caso el elemento disipador, es decir el 

elemento que no almacena energia sino sdlo la disipa, esta modelado por una 

resistencia eléctrica. La relacién que describe el comportamiento de este tipo 

de elemento es 

(ey = (2.9) 
donde i(¢) es la corriente que circula a través de él, u(t) es el voltaje en sus 
terminales y FR es la resistencia definida como R = & siendo G la admitancia. 

En el caso general el valor de R depende de la corriente o el voltaje, por lo 

que la curva caracteristica de un resistor es ]a que se presenta en la figura 2.3 
En el caso particular que & sea constante entonces la curva caracteristica 

es una recta, con pendiente FR, es decir se trata de un resistor lineal. 

Es interesante observar que la resistencia esté expresada en términos de 

las primeras derivadas de las variables bdsicas: corriente (derivada de la 
carga) y voltaje (derivada del flujo enlace).



Figura 2.3: Curva caracterfstica de un resistor 

Sistemas mecdnicos translacionales 

Siendo coherentes con la descripcién hecha para los sistemas eléctricos, a 

continuac 

ién se describen los elementos bdsicos para sistemas mecdnicos. 

Una masa puede describirse por una relacion diferencial 

— yp arte) i) =m (2.10) 

donde f(t) es la fuerza que actua sobre el elemento, M es la masa y v(t) es 
la velocidad lineal. Integrando la ecuacién (2.10) se tiene 

v(t) = a | * fOat (2.11) 

considerando condiciones iniciales nulas. 

El término integral en (2.11) se define como el momentum p, entonces 
esta ecuacién se puede escribir como 

HOW vO) = 7 [stat (2:12) 
de donde, reescribiendo la ecuacién (2.12) con condiciones iniciales cero, se 

tiene que 

v(@) = appl (2.18) 

8 

 



A diferencia de los elementos introducidos hasta ahora, en el caso de las masa 

el parémetro M en general se considera constante, por lo que sdlo se habla 

de masas lineales, las cuales poseen una curva caracteristica como la que se 
presenta en la figura 2.4. 

“——~M(v) 

Figura 2.4: Curva caracteristica de una masa 

E] momentum es seleccionado como la primera coordenada bdsica mecdni- 

ca. Tomando la primera derivada del momentum se obtiene la fuerza aplicada 
a la masa. Se puede observar que la masa es un almacenador de fuerza. 

En lo que se refiere al resorte, este elemento esta descrito por una ecuacién 

de la forma 

a(t) = K f(t) (2.14) 

donde «(t) es el desplazamiento relativo de las terminales del resorte y es- 
tablece la segunda coordenada basica para los sistema mecdnicos. Sin em- 
bargo, se sabe que la velocidad en las terminales se define como 

dx(t) 
v(t) = rar 

por lo que la ecuacidén (2.14) se puede escribir como 

fO=z [ u(t)at (2.15) 

donde Ja integral en la ecuacién (2.15) es simplemente la diferencia de posicién 

entre la parte superior y la inferior del resorte, esto es 

z(t) — 2(0) = [ u(t) dt (2.16)



En general la ecuacién (2.14) define una curva caracterfstica como la mostra- 
da en la figura 2.5. Por otro lado, de la ecuacién (2.15) se puede observar 
que el resorte es un almacenador de velocidad. Al igual que en los casos 

anteriores, si K es constante se dice entonces que el resorte es lineal. 

K(f) 

Figura 2.5: Curva caracteristica de un resorte 

Hasta este punto se ha descrito que las coordenadas fundamentales para 

sistemas mecanicos son el momentum y la posicién, y que la primera deriva- 

da de estas coordenadas son fuerza y velocidad respectivamente. En lo que 

se refiere a los elementos de disipacién o amortiguamiento, se emplean estas 

primeras derivadas para caracterizarlos, similarmente a la resistencia eléctri- 

ca. 

La relacién que describe un amortiguador esta dada por 

f(t) = Do(t) (2.17) 

donde D se conoce como coeficiente de amortiguamiento. De manera gen- 

eral, este parametro depende de la fuerza o de la velocidad y al igual que 

en los elementos anteriores si es constante entonces define un amortiguador 
lineal. Es importante notar que, al igual que la resistencia eléctrica, la curva 

caracteristica de un amortiguador no depende de variables basicas, por lo 

que se puede concluir que esté elemento sédlo disipa y no almacena energia 

Para, el caso de un sistema mecdnico rotacional, existe una similitud en 
la definicidn de las coordenadas bdsicas, el momentum lineal es stmil del 

momentum angular, la posicién’ angular a la posicién lineal, y 14 fuerza al — 

par. 
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Sistemas mecdnicos rotacionales 

Los elementos bdsicos rotacionales estén definidos de una forma andloga a 
los traslacionales. Como se menciono en un parrafo anterior, las coordenadas 
fundamentales para el movimiento rotacional son el momentum angular | y 
la posicién angular 6. 

El par aplicado a una inercia, para un elemento lineal, relaciona dos 
variables en la ecuacién 

dus(t) 
dt 

donde w, es la velocidad angular, T es el par aplicado y J la inercia. Inte 

grando la ecuacién (5.32), la velocidad angular esté dada por 

Ti) =J (2.18) 

w(t) = = [ ‘ T(t)dé (2.19) 

con w(0) tomada como cero. La integral en la ecuacién (5.33) estd definida 
como el momenium angular, esto es 

t 

i(t) — 1(0) = [ T(é)dt (2.20) 
0 

Cuando 1(0) se toma como igual a cero y la ecuacién (5.33) es simplemente 

1 
t= lt w(t) = Fu) 

Para un resorte rotacional ideal, la relacién constitutiva esta dada por 

T= +6 (2.21) -“%G . 

donde K% es la constante del resorte. 

El amortiguador rotacional, considerando un elemento lineal, esta descrito 

por la relacién 

T = Dew 

donde Ds, es el coeficiente rotacional viscoso. 

i



Se ha obtenido, considerando la similitud entre sistemas mecdnicos transla- 

cionales y rotacionales, seis variables bdsicas. Es obvio el hacer notar que sdlo 

las posiciones lineales y angulares, son variables bdsicas. En el caso de las va 
riables cuyas primeras derivadas se emplean, tales como las corrientes, volta- 

Jes, fuerzas, y velocidades, su seleccién yace en la factibilidad para poder 
medir estas variables. Es mds facil medir voltaje que flujo de enlace y corri- 
ente que carga, y es mds sencillo sensar posicidn que velocidad. 

2.3 Funciones de energia 

A continuacién se obtienen las caracteristicas energéticas de cada uno de 

los elementos presentados a partir de sus relaciones constitutivas. Posteri- 
ormente se presenta la generalizacién para el caso cuando se cuentan con n 

elementos interconectados. 

Sistemas eléctricos. La potencia eléctrica asociada a un capacitor esté 

dada por 

P,() = v(t)(t) (2.22) 

La energia que fluye dentro de éste elemento se almacena como un campo 
eléctrico, esto es, un capacitor almacena corriente i(t) = ao. El incremento 

de energia en un tiempo dt esté dado por 

aW.(t) = P.(t)dt = (yO a (2.23) 

por lo que Ja energfa alamacenada desde un tiempo inicial t a un tiempo 
posterior ¢ se obtiene integrando (2.23), lo que resulta en 

t 

Walt) —Welts) = f vitae (2.24) 
to 

la cual se peude escribir, substituyendo i(¢) = 20, como 

q 

W.(@) — Wel) = [v(a)6a 
go 
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Ya que el interés se centra en Ja energfa total que almacena el capacitor, 

si el tiempo to se selecciona de tal forma que go = 0, entonces la energia 

almacenada en el tiempo cero es 

We(to) = We(go) = 0 (2.25) 

y con esto la ecuacidén (2.25) se reduce a 

W.(g) = [ “olgdg (2.26) 

En éste momento se esté en posicién de establecer la relacién que existe 

entre esta expresidn que caracteriza a la energia almacenada por el elemento 

y la relacién constitutiva que determina su comportamiento dindmico. 

Si se observa la figura 2.1, que define la relacién constitutiva del capacitor, 

se podrd notar que el término del lado derecho de la ecuacién (2.26) no es otra 
cosa més que el drea bajo la curva definida por la funcién (2.5). Es decir, la 

energia almacenada por este elemento puede ser obtenida de manera directa 

de la misma curva constitutiva del capacitor. Este hecho por supuesto no 

es sorprendente, sin embargo nos permite obtener informacion adicional del 

elemento. Especificamente, si se considera ahora como variable independiente 
al voltaje en la funcién definida por (2.5), se puede ver que una segunda 
funcién de energia puede ser obtenida 

Welw) = [ , q(v}du (2.27) 

donde la funcién que determina el drea sobre la curva y se identifica con la 
notacién primada se conoce como la coenergia almacenada en el capacitor. 

Aunque en realidad no existe una interpretacién fisica para las funciones 

de coenergia, la utilidad de estas se verd clara cuando posteriormente se uti- 

lizen como herramientas de modelado, lo cual se Neva a cabo en secciones 

posteriores. Baste por el momento observar el hecho de que a partir de la cur- 

va constitutiva del capacitor es posible obtener sus caracterfsticas energéticas 

por medio de la.funciones de energia y coenergia.. 

Para el caso del inductor la situacién es muy similar, se parte de la relacion 

anid 
vt) = 
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Figura 2.6: Representacién grafica de las funciones de energia y co-energfa 

ya que se considera que en la inductancia se almacena voltaje, entonces el 

campo magnético almacenado a través del tiempo es 

ant dWrn(t) = (0) dt 

Si la energia almacenada en el tiempo to es cero, entonces la energia almace- 

nada es 

Walt) = [ Oa 

la cual puede reducirse a 

Wald) = [ ‘oar (2.28) 

Esta expresién corresponde a la energia magnética almacenada. La funcién 

de coenergia magnética esta dada por 

Wii) = [ “Madd (2.29) 

Al igual que en el caso del capacitor, el hecho importante que se desprende de 

la estructura de las funciones (2.28) y (2.29) es que estas pueden ser obtenidas 
directamente de la curva constitutiva del inductor, como se observa en la 

figura 2.6, como el 4rea bajo y sobre la curva definida por la funcién (2.8) 
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Para, el caso de la resistencia y considerando su funcién constitutiva dada 

por la ecuacién (2.9), un procedimiento similar al del capacitor e inductor 
puede ser seguido. En este caso el drea bajo la curva esté dada por 

F.(2) = [ " v(a)di 

la cual determina la energia disipada por el elemento, ya que al tratarse 

de un elemento disipador ideal no almacena energia. Esta funcién se conoce 
como funcién de disipacién de Rayleigh y de manera andloga se puede definir 
la cofuncién de disipacién como 

Fi(v) = f i(u)dv 

cuya interpretacién grdfica coincide con el area sobre la curva constitutiva 

del elemento. 

Sistemas mecdnicos Para la obtencién de las funciones de energia de 

un sistema mecdnico translacional se realizan consideraciones similares a las 
realizadas para los elementos eléctricos. 

Considerando que una masa es un almacenador de energia cinética (fuerza) 

y la fuerza se define como f(t) = oo si la potencia mecénica esté dada por 
la relacién 

Pm = ult) F(é) 

donde f(t) es la fuerza y u(t) es la velocidad, entonces un incremento en la 
energia alamacenada por el elemento es 

aT = P,dt = vO a 

y por lo tanto la energia cinética almacenada esté dada por 

* ay oPlt) T(p) = | u(t) ——dt (p) A 7 4 

o equivalentemente 

T(p) = [ ” (pap (2.30)



Como se esperaba, esta expresién coincide con el drea bajo la curva. constitu- 

tiva de la masa definida por la funcidn (2.13), por lo que la coenergia cinética 
toma la forma 

Tv) = [ vlojau (2.31) 
6 

En el caso de un resorte, la energia se almacena en forma de energia 

potencial (velocidad). Si para incrementos de tiempo la energfa potencial 
suministrada cambia de acuerdo a 

mt) = 5) Oa 

entonces la energia almacenada por el resorte es 

+. da(t vo= [02a 
0 dt 

lo cual es equivalente a 

ve)= Fear (2.32) 
0 

Nuevamente esta expresién se puede obtener de calcular el area bajo la curva 

ahora de la definida por Ja funcidn (2.14). De esta grafica se puede obtener 
entonces que la ecuacién de coenergia potencial es de la forma 

f 

vn = [ena (2.38) 
0 

Finalmente y siguiendo un procedimiento similar al aplicado a. la resistencia 

eléctrica, se puede deducir que la funcién de disipacién de Rayleigh para un 

amortiguador es 

f 

Fall) = ff a fe 

mientras que la co-funcidn de disipacién esté dada por 

Fale) = [Hayat 
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Con el fin de completar la obtencidn de las funciones de energfa de todos los 
elementos basicos involucrados en la estructura de un sistema electromecdni- 

co, el andlisis presentado para el caso de sistemas mecdnicos translacionales 

se puede extender al caso de sistemas rotacionales. As{, se puede obtener que 
la funcién de energfa cinética para una inercia rotacional esta, dada por 

7 
T= [ aoa (2.34) 

0 

mientra que la funcién de coenergia cinética es 

- 6 * . 

T= [ Wea 
0 

Para un resorte rotacional la funcién de energia potencial esté. dada por 

8 
ve = [ico (2.35) 

0 

mientras que la funcién de coenergia potencial se establece como 

*. ‘ i * . 

v@ = f ode (2.36) 
0 

La funcidén de disipacién de Rayleigh para un amortiguador rotacional es 

F,(l) = [ (Dal 
0 

por lo que Ja cofuncién de disipacién se puede expresar como 

. 6 . . 

F=f 1@\ad 
0 

2.3.1 De funciones de energia a variables medibles 

Cémo se mencioné al inicié de éste capftulo, una condicidén que deben cumplir — 
los modelos propuestos para los sistemas electromecdnicos es que estos deben 

estar en funcién de variables de facil medicién. Especificamente, estas vari- 
ables son corrientes, voltajes, fuerzas y posiciones. Por otro lado, las fun- 

ciones de energfa recientemente presentadas dependen de variables basicas, 
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es decir, cargas, flujos, momentums y posiciones. En éste sentido es necesario 
establecer que relacién existe entre las variables deseables para representar 
el comportamiento dindmico de un sistema electromecdnico y las funciones 
de energia presentadas. 

Para poder establecer esta relacién, considere la funcién de energfa eléc- 
trica almacenada en un capacitor dada por (2.26). Es evidente, que si se toma 
la derivada parcial de esta expresién con respecto a la carga g, entonces lo 
que se obtiene es 

  Bq = v(9) 

Es decir, a partir del conocimiento de W.(g) es posible calcular el valor del 
voltaje en las terminales del capacitor. 

De manera similar, si se considera la derivada parcial de la co-energfa 
eléctrica repecto al voltaje, entonces se obtiene que 

OW3(v) 
aq = g(r) 

por lo que al derivar esta expresién respecto al tiempo se obtiene que 

4 fonEtey 
dt a ie) 

Una de las variables eléctricas deseables para describir el comportamiento 

dinémico de este tipo de sistemas, la corriente, se puede obtener de la infor- 

macién energética del elemento. 
Considere ahora que la funcién de energia magnética almacenada en un 

inductor esté dada por la ecuacién (2.28); si se toma la derivada parcial con 
respecto al flujo de enlace A, se obtiene 

OWnlA) _. 
By. a(A) 

Esto es, si.se conoce W,,(A) es.posible conocer el valor de Ja corriente i. 
Similarmente, al considerar la derivada parcial de la co-energia magnética 
respecto a la corriente, se obtiene 

OW; (2) 

Oi 
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Si esta expresién se deriva con respecto al tiempo se obiene 

Nuevamente, la segunda de las variables eléctricas deseadas para describir el 
comportamiento dindmico de sistemas eléctricos, el voltaje, se puede obtener 

de la informacién energética del elemento. 

Para establecer las relaciones existentes entre variables medibles y fun- 
ciones de energia para un resistor se emplean la funcién y la co-funcién de 
disipacién de Rayleigh. La utilidad de estas funciones puede apreciarse si se 

considera que 

sn) (2.37) 

y 

AFI(A) _. 
“a = A) (2.38) 

La ecuacién (2.37) muestra que la derivada parcial de la funcién de disi- 
pacién de Rayleigh con respecto a la corriente proporciona el voltaje en ta ter- 

minales del resistor. Similarmente, la ecuacién (2.38) muestra que al derivar 

parcialmente con respecto al voltaje la co-funcién de Rayleigh se obtiene la 

corriente a través del elemento. 

Se desarrolla ahora el caso de elementos mecdnicos: masas, resortes y 

amortiguadores. 

Considere la funcién de energia cinética almacenada en una masa, dada 

por la ecuacién (2.30), la derivada parcial con respecto al momentum esta 

dado por la expresién 

aaa = up). 

Esta expresién muestra que si se conece 7 (p), se puede conocer la velocidad 

v del elemento. Si se obtiene Ja derivada parcial de la coenergfa cinética, se 

tiene que 

aT"(v) 
 



Al obtener la derivada con respecto al tiempo de esta expresién se obtiene 
que 

  5 22-1 
Una vez mas, se ha obtenido informacién a partir de la descripcién energética 
del elemento, en este caso la fuerza f. 

Ahora se desarrolla el caso de un resorte translacional partiendo de la fun- 
cién de energia potencial almacenada en el elemento, descrita por la ecuacién 
(2.32). Al obtener su derivada parcial con respecto a la posicién z, la ecuacién 
toma la forma 

OY(a) _ me) = F(a) 
Al igual que en los casos anteriormente descritos, a partir del conocimiento 

de la funcién de energfa es posible calcular el valor de una de las variables 

de medicién, en este caso la fuerza. Considere la derivada parcial de la co- 

energia potencial (2.33) respecto a la fuerza, entonces se obtiene que 

  

OVv'(f) _ 
oF 7 z(f) 

por lo que al derivar esta expresién con respecto al tiempo se obtiene que 

spun 
que corresponde a la velocidad en el resorte. 

Por ultimo se realiza el desarrollo para el caso de un amortiguador, este 
andlisis es similar al realizado para el resistor eléctrico, asf que se parte de 
la funcién y la co-funcién de disipacién de Rayleigh que para este caso estan 
dadas por 

  

  

a) (2.39) 
y 

at) = plo) (2.40) 

20 

 



La derivada parcial con respecto a la fuerza en la ecuacién (2.39) da como 
resultado la velocidad en el amortiguador, y la derivada parcial con respecto 
a Ja velocidad (2.40) resulta en la fuerza transmitida por el amortiguador. 

E] mismo andlisis es aplicado para obtener, de manera similar, la relacién 
entre variables medibles y funciones de energia para los sistemas mecdnicos 
rotacionales. 

Establecer estas relaciones sdlo conlleva adecuar las variables asociadas a 
los elementos rotacionales, con lo cual si se considera que la funcién de energia 
cinética almacenada en una inercia, dada por la ecuacién (2.34), la derivada 
parcial con respecto al momentum angular esta dado por la expresién 

aT (1) 

Esta expresién representa que si se conoce T (1), se puede conocer la velocidad 
angular @ del elemento. Ahora bien, al obtener la derivada parcial de la 
coenergia cinética con respecto a la velocidad angular, se tiene que 

OT'(6) 

80 
Al obtener la derivada con respecto al tiempo de la expresién anterior se 

obtiene que 

=1(8)   

"@g : 4 [ar'®)] _ ig) 
dt | 66 

La representacién anterior proporciona informacién a partir de la descrip- 

cién energética del elemento, en este caso el par aplicado 7’. 

El siguiente elemento a analizar es el resorte rotacional. Partiendo de 
la funcién de energia potencial almacenada en el elemento, descrita por la 
ecuacién (2.35), al obtener su derivada parcial con respecto a la posicién 
angular @, la ecuacién toma la forma 

6): 
av() ) = (6) 

06 

Similarmente a los casos anteriormente descritos, a partir del conocimiento 

de la funcién de energia es posible calcular el valor de una de las variables 

de medicién, en este caso el par.



Considere la derivada parcial de la co-energfa potencial (2.36) respecto a 
la fuerza, entonces se tiene que 

avi) 

ai 

por lo que al derivar esta expresién con respecto al tiempo se obtiene 

avi) net 
=O 5 [ae] 40 

que corresponde a la velocidad angular en el resorte. 
Por ultimo se realiza el desarrollo para el caso de un amortiguador rote- 

cional. Se parte nuevamente de la funcién y la co-funcidn de disipacién de 
Rayleigh que para este caso estan dadas por 

= a(i) 

OFrme(l) aig 
an &(Z) (2.41) 

y : 

OF ne(®) jig a 1(@) (2.42) 

El anélisis es el mismo que el realizado para los elementos que disipan 

energia, la derivada parcial con respecto al par, en la ecuacién (2.41) da como 
resultado la velocidad angular en el amortiguador, y la derivada parcial con 

respecto a la velocidad angular (2.42) resulta en el par transmitida por el 
amortiguador rotacional. 

2.4 Sistemas interconectados 

Como se presenté en la seccién anterior, la informacién energética de cada 

uno de los elementos bdsicos es equivalente a la informacién que se puede 
obtener de ellos utilizando variables de facil manipulacién. Sin embargo, una 
ventaja que presenta el enfoque energético es la facilidad que se obtiene para 

definir sistemas interconectados. 
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Sistemas eléctricos. Para generalizar la formulacién de las funciones de 
energfa al caso de sistemas con multiples elementos, se parte una vez mds de 

la capacitancia. En este caso, para un sistema para n capacitores interconec- 
tados, la energia total almacenada en el sistema se define como una funcién 
que depende, de alguna manera, de las cargas almacenadas en cada uno de 
los n capacitores y esté dada por la ecuacién 

a1 

W.(91,2:--59n) = Ai (Qi; Gay + Gn) (2.43) 
QO 

G2 | 

+f A291 2) «+1 Inge 

Gn 

tere f XQ, G21 +s Gn) Edn 
0 

donde por cuestiones de ventaja notacional, que se verdn mds claras adelante, 

los voltajes en cada capacitor se denotan como ; y las cargas como q, con 
i=1,...,.n. Abreviando la notacion de la ecuacion (2.43), se puede escribir 

n di 

We(G1, 925 +01 In) = >| Na(Q1y G2 +++ Inge (2.44) 
i=1 

La funcién de coenergia puede desarrollarse de forma similar, por simetrfa, 

de la ecuacién (2.44), por lo que esté dada por 

- : n Ge - oo: - - 

Wir 52,1 n) = | a(t, Says An) Be 
gai 70 

En la seccién anterior se demostré que a partir de las funciones de energia 

es posible obtener las variables bdsicas asociadas a cada elemento. Para el 
caso de un sistema de n capacitores, se tiene que al derivar con respecto a la 

k — ésima, carga se obtiene que 

OW (91, 92, «++: In) ae f . 
OMPEMTL: Gays Gnd Y Jal Qty G25 <1 egy In OG (2-45 

Og, - OOn £~ fo (1; 42 qk Qn) a ) 

Nil 91, 05 ees Wey «3 Gn) 

Es decir, que debido a la estructura propuesta para la funcién de energia 

del sistema, la propiedad de poder obtener variables, como son el voltaje en 
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las terminales de un elemento dado, no se pierde. En el caso de la conergia 
eléctrica de este mismo sistema, se tiene que 

OW! (ay doy A) 
tae Anat) — Ov eh a G% (An, Ag,» n)Dd 

= ge (At, Aa, -. + Mey wy An) 

por lo que al derivar repecto al tiempo se tiene que 

OWI, -.. An) —_f + . 
a :| Oe | = te (Ar, -..) An) 

La expresion anterior establece que siguiendo el mismo procedimiento que el 
presentado para un sélo elemento, la corriente en un determinado capacitor 
puede ser obtenida a partir de Ja funcién de energia del sistema completo. 

Es interesante notar la relacién que existe entre la variable utilizada para 
obtener la derivada parcial y Ja variable resultante de aplicar esta derivacion. 
Mientras que el voltaje se obtiene de derivar con respecto a la carga, la 
corriente es el resultado de derivar respecto al voltaje. Esto es importante, 
como se veré. mds adelante, pues el tipo de derivada parcial seleccionada 

estard estrechamente ligada con el tipo de andlisis que se aplique al sistema, 
es decir, andlisis por mallas o por nodos. 

La propiedad presentada es facilmente extendible a los elementos bdsicos 
restantes. 

Para un sistema de n inductancias, se parte de la funcién de energia total 
descrita por 

AL 

Winds 22s 2e) =f daa, dans And (2.48) 
0 

A2 

+ fs, day os Ande 
0 

An . 

t+ [ G1 (01, Agy «15 Anas 
0 . 

Esta puede se escrita de la siguiente forma 

n Ay 

Wada, Aas dn) =D fo GOs Aas nad 
i=) 70 
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y por lo tanto la funcién de coenergia tiene la misma estructura 

ten os : * co 
Wrr(Gis dar 1 Gn) = >| Aa Gay Gay +++) Gn) dg 

i=l 70 

Cuando se obtiene la derivada parcial de la energfa de campo magnético con 

respecto a A, se tiene que 

Sy Mpa) Oo. 
: dun =o), Do deOs, Nay cosy Mey +23 An) 

lo cual se reduce a 

OWanl At, day oo Mey oy An) 
Ovg 

esto es, tomando el cambio en la energia magnética total con respecto al flujo 

en el ¢ ~ ésimo elemento, mientras los demas flujos permanecen constantes, 

se obtiene la corriente en el k— ésimo inductor. Observese que la seleccién de 

i como nuestra variable de interés, permite obtener términos de corrientes. 

Si se realiza una operacion similar, se puede obtener de la funcién de 

coenergia magnética que ; 

0 Vid ay +5 oy Gn) = a s ~. mote eee Nal Gry G25 03 Vege In) Od: Bx | (G1, de Ghe,-- Gn) GG 

= Gu(Ar, Ady oy Ady oy An) 

de la cual se obtiene que 

OWE, (Gr; Gay 1 Gres + Gn) 
Oar 

De tanec similar al caso de capacitores, si se toma la derivada con respecto 

al tiempo de esta expresién entonces se tiene que 

d [OW (day «1 Gey 1 In) 
dt OG: 

es decir, se obtiene como variable el voltaje en el k — ésimo inductor. Nueva- 

mente, es interesante notar como seleccionando a la corriente como variable 

respecto a la cual se realiza la derivacion parcial, es posible obtener el voltaje 

en el elemento. 

Este mismo tipo de deduccién que se ha realizado para los elementos 

cléctricos es posible realizarlo para los sistemas mecdnicos. 

= At, 42, seey Qhey oo Gn) 

= a (Gay 3 Ges 1 Gn) 
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Sistemas mecdnicos. La energia en wna masa se almacena en forma de 
energta cinética. La potencia instantdnea suministrada a un sistema de n 
masas esta dado por 

P = 41 (t)pi(t) + o(t)po(t) +--- + 4,(t)p, (8) (2.47) 

La energia cinética almacenada en un tiempo ¢ estd dado por 

T(t) = [ny 2 ae [ay as + [inl Pea   

(2.48) 

lo cual es equivalente a 

‘PL 

T(i,PesPa) = [ 1 (D1sPay 1 Pu) 
0 

P2 

+f £o (1, Po, «.., Pn) ade 
0 

Pn 

+f En(P1, Po, --+)Pn)EDn 

0 

Empleando una notacién abreviada, la energia cinética almacenada total es 

nm Pr , 

T(P1, Pa, Pr) = >| $.(B1, Pay Pa) aD: (2.49) 
ii 70 

y la expresién para la coenergia es entonces 

T’ (41, £2,.. => [ Dil #1, £2, -.-, bn) dz; 

Seleccionando las coordenadas de posicién como las de mayor interés, las 
derivadas parciales de la funcién de energia con respecto a x y a & (posicién 
y velocidad repctivamente) tienen la forma 

OT" (41, Lo, --) Lky En) f 

a tl tk Dif £1, La, .. «Ek, sda) diy 

lo cual se puede representar simplificadamente como 

OT" (&1, £2, .4 Lky 5 En) 
Oxy 

== Dy (£1, La, ---y Ley 0) En) 
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Esta expresién proporciona como resultado el momentum. 
Para un resorte rotacional o translacional se considera que son almacen 
adores de energia potencial. Para un sistema de n resortes se tiene que la 

expresién de energia potencial es 

n Ei 

V (21, 22, --5 En) = >| Bi(@1, Lo, ..., Pp) dz; (2.50) 
i=1 70 

Ahora. se formula, le. fmceién de coenergia potencial como 

Bi 

V(b, Bays Bn) ->/ @i(P1, Ba, ---, Bn) dBi. 
i=1 

Considerando una discusidn similar a la que se realiz6 para la masa, todas las 
ecuaciones de equilibrio mecdnico son usualmente escritas como una suma- 
toria de fuerzas con x y % como las coordenadas de interés. Empleando la 
funcién de energfa potencial se obtiene que 

OV (21, Lay ney Bky sy 
UG eet mol Di (21, 22,» Ln) dx; 

ecuacién que resulta en 

OV (21, Bo, oo) Dies ==) En) 
Oxy 

la cual representa la fuerza aplicada al k — ésimo resorte. 

En la tabla 2.1 se muestran los resultados del andlisis realizado hasta este 

punto, presentdndose la estructura de las funciones de energia y co-energia 

para la elemento y las derivadas parciales requeridas para la obtencién 

de las variables asociadas a cada tipo de analisis por el cual el sistema bajo 
estudio es resuelto. 

= De(21, £2, ---) Dh, Zn) 

2.4.1 Restricciones Holonémicas. 

Una vez que se ha introducido el concepto de sistema interconectado, es 
conveniente abordar el problema relacionado con la determinacién del minimo 

numero de variables necesarias para describir el comportamiento dindmico de 
un sistema. 
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|| Elemento | Funcién de energia | Derivada Parcial | Anédlisis | 

Capacitor | W.(q) = ff v(q)dq oto = v(g) Mallas 

Wilv) = fo a(v)de me = g(v) Nodos 
Inductor | Win(A) = fe i(a)dd | Qi) Nodos 

Wh) = fpa@d | a8 =a Mailas 
Masa | T(p) = {? #(p)dp 2) = i(p) | Velocidad 

Tia) = JP p(e)ae | 258 = (a) | Fuca 
Resorte | V(x) = fY f(a)dx = f(z) Fuerza 

Vf) = fF x(faf a = 2(f) | Velocidad 
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Inercia | T(l) = [Od 20 — §(1) Vel. ang 
T'(8) = f ()d | =O = 18) Fuerza 

Resorte | V(6) = fy I(6\d8 ot) — i(6) Fuerza 

) ) rotacional | Y’(/) = f O(i)dl MO — a(i 

  

  

  

Vel. ang.                 

Tabla 2.1: Funciones de Ernergfa 

El concepto fundamental para determinar estas variables es el de restric- 
cién. Cuando un ntimero determinado de elementos se interconectan, sus 
variables no pueden evolucionar de la misma manera que cuando no lo esta- 

ban, por el contrario cada una de estas variables dependen de alguna man- 

era de las otras. Este hecho es importante pues establece que no todas las 

variables serén necesarias para describir el comportamiento dinémico de un 
sistema. 

Para el desarrollo de las ecuaciones Euler-Lagrange un tipo particular de 

restricciones son las restricciones holondémicas. 

Considere un sistema compuesto por m elementos interconectados con 

coordenadas 2;, con? = 1,...,n. El hecho de que estas variables dependan 

unas de otras implica la existencia de funciones 9;(%1,...,0m), j = 1,...,7, 
que las relacionan. Si estas funciones satisfacen la condicién 

93(21, -; Em) = 0; j= l.r 

entonces se dice que establecen restricciones holondémicas. 

De la existencia de este tipo de restricciones se desprende un hecho fun- 

damental. Por cada restriccién aplicada al sistema se disminuye en uno el 
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niimero de coordenadas independientes, es decir, que si se aplican r restric 
ciones al sistema, entonces el mimero de coordenadas independientes serd 
n = m—r. Mas atin, la ventaja de trabajar con restricciones holonémi- 
cas radica en el hecho de que las m coordenadas originales expresarse como 
funciones de las n coordenadas independientes, es decir 

i= 2i(H,-5%) 3 t=1,...,m 

donde g;, son las coordenadas independientes, y se conocen como coorde- 
nadas generalizadas. Asi, para representar el comportamiento dindmico del 
sistema, éste puede ser descrito de manera completa utilizando tinicamente 
las n coordenadas generalizadas en lugar de las m coordenadas originales. 

Una ventaja adicional que se desprende del hecho de trabajar con re- 
stricciones holondémicas es el que se refiere a la propiedad de poder expresar 
las funciones de energia como funcién tmicamente de coordenadas general- 
izadas, recuperando para estas coordenadas las propiedades presentadas en 
las secciones anteriores. 

Un par de ejemplos sencillos ilustran los conceptos presentados en esta 
seccién. 

Ejemplo 1 Considere el sistema mecénico mostrado en la figura 2.7. Debido 

  

Figura 2.7: Representacién de un sistema masa-resorte 

a la interconexién de estos dos elementos, en el punto A aparece una restric- 

cién en su comportamiento. Formalmente esta restriccién se puede establecer 

come 

Lk =Im



Es decir la funcidn que describe la restriccién es 

9(Zk: Lm) = Le — Fm = 0 

por lo que se establece una restriccién holondmica. Por lo tanto, de las dos 
coordenadas originales rp, tm, sdlo se requiere una para describir el com- 
portamiento dindmico del sistema. Como complemento, considere la funcién 
de energia potencial del resorte la cual, considerando un resorte lineal, esté 
dada por 

V (2x) = shel 

Si se define como coordenada generalizada a x = ry = Im, entonces esta 

funcién de energta se puede escribir como 

V(z) = ake 

Aaa 

Ejemplo 2 Considere el sistema eléctrico mostrado en la figura 2.8. Las 

    

  
LETTE 

Figura 2.8: Representacién de un sistema RLC 

coordenadas originales.son iz,tc,in, En este caso existe una restriccién de- 

bido a la interconexién de los elementos en el punto A. Esta restriccién esta 

determinada por la expresion 

inptic=in (2.51) 
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por lo que la funcidn que la describe puede escribirse como 

9(iz, t¢,4z) = in tic —izg=0 

con lo que se establece una restriccién holondémica. Es interesante notar 
para este caso que la expresién (2.51) puede ser expresadas en términos de 
variables basicas, integrando obtenemos 

a+ dc =r 

por lo que la restriccic,, ioma la forma 

9(9z; 90; GR) = I +90 - de = 0 

Debi 4 que el nimero de coordenadas asignadas es tres y el mimero de 
restricciones holémicas es uno, entonces existen unicamente dos coordenadas 
generalizadas. Aunque no es la unica solucidn, defina 4 = a Y G2 = 4c, 
entonces las coordenadas originales se pueden expresar en funcién de las 
coordenadas generalizadas como 

a & (2.52) 

Qc = 

qr = Ata 

En relacion a las funciones de energia considere como ejemplo la funcién de 
disipacién de Rayleigh, la cual considerando una resistencia lineal se puede 
expresar como 

1 

itn términos de las coordenadas generalizadas y gracias a las funciones (2.52), 
cal, ae escribe como 

1.,,. : 
F= gla +)? 

har 
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2.5 Ecuaciones Euler-Lagrange 

En las secciones precedentes se ha resuelto hasta el momento la forma en la 
cual se obtienen Jas variables medibles y la obtencién del minimo mimero de 
variables independientes para describir un sistema. 

Resta por resolver un problema, cémo plantear las ecuaciones de equilib- 
rio. El objetivo aqui es mostrar que éstas pueden obtenerse a través de las 
ecuaciones Euler-Lagrange. Para ello, el procedemiento a seguir es, plantear 
las ecuaciones EL, aplicarlas a sistemas eléctricos y mecdnicos y mostrar que 
la ecuaciones obtenidas son las mismas que las que se derivan al aplicar las 
leyes de Kirchhoff y Newton respectivamente. 

Las ecuaciones EL estén dadas por! 

a ee 2) AL(4,9) , OF (4) a 8G ~~aq 1 GS ;2=1,...,n (2.53) 

donde 

q es el vector de coordenadas generalizadas. La ventaja principal de em- 
plear estas coordenadas radica,en el hecho de que representan el con- 
Junto minimo de coordenadas independientes necesarias para desrcibir 
el estado de un sistema. Este conjunto minimo representa a su vez los 
grados de libertad del sistema. Por otro lado el vector de coordenadas 
permite agrupar variables de diferente naturaleza. 

q corresponde a la derivada de el vector de coordenadas generalizadas. 

£ es el Lagrangiano definido como 

E'(q,4) ~ B(q) 
donde E’-es la co-energia y E es la energia que posee el sistema 

F corresponde a la funcién de disipacién de Rayleigh. 

Q; son las fuerzas generalizadas, esto es la fuerzas externas que afectan a 
cada uno de las coordenadas generalizadas o grados de libertad. 

  

*Para un andlisis completo de la formulacién Lagrangiana, se refiere al lector interesado 
a [Meis\69] y [Lagra\89] 
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Es importante hacer notar que las fuerzas generalizadas pueden no ejercer 
accién alguna sobre alguno de los grados de libertad, esto es, no estan actu- 
ados. 

Un hecho importante de la formulacién lagrangiana es la obtencién de 
una ecuacién de equilibrio por cada grado de libertad que posee el sistema, 
en otras palabras, por cada coordenada generalizada. 

La formulaci Lagrangiana es sistemdtica, por lo sdlo resta presentar la 
metodologia adecuada para el tipo de andlisis realizado sobre el sistema. Se 
recuerda que que en este capitulo solamente se considera el caso en que todas 
las q' s son de una misma naturaleza. 

2.5.1 Modelado de sistemas eléctricos via Euler-Lagrange 

En esta seccién se aplican las ecuaciones generales (2.53) a sistemas eléctricos 
a través de ejemplos sencillos. Para el andlisis de estos sistemas existen dos 
formas posibles: andlisis por mallas 0 andlisis por nodos, la diferencia yace en 
que para el andlisis por mallas las variables de interés son voltajes en funcién 
de corrientes y cargas, mientras que para un andlisis por nodos las variables 
son corrientes en funcidn de voltajes y flujos. De aqui se desprende el hecho 
de que la construccién del Lagrangiano depende del tipo de andlisis que se 
realiza sobre el sistema. 

Al realizar un andlisis por mallas se emplea entonces las funcién de co- 
erorgfa magnética, como se observa en la tabla 2.1, mientras que la funcién 
de energia empleada es la eléctrica. Si el andlisis se realiza por nodos, de la 
misma tabla puede observarse que la funcién de co-energia a emplear ahora 
es la eléctrica, mientras que la funcidén de energia a utilizar es la magnética. 

Puede observarse tmabién de la tabla 2.1 que la seleccién de funciones 
de energia y co-energia para diferentes tipos de andlisis es muy sencilla, ya 
quo de csias se deducen las variables asociadas al tipo de andlisis, de aqui se 
recalca un hecho importante, para un andlisis por mallas todas las coorde- 
nadas involucradas son voltajes, para un andlsis por nodos, las coordenadas 
eon rerrionées, . 

A continuacion se presenta la metodologia general de formulacién del 
Lagrangianio : , an : 

1 Identificar las coordenadas originales del sistema 

2 Ideutilicar las restricciones. 
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Figura 2.9: Sistema eléctrico RLC 

3 Identificar las coordenadas independientes. 

4 A través de las ecuaciones de restriccién representar cada coordenada orig- 
imal en funcién de las coordenadas generalizadas 

5 Obtener las funciones de energia del sistema, en fumcién de coordenadas 
generalizadas 

6 Identificar las fuerzas externas generalizadas. 

7 Aplicar las ecuaciones Euler-Lagrange. 

Para ilustrar el método se desarrollo un ejemplo sencillo, este corresponde 
a sistema eléctrico del tipo RLC 

Ejemplo 3 Considere el circuito mostrado en la figura 2.9.Andlisis por 
mallas 

En este tipo de andlisis se utilizan voltajes para la representacidn de la ecua- 
ciones de equilibrio. Tales ecuaciones estén formuladas en términos de 
corrientes. 

En este caso las coordenadas originales estén dadas por i,,%¢,i,, mientras 
que las coordenadas independientes son ty, i 

De esta manera, se establece una relacién entre coordenadas de la siguiente 
forma , 

te = U>G=n 

t = h-h > Ge=n-o 

= h> a=. 
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Con el carn anterior identificamos las coordenadas generalizadas del 
sistema. 

Ahora observe que las restricciones en este circuito corresponden a la ley 

de corrientes en el circuito, este es un hecho fundamental ya que al 
realizar el andlisis por mallas los voltajes se encuentran en funcién de 

corrientes y cargas, por ello la ecuacién de restriccién es 

ptig=t>Gote=u 

cuya forma corresponde a una restriccién holondémica. 

Se seleccionan ahora las funciones de energta y co-energia apropiadas para 

el andlisis por mallas. Tomando como base la tabla 2.1 y considerando 
la relacién entre coordenadas tenemos que 

2 il ll 
WelGe) = 50% => W.(q, 4%) = Yalta -@)? 

1 , 1 
Wrla) = shat > Wha) = 5La 

1 3 1 

Fela) = 5 Rap > Fel) = 5 Rai 

A partir de este punto se formulan las ecuaciones de equilibrio de forma 

similar a la expresada por la ley de mallas de Kirchhoff 

Pare la malla 1 la expresién del voltajes esté dada por 

V=V.+Ve 

Se requiere que las variables descritas en la ecuacién anterior se 

encuentren representadas a través de funciones de energta por lo 

tanto se tiene que 

ee = K=Ga=ala-a) 

OF (ar) 
oq, 

-5 ecuaciones anteriores son un resultado ya conocido, a par- 

tir de las ecuaciones de energta podemos conocer, en este caso, 

  

  V, = Ra, = Ra 
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los voltajes en cada elemento interconectado. De forma que la 
ecuacién de equilibrio para la malla 1, una ecuacién de voltajes, 
en términos de corrientes tiene la forma 

1 
V= Ra + Gln — a) 

Esta expresion en términos de las funciones de energta es 

_ OW (Ge) OF (Gr) V= on + Ba, (2.54) 

Para la malla 2 se tiene que 

Vi-Ve=0 

pero 

aW,,(H) SS =)\= Ly. agi l Qt 

Para obtener de esta expresién el voltaje a través del elemento se 
requiere la derivada total de esta expresién, de tal forma que se 
obtiene 

a [OW,(m)| _,_ , da __ dm 
Fal aq | ae Oe 

Similarmente al caso de la malla 1, se tiene una expresién for- 

mulada por ley de Kirchhoff. Expresando esta ultima ecuacién en 

términos de la funcién de energta se tiene que 

@ ena OWelGe) _ mee] — — Sit = 0 2.55 
dt on OG. ( ) 

Andlisis por nodos 

Este tipo de andlsis conileva la formulacion de ecuaciones en términos de 

voltajes ya que las variables que se emplean son las corrientes presentes 

en el circuito



Las coordenadas originales en este circuito son V,,V.,Vj, siendo las coor- 
denadas independientes V,, en donde se establece una relacién entre 
variables de la forma 

Ve = VW- VA, = AL —Ag 

Ve = VWstre=r 

Y= Vxsrx=A 

En este caso las restricciones estén dadas por la ley de voltajes del 
circuito 

VetV = %)Sry44+Vr% 
y= yee 

aus funciones de energta para realizar un andélisis por mallas, de la tabla 
Qe ae ern 

1 1 WV.) = 5CV.= Wii) = 508 
Tl - ily _11,, Wald) = gE > Wala) = 57 

“yy =. tly ally _ yp Fv) = tive = Fy =tiu-v) 
La jormulacién de las ecuaciones de equilibrio se realiza a través del andlisis 

nodal, asi la descripcidén de los nodos es: 

Para el nodo 1, la ecuacién de corrientes esié definida como 

ip tie = tg 

expresando esta ecuacién a través de las funciones de energia aso- 
ciadas a las variables, tenemos en primera instancia que 

ow. (Ve) 
OV, . 

lo cual implica que para obtener la corriente es necesario obtener 

la derivada temporal de esta expresién, esto es 

a [awVe)} _; ot 
dt “we OV. dt 
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Dada la presencia de un elemento disipador la funcién de energta 
asociada a éste esté dada por 

  

OF (Ve) 1 
—~ =iR=—V, wR 

mientras que la corriente en el inductor se define como 

OW rm (Ar) ; 1 oem gg = 
du 

La ecuacidn de corrientes en términos de voltajes tiene entonces 
la forma 

dv. 1 1 AV, = =) 
Ca TR T™ 

Esta ecuacion en términos de las variables independientes es equiv- 
alente a 

dV, 1 _1, 1 
Ot RM -V= paz | Vice 

Hasta ahora se han formulado las ecuaciones de equilibrio empleando leyes 

de Kirchhoff y expresando éstas a través de funciones de energia y co- 
energia. 

Empleando el enfoque Lagrangiano para un andélisis por mallas se requiere 
de las funciones de energta W.(q, 92); Wy,(d2); y Fe(gr), las cuales 
quedan expresadas dentro de la forma EL como 

d wale BWel™,d2) | OF elu) 
so ost + oo = CU 2.56 

dt On + On On, ( ) 

d [OW, o) OW.e(q1,¢2) , OF e(G1) 
— |e ae ae ES 2.57 

di | Bn | Ope tO (257) 
En este caso el lagrangiano tiene la forma 

L£(n, ga, 41, G2) = W;, (G2) - We(gr, 92) 

lo cual implica entonces que 

  

  

a EB o£ OF e V 

dt [On on =O 

a Fe o£ dF. = 0 

dt |8G2]  Oq2 Ode 
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Se observa de las ecuaciones (2.56) y (2.57) que el resultado es el mismo 
que el obtenido en las ecuaciones (2.54) y (2.55). 

La formulacién lagrangiana a través de un andlisis nodal se realiza ahora 
empleando las funciones de energta Wi(A1); Wir); y Fe(Ar). Si es- 
tas expresiones se substituyen en la ecuacién general (2.53) se tiene 

  

  

que 

[age]. a 
En este caso el Lagrangiano esté dado por 

L£(d1,A1) = Wear) — Wrn(Ar) 

con lo cual la ecuacién EL se puede expresar como 

= lar BL , Fn) _ 

dt 18, Or Ory 

hha 
Del ejemplo anterior se pueden realizar las siguientes observaciones: las 

variables independientes corresponden, en el caso de un andlisis por mallas, 

2 corviontes de malla, mintras que en un andlisis por nodos, a voltajes de 

nodo; las ecuaciones de restriccién en el andlisis por mallas corresponden a 

la ley de corrientes de Kirchhoff y para el andlisis por nodos la ecuacién de 

restriccién es Ja ley de voltajes. Por wiltimo se observa que las ecuaciones 

de equilibrio para el andlisis por mallas estén formuladas de forma similar 

a la ley de voltajes y para el andlisis nodal la formulacién es simil a la ley 

du sotiajes, es decir, las ecuaciones obtenidas por EL son las mismas que las 

obtenidas por Kirchhoff. 

2.5.2 Modelado de sistemas mecadnicos via Euler-Lagrange 

El modelado de sistemas mecdriicos de manera general se formula a través” 

del andlisis de fuerzas en funcién de velocidades y posiciones, ya que éstas 

son variables mas faciles de medir. 
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Figura 2.10: Representacién de un sistema masa-resorte-amortiguador 

Se observa de la tabla 2.1 que para el andlisis de sistemas mecdnicos el 

Lagrangiano se define ahora como la diferencia entre la co-energia cinética y 
la energia potencial, esto es 

L=T-V 

Cémo se mecioné en secciones anteriores el modelado a través de las ecua- 

ciones Euler-Lagrange es general, independiente de la naturaleza del sistema. 
Evidentemente el método es el mismo, lo caul se ilustra con el siguiente ejem- 
plo 

Ejemplo 4 Considere el sistema mostrado en la figura 2.10 Las ecuaciones 

que describen a este sistema deben encontrarse en términos de velocidades, 

para lo cual se emplea las fuerzas presentes en el sistema. 

En este caso las variables independientes corresponden a las posiciones de 
‘ nodo por lo cual las variables originales son xx, X4, 2m, esto es, las posi- 

ciones que describen a cada elemento 

La variable independiente es x, 0 sea la posicién que describe el movimiento 

de todo el sistema 
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La ecuacién de restriccién esté dada por la sumatoria de velocidades, y en 
éste caso se encuentra definida por 

im = Ep = Ze => £ 

lo cual implica que 

In = Fp=TE= 2 

Las funciones de energia asociadas con cada uno de los elemento del sistema 
son 

1 2 1 2 V(t) = 5ht =>V(z)= gk 

T'(am) = 5 Mat => T'(¢) = 5 Ma? (2.59) 

F(a) = sBah + Fle) = hae 

Conociendo las relaciones de cada elemento, se formulan a continuacion 

las ecuaciones de equilibrio las cuales corresponden a la tercera ley de 
Newton y tienen la forma 

f=fet fot fra (2.60) 

donde f es la fuerza externa ejercida en el sistema. De las funciones 

de energta (2.59) se obtienen, a través de su derivada parcial, la fuerza 

asociada a cada elemento, esto es 

  

VO) _ ake (2.61) 
Oz; 

he 
oT’ () = pm=Mé 

Oz, 

d /oT'(z)]_ ,. _ = 
25 in, | =fn=Mé (2.62) 

oI = fp= Be : (2.63) 

De esta forma, al substituir (2.61, 2.62, y 2.63) en la ecuacidn (2.60), 
obtenemos 

Mz+Bi+Kz=f 
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Empleando el enfoque Lagrangiano se tiene nuevamente que las funciones 

de energta necesarias para la descripcién del sistema son V(x); T'(&); 

y F'(z). Entonces el Lagrangiano se define como 

L=T'-V 

esto es 

_ ype lye L= 5M z 5k x 

La co-funcién de disipacién de Rayleigh esté definida como 

F(a) = 5 Ba? 

Llevando los términos anteriores a la ecuacién general (2.53), tenemos 

que 

M£+Bit+Krz=Q 

donde Q corresponde a la fuerza externa f. 

El resultado anterior, obtenido por la metodologta Lagrangiana es el mismo 

que el obtenido por Newton o por el principio de D’Alembert. 

Ada 
En éste capitulo se obtuvo el modelado para sistemas de una sola natu- 

raleza , eléctricos y mecdnicos. A manera de nota se recuerda al lector que 

sdlo se trabajé con estas dos clases de sistemas ya que el objetivo es desar- 

rollar el andlisis para sistemas que combinan estas dos clases de sistemas, 

esto es, sistemas electromecdnicos. El modelado a través de Euler-Lagrange 

se desarrolla en el siguiente capitulo. 
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Capitulo 3 

Modelado de sistemas 

electromecdanicos 

En el capitulo anterior se mostré que las ecuaciones Euler-Lagrange se pueden 

aplicar a sistemas eléctricos y mecdnicos para obtener las ecuaciones de equi- 

librio que describen el comprotamiento dindmico de estos sistemas no im- 

portando que tan compleja sea su estructura. Este mismo capitulo sirve de 

predmbulo para mostrar el desarrollo de las ecuaciones EL en sistemas elec- 

tromecdnicos. Se puede observar ademas que la formulacién Euler-Lagrange 
pucde aplicarse a una amplia clase de sistemas electromecdnicos. 

La organizacién de este capitulo es la siguiente, se define el tipo de sis- 

temas electromecdnicos que se consideran en esta tesis, se determinan las 

caracteristicas asociadas este tipo de plantas, se ilustra el método con al- 

gunos ejemplos y por ultimo se desarrolla el modelo de los sistemas bajo 

estudio. 

3.1 Sistemas electromecdnicos 

iq éyta soccién se examinan las funciones de energia y co-energia de elemen- 

tos efectromecénicos. La parte eléctrica de un sistema electromecénico puede 

almacenar energfa en forma de campo.eléctrico o.campo magnético, de aqui 
el que se clasifiquen en dos clases generales, sistemas electromecdnicos de 
campo eléctrico y sistemas electromecdnicos de campo magnético. Muchos 
sistemas fisicos poseen ambas formas de almacenamiento, pero es usual que 

un efecto domine sobre el otro, asf que esta clasificacién no es tan restrictiva. 
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Figura 3.1: Sistema electromecdnico de almacenamiento de energfa de campo 

magnético 

Los elementos que se analizan son inductores y capacitores dependientes 

de la posicién. Para su andlisis, considere la Figura 3.1. 

Note que el sistema se compone de un conjunto de terminales eléctric- 

as ademds de un miembro mecdnico movil. Este sistema posee un puerto! 

mecdnico y uno eléctrico. 

Las variables de voltaje y corriente para el puerto eléctrico se designan 

por d yq respectivamente. Similarmente, para las variables de velocidad y 

fuerza asociadas al puerto mecdnico estén dadas por # y p, respectivamente. 

La velocidad « del elemento mdvil es medida con respecto al miembro esta- 

cionario y x se toma igual a cero cuando ambos elementos estén juntos. 

Se analizan ahora las funciones que describen al sistema. Para tal propdsi- 

to, se asume que la velocidad ¢ es igual a cero. En otras palabras, la parte 

mévil se encuentra en una posicién fija z. La parte eléctrica del sistema 

esta caracterizada por una inductancia, éste elemento se encuentra a su vez 

caracterizado por uma curva que relaciona el flujo de enlace 1 como funcion 

de la corriente ¢ en el embobinado. La figura 3.2 muestra diferentes curvas 

para. varias posiciones del elemento movil. Estas posiciones estén designadas - 

POL Za,%p, YL ee 
Con el miembro mévil en una posicién fija z, el almacenamiento de energfa 

  

1] término puerto es generalmente usado para describir el lugar en el sistema en donde 

la energfa eléctrica o mecdnica puede suministrarse o substraerse. 
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N=Xp 

X=Xe 

  

Figura 3.2: Familia de curvas caracteristicas para diferentes posiciones del 

elemento mévil del sistema de campo magnético 

magnética puede evaluarse de la forma usual 

Wr(d,2) = [ g(,2)d (3.1) 

Ta, tnica diferencia aquf yace en el hecho de que la corriente ¢ es una 

funcién de los flujos de enlace y de la posicién del elemento movil. La integral 

dada en Ja ecuacién (5.1) se interpreta entonces como el drea bajo la curva 

para una posicién final dada, mostrada en la Figura 3.3 

En forma similar, la co-energia almacenada en el sistema se define como 

el Svea, debajo de la curva en la figura 3.3. La co-energia de campo magnético 

puede calcularse como 

Wrlaye) = f° MG,2)a (3.2) 

y es una funcién de la corriente y la posicidn. Las ecuaciones (5.1) y (5.2) 

no son diferentes a las ecuaciones obtenidas para un inductor ideal. La parte 

meciuuca vlrece s6lo una variable adicional a estas ecuaciones. : 

Ahora se analizan los sistema electromecanicos que almacenan energia 

eléctrica en forma de campo eléctrico. La figura 3.4 ilustra un dispositivo 

de este tipo, con un puerto mecdnico y uno eléctrico. Hl sistema consta de 

un arreglo de dos platos conductores de manera que si un voltaje X existe 

entre los plalos, entonces un campo eléctrico esté presente. El plato infe- 

rice». "vil con respecto al plato superior fijo. En general, la velocidad 
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X=Xq 

X=X¢ 

  

Figura 3.3: Representacién de las funciones de energia y co-energia del sis- 

tema de campo magnético 

y fuerza del puerto mec4nico se denotan por  y p respectivamente. Para 

el puerto eléctrico las variables de corriente y voltaje se denotan por q y a» 

respectivamente. 

. 4 LLL 

| J 
+ 

» x 

at 

  

Figura 3.4: Sistema electromecanico de almacenamiento de energia de campo 

eléctrico 

La curva caracterfstica de un dispositive que almacena campo eléctrico es 

una representacién de la carga como funcién de la diferencia de potencial . 

En Ja Agura 3.5 se encuentran representadas un conjunto de curvas las cuales 

representan diferentes posiciones del plato movil. 

Las funciones de energifa y co-energia pueden generarse de manera andloga 

a la del sistema de campo magnético. De esta forma se tiene que la funcién 
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X=X, 

  

Figura 3.5: Familia de curvas para varias posiciones fijas del elemento mévil 

del sistema de campo eléctrico 

de energfa de campo eléctrico es 

W.(q,2) = [ "Nqa)da. (3.3) 

En forma similar, la funcién de co-energia eléctrica esta dada por 

Wid, 2) = [ gi, x)di. (3.4) 

La vepresentacién gréfica de las funciones de energfa y co-energia para. 

esiv sistema se presentan en la figura 3.6 

Te la formulacién realizada para ambos tipos de sistema se evidencia la 

acuuuion ensre las fumciones de energfa obtenidas y las variables medibles. 

Btu cs, ovra un andlisis nodal 

OWm(A,z) 
A oe GA 

an 40,2) 

aWwi(,,z) : SAN = g(h,z rst qA, 2) 

mientras que para un andlisis por mallas, se tiene que 

ow ACE z) i Te! = Aq, 3g (q,2) 
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X=Xa 

X=Xp 

  

Figura 3.6: Funciones de energia y co-energia del sistema de campo eléctrico 

OWra(Gs 2) _ y/. 

3.2 Modelado de sistemas electromecdanicos 

via Euler-Lagrange 

Ya que un sistema electromecdnico combina estructuras eléctricas y mecdni- 

cas, la funcién lagrangiana que lo define contiene ahora funciones de energia 
eléctrica y mecdnica y co-funciones energéticas eléctricas y mecdnicas. Esto 
es, las funciones de energia y co-energia que definen al sistema se asocian, de 

manera natural, en la estructura lagrangiana como términos bien definidos, 
de esta forma el término de co-energia en el Lagrangiano se denomina fun- 
cién total de co-energta y similarmente, el término asociado a la energfa se 

nombra funcidn total de energia. Entonces el Lagrangiano requiere de estas 

dos funciones para construirlo. 

Por simplicidad en el texto reescribimos dos grupos de ecuaciones ya cono- 

cidas, el Lagrangiano de un sistema mecdnico se define de manera general, 

como 

L=T-V , (3.5) 

Para. un sistema eléctrico el Lagrangiano se formula como 

£= WL-W. (mallas) (3.6) 

L= W-Wa (nodos) (3.7) 
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‘La forma en la cual se contruye el Lagrangiano involucra entonces conocer 

la funcién de co-energia total T’ dada por 

Wi (4) (mallas) a (4 
Tt (4,2, Xd ) T (a, 2) + Wir) (nodos) (3.8) 

asi como la funcién de energia total V dada por 

q\_ W.(q) (mallas) 

ve, X» y=V(z) + Wald) (nodos) (3.9) 

La funcién de disipacién de Rayleigh tiene la forma general 

. 4) my F.(9) (mallas) 
F(a, 5) = Fa@) + FA) (nodos) (3.10) 

El Lagrangiano total del sistema se define entonces como 

ram € VF) a7# 2. V)K q . 4 (mallas) 

(3.11) 

SM ae oy GE + anelizaa cridadosamente las funciones totales de co-energia (3.8) y 

snereia (3.9), se puede conocer el vasto alcance de esta formulacién. Note 

que ‘/” se compone de la co-energia cinética y de la co-energfa eléctrica W? 

© magnética W?,, segtin sea el tipo de andlisis para la parte eléctrica. La 

co-energia cinética I” puede ser funcién de la velocidad y de la posicién, y 

no sdlo de la velocidad cémo se presenta en la tabla 2.1. 

Ahora bien, suponga que las co-energias WI, o Wi, en cierto sistema, son 

tir viones de més variables ademds de ¢ o A. Por ejemplo, asuma que Wi es 

funcién de todas las corrientes de malla, esto es de todas las q's, y también 

de clerias coordenadas mecdénicas en un sistema electromecdnico. En otras 

palabras, suponga 

Whe Walt) (3.12) 

con jo cual se indica que W/, depende de todas las coordenadas ¢ y x. Dado 

que la co-energia magnética es una funcién de las coordendas de posicién 

aca wn, ol término —OW,(q,2)/Ox, seria incluido en la ecuacioén para la 

* 4.° . coordenada mecdnica. Analizando el significado de esto, si se 
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realiza una formulacién por mallas para la parte eléctrica del sistema, la 

funcién total de co-energia esté dada por 

T (4, 2,9) = T (2,2) + WG, 2) (3.13) 

Empleando la suposicén hecha en (3.12), la co-energia magnética depende de 

las coordenadas de posicién mecdnicas. De forma similar, la funcidn total de 

energia esté dada por 

V(z,q) = V(z) + WeQ) (3.14) 

De la ecuacién (3.11), el Lagrangiano esté dado por 

L(é, 2, 4,9) = T'(a,2) + W,,(4,2) - V(z) — Wea) (3.15) 

Para la k— ésima coordenada mecdnica, la ecuacién EL proporciona la sigu- 

iente ecuacién de equilibrio 

4 [OT é,2)| _ OT, 2) _ OW (dz) | OV(e) _ 
dt Oz, Ox, Ox, Ox, ~ 

  Or (3.16) 

Los términos que aparecen en la ecuacién anterior tienen la siguiente inter- 

pretacién. En el lado izquierdo de la ecuacién, los primeros dos términos 

son fuerzas debidas a la inercia. El cuarto término, involucra la energia po- 

tencial, representa las fuerzas presentes en los resortes. El término Q, en el 

lado derecho de la ecuacién incluye todas las fuerzas externas aplicadas al 

k—ésimo nodo mecdnico. El término restante -OW/,(q, x) /Ox, es una fuerza 

mecdnica la cual se incrementa debido al almacenamiento de co-energia eléc- 

trica, y por Jo tanto es Namada fuerza mecénica de origen eléctrico. En el 

ejemplo que se presenta a continuacién se ilustran las ventajas del método. 

Ejemplo 5 Considere el sistema de levitacién magnética que se ilustra en 

la figura 3.7.Realizando un andlisis por mallas para la parte eléctrica del 

sistema, se emplea la funcidn total de co-energta, esto es 

T'(iy3,4) = 3Ma? + Wold) 
La funcién de co-energta magnética para este dispositivo, considerando L(x) = 

£, conc una constante, se determina como 

rye 1 : 
Wr(g, 2) = 5L(a)e. 

50



v(t) a= Ux) 

= 
(m) xt 

mg 

Figura 3.7: Sistema de levitacién magnética 

La funcién de energta total V en este caso es cero. Por lo tanto el Lagrangiano 

tiene la siguiente estructura 

L£(q,4, 2,2) = smi + sae. 

"., oy -funcidén de disipacién de Rayleigh corresponde a la expresién 

Rl) = SRP 
ve. ta que la funcién total de disipacidn es 

Flé,d) = GRP 
Jag Scere. externas que actidan sobre el sistema para la parte mecénica 

Q2 = Mg 

y para la parte eléctrica 

Qa = v(t) 
Las ecuaciones de equilibrio para el subsistema eléctrico se obtienen a portir 

de la ecuacién EL, por lo cual se tiene que 

[AL(9.4,2,2)]  OL(9.4.2,4) , OF, £) Q 
Og og og ~ va 

ty 

dt 
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Desarrollando la expresioén anterior se tiene que 

  

0£(4,¢0,4) _1,, 9 
ag = slla)g 

d [AL(9,4,2,%)] _ ,-, dg , OL(z) . 

=3| ag | at ae 74 
OL(q, 4,2, 2) PADD) Gg 

oq 
OF (4,4) _ y. 

aq Rq 

Entonces la ecuacidn de equilibrio para la parte eléctica es 

dg  OL(sz).. . 
L(a)a +e a4 + Ag = u(t) 

La ecuacién de equilibrio para el subsistema mecénico se determina a partir 

de la ecuacién EL como 

ad [PA 8 2) _ OL£(g, 4,2, 4) 4 OF (4,2) 
dt be ax 3g 9 
  

Evaliando las derivadas parciales de esta expresion se tiene que 

OL(G, 4, ££) 
Or 

d [0L(q,4,2,2) 

dt dz 
OL£(9,4,0,4)  1OL(z) 

Oz “2° da 4% 

OF (G4) _ ah) = 0 
Oz 

Con lo cual la ecuacién de equilibrio mecénica es 

. LOLs)» 4, 
Me—5"Gq 4 = M9 

= Mz 

|-ma 

en donde el término 3912) g2 corresponde a la fuerza mecdinica de origen 

eléctrico. 
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aaa 
El desarrollo del Lagrangiano para sistemas electromecdnicos es idéntico 

al formulado para sistemas de una sola naturaleza, la tinica diferencia yace 
en el hecho de que las funciones eléctricas involucran coordenadas eléctricas 

y mecdnicas, esto es la metodologfa no cambia. Retomando los resultados 

obtenidos se observa que si a un sistema eletromecdnico aplicamos leyes de 

Kircchhof, leyes de Newton més el principio de la conservacién de la energfa, 

el modelo obtenido es el mismo al que se obtiene por Euler-Lagrange. 
Haste este momento se ha desarrollado la metodologia de modelado a 

emplear, en el siguiente capitulo se propone la filosoffa de control, la cual se 
encuentra asociada a las caracteristicas de las ecuaciones Euler-Lagrange, de 
este modo, se podra observar que el desarrollo Lagrangiano no sélo es una 
herramienta de modelado. 

a 
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Capitulo 4 

Control de sistemas 

electromecanicos 

En el capitulo anterior se obtuvo un modelo para los sistemas electromecdni- 

cos empleando la formulacién Lagrangiana. Partiendo de este modelo, en éste 

capitulo se presenta el disefio de la estrategia de control desarrollada en este 

trabajo de tesis. La filosoffa empleada para su disefo considera de manera 

fundamental la estructura fisica del sistema, aprovechando sus propiedades 

de disipacién para poderla controlar. El objetivo es disefiar un control a 

partir de la entrada de control para el sistema electromecdnico, con el cual 

se logre controlar la velocidad mecdnica de este. 

La organizacién de este capitulo presenta como primera parte los prelim- 

inares mateméticos esenciales para exponer las propiedades de los sistemas 

EL. 

4.1 Filosofia de diseno 

E] disefio del controlador requiere conocer algunos conceptos, los cuales se 

exponen a continuacién. 

4.1.1 Preliminares 

A continuacién se presentan los preliminares esenciales para exponer las 

propiedades de los sistemas EL.



Definicién 6 Considere un sistema representado por la ecuacién 

£= f(z,u) (4.1) 

el cual posee una salida definida como 

y = h{a,u) (4.2) 

St existe una funcién 

H(a(t)) > 0 (4.3) 
tal que se satisface la siguiente desiqualdad 

H(2(#) —H(2(0)) < | uly dt (4.4) 

entonces se dice que el sistema descrito por 4.1 es pasivo. Esta ecuacién es 
conocida como desigualdad de pasividad. 

Teorema 7 Considere un sistema representado por las ecuaciones 

= f(x,u) (4.5) 

y = A(z,u) 

sit =£ conu = 0, satisface que f(z,0) = 0; y h(Z,0) = 0; entonces % 
xy ice como punto de equilibrio. Si existe una funcién definida positiva 

  

V(z) >0 

. 3 cana que la primera derivada de la funcion satisface 

V(z) <0; 

conu = 0 y valuada lo largo de la trayectoria de soluciones de (4.5), entonces 
se dice que & es estable en el sentido de Lyapunov. [5p089} 

Proposiciédn 8 Un sistema pasivo es estable en el sentido de Lyapunov 
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Prueba 
Partiendo de la desigualdad de pasividad 

T 

H(o(t)) — Malo) < f wy at 
0 

considerando que la entrada u = 0, se tiene la siguiente expresién 

H(a(t)) - H(2(0)) < 0 

la diferencia descrita en la ecuacién anterior implica que la derivada de la 

funcién de energia es 

H (x) <0 

Aaa 

4.1.2 Propiedades de los sistemas Euler-Lagrange 

Dado que el objetivo de control es explotar las propiedades que presentan 

los sistemas descritos por ecuaciones EL, es necesario entonces buscar estas 

propiedades en el modelo disponible. 

Para un sistema electromecdnico no conservativo la formulacién EL esta 

dada por 

d 1OL(q,9| OL(g,9)  OF( 4) 
dt | aq dq ag 2 (26) 

El Lagrangiano mecdnico esta dado por 

Lm = T' (Gms Gm) ~ V (Gm) (4.7) 

y la funcién de disipacion de energfa es Fin(Gm). Ademés, las fuerzas externas 

generalizadas se encuentran definidas por 

Qn = —F, 

que corresponden a las perturbaciones externas. 

El Lagrangiano eléctrico es 
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Le= Wraldes Gm) _ We(4e, Gm) (4.8) 

y Ja funcién de disipacién de energia es 

F.(4e) 

Las fuerzas externas generalizadas son 

Qe = Mu 

en donde M tiene la forma 

mela] 
El Lagrangiano total se construye como 

La = T'(dra; dm) + Win (Ges Gen) ~ V (dm) — We(des dm) 

Partiendo de esta expresion la formulacién EL para el subsistema, eléctrico 

es: 

OLr = OW rn (Ges Gm) 

Ge 4 

d [aLr) _ 4 [OW (Ge: am) 
dt | Og. | dt OGe 

°10 con respectO a ge eS 

Lr _ _ IW (der 4m) 
O4e ge 

  

Jo cual implica que 

  

  

Las fuerzas disipativas para el subsistema se encuentran dadas por la relacién 

OFr _ OF (de) 

“Ode Oe 
  

37



Substituyendo este conjunto de ecuaciones en (4.6), se obtiene el siguiente 
modelo para la parte eléctrica 

8 [OWoliatn) , eles) , OF 
  4) _ My (4.9) 

dé O4e 0Ge O4e 

Ahora bien, el modelo para el subsistema mecdnico se encuentra a través 
del Lagrangiano total con respecto @ Gm Y Gm, por lo que se tiene que 

ALr _ OT" (Gms 4m) 
Bin dm 

lo cual implica que 

s[t)-2[me* dt | 04m dt OGm 

Fi Lagrangiano con respecto a gm es 

OLr = AT" (Gm; Gea) _ OV (4m) + OW? (Ges Gm) _ OWe (Ge, Gm) 

Grn. OGm. OG: Grn Gere 

  

en donde se define We lGestn) - OM insiesh = —fe y siendo las fuerzas de 
disipacién 

OF _ OF (Gm) 
Bim Om 

El modelo para el subsistema mecdnico esta formulado como 

a OT" (dm; Gm) _ OT" (Gm: 4m) + OV (am) + OF nm (Gm) 

dt OGm 0am O4m Gm 

  

= fe — F, (4.10) 

El objetivo es probar que los sistemas Euler-Lagrange son sistemas pa- 

sivos. , 

Para ello se considera que el subsistema eléctrico y el subsistema mecdnico 
establecen un mapa pasivo repectivamente de la forma 

Lele ]-[e) So Wet FL) > dn 
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Prueba 
A partir de la ecuacién (4.8) del subsistema eléctrico se tiene que su 

derivada. es igual a 

, W!.(der4m)]" - 1 (es 4m) |" a = i? ra (des 4 a. [Malte in — 
OG 84m 

OW. (de; Gm) r 5 OW.(de, Im) r : 

OGe ° OGm ™ 

de esta ecuacién se observa que el segundo y cuarto término del lado izquierdo 

son precisamente —f, con lo que se tiene que 

p OW? (Ge, Im) . _ OW (Ge, Gm) tr : [ 
Le= | Ade Ge Ge de te Qm (4.11) 

Por otro lado se sabe que 

@ OW7n(Ges Im) 7 _ OW in (Ges Gm) "4 44 OW, (de, Im) r . 

di Ode ° Ode "EE Ode ae 

lo cual implica que : 

a 4 | (BWinlder gm) \" | _ 4 [OWin(Ge dm) |” 5 
ve i ade I GL Ode fe 

OW. (Ge, Gm) rt . PTs 
OGe Ge fe Im 

AW, (Ge.4m) |" _ 4[(aWalisen)® ,)_{ #8] + |, 
~ 2 Ge te Eo Ye ~ Je drm 

Oe 

Del modelo eléctrico se sabe que el segundo y tercer término de la ecuacién 
anterior corresponden a OF ee , entonces 

d OW, (Ges Gn) r : ‘OF (Ge) . ‘ Ts =—|(——_e 2) +4——— -M — 

Ademés se conoce que 

  

d OL. re . dai. . ( ma) te c| = Her £ [Won Gesd) + OWel Qe, dn] 
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entonces 

  
  

dLe _ d OL. tr . OF (Ge) , : T 
a ~3|(%) i] + {23 — a} Ge — fe Im 

lo cual implica que 

a[/ac.\* . OF. (4e)" . . . 
it (R) de — a = x ) Ge + (Mu) 4. + foam 

Con esto la derivada de la funcién de energfa total es 

  

He= — OF (de) . 

OGe 
  Ge+ (Mu)? Ge + foam 

donde al integrando la ecuacién anterior se tiene que 

T FE ie T T T 

ret) He(0) =~ [ é ao deat [ uPM Gea + [ inet 
0 ie o 0 

(4.12) 

  

En donde M tiene la estructura 

{i , _ | dea w=[o]-e-[ 
entonces la expresién anterior indica que existen ciertias coordenadas que no 

son actuadas, esto es no existe un control directo sobre ellas. Partiendo de 

esta estructura particular se tiene entonces que 

wl Ge =u" [1 0] | ie = wT hee 

Para poder comprobar la propiedad de pasividad se realiza la siguiente 

suposicién : 

  

- T 

(B®) a2 ater: 220 (4.13) 
e 

es decir, que se debe satisfacer que la funcién de disipacién es no negativa. 
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Entonces la ecuacién (4.12) se expresa como 

T OF, je T T T 

rit) — Hel) = — f EAE aac [ whindt + f° iP at 
e a o 

T OF.(de)7 f 4 
= —-{ —S™ gat+ im || 8 | dt 

[ OGe 4 ° [» 4 | te 

donde si se define queu=[u dm] yy=[4eo fe \" resulta en 

tT :\T T 

H(t) ~~ H.(0) =— [ SFG) de dt + [ uy dt 
0 0 qe 

La ecuacién anterior debe satisfacer (4.4), esto implica que 

  

T 

H(t) )--[ % OF (a 60" s,at+ f uy dt + H.(0) 
a 

donde, para satisfacer esta seulend se debe cumplir que 

LT ia ~\FT 

[ uyat— f ores) ge dt +H.(0) > 0 
oO 0 Ge 

  

entonces 

TS * OF ode)” 5 ap "Wael? [ yar> | lle) 4a HO) > 0 | Ildel!? ae + 8 
le 

  

donde si 8 = —H,(0), se demuestra la primera parte de la proposicién. 

Para el subsisterna mecdnico se realiza la prueba partiendo del la ecuacién 

(4.7). Se tiene que 

BT" (Gens Grn AT" (Gras rn Vda)", im = [ieee (Gms 4 iy" im +| (g (Goto) |" in|? () lim 
OGm. 0am OG 

- [7 igeste) oe] + {2 Goste) Gn) 
84m ™ 3m 20m ™ 

(Gm, 9m) "4 

~ |e Gente) Gm m — $2 Gm 

donde — fe = ST! Grd) __ Gm) 
89m 
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Por otro lado se tiene que 

4 { Bee y - [Peat in +2. & [PF st)? ae 
Om OGm dt Odm 

entonces 

OT" (Gis Im) Gm) im = -= | 
m Om dt 

aT'( (Gms Gm Tv te as 

- i OG | ame —ff OPT + or Gn) _ Gm 

= IT" (dns Gm)" al |= BE" Gras Gs) yp 
Ob Bin e 

_ a or’ (Gras Gm) |" : Fin(G im) . 7 

— “I dm Gm p + orate) FP + FE] Gm 

Ademés para este subsistema mecdniico se tiene que 

OT’ (Gm Gm) 
Gm dm Fossa) | Gin — —fedm 

Gm 

Hy = T" (Gens Gm) + V(Gm) 

Se sabe que 

d | (Lm - _¢ =tm= LIP dm) + V(Gmn)| (4.14) 
a Dam im mm TH dt Th AM, mT. 7 

entonces 

d d|(8Lrm\* . OF (dm) T r} . 
—Lna => lla nn = F i. 
a” (3) in| +{ Bin 2 TE y8 

lo cual implica que la ecuaci6n (4.14) es entonces 

d OL in a - OF (Gm) Tv T 2) (22m — Ln} = — Flan 
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Por la definicién dada en (4.14), se tiene entonces que 

. OF (dm), pr _ pg 
Un= Odm + fe Fi dm 

Integrando esta ecuacién se tiene ahora 

OF (Gm) 
84m 
  

T T 

Hon(t) — Hmn(0) = — [ din dt + [ (17 — FP) dm dt 

ya que se hace la misma suposicién descrita por la ecuacién (4.13), se tiene 

T OF (Gm To. 
Um(t) — Hm(0) = — [ OFe (Gm) 5 at 4 [ uy dt 

0 0 im 0 

donde u es definida como ff — FF y ¥ se define como Gm- 
Entonces 

  

T . T 

Hm(t) = —- [ OF (Gm) 5 ae 4 [ iy dt + Hm(0) 
9 Om / 0 

lo cual implica que 

T T : T 

| i at > [ Felted) dt — Hy(0) 2 a [ Ideal? at + 
0 Oo Q Gm. 

donde y = —Hm(0), se demuestra la segunda parte de la proposicién. 

aha 

Bajo las condiciones descritas en ambas demostraciones, el modelo del 

sistema electromecdnico puede ser visto como la interconexcién de dos sub- 

sistema pasivos (4.1), esto implica que la interconexién de un bloque pasivo 

con otro bloque pasivo resulta en un bloque total que preserva la propiedad 

de pasividad. [VanDer96] 
Se puede deducir que los sistema EL son estables en el sentido de Lya- 

punov por ser pasivos. 

Con Jas propiedades presentadas hasta ahora se propone como metodologia 

de control el esquema presentado a continuacién. 
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Figura 4.1: Interconexion de bloques 

4.1.3  Diseno del Control 

Esta seccién presenta el disefio de la estrategia de control empleada. El 

disefio del control se divide en tres partes, la primera etapa es controlar 

las corrientes, a través de u con un control que emplea i. Dicho control 

debe preserva la propiedad de pasividad del lazo cerrado entre este control 

y el subsistema eléctrico para garantizar estabilidad Lyapunov. Dado que la 

fuerza de interaccién y es funcién de las corrientes y cargas del sistema sélo 

es necesario garantizar un control sobre esta variables para llevar a y a un 

valor deseado. 

Una vez que se tiene control sobre y, basta elegir de manera adecua- 

da yg, para que la posicién o la velocidad del sistema mecdnico tengan el 

comportamiento deseado. 

Es necesario remarcar que la metodologfa expuesta es muy general y en 

este caso el disefio del control es muy complicado, el objetivo es describir 

sistemas con una estructura particular para lo cual se hacen las siguientes 

consideraciones. 

Para un sistema electromecdnico de variables eléctricas lineales, la es- 

tructura de las funciones de energia para el subsistema eléctrico tienen la 

forma 

1 . i. . 
Wrrldm, Ge) = 542 P (dm) de 

1 
W. {ams Ge} = 5 de C(4m)Me



donde D(dm) = DT (dm) > 0 y C(Gm) = C7 (Gm) > 0, V Gm € R, la funcion 

de disipacién de Rayleigh se define como 

. i... 
F. 2(Ge) = 5 Rae 

Para el subsistema mecdnico las ecuaciones estén definidas por 

tes 1, 
T (Gm) = 37 Gm 

Ademés la funcién de energia potencial es una funcién de la forma V (qm). 

La funcién de disipacién para el subsistema se describe como 

. 1... 
F, (Gm) = 9? & 

Bajo esta estructura en particular el modelo tiene la siguiente forma, para la 

parte eléctrica 

D(4m) Ge +D(dm)de + C(Gm)de + RGe = Mu (4.15) 

mientras que para la parte mecdnica el modelo se describe como 

J Vn +Bam + 9(9m) =Y— YL (4.16) 

en donde 

9(Gm) = ee 
  

define los términos gravitacionales, y y se define como 

1 OD(Gm) : 1 OC (Gn) 
Y= 54 Ge 5% 

2 Odm 2 Gm 

el cual contiene Jas fuerzas de interaccién entre ambos subsistemas. 

La primera etapa del disefio del control es lograr controlar las corrientes y 

cargas del subsistema eléctrico, el objetivo es entonces llevar estas variables a 

un comportamiento deseado, esto es, obtener la funcién del comportamiento 

dindmico del error, para lo cual se define el error eléctrico como 

€ = Ge Ged (4.18) 

de (4.17)   
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en donde geg corresponde a la carga eléctrica deseada. Para el propdsito de 

garantizar que la corrientes y cargas de las cuales depende y tiendan a valores 

deseados se define una funcidn z la cual esté dada. por 

z=é+Ae (4.19) 

lo cual es equivalente a expresarla como 

1 

stA 
  z 

esta expresién sélo es una descrpicién del error filtrado. Esta ecuacidn rep- 

resenta a un sistema de primer orden estable en el sentido entrada acotada- 

salida acotada (BIBO). Esta expresién permite observar que si la funcién z 

tiende a cero, el error es cero. 

De las expresiones 4.18 y 4.19 se deducen las siguientes relaciones 

z= Ge ~ Ga + Ae 

> Ge = z+ Gea — Ae 

=> Ges it Geq —AE (4.20) 

Una vez que se ha definido convenientemente el error eléctrico se desarrolla 

una ecuacién dindmica para el error la cual se representa como 

D(gm)é+ Dlam)2z + Rz =¥ (4.21) 

donde W se define convenientemente como 

 =Mu— {D(dn) [ea ~Aé| + D(Gn) lie — Ae] + Bldea ~ Ae] + O(n} 
(4.22) 

donde se observa que © se encuentra la entrada de controlu. Se observa 

adem4s que V contiene como segundo término una estructura similar a 4.21 

pero en los términos definidos en 4.20. 

La funcién D(qm)% puede expresarse de Ja siguiente de Ja forma 

a, y, _ OD(Gm), | _ oy 
D(Gm)z = Bam Ime = C(Gm. Gm, Z)z 
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la cual posee la ventaja de que 

S* |D(an) ~ 2C(dm:4ms2)] $ = 0 (4.23) 

la cual se satisface para cualquier S € R”. La expresién anterior contiene 

un hecho importante, esta forma cuadrdtica involucra a los términos que no 

generan trabajo. Empleando este resultado la ecuacién (4.21) toma la forma 

D(Gm)2 + C(Qras Gms z)2 + Rz =U (4.24) 

Se buscan ahora las condiciones para las cuales z = 0. Se propone entonces 

una funcién candidata de Lyapunov la cual dependa de z con lo que se tiene 

Ve 527 D(am)2 

V= 2D (Gm) + 527 D(Om)2 

la cual se puede expresar, aprovechando la ultima propiedad expuesta, de la 

siguiente forma 

: , Ll me 
V = 27 [-Clam, dm, 2)2 — Rz + UW] + 57 Pande 

a3 P [D(4m) — 2C (Gms dm; 2)] Zz 2 Rz + zw 

Se busca ahora que el término —z7Rz sea negativo definido, asi que emple- 

ando la propiedad (4.23) y considerando que Y = 0 se tiene que 

V =-z'Rz <0 

lo cual implica que en el sentido de Lyapunov 

jimz=0= jime= lime=0 
too 

con lo cual se esta garantizando que el error en la corrientes tiende a un valor 

deseado 
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Control de corrientes: etapa 1 

En esta etapa del disefio se busca un control que proporcione a Y una es- 

tructura tal que dependa de z, esto es 

Ww = —kz 

tal que R+k > 0. 

Primero se considera la estructura de las cada una de las matrices del 

subsistema eléctrico, en donde la matriz de inductancias esté. dada por 

Dii(Gn) Diol oien)= [Dees Bate | 
en donde los términos de la antidiagonal corresponden a las inductancias 

mutuas. 

La matriz de disipacién inchuye entonces los términos las resistencias del 

sistema. 

_| Rh 0 

aa[ tm] 
Por ultimo la matriz de capacitancias tiene la forma 

Clam) =| 8" a | 

Para simplificar la notacién se define una corriente en términos de las corri- 

entes deseadas y el error en las cargas, con lo que se tiene que 

. Ort . Gar — Aey 
pe | = ga-Ae=j 3 

2 Gre | 44 ° Gaz — Nee 

en donde los errores e1 y €2 estés dados por 

ey = M1 — Gai; C2 = Jo — Gar 

En base a los argumentos anteriores UY puede expresarse. 

u °-[5]- 
Dai (Qm)Gr1 + Dr2(Gm)Gr2 + Dya (Gra) dra + Dy2(Gmn)dr2 + Rider + Ci(am) a 

D2,(Gm)Gea + D22(Gm)d-2 + DI (Gm) G1 + Dae(Gm) dra + Radr2 + Co(Gm)ae 
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Ahora bien, u tiene la estructura descrita por la siguiente ecuacién 

& = Day(dm)de1 + Dr2(Qm)dr2 + Dir (Gm)4e1 + Dra(Gm)Gr2 (4-25) 

+Riga + Cilgn)a — kits (4.26) 

Si ga y qe se eligen de tal forma que se satisface 

DEy(am)Gr1 + Doo (dm) dra + DE(am)dr1 + Doo (Gm)dr2 + Rodra + Co(dm)d2 = 0 
(4.27) 

Observe que el Ultimo término de (4.26) corresponde precisamente al valor 

W que se busca entonces se puede decir que 

__ | k 0 _ | ~kiz1 

v=-[9 o]e=[ 0" 
Rt+k, 0 

por lo que si k, es tal que | 0 Rp > 0 entonces se satisfacen las 

condiciones requeridas. 

Observacién 1 La desventaja del controlador es que satisfacer la ecuacion 

(4.27) depende de cada sistema y ademés de (4.26) se observa que se necesita 

medir Gri Y¥ G2 y sus derivadas, lo que implica que se debe medir q yq. Sin 

embargo para el sistema bajo estudio se satisfacen ambas restricciones. 

Control de la senal de acoplo: etapa 2 

Partiendo de la definicién de la seiial de interaccién y (4.17) se puede escribir 

una relacién similar para la sefial de interaccién deseada en funcidn de los 

valores deseados para y, con lo cual se obtiene la siguiente expresién 

od, 1 
Ya = 544 D(Gm)aa - 594 O (Gm) aa (4.28) 

De forma similar a a etapa anterior, es posible expresar y— yg como el error 

entre estas dos sefiales lo que implica el error para la sefial de interaccién 
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esté dada por 

1, _ 1 1 1 
y- va = 56 D(Gm)a— 594 D(Im)aa — 50 Cm) + 504 C (Im) aa 

L, _ oi... _ oil 
= 52 D(Qm)4 —3@- €)” D(dm)4a — 5Y” C(Qm)a + 

1 
5 (9 ~ &)" C(4m)aa 

lire . lor 1 + ir 
= 59 D(Gm)4 + 5€ DGm)da— 54 Cmje— 5¢ Cm) da 

Le, ol, 1 
= 5(é+ da)” D(am)é + 52D (4m)ga— 5(€ + qa)” C(Gm)e — 3 

1 
3 *CO(4m)4a 

1, Lo 1 
= 52° D(gn)é+ & D(Gm)qa — 52" C (mye — °C (am) aa 

Dado que la sefial y es una funcién de las corrientes, si estas convergen aun 

valor deseado y debe tender a una yy, sin embargo es necesario establecer 

que solo si Ga, ga, D(Gm) y C (Gm) estén acotadas entonces 

lim e = 0, lim é=0> lim(y— ya) =0 
t00 t-00 t—00 

es decir el criterio se satisface y se obtiene control de la fuerza de interaccidn. 

Antes de continuar con el andlisis es necesario observar que se ha impuesto 

una condicién mds a gg, ga, el hecho de que deben ser acotadas. 

Control de Ja posicién o velocidad mecdnica: etapa 3 

Para completar el disefio del controlador de sistema electromecanico se anal- 

iza por wltimo el subsistema mecanico. De la etapa anterior se logré el control 

sobre la sefial de interaccién, la cual depende de las corrientes y las cargas 

del sistema. En esta etapa se muestra que al tener control-sobre la entrada 

del subsistema mecdnico se puede lograr controlar (definiendo una ya ade- 

cuada) su salida, esto es, la posicién o la velocidad mecdnica. Partiendo de 

la ecuacién 5.53 la cual describe el modelo para el subsistema mec4nico se 

puede escribir una ecuacién yy que posea la misma estructura que 5.53, con 

la cual se tiene que ya se define como 
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8V (Gm) 
04m 

lo cual es equivalente a escribir el modelo 5.53 en términos de los valores 

deseados como 

  

Ya = SGma + + Béma + Yt (4.29) 

BV (Grn) J6 Bana = Ya — Oma + Bam + Bama = Ya — YL   

La expresién anterior es util para definir el error mecénico en términos de 

la diferencia de ambas ecuaciones (5.53) y (4.29). De esta forma el error se 

define como 

Cm = dm — Ima (4.30) 

A partir de esta definicién se puede formular una ecuacion dindmica del error 

mecdnico como 

  

Jém + Bem = Y — Ya (4.31) 

La expresién anterior se puede representar como 

1 
em = Fp Bly — va) (4.32) 

Esta expresién es similar a la descrita para la z del sistema eléctrico, y 

corresponde de manera andloga a un sistema BIBO estable. 

De la definicién expuesta para el error mec4nico se puede entonces garan- 

tizar que si 

lim (y — ya) = 0 => lim em = 0 
t-00 t-00 

Observacién 2 Note que la definicién de ya implica conocer ge) yp lo 

cual establece una tercera limitactdn. 

Se busca ahora aplicar esta metodologfa a un sistema con estructura fisica, 

particular para lo cual se seleccioné el motor de induccidn como caso de 

estudio. 
au 
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Capitulo 5 

Caso de Estudio: El motor de 

induccion 

En el capitulo anterior se desarrollé la estrategia de control a emplear so- 

bre un sistema fisico con una estructura particular. Fl objetivo buscado en 

este capitulo es mostrar como se implanta el método de control basado en 

pasividad en sistemas electromecdnicos. Se selecciona el motor de induccién 

(MI) como el ejemplo més interesante debido a que la tendencia industrial 

en automatizacién con mdquinas eléctricas ha sido utilizar motores de corri- 

ente directa (CD), debido a la relativa facilidad con que se puede obtener un 

control preciso. No obstante, los motores de CD presentan algunas desven- 

tajas frente a los motores de induccién (MI), debidas fundamentalmente a 

la forma de construccién de estos tiltimos. Especificamente, los MI al ser 

utilizados estén précticamente libres de mantenimiento, tienen mucho més 

alta proporcién de torque inercial (debido a la falta de bobinas en el rotor) y 

pueden ser utilizados en medios ambientes hostiles (tales como, corrosivos y 

explosivos), por mencionar algunas. Por otro lado, jos MI son caracterizados 

por modelos mateméticos no Iineales, es decir, son dispositivos mucho més 

complejos que los motores de CD y por lo tanto, el control es més dificil 

de realizar por lo complicado de su disefio. Como consecuencia de ello, su 

implantacién también es muy complicada requiriéndose una infraestructura- 

electrénica muy sofisticada. 

En este capitulo se obtiene el modelo del MI a través de las ecuaciones 

EL, a partir de este modelo se obtiene un modelo més simplificado a través de 

la transformacién de Blondel, se presentan El modelo del motor de induccién 

de 3¢ se obtiene a través de las ecuaciones EL. Posteriormente se obtiene 
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Figura 5.1: Representacién del MI de 3¢ 

un modelo equivalente mds simplificado, de dos fases (conocido como af), 

utilizando la transformacién de Blondel; se presentan algunas propiedades 

itiles de la estructura fisica del motor. En la titima seccién se realiza el 

disefio del controlador en base al modelo af. 

5.1 Modelo del motor de induccién de 3¢ 

Considere un MI de 3¢ compuesto por tres devanados de estator fijos y 

tres devanados de rotor los cuales giran a una velocidad angular w, como lo 

muestra la figura 5.1. 

Para la obtencién del modelo de este motor, éste se descompone en dos 

sistemas, uno eléctrico y el otro mecénico, considerando las siguientes su- 

posiciones para el sistema eléctrico: Devanados por fase sinusoidalmente dis- 

tribuidos con efectos capacitivos despreciables y fases idealmente simétricas. 

El estator y el rotor se consideran concéntricos y la banda de aire entre el- 

los con una longitud radial constante. La permeabilidad de los nticleos se 

supone infinita y la saturacién de los niicleos se desprecia, al igual que las 

pérdidas en el entrehierro, los efectos de partes terminales de los devanados y 
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los de lasranuras. Adicionalmente se considera que los materiales magnéticos 

utilizados en la construccién del motor son lineales. 

Se parte de la consideracién de que los flujos en el motor estén dados por 

I= | Lata) Pathan) Ja (6.1) 

donde representa el vector de flujos 

T 
[AT AT] = [rors Az, Asay Arts rz, dvs) (5.2) 

y q representa el vector de corrientes 

G= [ar ar)” = [der, doz, Gea, Gers Gres dra) (5.3) 

adicionalmente 

cos(g7) cos (97 + y) cos (q7 — 7) 

U(aqr) = | cos(ar—7) —c08(az)_—c08 (G7 +7) 
cos (qr) cos(ar—7¥) 008 (97) 

_ LF: LU ( 7) 

Delar) = | Lat) Tals 
con q7 la posicién del rotor, y = 120° y los subindices s y r denotando 

variables de estator y rotor respectivamente. 

La matriz de resistencias esta dada por 

_[ RJ, 0 
a= [7° a | 

que se obtiene de considerar que los tres devanados de estator tienen el mismo 

valor de resistencias (R,) asf como los de rotor (B,) - 

Para el subsistema mecanico suponga que no existen efectos de torsién en 

la flecha del motor y la friccién presente se considera de tipo viscoso. Bajo 

estas condiciones la parte mecdnica del motor sélo almacena energia cinética, 

por lo que 

1... 

Ademés la funcién de disipacién es de la forma 

1,. 
=5 3G 
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Una vez definidas las funciones de energfa para el motor, el Lagrangiano 

tiene la forma 

1 1 
£(q,1,0,u) = 54" Dea 5 JG 

con una funcién de disipacién 

_ logge 1 p.e 
Fr 5 Rqt+ Par 

Aplicando las ecuaciones EL 

4 fa£la,4)| _ aL0,4) , OFM) _ 9 
dt Og Og OG 

y considerando como coordenadas generalizadas a las cargas en los devanados 

q y la posicién angular q7, se tiene que 

  

. : 1. . 1. 
£64,494) = 5a Delarar 5 Ja (5.4) 

OL : 
> a = De(q7)i 

d fac} _., dq dg dDe(g7)_, = £ [FE] verge Plada Dad gr gy nerd 
Ademés 

OL OF 
3a =0; Bat Rq 

por lo tanto resulta que la ecuacién para el sistema eléctrico esté dada por 

di @D.(q7) 
Dela) + Qe Bor Gat Rq= Mu 

con



debido a que los devanados de rotor estén en corto circuito. 

Para el sistema mecdnico se tiene, partiendo del Lagrangiano (5.4), que 

OL . d/]0L dq, 
— = Je —|— | = J 
OG, uw dt E Al dt 

OL _. i ay 8D.(97) . 

Og: at Gq, 4 

siendo Ja funcién de disipacién descrita por 

  

OF _ 
04 

De aqui resulta que 

dw, 1,0De. ~ 7 

dt 2 Oq7 ~ u 

entonces la ecuacién del subsistema mecdnico esta definida como 

dq 
Jd z =T-TL 

donde 

+ 1 . ODe(97) . 

7 (97,97) = 22-59 (5.5) 

se identifica como la fuerza mec4nica de origen eléctrico, la cual corresponde 

a la sefial de interconexidn de los dos subsistemas. 

La derivada parcial en la ecuacién 5.5 esta dada por | ecuacién 

ODe( 7) 0 ‘WW. ( ) 

an =W, (a7) = —Lep Wo: (a7) 0 a 

con 

sin(g7) sin(qr +) sin(qr — 7) 
Wala) = | sin(q7 - 7) sin(q7)  sin(qgz +7) | = Wi (ar) 

sin(gz +) sin(qr- 7) — sin(q7) 

y ademés, si se define 

- J 1. . 

7 (97,97) = 3a" Wi(a7)4 

76



las ecuaciones de la parte eléctrica y mecdnica puede reescribirse como 

De(qr) 4-+W1 (97) 47 4+ RQ = Mu 

dy 1 
J— + Ba; = =qTW 4g — Fr + DOr 4 1(97)4 — TL 

Para finalizar esta seccién es necesario mencionar el hecho de que cualquier 

efecto disipativo en la flecha del motor (friccién) se incluye en el par de carga, 

por lo que en general esta variable dependera tanto de la posicién como de 

la velocidad angular del motor. 

El modelo completo para el motor de tres fases para la parte eléctrica 

esta dado por 

rte) aa | | | - 

tor{ yadey MA |[S Joe [ oh] 
Uy I = 0 up | (5.6) 

. us 

y para la parte mecdnica esté dado por la ecuacién 

JQ +Bq7 =T — TL- (5.7) 

El siguiente paso es llevar este modelo a una expresién reducida, esto es a un 

modelo de dos fases 

5.2 Modelo equivalente de 2¢ 

Se sabe que wna de las corrientes, tanto de estator como de rotor, es redun- 

dante si se consideran neutros aislados, es decir 

Ge + qs + 4s3 = 0 (5.8) 

Gri + Gro + G3 = 0 (5.9) 

Entonces, se puede obtener un modelo de orden reducido equivalente al mod- 

elo de 3¢. Para esto se consideran las suposiciones de la seccién anterior. 
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5.2.1 Transformacién de Blondel 

Considere las distribuciones de corriente para cada fase con idéntico factor 

de distribucién d dadas por 

Te, = Asin (G,) daraz (5.10) 

Tay = dsin (6, + 7) 4202 (5.11) 

Ja = asin (6, — 7) desaz (5.12) 

donde ¢, es la posicién angular con respecto a la cual la maguitud de la 

distribucién es medida y az es el vector unitario en el eje z (saliendo del 

papel). 

La distribucién de corriente total es la suma de las distribuciones indi- 

viduales, es decir ‘ 

Fe = df(Ger + 608 (7) Gs (7) G3) sin (97) — (5.13) 

(—sin (7) 4.2 + sin (7) dea)] cos (0,) a2 (5.14) 
, 

Considere ahora un MI de 2¢ (como se muestra en la figura 5.2) con 

devanados de estator en ejes fijos ortogonales a; y 6,, y devanados de rotor 

también en ejes ortogonales a, y §,, girando a una velocidad angular w,. 

De manera similar al MI de 3¢, se puede obtener la distribucién total de 

corrientes para una maquina bifdsica de la siguiente manera 

Tar = didsi sin (¢,) — Gs. COS (p, jaz (5.15) 

Asumiendo que la distribucion de corrientes totales para la maquina de 3¢ 

debe ser igual para la m4quina de 2¢, si lo que se desea es obtener un modelo 

equivalente, entonces 7.7 = 2 Ty, por lo tanto, las siguientes condiciones se 

deben cumplir 
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Figura 5.2: Representacién equivalente del MI de 29, a8 

. 25. . . 
dei = 3 [der + 008 (7) doa + cos (7) des] (5.16) 

. 2 . . . . 
G2 = 5 {—sin (7) dee + sin (7) 43] 

en donde el factor 2 se introduce con objetivo de preservacién de potencia. 

La expresién anterior establece la Transformacion de Blondel que rela- 

ciona variables de 3¢ con variables equivalentes de 2¢, y cuya estructura esta 

dada por 

_ 2/1 cos (y) cosy) 

Ts ~ 3 lo ~sin(y) sin(y) (6.17) 

El procedimiento anterior puede ser aplicado también a los devanados de 

rotor, por lo que Ja transformacién completa al vector de corrientes del motor 

de 3¢ es: ys Yea 
et eta acta 

 



ast 
det 1 cos(y) cos(7) 0 Gs2 

ja |_2| 0 —sin(y) sin(y) ds 
in [73 0 1 cos(y) cost) | | dn 
Gr2 0 —sin{y) sin(7) Gro 

Gr3 

(5:18) 

y los voltajes transformados estén dados por: 

Uy 

Uy 1 cos(y)  cos(y) 0 Ug 

ug | 2} 0 —sin(y) sin(y) ug 

0} 3 0 1 cos(y)_ cos(y) 0 

0 0 —sin(y) sin(y) 0 
0 

(5.19) 

Aplicando estas transformaciones al modelo de 3¢ se obtiene el modelo equi- 

valente af del motor como: 

D, (9s) q +W, (gs) wr G + Ry = M,u (5.20) 

. leg 
J Wy 735 Ws; (as) 4 = —71 (5.21) 

donde 

LeZy Lge ® 
Dy (45) = L,e-It LD (5.22) 

0 798 
Wi (qs) = Lsr | gat I ° ; (5.23)



er 
RIn 0 Ih). ._[ 4s ase uy 

= ; M,= 3 = . = . 3 = 

Re 0 RZ, iF [ a | Ge da [7° | ue 
Gre 

con J la 2 x 2 matriz antisimétrica 

0 -1 
g=[5 0 |=-77 

os _ | cos(gs) —sin(gs) | _ 7% 
e” =| es cos (4s) [=e 

Note que en este caso el par mecdnico de origen eléctrico esta dado por 

1, . 
T= 54 Wr (as) 4 

mientras que la estructura de la parte mecdnica no se modifica con ja trans- 

formacién. - 

Debe quedar claro que aunque el modelo af se obtiene a partir del modelo 

de 3¢, también describe el comportamiento dindmico de un motor de 2¢ bajo 

las suposiciones antes mencionadas. 

5.3 Propiedades 

Para poder presentar el disefio del control se presentan algunas propiedades 

del modelo no lineal del MI 

La. primera propiedad se relacional con.las caracteristicas de disipacién 

de energfa del motor, el motor de induccién establece un mapa pasivo si se 

consideran como entradas los voltajes de estator y el par de carga, y como 

salidas las derivadas de las coordenadas generalizadas directamente afectadas 

por las fuerzas externas, las corrientes de estator y la velocidad angular del 

rotor. Dado que el MI es un caso particular de la metodologia expuesta en 

capftulos anteriores este es un resultado esperado. 
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Proposicién 9 Considere el modelo af del motor de indcuccidn, y defina 

como el vector de entrada 

uy 
= us 

—Ty 

y como vector de salida 

Gs1 

y= 52 

qs 

bajo estas condiciones el mapa 

M:v-sy 

es pasivo.! 

La siguiente propiedad se relaciona con las caracteristicas de disipacién 

del sistema, el cual se observa como la interconexién de dos subsistemas. 

Esté demostrado que ambos subistemas, eléctrico y mec4nico, son pasivos y 

por lo tanto, tomando com base el hecho de que la interconexién de bloques 

pasivos es también pasiva, se obtiene una interpretacién de la propiedad de 

pasividad presentada en la propiedad anterior. 

Proposicién 10 Considere el modelo del motor de induccién (5.20) y (5.21) 

como la interconezién de un mapa eléctrico establecido por (5.20) y un mapa 

mecénico, obtenido de la estructura de (5.21), dados respectivamente por 

  

, Uy Gs1 

he U1 = Ua “y= Gs2 

—45 T 

y 

yO: 5. . — d mi(ert tn) bs = sgt tre) =5 
Bajo estas condiciones, el modelo del motor de induccidn puede ser visto 

como la interconexion de dos subsistemas pasivos. 

La siguiente propiedad considera la naturaleza fisica del motor para es- 

tablecer la relacién que existe entre la velocidad de rotacién del vector de 

flujos de rotor y el par generado por el motor. Considere la figura 5.3 de un 

motor de dos fases, de la figura se obtienen las siguientes relaciones 
nnn one 

‘La prueba de esta propiedad se desarrollé en el capftulo anterior.



bz] 

Aer 

  

Figura 5.3: Representacidn de las fases a y b de un motor de induccién 2¢ 

Aer = |Ar{ cos(p) 

Ne = [Aelsin(e) 
Esto implica que 

eh 28] sin(p) 

Ya que se trabaja en 2¢, el angulo de rotacién del vector resultante de flujo 

de rotor con respecto al eje a: del sistema de referencia fijo al estator es 

= arctan dor 

p= Nar 

Esto implica que la derivada del vector de flujo se puede representar como 

i=) | ee | =) [s 2 | idl cath 
cos(p)p sin(y) 

Esta expresién se puede reducir a 

Ap = PT Ar 
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Dado que A, es una funcién de la posicién se puede verificar que 

rato) = [ PF" | 

en donde 

  

. @ Aor ~=G arctan (=) (5.24) 

Con esta Ultima expresién se establece la siguiente propiedad 

Proposicién 11 La velocidad angular del vector de flujos de rotor esta dada 

en términos del par generado como 

. Re p=—a7 (5.25) 
i[>ell? 

con ||-|| la norma Euclidiana. 

Prueba. Considere la ecuacién 5.24, operando este término se tiene que 

p= a (fe - Mie) = de 5.26 
M1 + A) [Prl?” WF ( “hi 

Por otro lado, se sabe que la estructura de los flujos en el modelo aff esta 

dada por 

A= De(as)4 

de donde se tiene que 

d= Delgs) 1+Widsg = —R4 + Mu 

con Ja ultima identidad obtenida de 5.20. Si se considera la estructura de la 

matriz de entrada M se puede obtener de la expresién anterior que 

de = — RG, 

por lo tanto, substituyendo esta expresiOn en la ecuacién 5.26 se obtiene que 

b= pee 
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La prueba se completa haciendo notar que 

1 py, v7 .-Tos 
7 = 59 Wig = —LaG! Je ay 

el cual puede ser expresado como 

T= NIT 

con lo cual se establece la prueba de esta ultima propiedad. 

5.4 Control del motor de induccién 

En el disefio del control para sistemas electromecdnicos la primera etapa de 

disefio se realizaba para obtener un control sobre las corrientes y las cargas, 
en el modelo trifasico se consideré que los efectos capacitivos se despreciaban, 
de esta forma para el disefio se reduce a Jograr un control sobre las corrientes 

De esta forma la ecuacién 

z=ét+he (5.27) 

en donde se define ‘ 

é = q-d (5.28) 
€ = q~-qa (5.29) 

Como los efectos capacitivos se desprecian, el comportamiento de las cargas 
no se contempla en el andlisis. De esta manera se puede substituir z por é. 

5.4.1 Etapa 1: Control de corrientes 

Ya se conoce la filosofia de disefio, sdlo basta aplicarla al motor bifdsico, en 

esta caso empleando Ia definicién anteriormente descrita para el error dada 

por (5.28). De esta definicién el vector de corrientes estd dado por 

q=é+de (5.30) 

De la definicién anterior, se obtiene una representacién para la dindmica 

del error, substituyendo 5.30, en el modelo eléctrico de 2¢, se tiene que 

De(qz) le + da| — LerW1 (45) fe + aa| 95 + Re [e + 4a] = Mu (5.31) 
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A partir de la ecuacién anterior obtenemos una ecuacidén en funcidn del error, 
lo que resulta en la expresién 

De(g7) & —LsrW,(q5) € 5 + Re 2= WU (5.32) 

en donde W se define como 

= Mu- {De(qr) da —LsrW: (Qs) da ds + Reda} (5.33) 
Se buscan en este modelo las mismas propiedades que posee el modelo 

general, en este caso se requiere satisfacer la propiedad 

27 |Delae) — 2Ler Ws (a)és] 2 = 0 (6.34) 
, entonces el modelo de dos fases se puede reescribir de la forma 

Lela  LgpeF® | 0 SeFe].. 
[ee L,Te Jaze |g 0 [Wet 

Ry 0 . 

| ogee nn |a=| 5 | (5.35) 
Partiendo de esta ecuacién se puede verificar lo siguiente 

0 Lgpe7% G 0 LpeF% 4 

zi a | - E 0 [fz 6.86) 

expresi6n que se reduce a_, 

0 —L eT § 
a | “Ine %jg 0 z= 0 (5.37) 

Empleando el resultado anterior el modelo dindmico del error para el subis- 
tema eléctrico queda reducido a la expresién 

De(9s) € —Lsr Wi (qs)édst+ Re é =U (5.38) 

De esta ecuacién se necesita saber bajo que condiciones el error en las corri- 
entes es cero. El término W contiene el grado de libertad u, es entonces que 
a través de V se debe satisfacer el objetivo. De esta forma se busca entonces 

que esta variable tenga la estructura 

= —ké (5.39) 
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Proponiendo una funcién 

1 . 
V= 3° Delas)é (5.40) 

con derivada 

V=er [Re +k) é (6.41) 

Si adicionalmente se satisface que R, +k > 0, se puede garantizar que 

lim é=0 
t-00 

con lo cual se resuelve el control de corrientes. 

El objetivo es entonces disefiar la ley de control con ¥ = —ké. De esta 
forma © puede escribirse en la forma 

v[3] 
con Jo cual se puede reescribir como’ 

Wy _ U— Lisp ea —L,pet® Gra +L gp SOT ® Grasa + RsAsa _ —ky és 

We ~LyeF% sa —L, Gea Lp TOF ® G5 Gea _ Re Asa - 0 

(5.42) 

donde el subindice d denota el comportamiento deseado para cada variable. 

De la expresién anterior se obtiene el valor de u, de la siguiente forma 

“u= Lisp Asa +L ge 7% Gra —LepTe7® Grattsa ~ RsQsa ~~ kié, (5.43) 

y con lo que se logra que 

donde é, se define como el error en las corrientes de estator dado por é, = 

ds — daa. Entonces de la expresién 5.43, se obtiene la ley de control para el 

sistema, sujeta a la restriccién 

Lye 7® Gog +L, pg ther TOT isGed + Reda = 0 (5.45) 
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obtenida de la descomposicién de U hecha en 5.42. 

Con base en el resultado obtenido para U, y We, esta se puede escribir de 

la forma 

_ | Res 1 kh O},  y, e-[F]-[3 se 
entonces la ecuacién 5.38, adopta la forma 

De(gs) &€ —Lsr Wi (95) 605 + (Re +k) é=0 

Para satisfacer la restriccién impuesta por 5.45, es necesario encontrar 

una representacién para la q,g. Note que la relacidén lineal entre el flujo y la 
corriente se definid anteriormente como 

A= De(9s5)4 

lo cual implica que los flujos de estator y rotor estan dados por 

As = LGs + Let ® Gr 

ar = L,,e7® gs + Ld, 

en donde el voltaje en el rotor se encuentra dado por 

Np = Dspe™® G5 —Lepe7® 5 Gy + Lr Gp (5.46) 

De esta ultima expresién la ecuacién 5.45 puede reescribirse como 

dea + Bedra = 0, 

de aqui se obtiene el valor deseado para G,a, esto es 

. 1, 
Gra = "Rw (5.47) 

La forma en Ja cual es seleccionada el valor de dedh depende de la naturaleza 

fisica del motor. Siguiendo estos argumentos se propone que 

dvd = Pad dvd 
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en donde p es la velocidad angular del vector de flujos de rotor en términos 

del para generado. 

Dada la relacién ortogonal entre ambos ambas fases 

Ara(0) = | 4 | 

con fel valor deseado para |A,4|, se tiene que 

a= le 

con. 

Lisp. . 
Ta= FEM (a5) 4a 

con esta expresién se satisface la restricién impuesta al sistema. 

Avin es necesario satisfacer G,a, presente en la ley de control, asi que 

considerando 

Ard = Leper T® sd + L Gra 

se tiene que el valor deseado para la corriene de estator es 

el 

Lisp 

  
Isa = [Ara _ LrGra] 

Con los resultados obtenidos se satisfacen la restriccién y la ley de control. 
Resta atin encontrar los valores para los cuales R, +k > 0 se satisface. 

Considere que 

tks | Roth 0 
Lge 78 Gs RyLo (5-48) 

la matriz anterior se puede escribir en términos de su parte simétrica (ver 

Apéndice A) , con lo que se obtiene 

(Rev), = 5 [(Rev) + (R48) 
(Heth), $L-e7® 7" Gs 

- | econ 4s RD, | 
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Respecto a esta matriz se observa que siguiendo las propiedadesexpuestas en 

el Apéndice A se tendr4 que 

(Re +k) >0 

es definido positivo si la inversa de (R,T2) ‘existe, lo cual se satisface por 
tratarse una expresién escalar, y si ademds la expresién 

1 .| 1 i . 
(Rs + ky) Zo _ [jta07*77%s| Re? [piner"eay >0 

se satisface. 

Operando esta expresidn se obtiene que 

iL? & 

(R, +h) Ta~ [FB] ere g7Je% > 0 
en donde, considerando que la relacién que existe entre ambas fases es ortog- 

onal, esta ecuacién se reduce a 

Lg 
[Fe + ky - 28) T2>0 

Esta expresién es equivalente a escribir 

Tr? “@ 

ky — csr 25, > . Rythy 4k. 0 (5 49) 

de donde se observa que R, siempre es positivo, entonces la expresién (5.49) 

se reescribe como 
2 @ 

ky - srs, >0 17 GR 

Si se considera que k, tiene la forma 

Tr? @ 
ky = —8 2 +¢ 

1= TR 

con c una constante mayor que cero, se garantiza que el término (Re +k) > 

0, se satisface, esto es, es definido positivo. 
Hasta este punto los términos presentes en la restriccidn 5.45 impuesta a 

la ley de control 5.43, se satisfacen de igual forma la ley de control contiene 

una expresion adecuada para el término que restaba definir. 
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5.4.2 Etapa 2: Control de la senal de acoplo 

Partiendo de la definicidn de la sefial de interaccién 7 se puede escribir una 

relacién similar para la sefial de interaccidn deseada en funcidn de los valores 

deseados para 7, con lo cual se obtiene la siguiente expresidn 

1. 
Ta = 544 D(Gm)aa (5.50) 

De forma similar a la etapa anterior, es posible expresar 7 — 7g como el error 

entre estas dos sefiales lo que implica el error para la sefial de interaccién 

esta dada por 

1 . . tl 
T= Ta = 54° D(Gm)4— 592 D(Gm)aa 

1, . L,. . 
= 59° Dm)d - 5 (4 - €)? D(4m)da 

1. . 1, 
= 59 D(Gm)4 + 52 Pm) 4a 

1... . 1, 
= 5(e+ Ga)” D(Gm)é + oP (4m) aa 

1, a 
= 5° Plame + 6" D(Gm)4a 

Dado que la sefial r es una funcidn de las corrientes, si estas convergen aun 

valor deseado 7 debe tender a una Tq, esto es 

lim e = 0, ime=0=> lim (7 — Ta) = 0, 
too t—00 

es decir el criterio se satisface y se obtiene control de la fuerza de interaccién. 

5.4.3 Etapa 3: Control de la posicién o velocidad mecdni- 

ca 

El disefio del controlador para el MI se completa al garantizar control sobre 

la velocidad del motor. De la etapa anterior se logr6 el control sobre la sefial 
de interaccién, la cual depende de las corrientes del sistema, en esta etapa 

se muestra que al tener control sobre la entrada del subsistema mecdnico se 

puede lograr controlar (definiendo una 7, adecuada) su salida, esto es, la 
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velocidad mecAnica. Partiendo de la ecuacién 5.7 la cual describe el modelo 

para el subsistema mecdnico se puede escribir una ecuacién 7g que posea la 

misma, estructura que 5.7, con la cual se tiene que Tg se define como 

ov (Gm) 

84m 

lo cual es equivalente a escribir el modelo 5.7 en términos de los valores 

deseados como 

T= JGma t+ + Bama + TL (5.51) 

Tama + dV (Gm) 
Om 

La expresién anterior es util para definir el error mecdnico en términos de la 

diferencia de ambas ecuaciones 5.7 y 5.51, de esta forma el error se define 

como 

+ Bama = Ta-Th 

€m = Im — Gnd (5.52) 

A partir de esta definicién se puede formular una ecuacién dindmica del error 
mecdnico como 

Jém + Bem = T—Ta (5.53) 

La expresién anterior se puede representar como 

  = - 5.54 en = FBT 78) (5.54) 
De la definicién expuesta para el error mecdnico se puede entonces garan- 

tizar que si 

jim (7 — ra) = 0 = jim em = 0 

Con esta viltima etapa en el disefio del controlador se logra el control de la 
velocidad del MI y se satisfaciendo asi el objetivo de control. Es necesario 
entonces, validar el control obtenido con la ayuda de la simulacion digital, 

los experimentos realizados se presentan en el capt{tulo siguiente. 
a 
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Capitulo 6 

Resultados de simulacién 

En este capftulo se presentan los resultados de simulacidn digital obtenidos 

del desempefio del esquema de control propuesto, estos resultados validan los 

resultados tedricos anteriormente propuestos. 

La estructura seguida en este capitulo presenta el modelo empleado para 

lasimulacién. Posteriormente se describe el experimento con el cual se evalua 

el controlador y por ultimo se presentan los resultados graficos junto con su 

discusién. : 

6.1 Modelo 

El modelo empleado para la simulacion es el equivalente a8 que corresponde 

aun motor estandar jaula de ardilla de 3¢ con alimentacién de 220/380 volts 

a 60 Hz con estator conectado en delta. La potencia promedio del motor es 

de 2.2 kW y la velocidad promedio es de 1750 r.p.m. [Espin93}. 
Los parémetros empleados para el motor son: R, = 0.6870, R, = 0.8420, 

L, = 84mH, L, = 85.2mH, L,, = 81.3mH, Dm = 0.03kgm’. 

6.2 Experimento 

Se plantea el siguiente experimento con el cual se evalua el controlador de- 

sarrollado, la evalucién corresponde al seguimiento de par con una referencia 
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i=
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' a 9
 

+21 oO
 

-30 

40 

variante en el tiempo de la forma 

Se considera que el motor se encuentra en estado de reposo con condi- 

ciones iniciales iguales a cero. Al arranque el torque de carga se cambia a 

rr, =20Nm. La norma del fujo de rotor deseadadel controlador es igual a 

  

_— 

%   
  

0 05 is 2 25 
[sec] 

Figura 6.1: Corrientes de estator is1, y ts2. 

20 
== t Ta= cos(wt) 

8 = 2.Los valores nominales para este experimento son 

a=100; b=15; g=0.001; «=45 y f=5 

6.3. Resultados 

El objetivo principal de los experimentos realizados fue el de resaltar las 

propiedades del esquema de control, mostradas tedricamente. 

La figura 6.1 muestra las corrientes de estator del motor bifésico modelado 

La figura 6.2 muestra la respuesta de las corrientes de rotor 
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ro
l 0 05 1 18 

{sec] 
2.5 

Figura 6.2: Corrientes de rotor i-1 y 4,9. 

En las graficas 6.3 y 6.4 se presentan las grdficas del error en las corrientes 
de rotor y estator, esto es, el error que existe entre la corriente real y la 

deseada. Se observa que el error tiende a cero en ambos casos. 
En la figura 6.5 se muestra la accién de la ley de control sobre el motor 

UW 

La figura 6.6 muestra el error en la velocidad mecdnica se puede observar 
de esta figura que el error es aproximadamente cero en 2.5 segundos.En la 

figura 6.7 se presentan las grdficas del par generado y el par deseado. El par 
real tiende a un comportamiento deseadocon lo cual el objetivo de control se 
satisface ya que el error entre ambas sefiales tiende a cero. 

Con este ultimo resultado y junto con los resultados de las figuras an- 

teriores queda de manifiesto que el objetivo del controlador se cumple, con 

lo que se validan. tanto el modelo propuesto como la estrategia de control 

empleada. 
a 
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Error en las corrientes de rotor 
10 r 7   

      -20 7 . 1 
0 0.2 04 0.6 0.8 1 

[sec] 

Figura 6.3: Corrientes de rotor 

Error en tas cortientes de estator 
  

      
02 04 06 08 1 

[sec] 

Figura 6.4: Corrientes de estator 
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Figura 6.5: Entradas de control ul y u2 

2 + — 1   
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Figura 6.6: Error entre la velocidad @m y 4ma- 
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Pary par deseado 
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Figura 6.7: 7 y Ta



Capitulo 7 

Conclusiones 

Al termino del presente trabajo se est4 en posicidn de presentar las siguientes 
conclusiones. 

En este trabajo se presenta uma introduccién completa al andlisis de 
sistemas fisicos a través del modelado por ecuaciones Euler-Lagrange, par- 
tiendo desde los elementos bdsicos que describen a los dos tipos de sistemas 
que competen a este trabajo, a saber, sistemas mecdcnicos y sistemas eléc- 
tricos. . 

Posteriormente se desarrolla el modelado de sistemas electromecdnicos 
empleando ecuaciones Euler-Lagrange, se observa que el método permite 
explotar las caracteristicas fisicas del sistema. Se observa también que los 
sistemas Euler-Lagrange exhiben la propiedad de pasividad, propiedad que 
indica como se comporta la energfa en un sistema, es de esta forma que se 
desarrolla una estrategia de control la cual explote estas propiedades. 

El objetivo fundamental de este trabajo es el control basado en pasividad 
de sistemas electromecdnicos, cuyas caracteristicas, propiedades y restric- 
ciones fueron mostradas, y es claro que su implantacién fisica es posible. 

Se selecciond el motor de induccién como el ejemplo més practico y de 
inmediata aplicacién debido a su extendido uso industrial. 

Las restricciones a las cuales est4 sujeta la ley de control depende de 
cada sistema; sin embargo para el sistema seleccioriado, estas restricciones se 
satisfacen. : - : 

La estrategia de control desarrollada para el caso de estudio logra el ob- 
jetivo de control. 

El trabajo realizado funcionéd como un puente entre el trabajo experi- 
mental y el desarrollo tedrico, demostrando que ambas ramas forman un sdélo 
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dmbito, ya que la ingenierfa de ninguna manera puede pretender ser una 
actividad meramente de implantacién ignorando las aportaciones teéricas. 
En este sentido se espera haber aportado, con los resultados obtenidos, el 
impulso necesario que sirva de motivacién a otros para intentar llevar acabo 
experimentos empleando este esquema de contro! en tiempo real y mejorar 
su desempefio. Con el mismo propésito el presente trabajo pretende con- 
tribuir al reducir la brecha, atin existente, entre teorfa y practica, ya que 
con la experimentacion de una teorfa, esté brecha forzosamente tiene que ser 
afectada. 

a 
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Apéndice A 

Expresién cuadratica de una 
matriz antisimétrica 

Considere una matriz cuadrada del forma 

A C 

M=|e 5 
si se satisface que ; 

Bu 

existe, y la relacién 

-A-CB CT >0 

es definida positiva, entonces la matriz M, cumple con 

M>0 

  
Es necesario realizar algunas observaciones, primero que M es una matriz 
simétrica, en caso de que la matriz bajo andlisis no lo sea, es posible expre- 
sarla en términos de su parte simétrica en términos de una foma cuadratica, 

esto es 

2 Mz= sf [M+ M™] z 

en donde M,, = 3 (M+ M?). 
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