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RESUMEN 

Los filtros percoladores constituyen uno de los equipos que se emplean con 
mayor frecuencia para la depuracién de aguas residuales. Su principio de 
funcionamiento se basa en fa remocion de los contaminantes biodegradables 
presentes en el agua residual por una comunidad de microorganismos que se 
desarralla adherida a la superficie del empaque, denominada biopelicula o 
limo. Las biopeliculas se caracterizan porque su espesor no presenta un valor 
fijo y determinista a un tiempo dado, sino que éste tiende a flucthar alrededor 
de un valor promedio o esperado, confiriéndole un determinado cardcter 
rugoso a la superficie de la biomasa. A pesar de que esta rugosidad puede 
afectar el régim en hidrodindmico del flujo, asi como la eficiencia de operacion 
de los filtros percoladores, la misma no puede ser modelada empleando las 
técnicas de modelacién determ inistas. 

En el presente trabajo se describe a un nivel mesoscépico la evolucién 
temporal del limo considerando tres casos fundamentales: biopelicula 
uniespecie sin desprendimiento, biopelicula uniespecie con erosién y 
biopelicula multiespecie con ecrosién. Los modelos estocdsticos que se 
obtienen permiten describir no sélo el comportamiento del valor esperado del - 
espesor con respecto al tiempo, sino también las fluctuaciones internas 
temporales que se producen alrededor de este valor producto de los procesos 
de reproduccién y desprendimiento de biomasa que ocurren a nivel de cada 
microorganismo individual. De esta forma, es posible predecir la rugosidad 
del limo y analizar su influencia en la operacién de fos filtros percoladores. El] 
estudio de este dltimo aspecto mostré que estas fluctuaciones no influyen 
practicamente en fa operacién en estado estacionario de los filtros, pero 
pueden afectar la fase de puesta en marcha de estos equipos y generar 

inestab ilidades que incrementen su duracién. 
Los resultados teéricos fueron comparados con los _ resultados 

experim entales reportados en la literatura consultada, encontrandose que para 
algunos casos los errores detectados fueron menores aun 10%, mientras que 
en otros fueron mayores a un 50%. Esto sefiala el caracter aproximado de los 
modelos obtenidos, resultado de las consideraciones que se establecieron 
durante su obtencién. Sin embargo, algunas de sus limitaciones pueden ser 
superadas en el futuro, por lo que el presente trabajo abre nuevas perspectivas 
al respecto. 

 



1. Introduccién 

El aumento de la densidad de poblacién a nivel mundial, junto con el drdstico 

incremento de la produccién industrial, resultado del desarrollo tecnolégico sin 

precedentes que tiene lugar en la actualidad, ha acarreado que el tratamiento de 

aguas residuales industriales y domésticas constituya uno de los problemas mds 

importantes a resolver con vistas a disminuir el constante deterioro del medio 

ambiente. 

Desde el punto de vista tecnolégico, el tratamiento de aguas residuales comenz6 

a sistematizarse a principios de siglo, cuando la mayor parte de estas aguas eran 

domésticas, por lo que su depuracién se llevaba a cabo fundamentalmente por 

medio de procesos bioldgicos, basados en el uso de microorganismos que utilizan 

como sustrato las sustancias biodegradables presentes en el agua residual. Sin em- 

bargo, el aumento de la generacién de aguas residuales industriales no adecuadas 

para este tipo de tratamiento ha conllevado el empleo adicional de procesos fisico- 

quimicos para su depuracién. 

Los filtros percoladores constituyen uno de los primeros equipos utiliza- 

dos para el tratamiento biolégico de aguas residuales (Figura 1). A pesar de su 

antigtiedad, su alta eficiencia y relativo bajo costo de operacién hacen que sean 

empleados frecuentemente en la actualidad. Desde el punto de vista moderno, 

se definen como reactores biotecnolégicos aerobios y/o facultativos, con sustrato 

miltiple y cultivo miato y, dentro de este contexto, se clasifican como reactores 

de biopelicula, ya que la comunidad de microorganismos se desarrolla en forma de 

pelicula adherida a una superficie sdlida. Aunque en un principio fueron destina- 

dos a la depuracién de aguas residuales domésticas, se utilizan para tratar aguas 

residuales de origen industrial cuando las mismas son biodegradables, no presenten 

sustancias téxicas para los microorganismos y sus caracterfsticas fisico-quimicas 

sean adecuadas para el crecimiento y reproduccién de éstos. 

Al disefiar y operar un filtro percolador, el aspecto mds importante a tomar 

en cuenta es que la concentracién de contaminantes a la salida no exceda el valor 

méazimo permisible de acuerdo al uso posterior del agua tratada y la legislacién 

vigente relacionada con la conservacién del medio ambiente. Sin embargo, a pe- 

sar de su alta eficiencia en general, la concentracién de sustrato en el efluente 

presenta una marcada variabilidad en el tiempo que hace que se sobrepase con 

cierta frecuencia el valor méximo permitido, lo que obviamente afecta la calidad 

de operacién y la confiabilidad del sistema. 

1
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Flujo de salida 

Fiqura 1. Filtro percolador 

Las causas de esta variabilidad temporal se atribuyen a diversos factores, en- 

tre los que se pueden sefialar: i) las fluctuaciones temporales que se presentan 

en la temperatura, concentracién y composicién del agua residual de entrada, ii) 

cambios en las condiciones ambientales que afectan a la comunidad de microor- 

ganismos, iii) la distribucién no uniforme del agua residual sobre la superficie 

del empaque, provocada casi siempre por establecer inadecuadamente las condi- 

ciones de operacién y iv) las fluctuaciones temporales y espaciales del espesor de 

la, biopelfcula. Los factores i) y ii) son resultado de la propia naturaleza de to- 

dos los procesos biolégicos de tratamiento de aguas residuales, mientras que las 

fluctuaciones que se presentan en el espesor de la biopelicula son producidas por 

procesos internos y externos que tienen lugar especfficamente en ésta. 

Las fluctuaciones temporales y/o espaciales se definen como la diferencia 

entre el valor real que toma una variable y su valor promedio temporal y/o espa- 

cial. En el caso del espesor de la. biopelicula, éstas no s6élo generan fluctuaciones 

espaciales y temporales en la remocién de sustrato, sino que afectan negativa- 

mente la distribucién del agua residual y pueden manifestarse en el crecimiento 

excesivo de la biomasa en determinadas zonas del empaque, incrementdndose los 

riesgos de obstruccién de ésta. Todo lo anterior, en general, afecta la eficiencia 

del sistema y provoca la aparicién de problemas operativos. 

A pesar de estos efectos, los modelos deterministas de biopelicula que se re- 

portan en la bibliografia consultada son incapaces de modelarlas y predecir su 

influencia en Ja operacién de los filtros percoladores, lo que constituye una de 

sus més sefialadas limitaciones. Esto se debe a que la propia naturaleza de estas 

fluctuaciones impide que puedan ser representadas como funciones analiticas de- 

sarrollables en serie de Taylor. Por otra parte, al adoptar este punto de vista no se



toman en cuenta explicitamente los fenémenos microscépicos que ocurren a nivel 

de cada microorganismo individual, y que se manifiestan precisamente a través de 

esta variabilidad. Tampoco el punto de vista estadistico resulta adecuado para 

predecirlas, ya que usualmente no considera el tiempo como variable independiente 

y se. . basa en suponer que las fluctuaciones temporales que se producen en las 

variables que describen al sistema bajo estudio son siempre despreciables. 

Por estas razones, en el presente trabajo se propone describir el compor- 

taméento temporal de las biopeliculas desde un punto de vista mesoscépico. Esta 

descripcién permite predecir, tanto el comportamiento determinista del espesor de 

la biopelicula, como la influencia de los fenémenos que tienen lugar a nivel de cada 

microorganismo individual -es decir, a nivel microscépico- que no son tomados en 

cuenta explicitamente en la descripcién macroscépica. Por esta razén constituye 

un punto intermedio entre la descripcién macroscépica y la microscépica, y una 

descripcién més amplia que la determinista. 

La idea fundamental en que se basa este punto de vista consiste en tomar 

en cuenta que las fluctuaciones del espesor constituyen una manifestacién de la 

presencia de un enorme ntimero de grados de libertad microscépicos que afectan el 

comportamiento macroscépico de Ja biopelfcula, En este caso se considera que los 

fenémenos internos de reproduccién y desprendimiento de la biomasa, producidos 

a nivel de cada microorganismo individual, pueden ser representados como proce- 

sos estocdsticos. El punto de partida para implementar esta descripcién consiste 

en identificar al espesor de biopelicula con una funcién a variable estocdstica, en 

vez, de con una variable determinista. 

Es importante sefialar que los modelos estocdsticos propuestos en este trabajo 

sdlo toman en cuenta las fluctuaciones internas temporales que sé producen en el 

espesor producto de los fendmenos internos de reproduccién de los microorganis- 

mos y desprendimiento de biomasa debido a la erosién provocada por el esfuerzo 

de corte del fluido. Estos modelos resultan inadecuados para describir las fluc- 

tuaciones internas espaciales, que al considerar que la posicién espacial es una 

variable aleatoria requieren la introduccién de un numero infinito de variables 

estocdsticas para describir la biopelfcula. Tampoco resultan adecuados para mocelar 

las fluctuaciones' externas que se producen como resultado de la naturaleza 

intrinsecamente aleatoria de las condiciones en las que tiene lugar el desarrollo de 

las biopeliculas, ya que los pardmetros externos que representan estas condiciones 

se identificaron con variables deterministas. 

La metodologia a seguir para implementar esta deseripcién consiste en la 

realizacién de las siguientes etapas y objetivos: 

1.- Definicién de los eventos internos que tienen lugar en las biopeliculas. 

2.- Obtencién de la Ecuacién Maestra a partir de los eventos definidos. 

3.- Solucion de la Ecuacién Maestra para poder describir la evolucién temporal 

de las fluctuaciones internas temporales asociadas al comportamiento del espesor 

de biomasa.



4.- Comparacién de los resultados predichos por los modelos estocdsticos con 

los resultados experimentales reportados en la literatura consultada. 

5... Prediccién de Ja influencia de las fluctuaciones internas temporales de la 

biopelicula en el comportamiento operativo de los filtros percoladores. 

6. Anélisis del aleance y las limitaciones de los modelos obtenidos. 

Al respecto fueron obtenidos tres tipos de modelos fundamentales, los que 

corresponden a tres casos especificos: Caso I: biopelicula uniespecie, sin 

desprendimiento de biomasa, Caso II: biopelicula untespecie, con desprendimiento 

de biomasa debido al esfuerzo de corte del fluido y Caso IIT: biopeltcula multi- 

especie, con y sin interacciones entre las especies, y desprendimiento de biomasa 

debido al esfuerzo de corte del fluido. 

Los modelos estocdsticos propuestos tienen la gran ventaja de que, 

al ser capaces de describir las fluctuaciones temporales internas que 

se producen alrededor del valor esperado del espesor de la biopelicula, 

permiten estimar bajo qué condiciones estas fluctuaciones pueden jugar 

un papel importante en la operacién de los filtros percoladores, lo que 

no puede predecirse cuando se emplean las técnicas deterministas y 

estadisticas en la modelacién de estos sistemas. De esta forma, superan 

una de las limitaciones mds seitaladas de los modelos actuales. 

No obstante, como todos los modelos mateméticos, éstos presentan un con- 

junto de limitaciones debido a las consideraciones que se establecen durante su 

formulacién. Estas consideraciones son necesarias e inevitables, y son el resultado 

de buscar un equilibrio entre la complejidad matematica y la concordancia con los 

experimentos. Es de poca utilidad prdctica tener un modelo que representa muy 

bien los procesos reales, pero imposible de resolver con las herramientas matemati- 

cas disponibles, como tener un modelo muy simple pero poco representativo de los 

fenémenos que tienen lugar. Ademas se debe tomar en cuenta que la modelacién 

matemética no pretende constituir una representacién exacta de la realidad, sino 

un modo de predecir aproximadamente el comportamiento de los fenédmenos y 

estudiar ctiales son los factores mds importantes que influyen sobre éstos. 

Este trabajo ha sido estructurado en seis capftulos. En el segundo capitulo se 

exponen las caracteristicas fundamentales de los filtros percoladores y de los modelos 

matematicos que se emplean comtinmente para disenarlos y describir su 

operacién. Se describen, ademés, las propiedades més importantes de las biopelfcu- 

las, que constituyen la base de su principio de operacién y funcionamiento. 

En el capitulo tercero se exponen los conceptos fundamentales necesarios para 

construir una descripcién de los fendmenos que ocurren en la biopelicula desde 

el punto de vista mesoscépico y estocéstico, y se introducen las herramientas 

matematicas que se utilizardn posteriormente en este trabajo. 

En el capitulo cuarto se presentan las hipstesis y consideraciones subyacentes 

en la formulacién de los modelos estocdsticos propuestos. Tal y como se veré en 

este capitulo, existen situaciones en las que los modelos predicen que las fluctua-



ciones internas temporales del espesor de biopelicula son grandes, influyendo en 

la evolucién temporal de ésta, por lo que las mismas no sélo no se deben despre- 

ciar, sino que deben tomarse en cuenta por las afectaciones que ocasionan en los 

procesos relacionados con biopeliculas. 

En el capftulo quinto se comparan cualitativa y cuantitativamente los resul- 

tados predichos teéricamente con los resultados experimentales reportados en la 

literatura consultada, con vistas a establecer las limitaciones y el alcance de los 

modelos obtenidos. Tal y como se ver en este capitulo, al realizar la comparacién 

cuantitativa se pudo observar que para algunas situaciones los errores obtenidos 

fueron menores a un 10%, lo que indica una prediccién muy aceptable, aunque 

en otras, sin embargo, los errores fueron mayores a un 50%, lo que constituye 

una prediccién inadecuada. Estos errores se deben a las consideraciones que se 

establecen al obtener los modelos que se presentan en el capitulo 3. 

En el capitulo sexto se emplean los modelos estocdsticos propuestos para 

analizar la influencia de las fluctuaciones internas temporales del espesor de biopelicula 

en el comportamiento operativo de los filtros percoladores y establecer bajo que 

condiciones las mismas juegan un papel importante. Este andlisis sugiere que 

las fluctuaciones temporales internas del espesor de biopelicula pueden afectar el 

comportamiento de la fase de puesta en marcha de estos equipos, provocando la 

aparicién de inestabilidades que incrementen el tiempo necesario para alcanzar el 

estado estable de operacién, con las consiguientes pérdidas econdémicas que esto 

implica. El andlisis realizado también sugiere la necesidad de considerar la influ- 

encia de las fluctuaciones externas del espesor de la biopelfcula en la operacién 

estable de estos equipos. De esta forma, el trabajo presente no sélo emplea un 

nuevo punto de vista en la modelacién de estos sistemas, sino que abre nuevas 

perspectivas de investigacién futura. 

Se presentan ademas un conjunto de anexos en los que se exponen con detalle 

algunos aspectos que se espera contribuyan a enriquecer los temas expuestos en 

el texto principal.



2. Filtros percoladores y 

biopelfculas 

2.1. Caracteristicas de los filtros percoladores 

Los filtros percoladores constituyen ejemplos tipicos de reactores biotecnolégi- 

cos de lecho empacado [1]. A diferencia de otros procesos del mismo tipo, el ob- 

jetivo de los mismos no es la produccién de una sustancia especifica o tipo de 

microorganismo, sino la remocién de sustrato y, bajo este concepto se utilizan 

para la depuracién de aguas residuales [2]. 

2.1.1. Principio de funcionamiento 

De manera general, los filtros percoladores estan constituidos por un tanque 

relleno de piedras u otro tipo de material, sintético o natural, a través del cual 

percola el agua residual. Esta es alimentada de forma intermitente, lo que garan- 

tiza la presencia del oxigeno necesario para que predominen los procesos biolégicos 

de tipo aerobio. La ventilacién a estos sistemas se realiza generalmente de forma 

natural, aunque en algunos casos se emplea la ventilacién forzada 1). 

En la superficie del relleno o empaque se desarrolla un cultivo mixto de mi- 

croorganismos denominado biopelicula. Estos microorganismos emplean como 

fuente de energia y alimento para crecer y reproducirse los contaminantes piodegrada- 

bles presentes en el agua residual. De esta forma se garantiza que el agua sea 

parcialmente descontaminada a. medida que percola a través del empaque. 

Al igual que otros procesos de tratamiento bioldgico [1], el uso exitoso de estos 

sistemas depende en gran medida del tipo de agua residual a tratar y su grado de 

biodegradabilidad. Sin embargo, presenta algunas ventajas en comparaci6n con 

los procesos de biomasa suspendida, entre las que se pueden sefialar una mayor 

resistencia de la comunidad de microorganismos ante la presencia esporddica de 

sustancias téxicas [3], una operacién més estable y el no requerir de la separacién 

y recirculacién de la biomasa. 

Ademés de la remocién de sustrato, en estos sistemas se produce el de- 

sprendimiento contintio de parte de la biopelicula [4], por lo que en el efluente 

usualmente existe una determinada concentracién de biomasa suspendida. Esta 

es eliminada mediante el empleo de sedirmentadores secundarios [5], garantizdn- 

dose de esta manera que el agua tratada cumpla con las caracteristicas requeridas 

6
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de acuerdo con la legislacién vigente relacionada con la conservacién del medio 

ambiente. 

Por otra parte, con el objetivo de lograr una reparticién uniforme del agua 

residual y del sustrato sobre la superficie del empaque, asf como disminuir la 

acumulacién de biomasa, generalmente se recircula una parte del efluente [1]. 

2.1.2. Caracteristicas de operacién 

Desde el punto de vista ingenieril, la operacién de los filtros percoladores se 

describe a través de un conjunto relativamente pequerio de variables [6], las que 

por conveniencia se pueden clasificar como variables de disefio, de operacién y 

de estado. Las variables de disefio comprenden la profundidad del filtro, el 

diémetro de la seccién transversal y el drea superficial del empaque por unidad 

de volumen de ésta, conocida comtinmente como drea superficial especifica, Las 

variables de operacién, a su vez, se clasifican como variables de entrada 

-concentracién, composicién y flujo del influente, asi como el flujo recirculado-, 

y como variables de salida -concentracién, composicién y flujo del efluente-. 

La variable de estado caracterfstica de los filtros percoladores es la cantidad 

de biomasa acumulada o espesor de biopelécula. Por otra parte, la eficiencia de 

operacién se mide con base en la fraccién de sustrato removido con respecto a la 

cantidad total de sustrato de entrada. 

Todas estas variables se encuentran interrelacionadas entre si de forma bas- 

tante complicada. Sin embargo, las observaciones experimentales han permitido 

constatar los siguientes hechos generales: i) la eficiencia de operacién se favorece 

con el aumento de la profundidad del filtro y el érea superficial del empaque [7], 

ii) el aumento de la concentracién de sustrato a la entrada incrementa la cantidad 

total de sustrato removido, pero disminuye la eficiencia de operacion y aumenta 

el espesor de biopelicula y la concentracién de susirato y biomasa suspendida en 

el efiuente {1], ili) el aumento del flujo de agua residual disminuye la cantidad de 

sustrato removido, pero garantiza una distribucién uniforme del agua sobre la su- 

perficie del empaque y disminuye la acumulacion de biomase [7], iv) un incremento 

excesivo en el espesor de biopelicula provoca un predominio del mecanismo de re- 

mocion anaerobio, con la consiguiente disminucién de la eficiencia y la aparicién 

de malos olores, € incrementa los riesgos de obstruccién del empaque y v) el es- 

pesor de la biopelicula disminuye con la profundidad, y a una misma profundidad, 

presenta una variabilidad espacial y temporal que puede afectar el patron hadrodi- 

némico del flujo y la remocién de sustrate, con su correspondiente afectacién a 

la eficiencia global del sistema [1]. 

Los filtros percoladores se caracterizan por presentar una. alta eficiencia, usual- 

mente calculada entre un setenta y un noventa porciento, siempre que las variables 

de operacién sean correctamente establecidas y el agua residual tenga un grado 

de biodegradabilidad adecuado para ser depurada mediante tratamiento bioldgico
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y no presente sustancias téxicas para los microorganismos [3]. No obstante, en 

algunas ocasiones se presentan un conjunto de problemas operativos que afectan 

la eficiencia, tales como la obstruccién del empaque [8], una reparticién inade- 

cuada del liquido sobre la superficie del relleno y el predominio de los procesos 

anaerobios. 

Otra de las caracteristicas més sefialadas es la marcada variabilidad temporal 

de la concentracién de sustrato en el efluente que provoca que, en determinados 

momentos, se sobrepase el valor méximo permitido, lo que evidentemente afecta 

la confiabilidad y la eficiencia de operacién [9]. Para ejemplificar este fendmeno 

en el Anexo A. se presentan los datos histéricos de operacién del filtro percolador 

de la Planta de Tratamiento de Aguas Residuales de la Ciudad Universitaria de 

la UNAM, en México D. F. 

2.1.3. Enfoque tradicional en el estudio y modelacién de 

los filtros percoladores 

El estudio de los filtros percoladores esté indisolublemente unido a la biisqueda 

de modelos matematicos que permitan establecer el valor de las variables de diseno 

para cumplir los requerimientos de operacién establecidos, asf como predecir su 

comportamiento bajo diferentes condiciones de trabajo. 

Los ingenieros civiles fueron los que primero se dedicaron a estudiar los filtros 

percoladores, por lo que los modelos que empleaban para. su diseho tienen una base 

fuertemente empirica y estadistica. En este trabajo éstos han sido clasificados 

como modelos tradicionales, destacdndose que, a pesar de su antigiiedad y 

limitaciones, atin son empleados con cierto éxito por los disefiadores y operadores 

de procesos. De acuerdo al punto de vista adoptado para su obtencién, los mismos 

se pueden dividir en: 

i) modelos estadisticos: la relacion entre las variables de operacién y disefho 

se establece empleando técnicas de modelacién estadisticas basadas en la regresién 

lineal y no lineal [10]-[12]. 

ii) modelos de primer orden: se basan en la observacién experimental de 

que existe una dependencia de primer orden entre la profundidad del empaque y 

la eficiencia (13, 14]. 

iii) modelos que toman en cuenta la biomasa: constituyen los primeros 

intentos de tratar de tomar en cuenta las ecuaciones cinéticas relativas a la re- 

mocién de sustrato por los microorganismos en la modelacién de estos sistemas. 

No obstante, su aplicacién inicial conllevé al establecimiento de un conjunto de 

consideraciones que Je convierten en modelos tipicos de primer orden [15]. 

Este enfoque en la modelacién casi siempre requiere del ajuste experimental de 

parametros, lo que presupone la construccién previa del filtro o de plantas pilotos 

[16]. Esto es poco practico para el disefio y constituye una de las razones por las 

que en determinadas ocasiones la operacion real no corresponde con la prevista,
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ya que se extrapolan datos que no son equivalentes ni responden al caso concreto 

de que se trata. Por otra parte, no establecen criterios unificados de diseno, ya que 

su base empirica hace que el criterio a seleccionar dependa del modelo escogido y 

la experiencia del disefiador e, inclusive, se puede presentar el caso de que cada 

uno arroje un resultado diferente para una misma situacién {1, 17, 18]. 

Adicionalmente, no predicen el espesor de biopelicula ni su influencia directa 

en la eficiencia. También son inadecuados para deseribir la variabilidad temporal 

de Ja concentracién de sustrato de salida, debido a que los métodos estadisticos 

se basan en considerar despreciables las fluctuaciones temporales que 

se producen alrededor del valor esperado de las variables que describen 

el comportamiento del sistema bajo estudio, de ahi su incapacidad para 

predecir éstas. 

En el Anexo B se presentan algunos de los modelos tradicionales tipicos que 

se emplean comiinmente para diseho y prediccién del comportamiento operativo 

de los filtros percoladores. 

2.1.4. Enfoque moderno en el estudio y modelacién de los 

filtros percoladores 

Alrededor de la década de los sesenta, los ingenieros quimicos comenzaron a 

estudiar los filtros percoladores empleando las técnicas relacionadas con su pro- 

fesién. Esto significé un gran paso de avance, ya que al aplicarse los principios 

de la ingenierfa quimica se obtienen modelos que, si bien pueden atin conservar 

cierto cardcter estadistico en cuanto a la determinacién de sus pardmetros, sus 

bases deterministas permiten describir mejor su operacién. En la actualidad, la 

modelacién de filtros percoladores se lleva a cabo tanto por ingenieros civiles como 

por ingenieros quimicos, pero siempre empleando estos principios. 

Por otra parte, la aparicién de otros tipos de reactores de biopelicula, como los 

de disco rotatorio, filtros sumergidos, biofiltros y reactores de lecho fluidificado, 

estimulé la busqueda de criterios de disefio y métodos de modelacién mds unifica- 

dos [19]. El vinculo de estos tipos de reactores con los filtros percoladores consiste 

en que todos en conjunto se basan en el mismo principio basico de funcionamiento, 

-en este caso la remocidén de sustrato por la biopelfcula-, distinguiéndose entre sf 

por su configuracién especifica. 

La modelacién actual de los filtros percoladores y de otros reactores de biopelicula 

se basa en la teorfa de la biopelicula, que consiste en el empleo de las ecnaciones 

de fendmenos de transporte y la cinética de reproduccién y cese de la actividad 

metabélica -o muerte- de los microorganismos para describir los procesos funda- 

mentales que tienen lugar en la biopelicula. De manera general, este punto de 

vista toma en cuenta i) el transporte de sustrato desde el seno del fluido hasta la 

superficie de la biopelicula, ii) el transporte y consumo de sustrato en el interior 

de la biopelécula {20]-[24], iii) la generacién de productos metabdlicos, iv) la re-
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produccién y muerte de los microorganismos [25]-(30] y v) el desprendimiento de 

biomasa [81]-[33]. Adicionalmente se establecen un conjunto de ecuaciones que 

permiten tomar en cuenta la configuracién especifica del sistema bajo estudio y 

predecir el comportamiento global de la concentracién de sustrato [34]. 

En el Anexo C se presentan algunos de los modelos actuales t{picos de filtros 

percoladores. 

2.1.5. Necesidad de un nuevo enfoque en el estudio y la 

modelacién matematica de los filtros percoladores 

En comparacién con la modelacién tradicional, la modelacién actual de los 

filtros percoladores permite predecir mejor la interrelacién entre las diferentes 

variables que describen su operacién y el establecimiento de criterios de diseno 

més unificados [35]-[37]. 

No obstante, al igual que en la modelacién tradicional, no se consideran las 

fluctuaciones que se presentan en la concentracién, composicién y flujo del agua 

residual de entrada [38]-[40], en las condiciones ambientales {41, 42] y en el es- 

pesor de la biopelfcula [43], ni tampoco se predicen las fluctuaciones temporales 

de la concentracion de sustrato de salida [9]. Esta incapacidad se debe a la 

propia naturaleza de estas fluctuaciones, que hace que las mismas no 

puedan ser representadas matematicamente como funciones analiticas 

desarrollables en serie de Taylor y, por lo tanto, no pueden ser mode- 

ladas desde el punto de vista determinista, lo que constituye una de las 

limitaciones de este enfoque. 

Recordando que las fluctuaciones temporales de la concentracién de sustrato 

de salida afectan la confiabilidad de la operacién de los filtros percoladores, es 

obvio que, para superar esta limitacién de los modelos actuales deterministas, 

se precisa adoptar un nuevo punto de vista en el estudio de estos sistemas que 

permita describirlas. 

2.2. Caracteristicas fundamentales de las biopeliculas 

Por biopelicula se define a una poblacién o comunidad de microorganismos 

que se desarrolla adherida a una superficie sélida previamente humedecida y en 

contacto con un fluido en el que se encuentren componentes biodegradables, nutri- 

mentos y microorganismos suspendidos, éstos ultimos al menos en algtin momento. 

Adicionalmente, las condiciones ambientales deben ser tales que favorezcan la re- 

produccién y la actividad metabdlica de los microorganismos [44]. 

Ademés de constituir la base principal de la operacién de los filtros perco- 

ladores y otros tipos de reactores bioldgicos [45], las biopeliculas estén vinculadas 

con las caries y enfermedades parodontales, asf como con otras patologias que se 

presentian en los pulmones y en el tracto urinario, son una de las razones por las
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que se produce el ensuciamiento de piscinas y baiios, transmiten enfermedades a 

través del empleo de instrumentos médicos mal esterilizados en los que se desarrollan 

y causan un sinmimero de problemas en la industria, tales como el aumento 

de la resistencia a la transferencia de calor y de la resistencia friccional de los 

fluidos, afectaciones a. la transferencia de masa que tiene lugar en los procesos de 

membrana y en las columnas de intercambio idnico y el deterioro de equipos y 

tuberfas. Se calcula que en EEUU el uso de biocidas para eliminar los problemas 

causados por las biopelfculas cuesta. alrededor de mil millones de délares al afio 

[46]-[48]. 

Por estas razones, no es de sorprender que hayan sido desarrollados diferentes 

métodos experimentales para estudiar las caracteristicas y el comportamiento de 

las biopelfculas . En el Anexo D se presentan los més comtinmente usados en la 

actualidad y que se describen en la bibliografia consultada [49]-[52]. 

2.2.1. Estructura interna 

De manera general, la estructura espacial interna de las biopeliculas es alta- 

mente heterogénea. y porosa, observéndose que los microorganismos se unen entre 

si y a la superficie del sdlido mediante polimeros extracelulares y otros compo- 

nentes que se presentan en menor proporcién, tales como lipidos y proteinas [53}- 

[55]. Por otra parte, los microorganismos se agrupan formando conglomerados 

bien definidos y separados entre st . Los espacios entre conglomerados, paralelos a | 

la superficie del sdlido, se denominan conductos, mientras que los perpendiculares 

se denominan poros, y ambos se encuentran usualmente llenos de agua. En el 

caso de los filtros percoladores [56}, las biopeliculas tienen estructuras parecidas 

a un conjunto de volcanes, con numerosas hendiduras que facilitan el transporte 

de oxigeno y nutrimentos y, adicionalmente, se presentan interacciones presa- 

depredador entre las especies que aumentan su heterogeneidad espacial (56, 57]. 

Al respecto, es interesante sefialar que, de manera general, se ha podido comprobar 

experimentalmente que esta estructura heterogénea permite que exista un deter- 

minado flujo de agua en el interior de las biopeliculas que influye en los procesos 

relacionados con el transporte y consumo de sustrato [58, 59]. 

Cuantitativamente, esta heterogeneidad se describe parcialmente a través de 

la porosidad y la tortuosidad (60, 61]. La porosidad se define como la fraccién del 

volumen de agua con respecto al volumen total de la biopelfcula, mientras que la 

tortuosidad relaciona la, longitud efectiva de los poros en relacién con la longitud 

total de la biopelicula. 

2.2.2. Composicién quimica y bioldégica 

Las biopeliculas estén constituidas por componentes abidticos y bidticos. Los 

componentes abidéticos comprenden las sustancias presentes en el seno del fluido y 

los productos del metabolismo de los microorganismos y de la lisis celular que se
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quedan formando parte de la biopelfcula [62, 63]. Los componentes bidticos son 

los microorganismos en sf. 

Se ha podido evidenciar que la composicién microbioldégica de las biopeliculas 

depende en gran medida de las condiciones ambientales y de la concentracién 

y composicién del flufdo, encontréndose presentes protozoos, bacterias, algas e 

incluso larvas y otros organismos superiores [64]-[67]. También se ha establecido 

que la configuracién espectfica del sistema en el que se desarrollan influye en la 

distribucién de las especies presentes, observéndose que en los filtros percoladores 

se encuentran menos microorganismos de tipo filamentoso que en los reactores de 

disco rotatorio [68]. 
La composicién global de las biopeliculas varia ampliamente en funcién de las 

condiciones bajo las que tiene lugar su desarrollo, encontréndose en la literatura 

consultada amplia informacién al respecto [45], [64]-[68]. De manera general, la 

misma se muestra en la tabla 2.1. 

Tabla 2.1. Composicién global [45] 
  

  

  

  

COMPONENTE | % EN VOLUMEN 

Agua 85-96 

Bidticos 1.9-3.2 

Abisticos 0.8-11.7         

2.2.3. Evolucién temporal 

La evolucién temporal del espesor de las biopelfculas responde aproximada- 

mente a una curva sigmoidal [69, 70], pudiendo distinguirse cinco fases fundamen- 

tales: i) fase de retardo, ii) fase de crecimiento exponencial, iii) fase de de- 

crecimiento, iv) fase de estado estacionario y v) fase de desprendimiento. 

Este comportamiento se muestra en la figura 2.1. 

La fase de retardo corresponde a las primeras etapas de formacién de las 

biopeliculas [71]-[73]. En ésta tiene lugar el transporte de moléculas orgénicas y 

microorganismos desde el seno del fluido hasta la superficie del sdlido, y el atra- 

pamiento reversible de los microorganismos a través de fuerzas electrostaticas, 

de tensién superficial y de van der Waals. Posteriormente, debido fundamental- 

mente a la accién de los polimeros extracelulares y otros productos metabdlicos, 

éstos se quedan atrapados de forma irreversible, dando comienzo al crecimiento 

propiamente dicho de la biopelicula. Es importante aclarar que, aunque existen 

algunas evidencias experimentales al respecto, en realidad no se conoce con 

exactitud qué mecanismos especificos gobiernan el atrapamiento irreversible de los 

microorganismos [74]. 
En la fase de crecimiento exponencial tiene lugar la reproduccién de 

los microorganismos y e! desprendimiento de pequeiias porciones de biopelicula
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debido a la erosién ejercida por el esfuerzo de corte del fluido. La caracteristica 

fundamental de esta fase consiste en que la velocidad de reproduccién es mucho 

mayor que la velocidad de desprendimiento, de tal forma que el efecto neto es un 

relativo rdpido incremento temporal del espesor de la biopelicula. 

La fase de decrecimiento se caracteriza porque la velocidad de desprendimiento 

por erosién aumenta con el tiempo hasta hacerse comparable a la velocidad de 

reproduccién, aunque siempre es més pequeiia que ésta. Como resultado, si bien 

continta el incremento temporal del espesor, la velocidad a la que tiene lugar este 

proceso comienza, a disminuir. 

En la fase de estado estacionario la velocidad de reproduccién se iguala 

a la velocidad de desprendimiento por erosién (75, 76], de tal forma que la canti- 

dad de biopelicula permanece précticamente constante en el tiempo. El espesor 

correspondiente a esta fase se denomina espesor de estado estacionario. 

En la fase de desprendimiento, como su nombre sugiere, tiene lugar el 

desprendimiento de particulas de biopelicula de tamafio comparable a su espesor. 

Este fenémeno ocurre esporddicamente y sus causas, aunque no se conocen con 

exactitud, son atribufdas a la produccién de gases por efecto del metabolismo 

anaerobio que tiene lugar en las zonas mds alejadas de la superficie de la biomasa 

y al debilitamiento de la fuerza de adhesién entre los polimeros extracelulares y 

la superficie del sdlido producto del envejecimiento de la biopelicula [1, 77]. 

Por otra parte, es importante sefialar que las mediciones experimentales 

han demostrado que, en realidad, el espesor de las biopeliculas no toma 

un valor fijo y determinista para unas condiciones dadas, sino que tiende 

a variar espacial y temporalmente alrededor de un valor promedio. Estas 

fluctuaciones se producen debido a cambios en las condiciones bajo las que tiene lu- 

gar el desarrollo de la biopelicula y a los procesos de crecimiento y desprendimiento 

de biomasa, y se describen cuantitativamente a través de la rugosidad [78]-(80]. 

Este parémetro se determina experimentalmente, y se identifica con la desviacion 

tfpica de los valores de medidos de espesor puntual. 

2.2.4. Transferencia de masa y consumo de sustrato en las 

biopeliculas 

Se ha observado que los microorganismos que se desarrollan atrapados en la 

superficie de un sélido presentan una mayor actividad que cuando crecen sus- 

pendidos en el seno de un fluido. Aunque no esté claro de por qué ocurre este 

fendmeno, hipotéticamente se atribuye a cambios genéticos y fisiolégicos, a modi- 

ficaciones hidrodindémicas provocadas por la biopelicula que facilitan el transporte 

de sustrato y a un posible efecto selectivo de los polimeros extracelulares hacia el 

sustrato presente en el seno del fluido [81, 82). 

Por otra parte, los microorganismos que forman las biopeliculas son capaces de 

utilizar particulas coloidales como fuente de sustrato. El mecanismo que gobierna
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este fenédmeno no esté totalmente claro, pero, segiin una primera hipdtesis, parece 

ser que estas particulas tienden a quedar atrapadas en la biomasa y convertidas en 

sustrato soluble por la accién de las enzimas excretadas por los microorganismos 

{1]. Recientemente ha sido propuesta una segunda hipdtesis, que plantea que las 

enzimas se difunden desde la biopelicula hasta el seno del fluido donde, por la 

accién de éstas, las particulas coloidales se convierten en sustancias solubles [83]. 

Por otra parte, la presencia de flujo en el interior-de las biopelfculas permite 

que el sustrato se transfiera. por difusién y conveccién en los poros y conductos, 

mientras que en el interior de los conglomerados el mecanismo de transporte es de 

tipo difusivo. Aunque en realidad el oxigeno y el sustrato se transfieren tanto en la 

direccién paralela como en Ja perpendicular a la superficie del sdlido, generalmente 

predomina la transferencia en la direccién vertical (84, 85]. 

La resistencia a la transferencia de masa, junto al consumo de sustrato y 

oxigeno, hacen que se establezca un determinado perfil espacial de concentracién 

con respecto al espesor total de la biopelicula (86, 87], a partir del cual pueden ser 

distinguidas tres zonas fundamentales: i) una zona aerobia, présima a la super- 

ficie de la biomasa, en donde la presencia de oxtgeno garantiza que la remocion 

de sustrato se Weve a cabo por el mecanismo aerobio, ii) una zona anaerobia, 

donde no existe oxfgeno disponible, pero st sustrato suficiente como para permitir 

el desarrollo de una comunidad de microorganismos anaerobios y/o facultativos, y 

iii) una zona no activa, préxima ola superficie del sdlido, donde la no disponi- 

bilidad de sustrato hace que se produzca el cese de toda actividad metabdlica o 

muerte de los microorganismos. Estas zonas, y los respectivos perfiles de oxigeno 

y sustrato, se muestran en Ja figura 2.2. 

No en todas las biopelfculas se encuentran estas tres zonas. Por ejemplo, 

si no hay ox{geno en el sistema, estard ausente la zona aerobia [88], mientras 

que si la concentracién de éste es lo suficientemente alta puede no estar presente 

la zona anaerobia. Por otra parte, la existencia de la zona no activa se puede 

evitar si el espesor es pequefio y existe una concentracién suficientemente alta de 

sustrato. En el caso particular de los filtros percoladores, suelen presentarse las 

tres zonas simulténeamente {89]-[91], razon por la que en realidad los mismos son 

facultativos, aunque suelen clasificarse como sistemas aerobios. 

2.2.5. Necesidad de un nuevo enfoque en el estudio y 

modelacién de las biopeliculas 

El comportamiento del espesor de las biopeliculas con respecto al tiempo ha 

sido modelado mediante el empleo de métodos deterministas, especificamente en 

base a la teorfa de la biopelicula. Sin embargo, cuando se comparan los 

resultados teéricos con los experimentales, se observa que los modelos deter- 

ministas actuales sélo predicen el comportamiento del valor esperado 

del espesor de ja biopelicula, y no pueden deseribir las fluctuaciones
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temporales que se producen alrededor de este valor ni la rugosidad de 

la biopelicula. Esto se debe a que, debido a la propia naturaleza de este enfoque, 

se supone que la temperatura, concentracién, composicién y flujo de residual se 

representan como variables deterministas, despreciéndose las fluctuaciones tem- 

porales que se producen alrededor de sus valores. Por otra parte, sélo analizan el 

comportamiento de la biomasa en su conjunto, no considerando explicitamente los 

procesos elementales que tienen lugar a nivel de cada microorganismo individual. 

Sin embargo, tomando en cuenta que las fluctuaciones temporales del espesor 

de biomasa. pueden afectar el comportamiento operativo de los filtros percoladores 

y de otros tipos de reactores de biopelicula, resulta conveniente disponer de modelos 

mateméaticcs - que permitan predecirlas. Evidentemente esto implica que es 

necesario suponer un punto de vista diferente al determinista en el estudio y mod- 

elacién de las biopeliculas.



  

                   0 § to, 48 30 25       
Figura 2.1. Espesor vs. tiempo para una biope- 

licula arbitraria. (0 <¢ < 3): fase de retraso, 
(3 <t < 6): fase exponencial, (6 < ¢ < 11): 
fase de decrecimiento, (11 < t < 25): fase de 
estado estacionario, (25 < ¢): fase de desprendimiento. 

  

       
00 0.1 02 03 04 05 
                      

Figura 2.2. Concentracién vs. Espesor en una 

biopelicula arbitraria (—): sustrato, (- -): oxfgeno. 

0< & < 0.05: Zona no activa, 

0.05 < E < 0.2: Zona anaerobia, 

0.2 < BH < 0.5: Zona, aerobia.



3. Métodos de modelacién 

estocdstica 

Existen fenémenos en la naturaleza que se caracterizan porque las variables que 

los describen flucttian de manera altamente irregular en el tiempo y en el espacio. 

Ademés presentan la caracteristica de que, debido a la naturaleza de estas fluctua- 

ciones, las mismas no pueden ser representadas como funciones analfticas desarrollables 

en serie de Taylor, por lo que los métodos mateméaticos usuales de andlisis 

no pueden ser utilizados. Por otra parte, estas fluctuaciones son un fenédmeno 

que depende intrinsecamente del tiempo y, por lo tanto, tampoco pueden mode- 

larse empleando exclusivamente métodos estadisticos que no toman en cuenta esta. 

variable y que se basan en considerar que las mismas son despreciables. Asi que 

para poder describirlas es necesario emplear un conjunto de conceptos y métodos 

mateméticamente apropiados, conocidos como métodos estocasticos. 

El enfoque estocdstico en el estudio de los fenémenos fisicos y quimicos fue 

introducido exitosamente a principios de siglo en el estudio del movimiento brow- 

niano. En 1827 Robert Brown observé que pequefios granos de polen suspendidos 

en agua permanecen constantemente en estado de movimiento irregular. Este 

fendémeno no pudo ser entendido fisicamente y modelado matematicamente hasta 

que Einstein, en 1905, lo enfocd desde el punto de vista estocdstico. Posterior- 

mente, los conceptos y métodos empleados por Einstein fueron generalizados y 

aplicados a la descripcién de numerosos fenémenos fisicos, quimicos y bioldégicos 

que tienen lugar en la. naturaleza [92]. 

Las fluctuaciones en wna variable se definen como la diferencia entre el valor 

real que toma la variable y su valor esperado o promedio, en otras palabras, 

se identifican con las desviaciones respecto al valor esperado. Al respecto, es 

importante distinguir entre las diferentes situaciones que se pueden presentar. 

Puede ser que las fluctuaciones sean muy pequenas en comparacion con el valor 

esperado de las variables que describen el sistema bajo estudio. En este caso 

pueden despreciarse y, por tanto, pueden ser empleadas las técnicas de modelacién 

deterministas y estadisticas sin que existan grandes errores. En otras situaciones, 

sin embargo, las fluctuaciones son de una magnitud comparable al valor esperado 

mismo y, en este caso, no sdlo no pueden despreciarse, sino que juegan un papel 

esencial en el comportamiento dindmico del sistema. Son estas situaciones en 

las que es necesario utilizar métodos estocésticos. Desde el punto de vista fisico 

16
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ésto ocurre, por ejemplo, cuando los sistemas se encuentran en ja vecindad de un 

estado termodindmico inestable o cerca de un punto critico [93]. 

El punto de vista estocdstico se ha investigado y desarrollado ampliamente en 

las tiltimas dos décadas y ha extendido sus aplicaciones a la descripcién de fend- 

menos y dreas de interés en la ingenieria quimica. Entre éstas pueden sefialarse, 

por ejemplo, i) estimacién de tiempos de residencia en reactores [94], ii) reacciones 

qutmicas complejas [95], iii) cémaras de burbujas [96], iv) procesos de fluidificacién 

[97], v) transporte a través de medios porosos [98], vi) procesos de coagulacién- 

floculacién [99] y vii) dindmica de polimeros {100}. 

3.1. Descripciédn mesoscépica 

En el estudio de sistemas abiertos es importante distinguir entre fluctuaciones 

externas e internas. Esta diferencia, depende, por supuesto, de cémo es definido 

el sistema. En la prdctica, sin embargo, debe ser establecida una clara diferencia 

entre el sistema y los pardmetros externos que actiian sobre éste para poder hacer 

esta distincién [101]. Las fluctuaciones internas son generadas en el sistema 

mismo y tienen su origen en el gran nimero de grados de libertad que no son 

considerados en su descripcién estadistica. Su estudio es una parte bien conocida 

de la mecénica estadistica en el equilibrio y cerca del equilibrio y tienen la impor- 

tante propiedad de que escalan con el inverso del tamafio del sistema, por lo que 

tienden a anularse en el lfmite termodindmico, excepto en el punto critico donde 

sus valores son significativos. En contraste, las fluctuaciones externas se pre- 

sentan cuando los parémetros externos del sistema toman valores aleatorios, por 

lo que su origen tiene lugar fuera del sistema y se debe a la aleatoriedad intrinseca 

natural del ambiente. 

Por otra parte, la descripcién macroscépica o determinista de un fendmeno 

dado se basa en el hecho de que es posible seleccionar un pequefio conjunto de varia- 

bles de estado de forma tal que el comportamiento del sistema pueda describirse 

en funcién de éstas, no considerando explicitamente los procesos que ocurren a 

nivel microscépico. Las soluciones de las ecuaciones de evolucién temporal de las 

variables correspondientes que se obtienen son, usualmente, funciones analiticas 

desarrollables en serie de Taylor. Precisamente el no considerar explicitamente el 

comportamiento microscédpico le confiere un carActer aproximado a los modelos 

deterministas, que se refleja en la presencia de las fluctuaciones internas. Cuando 

estas fluctuaciones se toman en cuenta como una manifestacién de los grados 

de libertad microscépicos sobre el comportamiento macroscépico, se obtiene una 

descripcién mesoscédpica del sistema (capitulo 3, referencia (102]). 

La descripcién mesoscépica. permite predecir, tanto el comportamiento macroscépico 

o determinista. de un fendmeno dado, como el de las fluctuaciones temporales que 

se producen en éste. Por esta razén constituyen un punto intermedio entre la 

descripcién macroscépica y la microscdpica y a la vez una descripcién més amplia
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que la determinista. 

3.2. Blementos de la teoria de procesos estocasticos 

3.2.1. Variable aleatoria y proceso estocastico 

Se define a una variable aleatoria X como aquella que puede tomar un 

conjunto de valores posibles dentro de un dominio dado y cada uno de ellos lo 

puede tomar con una determinada probabilidad representada por una funcién de 

distribucién de probabilidad P (x). Esta funcién especifica la probabilidad de que 

la variable X tome el valor x. El dominio de una. variable aleatoria puede estar 

constituido por valores continuos, separados o ” discretos” o armmbos. 

Se define a un proceso estocdstico (capitulo 3, referencia (102]) como una 

funcién Y de una variable aleatoria X y de una variable determinista t, que en 

las aplicaciones fisicas es usualmente el tiempo, de tal forma que: 

Y =f(X,t). (3.1) 

De acuerdo con la definicién anterior, la variable Y también tiene asociada. 

una funcién de distribucién de probabilidad P(y,£) que especifica la probabilidad 

de que Y tome el valor de y en el instante de tiempo t. A partir de aqui re- 

sulta claro que cuando se especifique la probabilidad conjunta para n puntos 

P (yi, t15 Yo, €23 so Yn; tn) ésta representa la probabilidad de que Y tome el valor 

ay al tiempo t1 y el valor y al tiempo ta, y as{ sucesivamente hasta que tome el 

valor yp, al tiempo t,. Las probabilidades conjuntas definidas para 1, 2,..,7 puntos 

forman una. jerarquia de distribuciones de probabilidad conjuntas. [1 con- 

junto de todas ellas contiene la misma informacién que P (yi, t1; yo, t25 «+3 Yns En): 

De acuerdo con ésto, si se conoce la jerarquia de probabilidad conjunta completa, 

el proceso estaré totalmente especificado, porque se conocen todos los valores posi- 

bles que puede tomar Y a los tiempos correspondientes. Sin embargo, no siempre 

es posible conocer la jerarquia completa; lo usual es que se disponga sélo de infor- 

macién parcial contenida en las probabilidades conjuntas para pequefios valores 

de n. 

Los procesos estocdsticos se pueden caracterizar a partir de sus momentos 

los que se calculan a partir de la siguiente relacién: 

(Y (ti) ¥ (ta) -¥ (te) = / VaVa.¥oP (ytstusdos ta; -itas ta) dyndyn.-dyn. (3.2) 

Segiin el teorema de Khinchin [103, 104], wn proceso estocdstico queda to- 

talmente especificado a través del conjunto de todos sus momentos. Dicho de 

otra manera, un proceso estocdstico puede ser descrito totalmente mediante el 

conocimiento de todos sus momentos o de la jerarquia completa de las probabili- 

dades conjuntas, ya que existe una equivalencia entre ambos.



3.2. ELEMENTOS DE LA TEORIA DE PROCESOS ESTOCASTICOS 19 

Al respecto, conviene sefialar que en numerosas ocasiones se modela el com- 

portamiento estocéstico de los sistemas en el estado estacionario o de equilibrio, o 

en las cercantas de éste. Ha sido bien demostrado que para estos casos la funcién 

de distribucién de probabilidad correspondiente es normal o gaussiana, por lo que 

el proceso estocdstico se describe completamente en funcién del comportamiento 

temporal de sus dos primeros momentos que estén relacionados con el valor es- 

perado {Y), y la varianza o},, de Y, y que se calculan de acuerdo a las siguientes 

relaciones: 

(Y), = [ Y (t) P(a,t) de, (3.3) 

ot, = [OP ENae— YOO) 
x 

= (¥?))- YOY). (3.4) 

La probabilidad condicional P (yy, tn /¥1;t1} +) Yn—1) tn—-1) representa la probabilidad 

de que Ja variable Y tome el valor de yn altiempot, cuando se sabe que 

ha tomado el valor de 4; al tiempo ¢, el valor yp al tiempo ty, y asi sucesivamente 

hasta el valor de yn-1 al tiempo t,-1, debiendo cumplirse que t < te< iu < 

ty-1 < ty. La probabilidad condiciona! juega un importante papel en los métodos 

estocdsticos que se emplean en la actualidad, tal y como se verd posteriormente. 

De especial importancia es la funcién de autocorrelacién que es una com- 

binacién de los dos primeros momentos definida por: 

K (tr, to) = (¥ (4) Y (te) — (Y (G) )Y (&)). (3.5) 

La importancia de esta cantidad reside en el hecho de que es una medida de 

la correlacién existente entre los valores medidos de Y a tiempos diferentes y a 

medida que el tiempo entre las mediciones aumenta, esta funcién disminuye. Por 

lo general existe un intervalo de tiempo T entre jas mediciones, para el cual la 

funcién de autocorrelacién se hace cero o despreciable, denominado tiempo de 

autocorrelacién. Este tiempo puede ser medido experimentalmente en muchos 

de los fendmenos que se estudian desde el punto de vista estocdstico, y se emplea 

para comparar los resultados teéricos con los observados y establecer el alcance y 

las limitaciones de los modelos que se obtienen [105]. 

Un proceso estocdstico es estacionario cuando sus momentos permanecen 

constantes en el tiempo y la funcién de autocorrelacién sdlo depende del inter- 

valo de tiempo entre las mediciones y no de los valores especificos de tiempo. 

Matemdticamente esto se representa por: 

(¥ (tr +7) (2 +7)-¥ (te +7)) = (t1) Y (f2) .Y (tn))- (3.6)
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3.2.2. Procesos de Markov 

Los procesos de Markov o markovianos son una clase particular de procesos 

estocésticos que cumplen con la propiedad de Markov. Esta es una propiedad 

muy importante, ya que simplifica en gran medida el tratamiento matematico 

involucrado al estudiar este tipo de proceso. En la actualidad puede decirse que la 

gran. mayorfa de los métodos estoc4sticos més desarrollados se refieren a procesos 

markovianos (capitulo 4, referencia [102]). 

Un proceso de Markov esté definido como aquel proceso estocéstico en el 

que las probabilidades condicionales cumplen con la siguiente relacién: 

P (Yas ta/yrs ts 2 Yn—1, En—1) =P (Yn tn/Yn-15tn-1) : (3.7) 

Esto signica que el valor que la variable Y tomard en un instante futuro 

depende exclusivamente de su valor en el presente y no de los valores previos a 

éste, es decir, no depende de su comportamiento histérico anterior. En este caso 

P (Ynytn/Yn—-1, tn—1) 8€ identifica con la probabilidad de transicién P,;, de que 

Y cambie su valor de yn—1 & Yn durante el intervalo de tiempo At = t, — tn-1. 

Aquellos procesos markovianos que cumplen que su probabilidad de transicién 

depende sélo de At son llamados procesos homogéneos. 

As{ pues, resulta que un proceso de Markov queda totalmente identificado a 

través de la probabilidad P, y la probabilidad de transicién P11, ya que a partir 

de éstas puede ser construida la jerarquia total de las funciones de probabilidad 

conjunta. Por ejemplo, tomando ft; < ty < ts: 

P (41, t1; Ya, to; ys, ts) = Pa (Mista) Pin (yo, to/tnsts) Pays (Ys, ts/Yoste). (8.8) 

Nétese que si se toman en cuenta todos los posibles estados intermedios en la 

relacién anterior, integrando sobre yp, y dividiendo por Pip: (yi, #1) , se obtiene 

Pips (ys, ta/915 t1) = [Pn (ys, ts /ye, te) Paps (Ya, te/tn, t1) dye, (3.9) 

que es la llamada ecuacién de Chapman-Kolmogorov. 

Las funciones P; y P11 que caracterizan a un proceso de Markov no pueden 

ser seleccionadas arbitrariamente. Estas deben obedecer la ecuacién de Chapman- 

Kolmogorov y la relacién necesaria y obvia: 

P (yo, t2) = [ Pin (yo, to/yn,t1) Pr (ist) dys. (3.10) 

3.2.3. Procesos estocdsticos de un paso 

Los procesos estocdsticos de un paso se caracterizan por el hecho de que 

las variables que los describen tienen un dominio separado o *discreto” de valores
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(capitulo 6, referencia [102]). Esta caracteristica en realidad ocurre estrictamente 

en todos los fendmenos fisicos, quimicos y biolégicos debido a la naturaleza cudn- 

tica de la materia. Estas variables pueden ser, por ejemplo, el ntimero de dtomos 

de una sustancia elemental, el ntimero de moléculas de los componentes que par- 

ticipan en una reaccién quimica, el ntimero de microorganismos presentes en un 

proceso bioldgico, el ntimero de particulas elementales en una reaccién nuciear, etc. 

Sin embargo, es importante destacar que no todos los fenédmenos que se describen 

a través de variables separadas o discretas” pueden analizarse como procesos de 

un paso. En gran medida esta caracterizacién depende del nivel de descripcién 

que se adopte, pero es necesario que el cambio que se produce en la variable como 

resultado de los eventos elementales que tienen lugar en el sistema sea un niimero 

finito. 

3.2.4. Ecuaci6n Maestra 

La Ecuacién Maestra (EM) es la versién diferencial de la ecuacién de 

Chapman-Kolmogorov (3.9), como se veré a continuacién (92, 102]. Considérese 

un proceso de Markov homogéneo, de tal forma que las probabilidades de transi- 

cién pueden ser representadas por: 

Pin (Yas tn/Yn—1 tn-1) =f, (Yn/Yn-1) donde T = tn — tn—1s (3.11) 

entonces la ecuacién de Chapman-Kolmogorov (3.9) puede ser reescrita como: 

Peart (3/41) = | Ty (ys/ye) Tr (y2/ 1) dye- (3.12) 

Por otra parte, para pequefios valores de 7' las probabilidades de transicién 

I’, pueden desarrollarse en serie de potencias de T expresdndose de la forma: 

Dy (ys/y2) = (1 — 07!) 6 (ys — yo) + 7'W (ys/y2) +O (7), (3.13) 

en donde W (y3/ye) representa la probabilidad de transicién de que Y cambie 

su valor de y a ys en la unidad de tiempo, siendo por tanto mayor o igual que 

0, y ao se define como: 

ao (ye) = [w (us/y2) dys- (3.14) 

Si en la ecuacién (3.12) se sustituye la ecuacién (3.13), se divide por ryy se 

aplica Ifmite para 7’ — 0 se obtiene: 

Ar, (ys/y1) = fw (ys/'y2) Vr (yo/ta) — W (Yo/93) Tr (ys/a)} dy. (8.15)
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La ecuacién (3.15) es la lamada Ecuacién Maestra y puede reescribirse 

como una ecuacién tntegro-diferencial para la probabilidad de un punto P (y,t), 

la cual representa la probabilidad de que la variable Y tome el valor y al tiempo 

t 

POD. fw aPu)-WU Artal 616) 

Obsérvese que la EM (3.16) es en realidad una ecuacién de balance de proba- 

bilidad. El término de la izquierda representa la tasa de variacién temporal de 

la probabilidad que se debe a i) la ganancia de probabilidad por las transiciones 

desde los estados y' al estado y, representada en el primer término del miembro 

derecho, y a ii) la pérdida de probabilidad producida por las transiciones desde el 

estado y hacia otros estados y', representada en el segundo término del miembro 

derecho. 

Es esencial destacar que la Ecuacién Maestra incluye dos escalas de 

tiempo totalmente diferentes (capitulo 5, referencia (102]). Una de ellas esta 

implicita en las probabilidades de transicién por unidad de tiempo W (y/y) y 

esté asociada a los tiempos que caracterizan los eventos elementales que tienen 

lugar en el sistema y que se manifiestan en los cambios de la variable estocdstica 

correspondiente, por lo que es una propiedad temporal intrinseca del sistema de- 

terminada por su naturaleza fisica. La otra escala de tiempo es la que determina 

la variacién temporal de P(y,t) y esté representada por la variable continua t, 

apareciendo en forma explicita en las probabilidades y en el operador diferencial 

en el miembro izquierdo de la ecuacién (3.16). Esta escala esté relacionada. con la 

evolucién temporal de la variable estocdstica Y que caracteriza al fendmeno bajo 

estudio. 

Cuando el dominio de Y es "discreto”, la EM es una ecuacién diferencial en 

diferencias finitas que se escribe como: 

aP, (t) 
at 
  = SS {Want Pat (t) — WanFa (é)} . (3.17) 

Para el caso especifico de los procesos de un paso se puede mostrar facilmente 

que la EM (3.17) adquiere la forma: 

OP, {t) 

ot 
  = So Wa(n—ra) P(n— rat) — >) Walr) P(t), (3.18) 

donde W4 representa la, probabilidad de transicién por unidad de tiempo asociada 

al evento elemental A y r, es un pardmetro asociado al nimero de entidades que 

se producen o se consumen al tener lugar el evento A (capitulo 5, referencia [102}).
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3.2.5. Métodos de solucién de la Ecuacién Maestra 

De la discusién anterior resulta claro que la cantidad central que es preciso 

calcular para obtener una descripcién estocéstica de un fendmeno dado es la dis- 

tribucién de probabilidad P (y,#) asociada a las variables que lo caracterizan. 

Como esta cantidad obedece a la. EM, el problema matemdtico consiste entonces 

en resolver esta ecuacién para condiciones iniciales y/o de fronteras dadas. 

Antes de discutir en mds detalle los métodos de solucién de la EM, es impor- 

tante observar que ésta es siempre una ecuacién lineal en la funcidn de distribucién 

de probabilidad P (y,t). Sin embargo, en la literatura con frecuencia se habla de 

ecuaciones maestras no lineales (capftulos 5 y 6, referencia [102]). Esta clasifi- 

cacién se refiere a la forma en que las probabilidades de transicién por unidad 

de tiempo W (y'/y) dependen de las variables aleatorias independientes y y yf. 

Cuando esta dependencia es no lineal se dice que la EM es no lineal. En este 

sentido, cuando la EM es lineal, las técnicas de soluci6n més usuales son el método 

de los momentos y soluciones mediante funciones generadoras (capitulo 5, refer- 

encia [102]). En ocasiones estas técnicas permiten obtener soluciones analiticas, 

pero con frecuencia es imposible obtener soluciones analiticas explicitas. Otra al- 

ternativa, muy comtin, consiste en aproximar la EM por una ecuacién diferencial, 

la llamada Ecuacién de Focker-Planck correspondiente (capitulo 8, referencia 

{102]). Esto es posible cuando P (y, t) varfa suavemente con la variable y. Como 

en este trabajo no fue necesario aplicar este. método de solucién no se abundaré 

més en él. 

En el caso no lineal la situacién es mucho mds complicada y es practicamente 

inevitable el recurrir a métodos aproximados. Entre éstos el método mejor es- 

tablecido es el introducido por van Kampen y llamado cominmente método de 

desarrollo en 2 (capitulo 10, referencia [102]). La filosoffa basica de este método 

consiste en el desarrollo de la BM en una serie de potencias inversas con respecto a 

un parémetro pequeio, el que a su vez permita pesar la magnitud de los diferentes 

términos de la ecuacién. La seleccién de este parémetro depende, obviamente, del 

sistema clegido, pero debe ser una medida del tamatio del sistema, debido a que 

es bien conocido que los cambios espaciales y temporales que tienen lugar en las 

variables macroscépicas estocdsticas como resultado de las fluctuaciones internas 

tienden a anularse cuando el tamafio del sistema aumenta. Al respecto, conviene 

sefialar que el comportamiento de las variables intensivas es el resultado, en ultima 

instancia, del comportamiento de todas las particulas microscépicas que caracterizan 

al sistema, por lo que es de esperar que la importancia de las fluctuaciones 

internas sea pequefia cuando el tamafio del sistema es muy grande. En este sen- 

tido Q escala las fluctuaciones internas, de modo que los términos con potencias 

mayores de 271 son menos importantes en la EM. 

Una vez que para el sistema bajo estudio'se selecciona el pardmetro de de- 

sarrollo 2 el primer paso a seguir es escribir la probabilidad de transicién en la 

unidad de tiempo en funcién de este parémetro, para lo cual W (y/y’) se reescribe
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en funcién del tamaiio del salto Ay = y—y’ y del punto inicial 7, estableciéndose: 

W (y/y') = Wy’, Ay), (3.19) 

donde la variable y puede ser una. variable intensiva o extensiva. En este caso se 

va. a. estipular que la. misma es extensiva y la variable intensiva 2 correspondiente 

se determina como: 

(3.20) L£= > 

ol
e 

por lo que es posible expresar las probabilidades de transicidn en la unidad de 

tiempo en funcidn del pardémetro de desarrollo, de tal forma que: 

Q > 

Nétese que en la ecuacién (3.21) la probabilidad de transicién en la unidad de 

tiempo depende de una. variable intensiva. y del tamajfio del salto. La posibilidad 

de expresar la probabilidad W en esta forma se basa en el hecho de que la proba- 

bilidad de que se realize un salto esté determinada por el estado termodindémico 

del sistema, el que a su vez es una funcién de la variable intensiva que lo describe. 

En este caso, la aplicacién del método de desarrollo en 2 establece que la 

probabilidad de transici6n por unidad de tiempo sea desarrollada en series de 

potencias de este pardmetro, lo que matemdticamente se expresa como: 

W (y, Ay) = © (#’, Ay) = © (4 Au) . (3.21) 

W (y/y) = f () [2 (Hau) +, (Kay) + | , (3.22) 

donde el factor f (M) puede ser tomado en cuenta implicitamente en la, variable 

tiempo mediante un cambio de la escala temporal. 

Como consecuencia de haber expresado W (y/1/) de acuerdo con las ecuaciones 

(3.21) y (3.22) los momentos de orden M de la probabilidad de transicién por 

unidad de tiempo, usualmente llamados momentos del salto de orden M, se pueden 

expresar de la forma: 

/ (y—y)" W (y/y) ay 

= | (au) 8 uy) ddy 
= ay (s), (3.23) 

am (y) 

y ndétese que éstos son también funciones de 9. De forma general en este caso se 

cumple: 

au (y) = f (Q) on (4) (3.24)
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El segundo paso consiste en anticipar la forma en la que la solucién P involucra 

aQ. Para ello hay que tomar en cuenta que en situaciones de no equilibrio y es del 

orden de 2, ya que se establecié que y es una variable extensiva. Por esta razén 

x seré de orden 1, de acuerdo a la ecuacidn (3.20), es decir, seré independiente 

del tamasio del sistema, acorde con el hecho de que se defini como una variable 

intensiva. Por otra parte, es bien conocido que en el equilibrio las fluctuaciones 

asociadas a y son normales o gaussianas y por ende de} orden 93. Por lo tanto, con 

vistas a tomar en cuenta estos aspectos, van Kampen propone que y consista de 

dos partes: una, parte macroscdpica o determinista Oy (t), donde su dependencia 

temporal es descrita por una funcién desconocida y (¢), y una. parte fluctuante 

de orden 93 descrita por una nueva variable ¢. Todo esto puede ser expresado 

matemdticamente por la transformacién de variables: 

y = Mp (t) +. 236, (3.25) 

y como resultado se cumple entonces la siguiente relacién entre la probabilidad P 

y 2: 

Ply,t) >P (2 (t)+ a4, t) =n(é,t). (3.26) 

Si las ecuaciones (3.22), (3.25) y (3.26) se sustituyen en la EM (3.16) se 

obtiene la ecuacién correspondiente para 7 (¢,t). La expresién resultante tiene la 

ventaja de que puede ser reescrita tomando como factor comin las potencias de 

2. En este caso, los términos correspondientes a Q°-2 responden a la relacién: 

= aap), (3.27) 

donde recordando que y describe la evolucién temporal de la parte macroscdpica 

de y, la ecuacién (3.27) debe corresponder con la ecuacién macroscépica del 

sistema. 

Por otra parte, los términos correspondientes a ° definen la siguiente relacidn: 

a a 1 & 
an (6,4) = ~o4 (¢) ace™ + 52 (y) 3a” (3.28) 

donde el superindice’ representa la derivada con respecto a . La ecuacién (3.28) 

es una ecuacién de Focker-Planck lineal y describe las fluctuaciones temporales 

alrededor de la parte macroscépica. El hecho de que sus coeficientes dependan 

del tiempo indica que se incluye el caso de que el sistema se encuentre en estado 

de no equilibrio o no estacionario. Esta ecuacién se reduce a una ecuacién de 

Focker-Planck ordinaria si se consideran las fluctuaciones alrededor de la solu- 

cién estacionaria de la ecuacién (3.27), o si cy es una funcidén lineal y a es una 

constante.
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Si es posible encontrar una solucién de la ecuacién (3.27) para alguna condicién 

inicial yy, a su vez es posible encontrar la solucién de la ecuacién (3.28) para la 

condicién inicial: 

m(¢,0) =6(¢), (3.29) 

que constituye la solucién de aquella parte de la EM que corresponde a los tér- 

minos de 9°. 

En la aplicacién del método de desarrollo de van Kampen suelen tomarse sélo 

estos dos primeros términos del desarrollo, lo que se denomina aproximacidén lineal 

al ruido (capitulo 10, referencia 3.11). Esto permite determinar, con relativa 

facilidad, la solucién de la EM, pero sélo puede aplicarse cuando i) les términos 

que acompanian a 0/2 gl expandir en series la EM corresponden a la ecuacién 

macroscépica determinista del sistema, ii) la distribuctén de probabilidad asociada 

a las fluctuaciones ¢ alrededor de ta variable intensiva N es normal o gaussiana, 

lo que se cumple cuando los sistemas se encuentran en estado estacionario o de 

equilibrio y iii) los valores deterministas de las variables macroscépicas puedan 

ser identificados con sus correspondientes valores esperados 0 promedios, Cuando 

estas condiciones no se cumplen es necesario tomar en cuenta otros términos del 

desarrollo en Q,lo que usvalmente conlleva a un aumento en complejidad desde el 

punto de vista matemético. 

El método introducido por van Kampen significé un importante aporte en 

la teorfa de los procesos estocdsticos ya que, ademas de permitir encontrar una 

solucién aproximada de la EM para el caso no lineal, en muchos fenédmenos, afor- 

tunadamente, pueden ser establecidas las consideraciones anteriores relacionadas 

con el método de desarrollo en 9, de ahi que este método sea tan cominmente 

usado.



4. Descripcién estocdstica de 

biopelfculas 

Como fue sefialado en el capitulo 2, resulta conveniente disponer de modelos 

matematicos que permitan describir las fluctuaciones que se producen en el espesor 

de las biopeliculas por los efectos pueden ocasionar en los procesos relacionados 

con éstas. Habiéndose analizado la imposibilidad de las técnicas deterministas y 

estadisticas para tomar en cuenta estas fluctuaciones, se propone modelar desde 

el punto de vista mesoscdpico el comportamiento temporal del espesor. Esto 

implica identificar a esta variable con una funcién o variable estocastica, y aplicar 

los métodos y principios descritos en el capitulo 3. 

En este capitulo se presentan un conjunto de modelos estocdsticos que per- 

miten describir el comportamiento de las biopelfculas considerando tres casos: 

Caso 1: biopelicula uniespecie sin des- prendimiento, Caso 2: biopelicula uniespecie 

con erosion y Caso 3: biopelécula multiespecie con erosion. Al respecto, conviene 

sefialar que estos modelos sélo permiten predecir las fluctuaciones internas tem- 

porales del espesor debido a las consideraciones establecidas para su obtencién. 

4,1. Consideraciones generales 

Recordando los aspectos planteados en el capitulo 2, en las biopeliculas tienen 

lugar un conjunto de fenémenos interrelacionados entre s{, algunos de los cuales no 

se conocen con toda exactitud. A pesar de que los métodos estocdsticos permiten 

una descripcién mds amplia de estos fenémenos que los métodos deterministas, 

precisan igualmente del establecimiento de un conjunto de consideraciones. Esto 

se debe a que es necesario lograr un equilibrio entre la complejidad matemdtica y 

la correspondencia con la realidad. 

El sistema seleccionado fue la biopeltcula. Para describir su comportamiento 

se escogié como variable intensiva al espesor, y como variable extensiva el 

nimero total de microorganismos presentes. El tamano del sistema se caracterizd 

a través del Grea superficial del sdlido sobre el que se desarrolla la biopelicula. Por 

otra parte, los pardmetros externos, asociados con las condiciones ambientales 

en las que tiene lugar el desarrollo de ja biopelicula, se identificaron con variables 

deterministas. Mas atin, estos pardmetros se consideraron constantes en el tiempo 

e iguales para todos los microorganismos de una misma. especie, por lo que sélo 

se consideran las fluctuaciones internas temporales del espesor. 

27
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Para obtener los modelos mateméticos que se presentan, se considerd des- 

preciable la influencia de la edad de los microorganismos individuales y de la 

biopeltcula en conjunto. Aunque es bien conocido que no es exactamente asi, esta 

consideracién fue necesaria e inevitable para poder representar a los procesos que 

tienen lugar como markovianos y aplicar los métodos de modelacién estocdstica 

que han sido desarrollados para este tipo de procesos. 

Se supuso que los procesos o eventos elementales que tienen lugar en el inte- 

rior de la, biopelfcula son: la reproduccidn y muerte de les microorganismos, las 

interacciones entre las especies presentes y el desprendimiento de biomasa por la 

erosion ejercida por el esfuerzo de corte del fluido. Estos procesos se consideraron 

markovianos de un paso, ya que fue establecido que los mismos no dependen de la 

edad de los microorganismos individuales ni de la edad de la biopelicula y, ademés, 

el cambio neto en la cantidad total de microorganismos que tiene lugar al ocurrir 

cualesquiera de estos eventos es un ntimero finito. 

Como muerte de los microorganismos se establecié el cese de su actividad 

metabélica, y no incluye la lisis celular que se produce posteriormente. Esto 

hizo posible suponer que el volumen ocupado por un microorganismo vivo ¢s 

igual al ocupado por un microorganismo muerto. También se considera que todos 

los microorganismos tienen igual volumen, y que éste incluye tanto el volumen 

ocupado por un microorganismo individual como el de los productos de su actividad 

metabélica. 

4.2. Caso I: Biopelicula uniespecie sin erosién 

4.2.1. Definicién de los eventos elementales 

En el caso de una biopelicula uniespecie sin desprendimiento de biomasa sélo se 

consideraron dos eventos elementales: 1) la reproduccidn de los microorganismos 

y 2) la muerte o cese de la actividad metabdlica de éstos. Identificando a ny 

con el mimero de microorganismos vivos, Nm con el numero de microorganismos 

muertos y N con el mimero de microorganismos totales, la reproduccién de los 

microorganismos se expresa como: 

ny * Ny, (4.1) 

y su muerte: 

Thy 4, Tm, (4.2) 

con ja restriccién adicional de que, al no considerarse la lisis celular, el ntimero 

total de microorganismos se conserva, es decir, se cumple: 

N = ny + Mm. (4.3)
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En estas relaciones p es la tasa de reproduccién, conocida comtinmente como 

rapidez o velocidad espectfica de crecimiento o reproduccién y 6 es la tasa de 

muerte, conocida como velocidad especifica de muerte o coeficiente de mantenimiento. 

4.2.2. Obtencién de la Ecuacién Maestra 

Recordando los aspectos planteados en el capitulo 3, para obtener la EM es 

preciso definir mateméticamente las probabilidades de transicién por unidad de 

tiempo correspondientes a los eventos elementales que tienen lugar en el sistema. 

Suponiendo razonablemente que la probabilidad de que un microorganismo se 

reproduzca aumenta a medida que el numero de microorganismos vivos presentes 

sea mayor, y que, de forma similar, la probabilidad de que un microorganismo 

mwuera se incrementa con el ntimero de microorganismos vivos, se consideré que 

las probabilidades de transicién por unidad de tiempo asociadas a estos eventos 

son funciones lineales del nimero total de microorganismos vivos. En este caso 

la probabilidad de transicién por unidad de tiempo W; de que tenga lugar la 

reproduccién de los microorganismos se expresa como: 

Wi (nv, Mm) = Ply, (4.4) 

y la probabilidad de transicién por unidad de tiempo W, de que tenga lugar la 

muerte de los microorganismos: 

We (nu, Mm) = bry. (4.5) 

Sustituyendo las ecuaciones (4.4) y (4.5) en la EM (3.18) se obtiene la EM 

correspondiente al caso de una biopelicula uniespecie sin desprendimiento de bio- 

masa: 

OP (ny, N;#) 
Bt B (my +1) P (ry + 1,.N3t) + (M — 1) P (ro ~ 1,N5t) 

—pnyP (ny, N3t) — bnyP (rw, N54), (4.6) 

sujeta a la condicién inicial: 

P (ny, N;t) = Cbn,.n9On.we = 1 para t = 0, (4.7) 

donde P (ny, N;t) denota la probabilidad de tener ny microorganismos vivos y NV 

microorganismos totales al tiempo ¢, y C es una constante de normalizacién. 

4.2.3. Solucién de la Ecuacién Maestra 

Debido a que la EM (4.6) es lineal, para su solucién se aplicd el método de 

los momentos. Para determinar el momento M de la distribucién de probabilidad
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P(n,,N;t) se multiplica toda la EM por a™ y se suma. para todas las #. El 

momento M se determina de la ecuacién resultante considerando la siguiente 

relacién: 

a”), = » a™ P (A,t), (4.8) 

donde 7 es un vector definido como: 

a= [Wy], (4.9) 

y (f™), representa el valor esperado de 7. 

La aplicacién de este método permitis obtener para el comportamiento de los 

valores esperados (ny) y (N) de ny y N respectivamente: 

d (ry) 
dt 

HM) = lew), (4.11) 

y para las varianzas 02, oh y covarianza On,7Nn deny y N: 

  = (u—b) (ru), (4,10) 

de? Ms _ (yn —d)ot, + (u+8) (tm), (4.12) 

do? 
Te = pou + p (No), (4.13) 

d 
—asN = —b0n,on +p (ny), (4.14) 

donde las relaciones entre las varianzas y covarianzes y los momentos de la dis- 

tribucién de probabilidad P (ny, .N;t) son las siguientes: 

Tay = (ne) — (ny) (nv) + (4.15) 

a2, = (N*) — (N) WN), (4.16) 

On, ON = {twN) — (rv) WN). (4.17) 

Para describir el comportamiento estocdstico temporal en funcién de las variables 

intensivas™ fue necesario establecer una correspondencia entre las variables 

extensivas n, y N y las variables intensivas Facr, que representa el valor del espesor 

equivalente compuesto por microorganismos vivos, y espesor total E.
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La estructura altamente compleja y heterogénea de las biopeliculas hace prac- 

ticamente imposible describir con toda exactitud la relacién entre estas variables, 

por lo que se consideré que la biopelicula es espacialmente homogénea. Si Um 

representa el volumen ocupado por un microorganismo individual y sus productos 

extracelulares, entonces el volumen Vj, ocupado por el conjunto de todos microor- 

ganismos y los productos metabdlicos que se quedan atrapados en la biopelicule 

se supone igual a: 

Vin = Um. (4.18) 

Tomando en cuenta que la porosidad « es igual a la fraccién en volumen de 

agua con respecto al volumen total de la biomasa V, y la ecuacién (4.18), es facil 

encontrar que V se puede calcular como: 

UmN 

(l-e) 

A partir de la ecuacién (4.19), y recordando que el espesor se puede definir 

como el volumen total de biomasa presente dividido por el drea superficial del 

sdlido A,, se obtuvo para el espesor activo equivalente Fact: 

V=   (4.19) 

Unley 
Fact = =F 4.2 

‘act Ay (l _ €) , ( 0) 

y para el espesor total E: 

UmN 
E = ——_.- 4,21 

Ay (1 — €) (4.21) 

Partiendo de las ecuaciones (4.20) y (4.21), se obtienen las siguientes relaciones 

entre el valor esperado y la varianza de las variables extensivas y de las intensivas 

correspondientes: 

  

  

(Bact) = a (4,22) 

(N) Ey = 4,23 (Ey = (4.23) 

2 

ob, = Be (4.24) 

b= (4.25) 

Oman = ES", (4.26) 
x
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donde: 

B = Ap (1 _ €) . 

Um 

Sustituyendo (4.22) en (4.10), (4.23) en (4.13), (4.24) en (4.12), (4.25) en 

(4.13) y (4.26) en (4.14) se obtuvieron las siguientes ecuaciones diferenciales ordi- 

narias para el valor esperado y la varianza de las variables intensivas: 

(4.27) 

d (Foc 
2 (Fat) = ( _ b) (Enact) ’ (4.28) 

a{E) _ aM Bact)» (4.29) 

do? (+B) (Hace) 
act ~b 2 aci ™ . 

ait 2(u— blow, + a) A, eA” (4.30) 

do% 2 , te ( Fact) Um —#= oo OL 

dt HOE + a - 6) Ay’ (4 3 ) 

do n.n0E ps (Eact) Um 
—s = =—b oe A, 

dt OT Bact OE + (l _ 6) ‘As’ ( 32) 

sujetas a las condiciones iniciales: 

(Ect) = (Enact) para t= 9, (4.33) 

(E) = (E), parat = 0, (4.34) 

Tr =O para t = 0, (4.35) 

o%, = 0 para t = 0, (4.36) 

On. = 9 porat=9. (4.37) 

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales (4.28)-(4.32) representan matemati- 

camente la evolucién en el tiempo del valor esperado y la varianza del espesor 

activo y espesor total de la biopelicula. En este caso se predicen los siguientes 

hechos: 

1) comportamiento temporal del valor esperado del espesor activo equivalente: 

(Ect) = Faeoe™, 
(4.38) 

2) comportamiento temporal del valor esperado de espesor total:



  

      

  

  

Figura 4.1. (Egct) vs t predicho, donde: 

[=]: Geb)=-1, [— —] :(u-b)=0, [— —] :(u-b)=1 

  

  

  

  

Figura 4.2. (E) vs ¢ predicho, donde: 

[-]: (e-by=, [| (p-b)=0, [- —] -(y-b)=1 

 



  

  

    
Figura 4.3. o%,,, vs t predicho, donde: 

[+]: (w-b)=-1, [- —] :(u-b)=0, [~ —] -(-b)=1 

  

  

  

  

  
  

Figura 4.4. 3, vs t predicho, donde: 

[=]: (4-b)=-1, [— —] :(u-b)=0, [- —] :@b)=1
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Figura 4.5. o7,,,0x US t predicho, donde: 

[-] : (wb)=-1, [— —] s-b)=0, [- —] :@b)=1 
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= Hg Het (FE), = Eo ( qs) + Gi 5° ) , (4.39) 

3) comportamiento temporal de las varianzas y covarianzas: 

2 (+ 6) FactoUm  ¢o(u—bye (ude 4 = 0m - Al 

Tbe Weal ae (4.40) 
Fou, 2 ovm Que (u—byt A 

o = Zia) (i-a) fe e }, (4.41) 

HE act orn {e™ - eft HF} . (4.42) 
Ope bAy (1 — &) 

Los gréficos correspondientes a estos comportamientos, considerando una biopelicula 

arbitraria con valores Eo, Facto y 6 unitarios, se muestran en las figuras 4.1 a la 

4.5. 

De acuerdo con los resultados anteriores, obsérvese que en Ja evolucién tempo- 

ral del espesor activo equivalente Fact, predicha por este modelo y que se muestra 

en la figura 4.1, se pueden distinguir tres situaciones diferentes. Cuando la tasa 

de reproduccién p: es mayor que la tasa de muerte b, Egce aumenta con el tiempo. 

En cambio, cuando p es igual a b, Fact tiende a tomar un valor constante en el 

tiempo, mientras que disminuye cuando pz es menor que b. Estos comportamien- 

tos son razonables si se recuerda que las tasas de reproduccién y muerte son una 

medida de las velocidades a las que ocurren estos procesos. 

Con respecto a las fluctuaciones internas temporales que se presentan en el 

espesor activo, mostradas en la figura 4.3 y medidas a través de la varianza. Ther SE 

puede apreciar que las mismas se incrementan con el tiempo, y por tanto afectan 

el comportamiento del espesor cuando yp es mayor que b, mientras que tienden 

a tomar un valor constante para las otras situaciones, donde se predice que su 

influencia es mucho menor. 

Obsérvese que la evolucién temporal del espesor de biopelicula F cuando yu es 

mayor que b, representado en la figura 4.2, se corresponde cualitativamente con la 

fase de crecimiento exponencial de evolucién de la biopelfcula experimentalmente 

observado y mostrado en la figura 2.1. Sin embargo, el modelo predice que el 

espesor se incrementa indefinidamente en el tiempo y que nunca se alcanza el 

estado estacionario, lo que no se corresponde con los hechos observados. Esto se 

debe a. que no se consideré el desprendimiento de biomasa por la erosién ejercida. 

por el esfuerzo de corte del fluido, que es uno de los procesos mds importantes a 

tomar en cuenta en estos sistemas. 

Por otra parte, aunque generalmente la tasa de reproduccién es mucho mayor 

que la tasa de muerte, existen situaciones en que esto no es asi, como por ejemplo, 

cuando en el medio existen sustancias téxicas o la concentracién de sustrato es in- 

suficiente. Estas situaciones han sido analizadas, en particular, cuando se estudia
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la accién de los biocidas en las biopeliculas [46]-(48]. En este caso se ha observado 

una disminucién significativa del espesor [47], la que no es predicha en el modelo 

propuesto, tal y como se aprecia en la figura 4.2 cuando p es menor o igual que b. 

F'sto se debe a la no consideracién del desprendimiento de biomasa por erosién ni 

de la lisis celular que ocurre posterior a la muerte de los microorganismos. 

En la figura 4.4 se aprecia que las fluctuaciones temporales que se producen 

en el espesor de biopelicula E, representadas por la varianza de éste, 02,, tienden 

a. aumentar indefinidamente en el tiempo. De aquf que, de acuerdo con este 

modelo, para una biopelicula uniespecie sin desprendimiento de bio- 

masa 0 en la fase de crecimiento exponencial, estas fluctuaciones juegan 

un papel importante en el comportamiento del espesor y, por tanto, en 

los procesos relacionados con biopeliculas, por lo que las mismas no 

deben ser despreciadas. Esta prediccién es importante ya que estas fluctua- 

ciones pueden originar inestabilidades en el comportamiento de las biopeliculas, 

las que podrfan disminuir la accién de los biocidas en aquellos procesos donde éstas 

resultan indeseables, como se sugiere en la referencia [46], o pueden prolongar la 

fase de puesta en marcha de los filtros percoladores, como se veré posteriormente 

en el capftulo 5. 

Es importante sefialar que las soluciones obtenidas describen parcialmente 

el comportamiento estocdstico de una biopelicula uniespecie sin desprendimiento. 

Esto se debe a que sélo se determinaron los dos primeros momentos de la distribu- 

cién de probabilidad correspondiente, ya que permiten estimar la magnitud de las 

fluctuaciones y son los que usualmente se observan experimentalmente. El valor 

esperado y la varianza permiten describir totalmente el sistema cuando se conoce 

que la distribucién de probabilidad asociada es normal o gaussiana. En este caso 

no existen bases para establecer esta consideracién para todas las situaciones que 

se puedan presentar, salvo en aquellas en que se observa que el espesor toma un 

valor constante en el tiempo. 

4.3. Caso Il: Biopelicula uniespecie con erosién 

4.3.1. Definicién de los eventos elementales 

En el caso de una biopelfcula uniespecie con erosién de biomasa tienen lugar 

cuatro eventos elementales espectficos: 1) reproduccién de los microorganismos, 2) 

muerte de los microorganismos, 3) desprendimiento por erosién de los microor- 

ganismos vivos y 4) desprendimiento por erosion de los microorganismos muertos. 

Estos eventos se representan de la siguiente forma. La reproduccién de los mi- 

croorganismos sé expresa como: 

Ty Hr Qrry, (4.43) 

y su muerte:
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b 
Ny + Am, (4.44) 

mientras que el desprendimiento de microorganismos vivos se representa como: 

Ka 

2ny 4 of (4.45) 

y el desprendimiento de los microorganismos muertos: 

Ka 

Qn (4.46) 

Adicionalmente se cumple que el nimero total de microorganismos se conserva, 

de tal forma que: 

N= +m. (4.47) 

En Jas expresiones (4.45) y (4.46) Kg representa la constante espectfica de 

velocidad de desprendimiento, referida al nimero de microorganismos y A; el drea 

superficial del sélido sobre el que se desarrolla la biopelicula. 

4.3.2. Obtencidén de la Ecuacién Maestra 

Para obtener las probabilidades de transicidn en la unidad de tiempo se supuso, 

al igual que en el caso anterior, que estas cantidades son funciones lineales del 

mtimero de microorganismos vivos para los eventos de reproduccién y muerte, de 

tal forma que la probabilidad de transicién por unidad de tiempo de que tenga 

lugar la reproduccién de los microorganismos es: 

W, (nv, Mm) = Be (4.48) 

y la probabilidad de transicién por unidad de tiempo de que tenga lugar la muerte 

de los microorganismos esté dada por: 

Wo (Ry, 7m) = bry. (4.49) 

Tomando en cuenta que, como es razonable suponer, la probabilidad de que 

un microorganismo se desprenda es proporcional al ntimero de micreorganismos y 

el hecho demostrado experimentalmente de que la constante de velocidad a la que 

este proceso tiene lugar también es proporcional al mimero de microorganismos 

pero inversamente proporcional al drea Ay ocupada por la biomasa. (32, 33], para 

los eventos relacionados con la erosién de la biopelicula se supuso que las probabili- 

dades de transicién en la unidad de tiempo asociada a cada evento son funciones 

cuadréticas del mimero de microorganismos presentes y que son inversamente pro- 

porcionales al area Ay, de tal forma que la probabilidad de transicién por unidad
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de tiempo de que tenga lugar el desprendimiento de los microorganismos vivos se 

puede representar por: 

Ws (ny, 2m) = (32) nz, (4.50) 

y la probabilidad de transicién por unidad de tiempo de que tenga lugar el des- 

prendimiento de microorganismos muertos es: 

We (mo, 2m) = (3) 2, (4.51) 

Sustituyendo las ecuaciones (4.48)-(4.51) en la ecuacién maestra (3.18), se 

obtiene la EM correspondiente al caso de una biopelicula uniespecie con erosion, 

OP ;t 
BP (oo Ni8) = pm —1)P (rm -1,N—15t) 

+6 (my +1) P (my +1,N;2) 

4A (ne +2)°P (ty +N +250) 
b 

4 AE (N= ty +2)? P (my N +252) 
b 

pitty P (ny, N;t) — bnyP (ny, N3t) 

Ka 4 Ka 2 
——*n?P (n,,N3t) — = (N — ty)” P (1, N5t), 4.52 EARP (My, Nit) — GE (N ~ Me)? P (as Nit), (42) 

sujeta a la condicién inicial: 

P (ny, Njt) = C6, n96n,wo = 1 para t = 0, (4.53) 

donde C es una constante de normalizacién. 

4.3.3. Solucién de la Ecuacién Maestra 

Puede observarse ficilmente que la BM (4.52) es una ecuacién no lineal. 

Para su solucién se empled el método de desarrollo en 2 con aproximacién lineal 

al ruido. Las variables intensivas consideradas fueron el espesor activo equiva- 

lente Eace y el espesor total de biopelicula E', mientras que las variables extensivas 

seleccionadas fueron el ntimero de microorganismos vivos ny y el nimero de mi- 

croorganismos totales N. Las relaciones entre estas variables corresponden a las 

ecuaciones (4.20) y (4.21). El pardmetro 2 elegido para aplicar el método de 

desarrollo de van Kampen se define como: 

Ap (i _ €5) 

Un 
Q (4.54) Ill
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Las relaciones entre las variables intensivas y las extensivas se definieron de 

acuerdo a. los principios establecidos en este método y presentados en el capitulo 

3, de tal forma que: 

My = DEace + 22 Cocts (4.55) 

N =9E +946, (4.56) 

donde ¢,4 y ¢ representan las fluctuaciones que se producen alrededor de las 

variables intensivas E,., y E respectivamente producto de los eventos internos de 

reproduccién de los microorganismos y desprendimiento de biomasa que tienen 

lugar en la biopelicula. 

La. aplicacién del método de desarrollo en 2 con aproximacién lineal al ruido 

permitié obtener las siguientes ecuaciones diferenciales que representan la evolu- 

cién temporal del valor esperado, varianza. y covarianza del espesor activo equiva- 

. lente y del espesor total: 

out) = (u~b) (Bact) — 2K 3 (Eact)” , (4.57) 

= 1 (Bact) — 2K (Hact)” — 2K y ((E) ~ (Bact))” (4.58) 

  

do? +6 

de <9 (yb — AK (Ena)) 0%, + LE (Bet 
dt Q 

Ae Ba), (4.59) 
2 

do? Be 

GE = 2(U-AKy (Bact) 015 + (Pact 
4K; 4K; 

+=! (Bast)” + 58 ((B) ~ (Bact) (4.60) 

rae = (2n-b-8Ky (Eact)) 0 EaeTE 

AK? 

+5 (Bact) + G4 Bact)” (4.61) 

sujetas a las condiciones iniciales: 

(Ect) = (Eact)o porat= 0, (4.62)
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(BE) = (E), para t = 0, (4.63) 

op, = 0 parat =0, (4.64) 

o2,=0 parat =0, (4.65) 

Tak = 0 parat =0. (4.66) 

El comportamiento estocdstico del espesor de estado estacionario se determina 

igualando a cero el término correspondiente al operador diferencial temporal de 

las ecuaciones (4.57)-(4.61). En este caso se obtuvo: 

  

  
  

  

_ @-?) 
(Enact) « 2K; , (4.67) 

_ /b(e—>) , 4) {E), = ‘Ke + Oy (4.68) 

Bact? ~ 9 Ay (1 — ey) {4K (Bact), — (#— 8)}? ae) 

2 (4Ky (Eset), + 4Kj ((E), 7 (Eact),)” th (Buct) s) Um 
on = 2A, (1 — &) {4Ky (Eact) , — +} (470) 

{1 (Bact) + 4K (Bact), } Um (4.71) OR...OR = ooo? 
Bee 2 As (1) {8Kj (Bact), +0 — 2} 

donde K;, representa la constante especifica de velocidad de reproduccién referida 

al espesor de la biopelicula, cumpliéndose que: 

Ky Kee eo), (4.72) 
Um 

Es importante destacar que las ecuaciones ( 4.67)-(4.71) describen completa- 

mente el comportamiento estocdstico de una biopelicula uniespecie con desprendimiento 

de biomasa debido a la erosién ejercida por el esfuerzo de corte del fluido, cuando 

la misma se encuentra en la fase de estado estacionario de su evolucion temporal. 

Esto se debe a que en estado estacionario la funcién de distribucién de probabil- 

idad es normal o gaussiana, por lo que basta la definicidn de sus dos primeros 

  

momentos para representarla.



  

     
00 2 4, 6 8 410     

Figura 4.6. (£) vs. t para una biopelfoula ar- 

bitraria 
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Considerando que la tasa de muerte es mucho menor que la tasa, de reproduc- 

cidn, la solucién de la ecuacién (4.58), sujeta a la condicién inicial (4.63), tiene la 

forma: 

HEo 
(B) = 2K gE + (wu — 2K Eo) ene? (478) 

la que representa la evolucién temporal del valor esperado de espesor para una 

biopelicula uniespecie con erosién y totalmente activa. Este comportamiento se 

muestra en la figura 4.6 considerando una. biopelicula arbitraria con Ey = 1 pm, 

pe=ld?}, Ka=0.01 dum yb << p. 

Si se compara cualitativamente el comportamiento predicho en la figura 4.6 

con el observado experimentalmente y mostrado en la figura 2.1, se aprecia que el 

modelo propuesto sélo describe las fases de crecimiento exponencial y de estado 

estacionario en la evolucién temporal de las biopeliculas. Esto se debe a que no 

se consideraron los fenémenos de deposicién y atrapamiento de los microorganis- 

mos que juegan un papel fundamental en la primeras etapas de formacién de 

la biopelicula, por lo que no se puede describir la fase de retardo. Tampoco se 

consideré la influencia de la edad de la biopelicula en los procesos internos que 

tienen lugar en la biomasa, ni otros fenémenos relacionados con el metabolismo 

anaerobio que se presenta bajo determinadas condiciones, por lo que el modelo no 

puede describir la fase de desprendimiento. 

Resulta conveniente establecer una correspondencia entre el valor esperado y 

la varianza del espesor y las variables experimentales que se miden usualmente 

en estos sistemas. En el caso del valor esperado esta correspondencia es obvia. 

Con respecto a la varianza, se puede suponer que la misma se relaciona con la 

rugosidad R, de la biopelicula de acuerdo a. la siguiente expresidén: 

R, = 0% (4.74) 

{(u + b) (Ect) ¢ + 4K; (Enact) } Um 

2Ay (1 a &) {4K (Enact) s ~ (u ~ b)}. 

La ecuacién (4.74) no se establecié de manera arbitraria, sino que fueron toma- 

dos en cuenta los siguientes hechos. Por definicién, la varianza es una medida, de 

las fluctuaciones, ya que su raiz cuadrada es igual a. la desviacién tipica. Por otra 

parte, la rugosidad se identifica con le desviacién tipica de los valores de espesor 

medidos experimentalmente a una distancia tal que no exista correlacién espacial 

entre éstos [78, 80]. Si se asume que la evolucién temporal de las biopeliculas es 

un proceso ergédico, los promedios temporales medidos en una misma. muestra 

son iguales a los obtenidos cuando se observan un conjunto de muestras indepen- 

dientes.
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Al respecto, la ecuacién (4.74) predice que la rugosidad toma un valor muy pe- 

quefio y prdcticamente despreciable cuando el tamazio del sistema es muy grande 

en comparacién con el tamaiio de los microorganismos, lo que es de esperar si se 

recuerda que la misma se relaciona en este contexto con las fluctuaciones inter- 

nas. Esto se corresponde con el hecho experimentalmente demostrado de que la 

rugosidad sdélo se puede calcular cuando se miden valores puntuales de espesor, 

donde mateméticamente el érea superficial del sélido correspondiente al sistema 

observado tiende a cero y fisicamente significa que el 4rea observada y el Area 

ocupada por un microorganismo individual son del mismo orden [80]. 

4.4, Caso III: Biopelicula multiespecie 

4.4.1, Definicién de los eventos elementales 

Para el caso de una biopelicula multiespecie con desprendimiento de biomasa 

por erosién se consideraron los siguientes eventos elementales: 1) la reproduccidn 

de los microorganismos de cada una de las especies presentes, 2) las interacctones 

presa - depredador que tienen lugar entre las especies, 3) la muerte de los microor- 

ganismos, 4) el desprendimiento por erosién de los microorganismos vivos y 5) el 

desprendimiento por erosién de los microorganismos muertos. Asi, la reproduc- 

cién de los microorganismos pertenecientes a las especies que no interaccionan o 

interaccionan indirectamente se representa como: 

x, 44 2X, (4.75) 

t=, (4.76) 

donde N representa el ntimero de especies, X; el mimero de microorganismos de 

la especie #, y pi la tasa de crecimiento de los microorganismos de la especie 7; la 

reproduccién de los microorganismos presas y depredadores es: 

2 

Y; > 2Y;, (4.77) 

4 
Zj + Yj 2Z;, (4.78) 

j=1..M, (4.79) 

donde M representa al niimero de interacciones presa - depredador que se tienen 

lugar en la biopelicula, Y; es el ntimero de microorganismos presas y 4; el ntimero 

de microorganismos depredadores que participan en la j interaccién; la muerte de 

los microorganismos se describe como:
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ai x, 4, (4.80) 

y; 3 U, (4.81) 

4 2, 40, (4.82) 

donde U representa al nimero de microorganismos muertos y bi, BB y bh re+ 

presentan las tasas de muerte para cada especie de microorganismo presente en 

la biopelfcula, y el desprendimiento por erosién de los microorganismos vivos y 

muertos se representa: 

Ka 
2X; 2, (4,83) 

Ka 
ay;  ¥, (4.84) 

Ka 
22; 4 YY; (4.85) 

Ka 
au & 7, (4.86) 

donde Kg representa la constante de velocidad especifica de desprendimiento de 

biomasa referida al espesor de la biopelicula, la que se supuso igual para todos los 

microorganismos presentes, y Q se determina por: 

A; (1 - 6) 

Um 
2 ; (4.87) Ill 

El numero total de microorganismos L se conserva, por lo que se cumple: 

N M 

L=SlXi4+ G42) +0. (4.88) 
i=1 j=l 

Obsérvese en este caso que el numero total de eventos elementales que tienen 

lugar en esta biopelicula depende del mimero de especies presentes y de interac- 

ciones presa-depredador entre éstas, y ser4 igual a 3N+6M +1.
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4.4.2. Obtencién de la Ecuacién Maestra 

De acuerdo con los eventos elementales definidos para este caso, se supusieron 

las siguientes relaciones que describen las probabilidades de transicién en la unidad 

de tiempo W asociadas a cada uno de los eventos definidos. Similar a los casos an- 

teriores, para la reproduccién de los microorganismos pertenecientes a las especies 

que no interaccionan o interaccionan indirectamente la probabilidad de transicién 

por unidad de tiempo es: . 

Wir = Xi, (4.89) 

y para la reproduccién de los microorganismos pertenecientes a las especies que 

son empleadas como fuente de alimento por los depredadores: 

Wryin = HRY. (4.90) 

Suponiendo razonablemente que la probabilidad de que un microorganismo 

predador se reproduzca es proporcional tanto a la cantidad total de éstos, como 

a la cantidad de microorganismos que le sirven de alimento, y considerando que 

esta. probabilidad disminuye a medida que el tamaiio del sistema es mayor, la 

probabilidad de transicién por unidad de tiempo asociada a la, reproduccién de 

los microorganismos depredadores se describe por la relacién: 

J 

Woe = BY; 5, (4.91) 

Al igual que en los casos anteriores, la probabilidad de transicién por unided 

de tiempo asociada a la muerte de los microorganismos se establecié de tal forma 

que: 

Wim = HX, (4.92) 

Wagon = d1Y5, (4.93) 

Wojm = 4Z;, (4.94) 

mientras que para el desprendimiento de biomasa causado por la erosién ejercida 

por el esfuerzo de corte del fluido se supone: 

Wea = 1X2, (4.95) 
2 

K. 
Wija = ar (4.96) 

K, 
Waa = qi (4.97)
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Waa = S02 (4.98) 

Sustituyendo las ecuaciones (4.89)-(4.98) en la ecuacién (3.18) se obtiene 

la EM para una biopelfcula multiespecie con desprendimiento de biomasa por 

erosion: 

oP x Mo. 
mn = = So (sey 1) axXiPt+>o (By) By" - 1) paYjP 

#=1 j=1 

M j N 

+>. (BP Eg - 1) ty, 2,P +30 (BP = 1) hXP 
t=1 I= 

+>) (ay - 1) bY; P + > (43 - 1) 4 Z,P 

g 
&.
 

Ka 2 QuP (2 BY? — 1) Kixtp 4 (BBE 1) 
j=l 

we
 

M=
 

i oe 

(Bp EY - 1) ee 
I 

M 2 

+ (EP - y( - x So (G+ 2) P, (4.99) 
j=l 

sujeta a la condicién inicial: 

P= Cb py 29» Sern 29,54 ¥ 2 P¥ em V5 2 29-22% SEAL =l1parat=0, (4.100) 

donde C es una constante de normalizacién y P representa la funcién de proba- 

bilidad conjunta definida como: 

Pe P(X, 0, Xa Yayo Yes Zay os Sm, L3d)- (4.101) 

En la ecuacién (4.99) el operador 5 es el operador de ascenso definido por: 

E&|F (2) = F(2+a), (4.102) 

donde F es una funcién arbitraria de la variable ”discreta” x y @ representa el 

cambio en 2.
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4.4.3. Solucién de la Ecuacién Maestra 

La EM (4.99) es una ecuacién no lineal, por lo que para su solucién se 

aplicé el método de desarrollo en 2 con aproximacién lineal al ruido. Como 

variables intensivas fueron seleccionadas los espesores de biomasa equivalente de 

cada especie de microorganismos #;, yj, 2; y el espesor total de biopelicula E. El 

pardémetro 2. se define de acuerdo a la ecuacién (4.87). Las relaciones entre las 

variables intensivas, las extensivas y las fluctuaciones son las siguientes: 

Xs = Nn; + 2 Coy, (4.103) 

Y; = Oy; +22G,,, (4.104) 

2; = Nay + 22C,,, (4.105) 

L=2B+0%Cz, (4.106) 

donde ¢ representa las fluctuaciones alrededor de la correspondiente variable in- 

tensiva, especificada como subindice. 

De acuerdo con este modelo, los valores esperados de estado estacionario de 

las variables intensivas son: 

_ (ui — 64) 
(= “oR (4.107) 

wi(uh-h) od 
4K3 2Ka 

(3), = Sor (4.108) 
3\2 ? 

{14+ GP} 

(= %) oe 
(yi), = SK, 7 OK, {2745 (4.109) 

(F), = {a { (4 (xi), — 2Ka (xi)3) + »~ o,}} 
it 

N M M 

+> ei), + So wi), + 0 des (4.110) 
i=l j=l j=l 

donde: 

Y,; =p) (ys), — 2Ka ((ysde + (sds) - (4.111)
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Las varianzas y covarianzas de estado estacionario de las variables intensivas 

se determinan como: 

2» _ CL) (1) {4 + bi) (ea), + 4a (ni) 
cu (5) (5) Kae) +o} (4112) 

= 1) _{(wh +58) (ys)s +45 (us), + 4Ka (usds} 
=(5 5) G7 4Ka (yj), + 15 (usd + (zie) + 8 — 1}? (4.113) 

OF,9 

  = 1 {13 ( 23), Us), +4 3 (21) — (z)2} 
Fi5,8 a . ) () {4Ka ( Z;) at +h p ((y; + (z) }? (4.114) 

ns = (B){ (uw) ai), + 4 Ka (22) | 

a (13 (yj), + 4a (Cus), + (2s) a) (4.115) 

(s:) 1K Ded Elude ) \. 

m
e
m
e
s
 

On, TK, = a) ( ) {2p5 (zi), + 8Ka (iy? , (4.116) 

owes (5) ( 1) {2nd wh, + 8Kaus}, (4.117) 

620m <0 (b= 1.NL=L.Ni#D, (4.118) 

OO ya = 0 (F= LM LH 1M EAD, (4.119) 

O2j0n0=0 (J=1-ML=1.M,5 #)), (4.120) 

O2,0y,920 (i= 1..N,j=1-M), (4.121) 

On0z,020 (b= 1N,j = 1M), (4.122) 

Oy,0z9 = 0 (j= 1..M,l= 1M), (4.123)
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02,0R,9 = 9, (4.124) 

donde w se define como: 

N . M 

w = >) (4Ka (ei), ~ wi) + S > (4Ka (zi), + 4Ka (Us) ~ #2) 

i=l j=l 

44K, (1— N~2M) (, 0), Lo wadet a) ) 5 

Las ecuaciones (4.107)-(4.124) describen completamente el comportamiento 

estocéstico en la fase de estado estacionario correspondiente a la evolucién tem- 

poral de una biopelicula multiespecie con desprendimiento de biomasa debido a 

la erosidn provocada por el esfuerzo de corte del fluido. Esta afirmacién se basa 

en el conocimiento de que en estado estacionario o de equilibrio la funcién de dis- 

tribucién de probabilidad de las fluctuaciones es normal o gaussiana, por lo que 

basta especificar sus dos primeros momentos para definirla. 

Obsérvese que este modelo se reduce al obtenido para el caso de una biopelfcula 

uniespecie con erosién cuando se considera que sdlo existe una especie de microor- 

ganismo. Por otra parte, conviene mencionar que, aunque éste representa una 

forma més realista de describir las biopeliculas que se desarrollan en los filtros 

percoladores, existen dos aspectos précticos a considerar. En primer lugar, ob- 

sérvese que éste es mucho mds complejo desde el punto de vista matematico que 

el modelo obtenido para el caso II. En segundo lugar, es muy dificil establecer con 

exactitud el ntimero de especies presentes en estos sistemas, el que adem4s puede 

ser bastante alto, as como las interacciones existentes entre éstas (65).



5. Teoria vs. experimento 

5.1. Introduccién 

En el capitulo 4 fueron presentados un conjunto de modelos que permiten 

describir desde el punto de vista. mesoscépico el comportamiento temporal del 

espesor de biopelicula, considerando tres casos especificos: biopelicula uniespecie 

sin desprendimiento, biopelicula uniespecie con erosion y biopelicula multiespecie 

con erosién. Estos modelos no solamente predicen el comportamiento temporal 

del valor esperado del espesor, sino tambien las fuctuaciones internas temporales 

que se producen alrededor de esta. variable. 

Por otra parte, la determinacién de la variabilidad espacial y temporal del 

espesor producto de los procesos internos de crecimiento y desprendimiento de 

la biomasa requiere del empleo de métodos de medicién no destructivos y de 

alta precisi6n que permitan realizar mediciones puntuales de espesor [49, 52, 53]. 

Aunque en la bibliograffa consultada se encontraron algunos trabajos relacionados 

con el estudio experimental de esta variabilidad [53, 55], [78]-{80], en sdlo dos se 

reportaron mediciones cuantitativas [78, 80], ya que en los restantes los autores 

se limitan a la descripcién cualitativa de los hechos observados. Esto se puede 

atribuir a la aparicién relativamente reciente y el alto costo de los métodos experi- 

mentales requeridos. Por otra parte, en los trabajos seleccionados los autores no 

reportaron con exactitud los datos experimentales relacionados con las condiciones 

en que tuvo lugar el desarrollo de Ja biopelicula, por lo que no se pudo comparar 

los resultados tedricos y experimentales relacionados con el comportamiento del 

valor esperado del espesor. 

En principio las fluctuaciones internas temporales pueden ser determinadas 

experimentalmente de dos formas diferentes. Una consiste en la observacién de 

una muestra de biopelfcula durante un largo intervalo de tiempo. La otra forma 

consiste en la observacién de muchas muestras de biopeliculas independientes. 

Ambas metodologias deben arrojar el mismo resultado si el proceso es ergédico. 

Debido a que los procedimientos experimentales que se emplean en la actualidad 

se basan en la observacién de muestras independientes, para poder realizar la com- 

paracién entre los resultados tedricos y experimentales se supuso qué la, evolucion 

temporal del espesor de biopelécula es un proceso ergddico. 

En este capitulo se comparan los resultados teéricos con los resultados obser- 

vados por Murga y colaboradores (1995) [78] y Peyton (1996) [80] con el propdsito 

de analizar el alcance y las limitaciones de los modelos propuestos. 

AT
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5.2. Teoria vs los datos obtenidos por Murga y 

colaboradores 

5.2.1. Procedimiento experimental 

En 1995 Murga, Stewart y Don Daly realizaron mediciones experimentales de 

espesor para tres tipos de biopelicula: una. formada por la especie Pseudomonas 

aeruginosa, otra formada por la especie Klebsiella pneumoniae y una. tercera for- 

mada por ambas especies de microorganismos {78]. Las caracterfsticas generales 

de estas especies y las biopeliculas que forman se muestran en la tabla 5.1. 

Tabla 5.1. Caracterfsticas de las biopeliculas formadas por K. 

pneumoniae y P. aeruginosa 
  

  

  

  

    

Poblacién K. pneumoniae | P. aeruginosa binaria 

forma cilindrica cilfndrica cilindrica 

volumen|pm*| 2.09 0.91 1.5 

Umég [a7 2 0.4 - 

€ [—| 0.90 0.76 0.83           
El objetivo de su trabajo consistis en la medicién de la. rugosidad de cada una 

de estas biopeliculas, ya que desde el punto de vista ingenieril esto constituye uno 

de los primeros pasos para analizar experimentalmente la influencia o no influencia 

de esta variable en los procesos relacionados con biopeliculas. 

Para realizar las mediciones fueron recolectadas biopelfculas en la fase de 

estado estacionario desarrolladas en un reactor anular de flujo continio. Pos- 

teriomente, las mismas fueron sometidas a un proceso de crioempotramiento y 

crioseccionamiento para obtener muestras de 1 a 2 cm de longitud y 5 pm de 

ancho. 

Las imdgenes de la seccién transversal de cada una de las muestras fueron 

tomadas con un analizador de imagenes (American Innovision Viodemetric 150) 

basado en un microscopio Olympus BH-2 con transmisién de luz y una c4mara 

fotografica. modelo N PVM-1342Q, Sony Corp. Para aumentar la precisién de 

las mediciones, las imagenes fueron almacenadas en una computadora con am- 

plificacién 200x a 400x. Estas fueron posteriormente concatenadas para obtener 

perfiles de espesor de 4 a 15 mm de longitud. Las mediciones de espesor para 

construir el perfil fueron efectuadas cada 2 jem. 

La rugosidad Ra ex, se identificéd con la desviacion tipica de los valores experi - 

mentales de espesor y se define como:
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N 
1 

Rae = Wve {E)I, (5.1) 

=1 

donde N es el niimero de valores de espesor medidos, E; el valor experimental de 

espesor [um] y (E) su valor esperado [ym], calculado de acuerdo con la relacién: 

N 

(E) = we (6.2) 

Para la determinacién de la rugosidad se midieron los espesores a una dis- 

tancia de separacién que garantizara que no existiera correlacién espacial entre 

los valores medidos, de tal forma que éstos pudieran considerarse independientes. 

Esta distancia, denominada distancia de autocorrelacién d, {um], se deter- 

mind experimentalmente para cada tipo de biopelicula. Adicionalmente fueron 

fotografiadas las particulas que se desprendieron debido a la erosién provocada 

por el esfuerzo de corte del fluido, observaéndose que para la biopelicula formada 

por P. aeruginosa éstas estén formadas por pequefios grupos de microoganismos, 

mientras que para las demés biopeliculas estén constituidas por grandes conglomerados 

de éstos [78]. 
Desafortunadamente no fueron presentados datos relacionados con la evolu- 

cién temporal del valor esperado del espesor, por lo que en este sentido no fue 

posible realizar la comparacién con respecto a las predicciones de los modelos 

propuestos. Tampoco se reportaron las condiciones a las que tiene lugar el desarrollo 

de las biopelfculas, ni pardmetros cinéticos relacionados con los procesos de 

reproduccién y desprendimiento de la biomasa, por lo que no se pudieron comparar 

los valores esperados de espesor de estado estacionario tedricos y experimentales. 

5.2.2. Modelos empleados 

A partir de los resultados reportados y el método experimental utilizado es 

necesario establecer los modelos especificos que deben ser empleados para. realizar 

adecuadamente la comparacién entre los resultados tedricos y los observados. De- 

bido a que se reporta que durante el desarrollo de las biopeliculas tuvo lugar el 

desprendimiento de biomasa provocado por el esfuerzo de corte del fluido, se se- 

leccionaron los modelos propuestos para biopelicula uniespecie y multiespecie con 

erosion. En este tiltimo caso se tomé en cuenta que no se observaron interacciones 

entre las especies. 

Considerando que usualmente la tasa de reproduccidén de los microorganis- 

mos es mucho mayor que la tasa de muerte, se supuso que en todos los casos 

la biopelicula est4 compuesta totalmente por microorganismos vivos. Esto hizo 

posible que las ecuaciones (4.60) y (4.115) relacionadas con la varianza del espesor 

total para biopelicula uniespecie y multiespecie con erosién, pudieran escribirse
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en funcién del valor esperado de espesor total. Recordando que la rugosidad 

se identifica con la raz cuadrada de la varianza, fueron obtenidas las relaciones 

que permiten calcular tedricamente su valor. En este caso, para las biopelfcu- 

las uniespecie formadas por Pseudomonas aeruginosa y Klebsiella neumoniae se 

obtuvo: 

| 1.50 
Ra cal = —~— (EB , 5.3 

seal Ay qa _ éy) ( ) ( ) 

y para la biopelicula multiespecie formada por las dos especies de microorganis- 

mos: 

  

. 2 
Roeat = | at (By (1 — —Puneeamee | (5.4) 

A, (1 ~ 6) (Ht man + Haméz) 

Conociendo que la longitud £ entre los valores de espesor tomados para deter- 

minar el perfil de la biopelicula fue de 2 pm y que el ancho de la muestra w fue 

de 5 pm, el area de observacién para la medicién de espesor se calcul6 como: 

Ay = bu = 10. (5.5) 

Para obtener Ia ecuacién (5.4) se supuso que la concentracién de sustrato es 

mucho mayor que la constante de saturacién de Monod para las dos especies de 

microorganismos, de tal manera que se puede considerar que la tasa de reproduc- 

cién toma su valor méximo para ambas especies. Por otra parte, se considerd 

despreciable el volumen ocupado por los productos metabédlicos en comparacién 

con el volumen de los microorganismos. 

5.2.3. Resultados de la comparacién 

En las figuras 5.1, 5.2 y 5.3 se muestran los valores predichos de acuerdo a las 

ecuaciones (5.3) y (5.4) y los resultados experimentales observados. En la figura 

5.1 se aprecia que los resultados tedricos no presentan una marcada, diferencia con 

respecto a los observados para. el caso de la biopelicula formada por P. aeruginosa, 

mientras que en las figuras 5.2 y 5.3 se observa una diferencia notable entre éstos 

para el caso de la biopelfcula uniespecie formada por K. neumoniae y para la 

biopelicula binaria. 

La comparacién cuantitativa entre los resultados teédricos y experimentales se 

realizé en base al porciento de error, definido como: 

Ra ex — +ha,ca 
KError = [Reco ~ Racall gq, (5.6) 

G,eL 

donde los resultados de esta comparacién se muestran en la tabla 5.2.



  

  

      
Figura 5.1. R, [um] vs (E) [zm], para la biopeli- 

cula de P. aeruginosa. Resultados tedricos (— ), expe- 

rimentales ( + ) y promedio sobre todos los experimentos (o). 

  

  

  
  

Figura 5.2. R, [ym] vs (E), [um] para la biopeli- 

cula de K. neumoniae. Resultados tedricos (— ), expe- 

rimentales ( + ) y promedio sobre todos los experimentos (0)
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Figura 5.3. R, [pm] vs (E), [um] pare la biopelf- 

cula binaria. Resultados tedricos (— ), experimentales ( + ) 

y promedio sobre todos los experimentos (0 )
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Al observar los resultados presentados en esta tabla se aprecia que los errores 

se encontraron entre un 8% y un 41.07% para la biopelicula uniespecie de P. aerug- 

inosa, mientras que en los otros casos estos errores son muy significativos, ya que 

fueron mayores a un 50%. Evidentemente los modelos obtenidos describen ade- 

cuadamente el comportamiento experimental para algunas situaciones, mientras 

que en otras las predicciones son inadecuadas. 

Tabla 5.2. Comparacién cuantitativa entre los resultados tedricos y los observados 

experimentalmente por Murga y colaboradores 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

              

Especie (EB). um] | Raves err) [do [em] | Roca: lem] | %Error 

P.aeruginosa 

muestra 1 31 5.27 400 4.16 21.09 

muestra 2 28 2.80 100 3.95 41.07 

muestra 3 28 5.04 100 3.95 21.62 

promedio 29 4.37 200 4.02 8.00 

K.neumoniae 

muestra 1 269 357.77 4500 29.03 91.88 

muestra 2 24 30.24 2600 8.67 71.32 

muestra 3 7 5.81 500 4.68 19.44 

promedio 100 131.27 2500 42.38 67.71 

binaria 

muestra 1 208 43.68 800 14.05 67.83 

muestra 2 348 93.96 800 18.18 80.65 

muestra 3 654 196.20 4800 24,92 87.29 | 

promedio A404 110.28 2100 19.05 82.72     
Al observar los resultados presentados en la tabla 5.2 se aprecia que los er- 

rores se encontraron entre un 8% y un 41.07% para la biopelicula uniespecie de P. 

aeruginosa, mientras que en los otros casos estos errores son muy significativos, 

ya que fueron mayores a un 50%. Evidentemente los modelos obtenidos describen 

adecuadamente el comportamiento experimental para algunas situactones, mien- 

tras que en otras las predicciones son inadecuadas. 

5.3. Teoria vs. los datos obtenidos por Peyton 

5.3.1. Procedimiento experimental 

En 1996 Peyton realizé mediciones de espesor, densidad y rugosidad en una 

biopelicula uniespecie de P.aeruginosa desarrollada en un reactor anular bajo 

diferentes cargas de sustrato [80]. Las condiciones especificas bajo las que se 

llevaron a cabo los experimentos son presentadas en la tabla 5.3.



5.8. TEORIA VS. LOS DATOS OBTENIDOS POR PEYTON 52 

Tabla 5.3. Condiciones experimentales 
  

  

  

  

Experimento | Concentracién de sustrato (gG/ m) 

1 6.20 

2 17.61 

3 31.85         
Uno de los objetivos de su trabajo consistié en determinar la influencia de la 

concentracién de sustrato en el espesor y la rugosidad de la biopelicula. Para ello 

los valores de espesor fueron medidos por el método dptico de Bakke y Olson (1986) 

[52], el método de desplazamiento volumétrico de Picologlou (1980) y el método 

de conductividad eléctrica de Norrman (1977) [51]. En este caso 1a rugosidad se 

identificé con la desviacién t{pica de los valores de espesor puntual medidos por 

el método dptico. 

Mediante tratamiento estadistico de los resultados experimentales, Peyton 

ajusté la siguiente relacién entre el valor esperado de espesor de estado estacionario 

y la rugosidad: 

Re, = 0.20 (E), +191, (5.7) 

donde Ri... y (E), se determmaron a partir de las siguientes relaciones: 

1 N 

(B).= DB, (5.8) 

i N 

Reeo = Fy Dy |B — (Bal (5.9) 
i=l - 

5.3.2. Modelos empleados 

Para comparar los resultados tedricos con los experimentales se seleccioné el 

modelo propuesto para el caso de una biopelicula uniespecte con erosidn. Tomando 

en cuenta las condiciones experimentales en que se desarrollo la. biopelicula, pre- 

sentadas en la tabla 5.3, se puede suponer que la tasa de reproduccién es mucho 

mayor que la tasa de muerte, de tal forma que toda la biomasa se consideré com- 

puesta practicamente por microorganismos vivos. 

Estas consideraciones hicieron posible escribir la ecuacién (4.74) en funcién del 

valor esperado de espesor, obteniéndose la siguiente ecuacién para la rugosidad: 

Rajat = 4] > (E), (5.10)
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recordéndose que por definicién: 

ga ba), (6.11) 
Um 

Tomando en cuenta que Peyton realizé mediciones puntuales de espesor, se 

establecié una similitud entre A, (1 — €) y el drea ocupada por un microorganismo 

individual, de tal manera que 2 fue identificado con el inverso de una longitud l 

que caracteriza el tamario de los microorganismos. Esta hipdtesis se basé en los 

siguientes hechos. Desde el punto de vista matematico, la medicién puntual de 

espesor implica considerar un drea de observacién que tiende a cero, lo que significa 

fisicamente que el 4rea de observacién es infinitamente pequefia en comparacién 

con el 4rea total donde crece la biopelicula. Recordando que la biomasa esta 

constituida por microorganismos, se consideré que el 4rea m4s pequeia que puede 

observarse al medir su espesor es la, ocupada por un microorganismo individual. 

De esta manera se supuso la siguiente relacién para 0: 

a (5.12) Ul 
m
l
e
 

e
 

Sustituyendo la ecuacién (5.12) en (5. 

determinar la rugosidad: 

0) se obtuvo la siguiente ecuacién para 

1.5L(E),, (5.18) 

donde tomando en cuenta las dimensiones tipicas de la P. aeruginosa y con- 

siderando despreciable el volumen ocupado por los productos metabdlicos se su- 

puso: 

8 = 
‘a,cat 

L=1.7 pm. 

5.3.3. Resultados de la comparacién 

La comparacién cualitativa entre el comportamiento teérico de la rugosidad 

vs. valor esperado de espesor y el comportamiento obtenido por Peyton, median- 

te ajuste estadistico de los datos experimentales se muestra en la figura 5.4. 

En esta figura se aprecia que, aunque existen diferencias cualitativas entre ambos 

comportamientos, no existe un alejamiento altamente significativo entre éstos. Al 

respecto, conviene sefialar que hubiese sido conveniente realizar una comparacién 

més precisa entre los datos experimentales y los tedricos empleando las técni- 

cas estadisticas habituales, independientemente del comportamiento ajustado por 

Peyton. Sin embargo, esto no fue posible debido a que en la bibliografia con- 

sultada los datos aparecen reportados gréficamente, por lo que sus valores sdlo 

pueden ser obtenidos por apreciacién visual. 

La comparacién cuantitativa entre los resultados experimentales y los tedricos 

se muestra en Ja tabla 5.4. :
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Figura 5.4. R& [ym] vs (EB), [ym] 
(—): resultado predicho, 

(— - - —) resultado experimental 
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Tabla 5.4. Comparacion cuantitativa entre los resulta - 

dos teéricos y los resultados experimentales obtenidos 

  

  

  

  

por Peyton 

(EB dees lum] Ries ern Racal Yemn| Pokrror 

6.20 3.15 3.97 26.03 

17.61 5.43 6.70 23.38 

31.85 8.28 9.01 8.81             
Al observar la tabla 5.4 se puede apreciar que los errores fueron menores de 

25% para las tres situaciones analizadas. En la fila tres de esta tabla se aprecia 

que el error fue menor de un 10%, lo que indica una buena prediccidn del modelo 

propuesto para esta situacién especifica. 

5.4, Estocdstico vs. determinista 

En la figura 5.5 se compara el comportamiento del valor esperado de espesor 

de estado estacionario con respecto a la concentracién de sustrato predicho por 

los modelos estocésticos propuestos, el modelo determinista de Rittmann [19] y 

los resultados experimentales observados [30]. En este caso se puede apreciar que 

no existen grandes diferencias entre éstos para valores pequefios de espesor, pero 

a medida que la concentracién de sustrato aumenta se observa una desviacién 

apreciable. Esto se debe a que en los modelos propuestos no se tomé en cuenta la 

influencia de la difusién, que juega un papel importante a medida, que el espesor de 

biopelfcula aumenta. Desde este punto de vista, los modelos deterministas que sf 

consideran este fenémeno son més adecuados para describir el comportamiento del 

valor esperado de espesor que los modelos propuestos, pero presentan la desventaja 

de que son incapaces de predecir las fluctuaciones del espesor y la rugosidad de la 

biopelfcula. 

5.5. Alcance y limitaciones de los modelos 

Los resultados de la comparacién entre los resultados tedricos y los observados 

experimentalmente permiten analizar las limitaciones y el alcance de los modelos 

propuestos. Recordando que sdlo en pocos casos los errores observados fueron 

menores a un 10%, se aprecia que estos modelos sdlo describen aproximadamente 

el comportamiento de las biopelfculas. Esto se debe, fundamentalmente, a las 

consideraciones establecidas que fueron presentadas en el capitulo 4 y sobre las 

que a continuacién se elabora. 

En primer lugar, debe recordarse que es bien conocido que en el interior de 

la biopelicula se presenta un determinado perfil de concentracidn de ox{fgeno y
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sustrato con respecto al espesor, tal y como se presenta en la figura 5.2. Recor- 

dando que la tasa de reproduccién de los microorganismos es una funcidn de estas 

variables [20], ésta también depende del espesor. Sin embargo, para obtener los 

modelos propuestos se supuso que todos los microorganismos vivos de una misma 

especie tienen igual tasa de reproduccién. Por lo tanto, no se toma en cuenta la in- 

fluencia de la difusién, la que juega un papel fundamental a partir del momento en 

que la biopelicula alcanza un determinado espesor (22, 25, 26]. En segundo lugar, 

al considerarse que las tasas de reproduccién y muerte de los microorganismos y la 

constante especffica de velocidad de desprendimiento son variables deterministas 

no se toman en cuenta las fluctuaciones externas que se producen en el espesor de 

la biopelfcula como resultado de la variabilidad intrfnseca del ambiente. 

En tercer lugar se supuso que todos los microorganismos, independientemente 

de si estén vivos o muertos, o de la especie a la que pertenecen, presentan la misma 

constante de velocidad de desprendimiento. En principio, este pardmetro esta 

relacionado con el esfuerzo de corte del fluido, pero no se conoce con exactitud qué 

otros factores engloba ni su dependencia con respecto al espesor y las propiedades 

de las biopeliculas [82, 33). 

En cuarto lugar, no se consideré la deposicién y el atrapamiento de los microor- 

ganismos, que juega un papel fundamental en las primeras etapas de formacién de 

las biopeliculas, ni el efecto de la edad de la biomasa. Tampoco se tomé en cuenta 

la lisis celular que ocurre posterior al cese de la actividad metabdlica, la generacién 

de ios productos metabélicos, la estructura interna espacialmente heterogénea de 

la biopelicula y la formacién de los conglomerados de microorganismos que la 

caracteriza. 

La incapacidad de los modelos para predecir el comportamiento de la biopelicula 

uniespecie formada por K. neumoniae y de la biopelicula binaria se atribuye, 

ademés de a los aspectos planteados anteriormente, a que en estas biopeliculas se 

observé que las particulas desprendidas estén formadas por grandes conglomera- 

dos de microorganismos, lo que tal vez sea un resultado de posibles procesos de 

agregacién y fioculacién que tienen lugar en el interior de la biomasa que no fueron 

tomados en cuenta. En realidad esto es solo una hipétesis, ya que no se conoce 

exactamente el mecanismo que gobierna el desprendimiento en si. Para tomar en 

cuenta este aspecto deben incluirse en 1a formulacién de Ja EM los procesos de 

agregacién que pueden ocurrir. 

Sin embargo, es posible extender en trabajos futuros el alcance de los modelos 

propuestos, superéndose algunas de las limitaciones mds importantes. Por una 

parte, para describir la influencia de la difusién se precisa modelar las fluctuaciones 

internas espaciales. Eisto implica expresar la distribucién de probabilidad asocida a 

la evolucién temporal de la biopelicula como funcién de una variable continua que 

represente la posicién espacial y, por lo tanto, en funcién de un nimero infinito de 

variables. Esto involucra una complejidad matemdtica mucho mayor y, de hecho, 

es un aspecto atin no resuelto totalmente en la teoria de procesos estocdsticos,
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aunque pudiera aplicarse el método de los momentos compuestos propuesto por 

van Kampen para los procesos de reaccién-difusién [102]. 

Por otra parte, la, consideracién de las fluctuaciones externas require da tomar 

en cuenta que los pardmetros externos al sistema -en este caso temperatura, com- 

posicién, concentracién y flujo de agua residual- y de los que dependen las tasas 

de reproduccién y muerte de los microorganismos y la constante especffica de 

velocidad de desprendimiento, son variables aleatorias en vez de deterministas y 

emplear el mismo enfoque estocdstico utilizado en este trabajo {101}. 

Obsérvese que, a pesar de su carécter aproximado, los modelos estocasti- 

cos propuestos presentan la ventaja de que permiten predecir el com- 

portamiento dindmico de las fluctuaciones internas temporales que se 

presentan en el espesor de la biomasa y que se manifiestan a través de 

la rugosidad. Por tanto, permiten analizar las situaciones en que estas 

fluctuaciones deben ser consideradas desde el punto de vista ingenieril 

ya que afectan la operacién de los procesos relacionados con biopelicu- 

las. De esta forma, superan una de las limitaciones mds senaladas de 

los modelos deterministas actuales que describen estos sistemas.
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Figura 5.5. (EB) vs. S : Resultados predichos por los mode- 

los propuestos, resultados predichos por los modelos determi- 

nistas (Ifnea de trazos) y resultados medidos experimentalmente 

(puntos)



6. Influencia de las fluctuaciones 

internas temporales de la 

biopelicula en la operacién de los 

filtros percoladores 

En el capitulo 4 se proponen un conjunto de modelos que permiten describir 

aproximadamente el comportamiento de las fluctuaciones internas temporales que 

se producen en el espesor de biopelicula. El objetivo de este capitulo consiste en 

emplear los modelos propuestos para predecir la influencia de estas fluctuaciones 

en el comportamiento de los filtros percoladores. Al respecto se analizaron dos 

situaciones generales: operacién en estado estacionario y operacién en estado no 

estacionario. 

En el caso de la operacién en estado estacionario, la estrategia aplicada, con- 

sistié en obtener un modelo determinista del comportamiento de los filtros per- 

coladores que tomara en cuenta explicitamente el espesor de biopelicula. Poste- 

riormente, esta variable se identificé con una variable estocdstica cuya evolucién 

se describe por los modelos propuestos, a partir de lo cual se analizé cuantitati- 

vamente el comportamiento estocdstico de la concentracién de sustrato de salida. 

En el caso de la operacién en estado no estacionario, se analizé cualitativamente 

el efecto de estas fluctuaciones en el comportamiento de estos sistemas. 

6.1. Operacién de estado estacionario 

6.1.1. Consideraciones 

Para obtener el modelo determinista de filtro percolador fue necesario es- 

tablecer un conjunto de consideraciones consecuentes con las establecidas en los 

modelos estocdsticos propuestos que se presentan en el capitulo 4. De acuerdo 

con éstas, se supusieron los siguientes aspectos: 

i) el filtro se encuentra operando en estado estacionario, 

ii) no evisten fluctuaciones en la temperatura, flujo, composiciédn y concen- 

tracién del influente, 

iii) la biopelicula se encuentra en la fase de estado estacionario, 

iv) el agua residual se distribuye de forma completamente uniforme sobre la 

57
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superficie del empaque, 

v) todos los microorganismos estén vivos, 

vi) el efecto de Ja difusién del sustrato limitante en el interior de la biopelicula 

y en el fluido es despreciable, de tal manera que la concentracién de sustrato es 

constante con respecto al espesor e igual a la del seno del fluido, 

vii) la biopelfcula esté formada por una sola especie de microorganismos, de- 

bido a que es muy dificil establecer con certeza el nimero de especies y las inte - 

racciones entre éstas, ademds de que la consideracién del caso de una biopelfcula 

multiespecie complica enormemente la solucién de los modelos que se obtengan, 

viii) la cinética de reproduccién de los microorganismos responde a la ecuacién 

de Monod expresada en funcién de la concentracién de sustrato limitante y, al 

respecto, se considera que ésta es mucho mayor que la constante de saturacién 

que aparece en esta ecuacién, 

ix) no se toma en cuenta la generacién de los productos del metabolismo, los 

cambios fisioldgicos y genéticos, ni la edad de la biopeltcula y 

xi) el mecanismo que gobierna la acumulacién de biomasa es el desprendimiento 

de biopelicula por la erosién ejercida por el esfuerzo de corte del fluido. 

6.1.2. Modelo determinista de biopelicula 

Desde el punto de vista determinista, para un diferencial de biomasa de, 

estado estacionario, se cumple la siguiente relacién [19]: 

S. 
Ce cg Aide — PAapyde — KjeAseyde = 0, (6.1) 

donde ¢ es el espesor de la biopelicula (L]) timex es la tasa méxima de reproduccién 

de los microorganismos, p; es la densidad de la biomasa. en base htimeda [M,L75], 

K, es la constante de saturacién de Monod [M,7*], Sy es la concentracién de 

sustrato en el interior de la biopelfcula (M,Z7"], Ay es el area. superficial del sdlido 

donde crece la biopelfcula y K% es una constante relacionada con la velocidad de 

desprendimiento [¢~!L~']. 

‘Tomando en cuenta las consideraciones establecidas e integrando con respecto 

al espesor de biomasa se obtiene: 

E 72) 
[ Hmnan? Ade — [ KjeApp de = 0. (6.2) 

0 0 

Resolviendo la integral (6.2) y despejando adecuadamente se obtiene la si- 

guiente expresién para el espesor de biopelicula en estado estacionario: 

  

_ Umea B=, (6.3) 

donde por conveniencia se establecid:
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Kt 

Ka= a (6.4) 

6.1.3. Modelo determinista para la remocién de sustrato 

en la biopelicula 

De acuerdo a Ja teorfa de Ja biopelicula y recordando que el transporte 

del sustrato limitante se produce preferentemente en la direccién perpendicular a 

la superficie de la biopelicula, se obtiene que la concentracién de sustrato en el 

interior de la biopelfcula S; responde a la siguiente ecuacién diferencial parcial 

{19, 20}: 

OS; OS; PndaP ft 

at Ge «(Ke +55)’ (65) 

sujeta a las condiciones lfmites: 

S;=S parae = E, (6.6) 

a =0 parae =0, (6.7) 

Sy = Sq para t =0, (6.8) 

donde t representa el tiempo [t], Dy es la difusividad del sustrato en el interior de 

la biopelicula [L?t71], Y es el coeficiente de rendimiento definido como masa. de 

microorganismos producida por masa de sustrato consumido [My,M;1], y S es la 

concentracién de sustrato en el seno del fluido. 

La cantidad de sustrato removido J por unidad de drea superficial del em- 

paque, conocido como flux de sustrato removido [M.L~t7}], se determina a 

partir de la siguiente relacién: 

as 
J= Ds (=) - (6.9) 

donde F representa el espesor total de la biopelicula [1]. 

De acuerdo a todas las consideraciones establecidas, a partir de las ecuaciones 

anteriores se obtiene la siguiente ecuacién particular para calcular J: 

UméaP f E. (6.10) 
J= 

Y 
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6.1.4. Modelacién determinista del filtro percolador 

Tomando en cuenta que las consideraciones establecidas y recordando que 

el agua residual percola en la direccién paralela a la profundidad del filtro, el 

comportamiento de la concentracién de sustrato en el agua residual con respecto 

a Ja profundidad responde a la siguiente ecuacién diferencial {29}: ° 

ds 
v= —AespJ, (6.11) 

sujeta a la condicidn: 

S=S; para z=0, (6.12) 

donde v es el flujo de agua residual aplicado por unidad de érea de seccién transver- 

sal del empaque [Lt], Aesp es el area especifica del empaque [E71], @ es la pro- 

fundidad del filtro [L] y S; es la concentracién de sustrato en el influente [M,L-4). 

Sustituyendo la ecuacién (6.10) en la ecuacién (6.11), separando variables en 

Ja ecuacién diferencia] resultante e integrando: 

Si, 2 . 

° LUméxPs dS =— . [ S [ Aesp ype Ede (6.13) 

En la ecuacién (6.3) se observa que F es independiente de la concentracién de 

sustrato y por tanto de la profundidad del filtro, por lo que esta integral puede 

resolverse muy fdcilmente, obteniéndose la siguiente expresién para calcular la 

concentracién de sustrato en el agua tratada: 

  

t 

Abbmnéa? f 
2 = 5; - — 6.14 S. = S; y E (6.14) 

donde S, es la concentracién de sustrato del efluente y Q esel flujo de agua residual 

aplicado [L7¢-']. 

6.1.5. Modelo estocdstico del filtro percolador 

Si en la ecuacién (6.14) se supone que la variable & puede ser sustituida por 

una variable estocdstica E*, cuyo comportamiento se describe por los modelos 

propuestos en el capitulo 4, la concentracién de sustrato S, se identifica con la 

variable estocdstica St, obteniéndose: 

A 
St=5;- oe (6.15) 

Considerando como sistema al filtro percolador, cuyo comportamiento se des- 

cribe a través de la concentracidén de sustrato del efluente, entonces la ecuacién 

(6.15) representa un modelo estocdstico de éste que permite tomar en cuenta las 

fluctuaciones internas temporales que tienen lugar en el espesor de la biopelicula
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y, por tanto, analizar la influencia de estas fluctuaciones en la concentracién de 

contaminantes a. la salida. 

Por otra parte, al establecer que el filtro opera en estado estacionario, entonces 

la funcién de distribucién de probabilidad asociada a S3 es normal o gaussiana, 

por lo que sdlo basta el conocimiento de sus dos primeros momentos para describir 

completamente al sistema desde el punto de vista estocdstico. En este caso se 

establece para el valor esperado de S3: 

AtbméaP§ poe ‘ 
| ( Fa —yq 7 ) Prd E 

_ AblmaaP f = 5, haste (By, (6.16) 
tl ($2) 

y para la, varianza de S%: 

2 

ot =f (s-Sygtter) Peat — 8 
2 

(Foss) Thee (6.17) 

De acuerdo con el modelo propuesto en el capitulo 4 para el caso de una 

biopelicula uniespecie con erosién en la fase de estado estacionario, la variable 

estocdstica. E* se describe por una funcidn de distribucién de probabilidad nor- 

mal o gaussiana donde su valor esperado y varianza responden a las siguientes 

ecuaciones: 

* _ Umée 

{E )s ~ 2Ka ’ (6.18) 

rr (6.19) 
CEs = AKgAs (1 _ és) , 

Sustituyendo (6.18) en (6.16) y (6.19) en (6.17) se obtiene para el valor espera- 

do de la concentracién de sustrato del efluente: 

* AslSnanP 
(St). = Si “gO KYO. : (6.20) 

y para la varianza: 

3 3 2A, mn 

3 Pentel (6.21) 752. aK (12 (YO! *  AKa(1—&) (YQ) 

donde la ecuacién (6.21) se puede escribir en funcidn del valor esperado de la 

concentracién de sustrato del efluente:
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3y, snl? pm 

2, SPmésP fm _ og 
os:, = 2(1—6) YQ (3; — (82). (6.22) 

6.1.6. Andlisis cuantitativo de la influencia de las 

fluctuaciones 

Para analizar cuantitativamente la. influencia de las fluctuaciones internas del 

espesor de biopelicula en la variabilidad de la concentracién de sustrato del efluente 

de los filtros percoladores se consideraron los parémetros tipicos que se muestran 

en la tabla 6.1, tomados de la bibliografia consultada (20]. 

Tabla 6.1. Pardémetros cinéti- 

cos y propiedades de las biope- 

  

  

  

  

  

  

  

lfculas 

Parémetro valor 

Eméa 4 a 

Y 0.5 me 

€b 0.9 

Ka 100 em=Td-! 

Pr 40 
Vm 107 em3         

Sustituyendo estos valores en (6.22) se obtiene la siguiente ecuacién para la 

determinacién de la varianza en funcidn de las variables de entrada y de disefio: 

os, = 3(4) 10-® 

1 _ 

= a(;g) 0" 
4(1- +) 10-8 

= 6.2. wo (6.23) 
donde v representa el flujo de agua residual por unidad de drea superficial del 

empaque. 
Resulta interesante analizar bajo qué condiciones las fluctuaciones internas 

temporales que se presentan en el espesor de la biopelicula juegan un papel impor- 

tante en el comportamiento operativo de los filtros percoladores. De acuerdo con 

la ecuacién (6.23), considerando un flitro percolador arbitratrio, cuyos pardmetros 

cinéticos y propiedades de las biopelicula se muestra en la tabla 6.1, el modelo 

predice el comportamiento que se muestra en la figura 6.1.
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Figura 6.1. Infiuencia de las fluctuaciones inter- 

nas temporales en el espesor de biopelfcula para 

un filtro percolador arbitrario. El eje vertical repre- 

senta la desviacién tfpica de la concentracién de 

sustrato de salida [24], v es el flujo aplicado 

por unidad de drea superficial del empaque (=, 

y Q el flujo neto ("| 

  

         
00 0.2 04 06 08       

Figura 6.2. eyo vs. So donde: 

(—): desviacidn con respecto al valor espera- 

do de DBO en el efluente, (— —): desviacién 

con respecto al valor esperado de DQO en el 

efluente, (- -): valores de a establecidos por 

disefio
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De acuerdo con esta figura y tomando en cuenta que la concentracién de sus- 

trato con base en la DBOs en el efluente se encuentra entre 0.025 y 0.1 mg/em 

las fluctuaciones internas del espesor de biopelicula afectan significati- 

vamente el comportamiento operativo de los filtros percoladores cuando 

el flujo de agua residual por unidad de drea superficial del empaque y 

el flujo neto aplicado son muy pequenos. 

Para. comparar los resultados predichos por el modelo con los determinados 

experimentalmente a partir de los datos de operacién del filtro percolador de la 

Planta de Tratamiento de Residuales de la Ciudad Universitaria de la UNAM, 

México D.F., que se presentan en el Anexo A, resulta conveniente deducir a 

partir de la ecuacién (6.23) una expresién que permita cuantificar la magnitud de 

las fluctuaciones en la concentracién de sustrato del efluente en relacién con su 

valor esperado. En este caso se obtuvo: 

Oge« 

Sia 2 igs 
(83) 5iVQ 

donde og; , representa la magnitud absoluta de las fluctuaciones y se identifica con 

la rafz cuadrada. de la varianza. En las ecuaciones (6.23) y (6.24) S; se expresa en 

[2%] y Q en [29"]. 
Tomando en cuenta los valores de concentracién de sustrato en el influente y 

flujo de agua residual establecidos por disenio para este sistema y que se presentan 

en el Anexo A, se obtiene el comportamiento que se muestra en la figura 6.2. 

En esta, figura se observa que el modelo estocdstico propuesto para el filtro perco- 

lador predice que la magnitud relativa de las fluctuaciones que se producen en la 

concentracién de sustrato del efluente son del orden de 10~®. De acuerdo con este 

orden, estas fluctuaciones ni siquiera pueden ser detectadas con los métodos de 

medicion de concentracién de sustrato que se emplean comdnmente. Sin embargo, 

las fluctuaciones observadas en este filtro no sélo pueden ser medidas, sino que 

son de una magnitud comparable al valor esperado de concentracién de sustrato 

de salida, y afectan significativamente la confiabilidad de operacién. 

Para explicar esta diferencia. entre los resultados predichos y los observados es 

necesario tomar en cuenta todas las consideraciones que se establecieron al obtener 

los modelos estocésticos presentados. No obstante, es preciso senalar que los re- 

sultados predichos son légicos. Al analizar las fluctuaciones en la concentracién 

de sustrato de salida, sdlo fueron tomadas en cuenta las fluctuaciones internas 

temporales que se producen en. el espesor de biopelfcula. Més, por su propia natu- 

raleza, estas fluctuaciones practicamente se anulan cuando el drea donde crece la 

biopelfcula es mucho mayor que el 4rea ocupada por un microorganismo indivi - 

dual, como ocurre en el caso de este filtro percolador. 

Evidentemente esto indica que en este filtro percolador no son las fluctua- 

ciones internas que se presentan en el espesor de la biopelicula las responsables de 

  (6.24) 
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las fluctuaciones de la concentracién de sustrato de salida. Las causas de éstas, 

por tanto, se deben esencialmente a las fluctuaciones externas que se producen 

como resultado de la naturaleza aleatoria intrinseca de la temperatura, concen- 

tracién, composicién y flujo del agua residual. Estas fluctuaciones tienen valores 

significativos, como se puede apreciar en el Anexo A. 

Por otra parte, las fluctuaciones internas temporales que se presentan en el es- 

pesor le confieren un determinado cardcter rugoso a la superficie de la biopelicula. 

Aunque esta rugosidad no afecta explicitamente la cantidad de sustrato removido, 

si influye en el régimen de flujo [45] y la transferencia de masa y, por tanto, en 

iiltima instancia, en la eficiencia del sistema. Este efecto puede cuantificarse a 

través del ntimero de Reynolds rugoso definido como [58]: 

VE ee 
R= ae (£) , (6.25) 

donde p es la densidad [ML~*] y ¢ la viscocidad {ML—4-1] del agua residual, 

{V) es la velocidad promedio del fluido [Lt-1], (E) es el valor esperado de espesor 

de biomasa [L] y f es el factor de friccién. 

Si Rt < 70 la rugosidad no influye en el régimen de flujo y el drea de trans- 

ferencia de masa se hace igual al drea superficial del empaque. Si Rt > 70 la 

rugosidad afecta la capa lfmite de concentracién de sustrato y el drea de transfe - 

rencia de masa se hace igual al drea superficial de la biopelicula, la que, por efecto 

de la rugosidad, es mayor que el drea del empaque [58]. 

Aunque en principio este efecto puede ser tomado en cuenta en la modelacién 

de filtros percoladores, la limitacién fundamental radica en que, al menos en la lite- 

ratura consultada, no fueron encontradas expresiones para estimar los valores de 

f enestos sistemas, ni referencias relacionadas con trabajos realizados al respecto. 

6.2. Operacién de ”puesta en marcha” 

La etapa de ” puesta en marcha” de los filtros percoladores se identifica desde el 

punto de vista ingenieril con aquella etapa de operacién en estado no estacionario 

en la que se produce la formacién y desarrollo de la biomasa sobre la superficie 

del empaque, y require la recirculacién continia de un agua residual con alta 

concentracién de sustrato y microorganismos suspendidos. 

Desde el punto de vista de la evolucién temporal de la biopelicula, es de 

esperar que en esta etapa, dicha biopelfcula se encuentre en las fases de retardo y 

crecimiento exponencial. Al respecto, conviene sehalar que se ha planteado que la 

fase de crecimiento exponencial puede presentarse en los filtros percoladores atin 

cuando éstos se encuentren operando en estado estacionario {20}. 

De acuerdo con los modelos propuestos en este trabajo se predice, recordando 

los aspectos analizados en el capitulo 4, que las fluctuaciones internas temporales 

en el espesor de la biopelfcula aumentan indefinidamente con el tiempo cuando
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se encuentra en Ja fase de crecimiento exponencial -caso I, biopelicula uniespecie 

sin desprendimiento-. Esto sugiere que las fluctuaciones temporales del 

espesor de biopelicula pueden alcanzar valores tales que generen ines- 

tabilidades durante la ’puesta en marcha” de los filtros percoladores 

que incrementen la duracién de esta etapa y, en el caso mds critico, 

pueden impedir que el filtro percolador alcance la condicién de estado 

estacionario en un tiempo razonable. Evidentemente esto es muy im- 

portante desde el punto de vista ingenieril, econédmico y de la conser- 

vacién del medio ambiente, de acuerdo con la funcién especifica que 

realizan estos sistemas. Obsérvese que precisamente una de las venta- 

jas mayores que presentan los modelos estocdsticos propuestos es que, 

a diferencia de los modelos deterministas actuales, permiten analizar 

estas situaciones y establecer desde el punto de vista practico las condi- 

ciones de operacién adecuadas que permitan minimizar el efecto de 

estas fluctuaciones. 

Recordando los aspectos planteados en el capitulo 2, es necesario sefialar que, 

aunque los modelos propuestos no lo toman en cuenta, en la operacién real de 

estos sistemas se produce el desprendimiento esporddico de porciones de biomasa. 

de tamafio comparable a su espesor en determinados sitios del empaque, los que 

quedan disponibles para que se produzca el desarrollo de biopelfcula joven. Evi- 

dentemente, en estos sitios la, biopelicula se puede encontrar en la fase de crec- 

imiento exponencial, donde las fluctuaciones internas temporales se incrementan 

con el tiempo. Esto podria generar fluctuaciones e inestabilidades en la remocién 

de sustrato en estas zonas y, por tanto, generar inestabilidades en el compor- 

tamiento global del filtro que afectarfan su eficiencia. 

Para analizar cuantitativamente los aspectos anteriores de acuerdo a la es- 

trategia, adoptada. para el caso estacionario, es preciso obtener los modelos deter- 

ministas de la operacién en estado no estacionario, lo que implica la solucién de 

sistemas de ecuaciones diferenciales parciales. De hecho, los modelos deterministas 

de filtro percolador actuales reportados en la literatura consultada no consideran 

esta situacién debido a la complejidad matematica involucrada [19, 36, 37], atin 

cuando la teorfa de la biopelicula sf toma en cuenta el comportamiento no esta- 

cionario de la biopelicula bajo determinadas condiciones que permitan la obten- 

cién de soluciones analiticas [25]-(27]. Debido a la complejidad de este andlisis el 

mismo no es objetivo de este trabajo, aunque obviamente éste puede ser realizado 

en. trabajos futuros, abriéndose nuevas perspectivas al respecto.



Conclusiones y perspectivas 

En este trabajo han sido presentados un conjunto de modelos estocdsticos para. 

predecir e] comportamiento temporal de las biopelfculas y su influencia en la 

operacién de los filtros percoladores considerando tres casos fundamentales: Caso 

I: biopelécula uniespecie sin desprendimiento de biomasa, Caso II: biopeltcula 

uniespecie con desprendimiento de biomasa por la erosion ejercida por el esfuerzo 

de corte del fluido y Caso III: biopelicula multiespecie con desprendimiento de 

biomasa por la erosién ejercida por el esfuerzo de corte del fluido. 

En la formulacién de estos modelos se supuso el punto de vista mesoscépico 

para describir el comportamiento temporal de la biopelfcula. Como resultado, no 

solamente se describe la evolucién del valor esperado de su espesor, sino también 

las fluctuaciones temporales que se producen alrededor de este valor, relacionadas 

con la rugosidad de las biopeliculas. Esto permite superar una de las limitaciones 

més importantes de los modelos deterministas actuales de estos sistemas, inca- 

paces de describir estas fluctuaciones y su influencia en la operacién de los filtros 

percoladores y otros procesos relacionados con biopeliculas. 

Existen situaciones en que los modelos propuestos para el caso de una biopelicula 

uniespecie con erosién pueden estimar con un error menor al 10% el compor- 

tamiento de la rugosidad de la biopelfcula, como se observé cuando se compara- 

ron los resultados predichos con los experimentales. Estas situaciones se presen- 

tan cuando el espesor de biopelicula. es lo suficientemente pequefio como para 

poder considerar despreciable el efecto de la difusién del sustrato, las condiciones 

ambientales en que tiene lugar el desarrollo de la biopelicula, no presenten una 

variabilidad temporal apreciable y el mecanisrno de relacionado con la erosién sea 

tal que las particulas desprendidas estén formadas por pequefios conglomerados 

de micreorganismos. 

Por otra parte, aunque el modelo obtenido para el caso de la biopelicula 

uniespecie sin erosién no predice un comportamiento cualitativo del espesor to- 

talmente acorde con el observado experimentalmente, puede utilizarse con éxito 

para el caso de biopelfculas jovenes en la fase de crecimiento exponencial, aunque 

en este trabajo no se realizé la correspondiente comparacién entre los resultados 

tedricos y experimentales por no haberse encontrado informacién al respecto en 

la literatura consultada. 

No obstante, en determinadas ocasiones los errores entre los resultados ex- 

perimentales y los tedricos superaron el 50%, demostrando una prediccién inade- 
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cuada. Esto se atribuye al establecimiento de un conjunto de consideraciones que 

le confieren determinadas limitaciones a los modelos propuestos, algunas de las 

cuales fueron necesarias e inevitables para poder obtener modelos solubles con las 

herramientas mateméaticas disponibles en la actualidad, tales como el no tomar 

en cuenta la influencia de la edad de la biomasa y el suponer que la evolucién 

temporal de las biopelfculas es un proceso ergédico. 

Otro de los hechos importantes es la no consideracién del efecto de la difusién 

y transporte del sustrato en el interior de la biomasa, que se ha demostrado juega 

un papel fundamental en el comportamiento dindmico de las biopeliculas cuando 

éstas alcanzan un determinado espesor. Para tomar en cuenta este efecto es 

necesario modelar las fluctuaciones internas espaciales y establecer que las tasas 

de muerte y reproduccién de los microorganismos y la constante especffica de 

velocidad de desprendimiento dependen de la posicién espacial, por lo que también 

la distribucién de probabilidad asociada al espesor dependerd de ésta. 

Debido a que la posicién espacial se describe en funcién de un ntimero infinite 

de variables, al considerar las fluctuaciones internas espaciales la distribucién de 

probabilidad quedar4 expresada en funcién de un nimero infinito de variables, por 

lo que la solucién de la Ecuacién Maestra involucra una complejidad matematica, 

considerable. Aunque la solucién de una EM de este tipo es un aspecto que atin 

no se ha resuelto totalmente por la teorfa de los procesos estocdsticos, uno de los 

métodos que podria emplearse en trabajos futuros para superar esta limitacién 

de los modelos propuestos es el método de los momentos compuestos propuesto 

por van Kampen para los procesos de reaccién-difusién. En esencia, este método 

consiste en considerar la dependencia espacial sdlo en el primer y en el segundo 

momento de la distribucién de probabilidad, de ahi su cardcter aproximado. 

A partir de los modelos obtenidos fue analizada la influencia de las fluctua- 

cjones internas del espesor de biopelicula en el comportamiento operativo esta- 

cionario de los filtros percoladores. Este andlisis mostré que éstas pueden provo- 

car una variabilidad apreciable en la concentracién de sustrato del efluente y, 

por ende, afectar la confiabilidad de la operacién estacionaria, cuando el flujo de 

agua residual por drea superficial del empaque y el flujo neto aplicado son muy 

pequefios. Sin embargo, los célculos realizados mostraron que para los valores 

tipicos de estas variables que se establecen a escala industrial, la influencia de 

estas fluctuaciones en la concentracién de sustrato de salida y en la confiabilidad 

de operacién es practicamente despreciable, resultado légico si se consideran que 

las fluctuaciones internas temporales del espesor de biopelicula se anulan cuando 

el drea del empaque es mucho mayor que el rea de un microorganismo individual. 

Sin embargo, en el Anexo A se observa que las fluctuaciones que se presentan 

en la concentracién de sustrato de salida no sélo no son despreciables, sino que 

son de magnitud comparable a su valor esperado e influyen significativamente en 

la confiabilidad de la operacién. 

Esta incongruencia se debe a que al considerar que las tasas de reproduccién
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y muerte de los microorganismos y la velocidad especifica de desprendimiento 

por erosién son variables deterministas, se establece que los parémetros externos 

al sistema -temperatura, concentracién, composicién y flujo de residual de los 

cuales éstas dependen- son también variables deterministas. Por esta, razén no 

se toma en cuenta la variabilidad intrinseca. temporal de estos parémetros, tipica 

de todos los procesos de tratamiento biolégico de aguas residuales, por lo que los 

modelos propuestos no pueden describir la influencia de las fluctuaciones externas 

en Ja evolucién temporal de las biopelfculas y, por ende, en el comportamiento 

operativo de los filtros percoladores. 

No obstante, esta limitacién de los modelos estocdsticos propuestos puede ser 

superada en trabajos futures mediante el enfoque mesoscépico en la modelacién 

de las biopeliculas. Para ello es preciso considerar que las tasas de reproduccién 

y muerte de los microorganismos y la velocidad especifica de desprendimiento de- 

penden de uno o varios pardmetros que flucttian temporalmente, por lo que los 

parémetros externos al sistema son considerados como variables aleatorias en vez 

de deterministas. Considerando explicitamente que las fluctuaciones internas tem- 

porales son despreciables, estos pardmetros se expresan como la suma de su valor 

esperado y un término que representa las fluctuaciones alrededor de este valor y 

se sustituyen en la ecuacién determinista que describe la evolucién temporal de 

la biopelicula transforméndole. en una ecuacién estocdstica, a partir de la cual se 

construye la ecuacién correspondiente a la funcién de distribucién de probabili- 

dad. Esta ecuacién es resuelta aplicando los métodos estocdsticos disponibles al 

respecto. 

Por otra parte, si bien los modelos propuestos predicen que la influencia de 

las fluctuaciones temporales del espesor de la biopelfcula en la operacién estable 

de los filtros percoladores que se emplean a escala industrial es prdcticamente 

despreciable, la situacién puede ser completamente diferente en el caso de ope- 

racién no estacionaria durante la etapa de puesta en marcha de estos equipos. 

En esta etapa, donde propiamente ticne lugar el desarrollo de la biomasa, se es- 

pera que en algtin momento la biopelicula se encuentre en la fase de crecimiento 

exponencial de su evolucién temporal. En este caso, los modelos estocdsticos 

presentados predicen que las Auctuaciones se incrementan con el tiempo por lo 

que, bajo determinadas circunstancias, las mismas pueden generar inestabilidades 

que incrementen 1a duracién de esta etapa o, en el caso mds critico, impedir que 

el sistema alcance el estado estable de operacién, con los consiguientes proble- 

mas operativos y econémicos que esto puede provocar. Conviene sehalar que una 

situacién andloga se puede presentar avin cuando el filtro se encuentre operando 

en estado estable, ya que el desprendimiento esporddico de grandes particulas de 

biomasa producto del envejecimiento de la biopelicula hace que en determinados 

sitios del empaque se produzca el desarrollo de biopeliculas jévenes que se espera 

aleancen esta fase de crecimiento y donde se pueden presentar fluctuaciones in- 

ternas temporales apreciables que, a su vez, generen fluctuaciones temporales y
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espaciales en la remocién de sustrato que afecten la eficiencia global del sistema. 

Sin olvidar las limitaciones de los modelos estocdsticos propuestos, los mismos 

tienen la gran ventaja de que, a diferencia de los modelos deterministas actuales de 

biopelfcula, pueden predecir las situaciones en las cuales las fluctuaciones internas 

espaciales del espesor de la biopelicula pueden efectar la operacién de los filtros 

percoladores y de otros procesos de biopelicula y buscar alternativas desde el punto 

de vista ingenieril que permitan disminuir los efectos de estas fluctuaciones.



No.



Anexo A. Comportamiento 

operativo del filtro percolador de 

la planta de tratamiento de aguas 

residuales ubicada en Ciudad 

Universitaria 

A.1. Caracteristicas generales de la planta 

La planta de tratamiento de aguas residuales de la. Ciudad Universitaria tiene 

como propésito tratar las aguas residuales provenientes de la UNAM y de la colonia 

Copileo el Alto, con el propdsito de emplear el efluente para, riego de las éreas 

verdes de esta institucién universitaria, Aunque estas aguas son clasificadas como 

domésticas, parte de éstas estan constituidas por las aguas residuales provenientes 

de laboratorios y otros centros de investigacién, por lo que sus caracteristicas seran 

ligeramente diferentes a las que se observan en las aguas residuales domésticas 

puras. De acuerdo con la. legislacién vigente en la Reptiblica de México {106} le 

DBO, maxima permisible para el empleo de aguas tratadas para riego de dreas 

verdes es de 100 mg/L, aunque la planta fué disefiada para una DBO, maxima de 

25 mg/L, acorde con las leyes internacionales actuales. En cuanto a la DQO, el 

valor maximo permisible por disefio en esta planta es de 50 mg/L, de acuerdo a 

lo estipulado a. nivel internacional, no apareciendo datos respecto a esta variable 

en la legislacién de este pais. El tratamiento que se emplea es fundamentalmente 

de tipo biolégico, utilizandose para ello un sistema de lodo activado, un reactor 

de biodiscos y un filtro percolador. 
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A.2. Datos de operacién del filtro percolador establecidos 

por diseno 

Tabla A.1. Datos establecidos por disefio 

Parémetro ~~ | Entrada | Salida 

DBOsaisexo [mg/E] 100 25 

DQOs¢iseno (mg/L) 200 50 

Quisero (E/s| 10 10 

  

  

  

            
A.3. Datos histéricos de operacién del filtro percolador 

Tabla A.2. Comportamiento de la DBOs en el influente (mg/Z) 
  

  

  

  

Aiio | N | (DBOs), | #p0,, | 780% | (toeat), | "250% 
1994 | 27 125 2336 48 0.384 37% 

1995 | 52 74 2169 46 0.621 77% 

1996 | 75 122 3028 55 0.450 43%                 
Tabla A.3. Comportamiento de la DQO en el influente (mg/L) 

Aftio | N | (DQO), | chao, | 7De0- (was; _ | Mec. 

1994 | 103 173 6324 79 0.456 75% 

1995 | 92 187 12929 | 113 0.604 65% 

1996 | 88 319 28776 | 169 0.529 27% 

  

  

  

                    
Tabla A.4. Comportamiento del flujo de opera- 

cién (L/s) 

Ano | N | (Q) | o9 | oe (7) no | 

1994 | 103 | 8.32 1.13 [1.06 | 0.12 | 100% 

1995 | 100 | 7.33 | 0.80 | 0.89 | 0.12 100% 

1996 | 90 | 7.74 | 0.46 | 0.67 | 0.08 100% 

  

  

  

                    
Tabla A.5. Comportamiento de la DBOsen el efluente (mg/L) 
  ¢ DBO: 

Afio | N | (DBOs), | pasos, | TDBOs. (ess) «| 72 BOs. 

1994 | 27 22 195 14 0.63 59% 

1995 | 52 18 130 il 0.61 81% 

| 1996 75 14 56 7 0.50 96% 
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Tabla A.6. Comportamiento de la DQO en el eftuente (mg/L) 

Afio | N | (DQO), | tao, | 7200. (<335;) «| 120 

1994 | 103 79 661 25 0.31 20% 

1995 | 92 76 3797 62 0.81 39% 

1996 | 88 55 2398 49 0.89 59% 

  

  

  

                    
Tabla A.7. Confiabilidad de la operacién 

y probabilidad de falas 

Ano | Apso, | F pBos | Ange | F peo 

1994 | 59% | 41% | 20% | 80% 

1995 | 81% | 19% | 39% | 61% 

| 1996 96% 4% 59% | 41% 

  

  

  

                
donde de acuerdo a la referencia bibliogréfica [107] se tiene: 

1 N 

(X) = yl % (Al) 

2 1 * 2 

OK =H d (Xi — (X))’, (A.2) 

ox = +fo%, (A.3) 

F = (100-7). (A.5) 

A.4. Andélisis del comportamiento histérico de operacién 

Al analizar estos resultados se pueden plantear los siguientes hechos: 

1.- La desviacién tipica en la DBOs y DQO en el influente y el efluente fue 

mayor a un 20% del valor esperado de estas variables, siendo menor a un 20% 

para el caso del flujo de agua residual. 

2. A pesar de que en todos los casos los valores esperados de la DBOs y DQO 

en el efuente fueron menores que los valores méximos permitidos, la confiabilidad 

del sistema fue menor del 100% en todos los casos. 

3.- La desviacién t{pica en las variables de entrada es mayor que en las variables 

de salida, lo que est acorde con el hecho experimentalmente comprobado de que
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los filtros percoladores tienen la propiedad de amortiguar las fluctuaciones que se 

producen en las variables de entrada. 

4- La confiabilidad del sistema en base a la DBOs es mayor que la confiabili- 

dad en base a la DQO. Este es un resultado que puede ser justificado tomando en 

cuenta que los filtros percoladores son sistemas de tratamiento bioldgico, por lo 

que prdcticamente sdlo pueden remover contaminantes biodegradables, mientras 

que el agua residual que se trata en esta planta tiene un determinado cardcter no 

biodegradable conferido por los residuales provenientes de los laboratorios y otros 

centros de investigacién de la UNAM. 

Nomenclatura: 

DBOs: Demanda bioqufmica de ox{geno, representa, una medida de la concen- 

tracién de sustancias biodegradables presentes en el agua residual. En este caso es 

calculada para 5 dfas y 20°C 

DQO: Demanda. qufmica de ox{geno, representa una medida de la concentracién 

de contaminantes totales presentes en el agua residual 

Q: Flujo de influente en el filtro percolador 

(DBOs) :Valor esperado de la DBOs (mg/L) 

02, go! Varianza de la DBOs [mg/ Li 

Oppo: Desviacién tipica de la DBOs [mg/L] 

(DQO) : Velor esperado de la DQO [mg/Z}\ 

o%g0: Varianza de la DQO [mg/L 

Fpgo: Desviacién tfpica de la DQO [mg/T] 

(Q) : Valor esperado de Q (L/s| 

ob: Varianza de Q [L/ 3} 

aq: Desviacion tipica de Q [L/s] 

Nppro: Frecuencia -en porciento- en que se detecté que DBOsmuestreada < DB Osdiseno 

pgo: Frecuencia -en porciento- en que se detect que DQOmucstreada < DQOadiseiio 

Na: Frecuencia -en porciento- en que se detecté que Qmuestreado < Qaisenio 

N : Numero de datos muestreados 

X: Confialibidad de la operacién 

F +: Probabilidad de fallas



Anexo B. Modelos tradicionales 

de filtros percoladores 

Los modelos tradicionales que se emplean para el disefio y operacidén de los filtros 

percoladores se muestran en la tabla B.1. 

Tabla B.1. Modelos tradicionales de filtros percoladores 
  

  

  

  

Modelo Bases Ecuaciones 

oe K(QSe(A4 Bh (a) 

Hanumanulu(i1] | estadistico S.= {eat area SE OTTER y 

@ 
saps (Se-Se) _ (7-20) 1 

NRC[L0] estadistico Ze) = {1.035 \ | ene} 

empfrico[}] estadistico GS = en” 
  

Fairali{12] estadistico 
Ke 

S, Vote = = Ky vas®)) 

  

de Galler[12] | estadistico 5, = Ks (14 RY (Q 0+ R))™ (1+ Z)** Ts 
  

1% Orden{1, 14] | 1° Orden 
Ke 

Se == exp (-K Aan Z (2) , (.047)™ ®) 

      Kornegay[15] biomasa   maz AespP se 

Q(Se - Ss) = “ SAE) 
  

donde: 
(a) 2 = 7° 
() F= 14 

(040.18) 

(c) @ = (0.2) (1.047)7- (2) 

pl p= (7.63.8 + 0.129) 10-* 
Nomenclatura: 

Acsp : Area espectfica del empaque [m? /m?} 

Ag: Area, de la seccién transversal del empaque [m?] 

D: Didmetro de la seccién transversal del empaque {mJ 

K, Ki, Ke, Ks, Ka, Ks, Ke: Constantes determinadas experimentalmente. 

K,: Constante de saturacién de Monod [kg /m?] 

Q: Flujo de residual [m3 /d] 

r: Radio de la seccién trnasversal del empaque [m} 

R: Razén de recirculacién 

7 

 



S.: Concentracién de sustrato de entrada [kg/m] 

S,: Concentracién de sustrato de salida [kg/m] 

‘T: Temperatura del agua residual [°C] 

V: Volumen del empaque {mn?] 

Y: Coeficiente de rendimiento [kgo/kgs] 

Z: Profundidad del filtro [m] 

lméa' Velocidad espectfica maxima de crecimiento de los microorganismos 

p;: Densidad de la biomasa [kg/m] 
(a-"} 
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Anexo C. Modelos actuales de 

filtro percolador 

C.1. Modelos relacionados con la teorfa de la biopelicula 

C.1.1. Modelo de Rittmann [19] 

Consideraciones: 4) Ja biopelicula tiene una densidad uniforme de células, it) 

el espesor de biomasa es espacialmente uniforme, tii) la concentracién de sustrato 

sdlo cambia en la direccién perpendicular a la superficie de la biopeltcula, iv) 

todas las sustancias se encuentran en exceso, excepto una que acta como sustrato 

limitante, uv) el transporte de sustrato en la capa limite de concentracién y en el 

interior de la biopeltcula se produce por difusidn, cumpliéndose la primera ley 

de Fick, vi) la remocién de sustrato responde a la cinética de Monod y vii) la 

biopelicula se encuentra en estado estacionario. 

Ecuaciones basicas: 

aS, Prax ¢ 57 

Diya = V(K.485) (C1) 

j= D G- Ss) , (C.2) 

JY 
Lp= bp (C.3) 

Kb 
Simin = ——_* 

C.4 

Gnas —8) (C4) 

C.1.2. Modelo de Bryers [44] 

Consideraciones: i) la acumulacién de biopelicula es el resultado de la de- 

posicién de los microorganismos presentes en el seno del fluido, la reproduccion 

de biomasa y el desprendimiento por erosion, ti) la biopelicula esté compuesta por 

diferentes especies de microorganismos, iti) la fraccidén de componentes abidticos 

es despreciable en comparacién con la de los componentes bidticos, iv) la remo- 

cién de sustrato responde a la cinética de Monod y ») la velocidad de deposicion 
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de los microorganismos se considera proporcional a la concentracién de biomasa 

suspendida en el seno del fluido y el Grea del s6lido no cubierta por biomasa. 

Ecuaciones basicas: 

  
  

dM 
= SO (RP + RF) + BF, (C.5) 

j=l 

dS _ N 1j03 , RF Aemp 
= D(S-S:)~ do Y, + (C.6) 

C..1.3. Modelo de Wanner y Gujer [26] 

Consideraciones: i) se toma en cuenta la porosidad de la biopelicula, ii) 

la biopelicula esté compuesta por diferentes especies de microorganismos, iti) la 

remocion de sustrato limitante responde a la cinética de Monod y iv) el transporte 

de sustrato se Ueva a cabo por el mecanismo difusivo. 

Ecuaciones bdsicas: 

eet =< — Rs, (C.7) 

  

at Oe 

ace OU os 
BT ae t Re (C.8) 

Ji =U,Ci, ; (C9) 

  

1 . 

Up = Ride, C.10 
Crot I Xu ° ( ) 

t=1 

N 

Cr = D> Cbs (C.11) 
t=1 

dE 
au (Us)eag + Uae — Ra- (C.12) 

C.1.4. Modelo de Wanner y Cunningham [25, 27] 

Consideraciones: 4} se establece una relacion enire la densidad de los compo- 

nentes de la biopelicula y su concentracion, ii) se toma en cuenta la produccion de 

polimeros extracelulares, iti) la biopelécula esté compuesta por diferentes especies 

de microorganismos, iv) se cumple la cinética de Monod y v) la transferencia de 

masa se lleva a cabo por el mecanismo difusivo. 

Ecuaciones basicas:



ESTA TESIS. NO EBE 
Gi LA BIBLIGTEGA " 

as, _ Os 

  
  

OE = Ge _ Rs, (C.13) 

act OE 
WT et Re (C.14) 

Ji =U,Ci, (C.15) 

Ct = pei, (C.16) 

1 Ry fa) 
U, = (——— ) {= +}, C.17 

(aa) Fe (C7) 

Re = >> Ri, (C.18) 
t=1 

N 

Py = Yoh (C.19) 

t=1 

BE AF Wedeaz + Use ~ Re (C.20) 

C.2. Modelos relacionados con el desprendimiento de 

biomasa 

C.2.1. Modelo de Rittmann [31] 

Consideraciones: [a velocidad del desprendimiento de biopelicula es direc- 

tamente proporcional al espesor. 

Ecuacién basica: 

Ry = KIB. (C.21) 

C.2.2. Modelo de Wanner y Giijer [26] 

Consideraciones: se basa en el hecho experimentalmente comprobado de 

que la velocidad de desprendimiento es una funcidn cuadrética del espesor de 

biopelicula. 

Ecuacién bdsica: 

Ra = KITE. (C.22)
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C.2.3. Modelo de Stewart [32] 

Consideraciones: el desprendimiento de biopelicula es un fendmeno proba- 

bilistico que ocurre con determinada frecuencia, y donde la contidad de biomasa 

desprendida se representa mediante una variable discreta. : 

Ecuacién basica: 

E 

Ra= [ F,(B — €4) adea. (C.23) 
0 

donde: 

dE =. (C.24) Ra= 

C.3. Modelos que relacionan la remocién de sustrato en la 

biopelicula con la configuracién del filtro percolador 

El comportamiento de la concentracién de sustrato con respecto a la profun- 

didad del filtro es modelada a través de la siguiente ecuacién [34]: 

  

as os as €empl’miaC 2 
cmp = —Use + Dare - _ fempPmiae? : 

Comp-ae = UG, + Dag — Ace — VK, +5) (C.25) 

sujeta a las condiciones: 

S= Sp parat=0, (C.26) 

vSent = US — Dae para z= 0, (C.27) 

as 
a 0 para z = Z, (C.28) 

donde: 

Demp\? 
Duy =0.67Demp + 0.65dpu | 1+ 0.67 Lo . (C.29) 

D 

Nomenclatura: 

a: Area de la particula desprendida [P] 

Aes: Area especifica del empaque {L-4] 

b: Velocidad espectfica de muerte de los microorganismos fe] 

C;: Concentracién de microorganismos suspendidos de la especie j (mM; L-*| 

Crot: Concentracién total de biomasa [Mz [4] 

Cy: Concentracién de microorganismos suspendidos [M,L~*] 

Ci; Concentracién de la especie i de microorganismos en la biopelicula [Mi L~*]
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D: Difusividad del sustrato en el seno del finido [rt] 

Demp: Diémetro de la seccién transversal del empaque [Z] 

Dry: Difusividad del sustrato en el interior de la biopelfcula [L?é~*] 

Dy: Coeficiente de dispersividad hidrodinémica (eM, >. 4 

dp: Diémetro equivalente de las partfculas del empaque (E] 

E: Espesor total de Ja biopelfcula [L] 

F;; Frecuencia o probabilidad por unidad de tiempo de que tenga lugar el de- 

sprendimiento a una determinada profundidad de la biopelicula fe} 

J; Flux de sustrate removido [M, L774] 

Jt: Flux de biomasa de la especie 7 perpendicular a la superficie del empaque 

(MEL 
K/: Constante de velocidad especifica de desprendimiento de primer orden (-4] 

K; A T. Constante de velocidad espectfica de desprendimiento de segundo orden (e157 y 

K,: Constante de saturacién de Monod [M, D| . 

L: Espesor de la capa mite de concentracién del lquido [Z] 

Ly: Espesor de la biopelicula en estado estacionario (Z| 

M: Masa total de la biopelfcula [M1] 

N: Numero de especies de microorganismos presentes 

Rg; Velocidad de desprendimiento [Lt~"] 

RP: Velocidad de deposicién de los microorganismos suspendidos de la especie j 

[me 
RG: Velocidad de crecimiento de los microorganismos atrapados de la especie j 

[met] 
Rp: Velocidad de crecimiento de los polimeros extracelulares [MpL7*4-*] 

R®. Velocidad de desprendimiento de la biomasa (Mt | 

Rg: Velocidad de remocién de sustrato por los microorganismos [M, L3¢7}] 

Ry: Velocidad total de crecimiento de la biomasa [M,L-34-}} 

Ri: Velocidad de crecimiento de la especie 4 [MiL-3i-4] 

S: Concentracién de sustrato en el agua residual (M,L-] 

S;: Concentracién de sustrato en el interior de la biopelicula [M,L7] 

Smin: Concentracién de sustrato minima para poder tener una biopelicula que 

alcance el estado estacionario [M,L*] 

S,: Concentracién de sustrato en ls, superficie de la biopelfcula (M, Ly 

t: Tiempo [E] 

Use: Velocidad de atrapamiento de los microorganismos {t+} 

Uz: Velocidad de desplazamiento de la biomasa desde la superficie del empaque 

f°] 
¥: Coeficiente de rendimiento (MyM, "] 

Yj: Coeficiente de rendimiento de la especie 7 [M.Ms| 

z: Profundidad del filtro [L] 

€: Porosidad de la biopelicula 

€emp: Porosidad del empaque
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;: Fraccién en volumen de la especie a 

é: Espesor de ja biopelicula [Z] 

€4: Profundidad a la que tiene lugar el desprendimiento (Z] 

plz: Velocidad especifica de crecimiento de los microorganismos suspendidos de la 

especie j [¢~1] 
még Velocidad especifica méxima de crecimiento [£~*] 

ps Densidad de la biomasa [M,L*] 

p;: Densidad de la especie 4 (MiL-] 

Pp: Densidad de los polfmeros extracelulares [Mp,L~*] 

v: Flujo de agua residual por 4rea de seccién transversal del empaque [Lt-4}



Anexo D. Métodos 

experimentales desarrollados para 

el estudio de las biopeliculas 

Propiedades de las biopeliculas que se determinan experimentalmente: 

i) espesor y estructura interna, ii) contidad total de biopelicula, tii) composicién 

quimica y bioldgica, iv) actividad metabélica de los microorganismos y v) dindmica 

de la comunidad de microorganismos. 

Métodos experimentales: 

Métodos destructivos: Implican la remocién de la biopelicula de la superfi- 

cie del sdlido y la destruccién de su estructura interna. Incluyen los métodos 

gravimétricos, quimicos, bioquimicos, conteo de microorganismos y espectrofo- 

tométricos. 

Métodos no destructivos: Comprenden el estudio y observacién directa de la 

biopelfcula a través del empleo de la microscopia. 

Cada una de estas propiedades y los métodos mds cominmente empleados 

para su medicién aparecen en la tabla D.1. : 
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Tabla D.1. Métodos experimentales empleados para el estudio 

de las biopelfculas [49]-[52] 

Propiedad Métodos 

1)Espesor y estructura interna microscopia éptica 

thicroscopia, CSLM@) 
microscopia SEM®) 

microscopia, SEMiC) 

microscopia TEM@ 

  

  

  

  

  

  

  

2)Cantidad total de biopelicula 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

      

Peso seco gravimétricos 

Carbono organico total quimicos 

Demanda quimica de oxigeno quimicos 

Demanda bioquimica de oxigeno bioldgicos 

3) Composicion 

Polimeros extracelulares colorimétricos 

Proteinas método de Lowry 

Cantidad de microorganismos conteo 

4) Actividad 

Remocién de sustrato quimicos 

Consumo de oxigeno quimicos 

Cantidad de ATP bioquimicos 

5) Dindmica de la poblacién 
Medicién de ADN espectrofotométricos 

Medicién de ARN espectrofotométricos     
(a): Confocal Scanning Laser Microscopy. 

(8): Scanning Electron Microscopy. 

(c): Scanning Electron Micrographs. 

(d): Transmission Electron Microscopy. 
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