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INTRODUCCION. 

I] presente trabajo tiene como objetivo estudiar el comportamiento topols- 

gico de los campos vectoriales cuadraticos en el plano, en la vecindad de un 

punto singular. Para ello estudiaremos la técnica del blow-up (explosién) la que 

nos ayudardé a obtener campos mas sencillos de estudiar. Es decir, queremos 

obtener campos que se puedan linealizar como los hiperbdlicos, o que al menos 

les podamos asociar ciertas variedades invariantes que nos ayuden a entender 

el comportamiento topoldgico de estos. : 

En el primer capitulo estudiaremos los dos tipos de blow-up que existen, el 

direccional y el polar, se estudiara que tipo de resultados arrojan cada uno, con 

el fin de ver las ventajas y desventajas que tienen. Demostraremos que ambos, 

topologicamente hablando, nos reportan los mismos resultados, es decir, si 

explotamos un campo direccionalmente y polarmente en ambas explosiones 

obtendremos el mismo comportamiento topolégico del campo alrededor del 

punto singular. Finalmente veremos, con la ayuda del teorema de desingulari- 

zacion, bajo que condiciones podemos descomponer las singularidades de un 

campo en otras mas simples. 

En e] segundo capitulo se mostrara un programa en el procesador mathe- 

matica que explota campos vectoriales, se explicara la estructura del programa, 

como se utiliza y el tipo de resultados que nos proporciona. 

En el tercer capitulo estudiaremos el comportamiento topoldgico de los 

campos vectoriales que tienen parte lineal degencrada y términos cuadraticos; 

y los que tienen unicamente términos cuadraticos; alrededor del origen.



  

  

Resolucién de Singularidades 
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1 Capitulo 

Resolucién de Singularidades. 

Para conocer el comportamiento topolégico de un campo vectorial alrede- 

dor de el punto singular de un campo vectorial, necesitamos un aparato que 

tenga una resolucién similar a un microscopio, es decir, necesitamos escoger 

un sistema coordenado cerca del punto singular al que a un pequeno desplaza- 

miento angular le corresponda un gran cambio en coordenadas. [sta técnica 

se conoce como Blow-up. 

Existen 2 tipos de blow-up: 

- Blow-up direccional, 

- Blow-up polar. 

En los dos blow-up podemos escoger un sistema coordenado que tenga 

la caracteristica mencionada anteriormente, sin embargo una de las princi- 

pales diferencias centre el blow-up polar y el direccional, es que el blow-up 

polar para el paso a coordenadas polares requiere de funciones trascendentales 

(trigonométricas), por lo que algebraicamente es mas conveniente e] blow-up 

direccional.



Una vez que hayamos explotado un campo vectorial en el cero vamos a 

obtener un campo mas simple, en el sentido de que para conocer el compor- 

tamiento topoldgico del campo en una vecindad del punto singular, podamos 

utilizar métodos como el Teorema de Hartman-Grobman.| 

A continuacioén antes de explicar las técnicas de blow-up recordaremos el 

teorema de Hartman-Grobman y algunas definiciones que nos seran utiles. 

Como estamos trabajando con campos en el plano entonces fo enunciaremos 

todo en IR’, pero se pueden generalizar para el caso RR". 

Definicidn 1.1 Un campo vectorial X lineal en IR? decimos que es hiperbolico 

Si sus eigenvalores tienen parte real diferente de cero. 

Definicidn 1.2 Diremos que el germen de un campo en IR” que tiene como 

punto singular al cero es hiperbolico si su parte lineal es hiperbolica. 

La importancia de las singularidades hiperbdlicas es que estas son estruc- 

turalmente estables, es decir, si perturbamos el campo las soluciones de éste 
van a ser topologicamente equivalentes a las del campo inicial. Ademas de que 

existen espacios invariantes asociados a los campos hiperbdlicos que determi- 

nan su estructura local. 

Teorema 1.3 Sea X un campo vectorial lineal en IR?, X hiperbolico, entonces 
existe una unica descomposicion de IR’ como suma directa: 

R = Ee QE’, 

donde E* y E* son espacios invariantes bajo el flujo del campo (e'* ). 

Los eigenvalores asociados a X* = X|g. tendran parte real negativa y los 

asociados a X" = X|gu tendran parte real positiva, X = X|g»@®X|m. 

El flujo inducido en £* es una contraccidn y el inducido por £* una ex- 
pansion. 

fs] numero de eigenvalores de la parte lineal de X, con parte real negativa 

es lo que se conoce como indice del campo.



  

Teorema 1.4 : (Hartman-Grobman, [Har]). 

Sea B un subconjunto abierto en IR? que contiene al origen, sea f € C™(B) 

y sea gy el flujo del sistema no lineal: 

é= f(z). 

Supéngase que f(0) =0 y que la matriz A = Df(0) no tiene eigenvalores 

con parte real igual a cero. 

Entonces, existe un homeomorfismo H de un conjunto abierto U que con- 

tiene al origen, en otro conjunto abierto V que contiene al origen tal que, para 

toda zg € U, existe un intervalo abierto Ig € IR que contiene al cero tal que 

para toda tg CU yt € Ip: 

H 0 ¢,(z0) = e4* H(z). 

Es decir, H mapea trayectorias de z = f(x) cerca del origen en trayectorias 
de z = Ax cerca del origen y preserva parametrizacion 

Es decir el comportamiento topoldgico de un campo hiperbolico queda de- 

terminado por los términos lineales de este. 

No siempre vamos a encontrar singularidades hiperbdlicas, pero van a exis- 

tir otro tipo de singularidades a las que, al igual que las hiperbdlicas, podemos 

asociar ciertos espacios invariantes. 

Es decir para todos los campos lineales existe una descomposicién 

R=EQE,, 

invariante bajo e'* tal que los eigenvalores de DX (0) = DX(0)\z tienen parte 
real negativa o positiva y los asociados a DX°(0) = DX(0)|gc tienen la parte 
real igual a cero. 

De acuerdo con lo anterior: 

 



  

  

Definicién 1.5 Una singularidad es parcialmente hiperbolica si dim(E°) £0 

y dim(E) £0. 

Fs decir. para que una singularidad en IR? sca parcialmente hiperbolica 

basta que al menos uno de los cigenvalores sea distinto de cero. 

En el caso de singularidades parcialmente hiperbslicas al igual que en el 

de hiperbdlicas se prueba la existencia de variedades invariantes que juegan 

el mismo papel para X como E* y E£“ lo hacen para la parte tincal de una 

singularidad hiperbolica. 

Teorema 1.6 Sea 0 un punto singular de un campo vectorial C" en IR?, 

r < oo, y R? = E@E® la descomposicién asociada a DX(0) (parte lineal 

del campo}. Supongamos que X es parcialmente hiperbolico en 0. Isntonces 

existen variedades C", W y W que contienen al cero, invariantes bajo el flujo 

de X y tales que: 

W es tangente a E en 0 y J\(X(0)fw) = DX (Ole, 

W© es tangente a E* en 0 y Si(X(O)|we) = DX (Oa. 

W se conoce como variedad estable o inestable (dependiendo del signo del 

eigenvalor) fuerte y es unica, IV° se conoce como variedad central y no es unica. 

A continuacién mostraremos ejemplos hiperbélicos y parcialmente hiper- ws —, 

“se YY 
l 

Ay > 0,42 <0 A, = 0, A2 > 0 

Una vez definido lo anterior continuaremos ahora con la técnica del Blow- 

up.



  

  

1.1 Blow-Up direccional. 

Vamos a empezar con una construccién auxiliar. Sea p: IR? — {0} > IRP' la 

fibracién estdndar definida en la linea proyectiva IRP', donde IRP! denota el 

conjunto de lineas de JR? que pasan por el origen, es decir, JP! nos representa 

el conjunto de direcciones de IR?. 

Introduciremos una estructura diferenciable a F2P', donde por estructura 

diferenciable vamos a entender lo siguiente: 

Definicién 1.7 :; Una superficie diferenciable de dimensién 2 es un conjunto 

M yuna familia de mapeos inyectivos 1; : Ui C IR? — M de conjuntos U;, de 

IR? en M, tal que: 

(1) Uzi) = M. 

(2) para cualquier i,j con (Ui) x;(U;) = W F 4, los conjuntos 27}(W) 

yx;'(W) son conjuntos abiertos en RR? y los mapeos x; ‘ox; son diferenctables. 

(3) La familia {(U;,2;)} es mazimal relativa a las condiciones (1) y (2). 

El par (U;,2;) con q € 2;(Uj) se conoce como sistema coordenado de M en 

gq; t:(U;) es llamado una vecindad coordenada en q. Una familia (U;, z;) que 

satisface (1) y (2) se conoce como estructura diferenciable en M. 

En el caso de JRP! tenemos lo siguiente: Sea (x,y) € IR? y observemos, 

para empezar, que JRP' es el espacio cociente de IR’ — {0} modulo la relacion 

de equivalencia: 

(z,y) ~ (Az, Ay), A € IRA #0. 

Los puntos de RP! los denotaremos por [z, y]. 

Observemos que si  # 0 6 y # 0 entonces [x,y] = [1, £] 6 [z,y] = (2, 4] 

respectivamente. 

Definamos ahora los subconjuntos Vy, V2 de IRP? por: 

7



  

Vi = {fz,y):2 £0}. = {[z,y]}:y £0}, 

que geométricamente nos representan los conjuntos de rectas en IR? que pasan 

por el origen pero que no contienen al eje y en  y al eje z en Vo. 

Mostraremos ahora que podemos tomar a V; y V2 como vecindades coor- 

denadas donde las coordenadas en 4 y V2 son: 

u=to=F respectivamente. 

Ahora definimos: 

z,: RV, por 2,(u) = [l,u}],ve R, 

y analogamente: 

x2: R— V2 por a2(v) = [v, l],ve R. 

Demostraremos que {(JR,21), (JR, z2)} es una estructura diferenciable en 

RP}. 

Cualquier mapeo 2, 22 es biyectivo mientras U z,(JR) = RP’. 

Nos resta demostrar que 27'(Vi (V2) es un conjunto abierto en R y que 

x27! 0 2 es diferenciable ahi. Ahora los puntos en WR son de la forma: 

{u € IR; u ¢ 0} de ahi que z7’(Vi V2) sea un conjunto abierto en R. 

Por otro lado: 

ail - 
zy! o2,(z,y) = 227"{l,u] = 2 ‘te 1 =227'[v, 1} =», 

la segunda igualdad se da ya que estamos en Vi Ve, donde tanto x como y 

son distintos de cero y, por lo tanto podemos dividir. 

Ademas 127! 0 x; es diferenciable, ya que v también es diferenciable en 

Vine. 

 



  

  

En resuinen el espacio de direcciones en IR? (espacio real proyectivo) puede 

ser cubierto por 2 vecindades coordenadas. 

Considcremos ahora la grafica [ del mapeo p. Esta grafica representa una 

superficie suave en el producto cartesiano IR? — {0} x IP", donde {0} x RP? es 

lo que se conoce como divisor. Localmente I’ tiene la forma de una escalera en 

espiral; globalmente el divisor es difeomorfo al circulo, y el producto R?x RP! 

al interior del toro. 

Sumergiendo el plano agujereado en el plano, podemos considerar la grafica 

I como una superficie suave en el producto cartesiano JR? x IRP!. La proyeccién 

natural m, : IR? x IRP! 3 IR? mapea TL sobre el plano agujereado IR? — {0} 

difeomorfamente, es decir, 7, es diferenciable y tiene inversa diferenciable. 

  

        

  

Teorema 1.8 La cerradura de la gréficaT del mapeo p: R?— {0} > IRP' es 

una superficie suave T, = TU({0} x IRP'). La superficie Ty es difeomorfa a 

la banda de Mobius. 

Demostracion: 

Sean U = {(z,u):u= 4,240} yV={(v,y)i v= oy # 0} vecindades 

coordenadas en IR? que cubren al). Parademostrar la suavidad de Ty tenemos 

que ver que el cambio de coordenadas entre las dos vecindades es diferenciable. 

Sea FF: UC RAV Cc IR’. 

dado por F(z, u) = (4,2u) = (v,y), F(v,y) = (yv. 4). 

9



  

  

1 

DF ={ ° <a ) la cual es claramente C@™siuxOy 

piuy YF pr =( 1 9) 
v 

también es C™ si v # 0. 

Por lo tanto [', es una superficie suave. 

Por otro lado la proyeccién m9 : R? x IRP! -+ IRP' manda [, en lineas 

rectas. Cuando el circulo IRP! es recorrido una vez la correspondiente linea 

en JR? retorna girada un angulo 7. Se sigue de esto que ['; es una banda de 

Mobius. a 

E| pasar de IR? aT, es lo que llamamos el blow-up direccional en el 0 

sobre el divisor. El mapeo ™ : Ty 7 IR? es conocido como el colapso del 

circulo {0} x RP! en el punto 0. El mapeo = : Yr, — R? restringido a 

es un difeomorfismo sobre el plano agujereado. De ahi que todos los objetos 

geomeétricos que en el plano tienen una singularidad en 0 pueden ser Hevados 

sobre [',. Al mismo tiempo las singularidades pueden ser mas simples, ya que 

al dividir el campo podemos obtener campos linealizables. 

En la practica el blow-up direccional significa pasar de (x,y) a las cartas 

coordenadas (z,u = £) conz #0 y (v= zy) cony #0. 

Veamos ahora que sucede con la ecuacién diferencial que define un campo 

vectorial en el plano (z,y). Asumiremos que el punto 0 es un punto singular 

en nuestro campo vectorial. 

Teorema 1.9 Sia un campo vectorial diferenciable W con un punto singular 

en 0 le aplicamos el blow-up direccional obtendremos un campo vectorial en 

[ extendible a un campo diferenciable en Ty, es decir, un campo extendible al 

divisor. 

Demostracion: 

Sea W el campo vectorial definido de la siguiente forma: 

ty P(z,y) 

W=(5)=CQ(any) ) 

10



  

  

Construimos la carta coordenada (2, t) . 

us = y= uz donde zr £0. 

Derivamos x y u para obtener la expresion de W es esta carta, 

# = Plz,y) 
ae PEmey _ Q(z yy)-yP(z,y' 
7 et ™~ re ? 

sustituimos y = uz en las expresiones anteriores. 

& = P(r, ru) 
ac 2Q(z,cu)—ruP(zru) _ Q(z,ru)—-uP(z,ru 

7 x? ~ z . 

Por lo tanto la expresién del campo en esta carta es: 

z= P(z,ru 
WwW, = { “= AS 4) xyeu) * 

x 

Carta (v,y). 

En este casov= = yy #0. 

Derivamos ahora v, y para obtener la expresion del campo inicial en esta 

carta. 

Ul ty-yr . yQ(z.y)-zP(z,y) 

yo y? 
y= QAz,y), 

sustituimos z = yv en las expresiones anteriores: 

a ¥P(yuy)—yeQ(yuy) _ P(yuy)—vQ(yu,y) 
v= y ~ y 

y = Q(yv,y)- 

Por lo tanto la expresidn del campo en esta carta es: 

b= P(yvy)—v YU, 

Ww, = { . ¥ 

y= QWyv,y) 

Es decir, para (x, u),(v,y) encontramos expresiones que son suaves. 

ll



  

  

Nos falta demostrar que el campo se extiende suavemente al divisor. 

Para demostrar esto tenemos que verificar que: 

lim F.(W,) = lim W2, 
z—0 yO 

donde fF es la funcién cambio de cooordenadas descrita en el teorema 1.8 . 

. . 0 -4 P(x, xu 
limz—o F.A(W,) = lim,—o( “uz wt \ anh et eu) ) = 

i -t(-2 '2,5u)—uP z.tu)) 

= lims—ol uP(z,zu) + Q(z, ru) ~ uP(z, ru) ) 
Ploy y)-vQ (vy, 

Qeuy) 

la ultima igualdad la obtenemos haciendo el cambio de coordenadas z = vy y 

ua}, 
v 

= limyy—o( 

La expresidn que obtuvimos al final corresponde a limy.o W2 y como el 

cero es un punto singular entonces P(0,0) = Q(0,0) = (0,0). 

Por lo tanto el campo se extiende diferenciablemente al divisor. @ 

El objetivo principal del Blow-up es encontrar las separatrices del campo, 

sin embargo, con el blow-up vamos a encontrar las direcciones a las cuales 

son tangentes las separatrices, estas direcciones las vamos a llamar direcciones 

separatrices. 

Al hablar de separatrices nos referimos a las curvas solucién C™ en cuya 

cerradura se encuentra el punto singular, y ocurre frecuentemente que nos 

marcan una frontera entre soluciones con propiedades diferentes, como el atraer 

6 repeler en una direccién, y es a través de ellas que nos damos una idea de 
como se esta comportando el campo, topolégicamente hablando. Por ello es 

importante ver que relacién existe entre el numero de direcciones separatrices y 

los términos del campo. Esta relacién nos la proporciona el siguiente teorema: 

12



  

  

Teorema 1.10 Sea X campo vectorial diferenciable con un punto singular en 

cero, y sean X, Y, las expresiones del campo en las cartas (x, u) y(v,y) respec- 

tivamente. Si explotamos el campo en el cero y al aprozimarnos al divisor en 

X, y Yi el ntimero de puntos singulares que obtengamos es finite el numero de 

direcciones separatrices transversales al divisor quedard acotado por el mtnimo 

ezponente del campo. 

Antes de dar la demostracion del teorema recordemos que, de acuerdo al 

teorema 1.9 al explotar construimos un campo en IT’; que es diferenciable en el 

divisor, por ello para buscar los puntos singulares nos aproximamos al divisor 

en la direccién en la que estamos trabajando para detectar donde se anula 

el campo en el divisor. Ya que las direcciones separatrices transversales al 
divisor nos las determinan los puntos singulares el detectar direcciones separa- 

trices corresponde a detectar puntos singulares del campo, aunque cabe senialar 

que (como se vera mas adelante) no todos los puntos singulares determinan 

direcciones separatrices. 

Entonces nuestro problema se traduce en ver que nos determina el numero 

de puntos singulares del campo. 

Demostraci6n: 

ayx* + agrk-ly +... + apzy*! + agaiy® + O(k +1) 

1o™ + boa™ ly +0. + bry”! + bmg iy™ + O(M4 1)” 
Sea X = ( b 

k,meé Zt, 

supongamos k < m. 

Analizamos las cartas coordenadas: 

Carta (z, u). 

£ ayx* + agztu +... + agztut! + apy ztuk +... 

ue —ayoku — ageto tu? — ... — agekoluk — ayy c*utt! 4 by! 
boe™ tut ot bm e™ tum! + bag ie™ lu™ +... 

Este campo vectorial se desvanece en el divisor por lo que dividimos este 

campo entre z*~!. Después de dividir obtenemos el siguiente campo: 

13



    

ue
 | ayt +agzut.... + agzuk! + agyicu® +... 

—ayu — agu? — .... — agu® — agyyukt! + byx™- 
tbga™ Fu tot bm Ku + by gre ku™ +... 

  

k eS
 | 

La divisién no cambié el sentido de los vectores del campo, y obtuvimos un 

campo cuyos puntos singulares estan situados en el divisor sin que cl campo 

se anule completamente en él. 

Nos aproximamos ahora al divisor haciendo tender x a cero y obtenemos 

un campo diferenciable en [,. 

lim X = (0,—ayu — agu? — ... — agu* — apy .uk*), 
Perr 

para encontrar los puntos singulares hay que buscar las raices del polinomio: 

2 k kth au + agu? +..... + ayu® + apyiu®t! = 0, 

el cual a lo mds va a tener k + | raices que se traducen en puntos singulares, 

los cuales son a su vez los que determinan las posibles direcciones separatrices 

del campo, por lo que en esta carta hemos encontrado que hay a lo mas k + 1 

direcciones separatrices. 

Carta (v,y) 

b= ayuky*" 4 aguttyk-! to. + aguy®! + aegry? 

—byu™hy™) — byumy™! =. — bn v?y™! — bag uy” | +... 
bru™y™ + bov™ly™ +... + bavy™ + bmg yt! 

y 

dividiendo y aproximandonos por y nos queda que el polinomio del cual de- 

penden los puntos singulares es: 

k-1 ayv* + agut! +o. + gu + Gag = 0. 

El polinomio anterior tendra a lo mas k raices. 
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an 

obtuvimos k +1 y en la carta (v,y) & raices, que como se 

las que nos determinan las direcciones separatrices por Ic 

urecciones separatrices quedara acotado por k + 1. Donde 

onente del campo. » 

dservamos que siempre el numero de direcciones separatrices 

por los términos que tengan el minimo exponente en el campo. 

acion analizaremos un ejemplo de Blow-up direccional. 

KX = (2? — 2ay)Z +(y? — zy) 2. 

Calculamos la carta (z, u). 

go? — 22 
“es x? u?—2z?u—u(z? -222u — S2?u?—-32?u _ 3ru? — 3ru. 

z = 

Dividimos el campo entre z para que al aproximarnos al divisor este no se 
desvanezca. , 

lim X = (0,3u? — 3u). 

Para encontrar los puntos en donde se anula el campo en el divisor, iguala- 
mos la segunda coordenada a cero. 

3u? — 3u = u(3u-3) =O Su=O0yu=l, 

por lo tanto los puntos criticos son (t = 0,u=0) y (cx =0,u=1). 

Een los puntos singulares veremos que el campo es hiperbdlico, por ello 

para encontrar el comportamiento topolégico del campo en una vecindad de 
los puntos singulares utilizamos Hartman-Grobman. 

Calculamos la derivada del campo. 
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it 2a ~ 1-21 
DX = “ . 

( 0 6u-—3 ) 

cvaluamos la derivada en los puntos crilicos del campo y obtencmos: 

DX (oo) = ( é 5 } 

y Deon =( G9) 
Jie 
NYE 
  

Z 
€ 

Analizamos ahora la carta (v,y). 

. 2y2 92 you(y? —2y? ety? ta? 
p= uty’ y woe yu yu) uty’ = 3ytu = 3u2y ae 3yv 

yy? — dy?v. 

  
wk 

—   
I] campo en esta carta es: 

w= _ 7 duty — 3yv 
Y= ( hd — 2y*v ). 

Analogamente al caso anterior dividimos cl campo y nos aproximamos al 

divisor haciendo, en este caso, tender y a cero. 

- Y 3u? — 3u \ 

v =u! y — 2yv 
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lim Y = (3v? — 30,0), 
yO 

para obtener los puntos criticos hacemos: 3v? — 3u = u(3v -- 3) = 0, 

de la ecuacién anterior se sigue que los puntos crilicos son: (v = 0,y = 0), 

(vu = 1,y=0). 

{valuamos la derivada en los puntos criticos del campo. 

= Gu-—3 0 

DY = ( —2y 1—2v } 

~. —3 0 
DY (00) =( 01 ) 

~ 3.0 
DY (9) = ( 0-1 ) 

i +— v 

We OT 
  

fn cl cjernplo anterior el explotar obtuvimos tres direcciones scparatrices; 

una que corresponde a la recta de pendiente uno y otras dos que corresponden 

a los dos ejes. La primera se detecta cn ambas cartas; en la carta (2, u) 

corresponde al punto (0,1) y cn la carta (v,y) al (1,0), esto se debe a que esta 

pertenece a la interseccion de V; y 2 (vecindades coordenadas), a diferencia de 

los ejes que solamente pertenecen, por como los construimos, a una. vecindad 

coordenada. Geométricamente lo podemos pensar de la siguente forma: al eje 

y en la carta (x,u) le corresponde u = oo, es decir, al explotar la recla que le 

asociariamos al cje y quedaria cn cl infinito, y analogamente sucede con cl eje 
zon la carta (v,y). Por ello los cjes solo se detectan en una carta. 

El retrato fase final queda de la siguiente forma: 
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1.2 Blow-up Polar 

Teorema 1.11 : Sea X un campo vectorial C@ en IR? con X(0) = 0 y sea 

®:S'x Ra IR? el mapeo definido en coordenadas polares. Entonces hay un 

campo vectorial X € C® definido en S' x IR tal que @.(X) = X. 

Es decir, si tengo un campo C™ en JR? con X(0) = 0 a partir de este se va 

a construir otro campo vectorial X definido en S' x JR, que también va a ser 

C®, y que va a cumplir que ®,(X) = X. 

La funcién ® va a mapear los puntos que estan situados sobre el cilindro P P q 
§' x Ra una altura r, en un circulo en JR? que va a tener radio r. 

Los puntos que estén en r y —r nos los va a mapear al mismo circulo de 

radio r, pero recorrido en direcciones opuestas, es decir, r‘circulo recorrido en 

el sentido usual (contrario a las manecillas del reloj) y ~r en sentido contrario, 

por lo tanto ® cubre doblemente a IR? 

Demostraci6n: 

La idea de la demostracién es descomponer el campo X en su parte radial 

y tangencial, para que una vez hecho esto, utilizando coordenadas polares y 

que ®, es invertible en r # 0 construyamos X. 

Sea X =(/ ' ), campo vectorial C® en WR. 
fa 

En JR? definimos los siguientes campos vectoriales: 

— 7,2 8 _ 3 a — a a 
Ra=2g t ys, Vey = (25 — 95) Vor = FU TH): 

El campo vectorial & se conoce como campo radial corresponde a todas 

las rectas que pasan por el origen. Los campos, Vzy y Vz, corresponden a los 

campos tangentes a los circulos que tienen su centro en cl origen, recorridos 

unos en el sentido de las manecillas del reloj y otros en sentido contrario. 

Notemos que V,, = —Vjz y que Viz = Vyy =0 

Demostraremos que X puede ser escrito de la siguiente forma: 

19



t " - - 
X= 3 pis R,X > R+2< Vag, X > Veyt < Vye, X > Vel);   

desarrollando e} lado derecho de la igualdad anterior tenemos que: 

= aig(< BX > R+ 2[< Vey, X > Veyt < Vur,X > Vyzl) 

wag (< BX > R+2[< Vy, X > Veyt < (—Vay), X > (—Vey)}) 

aap (< RX > R+4[< Vey, X >I) 

Fayl< (z,y), (fs fa) > (z,y) +4[< $(-y, 2), (fy fa) > (-}(-y, 2)))) 

wha ((th +yf)(z,y) + (-wh + 2f)(-y,2))) 

aye (eh + cyf tof t+ y? fo) + (yA — ty fas -ty fi + 2” fr) 

= aye((27 fi t+ Phi fe ty) = ayel2? + yf. f) = (fi, f2)) = X. 

UI 

  ll 

  

Definiremos en S! x RR los campos vectoriales R, Vey y Vues tales que: 

.(f) = R, ®.(Vey) = Vey ¥ (Vie) = Vers 

queremos que ®.(R) = Ry sabemos que ®. es invertible en r # 0, por lo tanto: 

R=O.R, 

B(r, 0) = (rcos6,rsin§). 
&, =( cos@ —rsin@ ). 

sin@ rcosé 

Calculamos las expresiones para R, Vey ¥ Vie, utilizando que z = rcosd y 

yorsind. 

= cosO sind ,, x zcos0 +ysin8 
R = ( _sin@ cos \ y )=( —zsind 4 ycos# 

=( rcos?’6 + rsin?6 = ( r , 
— —reosdsing 4 rsingeosé ~\Q 

7 cos? sing ,, —4 1(_ycos0 + xsin@ 
Vy = (285 SR GB) = aa sey) 

r r 2 2 r 
1(—rsin 9 cos 0 + r cos 0 sin 4) 0 , 

= ( 1(ssinto 4 rest )=( 1 ) 

Qh r r 2 
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analogamente para V,, obtenemos que: 

Vie = 7 es decir, Vey = Very e
 L 

2% 

por lo tanto, en S! x # tenemos: 

R=r2,V,= Vue = — 
gl
e 

N
i
 fo L 

2 

Es decir, Vey y Vie son los campos cuyo flujo cs una rotacién en S! x IR. 

Introduciremos las funciones: 

a, =< RL X >, Ory =< Vay, X >, Ayr =< Vy X >, 

donde, a, Qry: yz : IR? -+ R. 

Observemos que: 

Oye =< Vyr, X >=< (—Vey), X >= — < Vey, X >= —Qery. 

- 
(4 (a, 0 ®)R + 2((ary 0) Vey + (-aye 0 6)(-Vje)))] = 

G rel (ae 0 Bt AC hey o Obey ) 
.[(frcos@ + frsind)2 + 4(—f, sin 8 + frcos8) 3] 

cosO —rsin@ th cos + frsind 
( sinO rcosé V 1(—f; sind + fp cos0) ) 

_ , cosO(f, cos + fosin 8) — sin@(—frsin® + fo cosé) 
= ( sin O(f; cos8 + fo sin€) + cosO(f, sin@ + f, cos 8) } 

fi(cos?6+sin?0) fi, _ 
={ fo(cos?6 + sin?0) )=( te = %, 

A((a, 0 B)R + 2((ary 0 B)Vey t (aye 0 &)Vye))] = 

( 

L
o
n
e
 

por lo tanto el X que cumple nuestras hipotesis es: 

X= Alle: 0 ®)F + 2[(azy 0) Vey). 

Esta ultima expresion no tiene significado para r = 0, pero comoen 0 € R? 

X,R, Vey y Vyz son cero; < IR, X >, < Vey, X > y < Ve, X > tienen un uno- 

jet zero. Esto significa que parar = 0: a,0®; ore?) | ary; Host) Qy, 0D; 
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Peyso@) son todas iguales a cero. Es claro de la expansion de Taylor de X en 

0 que $(a,0%), 4(a2y0®) y 4 son C™ si tomamos el limite para r = 0. Por 

lo tanto 

X= G((ar0 ®) B+ 2(eecy 0 ®) Voy); 

es C@. Para r # 0 tenemos que ,(X) = X, por continuidad se obticne en 

todas partes. gy 

Analicemos ahora un ejemplo de Blow-up polar. 

Sea el campo (x? + day) 2 + (4y? + 3zy) 2. 

Construimos X. 

pa<ae +Ux (2? + 2ay)Z + (Ay? +3ay)% >= = P+ 2ay Say? + Ay" 

los ° eh= = r3(cos?4 + 2cos*0 sin 0 + 3cos sin? + 4sin°0)rZ 

fory =4< 4-2 + 2h), (2? + 20y)d + (Ay? + san > 
= 4(x?y + xy?) = 4zy(z + y) 

(ary ®)Vey = 40° ® cos sin O(cos 0 + sin O)(3.36) 

= 2r cos sin 0(cos 0 + sin 9) 55 

Por lo tanto el campo es: 

Kal r?(cos* 0 + 2cos? 8 sin O + 4sin? 0 + 3cos Osin’ 0) 

~ 2r cos O sin (sin 8 + cos 0) , 

al igual que en cl blow-up direccional divido el campo. 

r(cos? 0 + 2.cos? @sin 8 + 4sin? 0 + 3cos sin? 0) 
2cos Osin (sin @ + cos 0) =!X= ( 

); 

p
e
 

cuando r = 0, 

X = 2cosOsin (sind + 20s), 
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igualando la expresién anterior a cero obtencmos que los puntos criticos sou 

= =—- 23 = = 3, 2 enr=0.0= 5,.57,0=0,0,0= fr, 4m. 

Calculamos la derivada del campo: 

DR =( OM Oy, 
0 are 

a, = cos? 0 + 2cos? Osin 0 + 4sin? 0 + 3 cos @ sin? 0. 

41,2 = r(8cos 0 sin’ 0 ~ 3cos? 0 sind + 4 cos? 6 — 3sin® 0). 

a22 = 2(—2sin? Ocos@ + 2sin 6 cos? 0 — sin? 8 + cos? 4). 

Sustituyendo la derivada en cada uno de los puntos: 

> 4 0 > -4 0 

DX 03) =( 9 2) DX oar) = ( 0 9) 

= 1 0 => -1 0 
DX (op) = ( 01 ) DX or) = ( 4 1 ) 

1 4; 

0 

  

El blow-up polar nos proporciona una buena vision global de lo que sucede 

en la vecindad del punto singular topolégicamente hablando. Pero una vez que 

hemos subdividido de esta forma, una singularidad en otras nuevas, haremos Jos 

calculos necesarios usando el Blow-up direccional ya que los calculos resultan 
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mas sencillos, algebraicamente hablando, que con cl Blow-up polar que implica 

el trabajar con funciones trigonomeétricas. 

Demostraremos ahora que cl Blow-up direccional nos da ¢l mismo resultado 

que el blow-up polar. Para ello daremos un difeomorfismo que vaya del blow-up 

polar al blow-up direccional. 

Sea X el campo que obtenemos al explotar polarmente y X el que se obtiene 

en la explosion direccional. 

Por consiguiente consideramos U € S' x IR donde. 

U={(r ES x BLOC (5, 
wT 

2 
--),r € MR}. 

Sea el mapeo G: U — IR? definido de la siguiente manera: 

G(r, 0) = (rcos8, tan 8). 

G mapea U € S! x R sobre R? — {0} difeomorfamente, es decir, G es una C™ 

carta para U y se sigue que el siguiente diagrama conmuta. 

a Z 

fi 4 

Bl og 
4 

  

Por lo anterior X y X son difcomorfos, es decir, G(X) = X donde, 

cos@ —rsin@ 

0 tt, / 
cos? 8 

G.(r, 0) = ( 

Calculamos G.(X) 

cos@ —rsind i( 1( fy cos + fosin 0) 

0 ss 4(frsind + fo cos 8) 
cos? @ r 1 

_ rh rh 
=( _ paint cos? 04 Jacks 79 kU = wh) = 

G(X) =( 

Lg 
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En la pentltima igualdad usamos las siguientes identidades: 

r=rcosd,y=rsind. 

fs decir, G, manda orbitas de NV a orbitas de X y como ! es una funcidn 
positiva se conserva el sentido de la orientacion. 
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En los ejemplos que hemos hecho anteriormente se han obtenido singulari- 

dades lo suficientemente simples para ser tratadas con métodos como Ifartman- 

Grobmaa, sin embargo no siempre vamos a encontar ese tipo de singularidades. 

como se vera en el capitulo tres, es por ello que vale la pena preguntarse si 

hay caracteristicas que les sean comunes a los campos en los que al explotar. 

obtengamos singularidades "bonitas” entendiendo por singularidades bonitas 

a aquellas singularidades en las cuales una vez que hayamos explotado po- 

damos determinar el comportamiento topoldgico del campo en una vecindad 

alrededor del punto, como es el caso de las singularidades hiperbdlicas y las 

parcialmente hiperbdlicas. 

La respuesta a la pregunta formulada anteriormente nos la da el” Teorema 

de Descomposicién ” que veremos posteriormente. 

Antes del teorema veremos alguna definiciones, que se requieren para la 

comprensién del teorema. 

Definicién 1.12 Diremos que una singularidad, en el cero, de un campo vec- 

torial X en IR? es un "cero no degenemado” si j:1(X)(0) #0 y jr considerado 

como un campo vectorial lineal en IR? no es linealmente conjugado al campo 

vectorial ae donde (x,y) son las coordenadas en IR?. 

Una pregunta natural es: j qué campos vectoriales lir eales en IR tienen 
é 

un cero no degenerado : 

De acuerdo con el teorema de clasificacion de formas canénicas de Jordan 

de matrices, j,(X)(0) es linealmente conjugado a una de las siguientes matrices 

canonicas: 

1.) ( x de ) si 4, # Az, 7 = 0, en caso contrario 2 = 1 

oa 40,040 2) (5 
3.) (2 eo 

0 
JOy a) (9 gd A#o 
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5) (0 9) 
Si el 7:(X)(0) es linealmente conjugado a una de las primeras cuatro ma- 

trices anteriores entonces tienen singularidad con un cero no degenerado. 

Normalmente cuando le aplicamos a un campo un blow-up obtenemos cam- 

pos con 71(X)(0) linelamente conjugados a los casos 1 y 3. Los casos 2 y 4 

corresponden a espirales y centros respectivamente, por lo que estas singulari- 
dades nos dan en S! x JR campos sin singularidades en la vecindad de S! x {0}. 

Cuando obtenemos campos linealmente conjugados a los casos | y 3 co- 

rresponden a singularides hiperbdlicas y parcialmente hiperbdlicas, es decir, 

singularidades cuya parte lineal tiene dos o un eigenvalores distintos de cero 

respectivamente. En estos casos podemos determinar las separatrices y los sen- 

tidos de ellas, con lo que ya tendrfamos una buena vision del comportamiento 

del campo en una vecindad del punto singular. 

Definicién 1.13 Una singularidad, en el cero, de un campo vectorial X en 

IR? puede estar bien descompuesta si existe una sucesion finita de blow-ups 

$10 $20....0¢, que nos llevan a un campo X tal que las singularidades de X 

en el divisor sean: 

1). Singularidades aisladas p que correspondan a singularidades hiperbolicas 

o parcialmente hiperbolicas y tales que joo(X|w-)(p) # 0 si WS es la variedad 
central de X en p. 

2). Todo el divisor es una singularidad con cero no degenerado. 

En este caso decimos que tenemos una singularidad bien descompuesta. 

Definicion 1.14 Un campo X € IR? satisface una desigualdad de tipo Lo- 

jasiewiczs en 0 si existenk € IN — {0} yc € R conc > 0.tal que: 

|X (x)j] > ellal|*. 

En una vecindad del cero 
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Los campos analiticos con singularidad aislada siempre cumplen una de- 

sigualdad de tipo Lojasiewiczs. 

Supongamos que es falso. Entonces el cero es una singularidad aislada y 

no cumple Lojasiewicz, es decir; 

Para todaké IN — {0} ye>0, ce MI|X(x)Ill <ellxil', 

donde z esta en una vecindad del cero, por lo que |[x|| < €. 

Como la desigualdad es para toda k, si k — co, entonces ¢||z||* > 0. 

Por otro lado la norma es una funcién definida positiva, por lo que 

||X(z)|| = 0, lo cual es una contradiccién porque supusimos que el cero era el 

nico punto singular. 

Teorema 1.15 Si un campo en IR? tiene en cero una singularidad C™, los 

siguientes enunciados son equivalentes: 

1). X tiene una singularidad bien descompuesta mediante blow-up. 

2). X satisface una desigualdad de tipo Lojasiewtcz en 0. 

Sin embargo la posicidn, y otras propiedades determinantes (como el nu- 

mero de separatrices) de las singularidades en una buena descomposicion, de- 

penden unicamente de un jet finito de X en 0, como ya lo habtamos visto. 

Para la demostracién del teorema anterior véase [Dum]. 
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2 Capitulo 

El programa que explota campos vectoriales en el cero, esta escrito en el proce- 

sador mathematica y su objetivo principal es el de resolver las singularidades 

del campo aplicando el método del Blow-up en el 0 del campo. Lo hace cons- 

truyendo las cartas coordenadas (z,u),(v,y) y calcula la forma en que nos 

acercamos al divisor en estas cartas para detectar si existen o no puntos sin- 

gulares en el campo. Si hay singularidad detectard si esta es hiperbdlica o 

parcialmente hiperbdlica. En caso de que sea hiperbdlica aplicara el teorema 

de Hartman-Grobman para obtener el el comportamiento de las separatrices. 

En caso de que la singularidad no sea hiperbdlica o parcialmente hiperbolica se 
volvera a explotar el campo en esa singularidad y repetiremos el procedimiento 

anterior. 

El programa puede explotar hasta dos veces en una direccidn. 

Descripcién General de! Programa 

El programa esta subdividido en funciones, ya que este contiene conjuntos 

de instrucciones que van a ser utilizadas mds de una vez, como es el caso del 

procedimiento para construir las cartas coordenadas, ademas de que mediante 

el uso de estas utilizaremos un menor espacio en el momento de la ejecucién 

del programa y el disefio del programa resulta mas claro. 

Iremos haciendo una descripcidn de la tarea de cada una de las funciones. 

Funcion Descripcién 

1. Carta. Construye las cartas coordenadas siguiendo el procedimiento 

descrito en el teorema 1.2 
A esta funcidn se le debe proporcionar el campo y que carta se quiere 

construir, (z,u) o (v,y). 

2. Escribe. Esta funcion tiene como tarea la de establecer una comunicacion 

con el usuario al proporcionarle los datos de una forma clara. 

Se le proporciona en que carta estamos trabajando y el mensaje que se 
quiere mandar. 

3. Simp. Esta funcién junto con elimin, van a dejar un solo representante 
de las raices de multiplicidad mayor o igual que dos. 
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Especificamente esta funcion nos simplifica la informacién de manera que 

quede lista para que se pueda trabajar con ella. 

Para que trabaje se le proporcionan el vector de soluciones obtenido durante 

el programa, (opcl) para que pueda identificar la carta en la que estamos 

trabajando. 

4. Elimin. Tiene como tarea la de dejar solo un representante de aquellas 

raices que son multiples. 

5. Explol. Esta funcién es la que contiene el método del Blow-up dire- 

ccional, pero explota unicamente en una direccién ya sea en direccién de x o 

y. Se le tienen que dar como datos el campo y la direccidn en la que se quiere 

explotar. 

6. Explo2. Esta ultima funcion es la que hace que el campo se explote 

en ambas direcciones y que en caso de ser necesario manda a explotar una 

segunda vez. 

De las funciénes explol y explo2 daremos una descripcion mas detallada 

ya que explol es la que contiene el método del Blow-up direccional y explo2 es 

la que explota el campo en ambas direcciones y en caso de ser necesario vuelve 

a explotar. 

Funcién Explol 

Paso 1. Dependiendo de la carta que hallamos elegido va a preparar todo para 

la primera o segunda coordenada. 

Paso 2. Construye la carta correspondiente con la ayuda de la funcién carta y 

la guarda en crtl. 

Paso 3. Calcula la forma en la que el campo se acerca al divisor. En caso de 

que el campo se anule en el divisor divide el campo, para obtener los puntos 

singulares que estan situados sobre este. Guarda Ja ecuacién que determina 

los puntos singulares en lil. 

Paso 4. Igualando lil a 0 resuelve la ecuacion respecto a w para encontrar 

los puntos singulares y guarda el resultado en soll. soll va a ser un vector de 

soluciones de la ecuacién /1 = 0. 
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Paso 5. Verifica que el conjunto de soluciones sea diferente del vacio ya que. 

en caso contrario el campo se esta aproximando tangente al divisor. De ser asi 

la funcién manda el mensaje a pantalla de que el campo se aproxima tangente 

y termina. En caso contrario sigue con los demas pasos. 

Paso 6. Verifica que el vector soll no tenga raices con multiplicidad, en caso 

de tenerlas deja solo un representante de esas raices. Guarda este nuevo vector 

en sol2. Manda a pantalla Las ratces obtenidas utilizando escribe. 

Paso 7. Calcula la derivada del campo (deral), la manda a pantalla y se evalua 
en ella w = 0 donde w puede ser z 0 y dependiendo de la carta en la que este 

trabajando. 

Paso 8. Dentro de un ciclo hace los siguientes pasos. En comp] guarda la 

matriz que resulto de evaluar los puntos singulares en en la derivada del campo, 

después calcula los eigenvalores de comp! y si los dos eigenvalores son distintos 

de cero entoces la singularidad es hiperbélica y utilizando Hartman-Grobman 

obtenemos los sentidos de las separatrices; si nada mas uno de los eigenvalores 

es distinto de cero la singularidad es parcialmente hiperbdlica; si los dos son 

iguales a cero entonces guarda esos puntos en el vector volex. 

Paso 9. Debido a que podemos volver a explotar el campo crt1 lo deja en 

términos de z,y y guarda el resultado en crt. 

Al final explol deja como resultado un vector que va a tener como contenido 

la carta crt y volex. 

Funcién explo2 

Paso 1. Explota el campo en ambas direcciones, con ayuda de explol, y guarda 

el resultado de las explosiones en carl y car2 que son las explosiones en di- 

reccién x, y respectivamente. 

Paso 2. En la segunda entrada de carl (car2) va a estar el vector volex que 

contiene los puntos en los que hay que volver a explotar, exil y exi2 son la 

longitud del vector volex. 

Paso 3. Si exil (exi2) son distintos de cero quiere decir que hay puntos en 

los que tenemos que volver a explotar, en cuyo caso se vuelve a explotar en la 

carta y direccién correspondientes y se guarda el resultado en car3 (car4), 
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i,Coémo se utiliza el programa? 

Lo unico que el usuario debe de proporcionar a explo2 es cl campo que se 

quiere explotar. 

Ejemplo 

campo = {z? + 2ry,y? + 2xy} 
explo2[campo} 
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cartafal_List,a2_]:=(prueba=(x,y)}/a2; 
If [prueba [ [1] ]==1, 

xl=u x;Ql=1;q2=2 ;w=u;z=y;a3={x2,wl}, 
Print["no reconoce"], 

x1=v y;ql=2;q2=1 ;wev;z=xj;a3={wt,x2}]; 
x2=ExpandAll [ai[[ql1j]/.z->x1]}; 
wi=ExpandAll { ((al{[q2}}/.z->x1)- 

w (al{{ql}]/.2->x1))/ a2]; 
ert=a3 ;Clear[a2,a3,x2,wl};ert); 

escribelope_,d_]:=(If[opes=1,Print["x->0 ","u->",d], 
Print["v->",d," y->0"]))7 

simp[vecsol_List,opel_]:=(If[opels=1, wou, w=v] 7 
long=Length [vecsol } ; 

vecsoll={}; 

For [i=1,i<-long,i+t+,rew/.vecsol [fil]: 

vecsol1=Insert [vecsoli,r,i}} ;vecsoll); 

elimin{vec_List]:=(vecl={vec[[1}]}; 
n=Length [vec] 7 
is2; 
Whilefi<=n,ent=vec[[i]] ;nl=Length{[vec1] ;3=1; 
While[j<=n1, 

If(ent!=veci{{j]], 
If [j==n1 ,vacl=Insert [vec] ,ent,n2+1}],jojt+1)}: 

3°3+1); 
ini+1} ;vec2=veci ;Clear[vaci] ;vec2) ; 

exploi(cmp_List,q_]:=(prb={x,y}/q7 
If{prb((1]]==1,q2=2;Print["Carta (x,xu)") ;wou; 

dericon={q,u} ;esce1 ;zoy, Print["hola"}, 

q2=1;Print["Carta (yv,y)"] ;wev; 

dericon={v,y)} ;esc=2 ;z=x] 7 
ertl=carta(emp,qj; 
Lil=Limit (erti[[q2}},q->0]; 
While[lil==0, crt4=ExpandAll [crt1/q] ;ertisert4; 
lil=Limitferti[{q2]],q->0}71; 

Print(crtl); 
sol=NSolve[1il==0,w}; 

soll=simp[sol,esc]; 

numi=Length[sol1] ; 

Tf(num1!=0,Print["Puntos Singulares"}; 

s012=elimin[soll]; 

num2=Length [s012}; 

For{r=1,r<=num2,r++,escribe[esc,sol2[[r]]]}; 

deral=Outer[D,crtl],dericon] ; 

Print[{"Derivada del campo"); 

Print [MatrixForm{deral}); 

33



  

  

Explo 

yded=deral/.q->0; 
For (j=1,j<=num2,jt+, 

comp2=ExpandAl]l [yde4/ .w->s0l2[(3}])]; 
Print{"Eigenvaloresa de la derivada"]; 

eigen=Eigenvalues [comp2] ; 
Print[eigen]; 

Iffeigen==(0,0}, 

Print["Hay que volver a explotar en el punto: "];7 

volex=(sol2[[j]}]} ;escribefesc,sol2({j]]}] . 
If (Det [comp2}!=0, 

Print ("Singularidad Hiperbolica"], 

Print{"Singularidad Parcialmente Hiperbolca"}] J], 

Print["El campo se aproxima tangente")]); 
volexl=volex; 
erteertl ;Clear(crtl,volex] ;ert2=crt/.w->z; 
{ert2,volexl} ); 

explo2[cmpl_List]}:=( 
carl=exploi [empl ,x] ; 

car2-explol [cmp1,y1; 
exl=Length{carl([2])}]; 
ex2=Length {car2{{2]}]; 
Iffexl!=<0,Print{"2da Explosion"); 

ecar3<explol [cari{(1}},x]; 
car4zexplol [carl {{1]],v]]; 

If(ex2t=0,Print["2da Explosion"); 
car31<explol (carl{{1}),x) 

oaréi=explolifcar2{[(1]],y}1: 
Clear [exi ,ex2,carl,car2 ,car3,car4}); 
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campo={x*2-2 x y,y°2~-2 x y}; 

explo2 [campo] 

Carta {x,xu} 
2 

{x7 2ux, -3u+ 3u } 
Puntos Singulares 
x->0 u->0. 

x0 us>l. 
Derivada del campo 
l-2u -2 x 

Go “3+ 6u 
Eigenvalores de la derivada 
t-3., 1.) 
Singularidad Hiperbolica 
Eigenvalores de la derivada 

{3., -l.} 
Singularidad Hiperbolica 

Carta (yv,y} 
2 

{-3v+3v,y-2 Vv y¥} 

Puntos Singulares 

vr>0. yr>d 
vr>l. yoo 
Derivada del campo 
“3+ 6 0 

“2 y¥ l-2v 
Eigenvalores de la derivada 
{+3., 1.} 
Singularidad Hiperbolica 
EBigenvalores de la derivada 
{3., ~1.} 
Singularidad Hiperbolica 
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3 Capitulo 

Ion este capitulo utilizando el método del Blow-up direccional analizaremos los 

campos que tienen parte lineal degenerada y términos de segundo orden, y los 

que unicamente tienen términos de segundo orden. 

3.1 Campos con parte lineal degenerada y términos 

cuadraticos 

Estudiaremos primero los campos con términos cuadraticos y parte lineal, para 

ello recordemos las formas candnicas de Jordan que se vieron en el capitulo 1, 

pag. 25. 

Las matrices que se mencionaron anteriormente corresponden a las partes 

lineales de los campos que vamos a estudiar, sin embargo los casos (1), (2) al 

ser hiperbdlicos los podemos estudiar con el teorema de Hartman-Grobman; 

los campos con parte lineal correspondiente al caso (3) corresponden a cam- 

pos parcialmente hiperbélicos que tienen asociadas invariantes a partir de las 

cuales podemos determinar el comportamiento topoldgico de ellos, y el caso 

(4) corresponde a un centro, por lo tanto la tinica parte lineal que nos interesa 

estudiar es la que corresponde al caso (5), que es un campo cuya parte lineal 

tiene un cero degenerado. 

Caso con parte lineal degenerada. 

E= ay + agx? + agzy + aay? 
y = bx? + boxy + bsy? 

Carta (z,u) con u = # 

EZ =ayzut agz? + agz?u t+ agz?u? 
“i= by 22-+-bp2?u+b3 r7u?—u(a) cuta2r?+a3z7utayr?u?) 

££ 

= bz + (2 — a2)zu + (b3 — a3)xu? — ayu? ~— ayzu 

acu + az? + agz?u + agz?u? ) 

bx + (b2 — ag)ru + (b3 — a3)cu? — ayu? — ayru? 
X, =( 
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lim, X1 = (0, -a1u?) 

Haciendo —a,u? = 0 notamos que solo hay un punto singular en esta carta 

que es: (x = 0,u = 0). 

Carta (v,y) con v = = 

b= arytagu?y?+asuy? taqy?—u(biv2y? +b2uy? +b3 9") 
y 

= ay + (az — by)v?y + (a3 ~ b3)vy + aay — boy 

y= byv2y? + bovy? + bay? 

Y, = ( ay + (a2 — bg)v?y + (a3 — bg)vy + aay — buy ) 

= buy? + bevy? + bay? 

limy—o Y1 = (41,0) 

En esta carta el campo se aproxima tangente al divisor, por lo tanto no se 

detectan singularidades en esta carta. 

Hacemos entonces el andlisis en la carta (z,u) ya que ahi detectamos sin- 

gularidades. 

Calculamos la derivada del campo. 

Dx =(% 12 ) 

a2, 422 

4, = ayu + 2agz + 2agzut+ Ja,ru? 

Qy2 = ax + azz? + 2agr?u 

aq, = by + (bz — ag)u + (b3 — a3)u? ~ aqu 

2 = (by ~ az)x + 2(b3 — a3)ru — 2a,u — 3aqzu 

3 

2 

En esta carta la explosién no nos llevo a un campo hiperbolico ni parcial- 

mente hiperbdlico, por lo que nos conviene hacer una segunda explosion en 

(x, u). 
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Carta (x, ur) 

En este caso uy = % 

EZ =ayxtu, + agz? + agx3uy + agrtu,? 
__ by r+(b7-22) x? u) +(b3 —03 zou? a,c? uy ?—-ag rts? a uy (ayz?uy pagz? fag r% uy taazrtuy?) 

1 

b, + (by — 2ag)zu, + (63 — 2a3)2?u,? — 2ayzuy? — 2ayz%u,* 

X={ at? uy + az? + a3x%u, + agrtu,? 

2 b + (62 — 2a2)xu, + (63 — 2a3)r?u,? — 2ayzu,? — 2agr>u,? 

limzo X2 = (61,0) 

El campo se aproxima tangente en esta carta. 

Carta (u;,u) 

En esta carta v; = = 

ay yy u? -agu? u? $agu? ud +a, uF ut — uy (by vn ut (b2 —02) U1 u? +(b3 —a3) vu? —a; u?—a4 yu") 
  bh = 4 

= 2ayv,u + (2aq — bg)v?u + (2a3 — b3)v?u? — byv? + 2aqv?u> 
au = byuyu + (b2 — az)v;u? + (b3 — ag)ou? — ayu? — aguyut 

Ys =( Qa,uyu + (2a, — by)v?u + (Zag — b3)u2u? — bv? + 2agu?u ) 
bv + (bz — a2)oyu? + (b3 — ag)uu> — ayu? — agvjut 

limo Yo = (—b10?. 0) 

En esta carta encontramos que el unico punto critico es el (0,0). Por lo 
tanto hacemos el andlisis en la carta (vw, u) 

Calculamos la derivada del campo. 

DY; = { Gy, 412 ) 

G21 G22 

ay, = 2ayu + 2(2a2 — by)uru + 2(2ag — 63)v;u? — 2b,v, + dagviu? 

yo = 2a,v4 + (2a — bg)u? + 2(2ag — b3)u?u + bagv7u? 
dot = byu + (by — az)u? + (bs — a3)u3 — au’ 
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a7) = bu, + 2(b2 — ag)viu + 3(b3 — a3)vzu? ~ 2ayu — daguyw? 

Sustituimos la derivada en el punto. 

0 0 
DY; = 2I(0.0) = ( 0 0 ) 

Hacemos una tercera explosion en la carta (v;,u) en el punto (0,0) 

Carta (0, u2) donde ug = $+ con 4 #0 

= 2ayv2uy + (Zag — by)ufue + (2ag — bg)utud — bv? + 2aquiug 
_ by w2ug+ (bo ~a2) v3 w+ (b3 —a3 uf ud ay v2 uo ag us uf tp (2ay v2 uz (2ay —bz uP us + (2ay—bs Jul ud —b1 vi + 2o4 uf up) 
= a 

= 2byuu2 + (2bp -- 3ay)uzus + (23 - 3a3)usu3 — 3a,muz — 3aquius 

En este caso es necesario dividir el campo. Después de dividir obtenemos 

iguiente expresion: 

Qayvyt2 + (2a2 — bp )vzu, + (2a3 — b3)vPud — byv, + 2agutug ) 
2b, U2 + (2b, — 3ay)v U2 + (2b3 — 3a3)ufu2 ~ 3a,u3 - Saqupug 

X3 = ( 

Nos aproximamos al divisor sacando el limite cuando v, tiende a cero. 

; _ 2 lim,,—o X3 = (0, 2b,;u2 — 34,43) 

lo tanto los puntos criticos en esta carta son: (0,0) y (0, Bt) 

Calculamos Ja derivada del campo en fa carta (v), u2) 

ai yz 
DX; = 

3 = ( a2, 422 ) 

ay, = 2ayUe + 2(2ay — b)vy U2 + 3(2ag — by)v?uZ — b, + Baavpuy. 

ay2 = 240, + (2az — by )v? + 2(2a3 — bs }vpu2 + Bagvtud. 
ay = (2b, — 3az)uz + 3(2b3 ~ 3a3)v?u3 — Yagu?us. 

yg = 2b) + 2(2b2 — 3ag)vpu2 + 2(2b3 — 3ag}upu2 — 6ayu2 — 1Qaqv3u3. 

Sustituimos Ja derivada en los puntos singulares.



—b 0 

PXsloom=( ga, ) 

b 4 0 
PXsieo.201 = (9(by - ag) ~2b, ! 
De acuerdo a Jo anterior los dos puntos singulares obtenidos en esta carta 

on hiperbolicos. 

Carta (v2,u). 

[En esta carta vg = . 

_ 2ayrpu? (2a -be)uzud + (2a3 ~bs udut — by v3 u? +204 edu? — vp (bi vou? + (by -a2 Jugus +(b3—a3 vat aru? —ayvge’) 
2 = 7 

= 3ayuqu + (3a_ — 2b) )u3u? + (Bag — 2b3)v2ut -- 2bpvsu + Saquzut 
== by vqu? + (by — ag)ugu® + (b3 — a3)uzgu' -- ayu? — agugu® 

Es este caso es necesario dividir el campo, despues de hacerlo obtenemos 

_ siguiente expresion: 

3ayv2 + (3a — 2b, )u2u + (343 — 2bg)vzu? — 2b,u2 + 3ayveu V5 = 
3 bugu + (be — a2)vgu? + (bg — ag)vqu? — ayu-- aguaut ) 

limyo Y3 = (3a1v2 — 26,03, 0). 

Por lo tanto en esta carta los puntos criticos son los siguientes: 

(0.0) y (3,0) 

bu bie 
DY; = ba ban 
hy, = 3a, + 2(3a2 — 2b2)veu + 2(3a3 ~ 2by)vgu? — Ab v2 + baqugu?. 

biz = (3aq ~ 2b2)v? + 2(3a3 — 2b3)v2u + Qayudu?. 
boy = byu + (by — ag)u? + (bs — ag)u? — agu’. 

bog = bi v2 + 2(by — ag)vgu + 3(b3 — ag)v2u? — a, — dagvgu’. 

Sustituimos la derivada en los puntos singulares. 
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3a, 0 
DY4s\o.0) = 0 -a, ) 

—3a, (3a, — 26)(32)? 
DY s|(221 0) = ( 0 2b, aay ) 

De acuerdo a lo anterior los dos puntos singulares obtenidos en esta carta 

son hiperbdlicos. 

En la ultima explosién obtuvimos, en ambas cartas, solo puntos criticos 

hiperbélicos, estos puntos nos van a servir para encontrar las direcciones en las 
cuales se van a encontrar las separatrices del campo. Para ello nos ayudaremos 

con el siguiente diagrama, donde veremos la forma como hemos explotado. 

(% um) 

Oy 7 4) 

(x, 4) 1 
(Va, u) 

Los puntos que obtuvimos en la ultima explosion son los siguientes: 

(x = 0,u2 = 0), (x = 0.u, = #4), (v2 = 3,0) y (v2 =0,y =0) 

Vamos a esquematizar la informacion topoldgica en los siguientes diagra- 

mas. 
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3.2 Campos con solo términos cuadraticos 

f= a,x? + agzry + a3y? 

y = bx? + bozy + b3y? *) 

A continuacion analizaremos los campos con solo términos cuadraticos 

Explotamos este campo en ambas direcciones. 

carta (z,u), u= ¥% 

& =a,z? + agz*u t a3z7u? 

“= 
by x2 4-692? utbs 27 u2 =u ayr?tagztutasz?u? ) 

= 
_ byz?+(b2-a))z2u+(b3 -a2 )z?u?-a327u% 

= hz + (b — a,)ru + (bs — ag)zu? — agru 3 

a
p
e
 =i =( 

En este caso es necesario dividir el campo. 

x 
a,r + agru + a3ru 2 

by + (bz — a1)u + (b3 — a2)u? — agu? 

resolver la ecuacidn: 

). 

lim,_o X = (0, by + (b2 _- a,)u + (b3 - a2)u? _ a3u>). 

Por lo tanto para encontrar los puntos singulares sobre el divisor hay que 

by + (bp — a,)u + (b3 — ag)u? — agu? = 0. 

Carta (v,y) 

(A) 

= ay uty? +09 vy? $e3 y? — u(b) v2 y? +b9 vy? +63 y? 

= (a1abe)u? y? +(o2—b3 vy? tasy? by vy? 
y 

= (a, — bp)v?y + (a2 — b3)vy + aay — biv?y 

y = byvy? + byvy? + bay? 

V=%a( (a, — by)? + (az — bg)v + a3 — bv? 
y byv*y + bevy + bay 

). 

limy..o Y = (a3 + (a2 — 63)v + (a1 — b2)v? — byv?, 0). 
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Para encontrar los puntos singulares sobre el divisor hay que resolver la 

siguiente ecuacion: 

ag + (ay — b3)v + (a, — b2)v? — bv. (B) 

Observamos que cuando nos aproximarnos al divisor los puntos singulares 

nos quedan determinados por los polinomios (A) y (B). 

Los polinomios (A) y (B) los obtuvimos suponiendo que el campo (*) con- 

taba con todos los posibles términos de grado 2, sin embargo no siempre sucede 

asi y dependiendo de los términos con los que este cuente vamos a obtener los 

siguientes polinomios: 

by + (by — a)u + (b3 ~ a)u? — agu? = 0, (1) 

b, + (bs — ay)u? — agu? = 0, (2) 

by + (by — ay)u — agu? = 0, (2’) 

(by — ay)u + (bs — a2)u? — agu? = 0, (3) 

by + (by — a1)u + (bs — a)u? = 0, (3’) 

by + (b2 - a1)u = 0, (4) 

(by — ay)u? — ayu® = 0, (4’) 

by + (bs — a)u? = 0, (5) 

(by — a,)u ~ agu? = 0, (5) 

by — agu? = 0, (6) 

(bp ~ a;)u + (bs — az)u? = 0, (7) 

(bp — a)u = 0, (8) 

(by ~ a2)u? = 0, (8’) 

b, = 0, (9) 
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—azu? = 0. (9) 

Tendriamos que estudiar todos los campos que nos determinan los poli- 

nomios anteriores, sin embargo observemos lo siguiente: 

Si b; = 0, entonces en (x, x) el polinomio que nos va a determinar los puntos 

singulares sobre el divisor es el siguiente: 

(bz — ay)u + (b3 — a2)u? — a3u° = 0, (1) 

y en la carta (v,y), (pag. 36) 

a3 + (a2 — b3)u + (a1 — b2)v? = 0 (2). 

En este caso es conveniente hacer el andlisis en la carta (z,u) ya que en 

esta 0 va a ser'una de las raices de la ecuacién (1) y esta no se detectaria en 

la carta (v,y). 

Por otro lado si ahora hacemos que a3 = 0 vamos a obtener los siguientes 

polinomios: 

by + (by — ay)u + (b3 — a2)u? = 0, (1) 

y en la carta (uv, y) (pag. 36) 

(az — b3)v + (a1 — b2)u? — bv? = 0, (2) 

en este caso vemos que la informacidn queda contenida en el polinomio (2) el 

cual tiene como raiz al 0, por lo que en este caso conviene hacer el andlisis en 

la carta (v, y). 

De lo anterior podemos ver que esencialmente el andlisis y los resultados 

que obtengamos cuando 6; = 0 y 43 = 0 van a ser los mismos, por lo que basta 

con analizar un solo caso. 

Por lo tanto si analizamos el caso 2 también analizamos el caso 2’, y lo 

mismo va suceder con los casos: 3 y 3’,4y 4’, 5 y 5’, 8y 8,9 y 9. Enel caso 

9 y 9 los campos que determinan ese tipo de polinomios tienen una entrada 

igual a cero, es decir, son campos cuyo retrato fase son rectas horizontales o 
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verticales dependiendo el caso en el que nos encontremos. Por lo tanto solo 

tenemos que estudiar 8 casos. 

Caso 1. b,,(b2 ~ a1), (b3 — a2), a3 # 0 

Los polinomios que se obtienen en ambas cartas son los siguientes: 

by + (bo — ay) + (by ~ a2)u? — agz* = 0 (1) 

a3 + (a2 — b3)v + (a; — b2)v® — bv? = 0 (2) 

En este caso se puede analizar en cualquier carta ya que ninguna de las 

raices es cero, y por lo tanto obtendriamos Ja misma informacion en cualquiera 

de las dos cartas. 

Se analizard la carta (z, u). 

En esta carta los puntos singulares quedan determinados por fa siguiente 

ecuacion: 

by + (by — ay )u t+ (bg — a2)u? — agu® = 0. 

Reducimos esta ecuacién diviendo todo el polinomio entre a3 y haciendo el 

cambio de variable u = y + baea y obtenemos la siguiente ecuacién: 

-y + py = 4, 

donde p = oer + (ama) yq= —(4(Sece2))? + + (eaarifbo—e2 + | 

E! discriminante de la ecuacidn anterior es: 

D = —4p® — 279°. 

Si D > 0 entonces la ecuacion tiene raices reales. En el caso ) = 0 habria 

multiplicidad en las raices. 
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Si D <0 tendriamos dos raices imaginarias y una real. 

De acuerdo con lo anterior si D > 0 entonces a lo mas detectamos tres 

direcciones separatrices y si D < 0 se detectarfa unicamente una direccién 

separatriz. 

Después de explotar obtuvimos el siguiente campo: 

&=ayz t+ agzut asru? 

“a by + (be - a;)u + (bs -_ a2)u? + a3u>. 

Calculamos la derivada de este campo. 

DX =( a, +aqut+agu? at + 2agzu ) 

~ 0 (bz — a1) + 2(b3 — a2)u + 3agu? 

Los puntos singulares serian de la forma (« = 0,4), con & # 0, donde % nos 

representa cualquiera de las raices de {a ecuacion. 

Al sustituir estos en la derivada obtenemos lo siguiente: 

« a, + agit + a3i” 0 
DX |e) = - ~ 

Kraay = ( 0 (by — a1) + 2(b3 — aa)t + 3agii? ) 

Si los dos eigenvalores de la matriz anterior son distintos de cero entonces 

la singularidad sera hiperbdlica, si solo uno es distinto de cero entonces la 

singularidad sera parcialmente hiperbdlica y en caso de que los dos sean iguales 

a cero hay que volver a explotar el campo, como se hizo en el caso con términos 

lineales. 
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Caso 2. (62 -a,) =0 

En este caso obtenemos los siguientes polinomios: 

by + (b3 — ag)u? — agu? = 0 (1) 

a3 + (a2 _ b3)v ~ bv? =0 (2 

En este caso la informacion que obtendriamos en las cartas es la misma ya 

que ninguna raiz es igual a cero, sin embargo en este caso haremos el analisis 

en la carta (v,y), ya que en ésta calcular el discriminante de la ecuacion (2) 

es facil. 

En este caso el discriminante queda de la siguiente forma: 

D = —{4(a2 — 63)° + 27a3]. 

Si 4(a2 — 53)° + 27a3 > 0, entonces las rafces del polinomio son reales y en 

caso de que se de la igualdad tendremos raices con multiplicidad. 

En este caso encontrariamos a lo mas tres direcciones separatrices. 

Si 4(a_ — b3)® + 27a3 < 0 tendremos dos raices imaginarias y una real. 

En este caso solo encontramos a lo mas una direccion separatriz. 

El campo que obtuvimos después de explotar es el siguiente: 

b= a3 + (a2 — b3)u — byv® 

y = byv?y + bovy + day. 

Calculamos la derivada de este campo. 

= _ , (a2 — 53) — 3b,v? 0 
DY =( Qbvy + boy bv? + bev + b3 ) 

Los puntos singulares son de la siguiente forma (#,0), con v # 0, y donde 

# representa cualquiera de las raices de la ecuacién. Al sustituir la derivada 

del campo en los puntos singulares obtenemos lo siguiente: 
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bs) — 36,0? 0 Hp (a2 — 

PY |oo = ( 0 bid? + bpd + by } 

Si los dos cigenvalores de la matriz anterior son distintos de cero entonces 

la singularidad sera hiperbélica, si solo uno de ellos es distinto de cero la 

singularidad sera parcialmente hiperbolica y si los dos eigenvatores son iguales 

a cero entonces sera necesario explotar de nuevo e! campo, como en el primer 

caso del capitulo. 

En el caso 2’ vamos a obtener el mismo tipo de resultados solo que ahora 

nos conviene calcular el discriminante de la ecuacién que nos queda en la carta 

(z,u). 
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Caso 3. b, = 0 

Los polinomios en ambas cartas nos quedan: 

(bp — ay)u + (bs — a2)u? — agu? = 0 (1) 

(a, — b)v? + (a2 — b3)v + a3 = 0 (2) 

nos basta con analizar (1) ya que esta ecuacidn tiene como raiz al cero a 

diferencia de la ecuacién (2) cuyas dos raices son distintas de cero. 

En la ecuacién (1) claramente se ve que u = 0 es una raiz de esta ecuacion 

por lo tanto las otras quedan deteminadas por el siguiente polinomio: 

(bz 7 a;) + (bs - az)u - agu? =0. 

Calculamos las raices de la ecuacién anterior. 

_ ~(es-a2)ty/ (63-22)? +403(b2—21) 
412 = =2a3 

hacemos r = (63 ~ a2)? + 4a3(b2 — a1). 

Entonces el numero de raices va a depender der. Sir < Q esto quiere decir 

que u1,2 son raices imaginarias. 

Si r = 0 entonces se obtiene una raiz real de doble multiplicidad, es decir, 

Uy = U2. 

Si r > 0 vamos a obtener dos raices reales distintas entre si. 

En el primer caso X va a tener solo una raiz real la cual es la unica que nos 

determina una direccién separatriz, para ver su sentido calculamos la derivada 

del campo. 

so ac + agzu+ a3gzu? 

X= ( (bp — ay)u + (b3 — d)u? — agu ) 

3, Oy + agut Qazu? agz + 2agru 

DX = ( 0 (by ~ ay) + 2(b3 — a2)u — 3agu? ) 

evaluando la derivada en (x = 0,u = 0). 
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a, 0 
DX oo = ( 0 (by ~ a1) 

Si a, £0 y a, F be entonces la singularidad sera hiperbdlica. 

Ahora suponiendo que r > 0 las raices seran las siguientes: 

_ (63-42)£+/ (b3—a2)? +4a3(b2-21) 
Yas = 2a3 

Sustituyendo la derivada del campo en los puntos singulares obtenemos: 

ayn 0 ) 

0 ax 

11 = 2a3(b3 — a2) + gay ((bs — a)? F /(bs — a2)? + 4a3(b2 — @1)) 

dq = —2(by — ay) + @8=22) — (bs — a2) + (bs — a2)? + 403(b2 — a4) 

DX ura) = ( 

De la matriz que obtuvimos anteriormente se ve claramente que las raices 

uz son hiperbdlicas. 

En el caso 3’ vamos a obtener el mismo tipo de resultados, solo que ahora 

se analizara la carta (v,y), y el eje y serd el que sea direccién separatriz de los 

polinomios.



  

Caso 4. (by — a2) = a3 = 0 

Los polinomios en este caso quedan: 

by, + (by — ai)u =0 ( 

(a, — by)v? — v3 = 0 (: w
—
 

) 

En este caso ef polinomio que nos da mas informacién es el (2), que ¢s el 

correspondiente a la carta (v,y); este polinomio tiene las siguientes raices. 

u=Oyun= ah 

v1 es de doble multiplicidad; por lo tanto el campo va a tener 2 direcciones 

separatrices. 

Calculamos la derivada del campo: 

(a1 - bz)v? _ bv 

¥={ byv?y + bovy + bsy ) 

= _ , 2(ar — be)v — 3byv? 0 

DY =( Qbvy + boy bv? + bev + bg ) 

sustituimos la derivada del campo en v1 y v2 para obtener el comportamiento 

de las direcciones separatrices. 

00) 

0 b3 D¥n.0) = ( 

La singularidad (v1, 0) es parcialmente hiperbdlica 

Diem (7 
(v2.9) 9 seat) + by 

Si exter) # bs el punto (v2, 0) es una singularidad hiperbolica. 

En el caso 4! vamos a obtener el mismo niimero de singularidades, solo que 

ahora haremos el andlisis cn la carta (v,y) y en ese caso el eje x seria direccién 

separatriz. 
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Caso 5. (bg — a) = a3 =0 

Los polinomios quedan: 

by + (bs — a2)u? = 0 (4) 
(a2 — bs)v — bv? = 0 (2) 

La ecuacidn (2) me da toda la informacidn, ya que esta tiene como raiz al 

cero, por lo tanto el andlisis lo haremos en la carta (v,y). 

, .. yf 4b; (a2 —6: 
Las raices de la ecuacién son: v,; = 0 y v2.3 = syabi(oa—ts) hacemos: 

r = 46(az — 83). 

Dependiendo de los valores que tome r va a ser el numero de raices que 

obtengamos, es decir: 

Si r < 0 entonces no nos determina otros puntos singulares ademas del 

(0, 0),y por lo tanto el campo tendra a lo mas una direccién separatriz. 

Si r > 0 vamos a obtener dos rajces de distinto signo y en total el campo 

tendra a lo mas tres direcciones separatrices. 

El campo en la carta (v,y) es de la siguiente forma: 

¥ =( (a2 — bs)v — bv? 

~* bivty + bevy + bsy 

Calculamos la derivada del campo: 

az — 63) — 3b,v? 0 ( 
DY =( 2b, vy + boy bu? + bov + bs ) 

Sustituimos la derivada en los puntos singulares que obtuvimos: 

~ ~ 3) 0 
Diino) = ( 0 » by ? 

~ —2(a2 _ b3) 0 

DY (uy 90) = ( b2 4/61 (a2—63) ) 0 age PEE) 
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Si a2 # bs entonces la dos singularidades seran hiperbdlicas. 

En el caso 3’, el andlisis se tendria que hacer en la carta (x,u), y conser- 

variamos el mismo tipo y numero de direcciones separatrices y, cn este caso el 

eje x seria direccién separatriz.



  

  

Caso 6. (62; — a1) = (by ~ a2) = 0 

Polinomios que caracterizan a estos campos: 

b, — azu? = 0 (1) 

a3 ~ b> =0 (2) 

En este caso se puede analizar cualquiera de las dos cartas ya ninguna 

de las ecuaciones tiene como raiz al cero, y por lo tanto la informacién que 

obtengamos en cualquiera de las dos cartas va a ser la misma. Es decir este 

campo solo encontramos a lo mas una direccidn separatriz. 

. , L 
Analizaremos en la carta (x, u). La rafz en esta carta es u = (2)s . 

El campo y su derivada son: 

=, GE + agzut agru? 
X= ( by — agu? ) 

~ @, + aqu+a3zu? aor + 2agru 
DX ={ i - 3 jay? 3 ) 

Sustituyendo la derivada en el punto singular: 

a a,+ an()3 aot + 2agru 

0 —3a;(%)3 ) 

Siay+ ap()5 la singularidad (0, u) es hiperbélica 
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Caso 7. a3 = 6 = 0 

(bz — ay)u + (bs ~ a2}u? = 0 (1) 

{a2 — b3)u + (ay ~ by)u? = 0 (2) 

Las dos ccuaciones anteriores tienen como solucién al cero, por lo tanto es 

-necesario revisar ambas cartas. 

Carta (x,u) 

Las raices de la ecuacién (1) son: u,; = 0, u2 = ~ paw con b3 # a2. 

El campo en esta carta es: 

a,x + apr7u 

X= ( (by - a,)u + (bs _ az)u? ) 

Derivada del campo anterior: 

, Gy + Qagru ax? 

DX = ( 0 (be - a) + 2(b3 - ag)u ) 

Evaluamos DX en uy y U2. 

_ ay, 0 

DX) = ( 0 (be _ a) ) 

~~ a BELO 
DX ou) - ( 0 $ (bo —~ a) ) 

Si bz # a1 entonces ambas singularidades son hiperbdlicas. 

Carta (v,y) 

Las raices en esta carta son: v; = Oy v= 2p. Solamente analizaremos 

cuando v = 0 ya que el comportamiento del otro punto singular ya fue revisado 

en la carta (x, u). 

Campo en la carta (v,y) 

(a, — by)v? + (a2 — bs)v 

Y= (0 byvy + bay ) 
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Calculamos fa derivada del campo y 1a evaluamos en los puntos singulares. 

- _ , 2(a, — baju + (a2 — b3) 0 
DY = ( bey byv + bs 

> 276; 0 
DY ou) = ( “ 0 ° by ) 

Si a2 # 63, (0, v1) es una singularidad hiperbolica. 

En este caso encontramos en total 3 direcciones separatrices, a lo m’as: el 

eje z, el eje y y una que corresponde a la recta con pendiente uz = —poe. 

57 

 



  

Caso 8. Unicamente (a; — 52) #0 

En este caso los polinomios que nos quedan son tos siguientes: 

(6, — a,)u =0 (1) 

(a1 — b2)v? = 0 (2) 

Los dos polinomios anteriores tienen como raiz, por lo que analizaremos 

la carta (z,u) y la carta (v,y). En este ca so vamos a obtener a lo més dos 

direcciones separatrices. 

Carta (z, u) 

El campo que nos queda después de explotar es el siguiente: 

= a,z 
X= 

( (b2 _- a,)u ) 

Calculamos la derivada del campo. 

“ ay 0 
DX = Co (&-a)? 
Si by # a1 entonces el (0,0) es una singularidad hiperbdlica. 

Carta (v,y) 

Es esta carta después de explotar nos queda el siguiente campo: 

~ (a, — &2)v 
Y =( boy ) 

Calculamos la derivada del campo. 

ay — b2) 0 

px =(' 0 by? 

Si by # a, entonces el (0,0) es un punto singular hiperbélico. 

En este campo al explotar obtuvimos dos direcctones separatrices que 

coinciden con el eje z y con ely. 

En el caso 8’ obtenemos los mismo resultados. 
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