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INTRODUCCION.

El presente trabajo tiene como objetivo estudiar el comportamiento topolé-
gico de los campos vectoriales cuadrdticos en cl plano, en la vecindad de un
punto singular. Para ello estudiarcmos la técnica del blow-up (explosion) la que
nos ayudard a obtcner campos més sencillos de estudiar. Es decir, queremos
obtener campos que se puedan linealizar como los hiperbdlicos, o que al menos
les podamos asociar ciertas variedades invariantes que nos ayuden a entender
el comportamiento topoldgico de estos. A

En el primer capitulo estudiaremos los dos tipos de blow-up que existen, el
direccional y el polar, se estudiara que tipo de resultados arrojan cada uno, con
el fin de ver las ventajas y desventajas que tienen. Demostraremos que ambos,
topologicamente hablando, nos reportan los mismos resultados, es decir, si
explotamos un campo direccionalmente y polarmente en ambas explosiones
obtendremos el mismo comportamiento topolégico del campo alrededor del
punto singular. Finalmente veremos, con la ayuda del teorema de desingulari-
zacion, bajo que condiciones podemos descomponer las singularidades de un
campo en otras mas simples.

En el segundo capitulo se mostrara un programa en el procesador mathe-
matica que explota campos vecloriales, se explicara la estructura del programa.,
como se utiliza y el tipo de resultados que nos proporciona.

En el tercer capitulo estudiarcmos el comportamiento topolégico de los
campos vectoriales que tienen parte lineal degencrada y términos cuadraticos;
y los que tienen unicamente términos cuadraticos; alrededor del origen.




Resolucién de Singularidades

Miriam Rojas Arenaza
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1 Capitulo
Resolucién de Singularidades.

Para conocer el comportamiento topolégico de un campo vectorial alrede-
dor de el punto singular de un campo vectorial, necesitamos un aparato que
tenga una resolucién similar a un microscopio, es decir, necesitamos escoger
un sistema coordenado cerca del punto singular al que a un pequeno desplaza-
miento angular le corresponda un gran cambio en coordenadas. Ista téenica
s¢ conoce como Blow-up.

Fxisten 2 tipos de blow-up:

- Blow-up direccional,
- Blow-up polar.

En los dos blow-up podemos escoger un sistema coordenado que tenga
la caracteristica mencionada anteriormente, sin embargo una de las princi-
pales diferencias entre el blow-up polar y « direccional, es que el blow-up
polar para el paso a coordenadas polares requiere de funciones trascendentales
(trigonométricas), por lo que algebraicamente es mas conveniente el blow-up

direccional.




Una vez que hayamos explotado un campo vectorial en el cero vamos a
obtener un campo mads simple, en el sentido de que para conocer el compor-
tamiento topoldgico del campo en una vecindad del punto singular, podamos
utilizar métodos como el Teorema de Hartman-Grobman.

A continuacién antes de explicar las técnicas de blow-up recordaremos el
teorema de Hartman-Grobman y algunas definiciones que nos seran utiles.
Como estamos trabajando con campos en el plano entonces lo enunciaremos
todo en IR?, pero se pueden generalizar para el caso JR".

Definicién 1.1 Un campo vectorial X lineal en IR* decimos que es hiperbolico
si sus eigenvalores tienen parte real diferente de cero.

Definicién 1.2 Diremos que el germen de un campo en IR* que tiene como
punto singular al cero es hiperbolico si su parte lineal es hiperbolica.

La importancia de las singularidades hiperbodlicas es que estas son estruc-
turalmente estables, es decir, si perturbamos el campo las soluciones de éste
van a ser topoldgicamente equivalentes a las del campo inicial. Ademas de que
existen espacios invariantes asociados a los campos hiperbolicos que determi-
nan su estructura local.

Teorema 1.3 Sea X un campo vectorial lineal en IR?, X hiperbolico, entonces
existe una unica descomposicion de IR* como suma directa:

B? — 13@5'!1’
donde E* y E* son espacios invariantes bajo el flujo del campo (‘X ).
Los eigenvalores asociados a X* = X|g. tendran parte real negativa y los
asociados a X* = X|g. tendran parte real positiva, X = X|g: @ X|g«.

El flujo inducido en E* es una contraccion y el inducido por £* una ex-
pansion.

El numero de eigenvalores de la parte lineal de X, con parte real negativa
es lo que se conoce como indice del campo.




Teorema 1.4 : (Hartman-Grobman, [Har]).
Sea B un subconjunto abierto en IR? que contiene al origen, sea f € C<(B)
y sea ¢, el flujo del sistema no lineal:

z = f(z).

Supdngase que f(0) = 0 y que la matriz A = Df(0) no tiene eigenvalores
con parte real igual a cero.

Entonces, existe un homeomorfismo H de un conjunto abierto U que con-
tiene al origen, en otro conjunto abierto V que contiene al origen tal que, para
tode zo € U, existe un intervalo abierto Iy € IR que contiene al cero tal que
paratoda zo € U yt € Iy:

Ho ¢¢(-’L‘0) = CAtH(.'Bo).

Es decir, H mapea trayectorias de £ = f(z) cerca del origen en trayectorias
de £ = Az cerce del origen y preserva parametrizacion

Es decir el comportamiento topoldgico de un campo hiperbalico queda de-
terminado por los términos lineales de este.

No siempre vamos a encontrar singularidades hiperbdlicas, pero van a exis-
tir otro tipo de singularidades a las que, al igual que las hiperbélicas, podemos
asociar ciertos espacios invariantes.

Es decir para todos los campos lineales existe una descomposicion

R = EQE-,

invariante bajo e'X tal que los eigenvalores de DX (0) = DX(0){g tienen parte
real negativa o positiva y los asociados a DX<(0) = DX(0)|g- tienen la parte
real igual a cero.

De acuerdo con lo anterior:




Definicién 1.5 Una singularidad cs parcialmente hiperblica si dim(f2°) # 0
y dun( L) # 0.

Fs decir. para que una singularidad cn IR? sca parcialmente hiperbolica
basta que al meuos uno de los eigenvalores sca distinto de cero.

En ¢l caso de singularidades parcialmente hiperbdlicas al igual que en el
de hiperbélicas sc prueba la existencia de variedades invariantes que juegan
el mismo papel para X como £2* y E* lo hacen para la parte lincal de una
singularidad hiperbolica.

Teorema 1.6 Sea 0 un punio singular de un campo vectorial C7 en n,

r < oo, y R = E@ E° la descomposicién asociada a DX(0) (parte lineal
del campo). Supongamos que X es parcialmente hiperbolico en 0. Iinlonces
ezisten variedades CT, W y W€ que contiencn al cero, invariantes bajo el flujo
de X y tales que:

W es tangente a £ en 0 y J,(X(0)jw) = DX(0)|g,

We ¢s tangente a E° en 0 y J1(X(0)|we) = DX(0)]s-.

W se conoce como variedad estable o inestable (dependiendo del signo del
eigenvalor) fuerte y es inica, 1V¢ se conoce como variedad central y no es tnica.

A continuacién moslraremos ejemplos hiperbdlicos y parcialmente hiper-

bolicos.
W/L ‘//J\ ,
A
< > >
H ‘,,,___ f
w‘i ¥
141 i
;\1>U,)\2<0 )\1——‘0,)\2>D

Una vez definido lo anterior continuarcmos ahora con la técnica del Blow-
up.




1.1 Blow-Up direccional.

Vamos a cmpezar con una construccion auxiliar. Sea p: R? — {0} — RP' la
fibracién estandar definida en la linea proyectiva IRP', donde f2P! denota el
conjunto de lineas de R? que pasan por el origen, es decir, IR P! nos representa
el conjunto de direcciones de 22

Introduciremos una estructura diferenciable a P!, donde por estructura
diferenciable vamos a entender lo siguiente:

Definicion 1.7 : Una superficie diferenciable de dimension 2 es un conjunto
M vy una familia de mapeos inyectivos =; : U; C R* - M de conjuntos U; de
R* en M, tal que:

(1) Uize(Ui) = M.

(2) para cualquier,j con z;(U) Nz;(U;) = W # ¢, los conjuntos 7 (W)
yz;'(W) son conjuntos abiertos en R? ylos mapeos z; ' ox; son diferenciables.

(3) La familia {(U;,x:)} es mazimal relativa a las condiciones (1) y (2).

El par (Ui, ;) con g € z;(U;) se conoce como sistema coordenado de M en
g; z:(U.) es llamado una vecindad coordenada en ¢. Una familia (U;, z;) que
satisface (1} y (2) se conoce como estructura diferenciable en M.

En el caso de JRP! tenemos lo siguiente: Sea (z,y) € IR? y observemos,
para empezar, que JRP! es el cspacio cociente de R* — {0} mddulo la relacién
de equivalencia:

(z,y) ~ (Ax:'\y)w\ € IR,A # 0.

Los puntos de JRP! los denotaremos por {z,y].

Observemos que si z # 0 6 y # 0 entonces [z,y] = [1,%] 6 [z,y] = (2,1]
respectivamente.

Definamos ahora los subconjuntos V} , V; de IRP! por:
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Vi={[z,y]: 2 # 0} Vo = {[z,y} 1 y # 0},

que geométricamente nos representan los conjuntos de rectas en JR? que pasan
por el origen pero que no contienen al eje y en V) y al eje z en V2.

Mostraremos ahora que podemos tomar a V; y ¥ como vecindades coor-
denadas donde las coordenadas en Vy y V; son:

v=%v="2 respectivamente.

Ahora definimos:

zy: R — V; por z1(u) = [l,u},u€ R,
y analogamente:

z2: R — V, por z32{v) = [v,1],v € R.

Demostraremos que {{IR,z;),(R,z2)} es una estructura diferenciable en
RP!.

Cualquier mapeo z,,z, es biyectivo mientras |Jz;{R) = RP'.

Nos resta demostrar que zj' (Vi V2) es un conjunto abierto en [ y que
z,-! 0 z; es diferenciable ahi. Ahora los puntos en IR son de la forma:

{u € R;u # 0} de ahi que z7'(Vi N V2) sea un conjunto abierto en .

Por otro lado:

- - il -
v oxy(z,y) =z v =z, ‘[;, 1] =27 v, 1} = v,
la segunda igualdad se da ya que estamos en ViNVa, donde tanto z como y
son distintos de cero y, por lo tanto podemos dividir.

Ademds z,7! o z; cs diferenciable, ya que v también es diferenciable en

vinva.




[n resuinen el espacio de direcciones en R? (espacio real proyectivo) puede
ser cubierto por 2 vecindades coordenadas.

Cousidcremos ahora la grafica [ del mapeo p. lista grafica representa una
superficic suave en el producto cartesiano R?— {0} x RP', donde {0} x RP' es
lo que se conoce como divisor. Localmente I' ticne la forma de una escalera en
espiral; globalmente el divisor es difeornorfo al citculo, y el producto R*x RP!
al interior del toro.

Surnergiendo el plano agujercado en el plano, podemos considerar la grafica
[’ como una superficie suaveen el producto cartesiano JR* x IRP'. La proyeccion
natural 7, : I x RP! — IR? mapea I sobre el plano agujereado R* — {0}
difecomorfamente, es decir, 7, es diferenciable y tiene inversa diferenciable.

~
//K

Teorema 1.8 La cerradura de la grifica T' del mapeo p: R* — {0} — IRP" es
una superficie suave I'y = TU({0} x RPY). La superficie [’y es difeomorfa a
la banda de Mobuius.

Demostracién:

Sean U = {(z,u):u=%,z#0}yV={(v.y):v=2py# 0} vecindades
coordenadas en IR? que cubren a I'y. Para demostrar la suavidad de I'; tenemos
que ver que el cambio de coordenadas entre las dos vecindades es diferenciable.

Sea F:UC R* >V C R

dado por F(z,u) = (L, zu) = (v.y), F7{v,y) = (yv. 7).

9




1

DF ={ 3 :‘7 ) la cual es claramente C*° si u #0y

DF-' = yi E) ) también es C si v # 0.

u?

Por lo tanto ', es una superficie suave.

Por otro lado la proyeccién mp : R? x RP! — RP' manda ') en lineas
rectas. Cuando el circulo RP' es recorrido una vez la correspondiente linea
en IR? retorna girada un angulo 7. Se sigue de esto que ['; es una banda de

Mobius. g

E! pasar de JR? a T, es lo que llamamos el blow-up direccional en el 0
sobre el divisor. El mapeo m : I'1 — IR* es conocido como el colapso del
circulo {0} x RP! en el punto 0. El mapeo 7 : I} — IR? restringido a I’
es un difeomorfismo sobre el plano agujereado. De ahi que todos los objetos
geométricos que en el plano tienen una singularidad en 0 pueden ser llevados
sobre I';. Al mismo tiempo las singularidades pueden ser mas simples, ya que
al dividir el campo podemos obtener campos lincalizables.

En la practica el blow-up direccional significa pasar de (z,y) a las cartas
coordenadas {z,u = L) conz #0y (v = i,y) cony # 0.

Veamos ahora que sucede con la ecuacion diferencial que define un campo
vectorial en el plano (z,y). Asumiremos que el punto 0 es un punto singular
en nuestro campo vectorial.

Teorema 1.9 St a un campo vectorial diferenciable W con un punto singqular
en 0 le aplicamos el blow-up direccional obtendremos un campo vectorial en
T ertendible a un campo diferenciable en Ty, es decir, un campo extendible al
divisor.

Demostracion:

Sea W el campo vectorial definido de la siguiente forma:

_ &y Play)
W=(;)=oay

10




Construimos la carta coordenada (z,u) .
— Y —
w=¥=y=uxdondez #0.

Derivamos = y u para obtener la expresién de W es esta carta,

= P(z,y)
U = Bz=iy _ zQ(z.y)-yP(ry)
e 2 ’

sustituimos y = uz en las expresiones anteriores.

z = P(z,zu)
iQ(z,ou)—zuP(z,su) _ Q(r,:u)—u}’(:,ru)‘

U= 2 z

Por lo tanto la expresién del campo en esta carta es:

z = P(z,zu
Wy = { o= Q!(.r,ru!—gpjr,:ru! .

xr

Carta (v, y).
En estecasov:’-;yyqéO.

Derivamos ahora v, ¥ para obtener la expresién del campo inicial en esta
carta.

p = fy=iz .. vR(zy)-zP(zy)
v y?

y = Q(z,¥),

sustituimos z = yv en las expresiones anteriores:

yP(yvasﬂ—ng(yu.y) — Plyvy)-vQ(yvy)
¥

D=

o
i = Qlyv,y)-
Por lo tanto la expresion del campo en esta carta es:

o _ Plyvy)-vQ(yy,
v = v L4 v

Wz_{ . Y
v = Q(yv,y)

s decir, para (z,u),(v,y) encontramos expresiones que son suaves.
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Nos falta demostrar que el campo se extiende suavemente al divisor.

Para demostrar esto tenemos que verificar que:
lim F. (W) = lim Wy,
z—0 y—0

donde F es la funcién cambio de cooordenadas descrita en el teorema 1.8 .

. . ) P(z,zu
imemo PA(W1) = limeol 0 ~ )( qeimiamtan ) =
_L _Q;:,rux!—uP!::.:u!
7 )

uP(z, z;) + Q(z, .’B‘t:) — uP(z,zu)

Ploy,y)—vQ{vy,
¥
Qvy,y)

la dltima igualdad la obtenemos haciendo el cambio de coordenadas z = vy y

u=1
v

)

= lim,;....o(

= limyu_.o(

La expresién que obtuvimos al final corresponde a limy,_.o W3 y como el
cero es un punto singular entonces P(0,0) = @(0,0) = (0,0).

Por lo tanto el campo se extiende diferenciablemente al divisor. g

El objetivo principal del Blow-up es encontrar las separatrices del campo,
sin embargo, con ¢l blow-up vamos a encontrar las direcciones a las cuales
son tangentes las separatrices, estas direcciones las vamos a llamar direcciones
separatrices.

Al hablar de separatrices nos referimos a las curvas solucién C* en cuya
cerradura se encuentra el punto singular, y ocurre frecuentemente que nos
marcan una frontera entre soluciones con propiedades diferentes, como el atraer
6 repeler en una direccion, y es a través de ellas que nos damos una idea de
como se esta comportando el campo, topologicamente hablando. Por ello es
importante ver que relacion existe entre el nimero de direcciones separatrices y
los términos del campo. Esta relacion nos la proporciona el siguiente teorema:

12




Teorema 1.10 Sca X campo vectorial diferenciable con un punto singular cn
cero, y sean Xy, Y las expresiones del campo en las cartas (x,u) y (v, y) respec-
tivamente. St explotamos el campo en el cero y al aprorimarnos ol divisor en
X, y Y1 el niimero de puntos singulares que obtengamos es finito el numero de
direcciones separatrices transversales al divisor quedard acotado por el minimo
czponente del campo.

Antes de dar la demostracion del teorema recordemos que, de acuerdo al
teorema 1.9 al explotar construimos un campo en I'; que es diferenciable en el
divisor, por ello para buscar los puntos singulares nos aproximamos al divisor
en la direccion en la que estamos trabajando para detectar donde se anula
el campo en el divisor. Ya que las direcciones separatrices transversales al
divisor nos las determinan los puntos singulares el detectar direcciones separa-
trices corresponde a detectar puntos singulares del campo, aunque cabe sefialar
que (como se verd mas adelante} no todos los puntos singulares determinan
direcciones separatrices.

Entonces nuestro problema se traduce en ver que nos determina ¢l ntimero
de puntos singulares del campo.

Demostracion:
Sea X = ( a1 zF + apz* "ty + o+ arzy*T F apayt + Ok + 1) )
b]SEm + b'zIm_ly + ... + bk.’l?ym_l + bm+1ym + @(m 4+ ].) !
kkmeZt,

supongamos k < m.
Analizamos las cartas coordenadas:
Carta (z,u).
a1z + apxfu + oo+ arz* et FoapzfuF 4 L

n= —ayzt Tt — aprFlu? — L — agzF TR — ap F AR 4 b
dbyz™u 4 L F b ™ b ™ ™ 4

8-
!

Lste campo vectorial se desvanece en el divisor por lo que dividimos este
campo entre z*~!. Después de dividir obtenemos cl siguiente campo:

13
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|

az + aruw 4 ...+ ak.ru"‘“ + akau" + ...
—ayu — azu? — ... — aqpu* — apgp uft 4 byt
Fhoz™*u + 4 bR 4 b ™R 4

=41
|

L.a division no cambié el sentido de los vectores del campo, y obtuvimos un
campo cuyos puntos singulares estan situados en el divisor sin que ¢l campo
se anule completamente en él.

Nos aproximamos ahora al divisor haciendo tender x a cero y obtenemos

un campo diferenciable en T';.

lirr'lJX = (0, —ayu — ayu® — ...~ apu’ — apsutt),
o d

para encontrar los puntos singulares hay que buscar las raices del polinomio:

k+l=0

2 k
au + au” + ... + agt” + appar )

el cual a lo mds va a tener k + | raices que se traducen en puntos singulares,
los cuales son a su vez los que determinan las posibles direcciones separatrices
del campo, por lo que en esta carta hemos encontrado que hay a lo mas k + 1
direcciones separatrices.

Carta (v,y)
0= alvkyk-—l + azvk-lyk—l + o+ akvyk_l € ak+lyk—1
_blvm-lym—l - bzumym—l —_ = meZym—l _ bm-{-lvym_l + ..

g= bomy™ + ™ Y™ 4+ bvy™ + bpy™ !

dividiendo y aproximandonos por y nos queda que el polinomio del cual de-
penden los puntos singulares es:

k k-1
@ v+ av™ T F ot e+ agyy =0,

El polinomio anterior tendra a lo mas k raices.
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obtuvimos £+ 1 y en la carta (v,y) k raices, gque como se

las que nos determinan las direcciones separatrices por Ic

iirecciones separatrices quedara acotado por k£ + 1. Donde
onente del campo. g

»servamos que siempre el nimero de direcciones separatrices
por los términos que tengan el minimo exponente en el campo.

acion analizaremos un ejemplo de Blow-up direccional.
£ =(z? = 2zy) L + (y* - sz)é—%.
Calculamos la carta (z, u).

T =1z°—2z%
22u? —2r%u—u(z? -222u) _ 3242312y
z z

o= = 3zu? — 3zu.

Dividimos el campo entre z para que al aproximarnos al divisor este no se
desvanezca. '

Iing)z = (0, 3u® — 3u).
Para encontrar los puntos en donde se anula el campo en el divisor, iguala-
mos la segunda coordenada a cero.
Jur—3u=u(Bu-3)=0=>u=0yu=1,
por lo tanto los puntos criticos son (z = 0,u =0) y (z = 0,u = 1).

En los puntos singulares veremos que el campo es hiperbdlico, por ello
para enconfrar el comportarniento topoldgico del campo en una vecindad de
los puntos singulares utilizamos Hartman-Grobman.

Calculamos la derivada del campo.
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2u =2

- b=
DX = -
( 0 G —3 )
evaluamos la derivada en los punlos crilicos del campo y oblencinos:

0

. 1
[)A (D,U) = ( 0 __3 )

¥ DX(r:D,u:I.) = ( 0 3 )

b
R

A
A

Analizamos ahora la carla (v, ).

1,2 2 2 2 42,2 .2
u 2 vy =2y K K
¥ v u—v(y ) . dvh - dytu 31,2?), SyU

U=
I
y=y* -2y,

12l campo cn csta carta cs:

iy vty — 3yv )
T oyt =2yt

Analogamente al caso anterior dividimos ¢l cammpo y nos aproximamos al
divisor haciendo, en c¢ste caso, tender i a cero.

.Y v —
Y.____:(jv Jv
y y — 2yv

)
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Hmy = (3v? — 30,0),

y=—0

para obtener los punlos criticos hacemos: 3v? — 3v = ¢(3v - 3) =0,
de la ecuacidn anterior se sigue que los puntos crilicos son: (v = 0,y = 0),
(v=1,y=0).

Ilvaluamos la derivada cn los puntos criticos del campo.

~ Gv—3 0
DY ={ =2y 1 -2 )
~ -3 0
Uy(o.o) =( 0 1 )

~ 3 0
DY(I.O)Z(O _1)

e o/
T

v

i

En el ¢jernplo anterior ¢l explotar obtuvimos Lres direcciones scparatrices;
una que corresponde a la recta de pendiente uno y otras dos que corresponden
a Jos dos cjes. La primera se¢ detecta cn ambas carlas; en la carta (z,u)
corresponde al punto (0,1) v en la carta (v, y) al {1,0), esto sc debe a que csta
pertenece a la interseccion de V| y V3 (vecindades coordenadas), a diferencia de
tos ejes que solamente pertenecen, por como los construimos, a una vecindad
coordenada. Geométricamente lo podemos pensar de la siguente forma: al ¢je
y en la carta (x,u} le corresponde u = oo, es decir, al explotar la recla que le
asociariamos al ¢je y quedaria en ¢l infinito, y analogamente sucede con ¢l eje
z en ta carta (v,y). Por cllo tos ¢jes solo se detectan en una carla.

I3} retrato fase final queda de la sigeiente forma:
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1.2 Blow-up Polar

Teorema 1.11 : Sea X un campo vectorial C° en IR? con X(0) = 0 y sea
¢:Stx R — ﬂ?r‘: el mapeo definido en coordenadas polares. Entonces hay un
campo vectorial X € C*° definido en S' x IR tal que ®.(X) = X.

Es decir, si tengo un campo C*° en i con X(0) = 0 a partir de este se va
a construir otro campo vectorial X definido en S' x IR, que también va a ser
C, y que va a cumplir que ¢.(X) = X.

La funcién ¢ va a mapear los puntos que estan situados sobre el cilindro
P P q
S! x IR a una altura r, en un circulo en /R? que va a tener radio r.

Los puntos que estén en r y —r nos los va a mapear al mismo circulo de
radio r, pero recorrido en direcciones opuestas, es decir, r ‘circulo recorrido en
el sentido usual (contrario a las manecillas del reloj} y —r en sentido contrario,
por lo tanto ® cubre doblemente a IR?

Demostracidon:

La idea de la demostracion es descomponer el campo X en su parte radial
y tangencial, para que una vez hecho esto, utilizando coordenadas polares y
que ®. es invertible en r # 0 construyamos X.

Sea X = ( ? ), campo vectorial C*® en IR*.
2

En IR? definimos los siguientes campos vectoriales:

8 8 a8 a2 a3 a
R= Taz +y5’ Vry = %(Igg - yﬁ)a Vyx = %(ya "_ Ia)

Il campo vectorial R se conoce como campo radial corresponde a todas
las rectas que pasan por el origen. Los campos, V;, y V., corresponden a los
campos tangentes a los circulos que tienen su centro en cl origen, recorridos
unos en ¢l sentido de las manecillas del reloj y otros en sentido contrario.

Notemos que Vo, = =V, yque Vo, =V, =0

Demostraremos que X puede ser escrito de la siguiente forma:
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| , ) i
X = r? +y2(< RX >R+ 2[< ny,z\ > Voyt < Vyrf)‘ > Vyz])’

desarrotlando ¢! lado derecho de la igualdad anterior tenemos que:

(< X > R42[< Ve, X > Vot < Ve, X > Vi2])
;;}_F(< B,X > R+2[< Viy, X > Vit < (=Vayh X > (=V)])

A (< B X > R4+ 4[< Vo, X))

},ﬁy_ﬁ(< (xay)’(fl,fZ) > (Iay) +4[< %(—yuw)s(fhf?) > _%(_yaw))])
(2 +yh)(zy) +[(—vhi + 2h) -y, 2)l)

ap(@fi ey ooy h + y? o) + (v*h — 2y fo, —zy i + 22 f2))

= A (@ h+ v N+ vt f) = FpE ) ) = (h R) = X

n

Definiremos en S' x R los campos vectoriales R, V;y y V;z, tales que:
0.(R) = R, 0.(Vyy) = Viy ¥ ©u(Viz) = Ve
queremos que ®.(R) = Ry sabemos que ®. es invertibleen r 3 0, por lo tanto:
R=4¢."'R.

&(r,0) = (rcosf,rsind).
5, = ( cosf -—rsinf )

sind rcosl

Calculamos las expresiones para R, V;y y V;E, utilizando que z = rcosf y
y = rsind.

- cos@ sind , =z zcosd +ysind
R = ( sind cosf )( ) = ( rsinf ycosd
Tr r ¥ T t r ,
rcos?f + rsin?f r
= ( rcosdsiné rsinficos8 = ( )
- T + T

z cosf sind ., —1iy L~y cos + zsinb)
V.:': = sin cos z =(? sin cos
r = e )= sy ey )
L(~rsinfcosf + rcosfsind) 0 '
:( 1 rsin?f reos?d ):( 1 )
2 (B ) 2
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analogamente para V,, obtenemos que:

ra . eV — ;
g 5350, 08 decir, Vo, = =V,

por lo tanto, en S! x /it tenemos:

Es decir, V,, y V,. son los campos cuyo flujo cs una rotacién en S x IR.

Introduciremos las funciones:

ar =< B, X >, 0y =< Vi X >, e =< V., X >,
donde, ar, azy, y R - R

Observemos que:

gz =< Vir, X >=< (= V), X >= = <V, X >= —ay,.

NEACA ®) R+ 2((azy 0 D) vy T+ (aye © B)V2))] =

(e 0 @) R+ 2((0rmy 0 ©)Vzy + (—aye 0 B)(=Vi2)))] =
J;’—;((a,o@)ﬁ-}-fl((aryo@)v )

O.[(frcosf+ fosind) L + L(—fisinf + fcos6) 2]
y cosf) —rsinf X ficos@+ fysind )

~ ‘sinf rcosd L~ fisind + focosd)

cosO( ficosf + frsin0) — sinf(—f1sin 0 + f,cos ) )
sin 0 fy cos@ + fysind) + cosO( fysiné + f,cos0)
fi{cos?0 + sin0 h

= szCOSZO + sinzﬁg )= f2 ) =X,

[ =

—

por lo tanto el X que cumple nuestras hipdtesis es:

X = Slar0 @) +2{(0z, 0 @)%

Fista Gltima expresién no tiene significado para v = 0, pero comoen 0 ¢ IR?

X, R, Vi vy V,u son cero; < R, X >, < Vo, X > y < Vi, X > tienen un uno-
jet zero. Esto significa que parar = 0: o, 0®; ﬂ%l, az,0P; a‘%ﬁﬂl, a0 P;
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—L-Loﬁ son todas 1gua.l(3 a cuo Es claro de la expansion de Taylor de X en
0 que % (o 0®), H(azy0®)y 5 son C° si tomamos el limite parar = 0. Por
lo tanto

X = (e 0 @)+ 2y 0 Ve

s C%. Parar # 0 tenemos que ®.(X) = X, por continuidad se obticne €n
todas partes. g

Analicemos ahora un ejemplo de Blow-up polar.
Sea el campo (z? + ny)% + (4y% + 3$y)a%_
Construimos X.

;=< I— ya , (z? +2$y)ar+(4y +3zy) 3, 9 5 = 1:3+21:2J+3:cy2+4y3.
(cx,, 0 ®)R = r®(cos®d + 2cos?0sin & + Jcos OSm 8 + 4sin0)r &
o 4 <3t 42+ 0740
= 4(z%y + zy®) = dzy(z +y)

(Gtry © @)V, = 4r3 cos0sinO(cos § + sin 9)(6%3@)
= 2r% cos f sin 0{cos 0 + sinf) 55

Por lo Lanto el campo es:

r2(cos® 0 + 2 cos? Osin 0 + 4sin® § + 3cos 0 sin’ 0)

= 2r cos 0 sin O(sin § + cos ) )

>

al igual que en el blow-up direccional divido el campo.

¢ = ( r(cos® 0 - 2cos? @sinf + 4sin® 0 + 3cosfsin® 0)
- 2 cos O sin O(sin & + cos )

X = )s

e

cuando r = 0,

X =2cosfsinf{sinf + cosﬂ)é%,
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igualando la expresién anterior a cero obtencmos que los puntos criticos soil

— —r 3 — — 3.7
0!1?"—0.0—2,2r,0—0,7r,9—47r._41r.

Calculamos la derivada del campo:

])3\7:( ay a2

’ a2

ay, = cos* 0 + 2cos?fsin + 4sin® 0 + 3cosfsin® 0.

a7 = r(8cosfsin® 0 ~ Jcos? Osinf + 4cos® @ — 3sin® ).
az, = 2(—2sin®* 0 cosf + 2sin cos? 0 — sin 0 + cos® 8).

Sustituyendo la derivada en cada uno de los puntos:

;

N

El blow-up polar nos proporciona una buena vision global de lo que sucede
en la vecindad del punto singular topolégicamente hablando. Pero una vez que
hemos subdividido de esta forma, una singularidad en otras nuevas, haremos los
calculos necesarios usando el Blow-up direccional ya que los calculos resultan
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mas sencillos, algebraicamente hablando, que con ¢l Blow-up polar que implica
el trabajar con funciones trigonomgétricas.

Demostraremos ahora que ct Blow-up direccional nos da el mismo resultado
que el blow-up polar. Paraello daremos un difeomorfismo que vaya del blow-up
polar al blow-up direccional.

Sea X el campo que obtenemos al explotar polarmente y X el que se obtiene
en la explosion direccional.

Por consiguiente consideramos U/ € S' x IR donde.

=

U={{r0)cS xR|0¢ (%, ).r € IR).

~

3

Sea el mapeo G : U — IR? definido de la siguicnte manera:

G(r,0) = (rcosd,tand).
G mapea U/ € §! x IR sobre R? — {0} difeomorfamente, es decir, G es una C*
carta para U/ y se sigue que el siguiente diagrama conmuta.
N 3
f 7
el
s

Por lo anterior X y X son difcomorfos, es decir, G.(X) = X donde,

Go(r0) = ( CODSO —:sma )

cos? 8

Calculamos (.(X)

(fi cos8 + fasin0)
(frsinf + fycos0)

cosf —rsind

c.(X) =57 T

cos? § r?
1 1
- 7 = 2 =1X
= —f1288 cos? @ + fa g )= slfa—uh) )=
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Iin ta peniltima igualdad usamos las siguientes identidades:
r=rcosl,y = rsinl.

Es decir, G. manda 6rbitas de X a 6rbitas de X y como ! es una funcién

positiva se conserva el sentido de la orentacion.
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En los ejemplos que hemos hecho anteriormente se han obtenido singulan-
dades lo suficientemente simples para ser tratadas con métodos como Hartman-
Grobman, sin cmbargo no siempre vamos a encontar ese tipo de singularidades.
como se vera en ¢l capitulo tres, es por cllo que vale la pena preguntarse si
hay caracteristicas que les sean comunes a los campos en los que al explotar.
obtengamos singularidades "bonitas” entendiendo por singularidades bonitas
a aquellas singularidades en las cuales una vez que hayamos explotado po-
damos determinar el comportamiento topoldgico del campo en una vecindad
alrededor del punto, como es el caso de las singularidades hiperbdlicas y las
parcialmente hiperbolicas.

La respuesta a la pregunta formulada anteriormente nos la da el " Teorema
de Descomposicién " que veremos posteriormente.

Antes del teorema veremos alguna definiciones, que se requieren para la
comprension del teorema.

Definicién 1.12 Diremos que una singularidad, en el cero, de un campo vec-
torial X en IR? es un "cero no degenerado” si j1(X)(0) # 0 y ji considerado
como un campo vectorial lincal en R’ no es lincalmente conjugado al campo
vectorialma% donde (z,y) son las coordenadas en R?.

Una pregunta natural es: ; qué campos vectoriales lincales en IR? tienen
un cero no degenerado ?

De acuerdo con el teorema de clasificacion de formas candnicas de Jordan
de matrices, ;(X)(0) es linealmente conjugado a una de las siguientes rmatrices

canénicas)i ‘
1 2
1) ( 0 X

2) (4 P)a#0b o0

) si Ay £ Az, £ =0, en caso contrario ¢ = 1

) (y
3) (5 g)A#0
L) (5 Thyazo
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5) (g o)

Si el 7;(X)(0) es linealmente conjugado a una de las primeras cuatro ma-
trices anteriores entonces tienen singularidad con un cero no degenerado.

Normalmente cuando le aplicamos a un campo un blow-up obtenemos cam-
pos con 71(X)(0) linelamente conjugados a los casos | y 3. Los casos 2y 4
corresponden a espirales y centros respectivamente, por lo que estas singulari-
dades nos dan en S! x IR campos sin singularidades en la vecindad de 5! x {0}.

Cuando obtenemos campos linealmente conjugados a los casos 1 y 3 co-
rresponden a singularides hiperbdlicas y parcialmente hiperbdlicas, es decir,
singularidades cuya parte lineal tiene dos o un eigenvalores distintos de cero
respectivamente. [n estos casos podemos determinar las separatrices y los sen-
tidos de ellas, con lo que ya tendriamos una buena visién del comportamiento
del campo en una vecindad del punto singular.

Definicién 1.13 Una singularidad, en el cero, de un campo vectorial X en
IR? puede estar bien descompuesta si ezisle una sucesion finite de blow-ups
$10 ¢20....0 ¢, que nos llevan a un campo X tal que las singularidades de X
en el divisor sean:

1). Singularidedes aisladas p que correspondan a singularidades hiperbolicas
o parcialmente hiperbolicas y tales que Jjoo{ X|w<)(p) # 0 st W¢ es la variedad
central de X en p.

2). Todo el divisor es una singularidad con cero no degenerado.
En este caso decimos que tenemos una singularidad bien descompuesta.

Definicién 1.14 Un campo X € IR? satisface una desigualdad de tipo Lo-
jastewiczs en 0 si existen k € IN — {0} y ¢ € IR con ¢ > 0-tal que:

X ()] 2 clfz||*.
In una vecindad del cero
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Los campos analiticos con singularidad aislada siempre cumplen una de-
sigualdad de tipo Lojasiewiczs.

Supongamos que es falso. Entonces el cero es una singularidad aislada y
no cumple Lojasiewicz, es decir;

Paratoda k€ IN — {0} y ¢ >0, c € R || X(=)|| < ¢||z]|*,
donde z esta en una vecindad del cero, por lo que {|z]| < e.
Como la desigualdad es para toda }c, si k — oo, entonces ¢||z{* — 0.

Por otro lado la norma es una funcién definida positiva, por lo que
1X(z)|| = 0, lo cual es una contradiccion porque supusimos que el cero era el
inico punto singular.

Teorema 1.15 Si un campo en IR? tiene en cero una singularidad C*, los
siguientes enunciados son equivalentes:

1). X tiene una singularidad bien descompuesta mediante blow-up.

2). X satisface una desigualdad de tipo Lojasiewicz en 0.

Sin embargo la posicidn, y otras propiedades determinantes {como el ni-
mero de separatrices) de las singularidades en una buena descomposicion, de-
penden unicamente de un jet finito de X en 0, como ya lo habiamos visto.

Para la demostracion del teorema anterior véase [Dum].
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2 Capitulo

El programa que cxplota campos vectoriales en el cero, esta escrito en el proce-
sador mathematica y su objetivo principal es el de resolver las singularidades
del campo aplicando el método del Blow-up en el 0 del campo. Lo hace cons-
truyendo las cartas coordenadas (z,u),(v,y) y calcula la forma en que nos
acercamos al divisor en estas cartas para detectar si existen o no puntos sin-
gulares en el campo. Si hay singularidad detectara si esta es hiperbolica o
parcialmente hiperbdlica. Ein caso de que sea hiperbdlica aplicara el teorema
de Hartman-Grobman para obtener el el comportamiento de las separatrices.
En caso de que la singularidad no sea hiperbdlica o parcialmente hiperbolica se
volverd a explotar el campo en esa singularidad y repetiremos el procedimiento
anterior.
El programa puede explotar hasta dos veces en una direccion.

Descripcion General del Programa

El programa esta subdividido en funciones, ya que este contiene conjuntos
de instrucciones que van a ser utilizadas mas de una vez, como es el caso del
procedimiento para construir las cartas coordenadas, ademas de que mediante
el uso de estas utilizaremos un menor espacio en el momento de la ejecucion
del programa y el diseio del programa resulta mas claro.

Iremos haciendo una descripcién de la tarea de cada una de las funciones.
Funcion Descripcidn

I. Carta. Construye las cartas coordenadas siguiendo el procedimiento

descrito en el teorema 1.2
A esta funcion se le debe proporcionar el campo y que carta se quiere

construir, (z,u) o (v,y).

2. Escribe. Esta funcion tiene como tarea la de establecer una comunicacion
con el usuario al proporcionarle los datos de una forma clara.

Se le proporciona en quc carta estamos trabajando y el mensaje que se
quiere mandar.

3. Simp. Esta funcidn junto con elimin, van a dejar un solo representante
de las raices de multiplicidad mayor o igual que dos.
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Especificamente esta funcién nos simplifica la informacién de manera que
quede lista para que se pueda trabajar con ella.

Para que trabaje se le proporcionan el vector de soluciones obtenido durante
el programa, (opcl) para que pueda identificar la carta en la que estamos
trabajando.

4. Flimin. Tiene como tarea la de dejar solo un representante de aquellas
raices que son muiltiples.

5. Explol. Esta funcién es la que contiene el método del Blow-up dire-
ccional, pero explota unicamente en una direccion ya sea en direccién de x o
y. Se le tienen que dar como datos el campo y la direccion en la que se quiere
explotar.

6. Explo2. Esta tltima funcién es la que hace que el campo se explote
en ambas direcciones y que en caso de ser necesario manda a explotar una
segunda vez.

De las funcidnes explol y explo2 daremos una descripcion mas detallada
ya que explol es la que contiene el método del Blow-up direccional y explo2 es
la que explota el campo en ambas direcciones y en caso de ser necesario vuelve
a explotar.

Funcién Explol

Paso 1. Dependiendo de la carta que hallamos elegido va a preparar todo para
la primera o segunda coordenada.

Paso 2. Construye la carta correspondiente con la ayuda de la funcién carta y
la guarda en crtl.

Paso 3. Calcula la forma en la que el campo se acerca al divisor. En caso de
que el campo se anule en el divisor divide el campo, para obtener los puntos
singulares que estan situados sobre este. Guarda la ecuacion que determina
los puntos singulares en lil.

Paso 4. Igualando lii a 0 resuelve la ecuacién respecto a w para encontrar
los puntos singulares y guarda el resultado en soll. soll va a ser un vector de
soluciones de la ecuacién {1 = 0.
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Paso 5. Verifica que el conjunto de soluciones sca diferente del vacio ya que.
en caso contrario el campo se esta aproximando tangente al divisor. De ser asi
la funcidn manda el mensaje a pantalla de que el campo se aproxima tangente
y termina. En caso contrario sigue con los demas pasos.

Paso 6. Verifica que el vector soll no tenga raices con multiplicidad, en caso
de tenerlas deja solo un representante de esas raices. Guarda cste nuevo veclor
en s0l2. Manda a pantalla Las raices obtenidas utilizando escribe.

Paso 7. Calcula la derivada del campo (deral), la manda a pantalla y se evalua
en ella w = 0 donde w puede ser z o y dependiendo de la carta en la que este
trabajando.

Paso 8. Dentro de un ciclo hace los siguientes pasos. En compl guarda la
matriz que resulto de evaluar los puntos singulares en en la derivada del campo,
después calcula los eigenvalores de compl y si los dos eigenvalores son distintos
de cero entoces la singularidad es hiperbdlica y utilizando Hartman-Grobman
obtenemos los sentidos de las separatrices; si nada mas uno de los eigenvalores
es distinto de cero la singularidad es parcialmente hiperbdlica; si los dos son
iguales a cero entonces guarda esos puntos en el vector volex.

Paso 9. Debido a que podemos volver a explotar el campo crtl lo deja en
términos de z,y y guarda el resultado en crt.
Al final explol deja como resultado un vector que va a tener como contenido

la carta crt y volex.
Funcién explo2

Paso 1. Explota el campo en ambas direcciones, con ayuda de explol, y guarda
el resultado de las explosiones en carl y car2 que son las explosiones en di-
reccion X, y respectivamente.

Paso 2. En la segunda entrada de carl (car2) va a estar el vector volex que
contiene los puntos en los que hay que volver a explotar, exil y exi2 son la
longitud del vector volex.

Paso 3. Si exil (exi2) son distintos de cero quiere decir que hay puntos en
los que Lenemos que volver a explotar, en cuyo caso se vuelve a explotar en la
carta y direccién correspondientes y se guarda el resultado en car3 (car4).
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. Cémo se utiliza el programa?

Lo tnico que el usuario debe de proporcionar a explo2 es cl campo que se

quiere explotar.
Ejemplo

campo = {z? + 2zy,y* + 2zy}
explo2[campo}
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cartafal List,a2 ]:={pruveba={x,y}/a2;
If [pruebal([1l)]==1,
xl=u x;gql=1;q2=2;w=u;z=y;ad={x2,wl},
Print(["no reconoce™},
x1=v y;ql=2;g2=];w=v;2z=x;a3d={wl,x2}];
x2=ExpandAll (al[[ql]]/.z->x1]};
wl=ExpandAll{ ((al[[g2)}/.z->x1)~
w (alf[ql))l/.z->x1))/ a2];
crt=a3;Clearl[a?,a3,x2,wl} ;crt);

escribaopc_,d ) :=(1f [opo==1,Print["x->0 ", "u->",dl},
Print{*v->",d," y->0"]]);

simp[vecsol_List,opcl_]:={If [opele=l,w=u,w=v];

long=Langth[vecsocl]} ;

vecsoll={};

For[i=1,i<=long,it++,r=w/.vecsol[[i]};
vecaoll=Insert|[vecsoll,r,i}] ;vecsoll);

elimin{vec_List]:=(vecl={vec[[1}]};
n=Length[vec] ;
i=2;
Whileli<=n,ent=vec[[i}}];nl=Length{vecl];j=1;
While[j<=nl,
If{entl=vecl{{3jl],
If [j==nl,vaci=Ingert[vecl,ent,nl+l1]],3=j+1};
I=j+1});
i=i+l} ;vec2=vecl;Clear([vecl] ;vec2);

explol[cmp List,q_}:={prb={x,y}/q;
If{prbl[[1]]==1,g2=2;Print["Carta (x,xu)");w=u;
daricon={q,u} ;esc=1l;z=y,Print["hola"],
q2=1;Print["Carta (yv,y)"];w=v;
dericon={v,y);esc=2;z=x];

crtl=cartalcmp,qj:
lil=Limit{crtil[qg2]}1],q~->01};
Whila[lil==0,crt4=ExpandAll [crtl/q] ;crti=crtd:;
lil=Limit{crtl|{g2}},q->0};1;

Print{crtl]:;

sol=NSolve[lil==0,w};

aoll=simp([sol,esc]);

numl=Length[soll];

If{numl!=0,Print["Puntos Singulares"];
sol2=eliminfsocll];
num2=Length[s012]);
For{r=1,r<=num2,r++,escribe(esc,s80l2[{r])l};
deral=Quter{D,crtl,dericon];
Print{"Derivada del campo")};
Print[MatrixFormideral}]);
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Explo

yded=deral/.q->0;

For[j=1,ji<=num2, j++,
comp2=ExpandAll [yded/ .w->s012[{3}]])/
Print{"Eigenvalores de la derivada"};
eigen=Eigenvalues|[comp2] ;

Printl[eigen]:
If [eigen=={0,0},
Print|["Hay que volver a explotar en el punto: "];
volex={sol2[{jl]);escribelasc,s0l2({j1]]) .
If[Det[comp2) t=0,
Print["Singularidad Hiperbolica"l},
Printi{"Singularidad Parcialmente Riperbolca™]]
Print("El campo se aproxima tangente®™]);
volexl=volex;
crt=crtl ;Clearfcrtl,volex] ;crt2=crt/. .w->z;
{crt2,volexl} ):

explo2[cmpl List):={

carl=oxplol {cmpl,x];

car2=explol [ampl,y];

exli=Lengthicarl([2]]};

ax2=lengthi{car2{{211]:

Iffaxl!=0,Print["2da Expleosion”];
car3d=explol [carlf(l])],x];
card=axplel [cari{{1]],v]]:

If (ex21=0,Print["2da Explosion"];
car3l=explol [carl{{1]],x]
cardl=axplol{car2{(1]1],y1l:

Clearlexl,ex2,carl,car2,card,card}l);

¥
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campo={x"2-2 x y,y"2~2 x y}:

explo2 [campo]
Carta {#,xu}

2
{x - 2ux, -3 u+ 3u}
Puntos Singulares

¥x->0 u->0.

®=>»Q u->1.

Derivada del campo
1-2u -2 x

0 -3 +6u

Eigenvalores de la derivada
1=3., 1.]
Singularidad Hiperbolica
Eigenvalcores de la derivada
{3., -1.1
Singularidad Hiperbolica
Carta (yv.y}

2

-3 v+3v,y-2vy}
Puntos Singulares

v->0. y->0

v->1. y->0

Derivada del campo

-3+ 6 v 0

-2y 1~2v
Eigenvalores de la derivada
{~3., 1.}

Singularidad Hiperholica
Eigenvalores de la derivada
3., -1.}

Singularidad Hiperbeclica
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3 Capitulo

En este capitulo utilizando el método del Blow-up direccional analizaremos los
campos que tienen parte lineal degenerada y términos de segundo orden, y los
que unicamente tienen términos de segundo orden.

3.1 Campos con parte lineal degenerada y términos
cuadraticos

Estudiaremos primero los campos con términos cuadraticos y parte lincal, para
ello recordemos las formas candnicas de Jordan que se vieron en el capitulo I,
pag. 25.

Las matrices que se mencionaron anteriormente corresponden a las partes
lineales de los campos que vamos a estudiar, sin embargo los casos (1), (2) al
ser hiperbélicos los podemos estudiar con el teorema de Hartman-Grobman;
los campos con parte lineal correspondiente al caso (3} corresponden a cam-
pos parcialmente hiperbdlicos que tienen asociadas invariantes a partir de las
cuales podemos determinar el comportamiento topoldgico de ellos, v el caso
(4) corresponde a un centro, por lo tanto la tnica parte lineal que nos interesa
estudiar es la que corresponde al caso {(5), que es un campo cuya parte lineal
tiene un cero degenerado.

Caso con parte lineal degenerada.

T = a1y + a22° + a3zy + aqy’
¥ = bz + bazy + byy?

Carta (z,u) conu = ¥

T = a17u + az? + azz?u + ayriu’

_ bz 4bpr?utbyr?u? —ufay rutay z¥+asziutariu?)

u
=byz + (by — ay)zu + (b3 — a3)zu? — qyu? — aszu®
Xy = a1z + azx? + asz?u + aqx?u’ )
YTV b+ (by — az)zu + (bs — a3)zu? — au® — a4z’
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ﬁmz-—oﬂ X—l = (01 _-alu'z)

Haciendo —a u? = 0 notamos que solo hay un punto singular en csta carta
que es: (z =0,u =0).

Carta (v,y) con v = %

— awytarvr?yitosvy? dagy? —ulby vy? +op vy +bay?)

y
=a + (a'z — bg)Uzy + (03 - bg)f)‘y + a4y — b|U3y
g = biv’y? + bvy® + byy?

Y, = ( a1 + (a2 — b))ty + (a3 — b3)vy + auy — biv’y )
! blv2y2 + bz’U'y + b;;J

limy—o ¥ = (a1,0)

En esta carta el campo se aproxima tangente al divisor, por lo tanto no se
detectan singularidades en esta carta.

Hacemos entonces el andlisis en la carta {z,u) ya que ahi detectamos sin-
gularidades.

Calculamos la derivada del campo.

DXZ( apn @2 )

a1 Q22

a1 = a1t + 2a27 + 2a37u + 2a4zul

a2 = a1 + azz? + 2a47%u
ey =0 + (b2 - ag)u + (b3 - a3)u2 - a4u3
agz = (by ~ @2)z + 2(bs — as)ru — 2a;u — Ja4Tu

2

DXl = (

00
00)

En esta carta la explosién no nos llevo a un campo hiperbolico ni parcial-
mente hiperbélico, por lo que nos conviene hacer una segunda explosién en

{z,u).
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Carta (z,u)

|73

IXn este caso u; = “

4, 2

z

2
= qxu; + a2z’ + azriu, + aqazyy
y _ bizt{ba—ax)riuy+{ba—as)rtu T—ay 2y 2—a st uy Y —uy (ap 2ty bepr? faa rPuy daaztug ?)
uy = <
= by + (b — 2a;)zuy + (b3 — 2a3)z%u,? — 2a,2u,% — 204770y
X, = ( a12%u; + ax1? + a3z’u + aqztu,’
y =

b + (b2 — 2az)zuy + (b3 — 2a3)z%u)® - 2a 74, - 2a47%,°
limy_o X2 = (4,,0)

El campo se aproxima tangente en esta carta.

Carta (v, u)

En esta carta v; = £

A ayvyu? +azu?ul+agviudFagvdut—u (byvyut bz —ag)viu? 4+ (b —az)viud —a u¥—a v ut)
1 - u
= 2aymu + (2a; — by)viu + (2a3 — ba)viu? — by} + 2a40u®
u = buvu+ (b - ar)viu? + (b — azg)uiu® — ayu? — aqvyu
Yy = ( 2anu + (2a; — by)v2u + (2a3 — by)viv? — biv? + 2av03 )
=

biviu + (by — ag)viu? + (b3 — az)viu® — ayu? — aqvut
limy—g Y2 = (—6;v%.0)

En esta carta encontramos que el dnico punto critico es el (0,0). Por lo
tanto hacemos el anilisis en la carta (v, u)

Calculamos la derivada del campo.

DY, :( a1 apz )

@273 {22

ayy — ‘2a1u + 2(2(12 - bg)vlu + 2(2(13 — bg)Uﬂiz — 2b1U1 + 4&41)111-3
ayz = 2ay01 + (2a — ba)u? + 2(2a3 — by)viu + bagviu’
ao = by + (b'g — (1.2)1:’.2 + (bg - ag)u3 - 0411'.4
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a2 = byuy + 2(bg — @2 )viu + 3(by — a3)viu’ ~ 2ayu — da,vu’

Sustituimos la derivada en el punto.
00
DY. =
200y = ( 0 0 )
Hacemos una tercera explosion en la carta (vy,u) en el punto (0,0)
Carta (vi,uz) donde uz = 3 con vy #0

= 20;0%uy + (2a2 — b)vius + (2a3 — bajviud - by + 20,0503
_ blufug-i-(bg—ag)ufu§+(bg—u3)ufu%—a1ﬁug—aqui‘u;—ug(?u]v?uz+(2t§_;—b1)v;’ug+(2a3—b;)v;ug—blvlz+2a4vfu37_)

= ' o
= 2bv u + (2by - Bag)viud + (2b3 - Jaz)viud — Jaymud — 3asviul

En este caso es necesario dividir el campo. Después de dividir obtenemos
iguiente expresion:

2a;v1tg + (2a; — ba)vlup + (2a3 — b3)viu} — bvy + 2a40iu3 )
2biuy + (20, — 3ag)viud + (205 — 3az)viud — 3ayuf — Jaqviug

X3 = (
Nos aproximamos al divisor sacando el limite cuando v tiende a cero.
: _ 2
litn,, o X3 = (0, 2b,uy — 3a,u3)

lo tanto los puntos criticos en esta carta son: (0,0} y (0, g—z’;

Calculamos la derivada del campo en la carta (vq, ug)

anr Iz
DX; =
3= an a2 )
ady = 20111.2 + 2(2(12 - bz)UIUQ + 3(20‘.3 - b3)vfu§ - b] + 8(141):1311'.%.
a2 = 2a;vy + (2a9 — ba)v? + 2(2a3 — ba)viug + Bagviug.
a2y = {2by — 3az)ul + 3(26; - 3az)viul — Jasvius.
dyy = Zb| 4 2(2b2 - 3&2)01“2 + 2(253 - 30.3}1)?1:!2 - Baluz - 12(141)??1%.

Sustituimos la derivada en los puntos singulares.




b 0

DXsdoar=( o7 4, )

b 0

D‘\r'* whl) ={ by -(::;)(fi‘&i‘)z -2 :

De acuerdo a lo anterior los dos puntaos singulares obtenidos en esta carta
n hiperbdlicos.

Carta (v2,u).

Zn esta carta vy = 2.

Zayrpu? +{2ay —ba)vdu + (2as~ by )udut by adul + 20y u%u" —_v-;(blu;u2+(67—-a;)u2u3+(63-a-;)u2u“ —ayu? —aymu’)

32 = "
= 3a,vyu + (3az — 2b2)vdu? + (3ag — 203)viu’ - 2byvin + Jaqviu?
u oz v + (by — a2 + (b — ag)vut - @ u? - aguend

Es este caso es necesario dividir el campo, despues de hacerlo obtenemos
 siguicnte expresion:

3a vy + (3aq — 26y)v2u + (3az — 2bs)viu? — 2b,vd + Jagviu )

bivgu + (ba — a)vau? + (by — az)vau® — ayu - aqvyut
lim,—o Y3 = (3ayvz — 2b,v2,0).

Por lo tanto en csta carta los puntos criticos son los siguientes:
(0.0) y (3.0

b by

DYy =
Cou b

by = 3ay +2(3az — 20;)veu + 2(3az — 2b3)vou? — 4bjvuy + Bagvan®.

bz = (3az ~ 267302 + 2(3as — 2b3)viu + Ya,viut

bz; = blu +(b2 - CLg)UnZ + (53 - a3)u3 - a,,u“.

baa = bivg + 2(by — ag)uvqu + 3(by — aa)vav® —ay — Lagvpu’.

Sustituimos la derivada en los puntos singulares.
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30.| 0

DYl = ( 0 —a )
“3a (3ag - 2,)(38)?
Polgaoy =0 o g, )

De acuerdo a lo anterior los dos puntos singulares obtenidos en esta carta
son hiperbolicos.

En la iltima explosién obtuvimos, en ambas cartas, solo puntos criticos
hiperbélicos, estos puntos nos van a servir para encontrar las direcciones en las
cuales se van a encontrar las separatrices del campo. Para ello nos ayudaremos
con el siguiente diagrama, donde veremos la forma como hemos explotado.

(% w)
(% ) (vi, 42)
\ / (X
(%, ) < e
~ (va, %)

(v, 11)

Los puntos que obtuvimos en la dltima explosién son los siguientes:

(z =0,uz = 0), (z =0.up =%’1—), (v = g—‘;ll,O)y (v2 =0,y =0)

Vamos a esquematizar la informacion topoldgica en los siguientes diagra-
mas.
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3.2 Campos con solo términos cuadraticos
A continuacién analizaremos los campos con solo términos cuadraticos

T = a1 + azy + aay’ (%)
Y = bz? + byzy + b3yt

Explotamos este campo en ambas direcciones.

carta (z,u), u= ¥
# = a1z® + agru + aazu’?
_ bzt 4borlutbyziu? ~ufayr? +agrlutazriu?)

T
_ b+ {by—ay)riu+4(by —az)r?u? —ayziud

=bhz+ (b — al);:u. + (b — az)zu? — azzu®

En este caso es necesario dividir el campo.

a1z + ayru + azru’

= by + (b2 — ay)u + (b — az)u? — aau®

H |

X = ).

lim,;_.of = (O,bl + (bg - al)u + (63 - ag)uz -_ a3u3).

Por lo tanto para encontrar los puntos singulares sobre el divisor hay que
resolver la ecuacion:

by + (by — a))u + (b3 — ax)u? — azu® = 0. (A)

Carta (v,y)

ayviy? +aguy? +agy? —u(b vyt +havy? +bay?)

v =
v
. (m1=b2)1?y® H{ap —b3 ) vy? +aay? b1 ¥ y?

- y
= (a1 = boJvly + (a2 — b3)vy + aay — b3y
¥ = bv*y? + boy? + byy?

_— bz)vz + (022 — 53)'!) + a3 — blv3 )

V¥ (0-1
Y =3 ( byvy + bvy + bay

limyﬂ()? = ((1.3 + (az - ba)v + ((I] - bg)‘uz - b1v3,0).
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Para encontrat los puntos singulares sobre el divisor hay que resolver la
siguiente ecuacion:

as + (az — b3)v + (ay — b)v? = b’ (B)

Observamos que cuando nos aproximarnos al divisor los puntos singulares
nos quedan determinados por los polinomios (A) y { B).

Los polinomios (A) y (B) los obtuvimos suponiendo que el campo (*) con-
taba con todos los posibles términos de grado 2, sin embargo no siempre sucede
asi y dependiendo de los términos con los que este cuente vamos a obtener los
siguientes polinomios:

by + (by — ay)u + (b3 — az)u? — agud® = 0, (1)
by + (bs — a)u? — azu® = 0, (2)

by + (by — a1)u — agu® = 0, (2)

(bs — ay)u + (bs — az)u? — agu® =0, (3)
b + (b — ar)u + (bs — ag)u? = 0, (3)
by + (by — ay)u =0, (4)

(b — az)u® — agu® =0, (4')

by + (bs — az)u? =0, (5)

(b — a1)u — azu® = 0, (5")

by — azud = 0, (6)

(b — ay)u + (b3 — ag)u? = 0, (7)

(by — a)u =0, (8)

(bs ~ az)u? =0, (8"

by =0, (9)




—azu® = 0. (9"

Tendrfamos que estudiar todos los campos que nos determinan los poli-
nomios anteriores, sin embargo observemos lo siguiente:

Si b, = 0, entonces en {z, u) el polinomio que nos va a determinar los puntos
singulares sobre el divisor es el siguiente:

(b2 — ay)u + (bs — az)u? — aau® = 0, (1)
y en la carta (v,y), (pag. 36)
as + ({12 - bg)‘l} + ((11 - b2)1)2 =0 (2)

En este caso es conveniente hacer el analisis en la carta (z,u) ya que en
esta 0 va a ser una de las raices de la ecuacidén (1) y esta no se detectaria en
la carta (v,y).

Por otro lado si ahora hacemos que a3 = 0 vamos a obtener los siguientes
polinomios:

bl + (bg - a,)u -+ (b;; — ag)uz = O, (1)
y en la carta (v,y) (pag. 36)
(az — bg)v + (0.1 — bg)vz - b]US = 0, (2)

en este caso vemos que la informacién queda contenida en el polinomio (2) el
cual tiene como raiz al 0, por lo que en este caso conviene hacer el analisis en
la carta (v,y).

De lo anterior podemos ver que esencialmente el andlisis y los resultados
que obtengamos cuando by = 0y az = 0 van a ser los mismos, por lo que basta
con analizar un solo caso.

Por lo tanto si analizamos el caso 2 también analizamos el caso 2°, y lo
mismo va suceder con los casos: 3y 3,4y 4,5y5,8y8,9y9" Enelcaso
9 vy 9’ los campos que determinan ese tipo de polinomios tienen una entrada
igual a cero, es decir, son campos cuyo retrato fase son rectas horizontales o
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verticales dependiendo el caso en el que nos encontremos. Por lo tanto solo
tenemos que estudiar 8 casos.

Caso 1. by, (b —a1), (b3 — a2),a3 #0
Los polinomios que se obtienen en ambas cartas son los siguientes:

bl +(b2—a1)u+(b3-ag)u2 —031‘3—'——0 (l)
a3 + (a2 — ba)v + (a1 — b2)v? — b1’ =10 (2)

En este caso se puede analizar en cualquier carta ya que ninguna de las
raices es cero, y por lo tanto obtendriamos la misma informacion en cualquiera
de las dos cartas.

Se analizard la carta (z,u).
En esta carta los puntos singulares quedan determinados por la siguiente

ecuacion:

bl + (bz — &y )'U. + (bg -_ (12)1.!2 - a3u3 = {.

Reducimos esta ecuacion diviendo todo el polinomio entre a3 y haciendo el
cambio de variableu =y + —3:32- y obtenemos la siguiente ecuacion:

~y* +py =g,
donde p = (b;,—a;)_ + Lbz—cu) [4(@%;:2) (bzw—a‘;lgfga—az) + %;.]

Fl discriminante de la ecuacion anterior es:

D = —4p® - 27¢%.

Si D > 0 entonces la ecuacidn tiene raices reales. En el caso ) = 0 habria
multiplicidad en las raices.
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Si D < 0 tendriamos dos raices imaginarias y una real.

De acucrdo con lo anterior si £ > 0 entonces a lo mas detectamos tres
direcciones separatrices y si ) < 0 se deteclaria unicamente una direccion
separatriz.

Después de explotar obtuvimos el siguiente campo:

= az + aozu + azzul
w=b+ (b'g - ﬂ])u + (bB - a?)u2 + 03U3-

Calculamos la derivada de este campo.

DX =( a, + agu + azu?  azz + 2a3zu )
- 0 (bg - 0‘.1) + 2(b3 - ag)u + 30’.3‘{12

Los puntos singulares serian de la forma (z = 0,), con @ # 0, donde % nos
representa cualquiera de las raices de la ecuacién.

Al sustituir estos en la derivada obtenemos lo siguiente:

~ ay + az%t + azti® 0
DX &) — - -

o) = 0 (by — a1) + 2(bs — a2} + 3aait® )

Si los dos eigenvalores de la matriz anterior son distintos de cero entonces
la singularidad sera hiperbdlica, si solo uno es distinto de cero entonces la
singularidad sera parcialmente hiperbdlica y en caso de que los dos sean iguales
a cero hay que volver a explotar el campo, como se hizo en el caso con términos

lineales.
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Caso 2. (bg — (11) =0
En cste caso obtenemos los siguientes polinomios:

b] +(b3-a2)u? —a3u3=0 (].)
az + (a2 — b3)v —bv* =0 (2)

En este caso la informacion que obtendriamos cn las cartas es la misma ya
que ninguna rajz es igual a cero, sin embargo en este caso haremos el analisis
en la carta (v,y), ya que en ésta calcular el discriminante de la ecuacion (2)
es facil.

En este caso el discriminante queda de la siguiente forma:

D = —[4(!12_ - b3)3 + 271‘13].

Si 4(az — b3)® + 27a3 > 0, entonces las raices del polinomio son reales y en
caso de que se de la igualdad tendremos raices con multiplicidad.

En este caso encontrariamos a lo mds tres direcciones separatrices.

Si 4{a; — b3)® + 27a, < 0 tendremos dos raices imaginarias y una real.
En este caso solo encontramos a lo mas una direccion separatriz.

El campo que obtuvimos después de explotar es el siguiente:

b = a3+ (az — by)v — bo?
y = biv?y + bovy + bay.

Calculamos la derivada de este campo.

v ((12 e bg) ot 3(31?}"2 0
Dy = ( 2blvy + bgy b1U2 + bz'U + b3 )

Los puntos singulares son de la siguiente forma (3,0}, con & # 0, y donde
7 representa cualquiera de las raices de la ecuacién. Al sustituir la derivada
del campo en los puntos singulares obtenemos lo siguiente:
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D}", _ (a'z - [)3) - Sb;i}z 0
|(a‘:.0) = =2 5 )
0 blv + [JQU + b3

Si los dos cigenvalores de la matriz anterior son distintos de cero cntonces
la singularidad sera hiperbélica, si solo uno de ellos es distinto de cero la
singularidad sera parcialmente hiperbolica y si los dos eigenvalores son iguales
a cero entonces sera necesario explotar de nuevo el campo, como en el primer
caso del capitulo.

En el caso 2’ vamos a obtener el mismo Lipo de resultados solo que ahora
nos conviene calcular el discriminante de la ecuacién que nos queda en la carta

(z,u).
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Caso 3. i, =90
Los polinomios en ambas cartas nos quedan:

(by — ay)u + (by — az)u? — azu® =0 (1)
(G.l - bg)v2 + (0.2 - b;;)v + a3 = 0 (2)

nos basta con analizar (1) ya que esta ecuacién tiene como raiz al cero a
diferencia de la ecuacién {2) cuyas dos raices son distintas de cero.

En la ecuacidn (1) claramente se ve que u = 0 es una raiz de esta ecuacion
por lo tanto las otras quedan deteminadas por el siguiente polinomio:

(bi - al) + (b;; - ag)u - a3u2 = Q.

Calculamos las raices de la ecuacién anterior.

_ —(b3=az)t/(ba—r2 )2 +4az(ba—ai1)
U2 = —2a3

hacemos 7 = (b3 — a2)? + 4as(b2 — a1).

Entonces el nimero de raices va a depender de r. Sir < 0 esto quiere decir
que ) 5On raices imaginarias.

Si r = 0 entonces se obtiene una raiz real de doble multiplicidad, es decir,
U3 = uz.

Si r > 0 vamos a obtener dos raices reales distintas entre si.

En el primer caso X va a tener solo una rafz real la cual es la unica que nos
determina una direccién separatriz, para ver su sentido calculamos la derivada
del campo.

" a1z + azu + azzul

X = (by — ay)u + (b3 — ag)u? — aau® )

- a) + aqu + 2azu® @z + Zaszu

bx =( 0 (bg—a;) +2(bg—ag)u—3agu2 )
evaluando la derivada en (z = 0,u = 0).

50




17} 0
¢ (bg--al) )

DX(O.O) = (

Sia, # 0y a; # b, entonces la singularidad sera hiperbélica.

Alora suponiendo que r > 0 las raices seran las siguientes:

_ (ba—az)Ey/(ba—u2)?+4a3(b2—a1)
- 2as

U233
Sustituyendo la derivada del campo en los puntos singutares obtenemos:

aiy 0 )

DXun = (' 4.,

ay = 2a3(b3 —az) + 'z%;((bs —az)*F \/(bii — a3)? + 4aa(by — a1))
am = =2(by — ) £ B2 — (bg — a3) +/(bs — a2)? + das(by — 1)

De la matriz que obtuvimos anteriormente se ve claramente que las raices
u, 3 son hiperbodlicas.

En el caso 3 vamos a obtener el mismo tipo de resultados, solo que ahora
se analizara la carta (v,y), y el eje y serd el que sea direccidn separatriz de los
polinomios.




Caso 4. (b3 - (12) =daz = 0
Los polinomios en este caso quedan:

b1+(b2—a1)u=(} (}.
(@) — ba)v? ~ 6o =0 {5

g

)

En este caso el polinomio que nos da mds informacion es el (2), que es el
correspondiente a la carta {v,y); este polinomio tiene las siguientes raices.

y=0yuv= “‘b';b’

v, es de doble multiplicidad; por lo tanto el campo va a tener 2 direcciones
separatrices.

Calculamos la derivada del campo:

(al - bg)v2 — b]‘UJ

Y ={ byv?y + bavy + b3y )
oo 2(&1 - bp_)’U - 31)[’!)2 0
DY =( 2bvy + bay biv? + bav + b3 )

sustituimos la derivada del campo en v, y v, para obtener el comportamiento
de las direcciones separatrices.

0 0
Obg)

D}.’/(UI,O) = (
La singularidad (v,0) es parciaimente hiperbdlica
. _!ﬂ];bg !2 0
DY, 0) = L (a1=b1)
( 210) ( 0 ay ﬂ.b;l—bl + b3 )
Si ‘-"L(Egl—"b‘—l # by el punto (ve,0) es una singularidad hiperbélica.

Tn el caso 4’ vamos a obtener el mismo nimero de singularidades, solo que
ahora haremos el analisis en la carta (v,y) y en ese caso cl eje  serfa direccién

separatriz.
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Caso 5. (bg — G.l) =43 = 0
l.os polinomios quedan:

b|+(b3—ﬂ2)152 =0 (l)
(a2 — b)v —bv° =0 (2)

La ecuacién (2) me da toda la informacién, ya que esta tiene como raiz al
cero, por lo tanto el andlisis lo haremos en la carta (v,y).

. . ++v/4by (a2 b
Las raices de la ecuacion son: v; =0y v23 = J@ hacemos:
r = 4b;(ay — b3).

Dependiendo de los valores que tome 7 va a ser el nimero de raices que
obtengamos, es decir:

Si r < 0 entonces no nos determina otros puntos singulares ademas del
(0,0),y por lo tanto el campo tendrd a lo mas una direccién separatriz.

Sir > 0 vamos a obtener dos raices de distinto signo y en total el campo
tendra a lo mas tres direcciones separatrices.

El campo en la carta (v, y) es de la siguiente forma:

}"/ _ ( (Clg - bg)’U — b1v3
TN bty + buy + bay

Calcutamos la derivada del campo:

ay — b3 - 351'02 0
(

levy + bgy b[U2 -+ bg'U + bg )

DY =(

Suslituimos la derivada en los puntos singulares que obtuvimos:

~, ay — b3) 0
Dy(vlv[’):((z[) * ba)
-~ -"2((12 - b3) 0
DYy 00 = ( 0 s+ bzy/bi{az—ba) )




Si ay # by entonces la dos singularidades serdn hiperbolicas.

En el caso 3, el analisis se tendria que hacer en la carta (z,u), y conscr-
variamos ¢l mismo tipo y nimero de direcciones separatrices y, cn este €aso el
eje = seria direccion separatriz.




Caso 6. (bs —a1)=(by—a3) =0
Polinomios que caracterizan a estos campos:

bl — (13113 =0 (].)
a3-—b103=0 (2)

En este caso se puede analizar cualquiera de las dos cartas ya ninguna
de las ecuaciones tiene como raiz al cero, y por lo tanto la informacion que
obtengamos en cualquiera de las dos cartas va a ser la misma. Es decir este
campo solo encontramos a lo mas una direccion separatriz.

i . 1
Analizaremos en la carta (z,u). La raiz en esta cartaes u = (%)a :

El campo y su derivada son:

- a1T + apzu + azru’
X = by — ayu® )

- ay + azu + azu® axx + 2a3zu
DX=( 1 20 3 _2303u2 3 )

Sustituyendo la derivada en el punto singular:

1
a, + ag(%)s a5 + 2azzu

a

0 —3a5(4)t

)

Sia + ag(%)é la singularidad (0, u) es hiperbdlica

o
o




Caso 7. az = b[ =0

(by — ay)u+ (by —az)u* =0 (1)
(0.2 - bg)U + ((l] -~ bg)v2 =0 (2)

Las dos ccuaciones anteriores tienen como solucion al cero, por lo tanto es

necesario revisar ambas cartas.

Carta (z,u)
Las raices de la ecuacion (1) son: 4y =0, us = -H con by # a,.
El campo en esta carta es:

5 az + azziu
X = ( (bz - al)u + (ba - az)u2 )

Derivada del campo anterior:

~ a, + 2apzu  a,z? )

DX =" "4 (b= a)+2(bs - ax)u

Evaluamos DX en u; y us.

> _ a, 0
DX(O,u‘] - ( 0 (bg _ a‘) )
b2—a)

—_— al - azb —az
DX(O,u,) - ( 0 3 —(bz "al) )

Si by # a, entonces ambas singularidades son hiperbdlicas.

Carta (v,y)

Las raices en esta carta son: v; = 0y ve = —%f-:—’;-;h Solamente analizaremos

cuando v = 0 ya que el comportamiento del otro punto singular ya fue revisado

en la carta (z,u).

Campo en la carta {(v,y)

v (0,1 - bg)'b‘2 + (CLQ - bg)’U
v ={ bovy + bay )
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Calculamos la derivada del campo y la evaluamos en los puntos singulares.

2(01 - bg)v + (()‘.2 — b3) 0
bay byv + bs

Dy = (
Si ay # b3, (0,v) es una singularidad hiperbdlica.

En este caso encontramos en total 3 direcciones separatrices, a lo m’as: el

eje z, ¢l eje ¥ y una que corresponde a la recta con pendiente u; = -—%:—:—z;.
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Caso 8. Unicamente (a; — ;) #0

En este caso los polinornios que nos quedan son los siguientes:
(by —a)u=0 (1)
(@ — b}t =0 (2)

Los dos polinomios anteriores tienen como raiz, por lo que analizaremos

la carta (z,u) y la carta (v,y). En este ca so vamos a obtener a lo mas dos
direcciones separatrices.

Carta (z,u)
El campo que nos queda después de explotar es el siguiente:

)

a1 xr

X ={ (b — ay)u

Calculamos la derivada del campo.

0’.]0

DX=(g (3—ay))

Si b, # a; entonces el (0,0) es una singularidad hiperbélica.
Carta (v,y)

Es esta carta después de explotar nos queda el siguiente campo:

~ (ay = ba)v

V=t boy )

Calculamos la derivada del campo.

a —bg) 0

D)L’:(( 0 bz)

Si by # a; entonces el (0,0) es un punto singular hiperbolico.

En este campo al explotar obtuvimos dos direcciones separatrices que

coinciden con el eje z y con el y.

Ln el caso 8 obtenemos los mismo resultados.
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