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INTRODUCCION. 

Una técnica muy poderosa para el estudio de ecuaciones diferenciales 
consiste en transformarlas (sin resolverlas) a una forma mas simple. 

El objetivo de esta tesis es estudiar Jas transformaciones que llevan a un 

sistema de ecuaciones diferenciales dado (en una vecindad de una singulari- 
dad aislada), en una forma normal formal (un sistema mas simple). 

La reduccidén a formas normales formales se realiza por medio de series 

de potencias formates, las cuales no siempre son analiticas. En el presente 
trabajo se estudiardn solamente ciertas condiciones para que dicha serie cor- 

responda a una transformacién analitica. 
En este trabajo, se presentan los aspectos basicos del método de formas 

normales formales para campos vectoriales en el plano complejo. E} hecho 

de que sélo nos ocupemos de campos vectoriales en el plano, se debe a que 
muchos de los teorcmas y sus demostraciones que se dan a lo largo de esta 
tesis, son mejor comprendidos en dimensién 2. 

En el! capitulo uno, inicialmente se da una introduccién del problema y 
se define lo que es una forma normal formal. Posteriormente se demuestra, 

en lo que es el resultado mds importante de este capitulo, que siempre existe 
una serie formal que lleva un sistema dado en una forma normal. Por ultimo, 
se obtiencn todas las posibles formas normales formales para un sistema de 

dimensién 2. 

En el segundo capitulo, se analizan todas las condiciones necesarias para 
que una serie de potencias formal, que hace corresponder (a nivel formal) 

un sistema de ecuaciones con su forma normal formal, tenga un radio de 
convergencia positivo. Este capitulo se divide basicamente en tres partes. 
En la primera parte se demuestran algunos resultados generates sobre formas 

normales formales. En la segunda parte, se demuestran dos teoremas que 
serviran para demostrar que, bajo ciertas condiciones, la serie corresponde 

a una transformacidn analitica. El primer teorema afirma que si un sistema 
coincide con la forma normal analitica hasta grado m, entonces existe una 

serie de potencias que lleva a dicho sistema en un sistema que coincide con 
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la forma normal analitica hasta grado 2m. El segundo teorema afirma que 
dicha serie tiene un radio de convergencia positivo. 

La ultima parte del capitulo y de la tesis consiste en la demostracién de un 
teorema que afirma que existe, bajo ciertas condiciones, una transformacién 

analitica que Heva un sistema analitico dado en una forma normal analitica. 

Para su demostracidn, se usan iteradamente los dos resultados menciona- 
dos lineas arriba. 

Cabe mencionar que el método de normalizacién analitica aqui presen- 

tado, no cubre todos los casos de formas normales en dimensién 2. Sin 

embargo, los casos tratados en este trabajo son significativos pues abarcan 

algunos casos en el dominio de Poincaré y en el dominio de Siegel. 

Por ultimo, concluimos el trabajo con algunos ejemplos de transforma- 
ciones analiticas, y con un pequeno apéndice sobre teoria clasica de formas 
normales.



CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES. 

1.1 INTRODUCCION. 

Considérese el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales 

4 = br1(21, Z2) 

22 = b2(21, 22), (1.0) 

donde (z:,22) € C? y las 4; son series de potencias formales, i.e., las 4; son 
solo una serie de numeros complejos. . 

Nuestro problema es describir la forma ” mas simple ” ; = y;(Y) (donde 
Y = (y1,y2) € C?) a la cual el sistema anterior puede ser reducido mediante 
una transformacién analitica 2; = yi + &:(y1, 2). 

Definicién. Un punto z de un sistema de ecuaciones se llama punto singular 
si 

o{z) =0 

para todo i. 

A los puntos que no son singulares se les lama puntos regulares. En el 
presénte trabajo, nos enfocaremos al estudio de transformaciones analiticas 
en un sistema con puntos singulares. 

Para el caso de puntos regulares, el problema es relativamente sencillo, 
lo cual se ve claramente en el Teorema de Rectificacién también conocido 
como el teorema de caja de flujo. Cauchy probé la existencia, unicidad y 

analiticidad de una solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales la cual 

pasa a través de un punto regular, aunque fue Arnold quien considerd la 

vecindad entera del punto regular y quien formuld y probdé este teorema. El 
teorema es el siguiente : 

Teorema. Sea 

Ey = 1(21, £2) 

do = a(x1,22). 

un sistema analitico de ecuaciones que tiene al origen como un punto regular. 
Entonces existe un cambio de coordenadas analitico



  

21 = &(y1,y2) 

zo = &(y1, 42), 

el cual transforma al sistema inicial en el sistema 

n=l 

he =0. 
Nosotros no daremos la demostracién de este teorema. La demostracidn se 
puede ver en Arnold {1], Bruno [4]. 

1.1.1 PROBLEMA. 

Vamos ahora a estudiar lo que pasa en una vecindad de un punto singular 
{en la parte anterior se trato el problema cuando los puntos son regulares). 

Para esto, considérese de nueva cuenta el sistema formal (1.0) en el cual el 

origen es un punto singular. Dicho sistema, se puede escribir de la siguiente 
forma: 

z= Azt..., 

donde z = (2) y Aes la matriz de coeficientes lineales. 

Daremos ahora, una exposicién de como la parte lineal del campo, se con- 

vierte en una forma canénica de Jordan mediante un cambio de coordenadas. 

Para ello, sea Z = BX donde B es la matriz de cambio de base. Si aplicamos 
a z= Az+... la transformacién Z = BX obtenemos 

BX = A(BX)+..., 

* Jo cual implica 

X =(BAB)X +..., 

por tanto se tiene 

X=IX+.., 

en la cual, J es de Jordan i.c.,



_ fy 0 
i=(2 .) 

donde o = 0 si Ay-# Ao 6 o = 1 si Ay = Az. Noétese que este cambio de 

coordenadas no afecta el grado de los términos de la ecuacién. 

Nuestro sistema entonces, queda de la forma 

a, = Aya + 91(X) : 

“2p = Age. tor, + Y2(X), (1.1) 
donde z1, z2 € C; aqui, y; no contiene términos lineales ni constantes. 

Nuestro objetivo es por el momento, transformar al sistema.(1.1) en el sistema 
mas facil posible, usando un cambio de coordenadas local e invertible 

a = + &(¥1¥2) 
“22 = y2 + &(y, 92), (1.2) 

donde las é; sean series de potencias formales que no contengan términos 

lineales ni constantes. En particular, nos interesa que dicho cambio, (1.2), 
sea analitico. Para ello, necesitamos dividir nuestro problema original en : 

i) Encontrar las series & que transforman al sistema (1.1} en un sistema 
mas facil. 

ii) Investigar la convergencia de dichas series. 

No6tese que la matriz de los términos lineales de la transformacidn (1.2) 
es la identidad, i.e., 

am) fl O*\in a) G)-( G+ 
por fo tanto, el cambio de coordenadas es invertible; esto es, los y; pueden 
ser escritos como series de potencias en x1 y 22. 

Ahora, plantearemos el problema anterior en un nivel formal y después in- 
troduciremos una notacidn !a cual sera usada pare resolver dicho problema. 

Supongamos que el sistema complejo (1.1) es un sistema formal. Supong- 
amos también que las series de potencias (2; son series de potencias formales 

que no contienen términos lineales ni constantes, y que la matriz de coefi- 

cientes de los términos lineales es una matriz de Jordan. 
Entonces, podemos preguntarnos: Cudl es el sistema formal mas simple 

 



w= Ant ¥(Y) = HY) 
Yo = Aaye toys + ¥2(Y) = HAY), (1.3) 

para el cual nosotros podemos transformar el sistema (1.1) con un cambio de 
coordenadas (1.2) formal e invertible ? 

Para resolver esto, introduciremos una nueva notacién 

r=mg9(Y)=% SO gia¥? 
QeM 

W=ynlY)=% D> ge¥?, 
Qe N, 

donde Q = (91,92) , ¥ = (y1,y2) , gig EC, Y? = iyo” y. 

N={Qla 2 -lae 20 y a +42 >0} 

N2={Qla2-La20 y ata 2 0}. (*) 

Dichos conjuntos se muestran en la siguiente figura 

  

Introduciremos también, una notacién similar para el sistema (1.1) y para 
el cambio de coordenadas (1.2), a saber, 

vi = aifi(X) = 21 > figX? 

QeEN 

Pa = t2fo(X) = 22 > fig X°, (1.4) 
Qe Nz 

donde los coeficientes fig € C, y



  

&en(Y=u Yo hey? 
QeM 

&2 = yoho(Y) = ye > hag¥?. 

QE Ny 

donde los coeficientes hig € C. Aqui, las series de potencias y;, & y B, tienen 
potencias enteras positivas y no contienen términos lineales ni constantes. 

Hasta ahora, hemos hablado de cambios de coordenadas que transforman 
aun sistema dado a uno mas facil, pero no hemos dicho nada acerca de como 

son esas transformaciones ni de su existencia, mas adelante se hablara sobre 
este problema, y ademas, daremos la demostracién de un teorema que nos 
dice que para todo sistema (1.1) existe un cambio de coordenadas (1.2) el 
cual transforma a este sistema en un sistema mds simple. 

1.2. DEFINICION DE FORMA. NORMAL FORMAL. 

Considérese el sistema de ecuaciones (1.1) y recordemos que se introdujo 

una nueva notacion 

va =afi(X)=1 xs figX? 

QeM 

ya =aeh(X)=a2 > freX%, 
QE N, 

donde fig € C, las y; no tienen términos lineales ni constantes y Ni, No 
estan definidos en (*). . 

Sea A = (A,,A2) donde A, y Az son los valores propios de la parte lineal 

del sistema dado; y consideremos la ecuacién 

<Q,A>=0 con QEN=N,UN, 

es decir, < Q,A >= Arq, t+ Arg: = 0 

Observacién : 
Dados los valores propios, la ecuacién < Q,A >= 0 puede tener una 

solucién en N, varias soluciones 6 una infinidad de soluciones.



  

Estos vectores Q € N, van fijando monomios de la forma 

rfigX® , mfrgX?. 

Definicién. A todos los monomios de la forma 

tifigx?, 

para los cuales < Q,A >= 0 con Q € N = N,U Ny &e les llama monomios 
resonantes. 

Podemos entonces definir lo que es una forma normal formal. 

Definicién. Un sistema en el cual todos los monomios de grado mayor 0 

igual que 2 son resonantes, se je llama forma normal formal. 

Observacién : En particular, si la serie de potencias que define Ja forma nor- 

mal formal tiene radio de convergencia positivo, la forma normal es analitica. 
En el apéndice, daremos una idea intuitiva de porque una forma normal 

formal es una expresion mas "simple” de un sistema dado. 

En la siguiente seccién, probaremos que todo sistema puede ser reducido 
a una forma normal formal por una conveniente serie de potencias. Dicho 

teorema nos afirma ademas, que para los monomios no resonantes se tiene 

que gig = 0, esto es, después de aplicarle dicha scrie de potencias al sistema 
original, los inicos monomios que componen el nuevo sistema son resonantes, 
i.e., el nuevo sistema es una forma normal formal. 

Daremos ahora un ejemplo de una forma normal anatitica. 

Ejemplo. Considérese el siguiente sistema 

a = Sy. + yr7ya + 3y.2yr? + Gyr ty2? + Tyr8y2” 
Ya = —Sy2 + yiye” + 4yi3 ye! + yiby2%, 

el cual se puede escribir’de la siguiente forma 

gr = yi(5 + gays + Byr7yo? + 6yr3y2 + 7yi7y2”) 
Ya = yo(—5 + yiye + Ayr yo? + yr°y2'), : 

aqui, A = (5,—5), para que este sistema sea una forma normal formal, los 

monomios y:*y2° deben de ser resonantes. Si analizamos la ecuacioén 

<Q,A >= Sq — 5m = 0, 

de donde q; = q2



  

Los puntos Q que cumplen esta ecuacién son de la forma Q = (k,k) con 

k> 0. Es facil verificar que los monomios del sistema anterior son resonantes. 

Por Jo tanto el sistema esta en su forma normal analitica. 

1.8. TEOREMA DE EXISTENCIA. 

En esta seccién se vera que siempre es posible, en un nivel formal, hallar 
una serie de potencias formal que lleve un sistema del tipo (1.1) en una forma 
normal formal. Para este fin, introduciremos la siguiente notacién : 

p(X) = tifi = 21 figX? 
Q 

WY) = yg: = x D_9:QY? 
Q 

E(Y) = whi = vd AiQY®, (1.5) 
Q 

donde fig, 9iq ¥ hig son coeficientes complejos y donde las series y; cor- 

tesponden al sistema inicial, las series ¥; corresponden a la forma normal 

formal y las series €; corresponden a la serie de potencias. Aqui &, yi y Vi 
son series de potencias que no contienen términos de grado menor que dos. 

Teorema 1. Existe una serie de potencias (1.2) que reduce al sistema (1.1) 
en la forma normal formal (1.3) tal que gig = 0 para < Q,A ># Oyen 

este caso, los coeficientes Ajg estan determinados de manera tnica. Por 
el contrario, para < Q,A >= 0 los coeficientes hig pueden ser escogidos 
arbitrariamente y los coeficientes gjg estan unicamente determinados. 

Demostracion . La demostracidn consiste en construir la serie de potencias 
(1.2) tal que nos lleve del sistema dado a una forma normal formal. Con 

esa misma construccién, se demostrara que los coeficientes hig pueden ser 
escogidos arbitrariamente para < Q,A >= 0 y los coeficientes restantes estan 
unicamente determinados. 
La serie de potencias (1.2) lleva al sistema (1.1) en la forma normal formal 

(1.3) si 

(ate a a )@) _ (20 fous +) 

Spt) Plas) 7\ in aly + &:,y2 + &2) an 
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Es decir, 

Oyi+&). | An +&). 
on nt Oye ” 

“et a), + ote) ,, ~ = talys + Gy yet &)- 

= E1(y1 + &,y2 + &) 

Usando las expresiones dadas en (1.3) y sustituyendo en la primera ecuacién 

(para la segunda el método es andlogo) se tiene 

tO Ogy + ¥i(Y)) + GAMO + oy + AY) = 
My + Aid + oily + frye + &)- 

Es decir, 

2 Ayt&) 

vit Oy ay; 
Desarrollando esta ultima igualdad y usando las expresiones de £; y £2 dadas 
en (1.5) se tiene 

(Lt Ar +i Sin + Bi(Y)) + (SE) Ooy2 + ox: + ¥2(¥)) = 
Arya + Gs + “oxy + Eiyy2 + &)- 

Simplificando, se obtiene 

WAY) +91 Dh ge Ay yi = ~A, EA (Y) - ng oy— 

yn Dy FEU (Y) + vil + Gyo + &), 
y como por (1.5) w(Y) = =yigi , &(Y) = yA), finalmente se tiene 

vig +H Tie By Se dy = yin — i gtoy— 
yt De Sh ae yigGi + Pilyy + yrs, y2 + yoke). (1.6) 

Si ahora, escribimos sdlo los coeficientes de y, ¥@ en esta ultima igualdad, 
tenemos 

Oiyi + oyi-a + ¥i(Y)) = Ary + AG + Gil + 1,92 + 2). 

nethe<QA>=- YO hipaa (a+ lohyg-n+m) 
P+R=Q 

-Li Le Pgin + {rrhq, (1.7) 
P+R=Q 

donde {yi}g es el coeficiente de wi? en la serie yi(yi + G1, ye + &2); aqui, 
el E; denota et j-ésimo vector unitario. 

Il



  

Daremos ahora una ordenacién la cual servird para analizdr los coefi- 

cientes de la ecuacidén anterior. Ei conjunto de vectores reales Q puede ser 
ordenado con la siguiente relacidn: el vector P precede al vector Q si la 
primera diferencia distinta de cero de las diferencias sucesivas 

QM - WPI, 9 —pi, 92 — Pe, 

es positiva, donde ||Qi| = q-+42 con Q = (q1,92). Por ejemplo, si Q = (41,42) 
y P= (qi ~ 1,42 +1) entonces [IQ] = IIPIl pero (qx) — (gr ~ 1) > Oy por 
tanto P precede a Q. Obviamente cada @ € N es precedido por un nimero 

finito de vectores de N. . 

Nétese que en el primer sumando del Jado derecho de la igualdad, los 

coeficientes de y,Y? son una suma de términos de la forma 

hip gin, +--+ Alp, gtRas 

donde 

Prt + Pat Rpt. + Pn = [IQ | 
y por tanto se tiene que ||P|| + |[Al| = [[Q]| (esto es, los vectores P y R 
preceden a Q). Andlogamente, en el tercer sumando también se tiene || P{| + 

ILRI] = [QI 
La igualdad (1.6) es equivalente monomialmente a la igualdad (1.7) ya que 
mientras Q corre sobre Ny, el producto y,¥® corre sobre todos los productos 

de potencias positivas de 1, ye. 

Finalmente, {y1}g contiene solo Lérminos para los cuales {{Q|| > {PII 
ya que {¥1}g no tiene términos lineales. Si ahora en (1.7) se tiene que 
lIQ|| = 0, entonces esta igualdad se cumple pues en la igualdad (1.6) no 
tenemos términos lineales. Si en lugar de esto, ||Q|| > 0, la igualdad también 

se cumple si nosotros hacemos 

gq =0, ig =(<Q,A>)eig para <Q, A >£0 
nQ = 1g , hig arbitrario para < Q,A >= 0, 

donde cig es el lado derecho de la igualdad (1.7). Nétese que en la ecuacién 

(1.7), la unica variable es el coeficiente 41g pues los demas coeficientes son 

conocidos (incluyendo a los coeficientes hip, gir Y hi(g—£,4+) Pues los vec- 
tores P, R y (Q — £, + Ez) preceden al vector Q). Por lo tanto, siguiendo el 

orden establecido arriba, los coeficientes hig de la serie de potencias (1.2) son 
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construidos uno por uno dependiendo de los coeficientes de la forma normal 

formal y del sistema inicial. De la misma manera, los coeficientes hag de la 

serie de potencias (1.2) son construidos. De esta forma, la seric de potencias 

(1.2) fue construida de tal manera que lleva al sistema inicial en una forma 
normal formal. Con esto, queda demostrado el teorema. © 

A continuacién daremos un ejemplo de como se construye una serie de 
potencias (1.2). 

Ejemplo. Considérese el siguiente sistema 
2, = 62, + Dy (ga — 1) t2™ 

2 = 322, 

y su forma normal formal (que en este caso es analitica) 

va = Gy + y2? 

¥2 = 3y2, 

Necesitamos encontrar una serie (1.2) tal que reduzca a nuestro sistema orig- 

inal en esa forma normal formal. Para encontrar dicha serie, de acuerdo con 

el teorema que se acaba de demostrar se tiene que cumplir la ecuacién (1.6) 
que es equivalente a lo siguiente : 

ME oy, + ut) + HEB oy.) = 6s + 665 + D2, (Oe — WP, 
Supongamos que £, no depende de y;, entonces desarrollando 

ange = 64+ ie 2 (42 ~ LP” 

Si ahora como en la demostraciéa del teorema, tomiamos solo los coeficientes 
de ¥?, obtenemos 

3q2€(a1.02) = 6£ (1,02) + (92 - 1)’, 

y como Q = (q1, 42) entonces obtenemos 

é _@-1F 
a= 8 

y como €; no depende de y, entonces 

13



  

ee (gz — 1)? yo 
a= aes 3g —6 

y por lo tanto, 

co — 1)? yo” 
nanth=nt pe, eo 

3q2 —6 

Andlogamente, para zz = y2 + £2 se tiene que cumplir lo siguiente: 

O(y2 + &2) + &) Oya + &x) 
by, = (342) = 3: 3. oy: SS (Gyn + ya”) + On (3y2) = 3y2 + 362, 

si ahora en particular 2 = 0, entonces se cumple la igualdad y por lo tanto, 

te yz th =y2, 

De esta forma hemos encontrado la serie de potencias deseada; a saber, 

my=y+ Des3 fkye 

m=yth = yp. 
Aparentemente, al ver este ejemplo, podria pensarse que dado un sis- 

tema formal y una de sus formas normales formales, uno puede encontrar 

facilmente la serie de potencias (1.2). Esto es falso, pues !a mayoria de las 
veces encontrar dicha serie no es nada facil en sistemas de dimensiédn mayor 
que 2, ya que en ellas, las series £ pueden depender de mas de dos variables 

y, encontrar la férmula de los coeficientes puede ser complicado. 

Mas adelante, estudiaremos todas las posibles formas normales formales 
para n = 2 y daremos varios ejemplos. Regresando al teorema, lo que éste nos 

esta diciendo es que todo sistema formal puede ser llevado a una forma normal 
formal mediante una serie de potencias formal la cual no necesariamente es 

unica. 

Observacién : 
La no unicidad de la transformacidn se dé cuando en la ecuacién (1.7), se 

tiene que < Q,A >= 0. En la siguiente seccién, analizaremos en que casos 

pasa esto y sefialaremos en que casos la transformacidn es unica. 

A continuacién daremos algunos ejemplos en los cuales la serie (1.2) no 

es Unica . 
Ejemplo 1). Considérese el sistema 

14



  

2,=0 

fp= 22471", 
y considerémos su forma normal formal (que en este caso es analitica) 

vy =0 

yo = yr. 

Por el teorema anterior, la serie que lleva a este sistema en la forma normal 
formal debe cumplir 

0 a ya +4) (9) + (v1 + &) 

dy, Oye 

la cual se cumple si é; = 0. Andlogamente se debe de cumplir 

Oyo + &) 

Oy, 

de donde desarrollando se obtiene 

ny 
Dicha igualdad se satisface si &. = —y:? y si &2 = —y1? + yiys. Notese que 
el monomio y,¥2 no influye en la forma normal formal. El! coeficiente de 

este monomio corresponde al coeficiente de la ecuacidén (1.7) para el cual 
< Q,A >= 0, ice., el coeficiente hag para este monomio es arbitrario. Por lo 

tanto, si al sistema le aplicamos la transformacidn analitica 

n=y- ~ 
Ta = ye — yi? + mya, 

en donde hag = | obtenemos 1a forma normal formal deseada. De igual 
forma, si al mismo sistema le aplicamos ahora la transformacién 

m1=Yy1 

=n’, 
en la cual 42g = 0 obtenemos la misma forma normal formal. 

(y2) =0, 

(0) + At &)(y,) =nt&aty’, 
Y2 

  tpn=entaty. 

Ejemplo 2). Considérese el sistema 

I, = 32, 

2 = 622 + 32,3, 
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en el cual los valores propios no son primos relativos, y considerémos su forma 

normal formal (la cual es analitica) 

vi = 3y 

Yo = By. 

Por el teorema anterior, la serie de potencias que lleva a este sistema en la 

forma normal formal debe cumplir 

ME ay) ¢ oy) = 3 +36, 
la cual se cumple si ; = 0. Andlogamente se debe de cumplir 

in + ts Au + i) 
Ment B)3y 1) + SZ —* (6y2) = Oyo + 662 + 3y17. 

Dicha squldnd se  satisface sifg=yPysi & =x? +y,9. Aqui, el término 

yi? no influye en la forma normal formal y por la misma razon que en el 

ejemplo anterior, el coeficiente h2g es arbitrario. Por lo tanto, si al sistema 
le aplicamos la transformacién analitica 

mryY 

D=ytytn, 
en donde hag = 1, obtenemos la forma normal formal deseada. De igual 

forma, si al mismo sistema le aplicamos ahora la transformacidn analitica 

nan 

h=mtn, 
en la cual hog = 0, obtenemos la misma forma normal formal. 

Ejemplo 3). Considérese el sistema 
z,=0 

2 = 29+ m2. +2)? 4+ 2)°, 
y considerémos su forma normal formal (la cual es analitica) 

yw =0 

yo = yo t+ yr. 

Por el teorema anterior, la serie de potencias que lleva a este sistema en la 

forma normal formal debe cumplir 

Oy + &) +&) 

ay, 

Oy 
(0) + “wt &) (yo + yrye) = 0, 
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ja cual se cumple si £; = 0. Andlogamente se debe de cumplir 

A + = a + a 
Alva +f) g 0)+ Ave toa) y, tyy)=wtetyytnety? +m, 

Dicha igualdad se satisface si & =—y)’ y si fo = —y1? + yrye. Por lo tanto, 
si al sistema le aplicamos la transformacién analitica 

1 >= YY 

t2=y2—y? + yy, 
en la cual hag = 1, obtenemos la forma normal formal deseada. De igual 
forma, si al mismo sistema le aplicamos ahora la transformacién analitica 

nan 

t2 = Y2- yw’, 

en donde hog = 0, obtenemos la misma forma normal formal. . 
Ejemplo 4). Considérese el sistema 

t= 32, 

Eq = 6r2 +: 2,7 + 3x5, 
y considerémos su forma normal formal (ia cual es analitica) 

v= 3m 

ho = Oyo tyr. 
Nétese, que este sistema no tiene como forma normal al sistema lineal. Por 
el teorema anterior, la serie de potencias que lleva a este sistema en la forma 
normal formal debe cumplir 

Ay + a AEE ay.) ¢ HEED ys + 12) = Bus +36, 
ta cual se cumple si &: = 0. Andlogamente se debe de cumplir 

a 9 a : 

Ante) Lay n+ ote) et EN +917) = Gyo + 62 +1? + By’, - 

Dicha igualdad se satisface si £) = y;> y si £2 = y:? + y:°. Por lo tanto, si al 

sistema le aplicamos la transformacién analitica 
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m= Yi 

Z=yty, 
en la cual hag = 0, obtenemos ta forma normal formal deseada. De igual 
forma, si al mismo sistema Je aplicamos ahora la transformacion analitica 

aM 

Zt=ypty ty, 
en donde h2g = 1, obtenemos la misma forma normal formal. 

La pregunta natural que se sigue despues de haber demostrado la exis- 
tencia y haber discutido la no unicidad de la serie (1.2), es la unicidad de 

la forma normal formal, es decir, dado un sistema formal la forma normal 
formal esta inicamente determinada? La respuesta es no. Para ello, veamos 
el siguiente ejemplo : 

Ejemplo. Considérese el siguiente sistema 

Zp 0? +2,° 
Ep = 224 tem, — 24? + 290,74 23+244, 

Si a este sistema le aplicamos la transformacién 

mary 

R=yty’, 
obtenemos la forma normal formal (la cual es analitica) 

naw? ty? 

Yo = yo + yoy + yoy? 
De igual forma, si al mismo sistema le aplicamos ahora Ja transformacién 

m=z 

B= atant xn’, 
se obtiene la forma normal formal (la cual es analitica) 

Aaa ta3 
2y = 24+ 222). 

Supongamos ahora, que el sistema (1.1) puede ser reducido por una serie de 

potencias a la forma normal formal (1.3) y por otra serie de potencias, a la 
forma normal formal 

2 = Az +,(Z) 

2g = Agza + oz, + W2(Z). (1.8) 

Entonces, una composicién de una serie potencias con la inversa de la otra, 

reduce la forma normal formal (1.3) a la forma normal formal (1.8). Por lo 
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tanto, si conocemos todas las series de potencias de este ultimo tipo entonces 

podemos conocer todas las series de potencias que llevan al sistema (1.1) a 
sus formas normales formales. 

Teorema 2. Si la serie de potencias 

yw =m(Z) = ad = 2) digZ? 
Q 

¥2 = 2(Z) = 29d, = 22) dag Z?, (1.9) 

Q 
leva a la forma normal formal (1.3) en la forma normal formal (1.8) entonces 
dig = 0 para < Q,A > 0. Aqui, dig EC. 

Demostracién. La prueba es similar a 1a del teorema de existencia. Como 
la serie de potencias (1.9) leva a la forma normal formal (1.3) en la forma 
normal formal (1.8), entonces se cumple que 

2am) atin )() = ¥a(zi + m1, 22 +m) ; 

Seytm) aetna) 22 Yolzr +m, 22 +72) 

Es decir, 

Aatm). | (atm)... 
Mes, 4 AAs, 2 g(a, tmz) 

Oz2+m). | Az+m),. . 
Atm) + “etn, = ya(zr +m, 22 + m2). 

Usando las expresiones dadas en (1.3) y en (1.8) y sustituyendo en la 
segunda ecuacion (para la primera ef método es andlogo), se tiene 

Peper), 21 + Wy(Z)) + Ug wah(dy29 + Ga + Wa(V)) = 
Azz + Aone tor t+om+ walZ +n), 

y como por (1.9) 72(Z) = zd2, sustituyendo obtenemos 

22 (Az + H,(Z)) + ete. + Fz + G(V)) = 
Azza + AaHe + oz +om + 2(Z +7). 

Desarrollando esta Ultima ecuacidn se tiene que 

22982 dy 2 + 232 F(Z) +(L+d.4 $22 )(Ar2r +52, +02(Y)) = 
Azza + Age + O21 + om + Yo(Z +), 

De donde simplificando, se tiene finalmente que 
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2 Dh 22a) (;2;) = Gad; — d,0,(Z) — 2 Dy Kaze, 

-2 Tha ag, +2) + ozid, + o(Z + non + V2(Z). 
Si ahora de esta ultima ecuacidn solo escribimos los coeficientes de 2.2? (de 

la misma manera que en el teorema de existencia), obtenemos 

€e<Q,A>=dyg-e4m)F- >  doPGaR— dyQ-m+E)7(2 +1) 
P+R=Q 

eh Yep PgR + dyq-a,48,)7 + (Vala. (1.10) 
P+R=Q 

Nétese que del lado derecho de la igualdad solo hay términos de la forma 

d,p para los cuales P = (Q — &, + Ez) preceden a Q; (esto es, la primera 
diferencia distinta de cero de las diferencias sucesivas 

Qi —- LPH, a1 — pr, 92 — pas 
que sea positiva). Ahora mostraremos por induccidn que 

dyp =0 si < PA > 0. 

El mas pequefto P € N (con respecto al orden descrite arriba) es P = F,—E}. 

Este vector P solo se encuentra en N, (recuérdese que 

: M={Qln 2-1, we 20yut+e > 9}, 

y por tanto P no esta en N2). 

Para este vector, se tiene que 

dyQ-m4E)F- >. daar — 4yQ-e,+)F(q2 + 1) 
P4+R=Q 

2 

Mia DL ep PGR t dg-m+my7 + (Vag =0, 
P+R=Q 

por lo que obtenemos 

dy(B,-6,)< Ey - &,,A > =0, 
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Supongamos ahora que dap = 0 si < P,A ># 0 para todo P que precede a 

Q, con Q € N y sea <Q, A >=0. Demostraremos entonces que dog = 0. 
Ya que las matrices de la parte lineal de la forma normal formal (1.3) y de 

la forma normal formal (1.8) son de la forma de Jordan, tenemos entonces 
que o, & son distintas de cero solo si A, = Az esto es, < F2,A >=< By,A > 
y por tanto 

<Q-E,+ fy, A >=< Q,A > 0. 

En general se tiene que 

<Q- E14 BA >=< Q,A>40, 

y por tanto, daq_g,_.48,) = 0 por nuestra hipdtesis de induccién. Por lo 

tanto el primero, tercero y quinto sumando de (1.10) son cero. Si ahora, 
P+R=Q, se tiene que 

<PA>+<R,A>=< Q,A >40, 

de donde < P,A > + < R,A > tiene al menos un sumando distinto de cero, 
y como < Q, A ># 0 obtenemos 

dapgir = 0, 

esto es, al menos un factor de dopg2p = 0 es cero. 
Por Jo tanto el segundo y el cuarto sumando de (1.10) son cero. Lo Unico 
que nos falta demostrar es que los coeficientes de y2¥@ en la serie 

yodogo(yids, y2d2) = n>. Sgas¥ Sdy" dy", 

son cero. De esta ultima expresién se tiene que su coeficiente es una suma 
de términos de la forma 

g2sdip, dap, > 

donde 5+ P, + Pp = Q. Y como < S,A >= 0 y < Q,A >¢ 0 entonces al 
menos para alguna P, se tiene que < P,,A>#0. 

Como 5+ P, + P, = Q entonces P. precede a Q y, de acuerdo a nuestra 

hipétesis de induccidn se tiene que 
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gesdip, dop, = 0, 

i.e., nuestro término {Pz} = 0 
Y por tanto obtenemos dog< Q,A > = 0 y como < Q,A >¥ 0 entonces 

dog = 0 y por lo tanto, el teorema esta demostrado para la segunda ecuacién. 
Para la primera ecuacién el procedimiento es el mismo, asi, el teorema esta 

demostrado. > 

1.4. CLASIFICACION DE FORMAS NORMALES FORMALES. 

En esta seccién, se daran todas las posibles formas normales formales 
para el caso de un sistema de dos ecuaciones . . 

Para esto, sea N = N, U N, donde como se recordara 

M={Q|a 2-1, 2 20y a +42 > 0} 

N2={Q|@2-1,% 209 q+ > 0}. 

Ahora, sea A = (A;,A2) y supongamos que Az # 0 y consideremos 

<Q,A >= dig + Aq = 0, 

como dz ¥ 0, si dividimos, obtenemos 

a +o =0. 

Sea A= x, se tiene entonces que Aq, + q2 = 0. 
Consideraremos ahora todos los posibles valores de 4. 

a) A =u+tiv, con v $ 0. Se tiene que en los reales, la tinica solucidn posible 

de Aq, + ¢2 = 0 es la solucién trivial, i-e., ¢1 = 2 = 0. Por lo tanto la forma 

norma! formal es 

v= 9191(0,0)91°y2” = hin 

ta = ¥292(0,0)91°Y2” = dayo. 

Nétese que en este caso, la serie de potencias (1.2) es inica pues la ecuacién 
< Q,A >= 0 no tiene soluciones no triviales. 

b) A > 0. Para este caso, los inicos puntos de N que satisfacen Aq; + 2 = 0 

son Q = (m,~1) y el Q = (0,0). Entonces, el inico punto que es solucién 
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no trivial de Aq, + gz = 0 es aquel que pasa por la recta Am — 1 = 0, ie., 
A=m"), 

Si A = m7! < 1, entonces la nica solucién no trivial es Q = (m,—1) € 
2. Ast, la forma normal formal es 

"v= ¥191(0,0)¥1°y2° =Ay 

¥2 = y2g9r(0,0)y1°Y2” + Ga(m—1)91™ = Arye + G2(m,-91™- 
En este caso la serie de potencias (1.2) no es unica. 

Si A = m=? > 1, el resultado es el mismo, pero con las variables inter- 
cambiadas, es decir 

Yi = Avy + Gay-14mpy2™ 
¥o = Aaya. 

Si A = 1, esto es, 4; = Ag; entonces las soluciones no triviales de 

<Q,A>=0 son gq) = ~—q y por lo tanto tales soluciones son 

Q=(-LIEM y Q=(1,-l)E M, 

lo cual implica que la forma normal formal sea 

vw=Ay 

¥2 = Age + oy. 
En este caso la serie de potencias (1.2) también es tinica a pesar de que la 
ecuacién < Q, A >= 0 tiene soluciones no triviales, esto se debe al hecho que 
los puntos Q € N que satisfacen dicha ecuacidn, no cumplen que |{Q]| 4 0 
(ver teorema 1). 

Si A es irracional entonces la ecuacién < Q,A >= 0 no tiene soluciones 
no triviales y por lo tanto, la forma normal formal es 

v= Aw 

Y2 = Arye. 

Aqui, la serie de potencias (1.2) también es unica. 

c) A=0 (i.e, Ae #0, Ar = 0) 

Se tiene entonces que < Q,A >= A2q2 = 0 lo cual implica que las solu- 
ciones son todos los puntos del eje q: i-e., Q@ = (k,0) € N tal que k > 0, 
kez. 

De donde nuestra forma normal formal es 
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Vi = nL naon® = ng(y) 
Yo = yo( DE g2(n,yy1* + Az) = yogel(s). 
Nétese que para este caso, la seric de potencias (1.2) no es unica. 

Ejemplo. Considérese el siguiente sistema 

z,=0 

Zq = —2_ 42422 + 3z,? + 32,3 + 21222 — 9214 — 6245, 
en este caso, A = (0,3) y por lo tanto, la forma normal formal es 

th = yey gaeoyyr® = yigi(ys) 

92 = y2( Lier Ganon” + Az) = yaga(n), 
donde de nueva cuenta, las g; dependen de la serie de potencias (1.2). Si al 

sistema original le aplicamos 1a transformacidn analitica 

nN 

Za = yo t+ 8y17 + 6y1%, 
entonces la forma normal formal resultante es 

” =0 

Yo = —y2 + yrye + y17ye- 

d) 4 <0. Aqui, los inicos puntos que satisfacen < Q,A >= 0 estan en el 

primer cuadrante, y cualquiera que sea Q se tiene que Q € N; y QE No. 
Si A = —1 (ie, Az = —A1) entonces los puntos Q que satisfacen la 

ecuacion 

<Q,A >= Alga — 2) = 0 

son de Ja forma Q = (k,k) con k € Z*. Asi fa forma normal formal es 

th = vi(Dope, 9ueayr*y2* + Ad) 

2 = val Dp Seay *ya* + Az). 

Ejemplo. Considérese el siguiente sistema 

e= 2, 
@q = —z2 + 42; + 3213, 

Aqui lo que se tiene es A = (1,~1); de modo que “nuestra forma normal 

formal es de la forma 
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vi = Op, genus *ya® + 1) 
: oy 

va = yoo, ate aya” y2* — 2). 

Si ahora al sistema original le aplicamos !a transformacién analitica 

mM 

m= yo t fy? + 3y3, 
la forma normal formal resultante es 

way . 

yo = —Y2- 

Si A = —f con (r,s) = 1, se tiene entonces que 

<Q A>=-"n+n=0, 
de donde —rq, + sqz = 0. Por lo tanto, las soluciones no triviales son q, = ks 
yY 92 = kr con k € Zt y entonces la forma normal formal esta dada por 

ta = (Dopey Muceeay ya + Ar) 

2 = ya Diy Sothaeryyi ys” + Aa). 

En este caso, la serie de potencias (1.2) tampoco es tinica. 

Hasta ahora, hemos dado todas las posibles formas normales formales 
para un sistema de dos ecuaciones. Pero ain no sabemos si las series de 
potencias (1.2) corresponden a una transformacidn analitica. 

Esto se hard en el siguiente capitulo en donde analizaremos las distintas 
propiedades que tienen que cumplir las series de potencias para que estas 
correspondan a transformaciones analiticas. 
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CAPITULO 2. NORMALIZACION DE SISTEMAS ANALITICOS. 

2.1. INTRODUCCION 

En: este capitulo, se desarrollard un andlisis sobre las condiciones que 

deben de cumplir las formas normales formales y los valores propios para 
que dado un sistema analitico y su forma normal formal, la serie de potencias 

que lleva al sistema analitico en la forma normal formal, corresponda a una 
transformacién analitica. 

Los primeros resultados en esta direccién fueron obtenidos por Dulac, 
Poincaré, Siegel y otros [ver Apéndice], quienes encontraron criterios de may- 
oracién en las series de potencias que llevan a un sistema dado en una forma 

normal; dichos criterios dependen en gran parte de la posicidn de los valores 

propios de la parte lineal del campo en el plano complejo. Se distinguen dos 
casos : 

a) Cuando el cero no pertenece a la envolvente convexa de los valores 
propios se dice que estos se encuentran en el dominio de Poincaré. 

b) Cuando el cero pertenece a la envolvente convexa de los valores propios 
se dice que estos se encuentran en el dominio de Siegel. 

Decimos que x pertenece a la envolvente convexa de A = (A;,A2) si x se 
expresa como z = }>m;A; con0 <m, <1, Ym; =1 y m; (cont = 1,2) en 
los reales. 

Aunque A. Bruno (ver Bruno [4]) no distingue explicitamente estos casos 
en las formas normales formales y en sus criterios de mayoracién, nosotros 

si sefialaremos dicha distincién en la clasificacién de las formas normales 

formales y en los criterios de mayoracidn. 

Considérese ahora, a los valores propios 4; como puntos fijos sobre el 
plano C; los siguientes casos pueden ocurtir : 

(1) Existe una linea recta m que pasa por el origen y que contiene exac- 

tamente a ! puntos 4,, y los demas 4; estan del mismo lado de la recta m 
(i = 1,2). 

(2) Para cada linea que pasa a través del origen hay valores propios 4; en 

ambos lados de la linea. (Solo casos en el dominio de Siegel) 
Notese que en el caso (1), la recta m no es tinica. Como nosotros nos 

hemos enfocado para el caso de un sistema de dos ccuaciones, y, tomando en 
cuenta que A = 3, se tienen las siguientes opciones : 

(a) A = u+iv conv ¥ 0. En este caso, o los dos valores propios son 
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complejos con parte imaginaria distinta de cero ( algunos casos se muestran 
en la figura) 6 un valor propio tiene parte imaginaria igual a cero y el otro 
valor propio tiene parte imaginaria distinta de cero. 

. n ~ ~~ 

En cualquier caso | = 0 (esto se debe al hecho de que / ser4 el minimo 
numero de valores propios que pertenecen a la recta m). Este es un caso (1) 
con valores propios en el dominio de Poincaré. 

(b) Si A > 0. Si AL, Az son reales entonces 42 > Oy Ap > 06A2 <0 y 
Ar < 9. Si Ax, Az tienen parte imaginaria distinta de cero entonces A, = Adz 
(Algunos casos se muestran en la siguiente figura). 

. 4 / 
~ 

  

En cualquier caso ! = 0 y de nueva cuenta es un caso (1) con valores 
propios en el dominio de Poincaré. 

(c) A = 0. Aqui dz = Oy A: #0. En este caso {= 1 (pues A, esta en la 
recta m cualquiera que esta sea). Algunos casos se dan en la figura siguiente. 
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De cualquier manera estamos en el caso (1). Este es ya un caso con valores 

propios en el dominio de Siegel. 

(d) 4 < 0. Si Ai, A2 son reales entonces k2 < Oy A, > 0642 > Oy 

Ay <0. Si Ay, Az tiene parte imaginaria entonces 4; y A2 estan en distintos 

cuadrantes. En la figura siguiente se muestran algunos casos. 

~ 

Aqui de cualquier modo, estamos en el caso (1) pero con | = 2. Este 
también es un caso con valores propios en el dominio de Siegel. 

Nétese que para un sistema de dos ecuaciones diferenciales, nunca tuvimos 

la condicién 2); de hecho, esta condicién solo se da para un sistema de 3 6 

mas ecuaciones y dependiendo de los \j. 
Por ejemplo, si nuestros valores propios son Ay = r <0, A2 =a +ib con 

a#0,b>0 y 43 = a — ib, tenemos entonces que para cualquier linea / que 
tomemos, siempre vamos a tener 4; de ambos lados de la linea y por tanto, 

estamos en el caso 2). 

£ 
ln 

Hasta ahora, el orden de los 4; no ha sido tomado en consideracién y por 
tanto, no ha jugado un papel importante en nuestro andlisis. En lo sucesivo, 
las variables y; de la forma normal seran enumeradas de tal forma que 

O= w=... = Hi < BH S Be, 

donde 4; es la distancia del valor propio 4, a la recta m. Nétese que como la 
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recta m no es unica, entonces la distancia j; no esta definida univocamente. 

De acuerdo a la clasificacién sobre 4 que se ha hecho en este trabajo, se tiene 
lo siguiente: 

(a) Aqui { = 0 y entonces ningin 4; esta en la recta m y por tanto 

O< py < po. 

(b) De nueva cuenta ! = 0 y por lo tanto también se tiene que 0 < py < pe. 

(c) Aqui / = 1! pues A, = 0 y se tiene entonces que-0 = py < fz. 
(d)En este caso | = 2 pues los dos 4; estan en la linea m y por tanto 

tenemos 0 = py = 2. 

Daremos ahora un teorema el cual nos dice que manera esta expresada la 
forma normal formal en general. Dicho teorema no se demostrard, pues no 
se encuentra dentro de los objetivos de este trabajo. 

Teorema 1. Si A corresponde al caso 1), entonces la forma normal formal 
esta dada por 

y= Vy; paral <i<l 

v= Chu byt Diggs aia ¥le oi paral+1<i<2. 
Donde WV, bi; y ig,,...9¢:-1 Son series de potencias en yj,...,4t. 

La demostracion puede ser vista en Bruno [3]. Es muy facil verificar que 
las formas normales formales que obtuvimos en la seccion (1.4), son las dadas 

por este teorema. 

Hasta ahora, hemos hablado de todas las posibles formas normales for- 
males y de las series de potencias que llevan a un sistema dado en una forma 

norma! formal. Pero no hemos dicho nada acerca de la convergencia de dichas 

series de potencias. Ahora daremos una condicién, la cual nos da informacion 
sobre la convergencia de dicha serie. Esta condicién es muy importante ya 

que es una de las hipétesis del teorema que garantiza en ciertos casos que 
la serie de potencias corresponda a una transformacién analitica. Dicho teo- 

rema se dara mas adelante. 

2.2 CONDICION A. 

Consideraremos sélo el caso (1), pues el caso 2 nunca se da en C?. Por el 

teorema anterior nosotros sabemos que si A corresponde al caso (1), entonces 
la forma normal formal esta dada por 

y= VY") parat=1,...,f 

Yi = Chora bisys +L Oia gi vet yin! para i = 0+ 1,...,2. 
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Condicién A. Si A corresponde al caso 1), entonces existen series de po- 

tencias a(Y’) = a(y1,..-, yr) tal que en la forma normal formal y; = Wi({Y") se 
tiene 

WU, = Axyia(¥) paral <i<l. 

Lo que nos dice esta condicidn es que si la forma normal formal es escrita en 

la forma ¥; = yi gig¥®, entonces 

G=Na, 

te, Gig = Mag VQ € N = N, € No, donde G’ = (q,...,91) y A’ = 

Qas + Adi ¥ Ga" = (gq 1919): 
Daremos ahora un ejemplo de una forma normal analitica la cual cumple 

la condicién A y otra forma normal analitica que no la cumpla. 
Ejemplo. La forma normal analitica 

va =0 

to = Aaye + yor? + yor? = Aoy2Vo(y1), 
cumple la condicién A ya que #1 = Aryia = 0 pues 4; = 0. Por el contrario, 

ja forma normal analitica 

vay? 
ge = Aaya + yoy? + yan? = Ary2Va(1), 

no la cumple pues y,; # 0 aunque A, = 0. 

Despues de dada la condicién A uno podria preguntarse que tipo de formas 
normales formales cumplen (o no cumplen) la condicién A ?. A continuacién 

analizaremos que condiciones deben de cumplir las formas normales formales 
que obtuvimos en la seccidn 1.4. para que estas cumplan la condicidn A. 

a) A =u+iv, con v # 0. Para este caso, la condicién A siempre se cumple 
pues nunca se tiene el subsistema y; = Yi(Y') ya que / = 0. 

b) A > 0. En este caso también / = 0 y de nueva cuenta no se tiene el 
subsistema y; = Ui{¥"), entonces la forma normal analitica siempre satisface 

la condicién A. 

c) A =0 (ie., Ap #0, A; = 0) Aqui! = 1, y como ya se vid en la seccidn 1.4. 
la forma norma} formal es | 

th = WL gKoyn® = yigi(ys) 
ge = yo(Lia Gaeoyyr® + Az) = yoga(ys), 
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Como ! = 1, entonces la serie de potencias a depende solo de y,. Para que la 

forma normal forma] cumpla la condicién A se necesita que yi = Yi(y1) = 

Aiyia(y1) = 0, ie., se necesita que en la forma normal formal g, = 0. 
ad) 4 < 0. i) SiA = —1 (i.e., Ag = —A,) entonces como se vid en la secién 1.4. 
la forma normal formal es 

v= nore Seay *y2* + 1) = Aryiga 

te = yal Dy, 92(.4)N"y2* + Ar) = Aoyrgr- 

Como { = 2, entonces la serie de potencias a depende de y; y de y2. Para que 

la forma normal formal cumpla la condicién A sc necesita que ¥, = Wi(y:) = 
Aryia(yi,¥2) y que ye = V2(y2) = Agyra(y1,y2), ie., se necesita que en la 

forma normal formal —g, = g2. 
ii) A = —£ con (r,s) = 1. De nueva cuenta / = 2 y la forma normal 

formal esta dada por 

v= Dopey Sites key ya +A) = Ayigi 

y= yd. Ga{ke,aeyyn yr + Az) = Aayrgr, 

la cual satisface la condicién A solo si 

=o = ot 

No6tese que el inciso (i) es un caso particular de este inciso (ii). Entonces 

para el caso de un sistema de dimensién 2, en los inicos casos en los cuales 

la condicién A puede no cumplirse es cuando algtin 4 es cero y cuando 
4 <0, (los dos son casos en el dominio de Siegel). 

Ya sabemos que la forma normal formal no esté inicamente determinada; 
supéngase entonces que alguna de ellas cumple la condicién A, uno se podria 
hacer entonces la siguiente pregunta : 

Dada una forma normal formal que satisface la condicidn A entonces, 

cualquier forma normal formal de ese sistema, satisface la condicién A ? La 
respuesta es si y esta dada por un teorema que demostraremos mas adelante. 
Antes de demostrar eso, daremos la demostracién de otro resultado que nos 

servira para la respuesta de la pregunta anterior. 
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Teorema 2. Sea 

nw =m(Z) 

y2 = (Z), 

una serie de potencias formal e invertible que lleva a la forma normal formal 

th =H => g10¥? 
Q 

Yo = yog2 = v2 H0Y°, (2.1) 
Q 

en la forma normal formal 

a=ah => > gi9Z? 

29 = 2992 = 22>) 929 2°. (2.2) 

Q 
Si en la forma normal formal (2.1) se tiene que 

<P,G>=0, VP-EN <P,A>=0, 

donde G = (91,92) y gig € C, entonces 9;(Y) y g2(¥)} son series de potencias 

y 

HA = H(M,72) 

G2 = 92(m,92)- 

Demostracion. Si para cada Q € N tenemos q, = —1 6 go = —1, entonces 

Q¢ N26 Q ¢ N respectivamente, i-c., sig; = -1 > Q ¢ N;. Aqui, gjq = 0 

¥ <Q, GQ >= ggig + %92q y como gq; = —1 se tiene que < Q,Gq >= —gig- 
De cualquier modo, como < P,G >= 0 —=3< P,A >=O0conPEN, 

esto implica que < Q,Gg >= 0 esto es, gig = 0 y todas las g; son series de 
potencias positivas. 

La serie de potencias inversa de y; = 9;(Z) que es z; = y:hi(Y), Neva a la 
forma normal formal (2.2) en la forma normal formal (2.1). Por el teorema 
2 del capitulo anterior se tiene que 
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hip =0 81 < P,A>#0. 

Si ahora expresamos a Z en términos de Y en z, = 219; por medio de z, = yy 

y como ¥; = yg, obtenemos 

2 Ohy 
ngohity>, ¥igi = VrArGi(yihi, yoha). (*) 

  

Si tomamos solo los coeficientes de y, Y? en la expresién 

2 Oh 
VD By, Lise 

obtenemos 

Sl bw <P.Gr>. 
P+R=Q 

Como < P,G >=0 para todo PEN, < P,A>=O0y Ayp =0si 
< P,A ># 0 entonces 

> hip < P,Gp >=0. 

P+R=Q 

Por lo tanto (*) se reduce a 

yigihy = yihigi(yihi, yohe), 

y como 2; = yi hy, se tiene entonces que z19; = 21g; esto es, 

Hr = (M72). 

Andlogamente 

H = H(m,M); 

y por tanto, el teorema esta demostrado. © 

Teorema 3. Si al menos una forma normal formal de un sistema dado 
satisface la condicién A, entonces cualquier otra forma normal formal de ese 
sistema también la satisface. 
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Demostracién. Daremos la demostracién solo para el caso (1), pues para 

n = 2 el caso (2) nunca se presenta. 
Para el caso (1), la forma normal formal esta dada por el teorema 1 como 

v= (YD paral<i<l 

Ye = Dhar (Vy; + (ys) paral +1 Si <2, 
donde el subsistema y; = ¥,(Y") con i = 1,...,4.es una forma normal formal 

de orden J. Si ahora nosotros aplicamos a esta forma normal formal la serie 

de potencias _ 

yi = (2) paral<i<l 

Hi = Die (Zz + ila) paral +1 si ga, : 
obtenemos otra forma normal formal. 

Ahora, para nuestro sistema y; = ¥;(Y‘) se tiene que G’ = A’a y por 
tanto se cumple que 

  

<P,G>=0,VPEN, < P,A>=0, 

y por el teorema anterior, la nueva forma normal formal satisface la condicién 

A, con @ = a(m, 12). 

Ahora, dividiremos el caso (1) de la siguiente forma : 

1*) Hay un par de naémeros conmensurables en {Ax, ...; Ai} 

1**) Los ntimeros {4j,..., A:} son inconmensurables por pares 
En el presente trabajo solo se estudiara el caso 1*). Para la teorfa sobre 

el caso 1 + *) ver Bruno 3}. 

2.3 CONDICION W. 
Daremos ahora, una nueva condicién la cual se necesitara para demostrar 

el teorema que ‘garantiza la existencia de transformaciones analiticas en cier- 

tos casos. 

Condicién W. Sea w, = min < Q,A> paraQe N, ||Q|| < 2% y 
<Q, A>4#0 

Entonces 

yr 2-*inw,7! < 00, 

Esta condicion, es una condicién aritmética muy débil en los valores pro- 
pios A, y Ag la cual se satisface casi siempre; en particular para el caso 1+) 
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siempre se satisface como veremos mas adelante. En contraste, la condicién 

A es una fuerte restriccién en la forma normal formal. 
Podemos entonces por el momento, enunciar el teorema de existencia de 

transformaciones analiticas que demostraremos mas adelante, el cual incluye 

algunos casos en el dominio de Siegel y en el dominio de Poincaré. 
Teoremaa. Si para el sistema analitico 

t= 6:{X) 

22 = $2(X), (2.3) 
el vector A = (Ax, A2) satisface la condicién W y la forma normal formal 

satisface la condicién A, entonces existe una transformacidn analitica 

zaanth 

m=yth, (2.4) 

tal que leva al sistema (2.3) en una forma normal analitica. 

Ahora daremos un lema el cual nos demostrara que el caso 1+) nos implica 
que siempre se cumpla la condicién W en dimensidn 2. 

Para ello, sea r un numero complejo, con |r] = 1 , tal que el vector 

(Rer, Imr) es ortogonal a la linea m y que tal vector esté del mismo lado de 
los A;. Si hacemos 

i = Re(r;) 

v= Im(rAi), 

es muy facil verificar que y; es la distancia del valor propio 4; a la recta m. 
Si hacemos M = (jt, 442) y N = (1, v2); se tiene entonces que 

TA = M +iN. 

Lema 2. Sea Q un elemento arbitrario en N. Si A corresponde al caso 1+) 

entonces 

0 <inf{] <Q" M" > |< Q",M" ># 0}, 
y la ecuacién < Q”, M” >= 0 tiene solo un nimero finito de soluciones Q”. 
Ademas existe una € > 0 tal que 
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|<Q,A>|>«, para <Q,A>#0, 

donde Q” = (qre1y+19n) ¥ M" = (tyr Hn): 

Demostracion. Primero lo demostraremos para ! = 0 el cual es un caso en el 

dominio de Poincaré. Despues lo demostraremos para un caso en el dominio 

de Siegel ({ = 1). El otro caso Siegel ({ = 2) es andlogo. 
CASO I = 0) Aqui se tiene que Q” = (91,92), y de la misma manera, 

M" = (11,2) donde y; es la distancia de la recta m al valor propio 4; y | 

es el numero de valores propios que estan contenidos en m, y definimos a la 

norma del vector Q” como [Q”| = a1 + 92 
Primero demostraremos que < Q”, M" >> j{[Q”| — 1) — ne. 

En efecto, si calculamos 

#1(1Q"| — 1) = we = ai (qn + G2 — 1) — we 
como fy S fe => bag + Aida — Ha — Ha S gi + Hoge — fr — Ha 

<i + fag =< Q",M" > 
y por lo tanto, < Q”, M" >> wi(|Q”| — 1) — pe. 

Ahora, si |Q”| -—1> (xt) entonces |< Q,A >| >< Q",M" >> 

#1 (|Q"| — 1) — pe por lo cual se tiene que < Q", M" >> 1. 

Por el contrario, si [Q”| - 1 < (at entonces #41(|Q”| — 1) < #2 +1, pero 

aqui, el numero de vectores Q” que cumplen esta propiedad es finito. 
Se afirma que < Q”, M" >=0 y <Q", N” >= 0 solo aceptan un numero 

att finito de soluciones. En efecto, si Q” cumple la condicién |Q”| — 1 > (at) 

entonces también cumple que < Q”, M" >> 1 que es una contradiccién pues 

0 =< Q", M” ># 1; por lo tanto Q” cumple la condicién |Q”| — 1 < (et) 

y solo son un numero finito de valores. Por tanto, < Q”,M” >= 0 solo 

aceptan un numero finito de soluciones. De la misma manera, se demuestra 
que < Q”, N* >= 0 solo tiene un niémero finito de soluciones. Aqui 

NO = (Yigty Yn) = (41,2). . 

En particular, | <Q”, M" > | > 6 > 0 si <Q”, M" >#0 y por tanto se 
cumple que en cualquier caso, 

0 < inf{|<Q".M" > [|< Q",M" ># 0}, 
y que < Q”,M" >= 0 tiene un numero finito de soluciones. Por tanto, la 
primera parte del teorema ha sido demostrada para este caso. 
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Parte ii) Si ahora calculamos 

[<Q,A>P = I(r + ibi)qu + (a2 + ib2) 2)? 
= larg + a2q2 + i(bign + b2q2)/? 

(a1g1 + 4292)” + (ign + Bog)” 

|< Q",M" > P + bi?q1? + 2biqubog2 + b2?qo? 

[<Q M"> P41 <QN>P 
= 1<Q",M> P+] <Q Nee P. 

Nétese que para el caso | = 0, se tiene que Q = Q'+ Q” = Q" y 
N= W4 NY = Ne 

En la primera parte, se demostré que | <Q", M" > | > 6, > Oy que la 

igualdad < Q”, M” >= 0 tiene un numero finito de soluciones. También se 

demostré que < Q”,N” >= 0 tiene un nimero finito de soluciones. Por lo 

tanto, como se cumple la igualdad 

i] 

[<Q,a>P=i<QM"> P+ <Q n>, 
se tiene que |< Q,A>|? > & > 0si < Q,A >¢ 0 y como en la primera 
parte se demostré que | < Q,A >| >| < Q",M" > | > 1. Si hacemos 

€ = min{é,1} el lema esta probado en el caso del dominio de Poincaré. 

CASO | = 1) Ahora lo demostraremos para un caso Siegel (J = 1). El 

otro caso Siegel (! = 2) es andlogo. Ahora, Q” = (qo), y M" = (2) donde 

He es la distancia de la recta m al valor propio Az y donde / = 1 denota el 

numero de valores propios que estan contenidos en m, en este caso la norma 

del vector Q” es |(Q”| = q2. 
Primero demostraremos que < Q”,M" >> po(|Q”| — 1) — mo. 

En efecto, si calculamos 

2(1Q"| — 1) ~ ue = wa(q2 — 1) — we, 

lo cual implica. que 

H2g2 — Hf — Be S page — Que < jag =< Q",M" >, 

y por lo tanto, < Q", M" >> po(|Q”| — 1) — we. Ahora, si |Q”| - 1 > {+0} 

entonces |< Q,A>|2[/ < Q",M" > | > po(|Q"] — 1) — #2 por lo cual se 
tiene que |< Q",M" >|[> 1. 

Por el contrario, si |Q”] — 1 < (xt) entonces #2(|{Q”| — 1) < 2+ 1, pero 

aqui, el ntimero de vectores Q" que cumplen esta propiedad es finito y ademas 
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< Q", M" >= ing =0y < Q", N" >= veg. = 0 solo aceptan un niimero 

finito de soluciones. 
En particular, | <Q”, M" >| > 6, >0 si <Q”, M" >#0 y por tanto se 

cumple que en cualquier caso, 

0 <inf{l <Q", M" > ||< Q",M" ># 0}, 

y que < Q”, M" >= 0 tiene un ntmero finito de soluciones. Por tanto, para 

este segundo caso la primera parte del teorema ha sido demostrada. 

Parte ii) Como | = 1 y para el caso de dimensidén 2 | = 1 = 4, = 0 entonces 

A’ = (Ai, ..,A:) = Ar = 9, M =m, =0y N=, =0. 

Si ahora calculamos 
[<Q,A>|? = |(a2 + ibs)aal? = laage + ibaga|” 

(a2q2)? + (b2q2)" = | < QY,M" > r + b27q2? 

1<@", M">P41<Q, Nop 
= [<Q",M">P+1< Qn > 

Nétese que para el caso / = 1, se tiene que N = Ne+ N" = N" pues 
como ya vimos lineas arriba, N' = 0. En la primera parte, se demostré que 

|< Q",M" > | > 6 > Oy que esta desigualdad tiene un ntimero finito de 
soluciones. También se demostré que < Q”, N" > tiene un numero finito de 

soluciones y como se cumple !a igualdad 

1<QA>P=1< QM" > Pt] <Q, >4<Q"Nr>l 

se tiene entonces que |< Q,A>|? > & > 058i < Q,A >#.0 y como en la 
primera parte se demostré que | < Q,A >|>|< Q",M’ >| > 1. Si 

hacemos € = min{62,1} el lema esté probado para este caso del dominio de 

Siegel. Por tanto el lema estaé demostrado. © 

Demostraremos ahora, que en el caso 1+), la condicién W siempre se 

satisface. 
En efecto, como wy = min < Q,A > para Q EN, |IQ]| < 2k y 

< Q,A > 0 y como por el lema anterior existe una € > 0 tal que 

<Q,A>>€, para <Q,A>40, 

se ticne entonces que 
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<Q,A>=u,2€>0, 

lo cual implica que 

/ we! < e! < 00, 

de donde se obtiene finalmente que 

© yk -1 OO y-ky 1 _ emt Dea 24. inw, *) < ye? Ine“! = Ine" < 00, 

y por tanto, la condicién W se satisface para 1+). 

2.4 ITERACIONES. 

Introduciremos ahora una nueva notacion. Sean £1, € series de potencias 
en 91, ¥2 y sea A fijo. Para cada numero complejo 6, la expresién £5 denota 
las series de potencias que consisten de aquellos términos cy;Y@ de las series 

&; para los cuales < Q,A >= 6. Asi, por ejemplo, si la forma normal formal 

es yi = ¥,(Y), se tiene que Vio = V; para << Q,A >= 0. 
Definimos para una serie de potencias £, su orden ordé como el conjunto 

de ordenes de todos los términos de la serie € y ardé := min ordé. 

Por ejemplo, sea £ = yiy2 + y2*. Aqut, ord€ = {2,3} y ordf = 2. 

El simbolo m < ord < 2m significa que todos los ordenes de £ son mayor 

que m y menor que 2m. Finalmente, £™ denota la serie definida como la 

serie de todos los términos de € cuyos ordenes no exceden a m. 

Supongase que el sistema 

Zy = Apay + W(X) + 9i(X) 

£y = Apte + V2(X) + y2(X), (2.5) 

coincide con la forma normal analitica en todos los términos de orden menor 
quem: 

1 <ord¥; Sm, Vio = Vi, M+ 1 < ordyi, 

donde las series y; no tienen términos lineales ni constantes. Nosotros quisier- 

amos una serie de potencias 
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manth 

22 = yo t 2, (2.6) 

tal que lleve al sistema anterior en un sistema de la forma 

th =A + OY) + G(Y) + A(Y) 

Ya = Aoye + ¥2(¥) + Wa(Y) + AY), (2.7) 

el cual coincida con la forma normal analitica en todos los términos con el mds 

alto grado posible. El lema que demostraremos a continuacién nos garantiza 

la existencia de dicha serie de potencias la cual ileva un sistema que coincide 
con la forma normal analitica hasta grado m a un sistema que coincide con la 

forma normal analftica hasta grado 2m. Este lema es muy importante ya que 
para la demostracidn del teorema de existencia de la transformacidn analitica 
es usado iteradamente. En ese teorema, tal transformacidn es construida por 

iteraciones, es decir, se toma un sistema que coincida con la forma normal 

analitica hasta grado m, y se va aplicando sucesivamente el lema 3 hasta que 
el ultimo sistema coincida completamente con Ja forma normal analitica. 

Lema 3. La serie de potencias (2.6) que lleva al sistema (2.5) (el cual 
coincide con la forma normal analitica hasta grado m), en el sistema (2.7) 

(el cual coincide con la forma normal analitica hasta grado 2m) existe y esta 

unicamente determinada por las siguientes condiciones (en los coeficientes de 
la serie £) : 

&o =0 

bs = Ge, (2.8) 

donde las ¢;5 son soluciones del sistema (el cual esta dado por las ecuaciones 
de conjugacidn de los sistemas (2.5) y (2.7)) 

  2 OCs _~ Ow; 
86 + Vict By5 = ia 3y; C56 + Vis, (2.9) 

las cuales son uinicas para 6 £ 0. 

Entonces 

 



  

Los érdenes de todas las series bajo consideracién, satisfacen las siguientes 
desigualdades : 

1 < ord¥; < m < ordy; 

m+ < ordé; < 2m,m+1 < ord; 

m+1< ord; < 2m < ord§,. 

La idea de la demostracién es primero demostrar la existencia de la serie 
de potencias, lo cual no se desarrollara aqui. Esta demostracién se hace de 

la misma manera de como se hizo zo en el teorema i del capitulo anterior. La 

parte 2 es demostrar que U; = vgn. Esto se hace tomando la ecuacién 

Ain + 0 + wy + Gr + Dyer Says +0; + uy +3) = 

Aunt nds + Wi(¥ +5) + 9i(¥ +), 
en la cual se sustituyen los valores de ¥4(Y + =)— i(Y) y de yi(¥ +=) los 
cuales son calculados con la férmula de Taylor. Finalmente, de la ecuacion 

resultante se toman los términos de > grado mayor que m +1 y menor que 2m 
la cual necesariamente se reduce a U; = = viee™ 

Demostracién.. La primera parte de la prueba es andloga a la demostracién 
del teorema de existencia de la serie de potencias (1.2) (ver teorema 1 del ' 
capitulo 1). 

Para que la serie (2.6) lleve al sistema (2.5) en el sistema (2.7), se necesita 
que 

(se ootin) (2 ') 2 (Aw fom +6) 
ertea) Bye tts) © \ato(ys + &1, ye + &2) Ou 

esto es, desarrollando 

Mey, + “ty, = =1(y+ 4,92 + &) 

a an) . : 
ete), + Otay, = t2(y1 + G1, 92 + &), 

si ahora desarrollamos solo para la primera ecuacién, obtenemos 

Amt + V+ A+T2 Sa (jy; +¥;4+0;4+9)) = 

Aya + Andi + Wi(¥ +5) + pil¥ + =), 
lo cual implica que 
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Wet rt Dh asus + Wi + +H) - Gs = 
Ui(¥ +5) +e(¥ +5) -0 (¥). (2.10) 

Por la férmula de Taylor, se tiene 

w(¥ +5)—H(Y) = ee hy, See + 
FR=1 Oy yg 

donde los términos de grado menor que m + 1 estan en > one pues en los 

demas términos de ¥,(Y + =) — %1(¥) los de menor grado son de grado 

2m + 2. 
De igual forma por Taylor, 

a 
vl¥ +2) = 00") + Di 9, 8 + 

donde m+m+i < ord(S}4 Bag +...) i 
Si ahora, de la ecuacién (2.10) tomamos la ecuacién con términos de grado 

mayor que m+ 1 y menor que 2m, se tiene 
2 2m > 8GR etm 

Wt+Tja 3 Bus BE Asys uit U3) Mb = Djs oy t+ei(¥) (2.11) 

Si en esta ecuacion, sustituimos todos los términos de la forma wy?, 

donde < Q,A >= 6 y como Wyo = VW, ya que el sistema (2.6) coincide con la 
forma normal analitica hasta grado m y ord'¥ < m, y como también se tiene 

que Vip = Vj; entonces para 6 # 0 se tiene que 
-——~ 2m —~ 

rz, Be By Aju — Andis + Thi Say, =a ag 5” $y. (2.12) 

Obsérvese que si £15 = iY? y como < Q,A >= 6 tomando solo la diferencia 

2 Os 
Dyan By BY — Aris, 

se tiene We va 

The AY Dy — Aw? = 2BX2 ay — BY doy — mV? oy 

= army? + gro YF 
= ¥%y, <Q,A>, 

4 

de donde 

2 OyY? 
ia ~Byy ~ ibis = brs, 
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y por lo tanto de lo anterior, y de la ecuacién (2.12) obtenemos 

am 

fis +5"    

—~ Im 
an tis + Dian Bye v; =r, 

La existencia de Ja solucién de este sistema param +1 < ordf; < 2m 

puede ser probada como se hizo en el teorema 1 de existencia de la serie 
de potencias (ver capitulo 1). De igual forma se prueba la existencia de la 

solucién de (2.9). Asi, los coeficientes de 1a serie (15 dependen solo de los 
coeficientes de los términos de las series y, y Vy. 

Por tanto, fis = Gs”. Y si para 6 = 0 hacemos £,5 = 0, entonces la 

ecuacién (2.11), se reduce a 

W, = gio. 

De igual forma, se tiene que 

fs = C25", V2 = ya, 

y por tanto el lema esta demostrado. 

Ejemplo. Considérese el siguiente sistema (este es un caso en el dominio de 

Siegel) 
z,=0 

fq = 22 + 2422 + 32? — 3213, 

el cual coincide con la forma norma! analitica hasta grado 1 (pues para el 

caso A = (0,—1), 3z;? es un término no Tesonante). 
Lo que se desea es encontrar una serie de potencias (2. 6) tal que Heve a 

este sistema en un nuevo sistema que coincida con una forma normal analitica 
hasta grado 2. Por ejemplo, que coincidiera con el sistema (que en este caso 
es una forma normal analitica de grado 2) 

fi =0 
= yo + yiyr- 

Si hacemos 2, = y;, solo nos falta checar que 

Wet Bhoy4 Moet) vat yaya) = —y2— G24 yiya + io + 391? — 31°, 

en el cual desarrollando, obtenemos 
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.. Ob Ob 2 3 yy = by $ rile + 3y1? — By? yiy2 Ou, Ya By, fo + née + 3y1 vi 

Si & no depende de yo, nuestra ecuacién se reduce a 

0 =-6. + yes + 3y1? — 3y17. 

Si hacemos £, = 3y;? , la ecuacién se cumple pues 

0 = ~3yr7 + yr(3yn7) + 3y1? — 3y1”. 

Por lo tanto, la serie de potencias (que en este caso corresponde a una trans- 

formacidn analitica) 

ny 

22 = y2 + 3y’, 
lleva al sistema 

z,=0 

22 = —22 42122 4 32)? — 32,3, 
el cual cumple con las condiciones del teorema, a la forma normal analitica 

n=0 
y2 = -92 + yr. 

Sea 6 = <Q bgY® una serie de potencias en Y. Definimos 

=X leoly?, 
Q 

i.e., las series |b| cs obtenida de la serie 6 reemplazando los coeficientes por 
sus valores absolutos. 
La notaciéna 

dbe¥? « Sdey?, 
Q Q 

significa que [6g| < dg incluyendo Q con componentes negativas (i.e., la serie 

d esta mayorando a la serie 6). Finalmente, |b], para un real p > 0, denota 

el valor de las series {b| en el punto y; = y2 = p. 
Las siguientes propiedades son obvias : 

(1) Si bd, entonces [8], < |d|, 
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(2) Sib=d-e , entonces [6] ~ [dlle] 

(3) Sim <ord by p <r < 1, entonces 

— p me 

ta, < (2) "Ti. 
(4) Si (aL, < oo , entonces el radio de convergencia de la serie 6 es al 

menos p. 
(5) Sim < ord by p<r <1, entonces 

Oy mo 
<—|b 

8y; |, ~ rl, i» ~CP 

Daremos ahora, un lema que nos servird para demostrar que la serie ¢ tiene 

tadio de convergencia positivo. Este lema sera dado en términos de un vector 
P en lugar del vector Q como hemos venido trabajando. 

    

Lema 4. Si A corresponde al caso 1), entonces para cada ¢ > 0 existe una 
constante positiva c que depende de A y de € ta! que 

[P"| << cel < P,A >| paratodo PEN ,|<P,A>|>€ 

Aqui P" = (pi, .--,P2)- 

Demostracion. Daremos la demostracidn para los casos | = 0 (en el dominio 

de Poincaré) y para / = 1 (en el dominio de Siegel). El caso / = 2 es andlogo 
a estos dos. 

Supongamos primero que { = 0. Sea P € N, como P” = (piai,..., D2) 
entonces P” = (p;, pe), si 

APY > 1+ #2, entonces por las desigualdades dadas por el lema 2, se tiene 

|<P,A>| > <P"M" >> wy (|P"-1) — pe 
= mllP"l-1- 2) > Sal PM. 

Sid<4[P"|<1+ % | entonces para | < P,A > | > € se tiene 

1<P,A>| 5 € 

|P"] 2(1+ %) 
Si hacemos 

_,;l 1 a 
ce "= min{ oma el +) } 
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se obtiene el lema para el caso { = 0. 

Supongdmos ahora que { = 1. Sea P € N, en este caso P” = py; si 
PY > lt *, entonces de nueva cuenta por las desigualdades dadas por el 

lema 2 se tiene que 

[<PA>| > <P'M" > yl|P"|—1)—p 
> pallP"|—1— 2] > dual P". 

Sid < 5IPY<1+ #2 , entonces para |< P,A >| > €se tiene 

[<P,A>| > 

IP > 202) 
Si hacemos 

cl= min 12,40) 

se obtiene el lema para el caso { = 1. Por lo tanto el lema esta demostrado 

en general. © 

Demostraremos ahora un lema que afirma que si la forma normal analitica 

satisface la condicién A, entonces la serie de potencias (2.6) tiene radio de 

convergencia positivo. 

Lema 5. Supéngase que la serie de potencias (2.6) lleva al sistema (2.5) (el 
cual coincide con la forma normal analitica hasta grado m), en el sistema 
(2.7) (el cual coincide con la forma normal analitica hasta grado 2m) y que 

la forma normal analitica correspondiente al sistema (2.5) 

vi = Ain + 4 (Y) 

Yo = Aay2 + U2(Y), (2.13) 

satisface la condicidn A. 
Entonces siempre existen constantes c, y cz tal que las desigualdades 

pSe<l, Dh teil, < 
2 2 be, Chia, < er, Disa SL <a, (2.14) 

se cumplen y ademas implican 

yi, <2. (2.15) 
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Demeostracién. En la parte 1 de la demostracién, se demuestra el teorema 

suponiends que la siguiente desigualdad se verifica : 

jar Bas — Cus < miabGs + elSlGsl(L; > ros + fAllel) (2.16). 
En la parte 2 de la prueba se demuestra dicha igualdad. 

PARTE 1. Por hipétesis, sabemos que se cumplen las desigualdades 

eps, C2, 1M, <cy como Wy, = rg , V2 = yoge 
entonces )2, isl, < 2e). 

Lo cual implica que IA'llal, < 2e, pues 9, = A14,...,9: = AL y donde 
Af = (Aq,..., 2). 

Sea \ = [A], entonces Tal, < 2c,4-'. Como por el lema 3 

a ov 
Gis + va Ft = =v, Oy; = Gist eis 

se tiene entonces que 

55 = -~ sy, + (Csg — Gisgi) + x ows int Dy, ind Oy 5 Cie + Ys, 

lo cual implica que 

Gs = OMT Fan BREW — Crag) — 68s + UTZ SoCs + vis) 

< & * (aa > Toil + iA\fal)) +52, Fotlal 
+ OER DR lad + 6 D3 ja [BH | OF GT + es lil 
x lal (D2, [aid + 2M crA~!) + 2, [Elfen d- 
+ TDR WADE lod + D3 OR Gt? 7 led. 

La primera desigualdad se cumple por (2.16); fa segunda desigualdad se da 
pues [5|"' < e7! (esto se da por el lema 2). Ahora, si ee las 
dos series (C1s y (2s) y como se cumplen 77, lel, <1, Dh, < ay 

Piet Ie <c , se tiene que 

talGl, < 221 1G, (e(2e1 + [Al2014~") 
+ 2cyA7? + e112) + eta) +e7y2, lel,» 

si ahora escogemos a c de tal forma que 
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ex(2e + 2Alcd7! + 247? 4. 2e7) = . 

obtenemos 

2 IRer’ oT . 2 — 
ies IG, < 2 Vie il, +L, lead,» 

lo cual implica 

1 20 oy . 2 

2 vie Gl, <r Die lvl,» 

y como 372, Teil, <1, se tiene que 

2 = 2 
>». Mil, < 2 

y como por el tema 3 

bis = CE, 

entonces |€,| ~ |G] , por lo que finalmente si definimos a c) = 2 se tiene que 

2 2 
Vin fl <@ = =, 

y por tanto, la serie de potencias tiene radio de convergencia positivo. Asi, 

se ha demostrado la primera parte. 

PARTE 2. Demostraremos ahora que se cumple la desigualdad 

Dh HAW; — Cog X mnadlas + f6llrel(Lj > rigs] +iAllal). (2.16) 
Dicha desigualdad se demostrard en dos partes. En la parte (i) se demostrara 
la igualdad 

Thea wey; —Gsn =nabGs+mDp php < P',Gpl > YP*R..(i), 
mientras que en la parte (ii) demostraremos la desigualdad 

30 —— — = 
nop Rip < PGR > YP < cléllGsl(Dj > slgil + iAllal)... G2). 

Parte (i). Para demostrar esta parte, sea) = yi = nX¢ higY¥? y 

A=n-Aa= xq gigY¥® donde a es la serie de potencias que cumple la 

condicién A en ta forma norma! analitica. 

Si ahora calculamos 
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jen Re; — Gen Suey, + cary, —mnhign 

(A+ wd (vig) 3 + "or B8 yea) -ynhin 
= yi?g: St am,4 + yryeg gh 

= yilyigi ge + yogs 8) 
= w&p, zhi <P,Gr> YP, 

donde, como se hizo en el teorema 1 del capitulo 1, P representa la potencia 

en la serie h y R representa la potencia en la serie g;; con Gp = (91R, 92R). 
Como < P,Gr >=< P,Aan > + < P,Gp > pues gj = gi — Aa, entonces 

Diet Sets ~ Cg = nop php < P,Aag> YPtR 
+ wp pip < P,Ga> YP 

= nalp pip < P,A> YPtR 

+ MOP Rap < P".Gp’ > YP+R 

nadts+ mip pap < P",Gp" > YPHR, 

pues G’ = (g1,....g:.) = Ty donde 6 =< P,A >. De esta forma, hemos 
demostrado la igualdad (i). 

Parte (it). Para demostrar la desigualdad (ii), nétese que 

|< P",Gr" > |< 1P'IGa'| 
y como |G’ | = Yy>1 lgjr"| entonces se tiene 

ni Shall < P",Ga" > [YP x nd ihrllP“IY? > Yo lgial¥?, 
PLR j>tR 

Ahora, por el lema 2 existe « > 0 tal que |6| > € . Por el lema anterior 
para esta € podemos encontrar c tal que |P”| < c¢|é|. Esto nos implica que 

ndp lrellP'IY?D; > aRlgial¥*® < elé|lGrsl > él 
~ eléliGel(d; > ‘gil + |Aljal), 

(obsérvese que solo en esta ultima estimacién usamos la serie mayorante [g;| 
la cual esta dada por la forma normal analitica). Y finalmente obtenemos 

Ep, phi < P"Ga” > YP* ~ ol6liGal(C; > 1 losl + Alla 
Asi, hemos demostrado la desigualdad {ii). Ahora, de las desigualades (i) 

y (ii) obtenemos la desigualdad _ _ _ 

Cher SOtV; — Grom < madeas + cl8IG(X; > los +IAllal). (2.16) . 
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y asi, hemos demostrado la parte 2 y por tanto, se ha demostrado el lema. 

9 

Ejemp!o. Tomando el mismo sistema y la misma forma normal analitica 
del ejemplo anterior donde el sistema esta dado por 

zr, =90 

Bq = —22 +2122 + 32,7 — 32,3, 

y la forma normal analitica esta dada por 

y=0 
y= yet vaya» 

Supéngase que } < p < 1 , entonces mostraremos que las desigualdades se 

cumplen y por tanto, 7?., ial, < cz se cumple 

1) D2 led, = lel, + foal, = 0+ [ita + 31? — 321°], = |4p? — 3p?| <1. 

  

   
  

    

Dh Wil, + Pal, =0+f-2l,<c, conc > 1. 

Piet [| = = (32 |,+1521, +[34I, +|2I, =0+0404)= 1, $1 <c. 
Necesitamos ver que )77_, |& él, <2 . Si calculamos 

ao —— 
Dies lp = (El, + Gl, = 0 + By?], = 3p? < cn, 

obtenemos 37?_, lal, < c2 con c2 > 3. 

2.5. TEOREMA DE EXISTENCIA DE TRANSFORMACIONES 

ANALITICAS. 

Después de haber demostrado el tema anterior, podemos entonces enun- 
ciar y demostrar el teorema que garantiza en ciertas condiciones, que existe 

una serie de potencias la cual corresponde a una transformacién analitica. 

Teorema. Supdéngase que A = (A1,A2) correspondiente al sistema (2.3) 
satisface la condicidn W, que la forma normal formal (que corresponde al 

sistema (2.3)) satisface la condicién A , y que las ¢; son analiticas en el 

origen. 
Entonces, existe una transformacidn (2.4} analitica en el origen la cual lleva 

al sistema (2.3) en una forma normal formal. 

Demostracidén. La idea de la demostracién es la siguiente. La transformacién 

es construida por aproximaciones sucesivas, es decir se toma una forma nor- 
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mal analitica, y un sistema que coincida con la forma normal analitica hasta 

grado m. Por el lema 3 existe una serie de potencias (2.6) la cual lleva a dicho 
sistema, en un sistema el cual coincide con la forma normal analitica hasta 

grado 2m; por el lema 5, dicha serie de potencias corresponde a una transfor- 

macion analitica. De nueva cuenta se aplica el lema 3 (ahora al sistema que 
coincide con la forma normal analitica hasta grado 2m) y el nuevo sistema 

coincide con la forma normal analitica hasta grado 4m; de nueva cuenta, 
por el lema 5 la transformacién es analitica. Se procede asi sucesivamente, 

hasta que el sisterna resultante coincida completamente con la forma normal 
analitica. 

La parte 1 de la prueba, consiste en demostrar que en cada paso las 

desigualdades del lema 5 (nétese que aqui entra en juego la condicién A) se 
cumplen y por tanto en cada paso, la serie de potencias (2.3) tiene radio de 
convergencia positivo. 

En la parte 2, se demuestra que en cada paso de iteracion, la p con Ja que 
se tienen las desigualdades del lema 5 siempre varia entre 4 y 1 y asi, todo 

lo anterior se cumple en cada paso de iteracién. 
Finalmente, en la parte 3 se demuestra que como cada transformacidn 

es analitica y ademas tiene un radio de convergencia especifico, entonces la 
transformacién limite es analitica. 

PARTE 1. Por el lema 3 existe una serie de potencias (2.6) que lleva al 

sistema (2.5) el cual coincide con la forma normal analitica hasta grado m, 
(donde 1 < ord¥; < m, Vio = Vi y m+1 < ordy;) en el sistema (2.7) 
el cual coincide con la forma normal analitica hasta gtado 2m. Aqui, 1 < 

ord¥; S m,m+1< ord; < 2m < ordgy. 

Por el lema 5, se tiene que para el sistema (2.5) se cumplen las desigual- 
dades (2.14) para m = 2* (donde m denota el grado hasta el cual el sistema 
dado coincide con la forma normal analitica) lo cual implica que 

2 
Dia Heil, < e- 

El primer paso de esta demostracién, es tratar de ver que desigualdades 

andlogas a (2.16), se cumplen para el nuevo sistema (2.7). Para ello, sea 

r=omzpy R=cam*®p;comomt1 < ordé; < 2m entonces por el lema ° 

y utilizando la propiedad (3) (ver pagina 45) y el hecho de que 72, lel, < 
se tiene que 
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2 R\™ ome m+ 

Dien Wile < (2) = (22=2) <a m 2% < me, (2.17) 

de igual forma se obtiene 

Yh Ele < m, (2.18) 

Ahora, mostraremos que para |y;| <.R y m > 3 se cumple que para 

alguna 0 € [0,1] entonces |y; + 06} < r, que por la desigualdad del tridngulo 

es andlogo a demostrar que R + |é;|_ <r. Pero 

R+ (Ele = com p +m < pm +m28, 

Lo que tenemos que demostrar entonces, es que 

  

  

= m2 = 
pm= +m mere pman 

esto es 

m7? 
L <A, 

mm —] 

y como 

mm? m7? < -2 cle 

me 1 eap(@2)—1 < ba <Q S” 
se obtiene que efectivamente 

lye + 06] <r. 

Usando este hecho, la propiedad 3 (ver pagina 45), y como 1?., led, <ly 
m < ordy;; se obtiene la desigualdad 

m+1 

c le(¥ +S YF < ivi, <(5 ) <m7, (2.19) 

5 (ver pagina 45) se tiene entonces la desigualdad 
Por otro lado como ordé; < 2m y S32, Ele < m7? y utilizando la propiedad 
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2 OE; Qn 2 2m-1 . 

vise ml <p Laelia <p Sam (2.20) IIR 

Andlogamente , como WU; = Ge"™ con m4+1 < ord¥; <2my 

Di wily < m7? , se tiene la desigualdad 

  

2 2 — . _ 
Vier Wille < DL, Wile <7? < 8m. (2.21) 

Usando lo anterior y la propiedad 5 (ver pagina 45) se tiene que 

2 
Vijet Oy; In 

de donde finalmente obtenemos la desigualdad 

    

2mm pa | ame! “1 
< RB Lie Wile < S— S 4m . 

  

2 Oy; 1 
Viejat Bui le < 8m"). (2.22) 

Por ultimo, de la demostracin del lema 3, se tiene 

Wet Bit Dyer Os + Ys + G+) — MG = 
WAY +5) 4+ 9{¥ +5) -&(Y), 

de donde _ _ 

= -Lljn MA WOR HO + Wy + FH) 
+ A + Tha Seely + 161, y2 + O22) + pi(Y +=), 

y por tanto, sumando sobre las dos series y; y como se cumplen las desigual- 
dades (2.17),..:,(2.22) obtenemos 

    

Yi Wile < 47! ila + m6 + Ber + 5/Al), 
lo cual implica si m > 10 + 5c, + SIA], que 

2 m="(6 + 5c. + 5A 6+ 5c, + 5|A Ti File < SES FON) _ St 5a + IAI 1—4m-! m-4 \ (2.28) 

que junto con las hipétesis 

2Se<1, Chiled, <1 
2 . 16 2 ay, 16 
EilVil,<a-2, Yip oye | <a-a 
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implican para 

m=2 > maz{10 + 5c: + SAl, 3}, 
1 

que se cumplan todas las desigualdades siguientes (las cuales fueron de- 

mostradas anteriormente) _ 

Thi lla <m™? < ea, Dia lila <i 

Tha Me Vi + Vile < Di ieee Wala <o— mt me a 
it’ 2 ov a8. jan EE < Chie BEL, + Ea Ela < 3yj i=l | By; 

que conresponden al nuevo sistema F(a. 7). Asi, se ha demostrado la parte 1. 

  

1 ¥, 

PARTE 2. El siguiente paso de la demostracidn, consiste en mostrar que en 
cada iteracién, la nueva p (ndétese que en lo anterior el papel de la p lo jugaba 
la R) siempre varia entre 3 y 1; y asi todo lo anterior se cumple en cada paso 

de iteracién. 
Después de cada paso, el valor de m se duplica (m = 2*) y la nueva p 

, = =i 
llamada aqui R, decrece cym'm veces, pues = cm™ p; por lo tanto, lo 
unico que tenemos que demostrar es que siempre se tiene que p > 3. 

ke = se . 
Sea m, = 2* y ye = (c)™* , entonces es facil verificar que 

= 

Pkt = YM Pky 

no es otra cosa mas que 

= 
Pkt = Ps Il mem, 

sSick 

por lo que para k > s se tiene 

=2 
pe>ps T] vm. 

s<i¢k 

Afirmamos que el producto 

= 
TL wa, 

1£$i<eo 

converge. En efecto, si a este producto le aplicamos logaritmo,se tiene 
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Dea lay - 2 i} are = -DR Ba 7m — 20%, oe 
= Inca = -DpE, be 22g, &, 

y como estas dos series convergen, entonces el producto 

=2 

I vm > 0, 
sSi<eoo 

converge. Por lo tanto existe s tal que 

2 1 
TI wn > 5, 

sSigoo | 

de donde p;, > & para k > s y por tanto siempre se tiene que p > }. p 2 Pp 2 

En la demostracién del lema 5, demostramos la existencia de la con- 
stante c, para las desigualdades dadas por (2.14) pero nunca demostramos 

que siempre se puede cumplir 72_, lei, < 1. En este proceso haremos con- 

sideraciones a las otras desigualdades dadas por (2.14), lo cual sera mostrado 
detalladamente. Para esto, sea mp = 2” de tal forma que 

m, > max{10 + 5a, + 51a 6 3 12°}, 

Usando el lema 3, reducimos e} sistema (2.3) por "medio de un numero finito 
de iteraciones, al sistema (2.5) con m = mo. Ya que en cada paso de iteracién 

la transformacién correspondiente esta definida por polinomios, la transfor- 

macidn de (2.3) en (2.5) es analitica. Y como el sistema inicial es analitico 
por hipotesis del teorema, entonces el sistema (2.5) es analitico en el origen. 

Ahora como por definicién !a matriz de la parte lineal de una forma 
normal formal es de Jordan, entonces 

Viren 

W. = 021+, 
donde 4; no contiene términos lineales ni constantes. Si ahora en (2.5) susti- 
tuimos z; = fu; , obtenemos 

uy = Ayu t+... 

tg = Aqua + Bou, +... 

Como o =06¢ =1, sea f tal que 

c — 8 mle ™ B 2 
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Ahora sustituimos u; = 6u; , donde 6 < 1 es escogido de tal forma que en el 

sistema resultante se tenga 
~18 = 

Perle <1, Dh Ini, < Aye) Cijet |, <4, 
Esto siempre se puede hacer, porque 7; y y; no contienen constantes 

ni términos lineales. Las ultimas dos desigualdades garantizan que no se 

afectan las desigualdades dadas por (2.14) en este proceso. Entonces para 

este sistema, las desigualdades se cumplen para p = | y por tanto siempre se 
cumple 77, lei, <1, que es to que se queria demostrar. 

Por tanto, ya que siempre } 4 < py <1, las desigualdades se cumplen en 

cada paso de iteracion. Entonces, la parte 2 ha sido demostrada. 

  

PARTE 3. El ultimo paso de esta demostracién consiste en probar la con- 

vergencia de las aproximaciones sucesivas. 

Para m = 2*, la serie de potencias (2.6) sera. denotada como sigue 

Uys Y > X. 

Si lyil < pes , y como 12, [Ely < m7? se tiene que 

2 - 
De ly: — zi] < my 7 

Supongamos por un momento que un sistema ( expresado en variables 2), 
tz ) es llevado a una forma normal analitica ( expresada en variables y,, y2 

) por 2 iteraciones, donde el sistema ”intermedio” esta dado en términos de 

21, 22. Por la definicion de U, y por lo visto anteriormente, se tiene que 

  

Dien lei — til < my, Tha ly — ai] < m7, (2.24) 
Si se tiene que y; < } entonces tenemos que 

Thalw 2d = Chi lw — ai +a — al $ DRa(lei — 2a + ly — 2a) 
= Chi la- 2+ 02a ly - zl < my? + m7, 

la ultima desigualdad se da por (2.24). Con esta idea, podemos entonces dar 
el argumento en general. Si hacemos la composicién 

y= U0... 0UR, 

entonces el mapeo V, : ¥ — X es tal que para |y;| < } se tiene 

Wier We 2d < Dyaey 97? = Dojeay (BY™ 
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y como Dts m;—? converge entonces la sucesién de mapeos V_ también 
converge para |y;| < 4 

Asi la transformacién limite es analitica en el origen. Ademds esta trans- 
formacidn fue construida de tal manera que transformara al sistema (2.5) en 
una forma normal analitica (con m=mo). 
Y como dicho sistema fue obtenido del sistema (2.3) por una transformacién 
analitica, entonces la composicién de estas transformaciones es analitica en 
el origen y transforma a (2.3) en una forma normal analitica. Asi, el teorema 
esta demostrado. © 

Ejemplo 1. Considérese el siguiente sistema : 
z1=0 

Hq = ~ 2 + 2yLq + 3,7 + 32,3 + 2,222 ~ 9x14 — 625, 
el cual coincide con la forma normal analitica hasta grado 1 (et término 3z,? 
es no resonante). Por el lema 3 existe una transformacidn que lleva a este 
sistema en el sistema 

a1=0 

2q = ~2q + 2429 + 6249 + 217222 — 62,4 — 62,5, 
el cual coincide con la forma normal analitica hasta grado 2 (aqui el término 
6z;3 es no resonante). Tal transformacion es 

T) = 2 

22 = 224 32,7, 
la cual es analitica. Si ahora aplicamos nuevamente el lema 3 al sistema 

%4=0 
Zy = —29 + 2129 + 621? + 2y22y — 62,4 — 6215, 

el sistema resultante debe coincidir con la forma normal analitica hasta grado 
4. Si en particular le aplicamos la transformacion analitica 

ar" 

22 = y2 + 6ys°, 
obtenemos la forma normal analitica de grado 3 

yi =0 

Ya = —y2 + yy + yn? yo. 
Por lo tanto, si al sistema 

a=0 

Tq = —2y + 202 + 3zy? + 32,3 + 2,222 — 9x14 — 62,5, 
le aplicamos la transformacién analitica , 
aan 

Bq = yo + 3y1? + 61°, 
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obtenemos la forma normal analitica 

vi =0 
Yo = —y2 + yiy2 t+ yn? yo. 

Ejemplo 2. La transformacién 

ry 

teyty ty tin, 
que lleva al sistema 

ry = 2 

Zp = to 4 2,7 + 22,3 + 32,4, en la forma normal analftica 

way 

V2 = y2- 

es analitica. 

Ejemplo 3. La transformacién 

m= 

Ze = yo + 3y1?, 
que lleva al sistema 

z,=0 

Eq = —27 + 2122 + 3x)? — 32,3, 

en ja forma normal analitica 

i= 0 
Yo = —Y2 + M1Y2- 

es analitica. 

Ejemplo 4. La transformacidn 

a=" 

Zz = yo + Sy? + In’, 
que lleva al sistema 

£y= 2 

fo = —22 +42, + 32,3, 

en !a forma normal analitica 

wan 

Ye = —Yy2 

es analitica. 

58



  

EM 

"aud ws NO epg 
APENDICE. 

Este apéndice, contiene algunos resultados de la teoria cldsica de formas 

normales. Esto, con el fin de contextualizar esta tesis con los primeros resul- 

tados de esta teoria obtenidos por Dulac, Poincaré, Siegel, etc. (ver Arnold 

[2). 
En el estudio de la normalizacidn de sistemas analiticos, se distinguen dos 

casos sobre los valores propios de la parte lineal del campo : 

a) Cuando el cero no pertenece a la envolvente convexa de los valores 
propios, estos se encuentran en el dominio de Poincaré. . 

b) Cuando el cero pertenece a la envolvente convexa de los valores propios, 
estos se encuentran en el dominio de Siegel. 

E1 primer resultado importante sobre normalizacién analitica, es el teo- 
rema de linealizacion de Poincaré : 

Teorema. Si los valores propios son no resonantes y estan en el dominio de 
Poincaré, entonces existe una transformacién analitica que leva al sistema 
analitico 

X=AX+..., 

en la forma normal 

X= AX. 

Esto es, cuando un sistema cumple con las hipotesis del teorema, entonces 
puede ser linealizado. En la demostracién de este teorema (ver Arnold (2]} 
la cual resulta constructiva, se vé que si los términos del campo X son no 
tesonantes, pueden ser eliminados por una transformacion analftica. Dicha 
demostracidn se divide en 2 partes: una formal y una analitica. 

En la parte formal, a partir de la ecuacién dX -! se obtiene un difeo- 
morfismo ®* el cual anula al k-ésimo término. Dicho difeomorfismo, esta 
definido por la ecuacién homoldgica 

Lad = ~XF*, 

la cual se resuelve cuando L, es invertible (aqui entra el hecho de que los 
valores propios sean no resonantes). 

En la parte analitica, se demuestra que el difeomorfismo formal 
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construfdo en la parte anterior de la demostracién, es analitico. 

Para demostrar esto, primero se propone un campo vectorial Q cuyo 

difeomorfismo asociado mayora al difeomorfismo asociado al campo X; dicho 
campo Q es escogido de tal forma que su difeomorfismo este dado por una 
serie geométrica y asi, poder garantizar su convergencia. 

Despues, se encuentra la solucién analitica que resulta de aplicar @ al 
campo Q, y entonces, se demuestra que cada término de la expansion de 

Taylor del difeomorfismo asociado a la linealizacién de X estd acotado por el 

término correspondiente de la expansion de Taylor del difeomorfismo asociado 
a latinealizacion de Q (aqui sc utiliza el hecho de que los valores propios estan 
en el dominio de Poincaré). 

La definicién de resonancia a la cual se refiere este teorema, esta dada 
por ‘ 

Apr +. + Ap; — 1) +... + Ann = 0 

donde 3° p; > 2 con p; positivo. Obsérvese que esta definicién cs la misma 
que la definicién dada en el capitulo 1. 

Notese también, que la forma normal lineal es una expresién con un 
numero menor de términos (y en ese sentido, es una expresién mas simple). 

Supongamos ahora, que en el campo X existen resonancias, entonces, la 

forma normal no puede ser lineal (ver teorema 1 del capitulo 1). Pero dicha 
forma normal puede ser llevada a una forma polinomial. En la teorfa clasica 

lo anterior esté dado por el teorema de Poincaré-Dulac : 
Teorema. Si los valores propios estan en el dominio de Poincaré entonces 

existe una transformacién analitica que lleva al sistema analftico 

X=AX+W(X) 4... 

en la forma normal analitica 

X= AX + W(X), 

donde W(X) contiene solo un nimero finito de términos resonantes. 
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La demostracién de este teorema, es andloga a la demostracidn del teo- 
rema anterior, con la salvedad de que los términos resonantes no pueden ser 
eliminados. 

Finalmente, de acuerdo a Ja clasificacidn de formas normales que se did 

en la seccién 1.4., diremos cuales tienen sus valores propios en el dominio de 

Poincaré y cuales tienen, sus valores propios en el dominio de Siegel. 
a) A = ut+ivcon v #0. En este caso, la forma normal corresponde a 

valores propios en el dominio de Poincaré. 

b) A > 0. Aqui también, la forma normal corresponde a valores propios 
en el domino dé Poincaré. 

c) 4=0. En este caso, la forma normal corresponde a valores propios en 
el dominio de Siegel. 

d) 4 < 0. Aqui también, la forma normal corresponde a valores propios 
en el domino de Siegel. 
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