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Introducción. 

Las técnicas de análisis multivariado describen datos que de-

penden no solaaente del tamaño de la muestra, sino también del 

número de variables que se consideran simultáneamente. La des 

cripción se hace en términos de un número relativamente peque-

ño de parámetros, facilitándose así la interpretación de los -

datos. 

En la presente tesis se hace una revisión de las relaciones 

que existen entre algunas técnicas de la Estadística Multiva--

riada a saber: regresión,correlación canónica y análisis dis-

criainante. 

La regresión multivariada es el aétodo que ayuda a predecir y 

comprender un fenómeno, expresando un vector como una combina-

ción lineal de otro vector más un error. En la primera parte 

del trabajo se ver& que cuando la distribución conjunta de los 

dos vectores es noraal, el problema de regresión conduce al 

modelo lineal. 

Una forma de medir la correlación entre dos vectores consiste 

en encontrar combinaciones lineales de aabos de tal aa~era que 

la correlación entre ellas .sea máxima. En la segunda parte de 

este trabajo se tratará el método de análisis aultivariado que· 

deteraina estas combinaciones lineales y que se le co~oce con 

el noabre de correlación canónica. 
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El análisis discriminante es el tercer método que será tratado 

en este trabajo. Dada la existencia de R poblaciones y dadas 

R muestras aleatorias de individuos de las cuales se sabe que 

la R-ésima proviene de la R-esima población, el análisis dis-

criminante proporciona una regla para asignar de manera óptima 

otros individuos a una de las R poblaciones de las cuales-se 

sabe proviene pero no exactamente de cuál de ellas. 

Usualmente el plantea•iento de_ las técnicas arriba descritas -

se hace en forma independiente. Aquí se pretende mostrar la 

parte común a estos métodos, así como algunas semejanzas. Se 

expondrá la forma específica en la que en cada uno de ellos -

aparece la •atriz de coeficientes de regresión 6. 

En la primera parte del trabajo se presenta la ecuación de 

regresión, con el objeto de mostrar que la regresión múltiple 

no es sino un caso particular de la multivariada. 

También se explica la similitud entre regresión múltiple y 

correlación canónica, al exhibir que la correlación c~nónica entre un esC! 

lar y un vector, coincide con la'correlación entre el escalar y la combina 

ción lineal del vector detenúnada J?OT los coe:f;icientes de regres-ión. Se 

muestra además que tal correlación es igual al coeficiente de c~rrelación múlti 

ple. Este hecho permite considerar a la correlación canónica 

como una forma de generalización de la correlación múltiple, 

Con el objeto de vincular el análisis discriminante con los -

métodos anteriores, se presenta la relación que existe entre 
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la función discriminante de dos poblaciones y el coeficiente 

de regresión. 

Las relaciones antes expuestas pueden parecer teóricas, sin 

embargo, se muestra que la concordancia tiene sentido practi 

co en base a varios ejeaplos. 

Finalmente se muestra que los valores característicos neces~ 

rios para 'determinar la función discriainante, están relacio 

nados con la correlación canónica tanto para el caso de dos 

poblaciones como para el caso de R poblaciones (R>2) 

El objeto de presentar las relaciones que existen entre las 

técnicas del análisis aultivariado antes descritas, es el de 

facilitar al estudiante la coaprensión y aanejo de éstas. 

Se omite la descripción detallada-de cada técnica, haciéndose 

énfasis únicaaente en las propiedades aás relevantes y en 

ejemplos que permitan al lector captar los conceptos en forma 

intuitiva. 
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l. Regresión y modelo lineal en la normal. 

El estudio de relaciones de dependencia entre varias variables 

se presenta frecuenteaente en estudios con fines de predicción. 

El modelo de regresión lineal múltiple es utilizado para este 

propósito, por ejemplo, en la predicción de la producción a par 

tir de las exportaciones, la inversión y el gasto público. 

En este capítulo se obtendrá la ecuación de regresión y semos 

trara que en el caso de que la distribución conjunta de y y x 

sea normal, el modelo de regresión lineal 

Y1 (lxq) = X(lxm)B(mxq)+E(lxq) (1) 

está representa do adecuadaaente por esta ecuación. 

Es importante notar que la ecuación de regresión, definida como 

la media de la distribución condicional de y dado x, y el aode-

lo de regresión lineal coinciden en el caso de que la distribu--

ción conjunta sea normal, pero pueden ser diferentes en otros 

casos coao sucede en el siguiente 

).X y xy 
Sea f(x,y) = R µ ª 

x!y! con x,y=-0,1, .•• y donde 

).,µ,a>O y Res una constante definida de tal forma que f(x,y) 

es una densidad. 

f(x) .. E 
y•O 

Y dado Xax es 

La densidad marginal de x es entonces 

R).x .,. __ 
x! 

X 

eµa y la densidad condicional de 
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f(YIX=x) f(x.y) = 
f(x) 

R
,x y xy 
1\. µ a 
x!y! 

X 
y xy -µa µ a e 

X -µa X y e (µa ) 
y! 

una Poisson con parámetro µax, por lo tanto la ecuación de re 

gresión es E(YIXmx) 2 µax que no es lineal en x y por lo 

tanto no coincide con el modelo de regresión lineal (1). 

Sea U(pxl) ~ N(µ,A) y sean las particiones 

µ (1) 
: 1 
~ (1) 

~q [µ(l)l(qxl) 
• ( 2) = 
~1 (2) ( 1) • µ mx 
• ( 2) . 
lJm. 

• µ= o • [:] 
(qxl) 

(mxl) 

donde q+m=p, µ(l) es la media de Y, µ( 2 ) la de X, A
11 

la aatriz 

de covarianza de Y, A
22 

la de X y A12 la de Y y X. A continua 

ción se ilustra con un ejemplo las particiones de un vector de 

dimensión 3 y de su correspondiente vector de medias y matriz -

de covarianza . 

Ejemplo.- El 
, 

ma-1:z mejorado híbrido se distingue del común por-

que aquel es el resultado de un cruzaaiento entre dos tipos de 

maíz. Dependiendo de la forma en que se suministra agua a la -

tierra en la que se siembra un cultivo, se distinguen tres tipos de ésta: 

tierra de riego, de temporal y de jugo o de humedad. La primera es la que 

normalmente recibe agua sUIT1.inistrada por medios, obras o mecanismos ideados ;s 

por el hombre, la segunda es aquella que depende para su cultivo del agua 

de lluvia que cae directamente sobi:e ella~ y la tercera es la que en forma 
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natural y permanente recihe y conserva de fuentes subterráneas humedad su-

ficiente adicional a la de lluvia. 

Considérese el vector U=(u
1

,u
2

,u
3

) 1 cuyas componentes son: 

u 1- precio rlffai máximo por Kg. de maíz aejorado, 

u - rendimiento máximo en Kg. por hectárea de maíz mejorado 
2 

en tierra de riego y 

u 3- rendimiento máximo en Kg. por hectárea de maíz mejorado 

en tierra de temporal. 

El vector U se distribuye normal con mediaµ y matriz de 

-cova.rianza A. A partir de 22 observaciones del vector U t~ 

madas del 5° censo agrícola-ganadero y ejidal, se calculan 

estimadores 

n 

0: ... 1 
E Uh 

n h•l 
y 

de la media y la matriz de covarianza, donde n=22. De aquí 

se obtiene 

,. 1.08] µ = 3660.09 
2114.23 

y 
[

.007 
s = . 

3.24 
319065.8 

l. 52] 
67110.55 
87907.04 

Sea U• [:;] • [:] 

(lxl) 

(2xl) 
una particion del vector U, entonces 

.... 
las correspondientes particiones deµ y S son 

µ = [366~:g!] = [~!]· =!º~:~] y 
2114.23 º3 u 
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s = 

donde u. 
1 

[

.007 3.24 
319065.8 1,52]-fª_1_1=.__ s12 ª13]-[

8
11 

67110.55 - 1ª22 ª23 -
87907.04 1 S 

1 
8

33 21 

= l ~ uhi para i=l,2,3, esto es, u(l)=l.06 es la 
n h=l 

media del precio rural aáximo por Kg. de maíz mejorado y 

U (2) - (3660.09) t~ f d 1 d" d di . 
2114 • 23 es a arma o por as me 1as eren miento 

máximo en Kg. por hectárea de maíz mejorado en tierra de rie 

go y de temporal. 

Recuérdese que s .. 
1J 

1 n 
= n-l E (uh.-u.)(uh.-u.) para i,j•l,2,3, 

h•l 1 1 J J 

1 
n . 2 

por tanto s 11 = n-l E (uh 1-u 1) • .01 representa la varianza 
h .. 1 

de la variable Y, 

= (319065.8 

covarianzas de X y 

n 
E (u -

bal b2-u2)(ub3-u3) 

n 
E (uh 1-~1 )(uh 3-~

3
))-=(3.24 1.52) 

h•l 

la matriz de covarianza de las variables Y y X. 

Sea U(pxl)-N(µ,A) y considérense las particiones inicialmente 

dadas. 
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Sean f((y~x')) la densidad de U y g(x') la densidad 

aarginal de X. Entonces la densidad condicional de Y ·dado. 

Xax esti dada por 

h(y[X•x) m f((y,x')) 
g (x') 

donde u e(!) 

1 

.. (21T)l/2p 
1 

(21T)l/2p 

1 -1 
exp[- -(u-µ)'A (u-µ)1 

2 

(2) 

La expresión reducida de (2) se encuentra en libros de anali-

sis multivariado. Debido a que son importantes las operacio-

nes algebriicas para llegar a dicha expresión, a continuación 

se presenta el desarrollo paso a paso. 

Priaeramente, se escribe de aanera adecuada la forma cuadrit! 

ca del numerador. Para lograrlo, se buscauna forma explícita 

para el inverso de A. 

aultiJlicando A por Re igualando 

a I(pxp), ya que AA-l = 1, se obtiene 

Rll (All-Al2 
-1 -1 e A22 A21) 

(A22-A21 
-1 -1 

R22 .. Al l A12) 
-1 

A12(A22-A21 
-1 -1 

R12 '"' -A Al 1 Al2) 11 

R21 • 
-1 

-A22 A21 (All-A12 
-1 

A22 A21) 
-1 
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-1 
por ser A simétrica, R12 R

21
. 

-1 -1 
Sea B • A12 A22 y denotese A11-A12 A22 A21 ~ All.Z y 

-1 
A22-A21 All A12 • A22.1' entonces 

-1 
A • 

Por otro lado, sea 

[ 

A~i.2 
M ~ -1 

-B'All.2 

como 

de aquí se tiene 

O l [ I ºJ- l 
A22 -B1 1 

M .. [ 1 . º] 
-B' 1 

O l [I -Bi A;; O I 
-1 -1 -1 -1 

como M • A y Azz.l = A22 + B'All.ZB 

ahora se escribe 
1 -1 

(u-µ) A (u-µ) 
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(u-µ)' -1 A (u-µ) [

y-µ{1)]
1 

x-µ ( 2) [ 

-1 
All.2 

1 -1 
-B All.2 

y-µ .. [ (y-µ{l))A-l -(x-µ{ 2 ))B'A-l 
[ 

(1) l 
(2) 11.2 11.2 

x-µ 

[ 
(1) l (2) -1 1 -1 (1) -1 y-µ 

(x-µ )(A22+B All.2B)-(y-µ )All.2B] (2) 
x-µ 

~ (y-µ(l))' A-l (y-µ(l))-{x-µ( 2 ))B' A-l (y-µ(l)) + 
11.2 11.2 

Nótese que el priaer término incluye el vector compuesto por 

el transpuesto de la diferencia de la variable y respecto a 

su media, menos una combinación lineal determina.da por B de 

las diferencias de x menos su media. 

Sustituyendo en la densidad (2) se obtiene 

h(ylX=-x) = 

1 1 (2) 1 -1 (2\. 
l / 2 exp( - 2(x-µ ) A22 (x-µ 11 

IA22I 

1 { 1 (1) (2) , -1 (1) (2) } ,. ¡ exp - -[y-µ -B(x-µ )]A [y-µ -B(x-µ )] 
~ 11 2 2 11.2 
'""11.2 -
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Puesto que ésta es una densidad normal, la variable YIX=x es 

normal con media 

(3) 

y aatriz de covarianza 

V(YIX=x) a All.Z 

E(Y!X=x) es lo que se conoce como la ecuación de regresión de 

-1 
Y en X=x, con 8sA 12 A22 la matriz de coeficientes de regresión. 

• 1 DenotaMloa E(Y!X=x) por h y tomando la traspuesta de la ecuacion 

(3), se tiene la expresión más usual 

h i • ( x- µ ( 2) ) ' B ' +µ ( 1 ) ' (4) 

que desglosada en sus elementos se escribe 

••• t h ) = 
q 

(1) m (2) (1) • (2) (1) m (2) 
(µ

1 
+ E (x.-µ. )Bil,µ

2 
+ E (x.-µ. )B.

2
, ... ,µ + E (x.-µ. )B. ) 

i•l 1 1 i=l 1 1 1 q i=l 1 1 iq 

Mejía (1976) presenta algunas aplicaciones de esta ecuación • 

. A partir de (4), el modelo de regresión múltiple se obtiene 

cuando q~l. En este caso (4) es un núaero real con (x-µ( 2 )) 1 

d d . •I l B' 1 (l)' b" 1 1 1 e 1mens1on xm, mx yµ es taa ien un numero rea . 

Volviendo a la ecuación de regresión aultivariada, nótese que 

x' es un vector de constantes conocidas de dimensión lxm, B' 

. d I d "d (l)' <2 >' es una matriz e parametros esconoci os mxq, µ yµ 
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vectores de parámetros desconocidos lxq y lxm, respectivamente. 

De la ecuación (4) se obtiene 

Agrupando todos los paráaetros desconocidos, agregando a la 

matriz B' un renglón (el priaero) con los elementos de 

(1)' (2) 1 
, B 

[
. ( 1) ' ( 2) 1 J 

µ -µ B, se tiene ahora B* = µ ;~ de dimen-

ª i ó n ( a+ 1 ) x q • , 

Agregando ax' una columna de unos (la primera), se tiene 

vm(lx 1
) vector de dimensión lx(m+l) y (4) se puede expresar 

como 

h' = vB* 

denotando a la variable aleatoria YIX=x como w se tiene 

w = vB* + E (5 ) 

donde E es un vector aleatorio lxq con E(E)•O y V(E)=A
11

_
2 

La ecuación (5) desglosada se escribe 

(w 1 , w2 , .•• ,wq) ~ 

a+l a+l * a+l * 
( E v.B~l' E v.B. 2 , ... , E V.B. )+(E 1 ,E 2 , ..• ,E) 

j .. 1 J J j=l J J j~l J Jq q 

m+l * 
Nótese que E V.B.K 

j•l J J. 
= (1) + : ( (2) ) µK . ~ x.-µ. B.u 

i•l 1 1 1z,,. 

- 12 -
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Ahora bien si se toman n observaciones de w, i.e., una observa-

ci6n del vector Y para cada uno de los valores x(l)'ºº"'x(n) 

del vector X, se obtiene 

W = VB* + e 
1 x(l) 
1 ' 

donde W • 

I~::] 
es una matriz nxq, V = ~(2) es 

1 x(n) 

una matriz nx(m+l) y e es la matriz de residuales nxq. 

Hemos llegado entonces al modelo lineal multivariado (5) a partir 

de la ecuación de regresión (4). 

Ejemplo.- Siguiendo con el ejemplo anterior, sea U:a(u
1

,u
2

,u
3
)' 

'\fi(µ,A) y considérense las particiones de U,µ y S como anterior-

mente se definieron. 

Considérense 22 observaciones del vector X (rendimiento máximo 

' 
en Kg. por hectárea de m~íz mejorado en tierra de riego y de -

temporal) y sean Y(l)' Y(Z)' , Y(ZZ) las 22 muestras corre~ 

pendientes del vector Y {precio rural máxiao por Kg. de maíz 

mejorado) dados aquellos 22 valores del vector X, x(l)'x( 2)'"ºº' 

Entonces 
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.. 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

V - 1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

.95 
l. 09 
l. 08 
l. 09 
l. 22 
l. 10 
l. 05 
l. 22 
l. 04 
l. 20 

.98 
W • • 96 

1 .16 
1.15 
1. 16 
l. 08 
1. 12 
l. 02 

4000 
3140 
3423 
4085 
3175 
3826 
3650 
4927 
3916 
3639 
3687 
2480 
2934 
2936 
3753 
;37 50 
4533 
4476 
3714 
3167 
3720 
3591 

.95 
l. 10 
l. 0_9 
l. 00 

2555 
1835 
1700 
1755 
2423 
1837 
2418 
2683 
2720 
2232 
2015 
1990 
1708 
1964 
2000 
2195 
2214 
2000 
2110 
2210 
1993 
1956 

es de dimensi6n 22xl , 

~ 

de dimensi6n 22x3 

J 
~:-

-!_._~ 

',.,-

··i 
~ 
~-

\,, j 
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..... 
Seanµ [ 

___ 1.:.Q-ª] ~u_lj [u (l)l 
s 3660.09 = ~ 2 = u(2) 

2114.23 u
3 

S = [ 
0 

O O l 319 O 6;: ! 4- - 6 711 ~: ; !] = 
1 87907.04 

_ll~"§l2-~lJ 
[

s • s s l 
1 22 23 
1 

8
33 

-1 (.000003734 8 22 • 
-,000002850) (ª;~ 

,000013552 • s 
23) :33 , entonces 

" -1 (3.24 
B .. 8 12 8 22 • 

1.52) (·000003734 

.0000113) 

- . 000002850) 
.000013552 

"' (.00000776 

u -
l 

[
l.029 l 

• .00000776 
.0000113 

• .007-(3.24 

"' . 0069 

l. 52) 

y 

(·000003734 

..... 

• 

- . 000002850) (3. 24) 
.000013552 1,52 

No tese que el primer elemento de B* se obtiene de BUS otros 

dos elementos, y a BU vez éstos son coabinaciones lineales 

del priaer renglon de la matriz 8 12 
con la matriz -1 

8 22· 

- 15 -
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Con los datos anteriores se tiene el modelo lineal 

,.. 
W = VB* + e (6) 

A 

donde e es el vector de residuales es W-VB* 

" En este caso All.Z es un escalar, coincidiendo con el modelo 

" de regresión usual. Sustituyendo los valores de W, V y B* 

en (6) se obtiene 

.95 
l. 09 
l .'08 
l. 09 
l. 22 
l. 10 
l. 05 
l. 22 
l. 04 
l. 20 

.98 

.96 
l. 16 
l. 15 
1.16 
l. 08 
l. 12 
l. 02, 

.95 
1 .-1 O 
l. 09 
l. 00 

l. 08 
l. 07 
l. 07 
l. 08 
l. 08 
l. 07 
l. 08 
l. 09 
l. 09 
l. 08 
l. 08 
l. 07 
l. 07 
l. 07 
l. 08 
1.08 
l. 08 
l. 08 
l. 08 
l. 07 
l. 08 
l. 07 

+ 

mientras que la ecuaci6n de regresión es 

h' • l.08+(x¡-3660.09, Xz-2114.23) (·ººªºº776t 
.00001133J 

= l.08+.00000776x
1
-.028+.00001133x

2
-.o23 

• 1.029+.00000776x
1
+.00001133x 2 

- 16 -
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Nótese que al sustituir valores de x 1 =(x
1

,x
2

) en (8), se obti~ 
A 

ne el renglón correspondiente de.la matriz VB* en (7). Por 

ejemplo, tómese el septiao renglón de la matriz V sin conside-

. rar la priaera columna, i.e. x( 7 ) • (3650 2418), al sustituir 

en (8) se obtiene 

~' 
n ~ l.029+.0283+.0274 a 1.085 

A 

que corresponde al séptimo renglón de la matriz VB*. 
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2. Correlacion Canonica. 

Supongase que se quiere conocer la correlación entre dos varia-

bles vectoriales, por ejemplo, el consumo de,leche y huevo con 

relación al precio de los mismas. Para resolver esto, se pro-

pone encontrar una suma ponderada de cada variable en forma 

tal que la correlacion entre ambas sumas sea aaxima. Al méto-

do que determina estas combinaciones se le llama correlación 

canonica. 

Dado u-[!] (qxl), el problema de correlacion canonice consiste 
(mxl) 

en encontrar una combinacion lienal de Y, a'Y=Y (a'(lxq)), y 

otra de X, b'X=W en forma tal que la correlacion entre ellas 

sea aaxima. El coeficiente de correlacion canonice pe entre 

las dos· variables resultantes se define entonces coao 

cov(Y ,w) 
p = 

c ivar (Y) var (w) 
Al máximo coeficiente de correlacion ca-

"" . 1 d (1) 1 11 . f' . t non1ca se e enota como p y se e ama primer coe 1c1en e 

de correlacion canonica 

les Y¡ y w
1 

asociadas a 

c 

entre Y y X. A las combinaciones linea

p(l)se les denomina primer par de varia
c 

bles canonicas. La segunda correlacion canonica se determina 

por medio de combinaciones lineales y 2 y w2 tales que de todas 

las combinaciones lineales no correlacionadas con Y¡ y w1 , estas 

segundas variables canonicas proporcionen la segunda máxima co-

rrelacion canónica 
(2) 

pe. • La tercera correlacion canonica se 

determina por aedio de combinaciones lineales y 3 y w3 tales que_ 

entre todas las combinaciones lineales no correlacionadas con 
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Y{ y w
1

, ni y
2 

y w
2

, estas terceras variables canónicas propor-

cionan la tercera máxima correlación canónica. Cada pareja su-

cesiva de variables canónicas se determina en forma análoga, y 

si q~, habrá q correlaciones canónicas y q parejas de varia-

bles canónicas. En este capítulo se formaliza la forma de ob-

tener todas las posibles correlaciones y parejas de variables 

~ . canon1cas. 

Sea u=[!] (qxl) considérense las particiones 
(111.xl) 

µ= ["º)] (qxl) A,[ All Al2 l de la media y la aatriz de (2) y A21 A22 µ (mxl) 

covarianza de U. 

Sea p•q+m, para obtener la primera correlación canónica entre 

Y y X se plantea el problema 

aax 

a,b 

cov(a'Y, b 1 X) 
corr(a'Y, b'X)ª max 

a,b [var(a'Y)var(b'X)] 112 

Sin perdida de generalidad, ya que la correlación es invariante 

a la multiplicación por constantes, se toman las condiciones 

var(a'Y)=l Y 

nótese que var(a'Y)=a'A
11

a , var(b'X)=b 1 A22 b y 

cov(a'Y, b 1 X)aa 1 A
12

b, entonces se busca 
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sujeto a 

max a 1 A12 h 

a,b [ (a'A11ª) (b'A22b)] 1/2 

a'A a=l 
11 

y b'A b=l 
22 

Introduciendo multiplicadores de Lagrange, esto es lo mismo que 

maximizar 

Las primeras derivadas parciales igualadas a cero son 

:¡ -l-a 1 A
11

a•O 
2 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Premultiplicando la primera ecuación por a 1 y la segunda por 

De aquí se ve que si A12 

tiene elementos distintos de cero, A=#o, y que la primera co-

rrelacion canónica coincide con X. De esta manera se cons-

truye con las ecuaciones (1) y (2) el sistema 

-. 20 .. 

1 
l 

' 



[:}. o (5) 

de aquí se observa que la primera correlación canónica es la 

aaxima solución Al de 

-AAll 

- o (6) 

Coao A22 es no singular, se tiene 

... 

-

Por lo tanto, el determinante en (6) sera cero si y solo si 

(7) 

Nótese que (7) representa una ecuación polinomial de grado q y 

por lo tanto tiene q raíces. Sean estas raíces 
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Ya se vió que b'A 12a=A, por lo tanto maximizar b'A
12

a significa 

tomar A=A 
1

• Sean a 1 y b 1 las soluciones de (5) ~ara A•A
1

, en-

tonces y 1•a 1
1 y y w1= h 1 'x tienen máxima correlación y cumplen 

Supongamos que ahora se desea obtener una segunda combinación 

lineal de Y, y=a'Y y una segunda comibnación de X, w~b'X, con 

varianza 1, tal que de todas las combinaciones lineales no co-

rrelacionadas con y
1 

y w
1 

teóga máxima correlación i.e. se quie-

re maximizar 

a'A aml 
11 

Introduciendo nuevamente multi-

plicadores de Lagrange se tiene ahora 

Los derivad~s parciales igualadas a cero son 

(8) 

(9) 

Preaultiplicando la primera ecuación por a 1

1 
y la segunda por h 1

1 
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Por lo tanto (8) y (9) es lo mismo que (1) 

y (2). La solución al probleaa es entonces A=A
2

, sean a
2 

y ·b
2 

las soluciones de (5) para estevalor de A, entonces y •a 'Y y 
2 2 , 

w2 =b
2

1 x tienen aaxiaa correlación y cumplen con las condiciones 

antes mencionadas. 

Este procedimiento se continúa en forma tal que es posible des-

componer Y y X en coabinaciones lineales de sus elementos, au-

tuamente independientes y con correlación máxima entre parejas 

de combinaciones. Dicho de otra manera, se puede descoaponer 

Y en y 1 ,y 2 , ..• ,yq y X en w1 , w2 , •.• wq tales que cov(yi,yj)~ 

cov (w. ,w.)•cov(y. ,w.)'"'O i*:j y las cantidades 
1 J 1 J 

A • 
i 

cov'(y. ,w ) 
1 . 

[ va r ( y . ) va r ( w • ) ]1 /2 
1 1 

i•l,2, ... ,q se 

restricción var(y.)•var(w.)•1. 
1 1 

aaxiaizan sujetas a la 

Como los coeficientes de correlación canónica son invariantes 

bajo cambios en las unidades de sedición, éstos pueden ser es-

timados indistintaaente a partir de S, la.matriz de covarianza 

muestra!, o R, la matriz de correlacion auestral. En cuanto a 

los coeficientes á. y b. no se puede decir lo mismo. 
1 1 

Si a. y 
1 

b. se calculan a partir de S, éstas se aplican a las variables 
1 

originales; si se calculan a partir de R, se aplican a las 

variables O!'i&tnaleg: ·estandarizadas. 

La relaci6n que existe entre unos coeficientes y otros es la 

siguiente 
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Sea 
ª11 8 12° 0 08 lp 1 r 11 · .. r¡p 

entonces 

diag 

S= s21 :22···~2p y R: r21 1 ..... r 

s pl s p2 .•• spp 1 r pl r p2 

1 1 1 
(-_ -_ ,· ·;r;- ) 
~ ¡;;-2 spp 

S d . ,_1 ' _!_ __!_ ) 
iag ~ re;;···, lspp 

2P 

,. R 

Por lo tanto, si a., b. ial,2, .•. q se calcularon a partir de 
l. l. 

"* 
s' y "* a. , 

l. 
b. 

l. 
se calcularon a partir de R, se tiene que 

diag (-1- • _1_ , .•• _-_1_) 

~ rs;- lspp [,.. "*] a. a. 
:t. .. l. 

* s. s. 
1 l. 

Para ilustrar considérese el siguiente ejeaplo. En base a dos 

mediciones dadas por Rao, sobre el primero y segundo hijos 

adultos en una muestra de 25 familias, Anderson investiga las 

relaciones entre las mediciones del primero y segundo hijos 

como sigue. 

las aediciones x 10 longitud de la cabeza del primer hijo en 

la familia a, x
20 

el ancho de la cabeza del primer hijo, x
3

á 

longitud de la cabeza del segundo µijo y x
40 

el ancho de la 

cabeza del segundo hijo. 

tle la media y la aatriz de covarianza, donde na25. De aquí se 

obtiene µ'•(185.72, 151.12, 183.84, 149.24) y 
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s - [ 

- [ 
Sea 

95.2933 52.8683 : 
54.3600 : - - - - . 

8
11 

8

12 J 8
21 

8·22 

[ 
1.0000 0.7346 

R• 1.0000 

( 

R12 l l Rll = 
· R21 R22 

69.6617 
51.3117 

100:-8061 

o. 7108 
0.6932 
1.0000 

46.1117 l 
35.0533 - - - - -56.5400 
45.0233 

0.7040 l O. 7086 
0.8392 
1.0000 

la matriz de correlacio.nes. Dado que las soluciones de 
-1 

IA 2
S11 -s 12 s22 s21 l=O son las mismas que las de 

mas sencillo trabajar 

con esta última se tiene 

-1 [º. 405 769 
R R "" 22 21 

0.363480 

o .. 

.. [0.544311 

0.538841 

0.544311-v 

0.538841-0.7346-v 

0.333205] 

0.428976 

0.538841] 

0.534950 
I sea V=A 2

, 

0.538841-0.7346-v 

0.534950-v 

• 0.460363v 2
- 0.287596v+ 0.000830 

- 25 -
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Las raíces son 0.621816 y 0.002900, por lo tanto X1=0.788553 

y ).2- 0.053852 

La 9olución de ¡-ARll 
R21 

(o. 0566) 
0.0707 y 

Y la correspondiente a X2= 0.053852 

" b :a 
2 ( 

0.1760} 
-0.2619) . 
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es 

e O correspondiente a 

(
0.0502) 
0.0802 

a = 
2 

·r 0.14ººJ 
-0.1870 

y 

' . .J 



3. Análisis Discriminante. 

Se tienen definidos dos grupos de lectores, dependiendo del 

períodico al que están suscritos, y se conocen vectores aues 

tra de características socio-económicas de cada uno de ellos. 

Supóngase que se tiene un vector observado de características 

socio-económicas de un individuo que se sabe lee uno de los 

dos periódicos, pero no exactamente, cuál de ellos. Se plan-

tea entonces el siguiente problema. Dadas las muestras de -

los grupos, se desea construir una regla que permita decidir 

a cual de los grupos pertenece el individuo de qui~n se cono 

ce un vector de observaciones. Por lo general, esto se resol 

verá a través de funciones discriminantes, y es el caso que 

se tratará ~quí. 

En general, si se tienen definidas R poblaciones, y se conocen 

muestras de cada una de ellas, el análisis discriminante pro

porciona reglas basadas en dichas muestras que asignan una nue

va observación dada, a una de estas poblaciones. 

En este capítulo se obtiene la función discriminante entre dos 

poblaciones y en el capítulo que se relaciona el análisis dis

criminante con correlación canónica, se generaliza la obtención 

para R poblaciones. Para obtener la función discriminante entre 

dos poblaciones y el criterio para clasificar una observación 

determinada en una de estas poblaciones, se seguirán dos métodos 
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distintos y se mostrará que se llega al mismo resultado. 

El primer método consiste en definir dos regiones, bajo cier 

tas restricciones, en forma tal de que si una observación 

está en la región uno, se dice que tal observación pertenece 

a la población uno, si esto no sucede, entonces la observación 

pertenece a la población dos. 

A continuación se desarrolla este método. 

Supóngase que .se tienen dos poblaciones v
1 

y v
2 

las cuales -

están totalmente caracterizadas por sus densidades f 1 (x) y 

f
2

(x), respectivamente. Esto es, si un individuo al que se 

le asocia un vector de mediciones x=(x 1 ,x 2 , ... xm)', pertene-

entonces x~f.(x), i=l,2. 
l. 

Supóngase que se conocen las probabilidades de pertenencia a 

las poblaciones. Sean P¡ la probabilidad de que un individuo 

x pertenezca a v
1 

y p
2 

la probabilidad de que x pertenezca a 

Dado un individuo xe6?m, al ser asignado a una de las dos pobla 

cienes v
1 

o '11' 2 , puede cometerse uno de los dos siguientes err~ 

res. O bien x se asigna a v 2 y pertenecía a ~l' o x se asigna 

a 7T 1 y pertenecía a '11'2 . Sean c(2ll) y c(lj2), respectivamente, 

los costos imputados a estos errores. 
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"' '• 

~ ' 

. ' 

. ' 

-- - -- - - - -

La pérdida esperada de la clasificación err5nea es entonces, 

(1) 

donde R1 es una región de «'1 definida de tal forma que si 

xER 1 , entonces x se asigna en n
1 

y análogamente para a
2

. 

Además R1VR 2=a'8 Y R
1

í1R
2

=~ 

Dado un individuo x, el problema de asignarlo a n
1 

o n
2 

se 

resolvería si R1 estuviese definida. 

Una forma de definirla sería minimizando la pérdida esperada 

(1). Como f f 1 (x)dx+f f 1 (x)dx=l , (1) se puede escribir de 
Rl R2 

la siguiente forma 

lle aquí se ve que este valor será mínimo cuando 

(2) 

sea mínimo . 

- 29 -



• 

~c[c(ll2)p 2 f 2 (x)-c(2ll)p
1

f 1 (x)]dx 

1 

- f[c(ll2)p 2 f 2 (x)-c(2ll)p
1

f
1

(x)]dx > O V RC~m 
R 

c c U c e Dado que R
1 

se puede expresar como (R
1

nR) (R
1
nR) y R se 

(3) 

c puede expresar como (RnR
1

)U(RnR
1
), el lado izquierdo de la 

desigualdad en (3) es mayor o igual a 

icnR[c(ll2)p2f2(x)-c(2ll)plfl(x)]dx 

1 
(4) 

Por la definición de R~, la primera integral es >O y la segu~ 

da ~O, por lo tanto, la expresión en (4) es ~O V R y ·1a expr~ 

eion en (2) ee m!nima . 

c Nótese que la definición de R
1 

coincide con la de la mejor -

regi6n critica dada en el lema de Neyman-Peareon para realizar 

la prueba f(x) .. f
1

(x) 

Suponiendo que f
1

{x) y f 2 (x) son densidades normales con medias 

µ
1 

y µ
2

, respectivamente, matriz de covarianza común A y c(ll2)• 

c(2ll), R
1 

se puede expresar como sigue 

R .. 
1 

- 30 -



... 

{ -=nm ! 1 ( ) 1 A- 1 ( ) l > 1 ( ) , - 1 ) . } = A~ - 2 x-µ 1 x-µ 1 + np 1 - 2 x-µ
2 

A (x-µ
2 

+lnp
2 

Por tanto, la regla de decisión será, asígnese x a la población 

7r 
1 

si 

y asígnese x a n 2 si esta desigualdad no se cumple. 

El segundo.m~todo consiste en maximizar la variación entre 

la$ poblaciones y al mismo tiempo minimizar la variación dentro 

de cada una de ellas. 

Supóngase nuevamente, que las poblaciones n
1 

y n
2 

se distribu

yen normalmente con medias µ
1 

y µ
2

, respectivamente, y matriz 

de covarianza común A. Se quiere determinar una combinación 

lineal de xetlª de forma tal que las transformaciones así obte-

oídas tengan distribuciones con traslape mínimo, i.e. que las 

dos poblaciones estén lo más diferenci~as que sea posible. 

Dicho de otra manera, supóngase que la función discriainante 
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.. 

tiene la forma 

Yi·t • ª1x·1 +a2x·2 + ... +ax . 
1 t 1 t m 1mt 

(6) 

donde i=l,2 representa la población, t~l,2, ... ,n. es el número 
l.. 

de observaciones de cada población y a. son coeficientes deseo 
J 

nocidos Vj con j=l,2, .•• m. 

Sean a= (a 1 ,a 2 , ••. ,a
9
)' y xit•(xilt'xi 2 t, .•. ximt)~ la ecuación 

(6) se expresa entonces en forma matricial como 

.. a'x 
it 

(7) 

Definase y. = a
1
x.

1
+a

2
x.

2
+ ••. a x. , i=l,2 donde x .. es la media 

1 1 1 m 1m 1J 

de la variable j-ésima en el i-ésimo grupo. Para encontrar la 

combinación lineal de x antes mencionada, lo que se quiere por 

- - 2 
un lado, es que el cuadrado de la distancia (y

1
-y

2
) , la cual 

representa la separación de los dos grupos, sea lo más grande 

posible. Por otro lado, 

cada grupo que está dada 

se quiere que la 
nl 

- 2 
por E (ylt-yl) 

t=l 

variación dentro de 
n2 

- 2 
Y E (y

2 
-y

2
) para 

t•l t 
los grupos 1 y 2, respectivaaente, sea lo.más pequeña posible. 

Esto es, se quiere que los elementos dentro de un mismo grupo -

sean lo más homogéneos posibles. La forma de determinar los coe 

ficientes de la función discriminante (6), y de acuerdo a la ex-

plicacion anterior, es maximizando la razón 

- - 2 

R 
(yl-y2) 

(8) = n, 2 1 - 2 
E E (y.t-y.) 

i=l t•l 1 1 

ya que ésta representa la distancia estandarizada entre los dos 
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.. 

grupos. 

Nótese que Res una función monótona de F en un análisis de va-

rianza para probar la diferencia entre grupos con la variable y. 

- - 2 n 1 +n 2 - - 2 - - 2 
Esto se ve porque (y 1-y 2 ) = n

102 
[ n

1 
(y

1
-y) +n

2
(y

2
-y) ] es la 

suma de cuadrados entre grupos y el denominador de (8) es la suma 

de cuadrados dentro de grupos. 

Como yit-yi ª1(x.lt-x.l)+a2(x.2 -x.2)+ ..• +a (x. -x. ) 
1 1 1 t 1 m imt im 

y 

x
1
. = (i.

1
,"i.

2
, ... ,"i. )' con i=l,2 

1 1 im 

R se puede expresar como 

R = 
2 ºi 

(9) 

E E a'(x. -i°.)(x. -x.)'a 
i=l t•l it 1 it 1 

Con el objeto de tener una notaci6n que se usará más adelante, 

sean 

y 

las matrices de desviaciones de dimensiones mxn 1 y mxn 2 , respec-

tivamente • De acuerdo a esta relación se tiene 

2 
E 

n. 
1 - 2 

E (y. -y.) 
it 1 i=l t=-1 

• a'D a 
d 
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' ' donde Dd = x 1x 1+x 2x 2 es la matriz de sumas de cuadrados y pro-

ductos dentro de grupos. Por lo tanto la ecuación (9) queda 

(10) 

Si a maximiza a R, entonces ca también maximiza a R para cual-
º o 

quier c. Para eliminar esta indeterminación, se toma la restric 

El problema es entonces 

aax 
a'D a•l 

d 

a' (il-x2) (il-x2) 1 a 

a'D a 
d 

Esto es, se quiere maximizar 

Las condiciones de primer orden son 

clL 

ªª 

De la condición (12) se tiene premultiplicando por a' 

Maximizar (11) es, por tanto, lo mismo que maxi~izar y. 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

De (12) se ve que para resolver el problema, hay que encontrar 
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solución al sistema de ecuaciones 

(15) 

º1n2 
Nótese que D d y Dp nl +nz (i1 -x2 ) (x1 -i2 )' son las matrices de 

sumas de cuadrados dentro y entre grupos, respectivamente, para 

las observaciones x. 

El sistema en (15) tiene solución no trivial si y sólo si 

Por tanto, el vector de coeficientes a de la función discrimi-

nante es el vector característico determinada por el máximo 

valor característico y del sistema de ecuaciones en (15). 

Para encontrar el máximo valor característico y, nótese que 

(x1-x2)(x1-i2 ) 1 tiene rango 1, y por lo tanto D~
1 (x1-i2 (x1-x2 ) 1 

tiene también rango 1, de aquí se tiene que y es igual a la 

traza -1 - - - - ' 
de Dd (x 1-x 2 )(x 1-x 2 ) • 

Esto es 

(16) 

y el correspondiente vector característico es 

(17) 

Dd 
Sea S~ = + _

2 
un estimador de la matriz de covarianza d~ntro 

~ nl n2 

de grupos. Multiplicando (16) por (n 1+n
2
-2), se obtiene que 
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·' 

(n
1
+n

2
-2)y=y' es la que se conoce como distancia de Mahalanobis 

entre x 1 y x 2 , i.e. 

con su correspondiente vector característico 

Así, la función discriminante de la ecuación (6) está dada, en 

términos de Sd por 

-1 
y = (x -X ) 

1 Sd X 1 2 
(18) 

' Cabe señalar que con este procedimiento se llegó a la función 

(18), pero no a una regla de decisión como en la sección ante-

rior. La regla se daría determinando un punto c*, de tal forma 

que este punto se encontrara por el mínimo traslape entre valo-

res de y. c* está dado por c* • 

punto medio entre x
1 

y x
2 

• 

La regla .. seria enconces 

clasifíquese en el grupo 1 si 

y clasifíquese en el grupo 2 si 

Nótese que c* es el valor de y en fci1+x 2), coincidiendo este 

criterio con el establecido en (5) para el caso en que p 1•p 2 , y 

con la diferencia de que en el que se acaba de encontrar se tienen 

estimadores de los parámetros que aparecen en (5). 
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4. Relaciones entre las tres técnicas. 

Se han obtenido hasta ahora: la 
. , 

ecuacion de regresión en el caso 

de una distribución normal y la construcción del modelo lineal 

a partir de esta ecuación, las correlaciones canónicas de dos 

variables vectoriales Y y X, y por Gltimo la función discriminan-

te y el criterio de asi~nación para dos poblaciones multivaria-

das. 

Habiendo presentado el desarrollo general de cada una de estas 

t~cnicas, es posibl~ ahora mostrar las relaciones que existen 

entre ellas. 
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.. 

4.1 Regresión y Correlación Canónica . 

En el capítulo 2 se encontraron las correlaciones canónicas 

asociadas a dos variables vectoriales Y y X. En vista de que 

el problema de regresión múltiple consiste en encontrar lama-

xima correlación entre un escalar y una variable vectorial, la 

correlación canónica es una generalización de la regresión. 

Se va a comprobar esta afirmación de dos maneras equivalentes. 

La primera es demostrando que para el caso en que la variable Y 

es real, la única correlación canónica que existe coincide con 

el coeficiente de correlación múltiple. La segunda es demos-

trando que el coeficiente de correlación múltiple es aáximo 

con respecto a la correlación de Y y cualquier otra combinación 

lineal de X. 

[:] 

Sea A• 

(qxl) 

(mxl) 

A continuación se da la primera. 

la matriz de covarianza del vector 

En el capítulo 2 se encontró la primera correla-

ción canónica entre Y _y X planteando el problema 

max 

a,b 
sujeto a a'A a=l y b 1 A b=l 11 22 

con sus respectivas condi~iones de primer orden dadas en (1), 

(2), (3) y (4) del. capitul~ 2. De estas condiciones se observó 
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que la primera correlación canónica es la máxima solución Al de 

-. 

.. = O y que este determinante es cero si y solo si 
-AAll Al2 

A2 l -AA22 

o 

Considérese ahora el caso en que Y es una variable real, esto es 

q=l. 

lo tanto la única solución al determinante 

es , ( )-l/2(A A -1 )1/2 
A= All 12 22 A21 ' que es precisame~te el cae-

ficiente de correlación múltiple. 

2 
Ahora, de la condición (4), com~ q~l, se tiene 1-a A11•o, de aquí 

.A -1/2 
ª 11 • 

Para encontrar el valor de b, se sustituyen los valo-

res de a y A en (2) obteniéndose 

de donde 

b= 

-1 y como A
12

A
22 

A
21 

es un escalar, Bel coficiente de regresión 

de Y en X proporciona la combinación lineal de X que maximiza la 

correlación con ~'Y 
-1/2 cuando a=A 11 • 
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En vista de que la correlaci6n entre dos variables es invariante 

bajo la. multiplicaci6n por un escalar, la demostraci6n anterior 

es equivalente a la que a continuaci6n se presenta, de que el 

coeficiente de correlaci6n mGltiple es a~ximo respecto a la 

correlaci6n de Y y cualquier.otra combinación lineal de X. 

Sea b'X una combinación lineal de X, se va a demostrar que cuan-

-1 do b=B=A12A22 , Y-B 1 X tiene varianza míniaa. Para cualquier b 

se tiene 

var (Y-b 1 X)=var- [ (Y-B 1 X)+(B 1 X-b'X)] 

z var (Y-B'X)+var(B'X-b'X)+2 cov (Y-B'X, B'X-b'X) 

ya que 

cov (Y-B'X, B'X -b'X)~ 

cov (Y, B'X)-cov(Y,b'X)-cov(B'X,B 1 X)+cov(B'X,b'X) 

= (B-b) 1 

por tanto, cuando b=B 

var (Y-b'X)aA · es el valor mínimo. 
. 11• 2 
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Ahora se va a demostrar que el coeficiente de correlación múl-

tiple es máximo. 

Por el resultado anterior se tiene que 

var (Y -B'X)~var(Y-cb'X) 

para cualquier c y h. 

De aquí 

2 
A11+var(B'X)-2 cov(Y,B'X)411+c var(b'X)-2c cov(Y ,h'X) 

como ces un número arbitrario, esta desigualdad se cumple en 

2 particular para c ª Sustituyendo este valor y multi-

-1/2 plicando por A11 se tiene 

- 2 
B'A

22
B 

~---
b 'A 22 b 

simplificando y multiplicando por -1 

por lo tanto 

(B'A B)l/ 2 
22 

(b'A h) 1 / 2 
22 
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,• 

A -l/2(B'A B)l/2 
11 22 

y 

corr(Y,B 1 X) ~ corr( Y,b'X) 

Ejemplo- Se va a calcular la primera correlación canónica entre 

Y, precio rural máximo por Kg. de maíz mejorado y X, rendimien-

tos máximos en Kg. por Hectárea de Maíz mejorado en tierra de 

riego y de temporal. Esto es, •e van a determinar combinacio-

nes lineales de Y y X, de tal forma que tengan entre sí aáxiaa 

correlación, en otras palabras el problema es 

cov(aY,b 1 X) 
max 

a,b lvar(aY)var(b'X)J 112 sujeto a var(aY) .. l 

y var(b'X)=l 

Por lo anteriormente deaostrado se sabe que 

-1/2 
a=All 

A partir de S• [·ºº 7 

~ -1/2 . 
a=(.007) =11.90 

3.24 
319065.8 l. 52] 67110.55 

87907.04 

;,_(~000423)- 112 (.00000776 .00001133) 

•153.72 (.00000776 • 0-0 0-0 11 3 3 ) 

=- (.001192 .001737) 
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Finalmente, la correlación entre aY=ll.90Y y 

.... 
b'X=(.001192 

está dada por 

. 001737) ¡u2]. = • 001192u 2+. 0017 37u 3 
u3 . 

'"' [ .0000423] 
112 

.007 = • 077 

Este resultado significa que los rendimientos máximos de maíz 

en tierras de riego y temporal presentan una correlación de .077 

con el precio rural máximo del mismo. 

Este resultado se comprueba calculando la primera correlación 

canónica entre Y y X coao se vio en el capítulo 2 • 

A=ll.9{3~24 l. 52) . l.001192] 
.001737 

=- (38.556 18.-088 ) 

= .077 
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4.2 Regresión y Análisis Discriminante. 

Siguiendo la notación del capítulo 3, considérese el caso de 

discriminación para 2 poblaciones y sea 

la t-ésima observación de la 

i-éSima población i=l,2 y 

indicadora definida por 

y .. 
t 

Jn2/nl+n2 

1-nl/nl+n2 

si 

si 

tcl,2, ••. ,n .. 
l. 

t=l,2, ... ,n
1 

Sea Y una variable 
t 

Se va a demostrar que la ecuación de regresión de Y en X con-

duce al mismo procedimiento de discriminación que la funci6n 

discriminante en (18) capítulo 3, excepto por una constante 

de proporcionalidad. 

Sean Y:(y 1 ,y 2 , ... ,y + )' 
nl n2 

(n
1
+n 2 )xm, ec(l,1, .•. ,1)' es un vector columna con u

1
+n

2 

elementos y X*=(e,X) de dimensión(n 1+n
2

)x(m+l). 

Para encontrar b*=(X*'X*)-lX*'Y, el coeficiente de regresión 

de Y en X*, se calcula primero 
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X*'Y 

( 

X*'Y= 

Por otro lado 

? 
E 
i=l 

o 

X*'X*b*= [e'e b 0 +e'Xbl 
X'eb +X'Xb 

o 

o 

(1) 

(2) 

donde b*• [b 0 ] (lxl) 

b (mx 1) 

de (1) y (2) y de las ecuaciones normales 

X*'X*b*=X*Y se obtiene 

e'eb + e'Xb .. O 
o 

X'eb +X 1 Xb 
o 

= 

por tanto, -e'X b 
b = 

o e'e 

sustituyendo esta expresión en (3) se tiene 

[ 
X'X-X'e (e'X) 

e'e 

n1°2 

'nl+n2 

- 45 
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de aquí se obtiene 

donde 

Sea x 

G .. 

= 

la media total de las obse~vaciones x. , enionces 
1t 

1 2 
E 
i-=l 

xlx' l+x2x'2 

nl+n2 

n. 
1 

E (x. -x)(x. -x)' 
t=l 1t 1t 

es un estimador de la matriz de covarianza A 

Bajo la hipótesis µ
1

~µ
2

, un estimador de .A está dado por 

( 4) 

(5) 

X 1 X t 1 +x 2 X 1 2 
s ~,~~~~~~~-

d º1+02-2 
, deritro de este contexto la expresión en (4) 

queda 
o 
bo: 

Por otro lado 

o o o 

b'X*'X*b • b X*' Y 

nln2 º 
• +n b' ci 1-i 2 > 

º1 2 
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( 8) 2 ( n 1 +n 
2 

) ( n 
1 

+n 
2 

- 2 ) 

esto es, la suma de cuadrados de la regresión es un múltiplo de 

la función discriminante calculada en i
1
-i

2
, y por lo tanto 

puede ser utilizada para probar la significancia de esta fun-

ción. 

ya que 

y 
n +n -m-1 

1 2 
F 

11. n +n -m-1 
I 1 2 

Por lo tanto, para probar 

a un nivel de significancia a, se rechaza H si 
o 

- 4.7 -
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• 

(n
1

+n
2
-m-l)(n 1+n

2
) 

nln2m 
b*'X*'X*b* o 

Si se rechaza H, entonces tiene sentido continuar con el anao 

lisis discriminante, ya que significaría que efectivamente exis-

te una diferencia entre las dos poblaciones. 

A continuación se describe un trabajo realizado por Smith (1947). 

Ejemplo - Se aplicaron ciertas pruebas a un grupo de 25 indivi-

duos normales y 25 psicóticos, y se determinaron para cada in-

dividuo dos variables xl y x2, la primera mide grado de enferme-

dad y la segunda tipo de enferaedad. Los resultados fueron 

• 
NORMALES PSICOTICOS 

xl x2 xl x2 

22 6 24 38 

20 14 19 36 

23 9 11 43 

23 1 6 60 

17 8 9 32 

24 9 10 17 

23 13 3 17 

18 18 15 56 

22 16 14 43 

19 18 -20 8 

48 - ## 



'' 
NORMALES PSICOTICOS 

.. 
xl x2 xl x2 

.~. 

20 17 8 46 

20 31 20 62 

21 9 14 36 

13 13 3 12 : 
! 

20 14 10 51 

19 15 22 22 

20 11 11 30 

18 17 6 30 

20 7 20 61 

.. 23 6 20 43 

r 23 23 15 43 

• 25 4 5 53 

23 5 10 43 

21 12 13 19 

23 7 12 4 

Totales 520 303 320 905 

Media 20.8 12.12 12.8 36.2 

• 

21. 83 
3.66 l 

163.68 

s = 
d ( 

la inversa de Sd es 
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t 

.. 

... 

[ .04598 -.001028 l 
.006132 

para la diferencia de medias (normales-psicóticas) se tiene 

[ 
8.0 l 

-24.08 

Entonces, los coeficientes de la función discriminante estan 

dados por 

(8.0 ~24.08) [ ,04598 -.001028] 

.006132 

=(.39 - . 16) 

Supóngase que las probabilidades de ser un individuo normal o 

un individuo psicótico son iguales, entonces, dada una observa-

ción (x,y), la regla de decisión es: 

asígnese (x,y) al ·grupo de individuos normales si 

.39x-.16y~ ! (8.Q -24.08) 
2 

= 2.825 

¡,04598 -.001028] 

.006132 
[
3 3. 6 l 
48.32 

de otta manera asígnese al grupo de individuos psicóticos. 
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Ahora se va a probar la significancia de la función discriainante 

• 39x-. 16y 

Por (25) 

(n +n -m-l}n n 
1 2 1 2 

6.12 (8.0 -24.08) [ .04598 -.001028] 
[ 8.0 l 

.006132 -24.08 

" 
= 6.12 (.39 -.16) 

[ 8.0 l 
-24.08 

-· 6. 12 (6. 9 7) 

42.66 

Sea a=.05, entonces F. 975 , 2 , 47 = .39.5 y 

F.025,2,47• 4 ,lS 

Por lo t•nto, co•o 42.66>39.5, se rechaza la hipóte~is de que 

las medias de las dos poblaciones sean iguales. Esto a su vez 

implica que la función discriainante sí es significativa. 
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4.3 Correlacion Canónica y Analisis Discriainante . 

... Caso para 2 poblaciones. 

En el capítulo 2 se vi6 que las correlaciones canónicas de dos 

variables Y (qxl) y X(mxl) se estiman calculando los ·Valores 

característicos de la aatriz 

es el estimador corregido por la·media, de la matriz de cavarían-

za del vector (i) ~ .. Esto es, las correlaciones se estiman res~l-

viendo 

(1) 
... 

Siguiendo la notación del capítulo 3, sean x 1t(mxl) observacio-

nea de un grupo rr 1 , con t~l, ••• ,n 1 y x 2t(axl) observaciones de 

definieron anterioraente. En el capítulo 3 se aostro que lama-

xima raíz de la ecuación 

(2) 

determina los coeficientes de la función discriminante. 

n1n2 
Sea D • (i 1-i2) (i1-i~) 1 

la matriz de sumas de cuadrados y P'C"2 
p n1+0 2 " 

duetos entre poblaciones, La ecuación (2) se puede escribir 
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entonces como 

- o (3) 

Ahora, en el contexto de correlaci6n can6nica 

sea q•l y defínase YtzQ si la t-esima observaci6n de la va-

riable X pertenece al grupo ~l yYtzl si esto no sucede. 

Debe notarse que por simplicidad, aquí conviene una definici6n 

de Y diferente de la utilizada en análisis discriainante. t . 

Se va a demostrar que bajo esta definici6n, las soluciones de 

(1) y (3) guardan la relaci6n 

.. 
(4) 

Por uQ lado 

0 1+0 2 
0 11 • E (y -y)(y -y)' 

t•l t t 

nl+n2 
(y -y) (y -y)'+ E (y -y) (y -y) ' 

t t t•n +l t t 
1 

y 
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... -n nl 
n2 nl+n2 

= [ 2 E (x 1t-x) '+(1- ) E (x 2 t-x)'] nl+n2 t"'"l nl+n2 tªn 1+1 

-n2nl cx 1 -x>, nln2 
(i2-x) 1 J -[ + 

nl+n2 n 1+n 2 

-n2nl 
cx1-i>' + 

nln2 
<x2-x i +x1 -x>, "" °:I. +n 2 nl+n2 

nln2 
(i2-i'1 >, -nl+n2 

De aquí se tiene 

(5) 

Por otro lado, n22 • E (x. -x) (x. t -x)' es igual a la matriz de 
it J.t ]. 

.. 
sumas de cuadrados total, la cual se denota por D=Dp+Dd. A 

partir de (5), la ecuación (1) se escribe como 

nln2 - - -1 -
1 (x -x )' D (x

2
-x

1
) ... ). 2 ll - O (6) n

1
+n 2 2 1 
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... 

Ahora bien, las raíces de la ecuación (6) son las mismas que 

las de la . ~ ecuacion 

de aquí se obtiene 

IDP n- 1 
- A2 II = o 

! Dp - A 2 D [ ,. O 

IDp - A2 (Dp+Dd)[ • 0 

l(l-A 2 )Dp - A2 D j = O . d 

IO-A 2 )D~
1

Dp - A2 I] • 0 

-1 A 2 

IDd Dp - -¡-:-fZ" IJ e O 

Por lo tanto, de (3) y (7) se tiene 

Y .. l~~z 

(7) 

Para ilustrar el resultado establecido, considérese el siguiente 

Ejeaplo.- En la sección anterior se encontr6 que la función di~ 

crimiriante para disctiminar entre los individuos normales y psi-

cotices es 

.39x-.16y 

El valor de y es, segGn la ecuación (16) del capítulo .3 

y= .39(8.0)-.16(-24,08) 

.. 3.12 + 3.85 

"" 6. 97 
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Por lo tanto, a partir de la ecuación (4) se tiene 

A2 = 6.97 = .874 
1 + 6.97 

Entonces, la máxima correlación canónica entre 

y X es igual~ .874 

A continuación se muestra que se llega al mismo resultado, 

calculando la correlación canónica entre Y t y X. 

En el capítulo 2 se vio que cuando Y es un real, la .correlación 

canónica está dada por (A 11 )-l/ 2 (A
12 

A;! A
21

)-l/ 2 • -Estimadores 

de estas matrices son 

1 8 12 = 
nl+n2 

nln2 

ól+n2 

E (yt-y)(yt-y)' 
t .. l . 

n. 
l. 

E (xit-x)'(yit-y) 
t•l 

ex: -x >, = 
(nl+n2)z 2 1 

2 n. 
1 ·- l. 

8 22 - E E (xit-x)(xit-x)' nl+n2 i=l t=l 

De aquí se tiene que la primera correlación canónica es 
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r 

... 

·• 
r 

(.25)- 112 (-2.0 6.02) [36.96 Sl.67rl ¡-2.0 l 
51. 67 302.09 6.02 

2(-2.0 6.02) [ .0355 -.006 l ¡-2 O l 
-.006 .0043 6.02 

2(-.107 . 037) 
¡-2 O l 

6.02 

2(.436) 

= .872 

La relación entre correlacion canónica y análisis discriminante 

se utiliza como un método para discriminar entre R poblaciones. 

A continuacion se presenta este método • 

Caso para R poblaciones (R>2) 

Sea xEífD una observacion que pertenece a una de R=q+l poblaciones, 

y sea y~q un vector que tiene valor uno en la a-ésima componente 

y cero en las demás, si la observación x pertenece a la población 

ir
0

, o=l,2, ••. ,q. Si la observación proviene de ,rR' entonces el 

vector y es el vector cero. 

Sean x
0

t la t-ésima observación de la población ir
0

, t=l,2, .•• ,n
0 

y y la correspondiente observación de y, at 

R n 
R 

n 
1 a . 1 

(l 
X = I: I:. X y y "' - I: I: y(lt N at N a=l ·t=l o• l t~I 

- 57 -



·~ 

,. 

... 

.. 

Un estimador de la matriz de covarianza del vector (~) en R 

1 ["ll 012] base a las N = E na observaciones esta dado por S=- --
N-R n

21 D22 a= 1 

R na 
donde n

11 
... E E (x -x) (x -~) 1 

Cl"" l t=l at at 

R 
n. 

a 

D22 E E (yat -y) (y Clt -y)' 
ami t .. l 

R ºa 
E E y(lt y~t - N y y' 

Cl=l t=l 

R 
n 

a 

Dl2 E E (x -x) (y -y)' 
a=l t=l Clt Clt 

R 
n 

a 
= E E X y~t. - N°i.y' 

a•l t•l Clt 

-1 1 
adeaas n

22 
= diag(-

º1 
' ... 

matriz de unos de dimensión qxq. 

..l...)+ 
1 

Eqxq , donde E es una 
ºq ºR 

A partir de estas igualdades se ve que n
11

-n es la mat~iz de sumas 

de cuadrados para las observaciones x, además 

[ . g( 1 1 1 1 ] [ - - - - J I dia -,-, ..• ,-)+ - E n
1 

(x
1
-x), ..• ,n (x -x) 

nl º2 nq °R qxq q q 

q ___ ...::_ -- --
= E n (x -x)(x -x) '+{ n

1 
(x

1
-x), ..• ,n (x -x)] 

l aa a qq a• 
1 - - - - 1 

- E [n
1

(x
1
-x), ••. ,n (x -x)] °R qxq q q 
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• 

q - - - - q - - q na - -
En (x -x)(x -x)'+ En (x -x) E -(x -x) 1 

a .. l a a a a=l a o a=l ~ a 

desarrollando el segundo miembro en (8) se tiene 

q _ _ q n
0 

_ _ q _ q _ q na _ q n 
¿ n (x -x) ¿ -(x -x) I = ( L n X - L n x) ( L - X - ¿ ~ x) I 

o~l ª 0 
a=l ~ ª o=l ª ª o=l O a=l~ ª a=l ~ 

- - - N - - (N-~) -
= (Nx-~~-(N-~)x) (- x-~- x) 1 

~ ~ 

... c~x:-~~) ex-~), = ~ <l\lx-~~> ci-~> , 

por lo tanto 

R 
.. E 

a=l 

Dp 

n (x -x) (x -i) I 
a a a 

(8) 

En el capítulo 3 se argumentó que una forma de obtener la función 

discriminante entre dos poblaciones es maximizando el cociente de 

la variación entre grupos, dividida por la variación dentro de los 

grupos. Esta afirmación es también valida para el caso de R po-

blaciones (R>2) 

Se tiene entonces que la forma de determinar los coeficientes de 

la función discriminante es maximizando la razón a'Dpa donde 
a'Dda 
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R na 
D a:r 

d E E (xat-ia)(xat-ia)'. Para evitar tener una infinidad 
a=l t=l 

de soluciones~ se impone la restriccion a'(Dp+Dd)asl, Se va a 

demostrar que si ves el vector que maximiza la razon anterior~ 

b . ... . . a' Dp a . ' (D D ) 1 S entonces tam ien maximiza a' (Dp+Dd)a suJeto a a p+ da~ • ea 

w el máximo de esta expresion entonces 

como 

w'Dpw ~ w'Dpw > 
w' (Dp+Dd)w 

v'D v • 1 - v'Dpv 
d 

w 1 D w = 1 
d 

w'Dpw 

y 

v'Dpv - = v 1Dpv 
v 1 (Dp+Dd)v 

de la desigualdad anterior se tiene que 

de aquí se obtiene 

w'Dpw > v'Dpv 
w 1 D w v'D v 

d d 

coao ves el máximo 

w1Dpw 
w'D w 

d 

por lo tanto 

v'Dpv 
v'D v 

d 

de a1Dpa 
a'D a 

d 

En base a este resultado. el problema es maximizar 

L • a'Dpa + y[ l~a' (Dp+Dd)a] 

sea D • Dp+Dd 

Las primeras derivadas parciales igualadas a cero son 
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... 

.. 

, 

clL 
aa Dpa - yDa = O 

clL ay= 1-a'Da ... O 

de la condición (9) se tiene premultiplicando por a' 

_ y = a' Dp a 

(9) 

(10) 

a 1 Dpa por lo tanto maximizar SUJ
0 eta a a'Da=l es lo mismo que a'Da 

maximizar y. De (9) se ve que para resolver el problema hay que 

encontrar solución al sistema de ecuaciones 

-1 
[D Dp - yl]a = O (11) 

este sistema tiene solución no trivial si y sólo si 

(12) 

De la igualdad (8) se tiene que 

D- 1Dp -1 -1 -1 -1 
= Du 0 12 D22 D21 = 811 8 12 8 22 8 21 

por lo tanto (12) se escribe como 

1 -1 8 12 
-1 

- yl I o 8 11 8
22 8 21 - (13) 

de (1) se ve que y=A 2 , esto es, la función discriminante se encuen 

tra obteniendo las correlaciones canónicas entre x y y. Como (13) 

tiene f:min(m,q) raíces Af>A~> ... >A~, correspondiente a cada raíz 

A~ existe un vector a. que satisface (11), se tienen así f funcio 
l. l. 

nes discriminantes a!x i=l,2,, •• ,f. 
l. 

Ya que Af es la máxima raíz de (13), la correspondiente función 

aix proporciona la máxima separación entre las medias de las pobl_!. 
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cianea siendo así útil co~o una función discriminante. Sin em-

bargo, esto no es suficiente ya que la siguiente función discri 

minante a¡x también proporciona separa~ión entre estos grupos 

en una dirección diferente y es ta~bién necesaria para la dis-

criminación. Análogamente con a 3x, y así sucesivamente. La 

pregunta es ahora si todas estas funciones discriminantes son 

necesarias, o si son suficientes algunas de ellas para el anali 

sis. La respuesta a esta pregunta depende de la habilidad para 

discriminar de estas funciones. En el caso de R poblaciones A~ 
1 

mide la habilidad para discriminar de a'.x. 
1 

Para determinar el número de raíces significativas y p~r tanto 

el número de funciones discriminantes a ser utilizadas, se hacen 

pruebas de significancia sobre las correlaciones canónicas que 

a continuación se presentan • 

Ya que las correlaciones can6nicas aiden el grado de correlacion 

entre xmxl y yqxl' si las dos variables son independientes, la 

matriz de covarianza n12 y la matriz de correlación R12 son ma

trices cero y por lo tanto las correlaciones canónicas serán cero. 

Para probar la significancia de las q correlaciones canónicas 
q 

Bartlett define A como A ª ~ (1-A~). Para muestras grandes, 
O O i~l 1 

la prueba de la hipótesis nula de que x no esté correlacionada 

con Y, se hace en base a x2= -[n-1- !<p+q+l)]ln A
0 

que se distri 

huye como chi-cuadrada con pq grados de libertad. S . 2> 2 
1 X X , a,pq 

entonces por lo menos el primer coeficiente de correlación canóni 

ca es significativo a un nivel a. Para probar la significancia 
q 

de los restantes q-1 coeficientes, se forma A1 • ~ (1-A~), que 
i•2 1 
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para muestras grandes se distribuye como 2 1 
X= -[n-2- -(p+q+l)]ln A 

2 1 

con (p-l)(q-1) grados de libertad. En general, si se ha recha-

zado que K correlaciones canónicas sean igual a cero, el crite-

río para probar que los otros q-K coeficientes son cero es 

A = 
K 

: (1-A~) que se distribuye para grandes muestras como 
i:o:K+l 1. 

2 
X = -ln-1-K- !(p+q+l)]ln AK con (p-K)(q-K) grados de libertad. 

Otro tipo de prueba de significancia es la que prueba únicamente 

la correlación más grande. Para este caso, Marriot (1952) demos 

tró que 

1 [-n-1 + 2 (p+q+l)]ln(l-A
1

) 

se distribuye aproximad amen te co&o una x2 con p+q-1+ ~ (p-1) (q-1)] 213 

grados de libertad. , 

Esta prueba puede ser utilizada para probar la K+l-ésima correla-

ción canónica, cuando se ha demostrado que las primeras K son sig-

nificativas, reemplazando p y q por p-k y q-K. 

Cabe señalar que el número de funciones significativas ses igual 

a la dimensión del hiperplano sobre el cual están las medias de 

las R poblaciones. Esto se puede ver de la siguiente manera. 

Los R puntos correspondientes a las R medias de las poblaciones, 

en general no están sobre una recta, y por lo tanto una sola fun-

ción discriminante, en general, no será adecuada. Si los puntos 

estin sobre un hipe~plano a-dimensional, se requerirán s func~o-

nes discriainantes que separen los R puntos en s direcciones or-

togonales distintas. 
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Ahora se considerará el m~todo con el cual se asigria una nueva 

observación x a uno de los R g¡upos, en base a las s funciones 
o 

discriminantes a!x. 
l. 

Sustituyendo·x por x en las funciones a!x 
o l. 

se tiene 

a' X 
1 o' u 

2 
= a

2
'x , ..• ,u = a'x o o os s o 

que son las "nuevas" coordenadas del punto x con respecto al 
o 

planos-dimensional sobre el cual están las medias de los R gru-

pos. Análogamente, las "nuevas" coordenadas de las medias mues-

trales x son 
(l 

a' 
1 

a, 
2 X U = as' X~ a' · · · ' as '-6 

Sea h la distancia entre el punto x y la media x
0 

en baae a 
ao o 

estas nuevas coordenadas, entonces 

s 2 
'"' E (u . - u .) 

i=l Cll. Ol. 
a= 1 , 2 , ••• , R 

La regla de decisión es entonces asígnese X 
o 

a TI 
a 

si el punto 

está aás cercano a la media de TIª que a la media de cualquier 

otra TI 
(l 

Esto es, asígnese X 
o 
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Conclusiones. 

El modelo de regresión lineal múltiple es ampliamente utilizado 

para fines de predicción de fenómenos de diversa índole, A lo 

largo de este trabajo se ha mostrado la relación que el modelo 

tiene con la explicación de técnicas tales como: regresión mu.! 

tivariada, análisis discriminante, correlación canónica y co

rrelación múltiple. 

Se ha presentado a la regresión multivariada como una general~ 

zación de la múltiple en el sentido de que la primera predice 

una variable vectorial en términos de otra vectorial, mientras 

que la segunda se reduce a la anterior en el caso de que la 

variable dependiente sea de dimensión uno. 

La correlación canonica puede interpretarse como una extensión 

natural de la correlacion múltiple. En regresión se vio que 

la variable a ser predecida es unidimensional, pero pueden 

existir situaciones en que la variable a ser predecida sea un 

vector. El problema consiste entonces en encontrar una combi-

nación lineal de la variable vectorial dependiente, que tenga 

correlación máxima con una combinación lineal de la variable -

vectorial inde~endiente, esto es, determinar la primera corre

lación canónica entre las dos variables . 

Por otra parte, se consideró la matriz X formada por todas las 

observaciones provenientes de dos poblaciones n
1 

y n 2 , y se de 
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finio una variable indicadora Y que toma valores n
1

/n
1
+n

2 
y 

-n 2 /n 1+n 2 , dependiendo de si la observacion pertenece a n
1 

o n 
2

• Se hizo la regresion de Y en X y se mostro que el vec 

tor de coeficientes de regresiones un múltiplo de la función 

discriainante, y que la suma de cuadrados bº' X*' X* bº per-

mite probar la hipotesis de igualdad de medias de las dos p~ 

blaciones, y por lo tanto la posibilidad de discriminar en 

base a la función discriminante. 

Para el caso de R poblaciones, se definió una variable indi

cadora y~q. que tiene valor uno en la n-ésima componente y 

cero en las demás, si la observación xEttm pertenece a lapo-

blación Tin' n=l,2, ..• q~ Se demostró que existen f=min(m,q) 

funciones discriminantes que se encuentran obteniendo lasco 

rrelaciones canonicas ,ntre x y y. Además se vio que gracias 

a esta relación, para determinar el número de funciones signi 

ficativas, se hacenpruebas de significancia sobre las correla 

cianea canónicas. 

Finalmente, se mostró que en la regresion, la importancia de 

"' By Bes obvia, ya que son las que determinan la matriz de cae 

ficientes de regresión y su estimador, respectivamente. En 

correlacion canónica se mostró que las correlaciones están de-

1 
-1 -1 2 1 terminadas por las soluciones de la ecuación s 11 s12 s22 s21 -A 1 •O, 

. -1 -1 _ -1 "', ... donde la matriz s
11

s12 s
22

s 21-s 11 s
12

B es una combinacion lineal 

"' 2 -1 "' de B', y en el caso particular qzl,A =s 11 s12B'. 
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