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Introduccion

El Colegio Nacional de Educacion Profesional Técnica (CONALEP) originalmente inicia con el
objetivo de formar técnicos profesionales en diferentes dreas que tienen alta demanda en
diferentes regiones del pais. Con el paso del tiempo y debido a las necesidades no sélo
tecnoldgicas sino también cientificas y sociales de dichas regiones, tiene a bien en 2003
reformar su objetivo inicial de formar profesionales técnicos a formar profesionales
técnicos bachiller para que los egresados puedan incorporarse de manera inmediata y
competitiva al mercado laboral, ademds de continuar con estudios de nivel superior y
acceder a mejores hiveles de bienestar social, econémico y profesional.

La estructura del plan de estudios es como se presenta

Ingreso i | Ingreso |

2do Sem

Ingresol Ingresol Ingresol_ Ingresol

ler Sem 3er Sem 4to Sem 5to Sem 6to Sem

Médulos Autocontenidos de formacién vocacional basado en ECBCC*: 65%

Médulos Integradores de la Educacion Media Superior en ECBCC: 35%

Egreso Egreso Egreso

Técnico § Técnico Profesionallj

Auxiliar Basico Técnico
Bachiller

* ECBCC: Educacion y Capacitacion Basada en Competencias Contextualizadas

El nuevo modelo curricular es flexible para atender a una poblacién diferenciada en
intereses y posibilidades. Por ello, ademds del ingreso normal en el primer semestre, se
considera la posibilidad de ingreso en cualquiera de los seis semestres mediante esquemas
de equivalencias de estudios. También, si el alumno desea dar por terminados sus estudios
en el segundo semestre se le otorga un documento que lo acredita como Técnico Auxiliar, si
esto ocurre en el cuarto semestre el documento que recibe lo acredita como Técnico Basico.
Si concluye los seis semestres el alumno se gradida como Profesional Técnico Bachiller.

Los Mddulos Autocontenidos conforman una estructura integral multidisciplinaria y
autosuficiente de actividades de ensefianza-aprendizaje, que permiten alcanzar objetivos
educacionales a través de la interaccién del alumno con el objeto de conocimiento, y a su
vez, proporcionan una formacién vocacional y disciplinaria en una carrera especifica.

Los Mddulos Integradores proporcionan los conocimientos disciplinarios cientificos,
humanisticos y sociales de cardcter bdsico y propedéutico, que forman a los alumnos en el
nivel de educacion media superior, y los preparan para tener la opcién de cursar estudios en
el nivel de educacion superior.
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De acuerdo a lo anterior se reestructurd el plan de estudios el cual incluye en los Médulos
Integradores materias de Matemdticas durante los primeros cinco semestres:

Matemdticas T - Aritméticay Algebra

Matemdticas II - Geometriay Trigonometria

Matemdticas IIT - Geometria Analitica

Matemdticas IV - Introduccion al Calculo Diferencial e Integral
Matemdticas V - Probabilidad y Estadistica

Desde el afio 2004 tuve la oportunidad de desempefiarme como Prestador de Servicios
Profesionales en el Plantel Bernardo Quintana Arrioja ubicado en Cuautitldn Izcalli
impartiendo la materia de Matemdticas IIT -Geometria Analitica-.

El colegio, preocupado por estandarizar la forma de trabajo y el alcance de los objetivos,
por cada materia que se imparte en cada semestre forma equipos de trabajo con los
profesores que trabajan con la misma materia llamando a dichos equipos "Academias”. Esto
implica que como profesores de la misma materia se deben reunir peridodicamente para
quedar de acuerdo con respecto a los temas que se abarcardn por bimestre, la bibliografia
que se va a utilizar, la escala de evaluacion y la elaboracion de exdmenes de manera
conjunta.

En Agosto del 2004, al lado de otros dos profesores trabaje en la Academia de
Matemadticas III -Geometria Analitica-. Dado que era un nuevo temario desarrollamos notas
para dicha materia.

De éste semestre obtuve los siguientes resultados estadisticos con los grupos que
estuvieron a mi cargo.
Semestre Agosto-Diciembre del 2004
% 12 grupos de fercer semestre
% Entre 22 y 37 alumnos en cada grupo
% Poblacion: 390 alumnos

% Muestra: 191 alumnos que estuvieron a mi cargo

0,
NuUmero Promedio |Reprobados /0

Reprobados
Hombres 72 6.75 33 46%
Mujeres 119 7.12 44 37%

Total 191 6.9 77 40%
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En Agosto del 2005, nuevamente trabaje al lado de dos profesores en la Academia de la
materia de Matemdticas III -Geometria Analitica-. En esta ocasién completamos, y a su
vez, depuramos las notas que se habian elaborado para la ocasion anterior, ademds de
revisar bibliografia adicional. También se incremento la cantidad de ejercicios para el
alumno.

De éste semestre obtuve los siguientes resultados estadisticos con los grupos que
estuvieron a mi cargo.

Semestre Agosto-Diciembre del 2005
% 12 grupos de tercer semestre
% 21y 38 alumnos cada grupo
< Poblacion: 395 alumnos

% Muestra: 179 alumnos a mi cargo

NUmero Promedio | Reprobados Repr(:/gados
Hombres 112 7.2 37 33%
Mujeres 67 7.4 23 34%
Total 179 7.3 60 34%

En Agosto del 2006, por tercera ocasién trabaje con dos profesores de la Academia de la
materia de Matemdticas III -Geometria Analitica-. Esta ocasién dejamos a disposicion de
los alumnos las notas para que pudieran tenerlas desde el inicio del curso y recurrir a ellas
en caso de inasistencia o para preparar exdmenes bimestrales y extraordinarios.

De éste semestre obtuve los siguientes resultados estadisticos con los grupos que
estuvieron a mi cargo.

Semestre Agosto-Diciembre del 2006
% 12 grupos de tercer semestre
% 30y 39 alumnos cada grupo
< Poblacion: 420 alumnos

% Muestra: 173 alumnos que estuvieron a mi cargo
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NuUmero Promedio |Reprobados Reprc())/l(:))ados
Hombres 69 7 19 28%
Mujeres 93 8 19 20%
Total 162 7.5 38 23%

Actualmente los semestres se dividen en tres bimestres. En cada uno se aplica un examen
parcial y durante todo el semestre se va construyendo una carpeta de evidencias que
incluye tareas de investigacion, prdcticas indicadas en el temario de la materia asi como
ejercicios propuestos por el profesor.

En términos generales el conjunto de notas que contienen el material correspondiente al
temario de la materia de Matemdticas IIT - Geometria Analitica -, abordan los contenidos
a través de explicaciones, ejemplos resueltos y ejercicios con los que se pretende
desarrollar en el estudiante sus capacidades de autoaprendizaje; meta fundamental de la
pedagogia moderna. El trabajo contiene en sus Ultimas pdginas las respuestas de los
ejercicios que se presentan en los distintos capitulos. Esto facilita la realizacién del
proceso de autoevaluacién que sin duda es de gran valor para el estudiante, ya que le ayuda
a conseguir un avance seguro y a su propio ritmo en la adquisicion de los conocimientos, la
acumulacion de experiencias y el desarrollo de hdbitos y habilidades.

Se agregd en las notas también un formulario para facilitar el manejo y el aprendizaje de
las férmulas requeridas en cada tema.

Adicionalmente se incluyo una lista de pdginas Web en las que el alumno puede acceder a
informacion explicada de diferente manera o practicar las formulas con diferentes valores
y observar los cambios en las grdficas correspondientes de manera interactiva. Se sugiere
también una serie de peliculas que muestran que no todas las matemdticas son frias y
calculadoras sino también tienen su lado interesante.

El propésito de este trabajo es apoyar tanto al docente como al estudiante en las tareas
propias de la asignatura sefialada.



Objetivo 7

El objetivo de la materia es:

Identificar los modelos matemdticos y su representacién grdfica, a través de la aplicacion
de las ecuaciones de la recta, la circunferencia, la pardbola, la elipse y la hipérbola, para
encontrar soluciones de problemas tedrico-prdcticos en el dmbito de la Geometria Analitica.
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M aielor 0 conalep

€1mico

Colegio Nacional de Educacion Profesional Técnica

El temario de la materia es:

Mapa Curricular

del Médulo
Matematicas IlI:
Geometria
; Analitica.
Moédulo
N £
72 hrs.

l l

fl.ApIicacién de\ fz.ApIicacién de\

Unidad los principales los principales
de modelos modelos
matematicos de matematicos de
Aprendizaje las rggtas, en la las cc’;picas enla
solucion de solucién de
problemas. problemas
[ 24 hrs. ] [ 48 hrs. ]
Resultados 1.1 Graficar rectas en un sistema coordenado 7 hrs.
de

1.2 Usar los diferentes tipos de ecuaciones de una recta para la | 17 hrs.

Aprend izaje solucion de problemas practicos.

( 2.1 Usar las ecuaciones de la circunferencia en la solucion de 12 hrs
problemas practicos. '

2.2 Usar las ecuaciones de la pardbola en la solucion de | 12 hrs.
problemas practicos.

2.3 Usar las ecuaciones de la elipse en la solucién de problemas
practicos. 12hrs.

2.4 Usar las ecuaciones de la hipérbola en la solucion de 12 hrs
problemas practicos. ’

\
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Capitulo 1 - RECTAS

1.1 Graficar puntos en un sistema coordenado rectangular
Antecedentes
En la antigiiedad la geometria y el dlgebra se estudiaban por separado.

La Geometria es la rama de las matemdticas, que estudia las propiedades, las medidas y los
objetos del espacio.

El Algebra es la rama de las matemdticas en la cual las operaciones aritméticas son
generalizadas empleando ndmeros, letras y signos. Cada letra o signo representa
simbdlicamente un nldmero u otra entidad matemdtica. Cuando alguno de los signos
representa un valor desconocido se llama incdgnita.

Figura 1.1

Fue en 1637 cuando el cientifico, matemdtico y filésofo francés René Descartes publicé su
obra Le Geometrie en la cual unificaba ambas ramas por medio de un sistema coordenado
con el que se establecia una correspondencia biunivoca entre puntos del plano y parejas de
nimeros reales. Lo anterior introdujo la aplicacién de los métodos del andlisis en la
geometria con lo cual surgid la geometria analitica que permite el empleo de métodos
algebraicos para resolver problemas geométricos, asi como la representacion geométrica de
ecuaciones, relaciones y funciones.

La aplicacion de la geometria analitica en la resolucion de problemas geométricos implica la
utilizacion de un sistema coordenado al que se trasladan las condiciones geométricas que
deben satisfacerse.
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1.1.1 Relaciones y Funciones

Relaciones

Una relacion es un conjunto de pares ordenados de niimeros (x,y).
Ejemplo 1

(3, 13), (17, 13), (28, 55), (3,25), (17,25), (28,49), (3,37) y (28, 13).

Una relacion es una correspondencia entre los elementos de dos conjuntos que asocia a cada
elemento del primer conjunto 4 un elemento cualquiera del segundo conjunto 5.

Ejemplo 2

Figura 1.2

Son ejemplos grdficos de una relacién los siguientes:

X

)

(a) (b)

dah
T

(c) (d)

Figuras 1.3

En las figuras 1.3 a, b, c y d anteriores es posible visualizar que a cada elemento del eje X
le corresponde mds de un elemento del eje Y.
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Funciones

Una funcion es un conjunto de pares ordenados de nimeros (x,y) en el que no hay dos pares
ordenados distintos que tengan el mismo primer nimero, es decir y es dnico para un valor
especifico de x.

Ejemplo 1

(1,25), (4,100), (7, 175), (2,50), (5,125), (8,200), (3,75), (6,150) y (9, 225).

Una fincion también es una correspondencia que se establece entre los elementos de dos
conjuntos y asocia a cada elemento del primer conjunto A4 con un elemento Unico del

segundo conjunto B.

Ejemplo 2

Figura 1.4

Son ejemplos grdficos de una funcion los siguientes:

¥ Y
X
X
(a) (b)
Y Y
&
L
L 4
L
X ! X
(c) (d)
Figuras 1.5

En las figuras 1.5 a, b, c y d es posible visualizar que a cada elemento del eje X le
corresponde uno y sélo un elemento del eje Y.



Capitulo 1 Rectas, 1.1 Graficar puntos, 1.1.1 Relacionesy funciones 13

Ejercicio 1

1. De acuerdo con los siguientes conjuntos de pares ordenados, graficalos y
determina si pertenecen a una relacion o a una funcién:

a) (1,2), (1,3), (1,4), (2,2), (2,3), (2,4), (3,2), 3,3) y(3,4).

b) (1,2), (2,4), (3,6), (4,38), (5,10), (6,12), (7,14) y (8, 16).

c)(1,5), (2,5), (3,5), (4,5), (5,5), (6,5), (7,5 y (8,5).

d) (7,-5), (7,-3), (7,-1), (7,0), (7, 1), (7,2), (7,3) y(7,5).

e)(-5,5), (-3,3), (-1, 1), (0,0), (1, 1), (2,2), 3,3) y (5,9).

Variables dependientes e independientes

Una variable es una letra o simbolo que puede tomar cualquier valor de un conjunto de
ndmeros; es dependiente cuando su valor depende del valor elegido para otra variable y es
independiente cuando su valor se elige libremente y no depende de otra variable.

Por ejemplo: y=2x

Si x tomaelvalordel y vale?2
Si x tomaelvalorde5 y vale 10
Si x tomael valor de 10 y vale 20

En este caso x es la variable independiente porque su valor no depende de nada y y es
la variable dependiente porque su valor depende del valor que fome x.

Si se hubiera escrito la ecuacion asi x==, x seria la variable dependiente y y la

N =

variable independiente.

Ejercicio 2

En las siguientes expresiones algebraicas indica cuales son las variables independientes y
cuales son las variables dependientes

- PV.T
=9 yv=2  op="0k
3 ‘ TV,

a) y= d)F =k 0 e) y=5
r
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1.1.2 Coordenadas rectangulares

Los conceptos fundamentales de la geometria plana son la base del estudio de la geometria
analitica. La geometria analitica a través de sus métodos generaliza los conceptos de la
geometria elemental.

Segmento rectilineo dirigido

Un segmento rectilineo 6 segmento es la porcién de una linea recta comprendida entre dos de
sus puntos. Los dos puntos se llaman extremos del segmento.

@ > @
A B
Figura 1.6

Asi, en la figura 1.6, para larecta ¢, AB es un segmento cuyos extremos son 4y B.
La longitud del segmento AB se representa como AB.

El segmento AB es generado por un punto que se mueve a lo largo de la recta € de A4 hacia
B, entonces el segmento AB esta dirigido de 4 a B lo cual se indica por medio de la flecha.
En este caso, el punto 4 se llama origen o punto inicial y el punto B extremo o punto final. Si
el segmento se dirige de B a A4; entonces B es el origen y A4 es el extremo y el segmento se
designa como BA.

El sentido de un segmento dirigido se indica siempre escribiendo primero el origen.

En Geometria elemental las longitudes de los segmentos dirigidos AB y BA son las mismas.

En Geometria analitica se hace una distincién entre los signos de estas longitudes. Si AB es
positiva entonces BA es negativay se escribe AB = - B4

Considere 3 puntos diferentes 4, B y C sobre una linea recta cuya direccion positiva es de
izquierda a derecha

- > > .
A B C
Figura 1.7

donde:
AB+ BC = AC.



Capitulo 1 Rectas, 1.1 Graficar puntos, 1.1.2 Coordenadas rectangulares 15

Sistema coordenado lineal

Existe correspondencia entre un punto geométrico y un nimero real.

P P, 0 A P, P
X ——————x
x)  (x) 0@ x) (x)

Figura 1.8

En la figura 1.8, la recta X’X cuya direccién positiva es de izquierda a derecha, O es un
punto fijo sobre esta linea.

A es un punto cualquiera de X'X situado a la derecha de O, 04 puede considerarse como
unidad de longitud.

P es un punto cualquiera de X’X situado a la derecha de O. Sea OP el segmento dirigido
de longitud positiva que contiene x veces la unidad de longitud adoptada. P corresponde al
ndmero positivo x.

P’ es un punto cualquiera de XX situado a la izquierda de O. Sea OP' el segmento dirigido
de longitud negativa que contiene x veces la unidad de longitud adoptada. P’ corresponde
al nimero negativo x’.

Entonces, a cada ndmero real x corresponde uno y solamente un punto P sobre la recta
X'X y reciprocamente cada punto P situado sobre la recta X’X representa uno y sélo un
ndmero real x cuyo valor numérico es igual a la longitud del segmento OP y cuyo signo es
positivo o negativo segln P este a la derecha o a la izquierda de O.

Por lo anterior se puede decir, que un sistema coordenado lineal establece una
correspondencia biunivoca entre los puntos que estdn en una misma recta y los nimeros
reales.

En la figura 1.8, la recta X'’X se llama eje y el punto O, origen del sistema coordenado lineal.

El nimero real x correspondiente al punto P se llama coordenada del punto Py se
representa por (x).

El punto P con su coordenada (x) es la representacién geométrica o grdfica del ndmero real
x Yy la coordenada (x) es la representacion analitica del punto P. Ordinariamente se
escribird el punto Py su coordenada juntos, tal como sigue: P=(x).
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En Geometria analitica, se dice que los puntos estdn dados cuando se conocen sus
coordenadas.

Se requiere determinar la longitud del segmento que une dos puntos dados cualesquiera
tales como Pi=(x1) y P>=(x2) donde x; y x, son nimeros conocidos

O P, Py
————
o (x1) (x2)
Figura 1.9
OR + PP, = OP,
pero
O_Pl =Xy O_Pz =X
luego
x1+PP, =x;
de donde
RP, =Xz -x
de acuerdo con lo anterior
PZP1 = X1 - Xo.

En cualquier caso, la longitud del segmento dirigido que une dos puntos dados se obtiene, en
magnitud y signo restando la coordenada del origen de la coordenada del extremo.

La distancia entre dos puntos se define como el valor absoluto de la longitud del segmento
rectilineo que une esos dos puntos. Si d es la distancia, se puede escribir

a= [ = bxz -l Ay

Ejemplo 1

Hallar la distancia entre los puntos Pi= (4) y P.=(-5).

PP = lve -l = -5 4] = -9 = 9 y [P,R| = I - xel = 14— (-9)] = [9]=9
entonces, para cualquiera de los dos segmentos dirigidos la distancia esta dada por

d=1-9]=19=9.
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Sistema coordenado rectangular

En un sistema coordenado lineal sus puntos estdn restringidos a estar sobre una recta, el
eje.

En un sistema coordenado un punto puede moverse en todas direcciones manteniéndose
siempre en un plano, éste se llama sistema coordenado-bidimensional o plano, y es el sistema
usado en la Geometria analitica plana.

En este trabajo se estudiard el sistema coordenado rectangular uno de los sistemas
coordenados planos, indicado en la figura 1.10.

Y
Cuadrante |l (-, +) Cuadrante | (+, +)
o - P= {X, Y)
X' : X
L A
Cuadrante lll (-, -) CuadrantelV (+, -)
v
Figura 1.10

El sistema coordenado rectangular consta de:

- dos rectas dirigidas X’X y Y'Y llamadas ejes de coordenadas, que son perpendiculares
entre si
- larecta X'X se llama eje X

-larecta Y'Y se llamaeje Y
- el punto de interseccién O se llama origen
- los ejes coordenados dividen al plano en cuatro regiones llamadas cuadrantes, numerados

tal como se indica en la figura 1.10.

La direccidn positiva del eje X es hacia la derecha y la del eje Y es hacia arriba.
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Abscisas y ordenadas

Todo punto P del plano puede localizarse por medio del sistema coordenado rectangular. Se
traza PB perpendicular al eje Y y PA perpendicular al eje X. La longitud del segmento
OA se representa por x y se llama abscisa de P; a la longitud del segmento OB se
representa por y y se llama ordenada de P, ver figura 1.10.

Los dos ndmeros reales, x y v, se llaman coordenadas de P y se representan por (x, ).

Las abscisas medidas sobre el eje X a la derecha de O son positivas y a la izquierda son
negativas. Las ordenadas medidas sobre el eje Y hacia arriba de O son positivas y hacia
abajo son negativas.

Los signos de las coordenadas se encuentran indicados en la figura 1.10.

Es posible observar que a cada punto P del plano coordenado le corresponde uno y sélo un
par de coordenadas (x,y) y reciprocamente, un par de coordenadas (x,y) cualesquiera

determina uno y solamente un punto en el plano coordenado.

Pares ordenados

No es lo mismo (x,y) que (y,x) cuando x # y, de aqui la importancia de escribir las
coordenadas en su propio orden, escribiendo la abscisa en primer lugar y la ordenada en

segundo lugar. Por esta razdn un par de coordenadas en el plano se llama par ordenado de
ndmeros reales.
Se puede decir en este momento que el sistema coordenado rectangular en el plano

establece una correspondencia biunivoca entre los puntos del plano y los pares ordenados de
ndmeros.

Representacion grdfica de puntos
La localizacion de un punto por medio de sus coordenadas se llama trazado de un punto.
Ejemplo 1

Trazar el punto P = (-5, -2).

Para ello partiendo del origen del plano coordenado se avanza cinco unidades a la izquierda,
de ahi avanzar dos unidades hacia abajo, obteniendo asi el punto P = (-5, -2).
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La figura 111 muestra la ubicacién del punto mencionado y otros puntos mds para
ejemplificar.

*(2,6)

2,4

*-5.-2) *(2.-2)

Figura 1.11

En Geometria analitica la solucién de un problema no se ha efectuado si no se ha empleado
el sistema coordenado plano.

Ejemplo 2

Un tridngulo equildtero OABO cuyo lado tiene una longitud a estd colocado de tal manera
que el vértice O estd en el origen, el vértice A estd sobre el eje X y ala derechade O,y
el vértice B estd arriba del eje X. Hallar las coordenadas de los vértices 4 y B y el
drea del tridngulo.

C A
Figura 1.12

Con respecto a los ejes coordenados, el tridngulo estd en la posicién indicada en la figura
1.12. Como OA=a, la abscisa del punto A es a, también por estar A sobre el eje X, su
ordenada es 0, por tanto las coordenadas del vértice 4 son (a,0). Si se traza el segmento

BC perpendicular a O4, se sabe, por geometria elemental, que C es el punto medio de
OA, por tanto la abscisade C es £ como BC es paralela al eje Y, la abscisa del punto B
2

es también ¢. La ordenada de B se obtiene ahora por el teorema de Pitdgoras; dicha

2
B¢ A8 _Ci' :,/az_[gj - L =§a

\S]

ordenada es
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Las coordenadas del vértice B son [%,?aj.
El drea del tridngulo OABO es (%a}[%a} = gaz.

Ejercicio 3

1. Localizar los siguientes puntos en un sistema coordenado:

I R

2. ¢Cudl es el valor de la ordenada en cualquier punto del eje X?
3. Probar grdficamente:
a) Que los puntos M =(5,6), N=(2,5 y O=(-33) estdn sobre la misma recta.

b) Que los puntos A=(4,4), B=(-2,6), C=(-4]1) y D=(2,-1) son vértices de un
paralelogramo.

1.2 Lineas rectas
1.2.1 Formula de la distancia entre dos puntos

Sean P =(x,,y,) y P, =(x,,y,) dos puntos dados cualesquiera. Se determinard la
distancia d entre P,y P,,siendo d = PP, |.

P2= (X2, ¥2) D E

Figura 1.13
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Se trazan perpendiculares Pi4 y P,D a ambos ejes coordenados como lo indica la figura
1.13 y sea E su punto de interseccion. Considere el tridngulo rectdangulo P,EPP,.

Por el Teorema de Pitdgoras se tiene

5 | 2 2 2
d* = P,P| =|PE| +|EP|
Las coordenadas de los pies de las perpendiculares a los ejes coordenados son:

A=(x1,0), B=(0,y1), C=(x2,0) y D=(0,y2),
luego
d° = (?Cl—xz)2 + ()}1—)/2)2
de donde

d =\/(X1 'X2)2 + (y, 'Y2)2

lo cual se enuncia como sigue: la distancia d entre dos puntos P =(x,,y,) Y
P, =(x,,y,) esta dada por la férmula

d=(x,-%,) + (v, -y,)" . (1)

Ejemplo 1
Hallar la distancia entre los puntos 4= (3,5) y B=(-3,-1).

Si A es P, entonces x,=3 'y y =5.
Si B es P, entonces x,=-3 y y,=-1

De la ecuacion (1)

\E\ =d=/(-3-3)>+ (-1-5)> = {J(-6)" + (-6)° =72 =8.4

A=(3, 5)

B=(-3,-1 0

Figura 1.14
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Ejemplo 2

Demostrar que los puntos 4 =(5,3), B=(2,0) y C =(-2,-4) son colineales, es decir, estdn

sobre una misma recta y se cumple que ‘AB‘ +‘BC‘ = ‘AC‘.

De la ecuacion (1)

AB| = dy =\J(2-5)% + (0-3)* =/(-3)* + (-3)* =418 =4.24,

BC|=dy =+J(-2-2)% + (-4-0)* =/(-4)* + (-4)> =32 =5.65,

AC| =ds= J(-2-5)* + (4-3)> = (-7 + (-7)° = 98 =9.89,

]AB] +‘BC‘ - ]AC].

Sustituyendo
424 +5.65 =9.89,
9.89 =9.89,

entonces los puntos son colineales.

A.(5,3)

lllﬁ

Figura 1.15
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Ejemplo 3

Los puntos P =(-13), O =(6,-2) y R=(3,6) son vértices de un tridngulo. Determinar si es
equildtero, isdsceles o escaleno.

De la ecuacion (1)

PQ| =di= \(6-(-1)) + (-2-3)> = 7>+ (-5 = 86

OR|=dy = J(3-6)* + (6-(-2))° = 4/(-3)* + (8)> =8.54

PR =ds= J3-(-1)) + (6-3)° =447 +3% = 5

P_Q‘ =8.6, \@\ =8.54 vy \ﬁ\:s.

Por tener los tres lados desiguales ‘PQ‘ , ‘QR‘ y ‘PR‘ entonces es un tridngulo escaleno.

Figura 1.16

Ejercicio 4

1. Hallar la distancia entre los puntos
)A=(57 y B=(2,3) b)D=(/5,-2) y E=(4-/5,6) c)S=(m,m) y T=(-n,m)

2. Demostrar que los puntos
a)A=(-1,7), B=(1,4) y C=(4,-1) son colineales
b) H=(-4,-1), I1=(-1,-2) y J=(2,-3) son colineales

3. Determinar el perimetro de los tridngulos cuyos vértices son
a)4=(1,5), B=(-2,3), C=(4,-3).
b) E=(-3,2), F=(1,-1), G=(9,7).
c)K=(@3,-5), L=(-5,-6), M=(10,2).
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Division de un segmento en una razon dada.

Si Pi=(x1, 1) Yy P2=(x2 y2) son los extremos del segmento P, P, las coordenadas (x,y)

de un punto P que divide a este segmento en la razén dada r = % son:
2
x=21 y y=2E donde r#-l,
I+7 I+7
F!' L + ! : U
! P2 P P P,
(a) (b)
| 1. | —
P P, P al P2
d
© (d)

Figuras 1.17

PP
PP,
En cualquiera de las cuatro situaciones de las figuras 1.17 a, b, c y d se tiene

La razén de los segmentos PP y PP, , es decir, r = se llama razon de division.

——=r, donde r eslarazén de divisidn.

Se presentan cuatro casos:

: , PP N _ .
1) Si Pestdentre P, y P, ? =r, donde res positivo porque PP y PP, tienen el
2
mismo sentido.

: , BP , .
2) Si P estdantes que P, ; =r, donde r es negativo, pero ademds r>-1 y

2
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r <0. Porque PP y PP, tienen sentidos opuestos, la razén es negativa y como
puede observarse en la figura 1.17, su valor estard comprendido entre 0y -1.

o PP | o
3) Si P estd después de P, P1= =r, donde r es negativo. Porque PP y PP, fienen
2
sentidos opuestos, la razén es negativa y como puede observarse en la figura 1.17, el
valor de la razon serd menor que -1

PP
4) Si P coincide con P;, =— =7, donde r=0.
PP,

Por los puntos P, P y P,, se trazan perpendiculares a los ejes coordenados, tal como se
indica en la figura 1.18

BZ ---------- P2= (xz,yzj

BT-———> P=(x.y)

By

]

1

i
P1={x1=y1 )

1

1

1

Aq A A,
Figura 1.18

Los puntos 4, 4, A>» y Pi, P, P, intersectan segmentos proporcionales sobre las lineas P,
Py, 414>,y B B, por tanto se puede escribir

_AP_Ad_ BB
PP, AA, BB,

r

Las coordenadas de los pies de las perpendiculares al eje X son 4, =(x,,0), 4=(x,0) y
A4, =(x,,0) por tanto se tiene que

ﬂz X=X, y AA, = x, —x.
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Las coordenadas de los pies de las perpendiculares al eje Yson B, =(»,,0), B=(»,0) y
B,(y,,0) por tanto se tiene que

BB=y-y, Y BB, = y,-y.

Sustituyendo esos valores en

A A BB
== y ==
AA, BB,
se tiene
r:x_xl r:y_yl
X, =X =X-X IV, =1V =Y=0
X, + X, =X +rx ry,+y, =y+ry
rx, +x, =x(1+r) v, +y, =y(1+r)
X, +7rx v, +ry
=ITE g) e )
1+7r 1+r

Las expresiones (2) y (3) permiten calcular las coordenadas x y y de un punto P que divide

:U‘
Y

donde: r#-1.

a un segmento en la razon dada r =

3

Ejemplo 1

- 2
Hallar las coordenadas del punto M que divide en la razon 3 al segmento que une los

puntos A=(-7,3) con B=(3)5).

Como la razén es positiva el punto se encuentra entre 4 y B,
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2
=7+ (3 (3)j

de la ecuacidn (2) X=——r———7’=-3,

&

2
)+ (3 (5)j

- , 2
el punto que dividea 4=(-7,3) y B=(3,5) enunarazénde 3 es M =(-33.8).

de la ecuacidn (3) =3.8,

M=(-3,3.8) 520, 5

A=(-7,3)

Figura 1.19

Ejemplo 2

Determinar las coordenadas del punto P de la recta que une 4 =(-3,-5) con B =(7,-1) de
manera que AP = 3PB

Si AP = 3PB entonces r= i y r=3,
PB
de la ecuacidn (2) X = S+CO)_18_ 4.5,
1+3 4
- -1
y de la ecuacién (3) y= H)+CE) 8 =-2.

1+3 4
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Figura 1.20

El punto que divide a 4 =(-3,-5) y B=(7,—1) enunarazén de 3 es P =(4.5,-2) y su grdfica
se muestra en la figura 1.20.

Ejercicio 5

1. Hallar las coordenadas del punto de divisién del segmento AB en cada uno de los
siguientes casos:
) A= (6,-4), B=(-3,2) r="
b) A= (-8,-5), B=(4,3) r=3
¢) A= (3,-2), B=(-6,7) r=4/5
d) 4= (5,-4), B=(2,-1) r=-2
e) A= (2,4), B=(4,5) r=-3/2.

1.2.2 Foérmula del punto medio

La obtencién de las coordenadas del punto medio de un segmento, se puede considerar como
un caso particular de la division de un segmento por un punto, cuando la razén de divisién es
igual a 1.

De esta manera dado un segmento dirigido PP, donde P =(x,,y) Yy P =(x,,»,)
siendo P =(x,y) el punto medio,

de la férmula (2) con r=1 y de la férmula (3) con r=1
se tiene: se tiene:
=0t Nt
l+7 l+7
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1 1
) y= 2t
1+1 1+1
X, +x, Nt
=72 (4 N 5
> (4) y 5 %)

Las expresiones (4) y (5) dan las coordenadas x y y del punto medio del segmento dado.

En general se puede decir que:

- la abscisa del punto medio de un segmento es igual al promedio de las abscisas de los
extremos y

- la ordenada del punto medio de un segmento es igual al promedio de las ordenadas de los
extremos.

Ejemplo 1

Hallar las coordenadas del punto medio del segmento que une los puntos A=(-53) vy
B=(5-7).

Por la ecuaciéon (4) x = _52+ > =0.
Por la ecuacion () y= 3 +§_7) =-2.

El punto medio del segmento que une los puntos 4=(-53)y B=(5,-7) es P=(0,-2).

A=(-5,3)

P=(0,-2)

B=(8,-5)
Figura 1.21
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Ejercicio 6

1. Encontrar las coordenadas del punto medio del segmento que une a cada par de
puntos:

a)A=(1,3) y B=(2,5)

b)G=(6,3) y H=(8,9)

c)M=(-2,4) y N=(6,-8)

d)C= (2,-5) y D=(4,1)

e)E=(10,-9) y F=(-8,-1)

Areas positivas y negativas

Se sabe que si un movil recorre el perimetro o contorno de una figura, en sentido contrario
al de las manecillas del reloj, el drea de dicha figura es positiva; y si lo hace siguiendo el
sentido del movimiento de las manecillas, ésta es negativa. Por ejemplo en la figura 1.22 se

tiene:

Area ABCDA, positiva.

Area ADCBA, negativa.

A B
Figura 1.22

Area de un tridngulo
Es posible obtener el drea de un tridngulo conociendo las coordenadas de sus vértices.
Ejemplo 1

Obtener el drea de un tridngulo cuyos vértices son O =(0,0), A=(6,4) y B=(8,9).

}_ e ——————

Fiaura 1.23
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Por los puntos 4 y B, se trazan perpendiculares sobre el eje X y se obtienen 4" y B’

respectivamente, (véase la figura 1.23)
Area del tridngulo OABO = Area OB’BO - Area O4’AO - Area trapecio A’B’BAA’

(OB')(B'B) _(8)(9) _
2 2

Area OB’BO = 36

(OA)(A'4) _ (6)(4) _
2 2

Area OA’AO = 12

Area del trapecio A’B’BAA’ = (@}4’3’ = [#j(z) =13

Area del tridngulo OABO = 36 — 12— 13 = 11 unidades cuadradas.

Ejemplo 2

Obtener el drea del tridngulo cuyos vértices son 4 =(3,-6), B=(6,2) y C=(-4,5).

A=(3,5) B
Figura 1.24

Se pasa por A4 el segmento C’B’paralelo al eje X.

Se construyen C’'C y B’B paralelas al eje Y.
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Area ABCA = Area trapecio C’B’BCC’ - Area tridngulo C’ACC’- Area tridngulo AB’BA

11+8

Area trapecio C’B’BCC’ = (@jm&" = ( j(lO): 95

Area tridngulo C’ACC’ = © A)z(c ©) =((7)§1 Dj = 38.5

Area tridngulo 48B4 = ABNB'B) [(3)(8)j =12

2 2

Area tridngulo ABCA = 95-38.5—12 = 44.5 unidades cuadradas.

Ejercicio 7
1. Obtener el drea de los tfridngulos cuyos vértices son
0) A= (8’2): B= (2’7) Y C= (37 3) b) A= (_5’2)’ B = ('2’ 3) Y C= (-4’ 8)

c)A=(3,9), B=(-1,-1) y C=(-7,-5) d)4=(50), B=(0,-4) y C=(8,-3)
e)4=023), B=(8,00 y C=(506)

Caso General

Obtener el drea del tridngulo cuyos vértices son A =(x;, 1), B=(x3, 1) y C=(x3 »).

C=(x3,y3)

1 B=(x2,y2)
e

Figura 1.25

Trazar perpendiculares sobre eleje X de Aa A, de BaB' y deCaC".
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Area tridngulo ABCA = Area trapecio 44°C’CA + Area trapecio CC’B’BC
- Area trapecio AA’'B’BA.

Area trapecio 44°C’CA

(AA';COJA'C' SCAAAT)+ - [CCYAT)

1 1
— X3Yi- — X )i+t — X - =X
> 3 )1 ) 1)1 > 3 )3 > 1)3

Area trapecio CC'B’'BC = C'B'

(C“BBJ %(C_C')(C'_B') . %(B_m(C'_B)

1 1 1 1

E X, Y3 - E X3Y3 * Exzyz - E X3V,

Area trapecio AA'B'BA = (“%BBJ 1B - %(A_A')(A' B)+ %(B_B')(A'B')

1 1 1 1

= 5 XV - 5 xy 5 X Yo T 5 X2

Simplificando se tiene

7’ .z 1
Area triangulo ABCA = E( XV, ¥X,0; F XV - XY XY, —X)V; )

Lo anterior puede expresarse en forma de determinante, escribiendo:

| I x
Area tridngulo ABCA = 5 1 x, »,

I xy ;s

Ejemplo 1

Encontrar el drea del tridngulo de vértices 4 = (2,5), B =(-5,6) y C=(9,-4). La grafica
correspondiente es la figura 1.26.
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. 1 2 5
Area tridngulo ABCA = 5 1 -5
I 9 -4
=%(20+45+12+25—54+8)

= 28 unidades cuadradas.

Figura 1.26

Area de un poligono
Obtener el drea del poligono ABCDEA en el que A=(x,,y,), B=(x,,y,), C=(x;,5;),
D=(x,,y,) ¥y E=(x5,)5).

Y

D=(x4,y4)

C=(x3,ya)

B=(x2,y2)

A=(x1,¥1)

Figura 1.27

Considerando que en todo poligono se forman tantos tridngulos como lados tiene, menos dos,
resulta

I x oy L x  y 1 x
Area Poligono ABCDEA = 51 X, ¥, +51 X, Y, +§1 X, Vil (6)

[ S 23 B | S PR 1Y IR | R A

Haciendo operaciones y reduciendo términos semejantes, se tiene

Area Poligono ABCDEA =

1
(X Yy =XV F XY XYy F XY, — Xy Vs F X, Vs — X5V, X5y — X, Vs). (7)
2
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Puede observarse en la expresion (7) que la forma en que se relacionan los productos es,
abscisa del primer vértice por ordenada del segundo vértice menos abscisa del segundo
vértice por ordenada del primer vértice mas abscisa del segundo vértice por ordenada del
tercer vértice menos abscisa del tercer vértice por ordenada del segundo vértice, etc., y
asi sucesivamente, hasta llegar a menos abscisa del primer vértice por ordenada del dltimo
vértice.

Ejemplo 1

Hallar el drea del cuadrildtero cuyos vértices son A= (3,-4), B=(4,4), C=(3,9) y
D=(-7,1).

Figura 1.28

Area Poligono ABCDA =
%[(3)(4) — (=D +(DHO) = (DH(=3) + (3D = DO) + D=4 - BG)(D)]

Area Poligono ABCDA = %(12 +16 +36+12-3 +63 +28-3)= 80.5 unidades cuadradas

Ejercicio 8

1. Encontrar el drea de los poligonos cuyos vértices en cada caso son:
a) A= (6,6), B=(-3-4) y C=(-1,7)

b)4=(3,3), B=(6,8), C=(4,8) y D=(-7,3)

c)A=(0,-5), B=(7,2), C=2,7) y D=(-5,0)

d)4=(2,-5), B=(10,-3), C=(6,4), D=(1,2) y E=(2,0)
e)4=(6,7), B=(9,-1), C=(4,0), D=(-2,7) y E=(0,-5)
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1.2.3 Pendiente de una recta

Dos rectas al cortarse forman dos pares de dngulos opuestos por el punto de interseccién
(figura 1.29). Por tanto la expresidn “el dngulo comprendido entre dos rectas” es ambigua,
ya que tal dngulo puede ser el dngulo @ o bien su suplemento el angulo g . Para hacer una

distincién entre estos dos dngulos, se considera que las rectas estdn dirigidas y luego se
establece lo siguiente: se llama dngulo comprendido entre dos rectas dirigidas al formado por
los dos lados que se alejan del punto de interseccidn.

(2

¢

Figura 1.29

Asi por ejemplo en la figura 1.29 el dngulo formado por las rectas €; y €; es el dngulo o .

Si la direccién de ¢, se invierte entonces el dngulo formado por las rectas € y € seria el
dngulo 3 .

Si &y €, son lineas paralelas y tienen la misma direccién, el dngulo comprendido entre
ellas es de 0° y si tienen direccién opuesta el dngulo comprendido entre ellas es de 180°.

Se llama dangulo de inclinacion de una recta, al formado por la parte positiva del eje X y la
recta, cuando ésta se considera dirigida hacia arriba.

Asi, de la figura 1.30 el dngulo de inclinacién de la recta € es o y de larecta €; es o'.

El intervalo de variacion del dngulo de inclinacién de una recta esta comprendido en el
rango: 0°< a <180°.

I

Figura 1.30
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Se llama pendiente o coeficiente angular de una recta a la tangente de su dngulo de
inclinacion, es decir, la pendiente es la tangente trigonométrica del dngulo que una recta
forma con la direccion positiva del eje X, y se representa con la letra m, por tanto se
puede escribir:

m=tanca.
Si la recta La pendiente es  El dngulo es
- Es paralela al eje X o coincide con éste CERO a = 0°
- Es paralela al eje Y o coincide con él ES INFINITA a = 90°
- Esta inclinada hacia la derecha POSITIVA 0° <a < 90°
- Esta inclinada hacia la izquierda NEGATIVA 90° < o < 180°

Si P =(x,y)y P =(x,,y,) son dos puntos diferentes cualesquiera de una recta, la
pendiente de la recta se expresa de manera analitica como

Y= V2
Xy =X,

m= . X EX,. (8)

La expresion (8) se conoce como la ecuacion de la pendiente de una recta.

La pendiente de una recta puede expresarse en términos de las coordenadas de dos puntos
cualesquiera de ella. Por ejemplo en la figura 1.31

Pi=(x1,¥4)

R R ——
b
-
f
-
K

P2=(x3,y2) 1 Q=(x1,yz2)

- - ——— -

Xi.Xz2 1

Figura 1.31
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Considérese la recta que pasa por P, =(x,,y,) Y P, =(x,,y,), tfrazando por P, una paralela
al eje Yy por P, una paralela al eje X, se observa que dichas rectas se cortan en Q.

como PO = x —x,
Y OR = y, -,
luego tana = m = OR N

PO  x —x,
Ejemplo 1

Hallar la pendiente de la recta que pasa por los puntos 4=(-5,3) y B=(6, 7).

De la ecuacidn (8) (67)
B=(6,7

o = ang tan (.36)

a =19°7

Figura 1.32

Ejemplo 2
Obtener la inclinacién de la recta que pasa por los puntos 4 =(4,-1) y B =(-2,4)

De la ecuacion (8) B=( 24)|

a = ang tan (- .83)

(4!'1]

a = 140° Figura 1.33
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Ejercicio 9

1. Hallar la pendiente de la recta que pasa por los puntos
a)4=(5,3)yB=(2,7) b)4=(-6,9)y B=(12,4)
)A=(-52)yB=(4,3) d)A4=(-4,-3)yB=(8,7)

2. Obtener la inclinacion de la recta que pasa por los puntos
a)4=(-5,-2) y B=(9,0) b)A=(-7,-5)yB=(3,2)
c)4=(-4,6)y B=(7,9) d)A4=(-7,9)yB=(8,6)

1.2.4 Pendientes de rectas perpendiculares

Pendientes de rectas paralelas

Las rectas paralelas 7, y r, tienen inclinaciones iguales y por lo mismo pendientes iguales.
Reciprocamente, si dos rectas tienen pendientes iguales entonces son paralelas. De esta
manera, si las pendientes de dos rectas son respectivamente m, y m,, éstas son paralelas
si se cumple la condicion:

m = m, (9)

La expresion (9) se conoce como condicion de paralelismo de dos rectas.

Figura 1.34
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Pendlientes de rectas perpendiculares

Dos rectas 1, y r, son perpendiculares y se escribe r, L r, sila inclinacion de una es 90°
mds que la de la otra.

Siendo «, y «, las respectivas inclinaciones de dos rectas perpendiculares 7, y r, se tiene

a, = a, +90°,

porque un dngulo exterior de un tridngulo es igual a la suma de los interiores no adyacentes.

Y

Figura 1.35

Utilizando algunas férmulas trigonométricas conocidas, resulta
tan «, =tan («a, +90°)
tan «,= - cot a,

1

fan @z == tan o
1

sabiendo que tan o,=m; y tan «, = my sustituyendo las pendientes m, y m; se tiene

my=- — 6 m; my = -1 (10)

La expresién (10) se conoce como condicion de perpendicularidad de dos rectas.

Luego, dos rectas son perpendiculares si tienen pendientes reciprocas y de signo contrario,
es decir, si el producto de sus pendientes es -1.
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Ejemplo 1

Probar que la recta que pasa por los puntos 4 = (-2, -6) y B = (7, -3) es paralela a la recta
que pasa por C = (-3,-5) y D= (6, -2).

Por la ecuacidn (8)

= -6+3 -3 1 0
: -2-7 -9 3° D=(6,-2)
_ —5+2_—_3_l B=(7,-3)
? -3-6 -9 3 C=(-3,-5)
como Z(-2,-6)
m, = m,, Figura 1.36

se tiene que las rectas son paralelas.

Ejemplo 2

Demostrar que los puntos A4 =(6,-4) B=(1,6)y C=(-2,2) son vértices de un tridngulo
rectdngulo.

Denotando por m,, m, y m, las pendientes respectivas de AB, BC y CA se tiene

de la ecuacidn (8)

—4— -10
m, = 4-6 = =-2,
6—-1 5
6-2
m, = = =,
1-(-2) 3
ho25CH 63
2-6 -8 4

como (ij(— ij: -1, Figura 1.37
3N 4

entonces BC L CA por consiguiente el tridngulo ABCA es un tridngulo rectdngulo en C.



42 Capitulo 1 Rectas, 1.2 Lineasrectas, 1.2.4 Pendientes de rectas perpendiculares

Ejercicio 10

1. Demostrar que los siguientes cuadrildteros son paralelogramos

Los cuadrildteros son paralelogramos si las pendientes muz= mcp y map= mpc
a)A=(6,4), B=(3,2), C=(-4,-3) y D=(5,-1)

b)A=(4,4), B=(-2,2), C=(-5,-5) y D=(1,-3)

c)A=(5,2), B=(-4,4), C=(-1,-2) y D=(8, -4).

2. Demostrar que son tridngulos rectdngulos los que tienen como vértices
G)A = (_55_1) B= (_1:4) Y C= (95_4)

b) A =(-5,-1) B=(4,-4) y C=(6,2)
€)A=(3,-5) B=(-2,2) yC=(5,1).

A'ngu/o que forman dos rectas

El dngulo que forman dos rectas que se cortan r, y r, es aquél que se mide por la amplitud de
la rotacién de r, (en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj) en torno del
punto de interseccién hasta colocarse sobre r,. En las figuras 1.38 y 1.39 el dngulo se
representa por o .

Y Y

rq

rz gl

Figura 1.38

—t—+ X Figura 1.39

De acuerdo con la figura 1.40, sean las rectas 7 y r,, de inclinaciones a1y a, y
pendientes m, y m,, respectivamente,

rz ra

Figura 1.40
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considerando el dngulo o formado por 7, y r, y recordando, que un dngulo exterior de un
tridngulo es igual a la suma de los interiores no adyacentes, se tiene:

=01+

a =02- 01

luego
tan ¢ = tan(a2- @)
tano, —tana,
tan o =
l+tang, tana,
pero
tan a1 = m, tan o, =my
entonces
m, —m
tan ¢ = ——L (11)
1+mm,

la expresion (11) es la ecuacion del angulo que forman dos rectas.

De acuerdo con lo anterior se puede decir que un dngulo denotado por « formado por dos
rectas ésta dado por la férmula

m, —m
tan @ = ———, mm, £ -1

1+mm,

en donde m, es la pendiente inicial y m, es la pendiente final correspondiente al dngulo « .

Ejemplo 1

Obtener los dngulos interiores del tridngulo cuyos vértices son: A =(6,4), B=(-2,3)y
C=(-1,-2).

L . A=(6,4)
B=(-2,3) g _—t" @
o
e -+ &

Figura 1.41
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L 4-3 1 L. .3+2_ 5 =24 _ 6
BRI S EUECT o AT 6 T 7
6 1
tana =™ 7 8 _ 732 a = 3347
1+ m,m, [1J(6j 1.107
1+ = | =
s\ 7
m, —m _5_1 -5.12
tan f =27 8 2% 1365 [ = 85°%
1+mm, 1 375
1+| - |(=5)
8
_5_6
tan y 1’”2 e I - 7 =_§'§§=1.78 y = 60°’
+mym, 1+(j(_5) -3.
7
Ejercicio 11

1. Encontrar los dngulos interiores para demostrar que son tridngulos isésceles los que
tienen los siguientes vértices.
a)A=2,0), B=(1,3) y C=(0,0)
b)4=(@4,8), B=(2,2) y C=(6,2)
c)A=2,1), B=(1,4) y C=(0,1)

Grdfica de una ecuacion y lugares geométricos

Existen en Geometria analitica dos problemas fundamentales:
1) Dada una ecuacién interpretarla geométricamente, es decir, construir la grdfica
correspondiente y
2) Dada una figura geométrica o la condicién que deben cumplir los puntos de la misma,
determinar la ecuacion.

Grdfica de una ecuacion

Suponga que se da una ecuacién de dos variables x y y, que se puede escribir brevemente
de la forma
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fxy)=0.

En general existe un ndmero infinito de valores de x y y que satisfacen esta ecuacién. Cada
uno de tales pares de valores reales se foma como las coordenadas (x, ) de un punto en el
plano.

Al conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen una ecuacién se llama grdfica de la
ecuacion 6 lugar geométrico. Y cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion
pertenece a la grdfica de la ecuacion.

Como las coordenadas de los puntos de un lugar geométrico estdn restringidas por su
ecuacién tales puntos estardn localizados, en general, en posiciones tales que, fomadas en
conjunto, formen un trazo definido llamado curva, grdfica o lugar geométrico.

Ejemplo 1

Trazar la gréfica de la ecuacién  y = x* —6x> +10x.

Dando valores a x y calculando los valores correspondientes de y, se obtienen los pares de
valores que se muestran en la tabla y el lugar geométrico de la ecuacién y = x* —6x” +10x
lo contiene la figura 1.42.

y=x>—6x>+10x

-2 -2.25

2 1.77

.6 4.06

1 5

14 4.98

1.8 4.39 | i
2.2 3.61 1 I
2.6 3.02 3
3 3
3.4 3.94
3.8 6.23

Figura 1.42

Cuando se grafican varios puntos y se dibuja una linea continua entre ellos puede resultar
erroneo si la grdfica en cuestion hubiera sido la de la figura 1.42 por ello se debe discutir la
ecuacién antes de trazar una curva y también se deben tomar intervalos pequefios donde se
note que hay mds variacion para encontrar el lugar geométrico mds exacto.
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Intersecciones con los ejes

La abscisa del punto de interseccion de la curva con el eje X se le llama interseccion de una
curva con el eje X.

La ordenada del punto de interseccion de la curva con el eje Y se le llama interseccion de
una curva con el eje Y.

El procedimiento para obtener las intersecciones es
a) haciendo y = 0 en la ecuacion de la curva se obtienen las intersecciones con el eje X,

b) haciendo x = 0 en la ecuacién de la curva se obtienen las intersecciones con el eje Y.

Ejemplo 1

Considere la ecuacién y = x> —6x° +8x

Para y =0, esta ecuacion se reduce a
x'—6x>+8x=0

de donde,
x(x-2)(x-4)=0

Figura 1.43

y las raices son
x=0,2,4

La grdfica de la curva, se muestra en la figura 1.43

Ejercicio 12

1.Representar grdficamente las funciones, utilizando los métodos anteriormente
mencionados
a) y=x" —6x> +9x
b) y=x’ —5x> +6x
c) y=x"=7x> +12x
d)y=x"-3x" +2x
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Simetria

Dos puntos son simétricos con respecto a una recta si la recta es perpendicular al segmento
que los une en su punto medio. La recta con respecto a la cual son simétricos los dos puntos
se llama eje de simetria.

Asi en la figura 1.44, los dos puntos A y B son simétricos con respecto al eje de simetria €
silarecta € es perpendicular al segmento AB en su punto medio.

™

Figura 1.44

Dos puntos son simétricos con respecto a un punto O, si O es el punto medio del segmento
que los une. El punto O se llama centro de simetria.

Asi en la figura 1.45 los dos puntos 4 y B son simétricos con respecto al centro de simetria
O siempre que O sea el punto medio del segmento A4B.

Figura 1.45

Ecuacion de un lugar geométrico

Se llama ecuacion de un lugar geométrico plano a una ecuacién de la forma

S y)=0, (12)
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cuyas soluciones reales para valores correspondientes de x y y son todas las coordenadas de
aquellos puntos que satisfacen la condicion o condiciones geométricas dadas.

El procedimiento para obtener la ecuacion de un lugar geométrico es como sigue:

1. Suponga que el punto P, de coordenadas (x, y) es un punto cualquiera que satisface la
condicién o condiciones dadas y por tanto es punto del lugar geométrico.

2. Se expresa, analiticamente, la condicién o condiciones geométricas dadas, por medio
de una ecuacién o ecuaciones en las coordenadas variables x y y.

3. Se simplifica, si hace falta, la ecuacién obtenida en el paso 2 de tal manera que
quede como f(x,»)=0

4. Se comprueba el reciproco: sean (xi, y1) las coordenadas de cualquier punto que
satisfacen f(x, ) = 0 de tal manera que f(x;, y1) = 0 es verdadera. Si de f'(x;, 1) = 0
se puede deducir la expresién analitica de la condicion o condiciones geométricas
dadas, cuando se aplica al punto (x;, 1), entonces f(x, v) = 0 es la ecuacién del lugar
geométrico que se buscaba.

Ejemplo 1

Hallar la ecuacidn del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que siempre
equidista de dos puntos dados 4=(-2,3) y B=(3,1).

Sea P=(x, y) un punto cualquiera del lugar geométrico. Entonces P debe satisfacer la
condicién geométrica de que los segmentos PA y PB sean iguales en longitud, o sea, que

[P =[P

Por la ecuacién (1)

I e e

=G -1
Sustituyendo en la condicién mencionada

Y+ 2f + (=3 = J(x=3 +(v-1)°
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si se elevan al cuadrado a ambos miembros, se desarrolla, se fraspone y se simplifica, la
ecuacion se reduce a
10x - 4y +3=0.

Sean (xi, 1) las coordenadas de un punto cualquiera P; que satisfacen la ecuacién, de tal
manera que la ecuacion

10x1 - 4y1+ 3= 0,
es verdadera.

Los puntos Pi = [0,3

" Figura 1.46

La ecuacién 10x - 4y +3 =0 es la ecuacién buscada. El lugar geométrico que aparece en la
figura 1.46 es la perpendicular al segmento 4B en su punto medio, es decir, la mediatriz del
segmento AB.

Ecuaciones y propiedades de la recta

A continuacidn, se presentan las distintas formas en que se expresa la ecuacién de la recta
para identificarlas. Cada ecuacién corresponde a caracteristicas y propiedades geométricas
especificas, lo que permite localizar y representar la recta en el sistema coordenado.

Las distintas formas son:

e Ecuacion de la recta en su forma punto-pendiente

e  Ecuacion de la recta dados dos de sus puntos

e Ecuacion de la recta dada su pendiente y ordenada al origen
e  Ecuacion simétrica de la recta

e  Ecuacion general de una recta

e Ecuacion normal de una recta
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1.2.5 Ecuacion de una recta en su forma punto-pendiente

Se llama linea recta al lugar geométrico de los puntos, tales que tomados dos puntos

diferentes cualesquiera P =(x,,»,) Y P, =(x,,y,) del lugar, el valor de la pendiente m
calculado por la férmula
- N

m = . X1¢X2,
X=X,

resulta siempre constante.

Geométricamente una recta queda definida por uno de sus puntos y su direccién.

Analiticamente la recta queda determinada si se conocen las coordenadas de uno de sus
puntos y su dngulo de inclinacion o su pendiente.

La recta que pasa por el punto dado P; = (xi, y1) y tiene la pendiente dada m, tiene por
ecuacion

Y=y, =m(x—x).

P=(x.y)

P1=(x4,¥1)

Figura 1.47

Para demostrar lo anterior, en la figura 1.47 sea P = (x,y) un punto cualquiera de la recta,
diferente del punto dado P, =(x,,y,). Por la definicion de la recta las coordenadas del
punto P = (x,y) satisfacen la ecuacién

de la cual, multiplicando a ambos miembros por (x - x;) , se obtiene

y=y =mx-x), (13)

la expresion (13) que se conoce como la ecuacion de la recta punto-pendiente.
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Ejemplo 1

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto B = (-2, 4) y tiene un dngulo de
inclinacién de 135°.

Por definicién de pendiente m = tan 135° = -1
Sustituyendo el punto B=(-2,4) y la pendiente m = -1 en la ecuacién (13) se tiene

y-4=-1(x—(2)

y—4=-1(x+2)

por definicion de la ecuacion de un lugar geométrico (12)

y—4=-x -2
x+y -2=0

B=(-2,4

Figura 1.48

Ejemplo 2

Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P = (-1, 2) y es paralela a la recta
que pasa por los puntos Pi=(4,3) y P,=(-2,-3).

. 343 _ 6
La pendiente de larecta AP, es m= LRI
4+2 6

Por ser rectas paralelas tienen pendientes iguales y se tiene entonces P=(-1,2) y m = 1.

Sustituyendo los datos en la ecuacion (13) se obtiene la ecuacion de la recta
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y=2=1(x+1),
por definicion de la ecuacion de un lugar geométrico (12)
y=2=x+1,

x—y+3=0.

Figura 1.49

Ejemplo 3
Hallar la ecuacion de la mediatriz del segmento que une los puntos P1=(6,5)y P>=(2,-3).

La pendiente de la recta AP, es

Y8,
6-2 4

Por ser la mediatriz perpendicular a la recta, su pendiente es
1
ms=-—.
2
Un punto de la mediatriz es el punto medio de la recta PP, cuyas coordenadas son

L. 6%2 , b2 573

. S : 1 :
Teniendo entonces un punto de la mediatriz (4, 1) y su pendiente =X se sustituyen los

datos en la ecuacion (13) para obtener su ecuacién
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1
—l=-= (x—4),
y 2( )

por definicion de la ecuacion de un lugar geométrico (12)

Y 2 2
—x+y-3 =0
P=(6,5)

P.=(2,-3)
Figura 1.50

Ejercicio 13

Para cada caso hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto:
a) B=(3,7) y tiene un dngulo de inclinacién de 135°.
b) B= (-4, -5) y tiene un dngulo de inclinacién de 45°.
c) P=(-2,3)y es paralela a la recta que pasa por los puntos P, =(6,5)y P>= (-4, -5).
d) P=(3,-4) y es paralela a la recta que pasa por los puntos P1=(3,2)y P>=(-1,-2).

Hallar la ecuacion de la mediatriz del segmento que une los puntos
e) Pi=(7,5)y P,=(-2,-3).
f) Pl = (59 7) Y PZZ ('39 '5)
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Ecuacion de la recta dados dos de sus puntos
Geométricamente una recta queda definida por dos de sus puntos.

Analiticamente la recta queda determinada si se conocen las coordenadas de dos de sus
puntos.

En la figura 1.51 la recta esta determinada por P; y P, y tiene como pendiente

m = V1= ,

Xy =X,
sustituyendo el valor de la pendiente en la ecuacion punto-pendiente

y—y1=m(x—xp)

se obtiene
yoyn=2"2 ox), xi#n (14)

X =X,

la expresion (14) que se conoce como la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos.

Pai—{(>x41; ¥1)

Pa=(xz2] ¥=2)

Figura 1.51

Ejemplo 1
Hallar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos 4 =(5,-2) y B=(-3, 4).

Por la ecuacidn (14)
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=)= o)

y+2=2 (-9,

por definicién de la ecuacion de un lugar geométrico (12)

6x + 8y -14=0.

B=(-3,4)

A=(5,-2)

Figura 1.52

Ejemplo 2

Los puntos 4= (1,1), B=(2,6) y C=(-3,4) son los vértices de un tridngulo, encontrar la
ecuacion de la mediana que corresponde al vértice C.

Con base en la geometria se sabe que la mediana correspondiente a un vértice de un triangulo
es el segmento de recta que une un vértice de un tridngulo con el punto medio del lado
opuesto y asi lo muestra la figura 1.53.

Se obtiene el punto medio de la recta 4B, es decir M

142 3 146 7
2 2 YT

X

Sustituyendo en la ecuacion (14) los puntos C=(-3,4) y Mz[%,%j
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@4)=ﬂ
=

se obtiene la ecuacion de la mediana que corresponde al vértice C

(x +3),

1
—4=-— (x+3).
y 9( )

Por definicién de la ecuacién de un lugar geométrico (12)
9y —36 = -x -3,

x+9y-33=0.

B=(2,6)

C=(-3,4)
M= (3/2,7/2)

A=(1,1)

Illliilillll

Figura 1.53

Ejemplo 3

Los puntos 4 = (a, b), B=(-a, b), C=(-a, -b) y D = (a, -b), donde a # b, son los vértices de
un rectdngulo. Hallar las ecuaciones de las rectas que contienen las diagonales.

Las ecuaciones que contienen las diagonales son:

Por la ecuacién (14)

- Larecta que pasapor Ay C y - La recta que pasa por By D

b=b+b (x—a) y—b= b+b (x+ a)
a—+a —a—da
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y—bZ%(x—a) y—b=£(x+a).
2a 2a

Por definicién de la ecuacién de un lugar geométrico (12)

2ay —2ab =2bx — 2ab -2ay +2ab =2bx + 2ab
2bx —2ay + 2ab —2ab =10 2bx +2ay +2ab—2ab=0
bx—ay =0 bx+ay =0
B=(-a,b) A=(a,b)

C=(-a,-b) D= (a,:b)

Figura 1.54

Ejercicio 14

a) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A =(-5,2)y B=(4, -3)

b) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos 4 =(7,-3)y B=(-5, 6)

c) Los puntos 4 =(-4,-4), B=(2,7) y C= (-7, 10) son los vértices de un tridngulo,
encontrar la ecuacién de la mediana que corresponde al vértice C.

d) Los puntos 4=(2,6), B=(8,3) y C=(-2,-1) son los vértices de un tridngulo, encontrar
la ecuacién de la mediana que corresponde al vértice C.

e) Los puntos 4 =(1,-2), B=(5,1), C=(2,5)y D=(-2,2) son los vértices de un rectdngulo.

Hallar las ecuaciones de las rectas que contienen las diagonales.
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1.2.6 Ecuacion de una recta dadas su pendiente y su ordenada al origen
Geométricamente una recta queda definida por el punto de interseccion de ésta con el eje ¥
y su direccion. Analiticamente la recta queda determinada si se conocen la ordenada del
punto donde la recta corta el eje Yy su dngulo de inclinacion o su pendiente.
Intersecciones de una recta con los ejes

La abscisa a del punto donde una recta corta al eje X se llama abscisa al origen.

La ordenada b del punto donde una recta corta al eje Y se llama ordenada al origen.

Como se observa en la figura 1.55

- la abscisa al origen corresponde al valor de la distancia que existe entre el origen y el
punto de interseccidon de la recta con el eje X.

- la ordenada al origen corresponde al valor de la distancia que existe entre el origen y el
punto de interseccion de la recta con el eje Y.

P,=(0,b)

4
+

uabio |e epeuspiQ

Pi=(a, 0)

1

Abscisa al origen

Figura 1.55

Para obtener la abscisa al origen de una recta se hace y = 0 en su ecuacion y se despeja
x puesto que el punto de interseccion de la recta con el eje X tiene ordenada cero.

Para obtener la ordenada al origen de una recta se hace x = 0 en la ecuacién y se despeja
» puesto que el punto de interseccién de la recta con el eje Y tiene abscisa cero.
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Ejemplo 1

Obtener la abscisa, la ordenada al origen y los puntos de interseccion (a,0) y (0,5) de la
recta con los ejes de coordenadas, de la recta 3x+ 6y =12.

Abscisa al Origen

Si y=0
3x+6(0)=12
x = 12/3
x=4=a

Ordenada al Origen

Si x=0
3(0) + 6y =12
y = 12/6
y=2=b

Figura 1.56

A=(4,0)

La abscisa al origen es a =4, la ordenada al origen es b=2, los puntos de interseccién de la
recta con los ejes de coordenadas son (4,0) y (0,2)y el lugar geométrico esta trazado en

la figura 1.56.

Ejemplo 2

Obtener las coordenadas al origen de larecta x+y =0

Abscisa al Origen

Si y=0
x+0=0
x=0=a

Ordenada al Origen

Si x=0
0+y=0
y=0=b

Los puntos de interseccién de la recta con los ejes de coordenadas son (0,0) y (0, 0). Por
lo que sélo se tiene un punto que es el origen. Para obtener otro punto se asigna un valor a
una de las variables y se obtiene el correspondiente de la otra variable
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Si x=2 Si y=2
2+y=0 x+2=0
y=-2 x=-2

Y entonces se obtienen dos puntos A=(2,-2) y B=(-2,2).

Figura 1.57
Ejercicio 15

1. Obtener la abscisay la ordenada al origen y los puntos de interseccién (a,0) y (0,b) de
la recta con los ejes de coordenadas, de las rectas

a)2x—-3y+3=0 b)3x-4y-8=0 c)x+3y+15=0

d)2x+3y-9=0 e)7x—2y+8=0 f)2x+5y+10=0

Ecuacion de una recta dada su pendiente y su ordenada al origen
Si de una recta se tiene su pendiente m y la ordenada al origen b como se aprecia en la
figura 158, se tendria un caso especial de ecuacién de la recta de la forma punto-
pendiente, es decir, por la ecuacién (13)

y=y1=m(x—x)

y—b=m((x-0)

y—b=mx

y=mx+b (15)

La expresién (15) se conoce como la ecuacion de la recta dada su pendiente y su ordenada al
origen.
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De manera inversa, si se tiene
y=mx+b

entonces se conocen
- la pendiente m

-y la ordenada al origen b.

Figura 1.58

Ejemplo 1

Dada la ecuacién 2x — 4y + 6 = 0, expresarla en la forma pendiente-ordenada al origen,
identificar los valores de m y b y representar la recta en el plano.

p: . 2x+6
De la ecuacion 2x—4y+6=0 sedespeja » Yy entonces y= x4
: . : . 1 3
se obtiene la ecuacion en su forma pendiente-ordenada al origen y= Ex + 5
. e 1 3
se identifican los valores de m y b entonces m= > y b= 5

Para obtener la abscisa al origen se hace en la ecuacion original  y =0, entonces

2x—4(0)+6=0

Figura 1.59
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Ejemplo 2

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto de interseccién de las rectas
x-3y =-21, x-y=-9 y que ademds es:
a) paralelaalarecta 2x+4y =7.

b) perpendicular a la recta 3x—5y=-18.

Al resolver el sistema de ecuaciones simultdneas formado por las dos primeras rectas

x—3y =-21

x-y=-9
se obtiene la solucién

x=-3y y=6;
por tanto el punto de interseccidn es

(-3, 6).
a) La recta

2x+4y=17

puede ser expresada asi,
1 7
y=-—x + —

Toda recta paralela a esta tiene la misma pendiente, en particular la que pasa por el punto
(-3,6) tiene por ecuacion

1
—6=—-—(x+3
y 5 (x+3)
6 bien por la ecuacidn (12)
x+2y—-9=0.
b) La recta
3x-5y=-18
se puede expresar en la forma
4 5

Toda recta perpendicular a ésta tiene pendiente reciprocay de signo contrario, es decir,
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5
m = —_——
3
en particular la que pasa por el punto
pP= (_3>6)7

tiene por ecuacion

y=6=-2 (+3)
6 bien por la ecuacién (12)

Sx+3y—-3=0.

5:+3y-3=l]
X-y+9=0

X +2y - 050 : |
Y E 3x -5y +18=0  x .3y +21=0

llllllllll

2x +dy - 7=0

Figura 1.60

Ejercicio 16

1. Expresar en la forma pendiente-ordenada al origen cada recta del ejercicio 15.
2. Determinar la pendiente y la ordenada al origen de cada recta del ejercicio 15.
3. Trazar cada una de las rectas obtenidas en el punto 1 de éste ejercicio.
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Ecuacion simétrica de la recta

La ecuacion simétrica existe, si la recta no es paralela a ninguno de los ejes coordenados y
si no pasa por el origen.

Geométricamente una recta queda definida por los puntos de interseccion de la recta con el
eje X y coneleje?. Andliticamente la recta queda determinada si se conocen la abscisa
del punto donde la recta corta el eje X y la ordenada del punto donde la recta corta el eje
Y.

La representacion grdfica de la recta que intersecta los ejes coordenados se expresa
mediante una ecuacion en la que aparecen los valores de las coordenadas de los puntos de

interseccion.

En la figura 1.61 se ilustra la recta que intersecta a los ejes X y Y en los puntos (a, 0) y
(0, b) respectivamente. La abscisa al origen es a (a #0) y la ordenada al origen es b (b #0).

Para determinar la ecuacion de la recta que pasa por Pi=(a,0) y P,=(0,b) se utilizala
ecuacion de la recta que pasa por dos puntos

_ =M

y—y=—"—"=@x-x)
Xy~ X,
sustituyendo
y—OZO_b (x—a), 4
a=0 P,=(0,b)

A 4
y=-—(x-a),

a ——
ay = -bx + ab, T P1=(a, 0)
@ bx_ab T
ab ab ab’ Figura 1.61
2ido1 az0y b#o. (16)
a b

La expresion (16) se conoce como la ecuacion simétrica de la recta, en ella aparecen en los
denominadores la abscisa a y la ordenada al origen b.
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Ejemplo 1

Expresar en forma simétrica la ecuacién 2x+4y-8=0.

Al trasponer el término independiente al segundo miembro se tiene
2x+4y =8

dividiendo la ecuacién entre 8 , queda

de donde resulta

que corresponde a la forma simétrica de la recta,

La abscisa al origen es a =4, la ordenada al origen es b=2, los puntos de interseccién de la
recta con los ejes de coordenadas son (4,0) y (0, 2)y el lugar geométrico esta trazado en
la figura 1.62.

Figura 1.62

Ejemplo 2
Expresar en forma simétrica la ecuacion 7x -4y +12=0.

Al trasponer el término independiente al segundo miembro se tiene

Ix -4y =-12,
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dividiendo la ecuacion entre 12 , queda

7x+—4y_—12
-12 —-12 -12°

de donde resulta

'

_r Y
[—12j 3

7
que corresponde a la forma simétrica de la recta.

. . 12 .
La abscisa al origen es = y la ordenada al origen es 3; en este caso los puntos de

. . 12
interseccién de la recta con los ejes de coordenadas son (—7,0J y (0, 3) y el lugar

geométrico esta trazado en la figura 1.63.

P.=(0, 3)

PL=(-12/7, 0)

Figura 1.63

Ejercicio 17

1. Escribir en forma simétrica la ecuacidn de la recta que interseca a los ejes Xy Yena vy
b, respectivamente
a)a=4, b=3 b)a=5, b=2 c)a=4, b=-3

d)a=-7, b=5 e)a=-2, b=-2 f a=-3/4, b=1

2. Expresar las siguientes ecuaciones en forma simétrica
a)2x- 3y+3=0 b)3x- 4y-8=0 c)x+ 3y+15=0

d)2x+ 3y-9=0 e)7x-2y+8=0 f)2x+ 5y +10=0
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1.2.7 Ecuacion general de una recta
La ecuacidn de una recta cualquiera, en el plano coordenado, es de la forma lineal
Ax+By+C=0 (17)

La expresion (17) corresponde a la forma general de la recta, donde A, By C pueden ser
cero. Pero 4y B no pueden ser cero a la vez.

Las formas estudiadas indican que la ecuacién de una recta es de primer grado en las
variables x y y. Inversamente, cualquier ecuacion de primer grado enx y y representa

una recta; de ahi el nombre de ecuacién lineal, la cual se obtiene del siguiente razonamiento:

la ecuacién de primer gradoen x y y es

Ax+By+C=0.

Si B=0
entonces Ax+ C=0 y sisedespeja x queda
C

xX=-—

A

que es de la forma x = |k| y corresponde a una recta paralela al eje Y a &k unidades de
distancia de éste.

SiB#0
despejando » se obtiene
_-4. ¢

4 B B

que es de la forma
y=mx +b

donde:

. A
- la pendiente es m = 3 (18)

- la ordenada al origenes b = —% (19)
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- la abscisa al origen es a=—

C
o (20)

A partir del la ecuacion general de la recta se pueden obtener de manera directa los valores
indicados en las expresiones (18), (19) y (20).

Discusion de la ecuacion general de la recta
La ecuacidn general de la recta es de la forma
Ax+By+C=0.

A continuacion se presentan los posibles casos de la relacién entre los coeficientes 4, By C

Valor de las constantes Ecuacion Representa
A#0, B=0y C=0 x=0 Eje Y
A=0, BF0y C=0 y=0 Eje X
-C .
A=0, BF0y C#0 y=?,y=k Recta paralela al eje X
-C .
A#0, B=0y C#0 x:7,x=k Recta paralela al eje Y
— A .
A#0, BF0y C=0 y= X Recta que pasa por el origen
A#0, BF0y C#0 Ax+By+C=0 Forma General
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Ejemplo 1

Obtener los valores de 4, By C en la ecuacion Ax + By + C=0 de una recta que pasa por los
puntos B, =(4,-3) y P, =(2,5). Hallar la ecuacion de la rectay trazar su grafica.

Usando la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos

Y= V2

y=-yn=—"x-x1)
X — X,
-3-5
-(-3)= x— (-4
y=(3)= T - (4)
3y+9=4x+16
La ecuacién de la recta es
4x-3y+7=0

Los valores de 4, By C son

A=4, B=3y C=7

Pa=(2,5)

P1 ={"4!'3}
Figura 1.64

Ejercicio 18

1. Obtener los valores de 4, By C en la ecuacién Ax + By + C=0 de las rectas que pasan
por los siguientes puntos, hallar la ecuaciény la grdfica de la recta.

a) A =(-6,-5) y P =(1,4) b) A=21) y £ =(56)
Af=(5 y BA=41 dA=0G,5 vy B£=(L-2)
e) ])l = (_2: _4) Y PZ: (3: 3) f) ])1 = (_5: 4) Y ])2 = (_1’2)
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Posiciones relativas de dos rectas

Dadas dos rectas, 1 y 72, estas pueden ser:
a) paralelas.
b) perpendiculares.
¢) coincidentes (caso particular de paralelismo).
d) que se intersecten en uno y sélo un punto.
Estas condiciones se obtendrdn a partir de sus respectivas ecuaciones:
r:Ax+By+C=0
r:Ax+By+C =0

Paralelismo
Dos rectas son paralelas cuando tienen la misma pendiente.

Si las pendientes de las rectas m; y m», son iguales entonces

m(ry) = —; m(ry)= —2:

A A
B B

4 _ 4
B B'

AB’ —A'B=0 (21)

La expresién (21) establece la condicion de paralelismo de las rectas r1y r».
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Ejemplo 1
Sean ri:2x—y+4=0y r:4x-2y-7=0 entonces

sus pendientes son:

como las pendientes de 7, y r;, son iguales, r;y r; son paralelas.
Aplicando la condicién de paralelismo: AB’— A’B=0

se obtiene
[2(-2)] -[4(-1)] = -4+4=0

por tanto
r1 Yy r, son paralelas.

Figura 1.65

Perpendicularidad

Dos rectas son perpendiculares cuando la pendiente de una es reciproca negativa a la de la
otra; es decir, cuando el producto de sus pendientes es igual a -1.

. . A A'
Las pendientes de las rectas r; y 7, son respectivamente 3 y 5

Por la condicion de perpendicularidad se tiene que [— gj (— ;j =-1,



72 Capitulo 1 Rectas, 1.2 Lineas rectas, 1.2.7 Ecuacion general de una recta

A4

entonces = -1,
BB'
AA’ =-BB’,
AA’ + BB’ =0.

La expresion (22) establece la condicion de perpendicularidad de las rectas r1y r».

Ejemplo 1
Sean ri:6x+4y-12=0 y r:2x—-3y +15=0 entonces

sus pendientes son

A3 o A
1 B Y 2 B

2
2 3

Como las pendientes son reciprocas y de signo contrario una de la otra,

11y r2 son perpendiculares.

Aplicando la condicién analitica de perpendicularidad 44’ + BB’ = 0,

[-3@]1+[23)]1=0,
-6 +6 =0,

por tanto 7, y r, son perpendiculares.

Figura 1.66

(22)
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Coincidentes

Si tanto ;1 como 7, se expresan de la forma y=mx+b se obtiene

4L..¢

= - X -
7 B' A

Para que r1 y r» coincidan se requiere que sus respectivas ordenadas en el origen sean
iguales, es decir,

=- — 0 sea - = —

De las dos condiciones anteriores se obtiene lo siguiente

4_B_C (23)
4 B C

La expresién (23) establece la condicion de coincidencia. Esto significa que dos rectas son
coincidentes cuando sus coeficientes correspondientes son directamente proporcionales.

Ejemplo 1

Sean r:9x+7Ty-5=0 'y rg:jx-iry—i:o,

1
donde la constante de proporcionalidad es igual a P es decir la segunda ecuacién se

, 1
puede obtener a partir de la primera multiplicdndola por o

Por tanto las dos rectas son coincidentes.

=—~ = 7=7=7 porlotanto r y r son

coincidentes.
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Interseccion

Dos rectas se intersectan en un Unico punto cuando no son paralelas, en consecuencia las
pendientes son diferentes

A A' A A'
e o sea = F =
B B' B B'
Por tanto AB’ # A’B
y AB’ -A’B #0. (24)

La expresion (24) establece la condicion de interseccion.

Ejemplo 1
Sean r:7x+8 —-10=0 y r: 6x+7y+8=0
si se aplica la condicién de interseccién AB’—A’B # 0 se tiene que

[7(7)1-16(@8)] #0,
49 — 48 #0,
1 #0.

Por lo tanto las rectas se cortan en un punto, es decir, se intersectan en un punto.

Ejercicio 19

1. Hallar la ecuacion de dos rectas que pasen por el punto A, una paralela y otra
perpendicular a la recta que corresponde a la ecuacién dada.

aQ)A=(3,2), 2x-3y+3=0

b) 4 =(-2,3), 3x-4y-8=0

)A=(2,-1), x+3y+15=0

d)A=(-3,1), 2x+3y-9=0

e)Ad=43), Tx-2y+8=0

)A=(3,1), 2x+5y+10=0
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1.2.8 Ecuacion normal de una recta

Para la resolucidn de cierto tipo de problemas es de mayor utilidad representar la ecuacién
de la recta en su forma normal que en su forma general.

Obtener la ecuacion de la forma normal a partir de la forma general

En la figura 1.67 se observa una recta { que pasa por el punto P, =(x,,»,).

P1={X1, Y")

Figura 1.67

El segmento OP, de longitud p tiene un extremo en el origen O y forma con el segmento
OX undngulo o positivo.

Por trigonometria se sabe que

X
cos o=~ y seno = 2t
p p
entonces

X =pcos0 'y yi=pseno

Por tanto las coordenadas pueden expresarse como P;= (p cos O, p sen Q.).

También se sabe que la pendiente de una recta es igual a la tangente de su dngulo de
inclinacién por tanto m =tan q.

Utilizando la ecuacion de la recta en su forma punto-pendiente
y=yi1=m(x—xi),

y—psen 0 =tana(x—p cos Q),
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la normal (perpendicular) a la recta { debe tener pendiente reciproca, por tanto

y—psenQ =- (x—pcos ),

tan
como la reciproca de la tangente es la cotangente, se tiene

y—psend =-cota(x—pcos ).

, cosa
Ademds cota =

. por tanto, al multiplicar la ecuacién por sen a.

sena
ysenQ —p sen’0. = - x cos O, + pcos2 a,
xcosatysenO=p sen’ol + pcos2 a,
x cos 0.+ ysen 0. =p (sen’0l+ cos” @) ,
como sen’0L+ cos’ o =1,

xcosatysend=p,
xcosa+ysena-p=0. (25)

La expresidn (25) corresponde a la forma normal de la ecuacion de una recta, donde p es un
ndmero positivo, numéricamente igual a la longitud de la normal trazada desde el origen a la

recta, y 0. es el dngulo positivo < 360° medido a partir de la parte positiva del eje X a la
normal.

Para cierto tipo de problemas, como ya se menciond, la ecuacion de la recta en su forma
normal es mds Util que en su forma general, por lo cual se requiere transformar ésta en
aquella mediante el siguiente razonamiento:

Si Ax+By+C=0 y xcoso+yseno-p=0 representan la misma recta,

sus coeficientes son directamente proporcionales, es decir,
A B
— =cos O, — =senda, —=p
K K K

elevando al cuadrado se obtiene
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2 2
2 B 2
—, =cos” a —5 =sen” O
K

sumando miembro a miembro se obtiene

4> B> ) )

F‘LF = sen O + cos” O
A* + B?
kT
K?=4>+B’

K =+JA" + B?

. A B
Sustituyendo el valor de K en — =cos0O, — =senq, < =-p
K K K

A B C

—— =cosq,
+-/A* + B?
Por lo tanto la ecuacion de la recta en su forma general

Ax+By+C=0

se transforma en

o bien
Ax+By+C

++/A* + B?

= 0. (26)

La expresion (26) establece la ecuacion normal de la recta obtenida a partir de la forma
general.
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Los resultados anteriores quedan resumidos de la siguiente manera:

La forma general de la ecuacion de una recta,

Ax+By+C=0
puede reducirse a la forma normal

xcosot+ysend-p=0
dividiendo cada término de la forma general de la ecuacion de la recta por

r=+y4* + B’

en donde el signo que precede al radical » se escoge como sigue

a) SiC#0, resdesigno contrarioa C
b) SiC=0 yB%0, r yB tienen el mismo signo

c) SiC=B=0, ryA tienen el mismo signo
Ejemplo 1

Transformar a la forma normal la ecuacién 5x+7y—9=0 y determinar los valores
de py a.

La ecuacién de la recta en su forma normal se expresa asi

Ax+By+C _ 0

+ /4> +B>
de ésta manera se tiene

S5x+7y-9 -0

+-/5% +77

como el radical y C son del signo contrario, por tanto

S5x+7y-9 _

Nz

0

4 bien
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5 7 9
— X+t —y-
8.6 8.6~ 8.6

Esta ecuacion corresponde a la recta en su forma normal donde:

9 7 5
seno = — coso = —.
8.6 8.6 8.6

p=-

Como el seno y el coseno del dngulo son positivos significa que la normal estd en el primer
cuadrante, ademads

tan O = =

cosa (j 5

o)
seno 856 - L 14= 14 o= 54°46’
6

[o¢]

Figura 1.68

Ejemplo 2
Transformar a la forma normal la ecuacién x - 5y =0 y determinar los valoresde p y a.

En la ecuacién
x-5 =0, A=1, B=-5 vy Cc=0.

La ecuacidn de la recta en su forma normal es

x—5y -0 6 1 5

i G 6 - X+ = 0,
£ [+ (o5) 500" 5097

entonces
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1 5
p=0 cosa = - —— sena = ——
5.09 5.09

Esto significa que la normal estd en el segundo cuadrante donde el coseno es negativo y el
seno es positivo.

Por otro lado

S
senaa  _ \5.09) _

tan o = =
cosao 1
(5.09)

a= 180°-78°55" = 101°05°

-5

Figura 1.69

Ejercicio 20

1. Expresar en forma normal la ecuacion de la recta paralaa yp son:
a)o =45°, p=4
b)a =60°, p=5
c)a =90°, p=3
d)a =150°, p=10

2. Expresar en forma general las ecuaciones del punto anterior

3. Expresar en su forma normal cada una de las ecuaciones siguientes:
a)3x-4y+30=0
b)2x+3y+12=0
) 8x- 15y +34=0
d)y=3x+2
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1.2.9 Distancia de un punto a una recta

Una de las aplicaciones de la recta en su forma normal consiste en la determinacion de la
distancia entre un punto y una recta.

51={11.Y1}
- .
d ,#’ \\
,f R
R
Y4

Xq

Figura 1.70

Enla figura 1.70, r es una recta cuya ecuacion en su forma general es

r:Ax+By+C=0
y en su forma normal es

r:cosdx+sendy-p=0
entonces

d =x;cos0 + y;sen@ -p 27)

es la expresion que corresponde a la ecuacion de la distancia del punto P a la recta r en su
forma normal 'y

_ Ax, + By, +C

++/ A% + B?

d (28)

es la expresién que corresponde a la ecuacion de la distancia del punto Py a una recta r en su
forma general

-el signo que precede al radical  ++/A4° + B*> se escoge como sigue
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a) SiC#0, resdesigno contrarioa C

b) SiC=0 yBZ%0, r yB tienen el mismo signo
c) SiC=B=0, ryA tienen el mismo signo

y ademds:
e Sid >0 elpuntoy el origen estdn en distinto lado con respecto a la recta.
e Sid<0 elpuntoy el origen estdn en el mismo lado con respecto a la recta.
e Silarecta pasa por el origeny d >0 el punto se encuentra sobre la recta.
e Silarectapasa por el origeny d <0 el punto se encuentra debajo de la recta.

Ejemplo 1

Hallar la distancia de los puntos P1=(2,4) y P>=(-4,-1) ala recta cuya ecuacion es
2x+3y-8=0.

Para el punto P;= (2, 4)
_2(2)+3(4)-8

++/2% +37

d

cuando C # 0, el radical es de sigho contrarioa C y en este caso como C = -8 el radical

es positivo y entonces,

d :i:i- 22

J13 36

y ademds la distancia positiva indica que P; y el origen estdn de distinto lado con respecto
a la recta.

Pi=(2, 4)

Figura 1.71
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Para el punto P,= (-4, -1)

_ 24 +3(-D-8

+4/22 437

d

cuando C %0, el radical es de signo contrario a C y en este caso como C = -8 el radical
es positivo y entonces,

g =219 5
J13 36

y ademds la distancia negativa indica que P, y el origen estdn del mismo lado con respecto a
la recta.

Figura 1.72

Ejercicio 21

1. Hallar la distancia entre la recta y el punto dados:
Q) 5x+12y-30 =0 P=(9,2)

b)y=2x-6 P=(10,-2)

c)3x+4y+12 =0 P=(-3,-;)

d)5Sx-12y—-5 =0 P=(6,1)
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1.2.10 Distancia entre rectas paralelas
Ejemplo 1

Determinar la distancia que separa al par de rectas paralelas, dadas a continuacion:
4x-3y—-10=0 y 4x-3y+10=0.

Las ecuaciones también pueden escribirse asi

4x—3y—10=0 4x—3y+10=0
R V=3

Como las rectas dadas son paralelas, es decir, tienen la misma pendiente, la distancia es la
misma en cualquier region de ellas, como se observa en la figura 1.73. En este caso, para
mayor facilidad la distancia se calcula desde el origen del sistema, por donde pasa una de

ellas, hasta la recta y = %x —?.
Se puede ver que
10 4
0=(0,0), b=—— ms= —.
(0,0) 3 Y 3

Entonces aplicando la formula

(29)

se obtiene

Posteriormente se calcula la distancia del origen del sistema hasta la otra recta

_2
Y 3 3
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y entonces se puede ver que

10 4
0=(00), b=— m= -,
(0,0) 3 y 3
entonces aplicando la férmula
d2 = —b
1+ m?
se obtiene
(5)
d2 = 3 > =2.
1+ (4j
3
Sumando las dos distancias  di+d, se obtiene: di+d, =2+2=4

Por tanto la distancia entre las dos rectas paralelas es 4 unidades.

Figura 1.73

Ejercicio 22

1. Determinar la distancia que separa cada par de rectas paralelas, dadas a continuacién:
a)3+4y—12=0y 3x+4y =0

b)5x+12y-26=0 y S5x+12y+65=0

€)Tx—24y+48=0 y7x—24y+30=0

d)2x+3y—-15=0 y 2x+3y-5=0
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Capitulo 2 CONICAS
Circunferencia y secciones conicas
La ecuacion general de segundo grado en X y y se expresa en la forma siguiente
AX2+Bxy + Cy* +Dx + Ey + F=0 (1)

Al lugar geométrico que describe la ecuacion anterior se le Ilama seccion conica o
simplemente conica. Este nombre proviene del hecho de que el lugar geométrico o curva se
obtiene por la interseccion de un cono circular recto con un plano.

Un cono circular recto se genera al hacer girar una recta que pasa por un punto fijo de una
recta también fija formando con ésta un dngulo constante. Al punto fijo se le llama vértice y
cualquier posicién de la recta generatriz se denomina elemento. El vértice divide al cono en
dos partes llamadas mantos.

R'e/cta Fija

"t Generador

Manto -----------

Superior o elemento
Manto

Inferior .. Generador

* .+ 0elemento

Figura 2.1

Cortes en un cono para obtener elipses y circunferencias

Un plano que no pase por el vértice, puede cortar a todos los elementos de un manto y
formar una curva cerrada, dicha seccién se llama elipse (figura 2.2).

/
Figura 2.2
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Si el plano es perpendicular al eje del cono, la interseccion es una circunferencia (figura
2.3).

Figura 2.3

Si el plano pasa por el vértice, la seccion es un punto (figura 2.4).

\

Vi

Fiaura 2.4

Cortes en un cono para obtener una pardbola

Cuando el plano es paralelo a un elemento, la interseccion se extiende a lo largo de un manto
sin cortar el otro manto, la seccién recibe el nombre de parabola (figura 2.5).

A'
Ny

Figura 2.5
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Cortes en un cono para obtener una hipérbola

Si el plano es paralelo al eje del cono y corta a sus dos mantos, la seccién se llama hiperbola
(figura 2.6).

r
I
L
1

Figura 2.6

En una cdnica la razén de sus distancias no dirigidas desde un punto fijo y desde una recta
fija es la constante positiva e, a la que se le llama excentricidad de la conica.

Cuando e < 1 representa una elipse.

Cuando e = 0 representa una circunferencia.
Cuando € = 1 representa una pardbola.
Cuando e > 1 representa una hipérbola.

En este capitulo se estudiaran cuatro curvas que por su importancia y aplicaciones en
algunas ramas de la ciencia, es necesario considerarlas. Cada una de estas curvas se
describirda como un lugar geométrico y se demostrard que cada una de ellas es la grafica de
una ecuacién cuadrdtica en X y Y, que se puede representar como caso especial de la
ecuacion general

Ax®+Bxy +Cy*+Dx+Ey+F=0
en la cual los coeficientes A, B y C no son todos cero.
Estas cuatro curvas son: la circunferencia, la pardbola, la elipse y la hipérbola llamadas

conicas debido a que se pueden describir como las curvas que se generan al intersecarse un
plano con un cono circular.
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2.1 Circunferencia

De las cuatro curvas cénicas, la circunferencia es la mds simple y geométricamente se
describe como la interseccién de un cono recto circular y un plano paralelo a la base que no
pase por el vértice como se muestra en la figura 2.7

La circunferencia es el lugar geométrico del plano descrito por un punto que se mueve a una
distancia constante de un punto fijo, llamado centro de la circunferencia.

-
——

Figura 2.7

2.1.1 Elementos de la circunferencia

El centro C es el punto fijo de la circunferencia.
El radio r es la distancia constante al punto fijo; es decir, r = CP.
La figura 2.8 muestra la circunferencia con:

- centro en C=(h,k)

- radio r vy

-unpunto en P = (x,y)

P=(x.y)

X,k)

3 -
>

1

|

1
0 h
Figura 2.8
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2.1.2 Ecuacion normal u ordinaria de la circunferencia

En la figura 2.8, la distancia constante |CP| es el radio r que cumple la siguiente
condicion

CP =r
aplicando el Teorema de Pitdgoras al tridngulo rectdangulo CQP
CQ’ + QP CP*
es decir
x—hy>+(y—-k’=r (2)
La expresion (2) se conoce como la ecuacion normal u ordinaria de la circunferencia, a partir

de ella y mediante simple inspeccién se pueden determinar las coordenadas del centro
C=(h,k) y lalongitud del radio r.

Circunferencia con centro en el origen o ecuacion canonica de la circunferencia

Cuando el centro de la circunferencia es el origen del sistema de coordenadas (h=0 vy
k = 0) su ecuacién se expresa de la siguiente manera

X+y =r (3)

La expresion (3) se conoce como la ecuacion candnica de la circunferencia.

Obtener la ecuacion de la circunferencia cuando se conoce el radio

Cuando la circunferencia tiene su centro en el origen, su ecuacion es de la forma

por lo que si se conoce el radio, se sustituye su valor para obtener la ecuacién
correspondiente.
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Ejemplo 1
Hallar la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en el origen y su radio es 5.

Como el centro es C = (0,0) y el radio es r = 5, se utiliza la ecuacién canénica de la
circunferencia

oty =2
y entonces la ecuacién de la circunferencia es

X*+y? =25

Figura 2.9

Ejemplo 2

Hallar la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en el origen y pasa por el punto
P=(-5,9).

La distancia entre el origen C = (0,0) y el punto fijo P =(-5,9), es el radio r, esfoes
r =| CP |, entonces hallar la distancia de C a P

d :\/(Xz _)(1)2 +(Y, _y1)2

r=|CP| = /(-5-0)>+ (9-0)* = 10.29 unidades

x>+ y? =(10.29)

Figura 2.10

x2+y* =106
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Obtener el centro y el radio a partir de la ecuacion de la circunferencia

Cuando la ecuacién de una circunferencia es de la forma

se sabe que se trata de una circunferencia que tiene su centro en el origen y cuyo radio es
la raiz cuadrada del término independiente.

Ejemplo 1

La ecuacidn de una circunferencia es x*+Yy> =169. Determine su centroy su radio.

Por inspeccion de la ecuacién de la circunferencia se ve que estd expresada en su forma
canonica, entonces se sabe que tiene:

- su centro en el origen C=(0,0) vy

-suradioes r=./169=13.

Fiqura-2-.11

Circunferencia con centro fuera del origen
Cuando el centro de la circunferencia esta fuera del origen su ecuacién es de la forma
(x—hy+(@y-k’=r

donde h y k son las coordenadas del centro.
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Obtener la ecuacion de la circunferencia a partir del centro y el radio
Ejemplo 1
Determinar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es C=(-8,-3) y suradio es6.

En la ecuacién ordinaria

(x—h)*+(y-k’=r’

se sustituyen las coordenadas del centro C = (-8, -3)=(h,k) y r=6, se tiene

(X~ (-8)) + (Y- (-:3))’ =6,
es decir,

(X +8)°+ (y +3)°= 6",

que corresponde a la ecuacion de la circunferencia solicitada, la cual también se expresa en
forma desarrollada de la siguiente manera

x>+ y>+ 16X + 6y + 37 = 0.

Figura 2.12
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Obtener el centro y el radio a partir de la ecuacion de la circunferencia
Ejemplo 1

Expresar la ecuacién x> +y> + 14x + 8y + 30 = 0 en la forma ordinaria. Si representa una
circunferencia, hallar su centro y su radio.

Trasponiendo el término independiente y ordenando los demds términos se tiene

x>+ 14x + y*+ 8y =-30

Sumando a los dos miembros de la igualdad el cuadrado de la mitad de los coeficientes de
los términos de primer grado, queda ast:

X2+ 14X + (7)> + Y2+ 8y + (4)> = (7)> + (4)* -30
o bien

(X* + 14x +49) + (y*+ 8y + 16) =49 + 16 -30.

Factorizando en el primer miembro y sumando en el segundo

(X +7)2+ (y +4)* =35.
Por tanto, la ecuacion representa una circunferencia con:

-centro C=(-7,-4) y
-radio r=+35=509.

Figura 2.13
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Ejercicio 23
1. Hallar en cada caso la ecuacidn de la circunferencia que tiene su centro en el origeny su
radio es:

a)9 b) 12 c)4 d)7
2. Hallar en cada caso la ecuacién de la circunferencia que tiene su centro en el origen y
pasa por el punto:

a)P=(4,7) b)P=(5,8) c)P=(3,4) d) P=(-5,-5)

3. Determine el centro y el radio de las circunferencias cuyas ecuaciones son:
a)X’+y’ =49 b)xX’+y =121  ¢)xX’+y’ =64 d)x*+y* =16

4. Determinar en cada caso la ecuacién de la circunferencia cuyo centro y radio son:
a)C=(-7,-3), r=5 b)C=(4,-3), r=9
c)C=2,2), r=2 d)C=(5,4), r=6
5. Si las siguientes ecuaciones corresponden a ecuaciones de circunferencias, expresarlas
en la forma ordinaria y hallar sus centros y sus radios.
a) X +y*+ 10x+6y+8=0 b) x> +y*- 16x+6y-12=0
c) X*+y*-12x-8y+14=0 d) X’ +y*+8x-8y+8=0

Es recomendable hacer la grdfica de cada uno de lo ejercicios anteriores.

2.1.3 Ecuacion general de la circunferencia

Conversion de la forma ordinaria a la forma general
Si la ecuacién de la circunferencia se presenta en la forma ordinaria,
(x—hy+(y-k?=r
al desarrollar y ordenar sus términos, se puede escribir asi
x> —2hx +h* +y* —2ky + kK> = r* =0,
de manera que reordenando términos, encontramos

x> +y> —2hx—2ky +h?*+k*—r*=0.



Capitulo 2 Conicas, 2.1 Circunferencia, 2.1.3 Ecuacion general de la circunferencia 97

Si se hacen
D=-2h, E=-2k y F=h*+Kk—-r

entonces se obtiene la Ecuacion General de la Circunferencia

X' +y +Dx+Ey +F=0 (4)
Observacién
Cuando la ecuacion de una circunferencia estd expresada en su forma general, los dos
términos de segundo grado tienen coeficientes iguales, es decir, del mismo valor absoluto y
del mismo signo.
Ejemplo 1
Obtener la ecuacién general de la circunferencia con centro en (7, 3) y cuyo radio es 4.

Se obtiene la ecuacién ordinaria
(x-7)+(y-3)7 =4

Al desarrollar se puede escribir asi
X*- 14x+49+y*—6y+9—16=0.
Se reordenan los términos y se obtiene la ecuacion general de la circunferencia

x> +y? - 14x— 6y + 42 =0.

Figura 2.14
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Conversion de la forma general a la forma ordinaria

Para determinar el radio de la circunferencia a partir de la ecuacién general se procede de
manera inversa. Dada la ecuacion

X*+y*+Dx+Ey + F=0,
se traspone el término independiente y se reordenan los otros términos
(x*+Dx) + (y* + Ey) =-F,

sumando a los dos miembros de la igualdad el cuadrado de la mitad de los coeficientes D y
E, se obtiene:

2 2 2 2
X2+ Dx+ 2|+ y2+Ey+E— = D—+E—-F.
4 4 4 4

Al factorizar en el primer miembro y sumar en el segundo, se transforma en

D)’ EY' D*+E2-4F
Xt | +| X+ | 5 —.
2 2 4

Para que esta expresién corresponda a una circunferencia se requiere que:

, D’+E>—4F
4

6 bien

r D2 +E?—4F

=L
2
con lo cual se presentan tres casos posibles para D’ + E* - 4F

a) Si D?+ E?-4F > 0, la ecuacién corresponde a una circunferencia de

D E 1
centro C=|-—,——| y radio r= —+D’>+E*-4F.
22 2
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b) Si D*+ E” - 4F = 0, la ecuacién corresponde a una circunferencia de radio cero, un
circulo punto o un circulo nulo, es decir, representa un solo punto de coordenadas

By

c) Si D*+ E* - 4F < 0, se dice que la ecuacién corresponde a una circunferencia
imaginaria y, por tanto no tiene representacion real.

En lo sucesivo se dird que x> +y*+ Dx+Ey +F =0, representa a una circunferencia de
radio diferente de cero sélo cuando D?+ E> - 4F > 0,

con las coordenadas del centro

D E
C= |—,— 5
( 5 2) (5)
y radio
r:% D’ +E—4F . (6)
Ejemplo 1

Expresar la ecuacién x> +y*—14x+ 9y -36=0 en la forma ordinaria y obtener el centro
y el radio de la circunferencia que representa.

Se traspone el término independiente y se reordenan los otros términos
2 2 _
X —14x+y +9y = 36
se suma a los dos miembros de la igualdad el cuadrado de la mitad de los coeficientes de los

términos lineales y se obtiene

x2—14x+49+y2+9y+84l = 36+49+%

Al factorizar en el primer miembro y sumar en el segundo, se transforma en

2
(x—"T7) + (y+3] - a2l
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De aqui que

- el centro de la circunferenciaes C= [7,—9j y

2
-elradioes r= 1/% =10.2.

Figura 2.15

Ejercicio 24

1. Hallar en cada caso la ecuacién de la circunferencia. Expresarla en las formas ordinarias y
general y hacer la representacién grdfica.

a)C=2,4) r=3

b)C=(2,-7) r=-/53

c)C=(a,b) r=-/a’+b?

d)C=(2,3) didmetro=10

2. Obtener las coordenadas del centro y el radio de cada una de las siguientes

circunferencias:
a) X*+y* - 10x+ 12y +25=0

b) X’ +y*-8x =0
c) 36X+ 36y>— 36X — 24y - 23=0
d) 2x*+2y* +5x - 7y— 10 =0
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2.1.4 Interseccion de una recta con una circunferencia

Obtener la ecuacion de la circunferencia a partir de los extremos del didmetro
Ejemplo 1

Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo didmetro es el segmento que une los puntos
A=(-5,-3) y B=(4,06).

Se requiere obtener el centro de la circunferencia, para lo cual se calculard el punto medio
de la recta AB

—-5+4 -3+6 13
Pm:(xmaym):( o J=(—2,2J,

entonces

cs(-12).
22

También se requiere tener el radio, que es la distancia del centro hacia cualquier punto de
la circunferencia, entonces se puede calcular la distancia de CA o de CB. En éste caso se
obtiene la distancia de CA

De la ecuacion de la distancia entre dos puntos

¢ — |CAl- J(_s_[_mz{—s—;jz = /405 = 6.36,

la ecuacidon de la circunferencia en su forma ordinaria es

2 2
[x+lj +(y—3j =40.5,
2 2

la ecuacién de la circunferencia en su forma general es

x> +y*+x—3y-38 =0.
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B= (4,6)

C= (-1/2,312)

Figurai16

Ejercicio 25
1. Hallar, en cada caso, la ecuacion de la circunferencia cuyo didmetro es el segmento que
une los puntos Ay B y hacer su representacion grdfica.

a)A=(2,4) y B=(-3,95)

b)A=(-5,5) y B=(1,3)

c)A=(0,0) y B=(4,6)

dA=(-2,-3) y B=(1,-2)

Obtener los extremos de la recta que corta la circunferencia

Hallar los puntos donde la recta Xx—y—1=0 cortaala circunferencia x*+y*=25.

Se despeja x de la ecuacién de la recta

X=y+1.
Se sustituye éste valor de X en la ecuacién de la circunferencia

(y+1)°+y =25,

y 2y + 14y -25=0,
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y asi se tiene el formato de una ecuacién general de segundo grado

2y* +2y—24 =0,

a=2 b=2 c¢=-24

que se resuelve utilizando la férmula de la ecuacién cuadrdtica

y- ~b+-/b*>-4ac
2a ’

sustituyendo los valores

_-28.22-4)(-24) _ -2+14

2

2(2) 4
con el signo positivo
12
y1:Z:3 Xx1=3+1=4 P1:(4,3),
con el signo negativo
-16
yz:T:-4 X2:-4+1:-3 PZZ('3,'4).

La recta X—y-1=0 corta a la circunferencia x*+y*=25 en los puntos P, = (4, 3)
y P>=(-3,-4) como se muestra en la figura 2.17.

Para encontrar el lugar geométrico de la ecuacién de la recta se obtienen la pendiente y las
coordenadas al origen

X—-y—-1=0
m=-1/-1=1
a=-(-1)y1=1

b=-(-1)/-1=-1
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Para encontrar el lugar geométrico de la ecuacion de la circunferencia se obtienen el centro
y el radio

X +y* =25
x2+y2=52
C =(0,0)
r=>5

Figura 2.17

Ejercicio 26

1. En cada caso, hallar los puntos donde las rectas cortan a las circunferencias y graficar
a)X+2y-6=0 X4y +4x—6y-40=0
bYX+7y+5=0 Xy +6x—2y-19=0

1,1 2, \2
c)-—X-—y-1=0 x+y*-25=0
)= X- 5y y

d)x+;y-1=0 X+y*-9=0
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2.1.5 Recta tangente a una circunferencia
Hallar la ecuacidn de una circunferencia tangente a una recta de ecuacién dada.
Ejemplo 1

Sea la circunferencia con centro en el punto C = (-6,-4) tangente a la recta 4x + 5y + 8 = 0.
Hallar la ecuacién de la circunferencia.

Por la ecuacion (28) del capitulo de rectas, se puede obtener el radio de la circunferencia

_ A=6)+5(-4)+8 _ —36 _

L4 15t 64

5.6.

La ecuacién ordinaria de la circunferencia es

(X+6)°+ (y+4)% = 31.36.

La ecuacién de la circunferencia en el formato general es

x> +y2+ 12x + 8y +20.64 = 0.

Figura 2.18
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Ejercicio 27

1. Hallar en cada caso las ecuaciones ordinaria y general de la circunferencia y su grdfica.
a) Centro C=(-3,5), tangentealarecta 3x+4y+5=0
b) Centro C = (-2, -6), tangente a larecta -4x+6y-8=0
c) Centro C=(2,4), tangentealarecta 7x-3y+10=0
d) Centro C = (-4, -3), tangente alarecta -8x-5y-9=0

2.1.6 Interseccion de dos circunferencias

Hallar los puntos de interseccion de las circunferencias representadas por sus ecuaciones.
Ejemplo 1

Encontrar los puntos de interseccion de las circunferencias representadas por las

ecuaciones
X +y-2x+4y=0,

x> +y2+2x + 6y=0.

Para encontrar los puntos de interseccion, se resuelve el sistema de ecuaciones:

se resta la primera ecuacién a la segunda
X -yr+2x-4y =0
X+ Y2 +2x+6y =0
4x+2y =0.

Se despeja Yy Yy entonces
y =-2X.

Se sustituye el valor de y en

X2+ Y- 2x + 4y =0,

y se obtiene
X+ (-2X)* - 2 + 4(-2x) =0,
X+ 4x% - 2x - 8x =0,

5%* —10x =0,
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5x(x—=2)=0,
entonces

X1 =0 Yy Xp = 2.

Se sustituyen X; y X2 en y=-2X

y1=0 y Y.=-4

Por lo tanto, los puntos de interseccién de las circunferencias son

P,=(0,0) y P,= (2, -4)

Figura 2.19

Ejercicio 28

1. En cada caso encontrar los puntos de interseccién de las circunferencias representadas
por las ecuaciones:

a) X2 +y?-14x+ 16y + 100=0 X +y2-2x-4y—20=0
b) X*+y*+10x-10y+25 =0 X2+ Yy +2x-2y+1=0
c) X2+y2-16=0 X2+y2—6x+6y+9:0
d) x*+y*+8x—8y+16=0 X +yP-8y+15=0
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2.2 Parabola

Una parabola es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo
y de una recta fija. El punto fijo es el foco de la pardbola. La recta fija es la directriz.

D4
A
D:
Figura 2.20
2.2.1 Elementos de la pardbola
Sea la figura 2.20 donde:
F es el foco.
D,D, es la directriz.
r es el eje de la pardbola.
es la recta que pasa por F y es perpendicular a la directriz.
A es la interseccion del eje y la directriz.
\ es el punto llamado Vértice.

es la interseccion de la pardbola con su eje.
por definicién es equidistante del foco y de la directriz.
es el punto medio del segmento AF .

B,B, es una cuerda.
segmento de recta que une dos puntos de la pardbola.
C.C, es una cuerda focal.
segmento de recta que une dos puntos de la pardbola y que pasa por
el foco.
E,E, es el lado recto, el cual se identificard con L.R.
es una cuerda focal perpendicular al eje de la pardbola.
PF es el radio focal o radio vector.

es un segmento de recta que une cualquier punto de la pardbola con
el foco.
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2.2.2 Parabola vertical

Pardbola vertical con vértice en el origen

La ecuacién candnica de una pardbola vertical se obtiene cuando:
- suejecoincide coneleje Y vy
- suvértice estd en el origen.

Sea el eje Y, la recta que pasa por el foco y es perpendicular a la directriz, es decir, el eje
de la pardbola.

[w] |
p-J

B=(x,-a)

Figura 2.21

De acuerdo con la figura 2.21 se designan a:
- la distancia entre la directriz y el foco como 2a; es decir, AF =2a
- al foco como (0, a); estoes, F=(0, a)
- el punto A como (0, -a); es decir, A= (0, -a).

Cualquier punto P = (X,y) de la pardbola estd a la misma distancia del foco y de la directriz,
esta condicion geométrica se establece de la siguiente manera

P« |
Ahora, como
FPl=J(x—0)’ +(y-a)’ =X’ +(y-a)’
PB|=(x—X)> +(y-(-a))> =y/(y+a)* g y+al,
se tiene

X2 +(y-a)® = |y+d.
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Elevando al cuadrado se obtiene

x> +y*-2ay+a’—y’-2ay -a>=0,

quedando finalmente

x> = 4day. (7)
Esta expresidn se conoce como la ecuacion canonica de una parabola vertical donde:
- su Vértice estdenel origen  V=(0,0)
- su foco se encuentra en F=(0,a)
-si a>0 entonces la curva abre hacia arriba figura 2.22
-si a<0 entonces la curva abre hacia abajo figura 2.23
- la ecuacion de la directriz es
y=-a (8)
- las coordenadas de los extremos del lado recto son
(2a,a) y (-2a,a) (9)
- la longitud del lado recto es
4al . (10)
D=|y=a
LR:( 2a’a [LIRTTRTTRTTNLY EE(QLQIIIIIII LR:(za?a) T
1l | | | | |
I ||
- LR:(.zaT.a) (YT LR LR LR=[2a|'.a)
F=(0,2)
D= y=- i
Figur.a-2.22 Figura 2.23

Conociendo el vértice y los extremos del lado recto es posible trazar un bosquejo

aproximado de la pardbola.
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Obtener los elementos de la pardbola a partir de su ecuacion
Ejemplo 1

La ecuacion de la pardbola es x* = -8y. Obtener las coordenadas del foco, la ecuacién de la
directriz y la longitud del lado recto. Trazar la grdfica.

- La variable del término de primer grado indica que el eje de la pardbola es el eje Y

- El signo negativo indica que a es negativa.

Por tanto el foco estd sobre el rayo negativo del eje Y y la pardbola abre hacia abajo.

Se requiere obtener el valor de a

x* = 4ay
X* = -8y
4a=-8
a=-2.

Teniendo el valor de a se pueden generar los valores de los demds elementos de la pardbola.
- El vértice esta en el origen entonces V =(0,0).

- El focoes F=(0,a)=(0,-2).

- La ecuacién de la directrizes y=-a=-(-2). Entonces y=2.

- La longitud del lado recto es L.R. = |43 = [4(-2)| = 8.

- Los extremos del lado recto son los puntos (2a, a) = (-4, -2) y (-2a,a)=(4, -2).

- La grdfica de la pardbola es la figura 2.24.

LR=(4-2) o ........d... LR=(4,-2)

Figura 2.24
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Obtener la ecuacion a partir de los elementos de la pardbola
Ejemplo 1

Obtener la ecuacion de la pardbola con vértice en el origen 'y foco en (0,5), hallar la ecuacién
de la directriz y la longitud del lado recto. Trazar la grdfica.

Figura 2.25

De acuerdo con la figura 2.25, por las coordenadas del foco se sabe que la pardbola tiene su
ejeenel eje Yy abre hacia arriba, de manera que su ecuacion es de la forma

X’ = 4ay
como VF =5, setiene a=5
Teniendo el valor de a se pueden generar los valores de los demds elementos de la pardbola.
- El vértice es V =(0,0).
- El focoes F=(0,a)=(0, 5).
- La ecuacion de la directrizes y=-a=-5. Entonces y=-5.

- La longitud del lado recto es L.R. = |4a = 20.

- Los extremos del lado recto son (2a, a)=(10,5) y (-2a, a)=(-10,5).
- Sustituyendo el valor de a enlaecuacién x> =4ay se tiene x> =4(5)y.

Por tanto la ecuacién de la pardbolaes  x* = 20y.

LR=(-10,5) Weuanasasnas .iF=.w*5) ...... «oof LR=(10,5)

D ==ly= -5
Figura 2.2
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Ejemplo 2

Se tiene una pardbola con vértice en el origen, cuyo eje coincide con el eje Y y pasa por el
punto (6, -3). Hallar la ecuacion de la pardbola, las coordenadas de su foco, la ecuacién de la
directriz y la longitud de su lado recto. Trazar su grdfica.

La pardbola tiene su eje sobre el eje Y y su vértice estd en el origen, por lo que su ecuacién
es de la forma
x* = 4ay.

Como la pardbola pasa por el punto (6,-3), las coordenadas del punto deben satisfacer la
ecuacion,

6> = 4a (-3),
36 =-12 4,
a=-3.
Sustituyendo a en laecuacién x> =4ay se tiene X =4(-3)y.

Por tanto la ecuacién de la pardbolaes  x* =-12y.

Teniendo el valor de a se pueden generar los valores de los demds elementos de la pardbola.
- El vérticees V=(0,0).

- El focoes F=(0,a)=1(0, -3).

- La ecuacién de la directrizes y=-a=-(-3)=3. Entonces y=3.

- La longitud del lado recto es L.R. = |4a|= 12.

- Los extremos del lado recto son (2a, a)= (-6, -3) y (-2a, a)= (6, -3).

RA( ) f v LR=(6,-3)

Figura 2.27
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Ejercicio 29

1. Para cada una de las siguientes pardbolas: hallar el foco, las coordenadas de los extremos

del lado recto y la ecuacién de la directriz. Trazar la curva.

a) x*=-10y
b) x*=12y
c) x¥*-8y=0
d) ¥*=y

2. Hallar la ecuacién de la pardbola con vértice en el origen y que satisface la condicidn

dada:

a) Focoen(0,4)

b) Foco en (0, -3)

c) Directriz y—6=0

d) Longitud del lado recto es 20 y abre hacia abajo

2.2.3 Ecuacion normal de una pardbola vertical o ecuacion de una parabola

vertical con vértice fuera del origen

Pardbola con vértice en (h,K) y eje paralelo al eje ¥

Se considera una pardbola cuyo eje es paralelo al eje Y pero que no coincida con él.

LR=(-2a,a) LR=(2a,a)

Figura 2.28

En la figura 2.28
- el vértice estd en (h, k)

- el foco estd en (h, k+a).
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Si se trasladan los ejes coordenados de manera que el nuevo origen O’ coincida con el
vértice (h, k), la distancia del vértice al focoes a vy la ecuacién de la pardbola respecto a
los nuevos ejes X', Y’ es

3 \2 _ )
(X7 )" =4a(y").
Las ecuaciones de transformacion para esta traslacion de los ejes son:

X=X +h y=y +k
de donde
X’=x-h y =y-k

Si se sustituyen los valores de X’ y Yy’ en laecuacién de la pardbola se obtiene
(x - hy’ =4a (y - k). (11)

La expresion (11) es la ecuacion de una parabola con vertice en (h, k) y eje paralelo al eje Y.

Tanto en la ecuacion (11) como en la figura 2.28 se observa que:
Cuando a > 0, el factor (y-Kk) debe ser > 0. Entonces la pardbola abre hacia arriba.
Cuando a < 0, el factor (y—Kk) debe ser < 0. Entonces la pardbola abre hacia abajo.

Teniendo los valores de h, k y a se pueden generar los valores de los demds elementos de
la pardbola.

-VF =a

- El vérticees V=(h, k).

- El foco es F=(h, k+a).

- La ecuacion de la directrizes y =k-a.

- La longitud del lado recto es L.R. = |43 .

- Los extremos del lado recto son los puntos (h+2a, k+a) y (h-2a, k+a).

Ejemplo 1

Con base en la definicién de pardbola, hallar la ecuacion de la pardbola cuyo foco es (5,2) y
su directrizes y+4=0.
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F=(s, 2),

y = -4

Figura 2.29

Al graficar los datos F = (5,2) vy directriz y=-4, (figura 2.29) se puede observar que
el eje de la pardbola es paralelo al eje Y y abre hacia arriba por tanto su ecuacién es

(x-h)=4a (y=k).

El vértice V, es el punto medio entre la directriz y el foco por lo que V=(5, -1).

Como V =(h,k) entonces h=5y k=-1.

DF =2a entonces VF =a por lo fanto a=3.

- La ecuacién de la pardbolaes  (x—5)=12(y+1).

- Bl vérticees V=(hk) =(5,-1).

- El foco es F=(h, k+a)=(5, 2).

- La ecuacion de la directrizes y=k-a. Entonces y=-4.

- La longitud del lado recto es L.R. = |48 = 12.

- Los extremos del lado recto son (h+2a, k+a)=(11,2) y (h-2a, k+a)=(-1,2).

- La grafica correspondiente se muestra en la figura 2.30.

N [FE62)
2 T (112

(D=>y=-4

Figura 2.30
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Ejemplo 2
Hallar la ecuacion de la pardbola cuyo vértice esta en (3, 0) y el foco en (3,-2).

Al graficar los datos (figura 2.31) se puede observar que el eje de la pardbola es paralelo al
eje Y y abre hacia abajo.

l L1 1
0 v=(3,0 "
9

F=(3,-2)

Figura 2.31

- El vérticees V=(h,k) entonces V=(3,0).

-VF =a por tanto a=-2.

- El foco es F=(h, k+a)=(3, -2).

- La ecuaciéon de la directrizes y=k-a. Entonces y=2.

- La longitud del lado recto es L.R. = |4a. Entonces L.R.= 8.

- Los extremos del lado recto son los puntos (h+2a, k+a)= (-1, -2) y (h-2a, k+a)= (7, -2).

Una vez que se tiene la informacion anterior se puede obtener la ecuacién de la pardbola
(x=h) =4a (y-k),
(x=3)"=4(-2)(y-0),

(X_3)2:_8y7

la gréfica correspondiente se muestra en la figura 2.32.

D:} y=2

LR=(-1,-2) fedaerererercdhederanresenns LR=(7,-2)

Figura 2.32
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Ejercicio 30

1. Hallar en cada caso la ecuacién de la pardbola cuyo foco y directriz son:
a) F=(@3,4); y=0.
b) F=(-6,2); y-3=0.

2. Hallar la ecuacion de la pardbola que satisface las condiciones dadas:

a) Vértice (2,0) y foco (2,2)

b) Vértice (4,5) y foco (4, 1)

c) Vértice (-1, -2), el lado recto es igual a 12 y abre hacia abajo
d) Extremos del lado recto en (-2, -7) y (6, -7) y abre hacia arriba

2.2.4 Parabola horizontal

La ecuacion candnica de una pardbola horizontal se obtiene cuando su eje coincide con el
eje coordenado X y su vértice esta en el origen.

B=(X-2,Y) ansasn

I IA={-a.0}

Figura 2.33

De acuerdo con la figura 2.33 se designan a:

- La distancia entre la directriz y el foco como 2a. Entonces AF =2a.
- El foco como (a, 0); estoes F=(a,0).
- El punto A como (-a, 0).

Cualquier punto P = (X, y) de la pardbola estd a la misma distancia del foco y de la directriz.
Esta condicion geométrica se establece de la siguiente manera

el - e

como
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FPl= (Y= 0)° + (x—a)* =y’ + (x—a)’

PB| = /(Y- y)* +(x—(-2))* =(x+a)* g x+a]

se tiene VY +(x—a)® = |x+al.

Elevando al cuadrado se obtiene
x> +y*-2ax+a’—x*-2ax -a’=0.
Finalmente, al sumar, encontramos

y> = 4ax. (12)

La expresion (12) se conoce como la ecuacion candnica de una parabola horizontal donde:
- su Vértice estdenelorigen  V=(0,0)

- su foco se encuentraen F=(a 0)

-si a>0 entonces la curva abre hacia la derecha figura 2.34

-si a<0 entonces la curva abre hacia la izquierda figura 2.35

- la ecuacion de la directriz es X=-a (13)
- la longitud del lado recto es  L.R .= |44 (14)
- los extremos del lado recto son los puntos (a,2a) y (a, -2a). (15)

FLR=({a 2a) .
o : E o
v : : !
= : H E
I H : n
& : . w

i 1 i
V0 k= a,0 . iGT] |
o LR=(a-2a)
Figura 2.34 Figura 2.35

Conociendo el vértice y los extremos del lado recto es posible trazar un bosquejo
aproximado de la pardbola.
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Obtener los elementos de la pardbola a partir de su ecuacion
Ejemplo 1

La ecuacién de la pardbola es y* =-12x. Obtener las coordenadas del foco, la ecuacién de la
directriz y la longitud del lado recto. Trazar la grdfica.

La variable del término de primer grado indica que el eje de la pardbola es X y el signo
negativo indica que a es negativa. Por tanto el foco estd sobre el rayo negativo del eje X vy
la pardbola abre hacia la izquierda.

y* = 4ax
y* =-12x
4a=-12
a=-3.

Teniendo el valor de a se pueden generar los valores de los demds elementos de la pardbola.
- Bl vérticees V=(0,0).

- El foco es F=(a, 0)=(-3,0).

- La ecuacién de la directriz es x=-a=-(-3). Entonces x= 3.

- La longitud del lado recto es L.R. = |48 = 12.

- Los extremos del lado recto son los puntos (a, 2a)=(-3,-6) y (a,-2a)=(-3, 6).
- Sustituyendo el valor de a en la ecuacién y’=4ax setiene Y =4(-3)x;

por tanto, la ecuacién de la pardbola es y* =-12x.

Figura 2.36
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Obtener la ecuacion de la pardbola a partir de sus elementos
Ejemplo 1

Obtener la ecuacién de la pardbola con vértice en el origen y foco en (6, 0), hallar la
ecuacién de la directriz y la longitud del lado recto. Trazar la grdfica.

Por las coordenadas del foco se sabe que la pardbola tiene su eje en el eje X, abre hacia la
derecha de manera que su ecuacién es de la forma y* = 4ax.

VF =6 entonces a=6.

- Sustituyendo el valor de a en la ecuacion

y* = 4ax
Se tiene
Y =4(6)x;
por tanto, la ecuacién de la pardbola es
y? = 24x.

- El vérticees V=(0,0).
- El focoes F=(a, 0) = (6, 0).
- La ecuacién de la directrizes Xx=-a. Entonces Xx= -6.

- La longitud del lado recto es L.R.= |4a =24.

- Los extremos del lado recto son los puntos (a, 2a)= (6, 12) y (a,-2a)= (6, -12).

LR

-

Figura 2.37
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Ejemplo 2

Una pardbola con vértice en el origen y cuyo eje coincide con el eje X pasa por el punto
(5, -3). Hallar su ecuacién, las coordenadas de su foco, la ecuacién de la directriz y la
longitud de su lado recto. Trazar su grdfica.

La pardbola tiene su eje sobre el eje X por lo que su ecuacién es de la forma  y* = 4ax.

Como la pardbola pasa por el punto (5, -3), las coordenadas del punto deben satisfacer la

ecuacion, es decir
(-3’ =4a(5)

9=20a
a= 9/20

a= 45.

- Sustituyendo el valor de a en la ecuacion

y? = 4ax
se tiene

y* = 4(45)x
por tanto la ecuacién de la pardbola es

y> = 1.8x

- El vérticees V=(0,0).
- El focoes F=(a, 0)=(.45,0).
- La ecuacidn de la directrizes x=-a. Entonces x=- .45.

- La longitud del lado recto es L.R. = |48 = 1.8.

- Los extremos del lado recto son los puntos (a, 2a)=(.45,.9) y (a,-2a)= (.45, -.9).

LR

[ |

1 ol v = !
LR

Figura 2.38
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Ejercicio 31

1. Para cada una de las siguientes pardbolas con vértice en el origen, hallar las coordenadas
del foco, las coordenadas de los extremos del lado recto y la ecuacién de la directriz.
Trazar la curva.

a) Yy =4x b) y*=x c) y =2x d) y*+ 3x=0

2. Hallar la ecuacién de la pardbola con vértice en el origen y que satisface la condicidn
dada.

a) Focoen(8,0)

b) Foco en (-5, 0)

c) Directriz x—7=0

d) Longitud del lado recto es 16 y abre hacia la derecha

2.2.5 Ecuacion normal de una pardbola horizontal o ecuacion de una parabola
horizontal con vértice fuera del origen

Pardbola con vértice en (h,k) y eje paralelo al eje X

Se considera una pardbola cuyo eje es paralelo al eje coordenado X pero que no coincida

con él.
YI

* X'
V=(hk) F = (h+ak)

\X

Figura 2.39

0.

De acuerdo con la figura 2.39:
- el vértice estd en (h, k), entonces, V = (h, k)
- el foco estd en (h+a, k), entonces, F = (h+a, k)

- se trasladan los ejes coordenados de manera que el nuevo origen O’ coincida con el
vértice (h, k),
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- la distancia del vértice al foco es a, es decir VF =a

- la ecuacion de la pardbola respecto a los nuevos ejes X’, Y’ es
(') = 4a (x).
Las ecuaciones de transformacién para esta traslacion de los ejes son:
Xx=X"+h y=y +k

de donde
X’=x-h y =y-k

Si se sustituyen los valores de X’ y Y’ en la ecuacién de la pardbola se obtiene
(y-k) =4a(x-h) (16)

que corresponde a la ecuacion de una parabola con vértice en (h, k) y eje paralelo al eje X.

Tanto en la ecuacidn (16) como en la figura 2.39 se observa que:
- cuando @ > 0, el factor (x-h) 20. Entonces la pardbola abre hacia la derecha.

- cuando a <0, el factor (x—h) < 0. Entonces la pardbola abre hacia la izquierda.

Teniendo los valores de h, k y a se pueden generar los valores de los demds elementos de
la pardbola.

-VF=a

- El vérticees V=(h, k)

- El foco es F=(h+a, k)

- La ecuacion de la directrizes x=h-a

- La longitud del lado recto es L.R. = |4a

- Los extremos del lado recto son los puntos (h+a, k+2a) y (h+a, k-2a).
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Ejemplo 1

Con base en la definicién de pardbola, hallar la ecuacion de la pardbola cuyo foco es (3, 3) y
su directrizes x+3=0.

1
of v v ¥ ¥

Figura 2.40

Al graficar los datos, ver figura 2.40, se puede observar que:
- DF =2a entonces VF =a por lo tanto a=3

- El vérticees V=(h,k)=(0,3) por tantoh=0 y k=3

- El focoes F=(h+a, k)=(3,3)

- La ecuacién de la directrizes x=h-a; es decir, x=-3

- La longitud del lado recto es L.R.= |48 =12

- Los extremos del lado recto son los puntos (h+a, k+2a) = (3,9) y (h+a, k-2a) = (3, -3).
Una vez que se tiene la informacion anterior se puede obtener la ecuacién de la pardbola
(y-K?=4a (x-h)

(y = 0)* =43) (x +3)

y2=12x + 36

Figura 2.41
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Ejemplo 2

Hallar la ecuacion de la pardbola para la cual V=(-2,2) y F=(-5,2).

Figura 2.42

Al graficar los datos (figura 2.42) se puede observar que:

- VF=a porloque a=-3

- El vérticees V=(h,k) =(-2,2), quedando h=-2 y k=2
- El foco es F=(h+a, k)=(-5,2)

- La ecuacién de la directrizes x=h-a; estoes x=1

- La longitud del lado recto es L.R. = |48 = 12

- Las extremos del lado recto son los puntos (h+a, k+2a)=(-5, 8) y (h+a, k-2a) = (-5, -4).

Una vez que se tiene la informacion anterior se puede obtener la ecuacién de la pardbola
(y-k)’=4a (x-h)
(Y=2)"=4(-3) (x=(-2))

(y=2)=-12(x+2)

LR

T

Figura 2.43
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Ejercicio 32

1. Con base en la definicién de pardbola, hallar la ecuacion de la pardbola cuyo foco y
directriz son:
a) (-5,3); x+1=0
b) (-2,0); x—4=0
2. Hallar la ecuacién de la pardbola que satisface las condiciones dadas:
a) Vértice (-3,1) y foco (1,1)
b) Vértice (5,-2) y foco (-2, -2)
c) Vértice (-3,-2), el lado recto es igual a 12 y abre hacia la izquierda
d) Extremos del lado recto en (5, -10) y (5, 6) y abre hacia derecha

Ecuacion General de la Pardbola

Las ecuaciones de la pardbola, tienen una variable cuadrdtica y una variable lineal.

Conversion de la forma ordinaria a la forma general (Pardbola horizontal)
Si se tiene la ecuacién ordinaria de la pardbola horizontal

(y-k)'=4a (x=h),
al desarrollar el cuadrado y reagrupar términos se obtiene

y? - 2ky + k* = 4ax — 4ah

y* - 4ax - 2ky + k* + 4ah = 0.
Si se hacen

D=-4a, E=-2k y F= Kk +4ah,

entonces, se puede expresar de forma general

y>+Dx+Ey+F=0. (17)

La expresion (17) se le conoce como la Ecuacion General de la Parabola Horizontal.
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Conversion de la forma ordinaria a la forma general (Pardbola vertical)
Si se tiene la ecuacién ordinaria de la pardbola vertical
(x-h)=4a (y-k).
Procediendo como se hizo antes, se llega a que
x* - 2hx + h* = 4ay — 4ak
x* - 4ay - 2hx + h? + 4ak = 0.
Nuevamente, si se proponen
D=-4a, E=-2h y F= h’+4ak,
entonces, se puede expresar de forma general
x>+ Dy + Ex+F=0. (18)

La expresion (18) se le conoce como la Ecuacion General de la Parabola Vertical.

Conversion de la forma general a la forma ordinaria

El procedimiento se invierte fransformando la forma general a la forma ordinaria, siempre

que D # 0. De esta manera
y'+Dx+Ey+F=0

y’+Ey=-Dx-F,

EY EY
+Ey+|— | =-Dx-F+ ,
e [2) w
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( Ejz 4F —E?
y+—| =-D| x+ ,
2 4D

donde =-4a, E=-2k y F= Kk'+4ah,

( Ejz 4F — E2
y+— | =-D| x+
2 4D

(y + (_—Zk)j = -(-4a)(x LA+ 4ah) - (22k)° J
2 4(—4a)

2 A2
(y—k)2:4a x+4k +16ah — 4k
4(—4a)

k* +4ah -k’
—k)P=4 LT
(y-k) a(x+ i )

4ah
—k)V=4 +
(y-k) a(x+ —4aj

y entonces se tiene nuevamente la forma ordinaria

(y—ky=4a(x-h).

Obtener los elementos a partir de la ecuacion

Ejemplo 1

Trazar la grdfica de la ecuacidn y> — 8x + 6y + 8 = 0.

La ecuacion representa una pardbola porque y aparece en forma cuadrdticay x en forma

lineal, ademds el coeficiente D # 0. El trazo de la pardbola se facilita si se reduce la
ecuacion a la forma ordinaria.

y’—8x+6y+8=0

y’+6y = 8x- 8
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y'+6y+9=8x- 8+9

2 1
(y +3) 8(x+8j

- Como el vérticees V =[—é,—3] = (h, k). Entonces h= —% y k=-3

-Como 4a = 8, resulta a=2

15

- El foco es F=(h+a, k) =(§,—3j

: . . 17
- La ecuacion de la directrizes x=h-a, conlo que x= Y

- La longitud del lado recto es L

R.=|4a =8

- Los extremos del lado recto son los puntos

(h+a, k+2a)= (%Slj y (h+a, k-2a)= [%5,_7),

D =>

V={-1/8,-3)

Figura 2.44

EEmEEEE susnsnmnnnnnenransmnnunnmn

F=(15/8.-3)

LR={15/8,:7)
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Obtener la ecuacion a partir de los elementos
Ejemplo 1

Obtener la ecuacidn, en forma general, de la pardbola con vértice en (3, 4), eje paralelo al
eje de las ordenadas y que pasa por el punto (5, 6).

e P=(5,6)
-
V=(3,4)
| 1 | 1
| | ] " |
Figura 2.45

Al graficar los datos (ver figura 2.45) se confirma que la pardbola tiene su eje paralelo al
eje de las ordenadas y su vértice estd fuera del origen, entonces la ecuacién es de la forma

(x-hy=4a (y-k)

Las coordenadas del vértice y del punto por el que pasa la pardbola deben satisfacer esta
ecuacién, de manera que se puede obtener el valor de a, quedando

(5-3)"=4a (6-4),
22=8a,

1
a=—_.
2

Como V=(h, k), resulta V=(3,4); de donde se obtienen h=3 y k=4
El focoes F=(h, k+a)= (3,%)

La ecuacién de la directriz es y=h+a, quedando y =

[NSRIEN

La longitud del lado recto es L.R. = |[4a =2
9 9
Los extremos del lado recto son los puntos (h+2a, k+a)= [45) y (h-2a, k+a)= (Z,EJ.

. 1 rd . 4 7’
Sustituyendo los valores de a = 5 y el vértice V =(3,4) en la ecuacién de la pardbola
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1
x=37=() (-4,
(x=3)"=2(y-4),
y al desarrollar se tiene la ecuacion de la pardbola en su forma general

x> —6x—2y+17=0.

1
0 ! 1
Fiaura 2.46

Ejercicio 33

1. Expresar en la forma ordinaria cada pardbola. Hallar las coordenadas del vértice, del foco
y los extremos del lado recto.

a) y*+12x-48=0

b) y*+12x-6y+45=0
c) X*+10x+20y+25=0
d) X*—8x+6y-8=0

2. Hallar la ecuacion de cada pardbola:

a) Con vértice en(2,3)y focoen (5, 3)

b) Con vértice en (5, 4)y foco en (5, -2)

c) Vértice (4, -2), el lado recto es igual a 8 y abre hacia la izquierda
d) Extremos del lado recto en (-2, -7) y (6, -7) y abre hacia derecha
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2.3 Elipse

Una elipse se define como el lugar geométrico de un punto del plano que se mueve de manera
que la suma de sus distancias a dos puntos fijos es una constante.

Los puntos fijos se llaman focos.

2.3.1 Elementos de la elipse

Figura 2.47

De acuerdo con la figura 2.47, se muestra una elipse donde:

FyF son los focos.

VyV son los Vértices.

YA, es el eje mayor (segmento de recta determinado por V y V).

A'A es el eje menor (segmento de recta determinado por A y A’).

C es el centro (punto medio del segmento determinado por los focos).

PF y PF' son radios vectores (segmentos de recta que van de un punto cualquiera P
de la elipse hacia uno de los focos).

Cuerda : es un segmento que une dos puntos cualesquiera de la elipse.

Cuerda Focal : es una cuerda que pasa por uno de los focos.

Lado Recto: es la cuerda focal perpendicular al eje mayor.

Diametro:  es una cuerda que pasa por el centro.
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2.3.2 Ecuacion normal de la elipse con el eje mayor horizontal

Ecuacion de la elipse horizontal con centro en el origen y ejes coincidentes con
los ejes coordenados

P=(xy)

0
F'=(-¢,0) T F=(c,0) 4

Figura 2.48 Figura 2.49

Para obtener la ecuacidn:

- se hace coincidir el centro de la elipse con el origen del sistema coordenado

- el eje X pasa por los focos

- elejeY contiene la mediatriz del segmento determinado por los focos Fy F’
- ladistancia entre Fy F’ es 2c, donde ¢ >0

- los focos son los puntos F=(c,0) y F’ =(-c,0).

Si P=(x,y) es un punto cualquiera de la elipse, por definicién

PF| + [PFT = 2a

donde a esuna constantey a >c.

Usando la ecuacidn para la distancia entre dos puntos, resultan

[PRI=(x=c)f+y* y  [PF| = /(x+c) +y?.
Sustituyendo en la igualdad anterior se tiene

Jx—c) +y? + LJ(x+c) +y? =2a,
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para eliminar los radicales de la ecuacién se procede de la siguiente forma: se escribe

J(x=c) +y* =2a-./(x+c) +y*,
y se eleva al cuadrado esta expresién, para obtener
(x-c)’ +y*=4a’-4a [(x+c)’ +y> + (x+c)* +y~.

Desarrollando y simplificando, encontramos

x*—2cx+c*+y?=4a’-4a [(x+c) +y? + x> +2ex + ¢ +y7,
4a -/(x+c)’ +y? =4a’ + 4cx,

a-/(x+c) +y>=a’+cx

Elevando nuevamente al cuadrado, se obtiene
a? (x + c)*+a’y* = a* + 2a%cx + ¢,
a? (x> +2cx + ¢+ a’y? = a* + 2a%cx + A,
a’* +2 a’cx + a’c? +a’y* =a* +2a’cx + ¢,
abC - A +aly? = at - alc?,

de manera que al factorizar, resulta

X (a%- ¢%) + a%y? = a¥(@® - ¢,

Definiendo una cantidad b mediante
b2 — aZ _ C2
de la expresion anterior queda
b2 + a%y? = a? b2,

Dividiendo ambos miembros entre a> b’ se obtiene, lo que se conoce como la ecuacion de la
elipse horizontal

LI S (19)
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Nota
El denominador mayor de la expresién (19) indica la variable cuyo eje coordenado coincide
con el eje mayor de la elipse y se designa por a.

A=(0,b)
(c,b%a)

:

X
V'=(-a,0) F'=(-c,0) C=(0,0) F=(c,0) V=(a,0)
Figura 2.50
De la figura 2.50 se tiene:
- Los vérticesson V=(a,0) y V' =(-a,0)
- Los focosson F=(c,0) y F’ =(-c, 0)
- Los extremos del eje menor son  A=(0,b) y A’ =(0, -b)
- La excentricidad e de una elipse estd dada por la relacién e = ¢ (20)
a
: 2b?
- La longitud del lado recto es LR. = — (21)
a
2 2 2 2
- Los extremos de los lados rectos son [c,bj , (c,—bJ , [— c,bJ y [— c,—bj
a a a a

- La longitud del eje mayor es 2a

- La longitud el eje menor es  2b

- Como la suma de las distancias de un punto de la elipse a sus focos no puede ser menor que
la distancia entre éstos, a no puede ser menor que C; en otras palabras la excentricidad
de la elipse no puede ser mayor que 1. Si € = 1 entonces la elipse degenera en una recta.

Si e=0 entonces la elipse degenera en una circunferencia.
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Relacion entre los ejes y la distancia focal
En una elipse cualquiera como la de la figura 2.49, se tiene por construccién
AF =a, OA=by OF =c,
de manera que aplicando el teorema de Pitdgoras en el tridngulo rectangulo OFAO, resulta

a’=b>+c’, (22)

formula que permite calcular uno de los elementos a, b 6 ¢ en términos de los dos
elementos restantes.

Obtener la ecuacion de la elipse a partir de sus elementos
Ejemplo 1

Hallar la ecuacion de una elipse con vértices en (£6, 0) y sus focos en (+4,0).

- Dado que V = (£6, 0), se tiene que a=>6
- En el caso de los focos tenemos que F = (+4, 0) de manera que ¢ =4

- De acuerdo con la relacién a®=b*+¢?, de los valores encontrados para a y ¢, resulta

= Ja>=c? = 36-16 = 420 =4.4

- Los extremos del eje menor son los puntos A = (0, b) = (0, +4.4)

- La excentricidad de la elipse es e = Zzz = .66
- La longitud del eje mayor es 2a=2(6)= 12
- La longitud del eje menor es 2b =2(4.4) = 8.8
2b* _ 2(4.4)°

- El longitud del lado recto es L.R.= 6.6

a 6
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- Los extremos de los lados rectos son

[c,sz:(4,3.3), (c,—bz}m, 3.3), (—c,bz}(-4,3.3) y [—c,—bZ]: (-4,-3.3)
a a a a

2 2

- La ecuacion de la elipse queda en este caso como 36 + 20 =1

- La grdfica correspondiente es como se muestra en la figura 2.51.

Figura 2.51

Ejemplo 2

. . 1
Una elipse tiene sus vértices en (8, 0) y su excentricidad es 5 Hallar los focos, la

longitud de su eje mayor y de su eje menor, la longitud de su lado recto y su ecuacién.

- Los vértices son V =(#a, 0) = (£8, 0); de donde a=38

_si e=S:Co

—_—-l, resulta c=4
a 8 2

- Los focos son F=(%c,0) y, con c=4 resulta F= (%4, 0)
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- De acuerdo con la relacién a*=b*+c* y teniendo a=8 y c=4 nos queda

= Ja’ = J64-16 = /48 =6.9

- Los extremos del eje menor son los puntos A = (0, +b) = (0, +6.9)

2 2
- La longitud del lado recto es LR.= & 2(6é9)
a

=12

- La longitud del eje mayor es 2a =2(8) =16
- La longitud del eje menor es 2b = 2(6.9) = 13.8

- Los extremos de los lados rectos son

(c,sz: 4,6), [c,—szz (4, -6), [—c,sz = (-4,6) y (—c,—sz = (-4, -6)
a a a a

- La ecuacion de la elipse queda como

2 2
X,y
64 48

- La grafica correspondiente se muestra en la figura 2.52.

LR 5 LR

LR LR

Figura 2.52
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Obtener los elementos de la elipse a partir de su ecuacion
Ejemplo 1

Determinar los focos, los vértices, la longitud del lado recto y la excentricidad de la elipse
cuya ecuaciénes  9x* + 16 y* = 144,

La ecuacién de la elipse queda en su forma ordinaria si se divide la ecuacidn entre 144; esto
es

9 , 16 , 144

AT
144 144 144
de donde resulta

+
16 9

- El denominador mayor es 16 por lo que a’=16 y a=4, quedando entonces
V = (#a, 0) = (x4, 0)
- El denominador menor es 9 de maneraque b>=9 y b=3. De aqui que
A = (0, xb) entonces A= (0, £3)

-Si a=b’+c’,con a=4 y b=3 resulta

c= vJar-b? =416-9 = 7 =26

- Dado que c=2.6 tenemos F = (%c, 0) = (+2.6, 0)

- La excentricidad de la elipse es €= ;z% = .65
- La longitud del eje mayor es 2a = 2(4) = 8
- La longitud del eje menores 2b=2(3)=6
2 2
- La longitud del lado recto es LR.= 22 = % =45
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- Los extremos de los lados rectos son

(c,bZ]:(Z@ 22), [c,—sz:(z.a 2.2), [—c,sz:(-z.@ 22)y (—c,—szz (-2.6,-2.2).
a a a a

Figura 2.53

Ejercicio 34

1. Para cada caso, hallar la ecuacién de la elipse y construir la grédfica:

a) C=(0,0), 2a= 10, 2b=6 y AA’ coincide con el eje X
b) C=(0,0), A=(6,0), F=(5,0)

c) A=(4,0), F=(3,0)

d) A=(6,0), 2b=10

6
e) V=(20,0), e= —
) V=020,0), e= 1/

f)F=(6,0), e= ? F = (3, 0), longitud del lado recto igual a 9

g) F = (4, 0), longitud del lado recto igual a 12

2. Para cada una de las siguientes elipses, hallar los focos, los vértices, la longitud del lado
recto y la excentricidad. Trazar la curva correspondiente.

2 2 2 2
) +7 =1 by =+ =1
25 9 169 ' 144

c) 16x* + 25y* = 400 d) 2x* +3y* =12
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Elipse horizontal con centro en (h, k)

Si los ejes de una elipse son paralelos a los ejes coordenados y su centro estd en el punto
(h, K) su ecuacién se puede obtener trasladando los ejes coordenados de manera que el

nuevo origen O’ coincida con el punto (h, k).

La ecuacién de la elipse horizontal referida a los nuevos ejes es

(x)*  (y")’
R
Dada la transformacion
x=xX"+h 'y y=y +Kk

tenemos

los cuales se sustituyen en la ecuacion de la elipse y queda

_ 2 _ 2
(Xazh) N (ybzk) _

- Los vertices son los puntos V = (h+a, k) y V' =(h-a, k)
- Los focos son los puntos F=(h+c,k) y F’=(h-c, k)

- Los extremos del eje menor son A= (h,k+b) y A’=(h, k-b)

- La excentricidad e de unaelipse es e=

oo

- La longitud del eje mayor es 2a
- La longitud el eje menor es  2b

2
- La longitud del lado rectoes L.R.= 22

- Los extremos de los lados rectos son

2 2 2
[h+c,k+b—j, [h+c,k—b—J, [h—c,k+b—] y [
a a a

(23)

2
h—c,k—b—J
a
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- La relacién entre las longitudes de los ejes y la distancia focal es como antes a”=b”+c’.

Y Y
A=(h,k+h)

(h+c,k+b’/a)

C=(h,K)

1
I

]

I

i

Fe(hwed) &

V'=(h-a,k) !
I

I

|

Ll [ | X
Frtof T 1 LI | |
{h-c,k-b*/a) iR {h+c,k-b%a)

T A'=(hk-b)

Figura 2.54

Obtener la ecuacion de la eljpse horizontal con centro en (h,k) a partir de sus
elementos

Ejemplo 1

Hallar la ecuacidn de la elipse, la longitud de sus ejes mayor y menor, asi como sus vértices,

si tiene sus focos en (-2, 4) y (4, 4) y su excentricidad es é

Figura 2.55

- De acuerdo con la grafica de la figura 2.55
. el punto medio de F'F es el centro de la elipse entonces C = (1, 4)

_ladistanciade F'C 6 CF es c=3
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§=i de donde a=4
4 a

. . . C
- La excentricidad de la elipse es €= —
a

-Si a’=b’+c% con a=4y c=3 resulta b= /a’—c’ = /16-9 = /7 =26
- Los focos son los puntos F=(h+c,k)=(4,4) y F’=(h-c,k) =(-2,4)

- Los vértices son los puntos V = (h+a, k) =(5,4) y V' =(h-a,k) = (-3, 4)

- Los extremos del eje menor son A= (h, k+b) =(1,6.6) y A’=(h,k-b) =(1, 1.4)

b’ _ 2(2.6)’
a4

- La longitud del lado rectoes L.R.= =35

- Los extremos de los lados rectos son

2 2

h+c,k+b— =(4,5.7), (h+c,k—b—j=(4, 2.3),
a a

2 2

h—c,k+—|=(2,57) vy (h—c,k—b—j:(-2,2.3)
a

- La longitud del eje mayor es 2a =2(4) =8

- La longitud el eje menores  2b =2(2.6)=5.2

x=D* , (y=4 _,
16 7

- La ecuacion de la elipse queda entonces como

LR LR

Figura 2.56
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Ecuacion General de la Eljpse Horizontal

Como se menciond anteriormente, una elipse con centro en el punto (h, k) y eje mayor
horizontal tiene una ecuacién de la forma

2 2
(X;Zh) +(y;2k) ~1

esta ecuacién se puede reducir a la forma general

AX* +Cy* +Dx+Ey + F=0 (24)
en la cual

Ay C tienen el mismo signo, es decir, AC >0

A+ C porque si A=C el lugar geométrico es una circunferencia.

Obtener los elementos a partir de la ecuacion de la eljpse horizontal con centro
en (h, k)

Ejemplo 1

La ecuacién de una elipse es 9x* + 16y2 + 54X + 32y - 47 = 0, hallar el centro, los focos y los
vértices. Determinar la longitud del lado recto y la excentricidad.

Trasponiendo el término independiente y ordenando los demds términos se tiene
Ox? + 54x + 16y* + 32y = 47,
factorizando el primer miembro se obtiene

9(x* + 6X) + 16(Y> +2y) = 47,

sumando a los dos miembros de la igualdad el cuadrado de la mitad de los coeficientes de
los términos de primer grado, queda asi

9 (X*+6x+9)+16(y* +2y+1) =47+ 81+ 16.
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Factorizando nuevamente en el primer miembro y sumando en el segundo

9 (x+3)+16 (y+ 1) = 144.

Dividiendo ambos miembros entre 144

9(x+3)° 16(y+1)* _ 144
144 144 144

la ecuacién representa una elipse

2 2
(x+3) LD
16 9

donde:

- Centro C=(-3,-1)=(h,k) portanto h=-3 y k=-1

- Como el denominador mayor es 16, a*=16 entonces a=4

- Los vértices son V=(hxa, k) =(-3+4,-1), dedonde V' =(-7,-1) y V =(1,-1)

- Como el denominador menor es 9 entonces b*=9 y b=3

- Los extremos del eje menor son A= (h, ktb)= (-3, -1+3); es decir A’ =(-3,-4) y A=(-3,2)
- Si a2=b2+c2, con a=4y b=3, resulta c= m = J167— = f =26

- Los focos son F = (h%c, k) = (-3+2.6,-1), y de aquique F’ =(-5.6,-1) y F=(-4,-1)

- La excentricidades €= ¢ = " = .65
a

- La longitud del lado rectoes L.R.= —
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- Los extremos de los lados rectos son

b? b?
[h +c,k +—J: (-4,1.2), (h +c,k ——j = (-4,-3.2),
a a

b? b’
(h —c,k +?] =(-5.6,12) y (h —c,k _XJ = (-5.6,-3.2)

Figura 2.57

Ejercicio 35

1. En cada caso hallar la ecuacién de la elipse, si tiene:
a) C=(2,-1), eje mayor paralelo al eje X de longitud 12, la longitud del eje menor es 10.
b) Los vértices estdn en (8,2)y (-2, 2) y uno de los focos se encuentra en (6,2).
c) Focoen (1,-1)y el eje menor tiene sus extremos en (-1, 2) y (-1, -4).

d) La longitud del eje menor es 4 y sus vértices estdn en (-1, 3) y (-5, 3).

2. Para cada una de las ecuaciones hallar el centro, los focos y los vértices de las elipses.
Determinar la longitud del lado recto y la excentricidad.
a) 9x* + 25y — 36x -189 = 0
b) 16X* + 25y + 64x + 50y - 311 =0
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2.3.3 Ecuacion normal de la elipse con el eje mayor vertical

Ecuacion de la elipse vertical con centro en el origen y ejes coincidentes con los
ejes coordenados

-Vl
Figura 2.58 Figura 2.59

Para obtener la ecuacion:

se hace coincidir el centro de la elipse con el origen del sistema coordenado

el eje Y pasa por los focos

el eje X contiene la mediatriz del segmento determinado por los focos F y F’.
la distancia entre Fy F’ es 2c, donde ¢ >0

- los focos son los puntos F=(0,c) y F’ = (0, -c)

Si P=(X,y) es un punto cualquiera de la elipse, por definicién

PF| + [PFT = 2a

donde a es una constante y a >c.

De la expresién para la distancia entre dos puntos, se tiene

Sustituyendo en la igualdad anterior, se tiene

X>+(y-c)> + /xX*+(y+c)® =2a.
Para eliminar los radicales de la ecuacién se procede de la siguiente forma: se escribe
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x> +(y-c)® =2a- /x*+(y+0)*,

y se eleva al cuadrado esta expresién, para obtener

(y-c) +x*=4a’-4a x> +(y+¢)> +(y +¢)* + X%

Desarrollando y simplificando nos queda

yP-2cy+ci+x*=4a’-4a x> +(y+c)> +y +2cy +¢* + X,
4a [x* +(y+c)? =4a’ + 4cy,
a. /x> +(y+c)? =a’+cy.

Elevando nuevamente al cuadrado, obtenemos
a’ (y+c)’+a’x*=a'+2a’cy + ¢y’
a’ (> +2cy + ¢+ a’x* = a* + 2a’cy + ¢y’
a’y’ +2a’cy +a’c’ +ax* =a’+2a’cy + ¢y’
azyz ) Czyz +adt=at-alc
de manera que al factorizar se llega a la igualdad
y’ (@-ch) +ax’=a’ (@ -c).
Usando la igualdad
b?=a’-c?
resulta

by + b =a b2,

Finalmente dividiendo ambos miembros entre a’h’ se obtiene, lo que se conoce como la
ecuacion de la elipse vertical

|
+
|
Il
[
O-
|
+
|
Il
[S—

(25)
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El denominador mayor de la expresion (25), indica la variable cuyo eje coordenado coincide
con el eje mayor de la elipse y se designa por a.

Figura 2.60

De la figura 2.60 se tiene:

- Los vertices son los puntos V =(0,a) y V' =(0, -a)
- Los focos son los puntos F=(0,c) y F’=(0, -C)

- Los extremos del eje menor son los puntos A= (b,0) y A’ =(-b, 0)

- La excentricidad de la elipse es e = ¢
a
: 2b?
- La longitud del lado rectoes L.R.= —
a

- La longitud del eje mayor es 2a

- La longitud el eje menor es  2b

b2 b2 b2 b2
- Los extremos de los lados rectos son (—,c], [c] (—,—CJ y [,—Cj
a a a a
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- La suma de las distancias 2a de un punto de la elipse a sus focos no puede ser menor que la
distancia entre éstos, también a no puede ser menor que C; en otras palabras la
excentricidad de la elipse no puede ser mayor que 1. Si e = 1 entonces la elipse degenera
enunarecta. Si e =0 entonces la elipse degenera en una circunferencia.

- La férmula que permite calcular uno de los elementos a, b 6 ¢ en términos de los otros dos
elementos restantes es

a2 =p? + 2
Obtener la ecuacion de la elipse a partir de sus elementos
Ejemplo 1

Hallar la ecuacion de una elipse con vértices en (0, + 5) y sus focos en (0, + 3).

- Dado que V=(0,+5), se tieneque a=>5
- En el caso de los focos tenemos que F =(0,+ 3) de maneraque C=3

- De acuerdo con la relacién a* =b” + ¢, de los valores encontrados para a y ¢, resulta

= Ja’ =/25-9= /16 =4

- Los extremos del eje menor son los puntos A= (£ b, 0); estoes A=(+4,0)

=.6

- La excentricidad de la elipse es e = ; = 2
- La longitud del eje mayor es 2a=2(5)=10

- Lalongitud el eje menor es 2b=2(4) =8

- La longitud del lado recto es L.R. = = 6.4

2% _ 2(4)°
a 5

- Los extremos de los lados rectos son

(—bz,c]:(-&z, 3), (bz ] (3.2, 3), (—bz,—cj =(:32,-3) y (bz,—c):(&z, 3)
a a a a
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2 2

y

- La ecuacion de la elipse queda en este caso como % + Er i 1

- La grdfica correspondiente es como se muestra en la figura 2.61.

Y
LR LR
4 X
A A
LR LR
Figura 2.61

Ejemplo 2

. . rd . . . 1
Una elipse tiene sus vértices en (0, £6) y su excentricidad es rE Hallar sus focos, la
longitud de su eje mayor y de su eje menor, la longitud de su lado recto y su ecuacién.

- Los vértices son V =(0,+a) =(0,+6); de donde a=6

sioe=:=%:1 Lesuta c=12
6 s

¢
a
- Los focos son F=(0,+c) y, con c=1.2 resulta F=(0,%+1.2)

- De acuerdo con la relacién a®=b*+¢* y teniendoa=6 y c=1.2 nos queda

b=-/a’-c* = /36-1.4 = /345 =538

- Los extremos del eje menor son los puntos A= (£ Db, 0) entonces A= (£5.8,0)
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- La longitud del eje mayor es 2a=2(6) =12
- La longitud el eje menor es 2b=2(5.8) =11.6

2b*  2(5.8)°
a

=115

- La longitud del lado recto es L.R. =

- Los extremos de los lados rectos son

(—bz,cjz (-5.7,1.2), [bz,cjz (5.7, 1.2), (—bz,—cj: (-5.7,-12) y (bz,—cj: (5.7,-1.2)
a a a a

2 2

X +y—=1.
345 36

- La ecuacion de la elipse queda como

Figura 2.62

Obtener los elementos de la elipse a partir de su ecuacion
Ejemplo 1

Determinar los focos, los vértices, la longitud del lado recto y la excentricidad de la elipse
cuya ecuacién es  25x* + 9y = 225.
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- La ecuacién de la elipse queda en su forma ordinaria si se divide la ecuacién entre 225;
esto es
25,09 0 25

225 257 T 25

de donde resulta

- El denominador mayor es 25 por lo que @’ =25y a=>5, quedando entonces
V=(0,%a)=(0,%5)

- El denominador menor es 9 de manera que b>=9 y b=3. De aqui que
A=(£b0)=(=3,0)

-Si @=b’+c’ con a=5y b=3 resulta c=+/a’-b>=+25-9=416=4

- Dado que c=4 tenemos F = (0, £c)=(0,*4)

- La excentricidad de la elipse es e = ; = : =8
- La longitud del eje mayor es 2a=2(5)= 10
- La longitud el eje menor es 2b=2(3)=6
2 2
- La longitud del lado rectoes L.R. = 22 = 2(2) =3.6

- Los extremos de los lados rectos son

(—bz,c]:(-l.& 4), (bz,cj:(l.& 4), [—bz,—cj:(-l.& -4),y (bz,—c}(l.& -4)
a a a a

- La grdfica correspondiente es como se muestra en la figura 2.63.
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Y

Figura 2.63

Ejercicio 36

1. Hallar la ecuacién de una elipse y construir la grafica en cada caso:
a) C=(0,0), 2a= 20, 2b=12 vy larecta AA' coincide conel eje Y
b) A=(0,6), F=(0,4)
c) A=(0,4), 2a=12
8
d) V=(0,12), e= —
) (0, 12) 10

e) F=(0,4), e:z_

f) F=(0, 3), longitud del lado recto igual a 24
g) F=(0,7), longitud del lado recto igual a 12

2. Para cada una de las siguientes elipses, hallar los focos, los vértices, la longitud del lado

recto y la excentricidad. Trazar la curva correspondiente.
2 2

a)X—+y—:1
16 36
2 2
b) RN A
121 144

c) 49x* + 25y* = 1225
d) 8x* + 6y* = 48
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Elipse vertical con centro en (h, k)
Si los ejes de una elipse son paralelos a los ejes coordenados y su centro estd en el punto
(h, K) su ecuacién se puede obtener trasladando los ejes coordenados de manera que el

nuevo origen O’ coincida con el punto (h, k).

La ecuacién de la elipse vertical referida a los nuevos ejes es

(X')z (y')2
b2 aZ 1
Dada IG Tr aHSi of maCién

tenemos

los cuales se sustituyen en la ecuacién de la elipse y queda

(X ;Zh)z + (y;zk)z =1 (26)

- Los vértices son los puntos V= (h,k+a) y V' =(h, k-a)
- Los focos son los puntos  F=(h,k+c) y F’ =(h, k-c)

- Los extremos del eje menor son A= (h+b,k) y A’=(h-b, k)

- La excentricidad de una elipse es €= ¢
a

: 2b*

- La longitud del lado rectoes L.R.= —
a

- Los extremos de los lados rectos son

2 2 2 2
(h+b—,k+c), [h—b—,k+cj, (h+b—,k—CJ Yy (h—b—,k—cj
a a a a

- La longitud del eje mayor es 2a

- La longitud el eje menor es  2b
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- La relacién entre las longitudes de los ejes y la distancia focal es como antes a*=b’+ ¢>.

Y Y' V=(h,k+a)

e e e = = g (D72 k4C)
(h-b?/a,k+c) B YT
A'=(h-b,k) =m0 A=(h*b,k)
L1 1 i L 11 [ |
L I 1 1 X
(hebfa ke g e — L _f

“ V'=(h,k-a)

Figura 2.64

Obtener la ecuacion de la eljpse vertical con centro en (h, k) a partir de sus
elementos

Ejemplo 1

Hallar la ecuacion de la elipse, la longitud de sus ejes mayor y menor, asi como sus vértices,

3
si tiene sus focos en (5,-2) y (5,4) y su excentricidad es 5

-

—— L J F-
Figura 2.65
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- De acuerdo con la grafica de la figura 2.65

. el punto medio de la recta F’F es el centro de la elipse entonces C = (5, 1)

_ladistanciade F'C é CF es c=3

- La excentricidad de la elipse es € = ; %zg de donde a=>5

-Si a®=b’+c% con a=5y c=3 resulta
= Ja’-c? =V25-9 =416 =4
- Las focos son los puntos  F =(h,k+c)=(5,4) y F’=(h,k-c)=(5,-2)
- Los vértices son los puntos V= (h,k+a) =(5,6) y V' =(h,k-a) = (5,-4)
- Los extremos del eje menor son A= (h+b,k)=(9,1) y A’=(h-b,k) =(1,1)

2

. 2 4

- La longitud del lado rectoes L.R.= 24" )
a

- Los extremos de los lados rectos son

b* b’
h+—.,k+c |=(8.2,4), (h—— k+cj (1.8, 4),
a a

2 2

h+ k—c|=82-2) y (h—b—,k—cj=(1.8,-2)
a a

- La longitud del eje mayor es 2a =2(5)=10

- La longitud el eje menor es 2b=2(4) =8

(x=5" (=1’ _,

- La ecuacion de la elipse queda entonces como T 55

- La grdfica de la elipse se muestra en la figura 2.66
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Y

L R L AL LLERRET L ey

R F LR

VI
Figura 2.66

Ecuacion General de la Eljpse Vertical

Como se menciond anteriormente, una elipse con centro en el punto (h, k) y eje mayor

vertical tiene una ecuacién de la forma

(x=h)?* (y-k)’
0 | a =

esta ecuacién se puede reducir a la ecuacion general
Ax* +Cy* + Dx+Ey + F=0 (27)
en la cual

-A'y C tienen el mismo signo, es decir, AC >0

- A#C porque si A=C el lugar geométrico es una circunferencia.
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Obtener los elementos a partir de la ecuacion de la eljpse vertical con centro
en (h, k)

Ejemplo 1
La ecuacién de una elipse es 25x* + 9y* - 100x - 54y - 44 = 0, hallar el centro, los focos y los

vértices. Determinar la longitud del lado recto y la excentricidad.

Trasponiendo el término independiente y ordenando los demds términos se tiene
25x% - 100X + 9y - 54y = 44,
factorizando el primer miembro se obtiene

25 (X* - 4X) + 9 (y* - 6y) =44,

sumando a los dos miembros de la igualdad el cuadrado de la mitad de los coeficientes de
los términos de primer grado, queda asi

25 (X -4x+4)+9 (Y - 6y +9) =44+ 100 + 81.
Factorizando nuevamente en el primer miembro y sumando en el segundo

25 (x-2)*+9 (y - 3)*=225.

Dividiendo ambos miembros entre 225

25(x —2)? Loy -3)* 225
225 225 225

b

la ecuacién representa una elipse

(x-2) (y-3" _,
9 25

’

donde:
- Centro C=(2,3)=(h,k) por tanto h=2 y k=3

- Como el denominador mayor es 25, a*=25 entonces a=>5

- Los vértices son V = (h, k+a) = (2, 3+ 5), de donde V' =(2,-2) y V =(2,8)
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- Como el denominador menores 9  entonces b°=9 y b=3

- Los extremos del eje menor son A= (h+Db, k) =(2+ 3, 3); es decir A’=(-1,3) y A=(5,3)

-Si a’=b*+c? con a=5 y b=3, resulta c= /a’-b’ =-/25-9 = /16 =4

- Los focos son los puntos F=(h, kxc)=(2,3+4), deaquique F'=(2,-1) y F =(2,7)

_Laexcentricidad es ez ° = © = 8
a 5
2 2
- La longitud del lado recto es L.R. = 22 = 2(2) = 3.6

- Los extremos de los lados rectos son

b’ b?
[h+z,k+cj= (3.8,7), (h——,k+cj: (.2,7),
a

2

[h +E,k—cj= (3.8,-1) y (h—b—,k—cJ: (2,-1)
a a

- La grdfica correspondiente es como se muestra en la figura 2.67.

Figura 2.67
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Ejercicio 37

1. En cada caso, hallar la ecuacion de la elipse, si tiene:
a) C=(5,1),V=(5,4) yuno de los extremos del eje menor es (3, 1).
b) Los vértices estdn en (3, 8) y (3,-2) y uno de los focos se encuentra en (3, 6).
¢) Un foco en (-2, 2) y los extremos del eje menor son (-5, -2) y (1, -2).

d) La longitud del eje menor es 2 y sus vértices son los puntos (3,-1)y (3, -5).

2. Para cada una de las ecuaciones hallar el centro, los focos y los vértices de las elipses.
Determinar la longitud del lado recto y la excentricidad.
a) 3 +2y* —24x+ 12y + 60 =0
b) 25x% + 9y? - 200X + 90y + 400 = 0
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2.4 Hipérbola

Una hipérbola es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera
que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano, llamados
focos, es siempre igual a una cantidad constante, positiva y menor que la distancia entre los
focos.

2.4.1 Elementos de la hipérbola

A g

'ﬁ

G~

Figura 2.68

Los elementos de la hipérbola (ver figura 2.68) son:

- Dos ramas diferentes de longitud infinita.
- Los focos designados por F’ y F.
- El eje focal corta a la pardbola en dos puntos V' y V llamados vértices.

- La porcion del eje focal comprendido entre los vértices, el segmento V'V, se llama eje
transverso

- El punto medio C del eje transverso se llama centro
- La recta € que pasa por Cy es perpendicular al eje focal € se denomina eje normal

- Una porcién del eje normal B’B que tiene a C por punto medio, se llama eje conjugado
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- El segmento que une dos puntos diferentes cualesquiera de la hipérbola se llama cuerda,
estos puntos pueden ser ambos de la misma rama como la cuerda A’A o uno de una rama
y otro de la otra como la cuerda V'V.

- Una cuerda focal tal como G’G, perpendicular al eje focal € se llama lado recto;
evidentemente, por tener dos focos, la hipérbola tiene dos lados rectos.

- Una cuerda que pasa por C tal como D’D, se llama diametro

- Si P es un punto cualquiera de la hipérbola, los segmentos FP y F'P que unen los focos
con el punto P se llaman radios vectores de P.

2.4.2 Ecuacion normal de la hipérbola con el eje mayor horizontal

=(-c,0)

Figura 2.69

Considere la posicion horizontal donde el eje transverso coincide con el eje X y el eje
conjugado coincide con el eje Y (figura 2.69).

- Los focos F’ y F estdn entonces sobre el eje X.
- El centro O es el punto medio del segmento F’F, las coordenadas de F’ y F serdn (-c, 0)
y (c, 0) respectivamente, siendo C una constante positiva.

- Sea P=(X, y) un punto cualquiera de la hipérbola.

Entonces, por definicién de la hipérbola, el punto P debe satisfacer la condicién geométrica
siguiente, que expresa que el valor absoluto de la diferencia de las distancias del punto a los
focos es una cantidad constante,

R-[Fe] -2
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En donde a es una constante positiva y 2a<2c

La diferencia 2a sera positiva si P estd en la rama izquierda de la hipérbola y negativa si se
encuentra en la rama derecha.

Usando la ecuacion para la distancia entre dos puntos, se tiene

|FP| = J(x=c)’+y> y [F'P|=y(x+c)+Yy’.

Sustituyendo en la igualdad
AP

JxX=0)+y> - J(x+c)’+y® = 2a,

trasponiendo el segundo radical, resulta

J(X=C)* +y*=2a + (X+C)* +y*,

elevando al cuadrado los dos miembros de la ecuacidn, se obtiene

(Xx—C)* +y’ =4a’ +4a(X+C)* +y’> +(Xx+cC)* +y?,

desarrollando y simplificando, encontramos

—4a’ —4cx =4a(x+c)> +y*
elevando al cuadrado los dos miembros de la igualdad
16a* + 32a%cx + 16¢%x% = 16a%(x% + 2¢xX + ¢2 + y?),
dividiendo la ecuacion entre 16 y simplificando
a4 + C2X2 - aZXZ + aZCZ + a.2y21

trasponiendo términos
e - a2y - azyz - a%c? - a4,

factorizando
(CZ_aZ) XZ _ aZyZ - aZ(CZ—aZ),
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dado que ¢ > a, c?-a® es un ndmero positivo y se puede definir un nimero b tal que
b2 = c2 - g2
Sustituyendo la ecuacién ¢ - a® por b® en la ecuacién anterior, queda
b2 X2 - a%y? = a® b?
dividiendo la ecuacién entre a b?, se obtiene

bZXZ a2y2 B a2b2
a’b? a’h? a’bh*’

0 sea

(28)

que es /a ecuacion de la hipérbola horizontal con centro en el origen.

Las ramas de la hipérbola cortan el eje X en los vértices V' y V, cuyas coordenadas son
V’'=(-a,0)y V=(a,0), por tanto la longitud del eje transverso es 2a que es la constante.

La hipérbola no corta al eje Y, pero los puntos B’ y B se toman como los extremos del eje
conjugado de longitud igual a 2b, razén por la cual sus coordenadas son B’ = (0, -b)y
B = (0, b).

Si en la ecuacién de la hipérbola se sustituye X por —x y Yy por -y, no se altera, esto
significa que la hipérbola es simétrica con respecto a los ejes coordenados y con respecto al

origen.

Si en la ecuacidn

se despeja X se obtiene

donde y puede tomar cualquier valor real.



Capitulo 2 Conicas, 2.4 Hipérbola, 2.4.2. Ec normal de la hipérbola con eje mayor horizontal 167

Si se despeja y se obtiene

y

J_rE\/x2 -a’
a

donde X puede fomar cualquier valor real excepto aquellos para los cuales x* < a* .

Por tanto las ramas de la hipérbola se extienden indefinidamente a la derecha de la recta
vertical cuando X =a Yy alaizquierda de la recta cuando X = -a.

Si en la ecuacién

y=i9 x*—a’,
a

se sustituye X por C y usando la relacién c? = a° + b?, resulta lo siguiente

y =J_rgx/c2 -a’,

y=+2b,
a
2
-
a

b? b? b? b?
Por lo que los extremos de los lados rectos son LC, aJ , (C,—J , L— c,j y (— C,—J.
a a

2

La longitud del lado recto es

- " c va’+b’
La excentricidad e de la hipérbola es e=—=———>1, esto se debe a que
a a

c®=a?+Db® vy, por tanto, C>a.
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En la figura 2.70 se pueden localizar los siguientes puntos:

Figura 2.70

- Los Vvértices son los puntos V' =(-a,0) y V=(a,0)
- Los focos son los puntos  F’=(-c,0) y F=(c,0)
- Los extremos del eje conjugado son B’ =(0,-b) y B=(0,b)

- El centro es C =(0,0)
2 2 2 2
- Los extremos de los lados rectos son (c,b] , [c,—bj , (— c,bj y (— c,—bJ
a

2
- La longitud de los lados rectos es L.R. = 2b°
a

- La excentricidad e de la hipérbola esta dada por la relacion € = — con e >1

El criterio con que se determina la posicion del eje transverso de la hipérbola es con
respecto a la variable que tiene el coeficiente positivo.
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Relacion entre los ejes y la distancia focal

Figura 2.71

En una hipérbola cualquiera como la de la figura 2.71, se tiene por construccién

entonces en el tridngulo OVBO , que es rectdngulo en O se tiene

c’=a’+b’ (29)

formula que permite calcular la longitud de uno de los ejes o la distancia focal, cuando se
conocen los otros dos elementos.

Teniendo en cuenta que:

a equivale ala mitad de la longitud del eje transverso,
b equivale ala mitad de la longitud del eje conjugado y

¢ es la distancia del centro al foco.
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Asintotas de una hijpérbola horizontal

A diferencia de otras cénicas, la hipérbola tiene asociadas dos rectas con las que guarda

una relacién importante. Estas rectas contienen a las diagonales del rectdngulo de la figura
2.72

‘t{iililliilil EEE Illllli.‘.’

Figura 2.72

Como la ecuacién de la hipérbola horizontal es

2 2
a’ b?
Las ecuaciones de sus asintotas son
y=- 2x (30)
a

Y

y= 3 X (31)
a

cuando a = b el rectdngulo es un cuadrado y las asintotas son perpendiculares entre si. En
tal caso se dice que la hipérbola es equildtera porque sus ejes transverso y conjugado
tienen la misma longitud. También se dice que la hipérbola es rectangular porque sus
asintotas se intersecan en dngulo recto.
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Obtener las ecuaciones particulares de la hijpérbola dados los elementos que la
definen

Ejemplo 1
Los vértices de una hipérbola son los puntos V = (+5, 0) y sus focos los puntos F = (£6, 0).

Hallar la ecuacion, las longitudes de sus ejes transverso y conjugado, su excentricidad, la
longitud de cada lado recto y las ecuaciones de sus asintotas.

Figura 2.73

- Dado que V = (£5,0) = (+a, 0), se tieneque a=>5
- En el caso de los focos, se tiene que F = (6, 0) = (£, 0), de manera que C =6

- De acuerdo con la relacién ¢* = a* + b?, de los valores encontrados para a y c, resulta

= ¢ = J36-25 = 11 =

- Los extremos del eje conjugado son los puntos B = (0, +b); esto es B =(0,£3.3)

- El centro es C=(0,0)
- La excentricidad de la hipérbolaes e = ; = S =12

- La longitud del eje transverso es 2a = 2(5) = 10

- La longitud del eje conjugado es 2b =2(3.3)=6.6
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- La longitud de los lados rectos de la hipérbola es

2 2
LR = 2b% _ 23.3)" 4.4
a 5

- Los extremos de los lados rectos son

(c,bz}(@z.z), (c,—szz(@ 2.2), {—c,sz:(-6,2.2) y [—c,—szz(-@ 2.2)
a a a a

-La ecuacién de la hipérbola queda en este caso como

XZ y2
25 11
- Las ecuaciones de las asintotas son
y - 3 3 X y - ﬁ X
5 Y 5

[ERTFNTT]

Figura 2.74
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Obtener los elementos de la hipérbola a partir de la ecuacion

Trazar la hipérbola 16x* — 36y2 = 576. Hallar las ecuaciones de las asintotas, los focos, los
vértices y el valor de su excentricidad.

La ecuacion de la hipérbola queda en su forma ordinaria, si se divide la ecuacion entre 576;
estoes
16 , 36

x-Sy =576
576 576
de donde resulta
2 2
S A
36 16

- El denominador de la variable positiva es 36 por lo que @ = 36 y a = 6, quedando entonces

V= (48, 0) = (£6, 0)

- El denominador de la variable negativa es 16 de manera que b®=16 y b = 4, de aqui que

B = (0, +b) = (0, +4)

-Si ¢>=a’+b% con a=6y b=4 resulta
c= +al+b? = 36416 =452 =72

- Dado que c=7.2 se tiene F =(+£c, 0)=(£7.2, 0), de manera que

F'=(-72,0) y F=(7.2,0)

- El centro es C = (0,0)

- La excentricidad de la hipérbola es



174 Capitulo 2 Conicas, 2.4 Hipérbola, 2.4.2. Ec normal de la hipérbola con el eje mayor horizontal

- La longitud del eje transverso es 2a = 2(6) = 12
- La longitud del eje conjugado es 2b = 2(4) = 8

- La longitud de los lados rectos de la hipérbola es

2b*  2(4)*
6

LR. = 53

- Los extremos de los lados rectos son

(c,sz = (7.2,2.6), (c,—sz = (7.2,-2.6),
a a

(— c,bz] =(-72,2.6) y {— c,—sz = (-7.2,-2.6)
a a

- Las ecuaciones de las asintotas son

y=-2x y= Zx
30 Y 3

LEE LY R IIIIIII'IIIIIIII*IB‘IIII AEEEIEEEEEZREND
Figura 2.75
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Ejercicio 38

1. Para cada caso obtener la ecuacion de la hipérbola con centro en el origen y ejes
localizados en los ejes coordenados que satisfacen las siguientes condiciones:

a) Vértice en (4, 0) y un extremo del eje conjugado en (0, 3).
b) Vértice en (6, 0) y un foco en (9, 0).

¢) Un foco en (9, 0) y excentricidad e = 3/2.

d) Un foco en (6, 0) y un vértice en (-4, 0).

2. Para cada ecuacién dada de la hipérbola, hallar los vértices, los focos, la excentricidad, la
longitud de cada lado recto y las ecuaciones de las asintotas.

2 2

a) AN A
16 9

b) 81x% - 144y* = 11664
c) 16x* —36 2 =576

2 2
d) = Y 490
100 49

Hipérbola horizontal con centro en (h,k)

Si los ejes de una hipérbola son paralelos a los ejes coordenados y su centro esta en el
punto (h, k) su ecuacién se puede obtener trasladando los ejes de manera que el nuevo
origen O’ coincida con el punto (h, k).

Si el eje transverso es paralelo al eje X, la ecuacion de la hipérbola en relacién con los
nuevos ejes X’ y Y’ es

Dada la transformacién

tenemos
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los cuales se sustituyen en la ecuacién de la hipérbola y queda la ecuacion de la hipérbola
con centro en (h, k) y con eje transverso paralelo al eje X

(X;Zh)z - (ygzk)z -1, (32)

Las ecuaciones de sus asintotas son

y-k=- 2 (x—h) (33)
a

Y

y—k = :(x—h) (34)

En cada una de las ecuaciones:
a es la mitad de la longitud del eje transverso
b es la mitad de la longitud del eje conjugado
C es la distancia del centro al foco

y las tres se relacionan de la siguiente manera ¢*=a’+ b’

Y V'
(h+c,k+b%/a)

B={h,k+b)

v'=(h-a,k) | V=(h+ak
=(h,k)

1
o B'=(h,k b)

Figura 2.76

(h+c,k-b%/a)
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En la figura 2.76 se pueden localizar los siguientes puntos:

- Los vertices son los puntos V' =(h-a,k) y V= (h+a,k)

- Los focos son los puntos  F’=(h-c,k) y F=(h+c, k)

- Los extremos del eje conjugado son B’ =(h,k-b) y B=(h, k+b)

- El centroes C = (h, k)

. . ¢
- La excentricidad de una hipérbola es e = — con e >1
a

- La longitud de los lados rectos de la hipérbolaes L.R. = —

- Los extremos de los lados rectos son

2 2 2 2
(h+c,k+b—j, (h+c,k—b—) {h—c,k+b—J y (h—c,k—b—J
a a a a
Nota

El criterio con que se determina la posicion del eje transverso de la hipérbola es con
respecto a la variable que tiene el coeficiente positivo, y se designa como a.

Ecuacion general de la hipérbola horizontal

La ecuacidon de la hipérbola con centro en (h, k)

(x=h? (y-k)’
a’ b?

se puede expresar en la forma general de la hipérbola horizontal
Ax* - Cy*+Dx+Ey+F=0. (35)

La forma general representa una hipérbola con ejes paralelos a los ejes coordenados si Ay
C tienen signos contrarios.
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Ejemplo 1
Hallar los vértices, los focos, la longitud del lado recto, la excentricidad y las ecuaciones de

las asintotas de la hipérbola que representa la ecuacién 9x* — 16y* -54x — 63 = 0.

Trasponiendo el término independiente y reordenando los demds términos, se tiene

9X? — 54x — 16y* = 63,
factorizando el primer miembro, queda

9(x% — 6X) — (4y)* = 63,

sumando a los dos miembros de la igualdad el cuadrado de la mitad del coeficiente del
término de primer grado, queda asi

9(x% — 6x + 9) — (4y)* = 63 + 81,
factorizando nuevamente en el primer miembro y sumando en el segundo

9(x - 3)*- 16(y ) = 144.

Dividiendo ambos miembros entre 144

9(x=3)* 16y’ 144
144 144 144"

La ecuacion de la hipérbola queda entonces como

(x=3) _y* _

16 9

- El centro es C=(3,0)=(h,k) entonces h=3 y k=0

- Como el coeficiente del término cuadrdtico en X es positivo significa que el eje transverso
es paraleloaleje X; a*=16 esdecir a=4
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- Los vértices son los puntos V = (h+a, k), de donde
Vi=(-1,0) y V=(7,0)

- Como el coeficiente del término cuadrdtico eny es negativo significa que el eje conjugado
es paraleloal ejeY; b°=9 y b=3.

-Los extremos del eje conjugado son B = (h, k+b); esto es
B'=@3,-3) vy B=G,3)

- Si cz=a2+b2, con a=4y b=3, resulta

c= +Ja’+b?> =.16+9 =25 =5
- Los focos son los puntos F = (h+c, k) = (3+5, 0), de manera que

F'=(-2,0) y F=(8,0)

- La excentricidad de la hipérbola es e= — == =125
- La longitud del eje transversoes  2a =2(4)=8

- La longitud del eje conjugado es 2b=23)=6

- La longitud de los lados rectos de la hipérbola es

2b* _ 203)

L.R. = 4.5

- Los extremos de los lados rectos son

b? b?
(h 1o,k +—j= (8,2.2), (h 1o,k ——} 8, -2.2),
a a

b? b?
[h —¢,k +?J = (-2,2.2)y (h —¢,k ——] = (-2,-2.2)
a
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- Las ecuaciones de las asintotas son =- i(x -3) y = 431()( -3)

- La grdfica correspondiente es como se muestra en la figura 2.77.

]

]

| :
ll-ll'll'*?llllll'll'll

Figura 2.77

Ejercicio 39

1. Obtener la ecuacion de la hipérbola con centro en (h, k) que satisface las siguientes
condiciones:

a) Centro en (1, 3), un vértice en (4, 3) y un extremo del eje conjugado en (1, 1).
b) Eje transverso al eje X de longitud 12, eje conjugado de longitud 10 y C=(2,-1).
c) Un vértice en (-4, 0) y focos en los puntos (-5, 0) y (1, 0).

d) Sus vértices se hallan en los puntos (-6, 8) y (2, 8) y su excentricidad es igual a ; .

2. Para cada una de las ecuaciones de la hipérbola, hallar el centro, los vértices, los focos, la
longitud del lado recto, la excentricidad, las ecuaciones de las asintotas, obtener su grdfica
y su ecuacion ordinaria.

a) 4% - 9y* — 8x + 36y - 68 =0

b) X* - 4y + 6x + 32y - 59 =0

) 21x% - 4y + 84x - 32y - 64 =0

d) 4x* - 9y* +32x - 18y + 19=0
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2.4.3 Ecuacion normal de la hipérbola con el eje mayor vertical

Ecuacion de la hipérbola vertical cuyos ejes coinciden con los ejes coordenados

B'=(-h,0)

\r=(l,-a)

Figura 2.78

En éste caso se considera la posicion vertical donde el eje transverso coincide conel eje Yy
el eje conjugado coincide con el eje X.

En la figura 2.78 sea:

P = (x,y) un punto cualquiera de la hipérbola

F=(0,c) y F"=(0,-c) son los focos.

De acuerdo con la definicién de la hipérbola

P- F'P=2a,

y de la expresion para la distancia entre dos puntos

FP= /X’ +(y-c¢)’ y F'P=.x*+(y+c),

se tiene

sz +(y-c)’ -sz +(y+c)> =2a,
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trasponiendo el segundo radical, resulta

JXP+(y=c)® =2a + x> +(y+c)*,

elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacidon

X+ (y-c)f =4a+4a x> +(y+C)’ +(y+ )+ X

desarrollando y simplificando

y-2cy + 2+ X2 =4ad +4a /x> +(y+c)’ +y +2cy + ¢+,
simplificando nuevamente

4a’-4cy = 4a /X +(y+0)°,

elevando al cuadrado

16 a*+ 32 a’cy + 16c%y? = 16 a>x? + 32 a’cy +16 a’c? + 16 a%y?,
dividiendo entre 16

at+ P = ad + A+ aly’

trasponiendo términos

- aly?- adl= akc?-al,

factorizando
y2 (C2_ aZ) _ aZXZ — aZ(CZ _ aZ)’

dado que ¢ > a, c?-a® es un ndmero positivo y se puede definir un nimero b tal que
b2 = 2 - g2

Sustituyendo la ecuacién c?-a® por b® en la ecuacién anterior, resulta
V' b? - =ab?

dividiendo ambos miembros entre a’b* se obtiene

y2b2 a.2)(2 B a2b2
a’b? a’h? a**’

0 sea
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SR (36)

B'=(-b,0) ’ B=(b, 0)
V'=(0,-a)
(-b%fa,-c) /| L N (b%a, <)
F'=(0,-c)
Figura 2.79

En la figura 2.79 se pueden localizar los siguientes puntos:

- Los Vvértices son los puntos V'’ =(0,-a) y V=(0,a)
- Los focos son los puntos F’ =(0,-c) y F=(0,c)
- Las extremos del eje conjugado son los puntos B’ =(-b,0) y B=(b,0)

- El centro es C = (0,0)

2
- La longitud de los lados rectos es  L.R. = 25
a
b? b? b? b?
- Los extremos de los lados rectos son (—c] (——,c], (—,—CJ y {——,—CJ
a a a a
- La excentricidad de la hipérbolaes e = C con el
a
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-La relacién entre las variables a, by ¢ en la hipérbola es
2 =g+ p?

-El criterio con que se determina la posicién del eje transverso de la hipérbola es con
respecto a la variable que tiene el coeficiente positivo.

Asintotas de una hipérbola vertical

Como ya se menciond, a diferencia de otras cdnicas, la hipérbola tiene asociadas dos rectas
con las que guarda una relacion importante. Estas rectas contienen a las diagonales del
rectdngulo de la figura 2.80

Figura 2.80

Como la ecuacién de la hipérbola vertical es

y2 XZ
al b?
Las ecuaciones de sus asintotas son
a
y=- EX (37)

X (38)
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cuando a = b el rectdngulo es un cuadrado y las asintotas son perpendiculares entre si. En
tal caso se dice que la hipérbola es equildtera porque sus ejes transverso y conjugado
tienen la misma longitud. También se dice que la hipérbola es rectangular porque sus
asintotas se intersecan en dngulo recto.

Obtener las ecuaciones de la hijpérbola dados sus elementos

Ejemplo 1

Los vértices de una hipérbola son los puntos V = (0, +6) y sus focos los puntos F = (0, +7).
Hallar la ecuacion, las longitudes de sus ejes transverso y conjugado, su excentricidad, la
longitud de cada lado recto y las ecuaciones de sus asintotas.

- Dado que V= (0,+a)=(0,+6), se tieneque a=6

- En el caso de los focos se tiene F = (0,+C)=(0,+7) de maneraque Cc=7

- De acuerdo con la relacién ¢ =a’ + b, de los valores encontrados paraa y ¢ resulta

= c? =J49-36 =13 =
- Los extremos del eje conjugado son los puntos B = (b, 0); esto es B=(£3.6, 0)
- El centro es C=(0,0)

- La excentricidad de la hipérbolaes e = ©. % = 1.1
a

- La longitud del eje transverso es 2a = 2(6) = 12
- La longitud del eje conjugado es 2b =2(3.6)=7.2

2 2
- La longitud de los lados rectos de la hipérbola es  L.R. = 22 = 2(366) =43

- Los extremos de los lados rectos son

(ﬁ c]-(217) (—ﬁ cj-(217) (E,—c]:(z.l,ﬂ) y (—ﬁ,—cj:(-zl,ﬂ)
a a a a
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La ecuacién de la hipérbola queda en este caso como

Figura 2.81

Obtener los elementos de la hipérbola a partir de la ecuacion
Ejemplo 1

Trazar la hipérbola 16y* — 25x> = 400. Hallar las ecuaciones de las asintotas, los focos, los
vértices y el valor de su excentricidad.

La ecuacion de la hipérbola queda en su forma ordinaria si se divide la ecuacién entre 400;
esto es

16 2 25 > _ 400
4007 400" 400
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de donde resulta

- El denominador de la variable positiva es 25 por lo que a*=25 y a= 5, quedando entonces
V =(0,%a) = (0, £5)

- El denominador de la variable negativa es 16 de manera que b*=16 y b=4, de aqui que
B = (£b, 0) = (¢4, 0)

-Si ¢?=a’+b’ con a=5 y b=4, resulta

c=+a’+bh? = V25416 = /41 = 6.4
- Dado que ¢ = 6.4 se tiene F=(0, +C) = (0, £6.4), de manera que
F'=(0,-64) y F=(0,6.4)

- El centroes C=(0,0)

- La excentricidad de la hipérbola es

6.4

e = = — =128
5

¢
a
- La longitud del eje transverso es 2a = 2(5) = 10

- La longitud del eje conjugado es 2b = 2(4) = 8

2b* _ 2(4)° _
5

6.4

- La longitud de los lados rectos de la hipérbolaes  L.R. =

- Los extremos de los lados rectos son

(E,cj:(az, 6.4), (—ﬁ,c]:(-s.z, 6.4), {ﬁ,—cjz(s.z, 6.4) y (—E,—cjz(-s.z, -6.4)
a a a a

. , 5
- Las ecuaciones de las asintotas son y = - ZX y y= —X
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Figura 2.82

Ejercicio 40

1. Obtener la ecuacién de la hipérbola con centro en el origen y ejes localizados en los ejes
coordenados que satisfacen las condiciones dadas:

a) Un vértice en (0,4) y un extremo del eje conjugado en (3, 0).
b) Un vértices en (0, 6) y un foco en (0, 9).

c) Un foco en (0, 9) y excentricidad de 3/2

d) Un foco en (0, 6) y un vértice en (0, -4)

2. Para cada ecuacién dada de la hipérbola, hallar los vértices, los focos, la excentricidad, la

longitud de cada lado recto y las ecuaciones de las asintotas:

2 X2

a) y———:l
16 9

b) 81y* — 144x” = 11664
¢) 16y> — 36x* = 576

2 2
d) L X —490
100 49
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Hipérbola vertical con centro en (h, k)

Si una hipérbola tiene su centro en (h, k) y sus ejes son paralelos a los ejes coordenados, su
ecuacion se puede obtener trasladando los ejes de manera que el nuevo origen O’, coincida
con el punto (h, k).

Si el eje transverso es paralelo al eje Y, la ecuacion de la hipérbola en relacion con los
nuevos ejes X’ y Y’ es

Dada la transformacion

X =X"+h y y=y +k

se tiene

los cuales se sustituyen en la ecuacién de la hipérbola y resulta la ecuacion de la hipérbola
con centro en (h,k) y con eje transverso paralelo al eje Y

(y_k)2 _ (X_h)z -1 (39)
a’ b? '

Las ecuaciones de sus asintotas son

y-k=- 2 (c=h) (40)
Y
y—k = Z(x—h) (41)

- Como ya se menciond, la relacién entre las variables a, by c en la hipérbola es

c’=a’+b’

- El criterio con que se determina la posicion del eje transverso de la hipérbola es con
respecto a la variable que tiene el coeficiente positivo y se designa por a.
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F=(h,k+c)

(h-b*fa,k+c h+b’/a, k+c)

1C=(hk)  B=(h+b,k)
I

B'=(h-b,k)

k-a)

(h+b%la,k-c)

Ll gl

F'=(h,k=c)

(h-b®la, k-c

Figura 2.83

En la figura 2.83 se pueden localizar los siguientes puntos:

- Los veértices son los puntos  V’=(h,k-a) y V=(h, k+a)

- Los focos son los puntos  F’ =(h,k-c) y F=(h,k+c)

- Los extremos del eje conjugado son B’ =(h-b, k) y B=(h+b,k)
- El centro es C=(h, k)

- Los extremos de los lados rectos son

2 2 2 2
(h+b—,k+c], [h—b—,k+cj, (h+b—,k—CJ y (h—b—,k—c]
a a a a
»

- La longitud de los lados rectos de la hipérbola es  L.R. =

. .y C
- La excentricidad de la hipérbola es e = — con e >1.
a
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Ecuacion general de la hipérbola vertical

La ecuacidn de la hipérbola vertical con centro en (h, k)

(y-k? (x=hy’ -1
a’ b?

se puede expresar en la forma general de la hipérbola vertical
-AX* +Cy*+Dx + Ey + F=0. (42)

La forma general representa una hipérbola con ejes paralelos a los ejes coordenados si Ay
C tienen signos contrarios.

Ejemplo 1

Hallar los vértices, los focos, la longitud del lado recto, la excentricidad y las ecuaciones
de las asintotas de la hipérbola que representa la ecuacién  y*—4x* + 12x — 4y - 21 =0.

Trasponiendo el término independiente y reordenando los demds términos, se tiene
2 2 _
y —4y -4x"+12x =21,
factorizando en el primer miembro, queda
(> —4y) - 4 - 3x) =21

sumando a los dos miembros de la igualdad, el cuadrado de la mitad del coeficiente del
término de primer grado, queda asi

(' =4y +4)-4(X"-3x+225) =21+4-9

factorizando nuevamente en el primer miembro y sumando en el segundo

(y-2)*-4(x- 1.5 =16

Dividiendo ambos miembros de la ecuacidon entre 16

(y-2) 4(xx-15" 16
16 16 16
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La ecuacion de la hipérbola queda entonces como

(y-2) (x-15)° _1
16 4

El centro es C=(2,1.5)=(h,k) entonces h=2 y k=15
- Como el coeficiente del término cuadrdtico eny es positivo significa que el eje transverso
es paraleloaleje Y; a’=16 esdecir a=4
- Los vértices son los puntos V= (h, k+a), de donde
V'=(2,-2.5) y V=(2,5.5)

- Como el coeficiente del término cuadrdtico en X es negativo significa que el eje conjugado
es paraleloal ejeX; b*’=4 y b=2.

-Los extremos del eje conjugado son B = (h+h, k), esto es
B'=(0,1.5) y B=(4,1.5)
-Si ?=a’+b% con a’=16 y b>=4, resulta
c= Ja’+b® =16+4 = 20 = 4.4

- Los focos son los puntos F = (h, k+C) = (2, 1.5+4.4), de manera que

F'=2,29yF=(2,5.9)
- El centroes C = (2, 1.5)

- La excentricidad de la hipérbola es

ez & =4,
a 4
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- La longitud del eje transversoes  2a =2(4)=8

- La longitud del eje conjugado es 2b=2(2)=4

- La longitud de los lados rectos de la hipérbola es

2b* _2(2)°
4

LR. = 2

- Los extremos de los lados rectos son

b? b?
(h+—,k+cJ: (3,5.9), (h——,k+cj=(1,5.9),
a a

b2 b2
(h +—,k—cJ=(3,-z.9) y (h——,k—cj:(l,-2.9)
a a

- Las ecuaciones de las asintotas son

(y-1.5)=-2(x-2) y (y-1.5)=2(x-2)

La grdfica correspondiente es como se muestra en la figura 2.84

Figura 2.84
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Ejercicio 41

1. Obtener la ecuacion de la hipérbola con centro en (h, k) que satisface las siguientes
condiciones:

a) Centro en (2, 3), un vértice en (2, 0) y un extremo del eje conjugado en (4, 3).
b) Eje transverso al eje Y y mide 8, eje conjugado mide 10 y C=(-4,1)
c) Un vértice en (-3, -2) y focos en (-3, 0) y (-3, 8)

d) Sus vértices se hallan en (-3, 5) y (-3, 13) y su excentricidad es igual a >

2. Para cada ecuacion de la hipérbola, hallar el centro, los vértices y los focos. Obtener la
longitud del lado recto, la excentricidad y las ecuaciones de las asintotas. Obtener su
grdfica y su ecuacién ordinaria

a) 5y° — 4% =30y +32x - 99 =0
b) 4y* — 9x* + 54x - 8y — 36 =0
) 9y* —4x* — 32x — 36y - 64 =0
d) 8y* — 3x* - 24x - 72 =0
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Conclusiones

El material presentado ha sido empleado, al menos en algunas de sus partes, por profesores
del CONALEP. Ademds de que los docentes participantes han contribuido en diversas
formas para mejorar el contenido del material, han manifestado una opinién favorable a
éste trabajo.

El material ha sido probado durante los tres dltimos afios. Mi percepcién con respecto a
como ha sido aceptado por parte de los alumnos es que, efectivamente, ha servido de apoyo,
orientacién y estimulacién para el trabajo de ellos fuera de clase. Esto puede verse
reflejado en las siguientes grdficas

Promedios en Geometria Analitica

2004, 2005y 2006
7.6
7.4
7.2 1

6.8
6.6
6.4

Promedios
\I
|

2004 2005 2006
Se desarrollan notas Se tienen notas Se pone a disposicion de
los alumnos las notas

Periodos

Esta grdfica muestra que el promedio ha aumentado de 6.9 a 7.5

Numero de Reprobados en Geometria Analitica

2004, 2005 y 2006
90 -
80 -
70 N
60
50
40
30
20
10

Reprobados

2004 2005 2006
Se desarrollan notas Se tienen notas Se pone a disposicion de

) los alumnos las notas
Periodos
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Esta grdfica muestra que la cantidad de reprobados ha disminuido del 41% al 23%. Es
evidente que la bibliografia que comercialmente existe sobre los temas que se desarrollan
en el trabajo es amplia y que es obligacién tanto del profesor como del alumno consultarla.
Sin embargo, pienso que siempre es de utilidad disponer de material que lleve el orden y sea
consistente con el nivel y el enfoque con los cuales se debe trabajar en una escuela en
particular, ésto facilita a los alumnos las actividades de blsqueda y aprendizaje en general.

Evidentemente, todo material o proceso puede ser mejorado. Para hacer mds atractivo el
presente trabajo, pienso que seria conveniente:
- agregarle ilustraciones que llamen la atencion del alumno
- editarlo en varios colores
- agregar, por cada fema ejemplos y ejercicios que ilustren su uso en la vida real
- convertirlo a pdgina Web
- convertirse en tutorial interactivo del CONALEP si se le agregan imdgenes, video,
sonido y animaciones
- también, de acuerdo al indice realizar un cuadernillo de actividades, problemas y
ejercicios que el alumno se viera obligado a entregar completo al final del semestre.

Todo ello permitiria al alumno estudiar fuera del salon de clase, repasar y enriquecer lo
aprendido, aprender de manera diferente y divertida, estudiar algin tema que no se haya
visto en clase y prepararse mejor para sus exdmenes.

Seria bueno también extender ésta prdctica a todas las materias que tienen un alto indice
de reprobacion, tales como Fisica, Quimica y las materias restantes de Matemadticas.

Al realizar éste trabajo se observo:

a) La importancia de trabajar en equipo para facilitar el trabajo de investigacion de
docentes y alumnos, tanto para la ensefianza de la materia, como para su estudio.

b) Se requiere conservar e incrementar el promedio para dejar de entregar alumnos con
promedio de 7, para ello se propone crear cursos interactivos y cursos en linea.

c) Es urgente también disminuir el indice de reprobacidn, ya que éste es el principal motivo
de desercién, porque una vez que el alumno empieza por reprobar una materia parece seguro
que continuard con otras y casi en todos los casos se encuentran incluidas una de las
materias de matemdticas, para éste problema en particular se propone que los alumnos que
vayan mejor ayuden a los que van mal y fomarlo en cuenta para su calificacién, asi también
se propone que existan las asesorias extra clase impartidas por los profesores de la
materia cuando menos dos horas semanales.
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Formulario de Geometria Analitica

RECTAS
1. Ecuacidn de la distancia entre dos puntos.

d= \/(Xl 'X2)2 + (v, 'Y2)2

2. Coordenadas (X,y) de un punto P que divide a un segmento en la razén dada

PP
r=—— donde: r#-1
PP,
o Xt AL
1+r 1+r

3. Coordenadas (x,y) del Punto Medio que divide a un segmento en la razén dada

)
)

r=—— donde: r=1,
P2

o

X, + X, y:y1+Y2
2 2

4. Las expresiones que se utilizan para obtener el drea de un poligono a través del uso de
deferminantes.

{ Lox oy, : Lox oy, : Lox oy,
Area Poligono de cinco vértices ABCDE = 5 1 X, Y,l+ 5 1 X, Y+ 5 1 x, v,
1y, Lox, 0y, X ys

Area Poligono de cinco vértices ABCDE

1
E(lez = XY XY XY, XY, = XY £ XY = XY, XY, _les)

5. Ecuacion de la pendiente de una recta

m=2"Y2 oz x

X — X%,
6. Condicién de paralelismo de dos rectas

m = m,
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7. Condicion de perpendicularidad de dos rectas

m, = - 0 mm, =-1

1
ml

8. Ecuacion del dngulo que forman dos rectas

m, —m,
tan ¢ = ———
I+mm,
9. Ecuacién de la recta punto-pendiente
y—y, =m(X—X;)

10. Ecuacidn de la recta que pasa por dos puntos

yoy = 1Yy, X] # X2

1 2

11. Ecuacidn de la recta pendiente-ordenada al origen.
y=mx+b

12. Ecuacion simétrica de la recta, en ella aparecen en los denominadores la abscisa y la
ordenada al origen

13. Ecuacién de la forma general de una recta, donde A, By C pueden ser cero. Pero Ay B

no pueden ser cero a la vez

Ax+By+C=0

14. A partir de la ecuacién general de la recta se pueden obtener de manera directa los
valores indicados en las siguientes expresiones:

- la pendiente es m = -%
, C

- la ordenada al origenes b= "B
C

- la abscisa al origen es a= ——
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15. Las ecuaciones representan una recta en cualquier posicién que no es paralela a los ejes
y no pasa por el origen.

Ax+By+C=0 y=-

A C
7)(_7
B B

16. La expresion establece la condicion analitica de coincidencia. Esto significa que dos
rectas son coincidentes cuando sus coeficientes correspondientes son directamente
proporcionales.

A B C

17. Dos rectas se intersecan en un dnico punto cuando ho son paralelas, en consecuencia las
pendientes son diferentes. La siguiente expresion establece la condicién analitica de
interseccion.

AB’ -A’B #0

18. Ecuacién de la recta en la forma normal.

Xcosatysena-p=0

19. Ecuacién de la distancia de un punto a una recta

_ Ax+By+C

q = MX+bBy+L
++/A? + B?
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CONICAS

CIRCUNFERENCIA
1. Ecuacion general de segundo gradoen X y y

AX?+Bxy + Cy’ +Dx + Ey + F=0
2. Ecuacion normal u ordinaria de la circunferencia
(x—hy?+(y—k?=r
3. Ecuacidn candnica de la circunferencia.
Xty =r
4. Ecuacion general de la circunferencia
X' +y +Dx+Ey +F=0

5. A partir de la ecuacion general de la circunferencia se puede determinar el centro con
la siguiente expresidn
D E
C ) (’j
22

6. A partir de la ecuacion general de la circunferencia se puede determinar el radio con la
siguiente expresion

D> +E>—F
4
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PARABOLA
7. Ecuacidn candnica de la pardbola vertical

x* = 4day

8. Ecuacion de la pardbola vertical con vértice en (h, k)

(x-h) =4a(y-k)

9. Ecuacion general de la pardbola vertical.

X'+ Dx+Ey+F=0

10. Ecuacion candnica de una pardbola horizontal
y> = 4ax
11. Ecuacion de la pardbola horizontal con vértice en (h, k).
(y-k) =4a(x-h)

12. Ecuacion general de la pardbola horizontal.

y’+Dx+Ey+F=0
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ELIPSE
13. Ecuacion de la elipse horizontal

14. Ecuacion de la elipse horizontal con centro en (h, k)

2 L2
(Xazh) +(yb2k) _

15. Ecuacion de la elipse vertical

16. Ecuacion de la elipse vertical con centro (h, k)

(x=h?* (y-k)’
0’ & =

17. Ecuacion de la elipse en la forma general

AX* +Cy* + Dx+ Ey + F=0
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HIPERBOLA
18. Ecuacion de la hipérbola horizontal con centro en el origen
2 2
a’> b’

19. Ecuacion de la hipérbola horizontal con centro en (h, k)

(x—-h? (y-k)’ _
a’ b?

20. Ecuacidn en la forma general de la hipérbola horizontal

AX*-Cy*+Dx+Ey+F=0

21. Ecuacién de la hipérbola vertical con centro en el origen
2 2

y> X

a’ b’

22. Ecuacion de la hipérbola vertical con centro en (h, k)

(y-k)* (x=h)’ -1
a’ b?

23. Ecuacidn en la forma general de la hipérbola vertical

A+ Cy*+Dx+Ey+F=0
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Solucion a los ejercicios

Ejercicio 1

a) Relacién b) Funcién ¢) Funcién d) Relacién e) Funcidn
Ejercicio 2

VI : Variable Independiente VD : Variable Dependiente

a) VI: x; VD:y b) VI:d,t; VD:v c) VI: Py Vi T2, Ty V2 VD: P;

d)VI:q,qr; VD:F e) No hay variables y es una constante

Ejercicio 3
1.

A
o

D C
] ]

3. a) b)

M= 5, 6 . any

N=(2,5) / Ta g A= (44)
0=(-3,3 I b
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Ejercicio 4

1.a)5

2. a) como se pide, si son colineales

3. ) 20.635

Ejercicio 5

1.a)(3,-2)

Ejercicio 6

1, a)(;,4)

Ejercicio 7

1.a)9.5

Ejercicio 8
1.0)-51.5

Ejercicio 9
1.a)-1.3

2. q) 29°

Ejercicio 10

b) 11.3

b) 29.31

b) (1, 1)

b) (7, 6)

b) 8.5

b) 50

b) -27
b) 34°

c)m+n

c) 34.961
AL  d)1,2)
0)©2,-2)  d)(-1,-2)
c) 20 d) 13.5
c) 70 d) 48
¢).11 d) .83
¢) 1525’ d) 168°

b) como se pide, si son colineales

e)(8,7)

e) (1,-5)

e) 13.5

e) -30.5

1. Los cuadrildteros son paralelogramos si Mg = Mco Y Map = Mec
Realizar como el ejemplo

2. Realizar como el ejemplo
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Ejercicio 11
a) a = 71°56° L =71°56" y=0° Si es un tridngulo isésceles
b) a = 36°46’ S = 71°56" y = 71°56” Si es un tridngulo isésceles
c) a = 71°56° S = 36°46> y = T71°56’ Si es un tridngulo isésceles
Ejercicio 12
2/4: 2 1 s 1 2 WS 4
‘/ 15 10
a) Las raices sonx =0, 3 b) Las raices sonx =0, 2, 3
/}MW/ © /
I~ . ™
" 2 (":‘w 1 2 3 4 5
¢) Las raicessonx=0, 3,4 d) Lasraicessonx=0,1,2
Ejercicio 13
a)Xx+y—-10=0 b)yx-y—-1=0 C)X-y+5=0
d)x-y-7=0 e) 18x + 16y —-61=0 f)2x+3y-5=0
Ejercicio 14
a) Sx+9y+7=0 b)9x + 12y —-27=0 c)17x+12y-1=0
d) 11x-14y+8=0 e)7X-y—-9=0; X+7y—12=0
Ejercicio 15
a)x=-§, y=1 b)x=§, y=-2 c)x=-15, y=-2
2 3
9 8
d)x=§, y=3 e)x=-;, y=4 fyx=-5 y=-2
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Ejercicio 16
1. a) :%X+1 b) =3x-2
- a)y 3 y 4
2 7
dy=-=-x+3 =—-x+4
)Y 3 e)y 5
2. a)m=2,b=1 bym=">, b=-2
3 4
d)m—-g,b=3 e)m:z,b=4
3 2
3.
a) b)
|
]
d) e)
Ejercicio 17
1. a) XY b)§+l=1
4 3 5 2
d) RS e)L+L:1
-7 5 -2 =2

1
=--X-5
)y 3x
2
=--x -2
f)y 5x
1
— ~ . b=-
cm 3
2
=< p=-
fym 5
c)

f)
c)§+l—l
4 -3
f) S
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Ejercicio 18
1. a)A=9,B=-7y C=19

b)A=5,B=-3 y C=-7
c)A=4,B=3 y C=-19
d)A=7,B=-4y C=-1
e)A=7,B=-3y C=-6
f)A=1,B=2y C=-3

9x-7y+19=0
5x-3y-7=0
4% +3y-19=0
IX-4y-1=0
7x-3y-6=0
X+2y-3=0

Es recomendable hacer la grdfica de cada uno de lo ejercicios anteriores.

Ejercicio 19
1.a)2x -3y =0; 3x+2y-13=0 b)3x-4y+18=0; 4x+3y-1=0
c)x+3y+1=0;, 3x-y-7=0 d)2x+3y+3=0; 3x-2y+11=0
e)7x-2y-22=0; 2x+7y-29=0 f)2x+5y-11=0; 5x-2y-13=0
Ejercicio 20
La)ﬁ§5+ﬁ§¥—4=0 b)X Vhy ~5-0

2 2
Q) y—3=0 d)—ﬁz§ Z—IO:O

2.0)/2x+-/2y-8=0

) y-3=0

b) x+-/3y-10=0
d) /3x—y+20=0
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3.4
3.0)-2X+-y—6=0
) S X5y

-8 15

c) —X+—-y-2=0
) 17 l7y
Ejercicio 21
16
1. a)3 b) -—
) ) NG
Ejercicio 22

1a) 2.4 unidades
¢) 6.9 unidades

Ejercicio 23
La)x*+y* =81

2.a)X*+y* =65

3.a)C=(0,0), r=7
c)C=(0,0), r=8

4.0) X*+y*+ 14x+ 6y +33=0
c) X +y* +4x+4y+6=0

5.a) (x+5)*+(y+3)"=26
c) (x-6)*+(y-4)7*=38

b) x>+ y* = 144

b) X*+y? =89

b) -2/13x 3413y 1213

=0
13 13 13
4 —3@x+@y_2mzo
10 10 10
1
c) — d)-1
) s )
b) 7 unidades
d) 7.6 unidades
)X +y: =16 d) x*+y* =49
c) X +y* =25 d) x*+y* =50

b) C=(0,0), r=11
d)C=(0,0), r=4

b) x> +y*-8Xx+6y-56=0
d) X +y*+10x+8y+5=0

b) (x-8)*+(y+3) =85
d) (x+4) +(y-4)>=24
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Ejercicio 24

1. a) (x-2)+(y-4)7>=9,
b) (X - 2)* + (y + 7)* = 53,
) (x-a)* +(y-by? =a’+b%
d) (x - 2)*+ (y - 3)* =25,

2. a)C=(5-6), r=6

c)CZ(l,lj, r=1
23

Ejercicio 25

1Y’ 9y
1. a) [x+2j +(y—2j =26

b) (x+2)*+ (y - 4)*= 40,
c) (x-2)*+(y-3)=52,

1Y 5Y
d —| + ~1 =10
)(“2) [“2) ’

Ejercicio 26
1L a)P1=(6,0) P>,=(0,3)

X2+ Yy -4x-8y+11=0
X2 +y?-4x+ 14y =0
x> +y*—2ax—2by=0
X>+yr-4x-6y-12=0

b)C=(4,0), r=4

d)C = (—5,+7j, = 1%y,
474 4

x2+y2+x-9y-29=0

X2+ Yy +4x-8y-20=0
X +yP—4x—6y-39 =0

x2+y2+x+5y-;=0

b)P1=(3,7.5) P,=(-8, 1.1)

c)P1=(23,43) P,=(43,-2.3) d) Py =(45,29) P,=(-2.1,2.05)

Ejercicio 27

a) (X +3)*+(y-5)* = 10.24
b) (X +2)* + (y + 6)* = 25
) (x-2)Y+(y-4° =24
d) (x +4)> + (y +3)* = 16.32

x> +y2+6x - 10y +23.76 =0
X +y+4x+ 12y +14 =0
X>+y -4x-8y+17.6 =0
x> +y*+8x+6y+8.68 =0
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Ejercicio 28

1. a)Pi=(4,6) P>,=(5,5) b)Pi=(-2,1) Py=(-1,2)
c)P;=(0,-4) P,=(4,0) d)P;=(0,3) P,=(0,5)

Ejercicio 29

1. a)F= (0,—;); extremos del lado recto [— 5,—9 (5,—;): directriz vy =§

b) F=(0,3); extremos del lado recto (-6,3) (6,3); directriz y+3=0

1 21 21
c)F=10,-|; extremos del lado recto | —,— | | —=,~ | directriz y=—l
3 33 33 3

d)F= 0,l . extremos del lado recto —l,l l,l . directriz y:—l
4 2°4)\2°4 4

2. a)x* =16y b)x*=-12y c)xé=-24y d)x?=-20y
Ejercicio 30
1. @) (x-3)’=16(y-4) b) (x + 6)*= -20 (y - 2)
2. a) (x-2)’=8y b) (x - 4)* =-16 (y - 5)
c) (x+ 1)’ =12 (y+2) d) (x-2)*=8(y+9)
Ejercicio 31

1. a) F=(1,0); extremos del lado recto (1, -2), (1,2); directriz x =-1

b)F= 1,0 . extremos del lado recto l,l , l,—l . directriz X = 1
4 4°2)"\4> 2 4
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c)F= 1,0 . extremos del lado recto 1,1 1,—1 ; directriz X :—l
2 2 2 2

d)F= —E,O . extremos del lado recto —é,—é —E,é ; directriz x -3
4 4> 2 4’2 4

2. a)y?=32x b) y* = -20 X c)y?=-28x d) y? = 16x
Ejercicio 32
1. a)(y-3)%=-8(x+5) b) (x + 6) = -20 (y - 2)
2. a)(y-1)P2=16 (x+3) b) (y+2)? = -28 (x-5)

) (y +2)* = -12 (x + 6) d) (y+2)*= 16 (x - 2)
Ejercicio 33

1. a)V=(4,0), F=(1,0); extremos dellado recto (1,-6)(1,6)
b)V=(-3,3), F=(-6,3); extremos del lado recto (-6, 9) (-6, -3)
c)V=(-50), F=(-5,-5); extremos del lado recto (-15,-5) (5, -5)

dV=4,4), F-= (4,;): extremos del lado recto (1,;) (7,;}
2.0) (Y-3)=12(y-2), yr- 6y - 12x+33=0

b) (X - 5)* =-24 (y - 4), x> - 10x+24y —71 =0

c) (y +2)°=-8 (x-4), Y2+ 4y + 8x - 28 =0

d) (x - 2)* =-8 (y + 5), X*-4x+ 8y +44=0
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Ejercicio 34
1. a) 9 +25y*-225=0 b) 11x* + 36y* - 396 =0
c) 7+ 16y* - 112 =0 d) 25x* + 36y* - 900 = 0
2 2 2 2
)_ y_—1 f)L+ y  _
400 256 36 576
25
Y x>y’
M 2+l =
9 36 27 )64 48

2. a) F=(+4,0); V=(5,0); L.R.=158; e=i
288 5

b) F=x5,0); V==13,0); LR.="— ; e=
) ( ); ( ); 3 T

c) F=(=*3,0); V=(%5,0); LR—352,e=3

d) F=(£+/2,0); V=(-/6,0); L. R—ﬂ o= 13

3
Ejercicio 35
2 2 2 2
1. 0) (X—2) +(y+1) =1 b) (X_3) +(y_1) -1
36 25 25 16

o D) e’ (-2) =3
13 9 9 4

2. a) C=(2,0); F=(6,0), F'=(-2,0); V=(7,0), V' =(-3,0); LR—158

b) C=(-2,-1); F=(1,-1), F"=(-5,-1); V=(3,-1), V' =(-7,-1); L.R.==—=
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Ejercicio 36

1. @) 100x*+ 36y* - 3600 =0 b) 9x*+ 5y* - 180 =0

¢) 36x*+ 16y* - 576 =0 d) 144x* + 51.8y> — 7459.2 =0

e) 43.5%°+ 128.4y* — 1235.4 =0 ) 36x>+27y* 972 =0

9) X+ 5y* —45 =0

2.a) F=(0,+44); V=(0,+6); L.R.=53;e=.73
b) F=(0,+4.7); V=(0,£12); L.R.=20.1; e=.39
¢) F=(0,£48); V=(0,+7); L. R =7.1; e=.68
d) F=(0,+1.4); V=(0,£2.8); L.R.=42; e=.5

Ejercicio 37
2 2 2 2
1 a) (X+5) +(y_1) =1 b) (X_3) +(y_3) -1
4 9 9 25

(2 v+’ (=3 ey
9 25 1 4

c)

2.0) C=(4-3); F=(4,-2), F=(@4-4); V=@-3+/3), V' =(3,3-3);

3 3
b) C=4,-5); F=4,-1), F=4,-9), V=40, V =(4,10);

L. R.

L.R.ZQ; e=ﬂ
5 5
Ejercicio 38
1. a) 9%—16y*=144 b) 45x* —36y*= 1620
c) 36x*—8ly*=1 d) 20x* — 16y*= 320
5 18 3 3
2. a) V=(44,0); F=5,0), e==-, LR=—; y==x, ==X
) (4, 0) ( ) A YTy y=,
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15 162 9 9
b) V=(%12,0); F=(*15,0), e=-—-, LR=-—""; y="X y=—X
) ( ) ( ) 12 12 Y 12 y 12
7.2 32 4 4
c) V=(=6,0); F=(=72,0), e=-—"—", LLR="; y=--x, =—X
) V=(6,0) ( ) . 6 VTN YT
12.2 98 7 7
d) V=(£10,0); F=(122,0), e=——, LLR.="—"; y=-—X, y=--—X
) ( ) ( ) 10 10 y 10 y 10
Ejercicio 39
_1)? 72 _9)? 2
Lo =y by (=20 D’
9 4 36 25
_ 2 2 2 _ 2
0 (x-2) Y d) (x+2) (y-9) 4
4 5 16 20
2. a) (X_1)2_(y_2)2 -1

9 4
C=(1,2); V' =(-2,2) V=(4,2); F = (-2.6,2) F=(4.6,2); LR.=2.6; e=1.8

b) (X';?’) _(y_14)2 -1
C=(34); V' =(-1,4) V=(-5,4); F'=(-5.2,4) F=(.76,4); LR.= .5; e=1.1

0 (x+2) (y+4) .
4 21
C = (-2,-4); V" = (-4, -4) V= (0, -4); F' = (-7, -4) F= (3, -4); LR. =21;e=2.5

d) (x+94) _(yzl)z .
C=(4,1);V =(-1,-1),V=(-7,-1); FF = (-7.6,-1) F=(-4,-1); LR=8;e=12

Ejercicio 40
1. a) 9y’ —16X*=144 b) 45y* —36x*= 1620
c) 36y* —81x*=2916 d) 20y* — 16x*=320

5 18 4 4
2. a) V=(0,+4); F=(0,+5), e=", LLR= - ; y=—_Xx y=_xX
) V=(0, +4) ( ) 4 20 VT3 y=3
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15 _ le2 12 12

b) V=(0,+12); F=(0,+15), e=-—, L. R=-—"; y=-"-X, y=—X
) V=( ) ( ) 1 o VTR YTy
7.2 32 6 6
V=(0, +6); F=(0,+7.2), e= —, LR=="=; y=-—Xx =—X
c) V=(0, £6) ( ) p 6 - VTN YR,
12.2 98 10 10
d) V=(0,+10); F=(0,+12.2), e=——, L.R.=—; y=-—X, =—X
) V=( ) ( ) 10 TR IR
Ejercicio 41
—3) —7)2 2 12
T R A M ) S py W+ _=D?
9 4 16 25
2 Y 2 _0)\2
g U3 =47 g U3 =9
36 16 16 9
2 2
2. G) (y_3) _(X+4) :1
16 20
C=(-43;V'=(4,-1) V=(-4,7);F =(-4,-3) F=(-4,9); LR.=10; e=3/2

5

5
+3=+—(x—-4
y 5 (X=4)

b) (y—91) _(x—43)2 .
C=G,1);V' =03,-2) V=(3,4);F =(3,-2.6) F=(3,4.6); LR.=2.6; e=1.2

(V- =% (x-3)

0 (y—42)2_<x+94)2 .
C=(4,2); V' =(4,0) V=(-4,4); F’=(-4,-1.6) F=(-4,5.6); LR.=9;

e=18, (y—2)=i§(x+4)

2 2
RS
16 25

C=(3,0;V' =(3,-4),V=(3,4); F =(-3,-6.4) F=(-3,64); LR=12.5;
e=16, y= J_r:(x+3)
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216 Lista de paginas Web

Lista de pdginas Web que puedes consultar:

http://usuarios.lycos.es/manuelnando/practicageometriaespaciosin.htm
Ejercicios de Rectas con soluciones

http://www.sectormatematica.cl/apuntes.htm

La finalidad de estos apuntes es recurrir a algin contenido en forma rapida y precisa cuando sea
necesario. Hay algunos que contienen el tema tratado completamente, mientras que otros son de
algun tema especifico

http://huitoto.udea.edu.co/Matematicas/ContenidoUnidad6.html
(apuntes muy buenos de geometria analitica , revisa la Cuarta unidad: Linea recta y la quinta
unidad: la circunferencia)

http://mathworld.wolfram.com/topics/ConicSections.html
Abundante teoria, pero en inglés

http://www.ping.be/~ping1339/Pana.htm
Problemas de Geometria Analitica pero en inglés

http://www.matematicas.net/paraiso/materia.php?id=ap _geoanali
Apuntes de Geometria, Geometria Algebraica y Curvas Elipticas en formato PDF o ZIP

https://www.academica.ues.edu.sv/uiu/elementos estudio/matematica/Jesus%620Infante%o2
0Murillo%20-%20Geometria%20Analitica/2.9620L inea%20Recta.pdf
Apuntes de Rectas

http://ima.ucv.cl/mapoyo/quias/gana elipses.pdf
Ejercicios de elipses

http://www.micromegas.com.mx/apuntes/apunt-hm.htm
Apuntes, trabajos, tareas y examenes

www.educa.eneayudas.cl/pdf/CURSO%20DE%20GEOMETRIA%20ANALITICA.pdf
Apuntes de materia, ejemplos y ejercicios

www.chapingo.mx/Prepa/matematicas/archivos htm/matematicas i.htm
Apuntes, ejercicios y formularios
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Lista de peliculas relacionadas con Geometria Analitica:

Cube
http://www.imdb.com/title/tt0123755/

Moebius
http://www.imdb.com/title/tt0117069/

Pi
http://www.imdb.com/title/tt0138704/

Proof (La prueba de Madden)
http://www.imdb.com/title/tt0377107/

Stand-in (siempre Eva)
http://www.imdb.com/title/tt0029605/

Una mente maravillosa
http://www.imdb.com/title/tt0268978/
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