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Tabla de Simbolos

a,b,....g
Hm

La(k)

U(s)

S(e)

5(g)®

Z(A) (resp. Z(g))
X-p

X X p

(w,v)

dlgebras de Lie.
m-cubo: {(zy,...,2m) ER™|0 < z; < 1}.

espacio de constantes de estructura para un espacio vectorial
de dimension n sobre el campo k.

dlgebra universal envolvente del algebra de Lie g
dlgebra simétrica del dlgebra de Lie g.
subélgebra de elementos g-invariantes de S(g).
centro del algebra A (resp. del algebra de Lie g).
producto escalar de los vectores x y P

producto vectorial de los vectores x y p.

valuacion del campo n-vectorial v en la n-forma diferencial w.
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I venture to hope, therefore, that my lectures may interest engi-
neers, physicists and astronomers as well as mathematicians. If
one may accuse mathematicians as a class of ignoring the mat-
hematical problems of the modern physics and astronomy, one
may, with no less justice perhaps, accuse physicists and astro-
nomers of ignoring departments of the pure mathematics which
have reached a high degree of development and are fitted to ren-
der valuable service to physics and astronomy. It is the great need
of the present in mathematical science that the pure science and
those departments of physical science in which it finds its most
important applications should again be brought into the intimate
association which proved so fruitful in the work of Lagrange and
Gauss.

Feliz Klein, The Mathematical Theory of the Top, 1897.
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Introduccion

Si bien la forma en que son definidas puede pensarse por completo mo-
derna y abstracta, las algebras de Poisson son objetos que aparecieron de
manera natural en el estudio de la dinamica de los cuerpos fisicos, y es en
este sentido que son conocidas desde hace mas de un siglo. Es bien sabido
que el estudio de la mecénica Hamiltoniana hoy en dia es para muchos equi-
valente al estudio de la geometria simpléctica, aunque ciertamente un poco
de observacion cuidadosa da cuenta de que la estructura fundamental para
determinar un problema mecénico es la estructura de algebra de Poisson en
el algebra de funciones sobre la variedad simpléctica en cuestion, y que la
formulacion més general posible de este formalismo es en términos de un
algebra de Poisson conmutativa.

Recientemente, gracias al trabajo de Maxim Kontsevich, la atencién ha
sido atraida hacia el estudio de ciertas algebras de Poisson no conmutativas
que surgen como deformaciones de las anteriores, cuya estructura describe a
una clase de objetos conocidos como observables cudnticas y que aparecen en
una reinterpretacion de los primeros programas de cuantizacion introducidos,
llamada cuantizacién por deformacion. Kontsevich resolvié de manera com-
pleta y satisfactoria el problema central de la cuantizacion por deformacion al
construir un producto estrella canénico sobre el algebra de funciones de toda
variedad de Poisson, mostrando la sutil conexiéon existente entre el trabajo de
matematicos y fisicos, muchas veces pensado como dos temas independientes
o sin mucha interaccion.

Esta disertacion comprende un breve estudio de las algebras de Poisson y
de como diversas nociones de deformacion de estas pueden ser utilizadas para
la solucién de problemas de la fisica matematica. El capitulo 1 esta dedicado
a introducir la nociéon de algebra de Poisson y las generalidades matematicas
que seran utilizadas en el desarrollo posterior de este trabajo. También es
introducida aqui la primera de dos nociones de deformacion de élgebra de
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Poisson que consideraremos en este trabajo.

En el capitulo 2 se presenta un algebra de Poisson conmutativa que corres-
ponde a una deformacion de la subélgebra polinomial del algebra de obser-
vables cldsicas, es decir, el dlgebra de funciones suaves sobre T*(R?). Inter-
pretando a esta como la estructura necesaria para establecer un problema en
mecanica clésica, es planteado y resuelto el problema del oscilador armoénico.
Ciertos calculos que aparecen al resolver los detalles técnicos del problema
se presentan como apéndices al final del trabajo.

En el capitulo 3 se analiza el problema de la cuantizaciéon por deforma-
cion; primero es presentada conceptualmente la nociéon de cuantizaciéon por
deformaciéon como un programa de cuantizacion, luego la formulacion alge-
braica de estas ideas y después la solucion de Kontsevich para un producto
estrella canoénico en toda estructura de Poisson sobre un abierto de R™. En
base a esto es demostrado que esta féormula contiene como caso particular al
producto de Moyal y la forma en que el isomorfismo de Duflo, un isomorfismo
conocido en la teoria de algebras de Lie, puede deducirse de ella.



Capitulo 1

Algebras de Poisson

1.1. Definiciones basicas, ejemplos

Definicion 1.1.1. Consideremos un dlgebra’ A (no necesariamente conmu-
tativa) dotada de una operacion que denotamos

{,"}:AxA—A
Decimos que A es un dlgebra de Poisson si {-,-} satisface

1
2
3
4

Bilinealidad {a,b} es lineal en a y b.
Anticonmutatividad  {a,b} = —{b,a}
Identidad de Jacobi  {{a,b},c} = {{a,c},b} + {a,{b,c}}

(
(
(
( Regla de Leibniz {ab, c} = {a,c}b+ a{b,c}

)
)
)
)

Las condiciones (1)-(3) implican que A es un algebra de Lie bajo la ope-
racion {-, -}, que llamaremos de ahora en adelante paréntesis de Poisson. La
condicion (4) relaciona el producto del algebra con el paréntesis de Poisson,
y suele referirsele diciendo que la operacion {-,-} actia por derivaciones en

A.

Ejemplos:

1. Toda algebra A puede ser dotada de estructura de algebra de Poisson
introduciendo como paréntesis de Poisson al conmutador [a, b] := ab —

Las algebras consideradas en este trabajo seran asociativas por definicion.

3



CAPITULO 1. ALGEBRAS DE POISSON

ba; la bilinealidad de esta operacion se sigue de la distrubutividad del
producto en el algebra y la antisimetria es inmediata de la definicion
de conmutador. De

[[a, c], b] + [a, [b, ¢]] = (ac — ca)b — b(ac — ca) + a(bc — ¢b) — (bc — cb)a
= (ab — ba)c — c(ab — ba) = [[a, b], (]
se sigue la identidad de Jacobi. Finalmente, de
[a, c]b + a[b, c] = (ac — ca)b+ a(bc — cb) = abc — cab = [ab, (]
se sigue la regla de Leibniz.

. Funciones en Espacio Fase en n dimensiones. Consideremos al
espacio euclidiano R?" con coordenadas {qi,..., ¢, P1,.-.,Pn}. El es-
pacio C*°(R?") junto con el corchete dado por

& (0fdg Of dg
{f’ g} B ; (3%’ Op; a Op; aQi) (1'1)

es un algebra de Poisson. Los axiomas (1), (2) y (4) se siguen direc-
tamente de las reglas de diferenciacion del calculo de varias variables.
La identidad de Jacobi es menos evidente, pero se verifica facilmente
después de un sencillo calculo.

. Funciones en Variedades simplécticas. Una variedad simplécti-
ca es una variedad diferenciable de dimensién par M?" dotada de una
estructura simpléctica, que es una 2-forma diferencial cerrada y no dege-
nerada w? en M?". La estructura simpléctica establece un isomorfismo
entre T M, y T*M,, para todo x € M; para cada covector w' € T*M,
existe un tnico vector n € TM, tal que w'(£) = w?(n, ).

Podemos dotar al espacio C*(M?") de estructura de dlgebra de Poisson
de la siguiente manera: Dada una funcion f € C*(M?"), el isomorfismo
I :T*M, — TM, mencionado previamente nos permite asociar a f un
campo vectorial Idf derivado de la 1-forma diferencial df. Definimos
un paréntesis de Poisson como sigue

{f.g} = w*(1df Idg) (1.2)

los axiomas (1) y (2) se siguen de la definicion de forma diferencial y
de propiedades elementales de algebra lineal. Para verificar los axiomas
(3) v (4) el lector es referido a [2].
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4. Funciones sobre el dual de un dlgebra de Lie. Sea g un algebra
de Lie real de dimension finita. Es convencional denotar por g* al dual
(sobre R) de dicha algebra; sea A el dlgebra de funciones suaves sobre
g. Dado que el espacio de funciones lineales sobre g* (es decir, el doble
dual de g) es canonicamente isomorfo a g, posee un corchete natural.
Este corchete se extiende a un tnico paréntesis de Poisson sobre A.
Explicitamente, para f,g € Ay x € g*, tenemos

[/ 9la(2) = (2, [df(x),dg(z)]) (1.3)

donde (-, ) denota el producto candnico entre vectores y covectores,
pues df(z) y dg(z) son funciones lineales en g* y por lo tanto elementos
de g. Los axiomas (1)-(3) son inmediatos por ser g un algebra de Lie.
El axioma (4) se sigue de que la derivada exterior satisface la regla de
Leibniz;

(z,[d(fg)(x), dh(x)]) = (z, [df(2)g(x) + f(x)dg(x), dh(z)])
= (2, [df (z),dn(z)])g(x) + f(2)(z,[dg(x), dh(z)])

Este tltimo ejemplo seré central en el desarrollo posterior de este trabajo,
como puede apreciarse en la seccién 3.5, donde es construido el isomorfismo
de Duflo a partir de la cuantizacion formal de [, -],.

En general, una estructura de Poisson en una variedad diferenciable M
es un paréntesis de Poisson definido en el algebra de funciones suaves a los
reales C*°(M). Llamaremos variedad de Poisson a toda variedad diferencia-
ble M cuya élgebra de funciones suaves pueda ser dotada de una estructura
de Poisson. Como se vera mas adelante en la seccion 1.4, cualquier campo bi-
vectorial en una variedad diferenciable determina una estructura de Poisson
y ademaés, toda variedad de Poisson admite una foliaciéon en subvariedades
simplécticas.

1.2. Sobre algebras de Lie y temas afines

1.2.1. Contracciones y deformaciones de algebras de Lie

Si g es un algebra de Lie de dimension n sobre un campo k (usualmente R
0C) y{x,...,x,} una base de esta, es claro que el corchete de cualesquiera
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dos elementos de dicha base sera expresable como una combinacion lineal de
estos, es decir,
[LL’i,.Z‘j] = szk

a los escalares ij se les llama constantes de estructura. La antisimetria del
corchete y la identidad de Jacobi se pueden expresar en términos de cier-
tas ecuaciones entre constantes de estructura como C’fj = —CJ’?;- y C’[l”C]l-k +
CiCh; + CiiCli = 0 respectivamente. Dado que la eleccion de una base para
un g es altamente arbitraria y su estructura de algebra de Lie es una ca-
racteristica intrinseca, estas constantes poseen una restricciéon adicional; si
{af,... 2} es otra base y 2y = Alx;, entonces Cj; A} = CL ATAS. Es facil
ver que esta relaciéon entre constantes de estructura es una relacion de equi-
valencia, pues la ecuacion anterior determina una accion de GL(n, k) en k™"
Denotaremos por £, (k) al espacio de orbitas bajo esta accion con la topo-
logia inducida por el cociente, es decir, al espacio que parametriza todas las
posibles estructuras de algebra de Lie para el espacio vectorial n-dimensional
sobre el campo k.2

Definicion 1.2.1. Una deformacion uniparamétrica de un dlgebra de
Lie g es una funcion continua

D:[0,1] — £,(k)

donde ©(0) corresponde a la clase de constantes de estructura de g. Simi-
larmente, una deformacion m-paramétrica de esta dlgebra de Lie es una
funcion continua

91" — £,(k)
tal que ©(0,...,0) corresponde a la clase de constantes de estructura de g.

Definicion 1.2.2. Dadas g y ¢ dlgebras de Lie, decimos que g' es una con-
traccion de g si las relaciones de conmutacion de la primera estin dadas a
través de las relaciones de la dltima como

(v y)" = lim A7 ([Ac(2), Ac(y))) (1.4)

donde los A, € GL(n, k) forman una familia de transformaciones lineales no
singulares de g, y €y es un punto singular de sus inversas A"

2Este espacio no es necesariamente una variedad diferenciable pues GL(n, k) no es un
grupo compacto; sin embargo en un contexto puramente algebraico, £, (k) si constituye
una variedad algebraica.
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Debemos notar que la definicién de contracciéon de un élgebra de Lie es
un caso particular de la definicion de deformaciéon de un algebra de Lie: sin
embargo hacemos mencion de esta definicién por su apariciéon en una gran
variedad de contextos en la fisica.

Una deformaciéon en un algebra de Lie induce de manera natural una
deformacion en el algebra de funciones sobre su dual, que como hemos visto
es un algebra de Poisson; aunque si bien no hemos introducido atin una
definicion de deformacion de un algebra de Poisson, serd precisamente esta
nocion, en el contexto de algebras de funciones sobre el dual de un algebra
de Lie, la que consideraremos en el siguiente capitulo.

Es importante notar que siempre existen al menos dos contracciones tri-
viales de un algebra de Lie: el algebra de Lie abeliana, para la cual las rela-
ciones de conmutacion son todas iguales a 0 y el dlgebra de Lie misma, para
la cual las relaciones de conmutaciéon permanecen sin cambio. Cualquier otra
contraccion aparecerd en algin lugar intermedio entre estas dos.

1.2.2. El Algebra Universal Envolvente

Recordando uno de los ejemplos anteriores, es posible asociar a cada alge-
bra A un algebra de Lie A;, definiendo una operacién a través del conmutador
de dos elementos [a,b] = ab — ba. El algebra universal envolvente de un &l-
gebra de Lie g juega una suerte de papel inverso a este hecho en el sentido
de que esta es el dlgebra con unidad A "mas general”(en el sentido de uni-

versalidad) tal que el dlgebra de Lie Aj contiene a g como subalgebra de
Lie.

Definicién 1.2.3. Un dlgebra universal de un dlgebra de Lie g es un
dlgebra U(g) junto con una funcion ¢ : g — U(g) tal que

1. ¢ es un homomorfismo de dlgebras de Lie, es decir, es lineal y

o([z,y]) = d(x)o(y) — o(y)o(x)

2. Si A es cualquier dlgebra con unidad y o : g — A es cualquier homo-
morfismo de dlgebras de Lie, entonces existe un unico homomorfismo
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de dlgebras (3 tal que o = Bo@, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

Es claro que si U(g) existe, sera tnica salvo isomorfismo, y podremos
entonces hablar de el &lgebra universal de g. Llamaremos a esta algebra
el algebra universal envolvente. Mostraremos a continuaciéon la manera de
construirla.

El dlgebra tensorial de un espacio vectorial V' es la solucion al problema
universal para funciones de V' en un algebra, es decir, es un élgebra T'(V)
junto con una funcién lineal ¥ : V' — T(V') tal que para cualquier funciéon
lineal & : V — A de V en un algebra A, existe un tnico homomorfismo de
algebras 0 : T(V) — A tal que o = o 9.

Si denotamos®

™mV)=Ve -V
n factores

dadas las propiedades del producto tensorial, podemos definir una multipli-
cacion T" (V) x T™(V') — T (V) a través de

(M ® - Q®up) (W B BWp) =V1Q BV OW; B+ ® Wy

lo cual nos permite definir una estructura de algebra en @ 7™ (V'), que contara
con la propiedad universal mencionada arriba. Definimos entonces

T(V):=P1"(V) (1.5)

Ahora, en el caso en el que V' = g, podemos considerar al ideal bilateral I
en T'(g) generado por los elementos de la forma [z, y] —x ® y +y ® x; entonces

U(g) == T(a)/1 (1.6)

3siendo T°(V) = k, el campo base.
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es claramente un algebra universal para g por construccion, pues dada un
algebra A, cualquier homomorfismo entre g y A (pensada como algebra de
Lie Ay) se extiende de manera tnica a un homomorfismo de algebras 3 :
T(g) — A cuyo kernel contendra a I por provenir de un homomorfismo de
algebras de Lie.

Un caso particular de algebra universal envolvente es el dlgebra simétrica
S(g), correspondiente al caso en el que el corchete de g es 0 para cualquier
pareja de elementos; su importancia se percibe en el hecho de que es muy
facil construir una base para esta algebra, pues si {xi,...,z,} es una base
para g, S(g) = k[xy,...,z,], es decir, el algebra simétrica de un algebra de
Lie abeliana es isomorfa al anillo de polinomios en las indeterminadas dadas
por los elementos de una base de dicha algebra. Esto es claro al considerar
la construccion de S(g) a través del dlgebra tensorial T'(g), pues en este caso
el ideal bilateral I estaré generado por elementos de la forma x ® y —y ® z,
y el hecho de que S(g) = T'(g)/I nos dice que el algebra simétrica serd un
algebra conmutativa y graduada, de tal manera que cada subespacio S*(g)
estara generado por los monomios

xi1®...®xik

donde los x;’s son elementos de una base para g. Dado que no importa el
orden en el cual estos son considerados en un determinado monomio, el ho-
momorfismo generado por

Tiy @ Ty @+ Q@ Ty, = iy Ty ** Ty,

serd un isomorfismo entre S(g) y k[zy, ..., z,)].

1.2.3. El teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt

El teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt es un resultado fundamental en la
teoria de algebras de Lie, pues nos permite caracterizar al algebra universal
envolvente de una cierta algebra de Lie g, a través del algebra simétrica de
esta tltima, la cual como hemos visto, posee una base muy facil de caracte-
rizar.

Dada un algebra de Lie g, es posible construir un élgebra graduada en
términos de su élgebra universal envolvente: definimos U,(g) como el sub-
espacio de U(g) generado por productos de a lo més n elementos de g, es
decir,

o) oz,)  k<n
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donde cada uno de los indices i1, . .., 7, esta parametrizado por los elementos
de g. Por ejemplo, Uy(g) = k y U1(g) = k @ ¢(g). Las siguientes relaciones se
verifican directamente de la definicion:

Un(g) C Un+1(9)
Um(Q) ’ Un(g) - Um-i—n(g)

Entonces definimos
gr,,(U(g)) == Un(9)/Un-1(g) (1.7)

y el espacio

gr(U(g)) = Per.(U(9) (1.8)

neN

al cual dotamos de estructura de algebra graduada con la multiplicacion

er,, (U(g)) x gr,(U(g)) — g4, (U(g))

inducida por la multiplicacion en U(g).
Si a € U,(g), podemos expresarlo en la forma

ip<n

y si @ denota la imagen de a bajo la proyeccion U, (g) — gr,,(U(g)) entonces

ir<n

es decir, como algebra, gr(U(g)) es generada por los elementos ¢(z) tales que
x € g. Dado que

o(x)o(y) — o(y)o(x) = é([z,y]) € gr1(U(g))

entonces el lado izquierdo de esta igualdad es identicamente 0 en gry(U(g)).
Esto prueba que gr(U(g)) es un algebra conmutativa. Entonces, por la pro-
piedad universal del algebra simétrica, existe un tinico homomorfismo de
algebras

w: S(g) — gr(U(g))

que extiende a la funcién lineal

g —er(U(g)) z— o()
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este homomorfismo es suprayectivo ya que los elementos ¢(z) generan a

gr(U(g))-
El teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt afirma que

w:S(g) — gr(U(g)) es un isomorfismo. (1.9)

aunque la forma en que suele ser enunciado clasicamente es la siguiente:
consideremos una base {z;} de g, i € I, donde I es un conjunto totalmen-
te ordenado. Como gr(U(g)) es conmutativa, podemos reordenar cualquier
producto de ¢(z;) de forma creciente. Esto muestra que los elementos

Ty = ¢(x11)¢(xlk)7 M:(x’i17"'7x’ik)7 ZlSSZk
generan a U(g) como espacio vectorial.

Teorema 1.2.4. (Poincaré-Birkhoff-Witt) Los elementos x ), forman una
base para U(g).

Para la demostracion, el lector es referido a [25]. En particular podemos
notar que ¢ : g — U(g) es una funcion inyectiva, y podemos por lo tanto
identificar a g como subespacio de U(g). En este sentido cualquier elemento
de U(g) se podra expresar como una combinacion lineal de productos de
elementos de g. Si convenimos denotar por z; o x; al producto en U(g) de
x;,T; € g, lo anterior es equivalente a que todo elemento tome la forma

§ § CiywvigLiy O 00 O Ly,

keN

Dado que los elementos de la forma x;, ;, - - - x;, con iy < --- <4 forman
una base para S(g), el teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt implica que S(g)
y U(g) son isomorfos como espacios vectoriales. Si tenemos en cuenta la
identificacion g C U(g) mencionada previamente, la forma explicita de este
isomorfismo, al que llamaremos Ipgw, viene dada por

1
TiyTig * Tiy 7 Z To(iy) © Taliz) O+ * O To(iy) (1.10)

gEX)

donde X, denota al grupo simétrico de k elementos.
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1.3. Dos teorias de Cohomologia

Como hemos visto, las algebras de Poisson poseen dos productos y po-
demos pensarlas en particuar como algebras asociativas o como &lgebras de
Lie. Para cada una de estas dos estructuras es posible asociar un complejo de
cocadenas y consecuentemente un anillo de cohomologia, la cohomologia de
Hochschild y la cohomologia de Chevalley respectivamente, los cuales seran
de gran utilidad en el capitulo 3 e introducimos a continuacion.

Si A es un algebra sobre un campo k£ y N un A-bimddulo, considerare-
mos los espacios Hom(Q),, A, V) cuyos elementos son funciones n-lineales del

algebra en N
L:@)A—N.

Podemos introducir un operador cofrontera entre estos espacios a través de
la formula

(O L) (xg, 21, ... &) := xoL(x1, ..., 20)
+ Z(—1)1L<J]0, S YT 1 07 PN ,In> + (—1)n+1L([E07 L1y .. al‘n—l)xn
i=1

Si ademés consideramos la funcién
9y : N — Hom(A, N) (Ov)(z) = 2v — v

es posible demostrar que para toda n > 0 se satisface 8,7;“ ody =0y porlo
tanto que (H*,0y), es decir

‘h 1 h 2 h 3
o o} a7
HO 2 gt 2 g2 2 s

es un complejo de cocadenas, donde H° := N y H" = Hom(Q), A, N). La
cohomologia de este complejo es conocida como cohomologia de Hochschild
de un &lgebra A sobre el bimédulo N. En particular nos interesa el caso en
que N = A; seguiremos la convencién de denotar a la cohomologia de este
complejo por HH*(A, A).

Por otro lado, una herramienta de gran utilidad que podemos asociar a

toda algebra de Lie g es la cohomologia de Chevalley; las n-cocadenas en este
caso son funciones n-lineales antisimétricas de g en un g-modulo N

F:/n\g—>‘ﬁ
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y el operador cofrontera de Chevalley 0. es definido en una n-cocadena F'

COo1mo
n

(O F) (o, w1, ) = [, F(xo, .., Ty, )]

=0

+ > (=DM F ([, ], 20, Biy By )
i<j
donde ¥; denota que x; debe ser omitido. Puede demostrarse que para toda
n>0,0"od" =0, es decir, (C*,9;), donde C° = My C"™ = Hom(A\" g, N)
es un complejo de cocadenas, llamado complejo de Chevalley-Eilenberg. La
cohomologia de Chevaley (denotada por H}(g,M)) es la cohomologia de este
complejo.

1.4. El modelo matematico de la mecanica Ha-
miltoniana

El formalismo Hamiltoniano es una reformulacion de la mecénica clasica
introducida en 1833 por W. R. Hamilton, surgida a partir del llamado forma-
lismo Lagrangiano y que en términos vagos podria describirse como el estudio
de la dindmica en el llamado espacio fase. Aunque si bien no fue planteado
en el lenguaje moderno de la geometria diferencial, la forma en que fue plan-
teado originalmente es equivalente a introducir al espacio fase como el haz
cotangente sobre una variedad diferenciable N (espacio de configuraciones)
junto con la siguiente 2-forma diferencial:

w:qui/\dpi (1.11)
i=0
donde ¢y, . . ., g, son coordenadas locales en un abierto U de N y py,...,p, las

correspondientes coordenadas de (R™)* en una trivializacion del haz cotan-
gente sobre U. Esta 2-forma esta bien definida, y es claramente cerrada (es
exacta) y no degenerada.

Los enfoques contemporaneos del formalismo Hamiltoniano involucran
la introducciéon de una variedad simpléctica M como espacio fase. Como se
mencion6 previamente en el ejemplo 3 de la secciéon 1.1, la forma simpléctica
establece un isomorfismo entre los espacios tangente y cotangente para cada
punto de M. A través del isomorfismo inverso la forma w corresponde a
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un campo bivectorial, es decir, una secciéon ¢ del haz (Q*(M))* con cierta
propiedad adicional que mencionaremos en la siguiente secciéon. En un sistema
generalizado de coordenadas la forma w y el bivector ¢ se expresan en la forma

, , 0 9,

— At j _ ij
w—gwljdx Nda?, c= E,,Caxi/\axj
1,] 2¥)

donde w;; : M — Ry ¢ : M — R son funciones indexadas por i y j que para
cada punto x € M, forman matrices antisimétricas e inversas una de la otra.
A un sistema de coordenadas ¢, ..., qn, P1,- - -, Pp €n donde la forma w tome
la forma (1.11) se le llama sistema de coordenadas candnicas. El teorema de
Darboux garantiza la existencia local de dichos sistemas de coordenadas.

Las cantidades fisicas u observables son identificadas con funciones sua-
ves en M (como posicion, momento lineal, momento angular...) y forman el
espacio C°°(M). Con respecto a la multiplicacion usual, C*° (M) posee estruc-
tura de algebra conmutativa. Hemos visto también que es posible introducir
un paréntesis de Poisson en C*°(M), que en las coordenadas generalizadas
consideradas previamente toma la forma

Of O
{f.9} = Zc”a—g‘fa—j (1.12)

Un estado del sistema es un funcional lineal positivo y unital en C*°(M) y
corresponde en general a una medida de probabilidad p en M. Un estado puro
es un punto extremal del espacio de estados; los estados puros corresponden
a medidas concentradas en puntos de M y por lo tanto suele referirseles como
los puntos de M.

La dindmica de un sistema estd determinada por la eleccion de una
funcion Hamiltoniana H, que en principio puede ser cualquier funcién en
C>*(M). En la llamada imagen de Hamilton*, las observables son ademés
funciones del tiempo y la evolucién temporal de una observable f esta dada
a partir de la ecuacion

f={fH} (1.13)

4Existe similarmente la imagen de Liowville en donde las observables solo son funciones
de M mientras que los estados evolucionan temporalmente de tal manera que un estado pu-
ro obedece las ecuaciones de Hamilton. Esta forma de describir la dindmica es equivalente
a la imagen de Hamilton y es utilizada principalmente en la mecénica estadistica.
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donde f denota la derivada de f con respecto de ¢. En particular, para las
coordenadas canonicas ¢;, p;, obtenemos las ecuaciones de Hamilton

. _OH  0H
ql_api7 p’l_ 8(]2

Definicion 1.4.1. Una funcion f es llamada integral primera del sistema
correspondiente a la observable H si {f,H} = 0.

Claramente las integrales primeras forman un subespacio vectorial (de
dimension finita, debido a que la dimension de M es finita). Ademas, de la
identidad de Jacobi se sigue que dicho subespacio es una subélgebra de Lie
de C*°(M). La existencia de esta algebra de Lie g permite introducir al grupo
de Lie G = exp g como el grupo de simetrias del sistema en cuestion.

Como podemos ver, la estructura central en la descripciéon de un sistema
mecéanico es la estructura de Poisson

_Of Og
— 4 I

en el algebra de funciones sobre una variedad diferenciable y de la eleccion
de una funcion hamiltoniana, ya que la ecuacion (1.13) solo depende de es-
tas. Por lo tanto resulta natural extender el formalismo Hamiltoniano de
variedades simplécticas a variedades de Poisson.

1.5. Variedades de Poisson

De manera anéaloga al haz tangente T'M de una variedad diferenciable M,
podemos asociar, para un n € N fijo, el espacio \"TM = J,cp N" T M
que posee una estructura natural de variedad diferenciable y més atun, de
haz vectorial sobre M. Un campo n-vectorial en una variedad diferenciable
M es definido como una seccion en A" T'M. De acuerdo a la notacion estan-
dar, I'(\" T'M) representa el espacio de campos n-vectoriales en la variedad
diferenciable M.

Hay una gran sutileza que podemos intuir de la secciéon anterior, y es que
cualquier campo bivectorial ¢ € D(A”*TM) determina de manera canénica
una estructura bilineal y antisimétrica en C*°(M) a través de la formula

{f,9} = (c,df Adg) (1.14)
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de la cual la ecuacion (1.12) no es mas que su expresion en un sistema de
coordenadas locales. Un calculo muestra que ademés se satisface la regla de
Leibniz:

{fg,h} = (e, d(fg) ndh) = (¢, (df - g + [ - dg) A dh)

= (e, df Ndh)g + fle,dg Adh) = {f, h}g + f{g, h}

;se satisfara la identidad de Jacobi? En general, la respuesta es no, aunque
puede demostrarse [11| que esta propiedad es equivalente a la anulacion de ¢
consigo mismo bajo el corchete de Schouten,

[c,c]ls =0

un corchete definido entre cualesquiera 2 campos multivectoriales que gene-
raliza al conmutador de campos vectoriales. Si X,, es un campo n-vectorial
y X,, es un campo m-vectorial, su corchete de Schouten serda un campo
(n +m — 1)-vectorial. En general, el corchete de Schouten satisface las si-
guientes propiedades:

1. Anticonmutatividad graduada. Si X,, es un campo n-vectorial y X,,, un
campo m-vectorial, entonces

[Xna Xm]S = _(_1>(n—1)(m—1)[Xm’ Xn]S

2. Identidad de Jacobi graduada. Si X,, es un campo n-vectorial, X, un
campo m-vectorial y X; un [-campo vectorial, entonces

(_1)(l_1)(n_1)[Xl7 [Xmu Xn]S]S + (_1)(m_1)(l_1)[Xmu [Xny XZ]S]S
+ (=)D X X, Xols]s = 0

3. Regla de Leibniz graduada. Si X,, es un campo n-vectorial, X,,, un cam-
po m-vectorial y X; un [-campo vectorial, entonces

[leXm A Xn]S = [Xme]S N Xy + (_1)(1_1)me A [leXn]S

llamaremos a todo campo bivectorial ¢ que satisfaga [c,c]s = 0 tensor de
Poisson. Tenemos asi condiciones suficientes para la construcciéon de una
estructura de Poisson a partir de un campo bivectorial.
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Reciprocamente, es posible demostrar [20] que las condiciones anteriores
son también necesarias, es decir, que cualquier estructura de Poisson sobre
una variedad diferenciable proviene de un tensor de Poisson. En este sentido
existe una equivalencia entre estructuras de Poisson y el espacio de tensores
de Poisson en toda variedad diferenciable M:

estructuras de Poisson en C*°(M) < tensores de Poisson en M

y hemos encontrado el contexto més general posible en que un &lgebra de
Poisson puede construirse a partir de un esquema diferencial.

Una estructura de Poisson, al igual que una estructura simpléctica, define
un homomorfismo del algebra de Lie de funciones suaves en M en el dlgebra
de Lie de campos vectoriales en M: la derivada de una funciéon g a lo largo
del campo de otra funcion f es igual a {f, g}. Los campos pertenecientes
a la imagen de este homomorfismo son llamados Hamiltonianos; sus flujos
preservan la estructura de Poisson. De particular importancia resultan ser
las funciones de Casimir:

Definicion 1.5.1. Una funcion de Casimir es una funcion perteneciente
al centro de C*°(M) bajo {-,-}. Estas corresponden al kernel del homomor-
fismo mencionado previamente.

En general, si A es un dlgebra de Poisson, llamaremos invariante de Casi-
mir a todo elemento ¢ € Z(A) bajo la estructura de algebra de Lie, es decir,
tal que {c, A} =0.

La relacion entre estructuras de Poisson y estructuras simplécticas queda
de manifiesto en el siguiente teorema. Para esto decimos que 2 puntos en una
variedad de Poisson son equivalentes si existe una curva suave que los una tal
que sea la trajectoria de un campo vectorial hamiltoniano. Los vectores de
campos Hamiltonianos generan un subespacio vectorial del espacio tangente
a cada punto de la variedad de Poisson. Su dimension es llamada el rango de
la estructura de Poisson en dicho punto.

Teorema 1.5.2. (Teorema de la foliacién) La clase de equivalencia de un
punto arbitrario en una variedad de Poisson es una subvariedad simpléctica
de dimension igual al rango de la estructura de Poisson en dicho punto.

Por tanto toda variedad de Poisson admite una foliaciéon en hojas sim-
plécticas, que a su vez determinan la estructura de Poisson.
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Capitulo 2

El Algebra de
Snyder-Yang-Leznov

2.1. Construccion del dlgebra de Snyder-Yang-
Leznov

Vamos a construir un algebra de Poisson conmutativa que corresponda a
una deformacién triparamétrica del algebra de polinomios en el espacio fase
de una particula libre R[x, p] (de acuerdo al tratamiento cléasico estandar).
Como sabemos, esta tltima algebra poseé estructura de algebra de Poisson
conmutativa a través del paréntesis de Poisson

. (9f 99 Of g
{f.9} = Z <ag;i op; a Opi 83%) '

i=1

La manera de proceder se puede esbozar de la siguiente manera: pensaremos
a R[x, p] como el dlgebra simétrica de una cierta élgebra de Lie g¢ y conside-
raremos otra algebra de Lie ggyr, tal que g¢ pueda obtenerse de esta tltima
a partir de una contraccion. El algebra de Snyder-Yang-Leznov, Agyr, sera
el algebra de ciertas funciones racionales sobre el algebra simétrica de ggyr.
El siguiente diagrama ilustra lo anterior:

19
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algebra simétrica funciones racionales
gsyL ~ S(gsyL) . . > AsyL

sobre cierto conjunto A

I

deformacion deformacion,

I

I

dc R[Xu p]

algebra simétrica

Consideremos al espacio vectorial real generado por los elementos x;, p;,
[; e I, donde 1 <4 < 3, al cual dotamos de 2 estructuras de algebra de Lie
al construir 2 operaciones {-,-} a través de las relaciones

{2,p;} = 01 — % (1 0} = ey, {Iai} = &5 — 2,

(2,2} = Gk {lispi} = eupr, {1, pi} =% — 75, (2.1)
€ij l _ J—
{pﬂp]} = Lk2k7 {lla l]} - eijklka {Ia ll} =0.

{Zfi,pj} = 6@']'[7 {liaxj} = €jjk Tk, {Lﬂfi} =0,
{xivxj} = 07 {lzvp]} = €ijkPk, {[7pz} = 07 (22)

{pi,p;j} =0, {t;,;} = €eijil,  {I,1;}=0.

y extenderlas a todo el espacio de manera que dichas operaciones sean lineales
y antisimétricas. Un célculo sencillo demuestra que estas operaciones también
satisfacen la identidad de Jacobi; para esto el lector es referido al apéndice
A. Llamaremos a las algebras de lie resultantes gsyr, y gc respectivamente.
Es claro aqui que el algebra de Lie ggyr, es una deformacion triparamétrica
del algebra de Lie g¢, con parametros 1/L% 1/M? y 1/S (o bien gc es una
contraccion de gsyr). Las dimensiones de los inversos de estos parametros
son area, momento cuadrado y accién, respectivamente. En el segundo caso
los elementos [; corresponden fisicamente a las 3 componentes del momento
angular e I a la funcién constate 1.
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Se puede mostrar [18] que el dlgebra de Lie (2.1) es isomorfa a 0(5), 0(1,4)
y 0(2,3), dependiendo de los signos de L?, M? y L?M?* — 5%, La siguiente
tabla hace cuenta de esto:

Cuadro 2.1: El algebra ggyr, segiin signo de parametros

Signo de
L?, M?y L>M? — S? Algebra de Lie
L*>0, M?*>0, L°M?-5?<0 o(5)
L*>0, M*>0, L*M?*-S?>0 0(1,4)
L?<0, M?*<0, L*M?*-S?>0 o(1,4)
[* <0, M?*<0, L*M?*-S52<0 0(2,3)
[*>0, M?*<0 6 L*<0, M?*>0 0(1,4)

El algebra gsyr, generada a partir de las relaciones (2.1) es considerada y
estudiada en [18]'; ahi es mostrado que esta posee 2 invariantes de Casimir
independientes, los cuales son?

2 2
T P 2p-x 5 (1 1
Kam Pt ot = 22 P (G- )
K4:(11—x><p)2—p'1+2(p'l)(x'l)—X'12

M? S L?

A fin de obtener el limite correcto en el caso no deformado, fijaremos Ky = 1.
Similarmente fijamos

IN=xxp (2.3)

'Es importante mencionar que esta es en realidad una contraccién de un algebra de Lie
més general, también considerada en [18], correspondiente al problema mecéanico relativista
y en donde son considerados 15 generadores; de los 5 adicionales, 2 de ellos corresponden
al tiempo y su momento conjugado, mientras que los otros 3 se interpretan como los
otros 3 generadores de 0(1,3) (los tres primeros corresponden a las 3 componentes del
momento angular clasico, que como puede verse en (2.2) forman un algebra de Lie isomorfa
a 0(3) — 0(1,3)).

2Existen formulas explicitas para los invariantes de Casimir como elementos del algebra
universal envolvente de un algebra de Lie en el caso en que esta es semisimple; por ejemplo,
si {x1,...,7,} es una base para g y {z!,...,2"} es su base dual con respecto a la forma
de Killing, > | ;2" es conocido como el invariante cuadratico de Casimir.
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esto implica que x-1=p-1= 0y por lo tanto que K, = 0. La relacion (2.3)
generaliza la definicion de momento angular como funciéon de otras variables
en el caso deformado.

La ecuacion Ky = 1 con [? expresado a través de p, x e I puede ser
pensada como la ecuacion que define al espacio fase de nuestro sistema dina-
mico. En este sentido, resulta importante mencionar un poco de historia en
torno a esta algebra: a través de diversas contracciones, S(gsyr,) se reduce a
tres algebras que fueron introducidas a mediados del siglo XX al (intentar)
resolver diversos problemas de la mecanica cuantica y las teorias cuanticas
de campos. La primera de estas es debida a E. Schrédinger y corresponde al
caso en que M2, S — oo. Este es el caso mas estudiado en la literatura, pues
tal y como se muestra en el trabajo de P. Higgs [16], corresponde al estudio
de la dinamica en el espacio tridimensional de curvatura constante. En este
caso la ecuacion K, = 1 corresponde a la igualdad

2
Pt =1

En el caso en que la curvaura es positiva, esta es la ecuacion de S? x R? ¢ R

y el algebra (2.1) describe la dindmica en la 3-esfera de radio L. las coor-

denadas {x;} se interpretan como la proyeccion en la coordenada I, aunque

en el trabajo de Higgs son utlizadas las coordenadas gnomonicas, que corres-

ponderian a ciertas ¢;’s que satisfacen la expresion Iq; = x;.

En 1947, Hartland S. Snyder exhibié un ejemplo de un espacio-tiempo
discreto e invariante ante el grupo de transformaciones de Lorentz al intro-
ducir un algebra isomorfa a la correspondiente contraccion L2 S — oo [24];
sin embargo, este modelo no era invariante ante el grupo de transformacio-
nes de Poincaré, que generaliza al de Lorentz al considerar traslaciones y
es el grupo ante el cual deberfa ser invariante cualquier teoria fisica relati-
vista valida. Esto motivo a que ese mismo ano, C. N. Yang considerara el
caso correspondiente a la contraccion S — oo al introducir un ejemplo de
espacio-tiempo discreto que si era invariante ante el grupo de Poincaré [27].

En un sentido puramente fisico, la introduccion del tercer parametro S
tiene la propiedad de romper la simetria de las ecuaciones de movimiento
ante el cambio de sentido del tiempo; si cambiamos el signo de las funciones
pi, l; y el paréntesis de Poisson simultaneamente, se puede observar que
las relaciones de conmutacién no se preservan, invirtiéndose el signo de los
términos que contienen a dicho parametro.



2.2. EL OSCILADOR ARMONICO 23

Definicion 2.1.1. Consideremos el conjunto multiplicativo J formado por
los monomios de la forma I*, k € N. Definimos el algebra de Snyder-Yang-
Leznov como el campo de fracciones de S(gsyr) sobre J,

ASYL = j_ls<gSYL) (24)
es decir, un elemento de Asyy, es de la forma a/[’“, donde a € S(gsyL)-

La motivacion para construir esta algebra de la presente manera viene
de la correspondencia de coordenadas en el caso de Higgs, pues como se
ha mencionado anteriormente, las coordenadas ¢; en las cuales trabaja (y
resuelve satisfactoriamente) los problemas del oscilador armonico y de Kepler
en el espacio de curvatura constante son tales que

lg; = x;

El problema de Kepler en el algebra de Snyder-Yang-Leznov es resuelto en
[19]. En la siguiente seccion plantearemos y resolveremos el problema del
oscilador armoénico en esta algebra, donde por esto se entiende encontrar a
sus generadores x;, p;, I e I como funciones de ¢ a partir de las ecuaciones
determinadas por (1.13).

2.2. El Oscilador Armonico

2.2.1. La simetria escondida del problema

El problema clasico del oscilador armonico isotrépico tridimensional esta

determinado a través de la funcién Hamiltoniana®
1
H = 5(]72 + CL)Q.CI?Z)

donde p? y 22 son las normas al cuadrado de los vectores p y q cuyas com-
ponentes p;, z;, 1 < ¢ < 3 constituyen las coordenadas del espacio fase,
y w es una constante que representa la velocidad angular caracteristica del
oscilador.

En 1956, George A. Baker [4] relaciono el problema cuéntico sobre la

dege-neracion de los niveles de energia del oscilador armoénico isotrépico n-
dimensional con una simetria escondida de la funciéon Hamiltoniana, misma

3Convendremos de ahora en adelante que la masa del oscilador es igual a 1.
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que no habia sido descubierta dado que la naturaleza de esta no radica en
la geometria del problema (como por ejemplo lo es la simetria rotacional
del oscilador) sino una simetria en el espacio fase, referida entonces como
simetria dindmica.

La simetria en cuestion estd representada por el grupo de Lie SU(3),
aunque en este caso presentaremos su version infinitesimal, es decir, a través
del algebra de Lie su(3). Consideremos la familia de funciones*

Sij = pipj + szixj (2.5)

donde 1 < 7,57 < 3. Utilizando el paréntesis de Poisson clésico, podemos
verificar que estas funciones conmutan con la funciéon Hamiltoniana. Similar-
mente, las 3 componentes del momento angular®

ik = €ijrTip; (2.6)

conmutan con la funciéon Hamiltoniana. Esto es una consecuencia de la si-
metria rotacional del problema, pues a través del paréntesis de Poisson, el
momento angular actua como generador infinitesimal de rotaciones, como
puede apreciarse en el dlgebra (2.2). Las componentes del momento angular
forman un algebra de Lie isomorfa a su(2) = o(3).

La simetria de su(3) aparece al considerar las funciones

1 1

que claramente conmutan con la funcién Hamiltoniana. Dado que para cada
valor en su dominio, estas funciones constituyen los elementos de una matriz
simétrica de traza 0, solo 5 de ellas son independientes. Su paréntesis de
Poisson resulta ser

{Nij, N} = (€ixm0jt + €mOjk + €jkmdi + €jim0ik)lm (2.8)

Dado que
{Nij, I} = €Nyt + €5 Ni (2.9)

estas b funciones, junto con las 3 componentes del momento angular, consti-
tuyen los 8 generadores de su(3) .

4También llamadas Tensor de Fradkin en la jerga fisica.

5Seguiremos de ahora en adelante la convencién de representar sumas a través de indices
repetidos.

6Estas relaciones de conmutacién pueden parecer no estandares; la manera usual de
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2.2.2. El oscilador en Agvyy,

Hemos visto que en el caso no deformado, resolver el problema del oscila-
dor armoénico implica considerar una funcién Hamiltoniana cuyas integrales
primeras conformen al dlgebra de Lie su(3). En este sentido, resolver el pro-
blema del oscilador armoénico en Agyy, estara fundamentado en la introduccion
de una funcién Hamiltoniana que 1) preserve dicha simetria y 2) genere el
limite correcto al considerar el caso L?, M?, S — oo.

Consideremos la familia de funciones
2 Lidj

JE
donde 1 < 4,57 < 3. En el apéndice C se muestra que las relaciones de
conmutacion de estas funciones resultan ser:

S, S
{Sij, Skl} = €ikmlm (w25ﬂ + L—];) + €itmlm <w2(5jk + LL:)

Sij = pipj +w (2.10)

+€jkmlm <w25il + %) + ejlmlm <w25ik + ij;)) (2.11)
Curiosamente, a pesar de la introduccién de los pardmetros M? y S con
respecto al caso considerado por P. Higgs [16], las relaciones de conmutacion
aqui obtenidas son exactamente las mismas a las encontradas por él. En este
sentido la técnica introducida por Higgs para mostrar que atun es posible
construir al algebra de Lie su(3) a partir de S;; v [ se sigue textualmente
aqui. Basicamente, la afirmacion de Higgs es que la subélgebra de Poisson
cuadratica generada por S;; y [l posee una base en la cual las relaciones
de conmutacion se vuelven lineales, y por lo tanto puede ser pensada como
algebra de Lie, precisamenete isomorfa a su(3).

Consideremos la siguiente funciéon Hamiltoniana:

2 2
S <p2 L wzx—) (2.12)

esta funcion posee las siguientes tres propiedades:

definir al algebra de Lie su(3) es en términos de matrices complejas 3x3 antihermiteanas de
traza 0 con el corchete dado por el conmutador de matrices. Si definimos convenientemente
L;j = €jil) e identificamos a la familia de funciones IV;; + leLij con dichas matrices, las
relaciones de conmutacion dadas por el paréntesis de Poisson resultan ser exactamente las
mismas que las obtenidas con el conmutador de matrices. Sin embargo, en un afan de ser
congruentes con la notaciéon convenida, se han dejado las relaciones en la presente forma.
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1. En el caso en que w = 0, obtenemos la funcién Hamiltoniana corres-
pondiente al movimiento libre tal y como es presentada en [19]

2. Dada la interpretacion de las coodenadas x; mencionada previamente,

el término

2
22

WIQ

corresponde al potencial del oscilador en el caso en que M?, S — oo,
tal y como se puede corroborar en [16].

3. Como se muestra en el apéndice B, esta funciéon conmuta con las fun-

ciones N;; = i (S,-- — %@jsmm) y las tres componentes del momento

angular [, que constituyen los generadores del éalgebra de Lie su(3)
como subalgebra de Agyr,.

Por ende las ecuaciones de movimiento f = {f, H} resultan ser:
R R O p) — L (p2 222 12y 22 xp) .,
=7 2 e (X p) s \P ) Ti— 7 + Iz 5 ) Di

- 2 2 2 x-
=5 (P g 2)

&

(2.13)
2.2.3. Solucién del caso unidimensional
Antes de resolver el sistema de ecuaciones (2.13) mostraremos la solucion

del problema anélogo en el caso unidimensional, es decir, cuando solo tenemos
las variables x, p e I (I es idénticamente 0 claramente). En este caso la funcion

Hamiltoniana es igual a
17, o2

y por ende las ecuaciones de movimiento son las siguientes:
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. T 332

b =1Ip—28m = 2%

: w? 22 z

p:[_3(12+ﬁ_§p)q (2.14)

- 2 2
I= (i) v = 4 (9~ 520%)
Si introducimos la variable ¢ = x/I, la funcion Hamiltoniana toma la

forma de un polinomio cuadratico en p y ¢, mientras que las ecuaciones
toman la forma

p=—u? <1+%—S—‘}>q (2.15)

12 2 2 1 w?
I = §<p —wq )_ (ﬁ_ M2I2)qu
Estas tres ecuaciones se encuentran acopladas; sin embargo, podemos
hacer uso de 2 funciones que conmuten con la funcion Hamiltoniana de tal
suerte que su valor sea una constante, para expresar a I como funcién de p y

q, I(p,q), y a p como funcion de ¢, y la primera ecuacion adquiera entonces
la forma ¢ = f(q). Estas cantidades seran la Hamiltoniana misma

1
5(}02 + W) =cte=FE

y el segundo invariante de Casimir

2 2
2 q P 2pql
[(1+ﬁ)+W_T_1’ (2.16)

de la primera ecuacién tenemos que
p=+2F — w?¢? (2.17)

y haciendo uso de esta podemos expresar a I como funcién de ¢:

1 (q 2F — w?q

ECHOIE

2
+ vaqg* + bg® + c) (2.18)
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donde

o (1 1 1 W 1 1 2F
o=@ me) Tttt e me) Tlhe

de tal manera que tenemos entonces

dg ( q2) q(2E — ¢’

—=(14+—= || V2E —w?¢? -

dt L2 T T UVRE - @ £ SJag 1 b@ t
(2.19)

con lo que se ha reducido nuestro problema a resolver una ecuacién diferencial
ordinaria de primer orden. Para esto observemos que

dq

. SO — 2.2 _ 9(2E—w?q?)
<1 + L2> ( 2E w=q q\/QE—w2q2:|:S\/llq4+bq2+C)

dt =

g/ 2F — w?q? £ S\/aq* + bg® + ¢ p
= q

(1 + 2—22> (ﬂ:S\/(aq4 +bg®> + ¢)(2FE — w2q2))

_ dq n qdq

(1+ Z—i) V2E —w?¢?2 S <1+ %2) vagt +bg? +c

y la soluciéon de la ecuacion se expresa en términos de la funcién implicita

1 L*In(L* + ¢*
t —ty = —arctan <2¢) + 5 n(l”+¢) (2.20)

p E — w?q¢? Sy/ag* + bg? + ¢
donde p = ,/i—f; + w2

Finalmente podemos hacer uso de la ecuacion p? + w?q? = 2F para en-
contrar una solucion p = p(t), el segundo invariante de Casimir para I = I(t)
y de aqui tenemos
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2.2.4. Solucién del caso general

De forma anéloga al caso unidimensional, resolveremos el problema tri-
dimensional introduciendo las coordenadas de Higgs ¢; = x;/I. En este caso
la funcion Hamiltoniana toma la forma

1 2 2 2 12
H:§<p + + 5 (2.21)

y por ende las ecuaciones de movimiento seran
S ¢ _ ap
¢ = <1+ﬁ—§>pi
. 2 :
p=—u?(1+ 5 - %) g (2.22)

I=1(p—w®) - (%—M“’—I) (a-p)!

Ya sabemos que la funciéon Hamiltoniana poseé la simetria de su(3), y
usa-remos este hecho para determinar la ecuacion de la orbita.

Primeramente, como el momento angular es una constante de movimiento
en este problema, el movimiento del oscilador en las coordenadas ¢; ocurriré
en un plano; podemos entonces sin perdida de generalidad (dado que R?
es un espacio homogeneo, es decir, la accion de SO(3) es transitiva en R?)
suponer que el momento angular es un vector cuyas 2 primeras coordenadas
son iguales a cero, lo cual es a su vez equivalente a suponer que las funciones
coordenadas g3 v p3 son identicamente 0, como se puede verificar después de
sencillas manipulaciones algebraicas.

Ahora, las tres funciones

Snu=pi+%G, Sw=p+e’@ y Sn=pp+oine  (2.23)

son también constantes de movimiento; fijando sus valores como Ejq, Ess y
E15, después de cierta manipulaciéon obtenemos la expresion

w2(E22qf + Euq§ — 2F195q1q2) = E11Eg — E122

Por otro lado, el cuadrado del momento angular es también expresable
en términos de estas constantes como w?l? = Ey; Fyy — E%,; la expresion para
la orbita del oscilador toma entonces la forma
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Ezzfﬁ + Equ —2Fqiqp = I (2.24)

que es la ecuacion de una elipse en el plano determinado por ¢; ¥ go. Aplicando
una rotacion en este plano, podemos encontrar nuevas coordenadas ¢} y ¢,
tales que la ecuacion de esta elipse tome la forma
2 2

dy 42

a2 + 5= 1. (2.25)
Puede verificarse facilmente que dicha rotaciéon corresponde a un angulo 6,
tal que

y en este caso los respectivos valores de A y B seran

1 \/En + Eoy — \/(E11 + E2)? — 4wl

A= —
w 2
B l\/E11+E22+\/<E11+E22)2_4W2l2
W 2

Antes de continuar, haremos mencion a un hecho que sera de gran utilidad
més adelante, y que es valido para cualquier sistema que presente las simetrias
(2.23). Un poco de manipulacion a estas ecuaciones nos permite expresar a p;
y p2 como una combinacion lineal de ¢; v ¢o: al multiplicar las dos primeras
por ¢» v ¢ respectivamente obtenemos

Siqe = p?Qz + WQQ%QQ
Saaqi = P3q1 + W gaqn.-

Similarmente, al multiplicar la tercera ecuaciéon por ¢; y g obtenemos

S1oq1 = pipaqi + WGl
S12q2 = P1P2g2 + wquqg-

Recordemos que en el caso en cuestion [ = I3 = ¢1p2 — ¢op1. Entonces con-
cluimos que

(Er2q1 — Enge) (2.26)

(E22q1 — E12g0) (2.27)
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Ahora solo tenemos que ver como se tranforman las ecuaciones de movi-
miento; primero observemos que

¢ q-p

./ . . . .

= cosbtpqy —sinbpge = (1 + — — —=— | (cosbyp; —sin b

0 041 042 ( 12 ST > ( oP1 op2)

como el cambio de coordenadas es una transformaciéon ortogonal, tendremos
que ¢> = ¢’*; de manera analoga

P2 = E1 + By — w2q2 = L+ By — W2Q/2~

Similarmente, es posible expresar al producto escalar de q y p, q-p como
funcion de q] y q; esta resulta ser

1

a-p= j(\/(En + E)? — 4w?1?)q, 5.

Como nuevamente podemos expresar a I como funcion de ¢, p*> y q-p a
través del segundo invariante de Casimir

__ 1 (ap, Jlapr (@ (p (1 1 N,
[<1+q2>< S jE\/ e\t s mae)!
L2

y ¢} v ¢, satisfacen la ecuacion (2.25), todas las expresiones anteriores hacen
que nuestro problema se reduzca a resolver una ecuaciéon diferencial ordina-
ria, la ecuacion para ¢; (aunque claramente también podriamos plantear la
ecuacion para gy). Dado que es posible reducir a cuadraturas cualquier ecua-
cion diferencial ordinaria de primer orden, consideraremos nuestro problema
resuelto al determinar esta explicitamente. Fijando a = % — ﬁ tenemos
entonces que

2
q, = (1 + %) - (cos Bpp1 — sin Ogp2)

is\/—@;;ﬁ ~(1+%) (f - ar2-1)

q-pj:S\/(qépz)z—<1—l—z—22> <]€[—22—alz—1>




32

donde

CAPITULO 2. EL ALGEBRA DE SNYDER-YANG-LEZNOV

12
= (a1 + aqy’) - (&qi + B2 Vi %) (2.28)
£V + 9% + dd!

12
S/ 1 — %5 £ /1 + 7242 + st

B2
a =147
1 B2
e=p\"x)
1 .
61 = j(COS 90E12 — Sin ‘90E22),

(Sin 90E12 — COS 90E11),

2 A2 2
9 w=A B
Oél ‘l‘l— MQ)(l—‘—ﬁ),

A?B? w? 1 B?
2 2 2
’72:(04(,0 (A — B” + LQ)‘FW—Fﬁ)(l—E),

B =




Capitulo 3

Cuantizacion por Deformaciéon

En el ano de 1997 Maxim Kontsevich demostré que toda variedad de Pois-
son admite una cuantizacion formal, canonica salvo equivalencia, resolviendo
asi un problema de la fisica matemética con muchos anos de historia. En
términos generales, el problema resuelto por Kontsevich consiste en el paso
de una estructura conmutativa a una estructura no conmutativa, teniendo
la primera su origen en la mecanica Hamiltoniana tal y como se mostr6 en
la seccion 1.4, mientras que la tltima en el formalismo matematico de la
mecanica cuantica.

3.1. Mecanica Clasicay Mecanica Cuantica como
2 perspectivas de un mismo objeto

Contrario a lo que se piensa comunmente, la revoluciéon cuéntica de los
anos 20’s no desplaz6 a la mecénica clasica, al menos en lo que a la teoria
matemaética se refiere. Ambas disciplinas existen en una suerte de relacion
simbidtica.

En la mecanica cuantica, una observable O es un operador autoadjunto en
un espacio de Hilbert H, un estado ¢ es un vector unitario en dicho espacio
determinado salvo multiplicacion de un niimero complejo unitario (es decir,
es un elemento de P(H)), y el namero

(¢, 00)

se denomina el valor esperado de la observable O en el estado ¢.

33
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Un sistema cuéntico en el cual los estados no dependen del tiempo se
conoce como la imagen de Heisenberg. La evoluciéon de una observable O
estd dada por la ecuacion

dO 1
dt — ih
donde h = h/2m, y h es la constante de Planck?

Como ya hemos visto, en la mecédnica Hamiltoniana los sistemas fisicos
son descritos por algebras conmutativas de funciones suaves en variedades de
Poisson. En contraste, las dlgebras de operadores sobre espacios de Hilbert
estudiadas en la mecanica cuantica son naturalmente no conmutativas. La
descripcion cuéntica de un sistema fisico predice resultados experimentales
mucho maés precisos que su contraparte clasica; sin embargo la descripcion
clasica es bastante satisfactoria a nivel macroscopico. La forma en que es
determinada que tan buena es esta aproximacion es expresando la constante
de Planck en unidades que sean caracteristicas de la escala del sistema en
cuestion y, mientras mas pequeno sea el valor de esta constante, més precisa
sera dicha aproximacion. En este sentido es natural afirmar que la mecanica
clasica surge a partir de la mecanica cuéntica como el limite de esta cuando
la constante de Planck tiende a cero; mateméticamente, la estructura del
algebra de observables clasicas es obtenida a partir del dlgebra de observables
cuanticas a través de la ecuacion

0, H]

3.1.1. El sueno de Dirac: el programa de Cuantizacién

Existen diversas razones [13] por las cuales seria deseable llegar a definir
las teorias cuanticas como el resultado de un proceso de cuantizacion aplicado
a las teorias clasicas. Esta linea de pensamiento ha sido una rica fuente de
investigacion matematica en la mayor parte del siglo pasado. Al parecer Dirac
fue el primero en observar la profunda relacion existente entre el paréntesis
de Poisson de la mecénica clésica y el conmutador de la mecénica cuantica,
y en cierto sentido, el primero en proponer un programa de cuantizacion en
su libro sobre mecénica cuantica [8|, que queda de manifiesto simbolicamente

en el siguiente diagrama
1

IEn el sistema internacional de unidades, h = 6.626068... x 10734 Js.
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y que consiste en un homomorfismo de élgebras de Lie Q : A C C*°(M) —
SYM(H) de cierta subélgera del algebra de funciones en el espacio fase al
conjunto de operadores simétricos en un espacio de Hilbert (tipicamente
L%(Q, dp), donde @ es el espacio de configuraciones clésico y du es la medida
que se deriva de la métrica Riemanniana definida por la energia cinética).
Existen axiomatizaciones que precisan estas ideas (véase [13]); sin embargo,
el teorema de Groenewold y van Howe hace explicito que una construccion
de este tipo no es posible.

El programa de cuantizaciéon en el cual estamos interesados ahora fue
introducido en 1978 por Bayen, Flato, Frgnsdal, Lichnerowicz y Sternhei-
mer, y se conoce como cuantizacion por deformacion. Este programa toma
como punto de partida una varidedad de Poisson; en contraste, su resulta-
do es un algebra no conmutativa y asociativa, cuyos elementos son vistos
como observables cuénticas. Esta algebra no es presentada como un algebra
de operadores en un espacio de Hilbert sino como una deformacién formal
uniparamétrica del algebra de funciones suaves de la variedad de Poisson
original. En [5] se presentan los fundamentos teoéricos de la cuantizacion por
deformacion, cuya filosofia se resume en palabras de sus autores:

We suggest that quantization be understood as a deformation of
the structure of the algebra of classical observables, rather than
as a radical change in the nature of the observables.

y en [6] se introducen las primeras aplicaciones fisicas importantes. En las
siguiente seccién presentaremos los pormenores matematicos de estas ideas.

3.2. Deformaciones y estructuras de Poisson

Consideremos un anillo conmutativo k£ y una k-dlgebra A. Denotemos
por k[[t]] al anillo de series formales de potencias en la indeterminada ¢ y por
Al[t]] al k[[t]]-modulo de series formales de potencias con coeficientes en A,

es decir
Al[t]] = {Zant" | a, € A}

Definicion 3.2.1. Una deformacion formal x de la multiplicacion en A
es una funcion k|[t]]-bilineal

Alfe]] > Affe]] — A[ft]]
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tal que tenemos
uxv=uv mod tA[[t]]

para todas las series formales de potencias u,v € A[[t]].

Entonces, el producto de dos elementos a,b € A tendria la forma
a*xb=ab+ Bi(a,b)t +---+ Bp(a,b)t" + - - (3.1)

para una sucesion de funciones bilineales B, : A x A — A. Podemos hacer
By(a,b) = ab y entonces escribir

* = i B,t"
n=0

y el producto de elementos arbitrarios de A[[t]] quedara determinado en tér-
minos de los B,,’s por su k[[t]]-bilinealidad y la continuidad t-adica:

n=0 \k+Il+m=n

De particular importancia resultan ser las deformaciones formales asociativas,
que satisfacen la relacion u * (v * w) = (ux v) * w para todos u, v, w € A[[t]]
o equivalentemente

> " [Bi(Bj(a,b),c) — Bi(a, Bj(b,¢))] = 0 (3.2)

i+j=n

para todos a,b,c € A, n € N.

En el caso en el que A es el dlgebra de funciones suaves sobre una variedad
diferenciable M, A = C°°(M), decimos que una funcién P : A¥ — A es un
operador k-diferencial si es k-lineal y es un operador diferencial con respecto
a cada argumento.

Definicion 3.2.2. Sea M una variedad diferenciable. Un producto estrella

en M es una deformacion formal asociativa de la multiplicacion en C*° (M),
tal que las funciones B,, : C*(M) x C*(M) — C*(M) son operadores

bidiferenciales.

Ejemplos:
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1. El producto de Moyal. El ejemplo més sencillo de un producto es-
trella es el producto de Moyal para R™ cuando la estructura de Poisson
estda dada a través de una matriz antisimétrica.

Sea M = R? con coordenadas z, 7y y el paréntesis de Poisson dado
por

(f }_0f dg  Of g
= _8$1 8&72 81'281‘1

donde f,g € C*(R?). El producto de Moyal es el producto estrella
dado por

= - (n o"f d"g "
= —1) — - | — 3.3
o= (Z< ) (z) DD 8xﬁ@x”") nl (3:3)

n=0 =0 2

Ahora, en R™, supongamos que

; Of 99
- ij 2 29

donde ¢ es una matriz antisimétrica. Entonces la férmula

Ly

= Z Ciljl .. Cinjn a”f a”g ﬁ
Oz, ...x;, Oxj, ...xj, | nl

n=0 \i1,j1,.-sin,Jn

fxmg=m (exp (tcijaixi A g) (f® g)) (3.4)

donde m(a ® b) = ab, define un producto estrella en C*°(R™). Esta
formula es conocida como el producto de Moyal-Weyl asociado a {-, -}.

2. El producto estrella de Gutt sobre el dual de un dlgebra de
Lie. Sea g un algebra de Lie de dimension finita, g* su dual sobre R y
A = C>(g*) el algebra de funciones suaves sobre g*. Hemos visto que
como el doble dual de g, (g*)*C A se identifica canénicamente con g,
podemos introducir un corchete en él de manera natural y extenderlo

de manera tnica a un paréntesis de Poisson en A (seccion 1.1, ejemplo
4).

Es posible introducir un producto estrella en A[[t]] que esta intima-
mente relacionado al producto del algebra universal envolvente de g; la
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forma explicita de este producto puede encontrarse en [3]. Recordemos
que S(g) = R[g*] € C*>(g*) = A. Se puede demostrar que el subespacio
S(g)[t] de A[[t]] formado por los polinomios en ¢ cuyos coeficientes son
polinomios en g* es una subalgebra para el producto estrella. Mas atn,
la inclusion g — S(g)[t] induce un isomorfismo

Unom(8) — S(g)[t]

donde Upom(g) es el algebra envolvente homogenea, es decir, la R[t]-
algebra generada por g con relaciones x1xy — xowy — t[xy, x2|, 1,22 €
g. El cociente S(g)[t]/(t — 1)S(g)[t] es entonces isomorfo al algebra
universal envolvente U(g).

En la seccién 1.2 vimos que como espacios vectoriales, S(g) v U(g)
son isomorfos. Sea Ippw : S(g) — U(g) el correspondiente isomorfismo
introducido en la seccion 1.2.3. Definimos para P € S?(g) y Q € S%(g)

PxcQ = Z Iogw((Iepw(P) o Ippw(Q))ptq—n) (2t)"

n=0

y usando la linealidad del isomorfismo podemos extender esta expresion
a un producto estrella en S(g), conocido como producto estrella de Gutt.

Consideremos al subgrupo G del grupo Aut(A[[t]]) de automorfismos de

E[[t]]-modulos de A[[t]] formado por todos los g tales que

g(u) =u mod tA[[t]] Yu e A[[t]]

es decir, los automorfismos de la forma Id s+ gnt", siendo los g/, s funcio-
nes bilineales. Resulta natural definir deformaciones formales salvo la relaciéon
de equivalencia surgida a partir de la acciéon de este grupo:

Definicion 3.2.3. Decimos que dos deformaciones x y ¥ son equivalentes
st existe un elemento g € G tal que

gluxv) = g(u) < g(v)

para todo u,v € Al[t]].
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En el caso particular en que A = C*°(M) para alguna variedad diferen-
ciable M, el grupo G estara formado por los automorfimos de R[[t]]-mo6dulos
de A[[t]] de la forma g = } g,t" donde gy = Id4[y v los demaés g,’s sean
operadores diferenciales. Entonces llamaremos transformacion de norma a
todo elemento g € GG. Recordemos que estas algebras son conmutativas; el
siguiente es un resultado de considerable importancia en el caso en que A es
un algebra conmutativa:

Proposicion 3.2.4. Sea x una deformacion formal asociativa de la multi-
plicacion en A. Para cualesquiera a,b € A definamos {a,b} := Bi(a,b) —
By (b,a). Entonces:

1. La funcion {-,-} es un paréntesis de Poisson en A.
2. {-,-} solo depende de la clase de equivalencia de x.

Demostracion.-
1) La funcién

1
(u,v) — ;(u*v —vKu)
define un corchete de Lie en A[[t]]. Si denotamos a este por |-,:], entonces
{-,-} equivale a la reduccion modulo t de [-,-]. Por lo tanto {-,-} es un

corchete de Lie. La regla de Leibniz se sigue de que
[u, vw] = [u, v]w + v[u, W]

para todos u, v, w € Al[t]], pues la deformacion formal en cuestion es asocia-
tiva (véase el ejemplo 1 de la seccion 1.1).
2) Si g € G es una equivalencia entre x y +', entonces tenemos

Bi(a,b) = Bi(a,b) — ag(b) — g(a)b + g(ab)

para todos a,b € A. Por lo tanto la diferencia By (a,b) — B/ (a,b) es simétrica
en a y b, y por lo tanto no contribuye a {-,-}. Q.E.D.

Por la proposicion probada anteriormente, cada clase de productos estre-
lla [x] en M da lugar a un paréntesis de Poisson {-,-} en A = C*>°(M). En
este caso llamaremos a cualquier representante de esta clase * una cuan-
tizacion formal de {-,-}. Tanto el producto de Moyal como el producto
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estrella de Gutt son ejemplos de cuantizaciones formales de sus correspon-
dientes estructuras de Poisson. Por otro lado, al ser todo producto estrella
una operacion asociativa, el conmutador inducido por este

UKV —VXU

serd un paréntesis de Poisson en A[[t]].

Todo paréntesis de Poisson en A corresponde de manera biuniboca a una
clase de paréntesis de Poisson en A[[t]] bajo la siguiente relacion: decimos que
2 paréntesis de Poisson en A[[t]] estan relacionados si son conjugados bajo
algin elemento g € G. Como g = Id4 mod tA[[t]], dos paréntesis de Poisson
en A[[t]] estaran relacionados si y solo si sus correspondientes paréntesis de
Poisson en A son el mismo.

Hasta ahora sabemos que las clases de equivalencia de productos estrella
modulo O(t?) son clasificadas por estructuras de Poisson en M; sin embargo
no es claro cuando es que existe un producto estrella cuyo primer término
corresponda a una estructura de Poisson dada y en todo caso cuando es
que existe una eleccion preferencial de una clase de equivalencia de produc-
tos estrella. El siguiente teorema demostrado por Kontsevich resuelve esta
cuestion:

Teorema 3.2.5. (Kontsevich [17]) Sea M wuna variedad de Poisson y
A = C®(M). Eziste una biyeccion [n] + [x,| entre el conjunto de clases
de equivalencia de paréntesis de Poisson

T=04+mt+ - +mt"+---

en el dlgebra A[[t]] y el conjunto de clases de equivalencia de productos estrella
en M. Sim corresponde a %, entonces el paréntesis de Poisson en A asociado
con x, es igual al coeficiente m de t en 7.

3.3. La formula de Kontsevich en R™

Sea M un subconjunto abierto de R™ y A el algebra de funciones suaves en
M dotada de alguna estructura de Poisson {-,-}. En [17], Maxim Kontsevich
presenta una féormula explicita para la cuantizacion formal canoénica de M,
es decir, un producto estrella xx para {-,-}, canénico salvo equivalencia, con
la propiedad de reducirse a los 2 casos mencionados previamente, la cual
presentaremos a, continuacion.



3.3. LA FORMULA DE KONTSEVICH EN RM 41

Recordemos que si xq,...,x,, son coordenadas de R, toda estructura
de Poisson puede ser expresada en términos de m? funciones ¢ : R* — R,
donde 1 <17,7 <my "= —c” como

0 0
c= E — N =—
Z?J
cuyo correspondiente paréntesis de Poisson es

{f.g} =(c.df ndg) ="

Z7]

9f 99
Ox; Ox;

Como mencionamos en la secciéon anterior, la formula para el producto estrella
estara determinada por una sucesion de funciones bilineales

*K = i Bntn
n=0

de tal manera que para cada pareja de funciones f,g € C*°(M), B,(f,g) se
expresara como una combinacion lineal de sumas y productos de derivadas
parciales tanto de f y g como de las funciones ¢¥.

La construccion de las funciones B,, se puede esquematizar de la siguien-
te manera: Primero introduciremos un conjunto G,,, cuyos elementos seran
un cierto tipo de gréficas, y en funciéon de este conjunto introduciremos dos
familias de objetos, ambas indexadas por los elementos I' € G,,: (1) un con-
junto de operadores bidiferenciales Br . y (2) un conjunto de nimeros reales
wr, llamados pesos de Kontsevich, que se derivan de una construccion de
geometria hiperbodlica, de tal manera que podamos definir

B,:= Y wrBr. (3.5)

Ahora procedamos con dicha construccion.

Definicion 3.3.1. Una grafica orientada I' es una tercia (I, I'y, (s,t)), for-
mada por:

(1) Un conjunto I'y, cuyos elementos son llamados vértices de I'.
(2) Un conjunto I'y, cuyos elementos son llamados aristas de I'.
(3) Una pareja de funciones s,t : 'y — Iy que a toda arista aso-

cian una pareja de vértices, su tnicto y su blanco.



42 CAPITULO 3. CUANTIZACION POR DEFORMACION

En una gréfica orientada, se denomina lazo a toda arista a tal que s(a) =
t(a), v arista doble a toda pareja de aristas a,b tales que s(a) = s(b) y

t(a) = t(b).

Definicion 3.3.2. Liamaremos G, al conjunto de grdficas orientadas I' tales
que

(1) I'o=A{1,...,n} U{L, R}, donde L y R son solo 2 simbolos;

(2) Fl :{al,bl,...,an,bn}

(3) Para cada i€ {1,...,n}, s(a;) =s(b) =1

(4)

I' no posee lazos ni aristas dobles.

Figura 3.1: Grafica orientada perteneciente a Gs.

Gy contiene a la tnica grafica formada por los vértices L y R y ninguna
arista; (G; esta formado por 2 elementos, los cuales se pueden esquematizar
como

1 1
/ \ / \
L R L R

G5 por 36, G5 por 1728,..., G1o por 259374246010000000000 elementos. En
general para n > 1, un sencillo argumento combinatorio muestra que G,
contiene (n(n + 1))" elementos.
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Dada una pareja de funciones suaves f v g en M y una grafica orientada
I' € G, definimos la funcion Br(f, g) como

Br.(f,9) ::Z ﬁ H 0 @) 1(0:)

i=1 \ael'(s) 0% 1(a)

0 0
) 3.6
| | 81 (f) a€|r(|R) 01 (9) (3.6)

a€cl (L)

donde T'(v) denota al conjunto de aristas cuyo blanco es v y la suma es
considerada sobre todas las funciones I : I'y — {1,2,... ,m}.

Por ejemplo, para la grafica orientada mostrada en la figura 3.1, el ope-
rador Br . correspondiente es

I(as3)I(b
3 et (leaia) el &°f Oy
0Ty OTr(a)TI(az) OT1(b1)T1(an)T1(bs)

(Notese que se han dejado indicados la suma y los valores de las funciones I (v)
pues no se ha especificado sobre que R™ se esta considerando la estructura
de Poisson.)

Ahora, sea H = {z € C|J(z) > 0} el semiplano superior del plano com-
plejo dotado con la métrica hiperbolica (véase por ejemplo [22]). Para dos
puntos distintos p, ¢ € H denotemos por ¢(p, q) al angulo en p formado por 2
lineas, la geodésica [(p, q) por p y ¢ y la semirecta vertical I(p,o0) de p a oc.
Podemos apreciar en la siguiente figura que su valor esta determinado por la

ecuacion
g—p\ _1 (¢—p)(@—p)
gb(p, Q) = arg <—_> = —log (T
q-p) 2i (¢—P)(@—Dp)
Esta funcion admite una extension continua al conjunto de parejas de niime-
ros complejos (p, q) tales que (p),I(q) >0y p # q.
Consideremos ahora al conjunto H,, = {(p1,...,pn) € H"|pi = p; =
i = j} de n-adas de puntos distintos de H, al cual podemos dar la siguiente
interpretacion geométrica en ‘H: Dada una grafica orientada I' € G,,, identi-
ficamos los vértices 1,...,n con puntos distintos py,...,p, € H, los vértices
Ly R con los puntos 0 y 1 (en la cerradura de H C C) y cada una de las
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[(p,0)

ol

Figura 3.2: Deduccion de la formula para ¢(p, q)

aristas con el segmento geodésico entre su punto de inicio y su punto blanco.
Para cada arista a € I', definimos la funcion

$a : Hy — R

¢a(p17 cee 7pn) = ¢(ps(a)apt(a))

los pesos de Kontsevich estan dados por la integral

1 n
wp = W/H (o, Adgy,) (3.7)

n =1

Teorema 3.3.3. (Kontsevich [17]) Sea ¢ una estructura de Poisson en un
abierto M de R™. La formula

f*Kg = Ztn Z wFBF,c(f7 g)

n=0 FGG’VL

define un producto estrella en C*°(M). Su clase de equivalencia es indepen-
diente de la eleccion de coordenadas en M.
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0 1

Figura 3.3: Dibujo geodésico correspondiente a la grafica de la figura 3.1

Esta formula fue deducida en realidad como un corolario de una afirma-
cion mucho méas general formulada por Kontsevich en 1993, la conjetura de
formalidad (conocida ahora como el teorema de formalidad) y contiene como
casos particulares al producto de Moyal y al producto estrella de Gutt pa-
ra el dual de un algebra de Lie, ademés de implicar en este tltimo caso el
isomorfismo de Duflo. Hablaremos un poco de esto en las siguientes 2 sec-
ciones. La demostracion de esta formula se basa en la formula de Stokes y la
combinatoria de gréaficas admisibles.

3.4. La especializaciéon de la formula de Kont-
sevich al producto de Moyal

Hemos mencionado previamente que la formula de Kontsevich contiene al
producto de Moyal como un caso particular, y en esta secciéon mostraremos
la veracidad de dicha afirmaciéon. Recordemos que el producto de Moyal es
un producto estrella definido en el caso en que nuestra estructura de Poisson
estd dada por una matriz antisimétrica,

i 0 0 ii .
c:;c]a—xi/\%, c”eR Vi, j

J
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Proposicion 3.4.1. Si ¢ es una estructura de Poisson constante en R™,
es decir, las funciones ¢ son constantes, la formula de Kontsevich para el
producto estrella se reduce al producto de Moyal.

Demostracion.-
La primera observaciéon que podemos hacer es que dado que las ¢V son
funciones constantes, el siguiente factor de los operadores bidiferenciales Br .

ﬁ 11 aa (@)1 (b)

i=1 \qer Y@

seré distinto de 0 solamente en el caso en que no aparezca ninguna derivada
parcial, es decir, en aquellas graficas tales que el conjunto de aristas cuyo
blanco es ¢ sea vacio, donde ¢ € {1,...,n}, lo cual es equivalente a que n
aristas tengan como blanco a L mientras que las n restantes a R. Para cada
n, existen un total de 2" graficas de este tipo.

1 2 3 n

L R

Figura 3.4: Una posible grafica con Br . distinto de 0

Notemos también que para un n fijo, todas las posibles gréficas con Br
distinto de 0 se pueden obtener de la grafica Iy tal que t(a;) = L, t(b;) = R,
V 1 < i < n a partir de permutaciones de aristas a; < b; para ciertas
i€ {1,...,n}. Esto implica que los correspondientes pesos de Kontsevich

1 n
wp = W/H /\(d%i A déy,)

n4=1
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satisfacen la relacién
wr = sgn(o)wr, (3.8)

donde o denota a la permutacion que lleva I' en I'y. En [17], pag. 187-193 es
demostrado en términos de integrales que generalizan la expresion anterior
(sobre las llamadas grdficas admisibles) que para la grafica en Gy tal que

t(a1) = L, t(by) = R, la integral

/H A6, A A,

es igual a (27)%/2. El siguiente lema es inmediato de la definicion de peso de
Kontsevich:

Lema 3.4.2. Si una grdfica I' € G,, es la union de 2 grificas I'y € G, s €
Gp,, donde n = ny + ng, entonces se satisface la relacion

n1!n2!

TwpleQ. (39)

wr =

De aqui podemos deducir que para I'y € G,,, su peso de Kontsevich wr,
es igual a 1/(n!2").
Entonces, si fijamos una gréfica I' € GG,,, tenemos que

et X (TE ) (T 52 J oo T

a€l(L) T1(a) a€l'(R)

Notese que estamos tomando la suma sobre todas las posibles funciones I :

{ai,b1,...,a,,b,} — {1,...,m} y un sumando no se anula exactamente
cuando I(a;) # I(b;) Vi. En el caso particular de Ty,

Br,(f,9) Z Ha)I(by) || I(an)I(bn) a"f ang

(933'](&1) al’[ (an) (933'] (b1) le(bn)

Nuestra tltima observacién sera sobre como se relacionan los operadores
Br .y Br,. paraalgin I' € G,,. Aplicar la permutacién o que lleva a I' en I'y
en ¢! (@)(b1) ... cl(an)I(bn) golo cambiara el signo de este coeficiente por sgn (o),
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pues recordemos que los ¢¥’s son coeficientes antisimétricos en i y j, mientras
que los correspondientes factores

1210 7 ()

a€l(L) &EI(Q) a€l'(R) 3I1(a)

toman la forma maéas conveniente
o" o"
) P} )3 P} )
T1(a1) " OTI(an) Trby) """ O%[(by,)

por lo tanto, concluimos que se satisface la relacion

Br . =sgn(o)Br, . (3.10)

Y de las expresiones (3.8) y (3.10) concluimos que

Bn(fu g) = Z wFBF,C(fu g) = Z Sgn2<0>wfoBFo,c(f7 g)

reG, reG,

of g
— 2nwF CI(al)](bl) . CI(an)I(bn)
0 XI: 833[((11) T &B](an) 835[(1,1) te &Ej(bn)
1 $ Hanien .. Hanin) o f g
nl 4 O 1(ar) -+ O1(an) OL1(br) -+ OL1(b)
ahora, tomar todas las posibles funciones I equivale a considerar los indices
U1y« stnsJ1,- - -, Jn variando entre 1 y m y la suma
Z Cilajl . e Cln:]n anf ang

Ti. - OL; T - 0T;
11,J15+8n:Jn 0 u 9 in ) J1 0 Jn

Y entonces tenemos finalmente que

n=1

3] I S T i Toers g
e c e C nyJn J—
ot O0x;, - -+ 0x;, Oxj, -~ 0xj, | n!

'ilvjl:mvinvjn
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=f*mg

.. la formula de Kontsevich se reduce al producto de Moyal. Q.E.D.

3.5. El isomorfismo de Duflo

Sea g un &lgebra de Lie sobre R. Como se mencion6 en las secciones
anteriores, el dual de esta algebra de Lie, g*, es una variedad de Poisson
y la férmula de Kontsevich en este caso involucra una cuantizacion formal
que estd intimamente relacionada con el producto en el &lgebra universal
envolvente de g. Previo al trabajo de Kontsevich, Simone Gutt introdujo un
producto estrella en el haz cotangente a un grupo de Lie G' que se reduce a
un producto estrella en el dual de su correspondiente algebra de Lie. En [10]
y [17] es demostrado que el producto estrella de Kontsevich para C*(g*) es
equivalente al producto estrella de Gutt.

Antes de continuar es necesario un poco de notaciéon: denotaremos por
S(g)? a la subalgebra del algebra simétrica de g formada por polinomios g-
invariantes de g*, es decir, polinomios P tales que [P, g, = 0, donde [, -], es
el paréntesis de Poisson introducido en el ejemplo 4 de la secciéon 1.1.

Un resultado sorprendente que se desprende de lo anterior es que a partir
de este producto estrella (y un isomorfismo demostrado por Kontsevich entre
ciertas cohomologias asociadas a toda variedad de Poisson) es posible cons-
truir el zsomorfismo de Duflo entre el espacio de polinomios g-invariantes de
g* y el centro del algebra universal envolvente de g, un resultado altamente
no trivial de la teoria de algebras de Lie.

Recordemos que el algebra universal envolvente U(g) de un algebra de Lie
g es el cociente del algebra tensorial T'(g) por las relaciones t @y — y @ x =
[z,y]. La inclusion del algebra simétrica S(g) en T'(g) como tensores total-
mente simétricos, seguida de la aplicacion cociente, da lugar al isomorfismo
de espacios vectoriales introducido en la secciéon 1.2.3

Ippw : S(g) — U(g)

1
Tiy Tig =+ Xy, — k! Z To(ir) " Toliz) * " " Lo(iy)

O'Ezk
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la restriccion de Ipgw al espacio de polinomios g-invariantes es un isomor-
fismo de espacios vectoriales, del espacio de polinomios invariantes al centro
del algebra universal envolvente, mas no un isomorfismo de algebras conmu-
tativas. Sin embargo, esto puede ser arreglado introduciendo un intricado
operador en el dlgebra simétrica de g: Sea J € C'*(g) la funcion

sinh(z/2)

J(z) =det(j(ady)),  j(2) = 2 (3.11)

J'/2 su raiz cuadrada, definida en una vecindad de z = 0, e Ig el operador
diferencial en S(g) C C*(g") obtenido al remplazar la variable € g por
la derivada direccional & en J'/2, donde ¢ es la variable dual en g*. El
isomorfismo de Duflo es obtenido al restrigir la composicion

Ippw o Is : S(g) — Ul(g)

a S(g)e.

3.5.1. Un isomorfismo de Cohomologias

Dado que el producto estrella de Kontsevich para un abierto M de R™
es una operacion asociativa en C'°(M)[[t]], el conmutador de esta operacion,
a*b— bxa, la cual denotaremos por 7, dara estructura de algebra de Pois-
son no conmutativa a C>°(M)[[t]]. El producto estrella de Kontsevich posee
una propiedad extremadamente interesante: las cohomologias de ciertos sub-
complejos de los complejos de Hochschild y Chevalley asociados a x y 7 son
1somorfas. En un afan de simplificar la notacion, a lo largo de esta seccion
convendremos que A = C°(M).

Primeramente consideremos la operacion 7 en A[[t]]. Por reduccion, en
particular 7 define un corchete de Lie en A[[t]]/(t™) (el espacio formado por
polinomios con coeficientes en A de grado a lo mas n— 1 o mas precisamente,
el cociente de Al[t]] entre el ideal I formado por series formales de la forma
t"S(t), S(t) € A[[t]]) de tal manera que este espacio es un algebra de Lie
sobre R[t]/(t"). El complejo asociado de Chevalley-Eilenberg con coeficientes
en A[[t]]/(t") admite un subcomplejo formado por las cocadenas que son
derivaciones en cada argumento para la multiplicaciéon conmutativa usual
de A[[t]]/(t"). Denotemos a este complejo por D*(A[[t]]/(t"), ). Definimos
entonces al complejo

D*(A[[t]], m) (3.12)
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como el limite inverso de D*(A[[t]]/(t"),7), n > 2.

Por otro lado, si * es una deformaciéon formal de la multiplicacién en
Ay n > 2, la multiplicacion x define una estructura de R[t]/(t")-algebra
asociativa por reduccion en A[[t]]/(t"). Denotemos por V*(A[[t]]/(t"),*) al
subcomplejo del complejo de Hochschild de A[[t]]/(t") con coeficientes en
Al[t]]/(t") cuyas p-cocadenas poseen operadores p-diferenciales como coefi-
cientes. Definimos al complejo

V*(A[[t]], *) (3.13)

como el limite inverso del sistema de complejos V*(A[[t]]/t", %), n > 2. Si u
denota la multiplicacion conmutativa usual de A[[t]], los complejos (3.12) y
(3.13) estéan provistos de productos cup asociativos que extienden las multipli-
caciones ji y x de sus componentes D? y V? respectivamente. Sus homologias

Hp(Allt]lm), Hy(A[lT]] %)

se tornan en algebras conmutativas graduadas con la multiplicacion indu-
cida por el producto cup. En particular, es claro que la 0-cohomologia del
subcomplejo de Hochschild V*(A[[t]], *) corresponde al centro de A[[t]] bajo
*, mientras que la 0-cohomologia del subcomplejo de Chevalley D*(A[[t]], 7)
corresponde al centro de A[[t]] bajo .

Teorema 3.5.1. (Kontsevich [17]) Sea M un abierto de R™ y A = C>°(M).
Entonces para cada paréntesis de Poisson m en A[[t]], existe un morfismo de
cocadenas canonico

Wr s DA[[t]], m) — V(A[[t], xx)
que induce un isomorfismo de dlgebras
Hp(Al[t]], ) — Hy (A[[]], %)

Por la observaciéon que hemos hecho anteriormente, este teorema implica
que los espacios (Z(A[[t]]), ) v (Z(A][[t]]), *x), con las estructuras de algebra
dadas por el producto cup, siempre seran isomorfos.

3.5.2. Dos isomorfismos

Recordemos que el producto estrella de Gutt posee la propiedad de res-
tringirse a un producto estrella en la subélgebra S(g), es decir, el resultado
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de operar cualesquiera 2 polinomios en g* serd un polinomio en ¢ cuyos coe-
ficientes seran polinomios en g*.

Si consideramos el caso particular en que t = 1, lo anterior es equivalente a
dotar al espacio S(g) de una estructura de algebra no conmutativa a través del
producto estrella; ademas para x1, x5 € g se puede verificar que se satisface

T * Ty — Tg *x X1 = [T1, To]

y por la propiedad universal del algebra universal envolvente concluimos que
existe un isomorfismo de élgebras

Ialg : (U(g)7 ) - (5(9)7*)

tal que L|g = Idy. De aqui podemos recuperar al parametro formal ¢ y ver
que efectivamente, la cuantizaciéon formal de la variedad de Poisson g* es
isomorfa al algebra U,(g), definida como el algebra universal envolvente de g
dotada del corchete ¢[-, -].

Un corolario que se sigue del teorema 3.5.1 es que el centro del &lgebra
universal envolvente de g es canénicamente isomorfo como algebra al alge-
bra (S(g))® de polinomios g-invariantes en g*: el centro de U(g) corresponde
a la 0-cohomologia del subcomplejo de Hochschild de U(g) dotado del pro-
ducto cup estandar, mientras que el algebra S(g)? es la 0-cohomologia del
subcomplejo de Chevalley de S(g).

El morfismo de cocadenas mencionado en el teorema 3.5.1 puede ser apli-
cado ahora y especializado a t = 1 y coeficientes polinomiales. Denotemos
por It a la componente que aplica los campos 0-vectoriales polinomiales (es
decir, los elementos de S(g)) en las 0-cocadenas del complejo de Hochschild
del algebra (S(g), ). Entonces It es un isomorfismo de espacios vectoriales

Iy : S(g) — S(g)

y la restricciéon de esta funcion al dlgebra de polinomios g-invariantes en g*
es un isomorfismo de algebras

S(g)* — Z((S(g), )

si resumimos todo lo anterior, tenemos entonces los siguientes isomorfismos
de espacios vectoriales:

S(g) > S(g) < U(g)
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y hemos visto que son g-invariantes. Sus restricciones son isomorfismos de
algebras:

I I
S(@)® = Z((S(g), %) <= Z(U(g))
lo anterior implica que la restriccion de la funcion

(Lag) ' oI : S(g) — Ul(g)

a S(g)? es un isomorfismo de &lgebras entre S(g)® v Z(U(g)). Kontsevich
demuestra en [17] que este isomorfismo coincide con el isomorfismo de Duflo.
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Apéndice A
gsvT, es un algebra de Lie

En el capitulo 3 construimos un espacio vectorial y lo dotamos de estruc-
tura de algebra de Lie al definir una operacién en los generadores y extenderla
lineal y antisimétricamente a todo el espacio. Sin embargo, hizo falta ver que
nuestra construccion es efectivamente consistente, es decir, se satisfacen las
identidades de Jacobi para todos los generadores.

El objetivo de este apéndice es mostrar lo anterior, y para esto recordemos
que consideramos a dichos generadores en 4 familias: {z;}, {p;}, {l;} e I,
donde 1 <7 < 3. Consideraremos todas las posibilidades en tres casos:

1. Cuando los elementos de las 4 familias aparecen a lo mas una vez,
2. Cuando dos elementos de la misma familia aparecen a la vez,

3. Cuando tres elementos de la misma familia aparecen a la vez.

(1) Para el primer caso, un simple argumento combinatorio nos muestra
que existen 4 posibilidades de considerar tercias de representantes de estas
familias de tal manera que cada representante aparezca a lo més una vez. Asi:

(xzapjr[) :
{mia {pj7 [}} + {pj7 {[73:1}} + {[7 {mlap]}}
= w5 =G g — g Lol + =)
. Eijklk Eijklk
TL2M? L2M?

=0
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(l’i,lj,[)i
{i {;; 13} +{l AT @b} + {1 {xi, 1}
i Z; €ijkX €5 x
= {[> P - §}+{[,Ez]k$k} — Rk _ JkDk +€ijk <p—k — —k>

M? S M?2 M2 S
=0
(pi> lja ]) .
i Al 1Y + {4, AL pit} + {1 A{pi, i} }
Di Z; €iikTk €ijkPk Pk Tk
=15 -t epme} = = — =5 + e (g - ﬁ)
=0
(l’z‘;pj,lk) :
{@i, {pj, e} } +A{ps, {les i} } + {le, {76, 05} }
Ei'l
= {z;, €jupi} + {p), €caxi} + {lx, 0i51 + g l}
Eilmlm € 'lmlm €; 'leklmlm
= €l <5uf+ < ) — €kil (5jl]— ]S )+ . 5
1
= §(€jkl€ilm + €kit€jim + €ij1€kim)lm
=0

la ultima igualdad es la menos obvia de todas las anteriores. Esta se puede
verificar al considerar los tres casos esencialmente distintos: (i) cuando los
tres indices son diferentes, (i) cuando dos de ellos son iguales y (iii) cuando
los tres son iguales.

(2) Cuando aparecen dos elementos de la misma familia, podemos agru-
par convenientemente las posibilidades. En los casos {z;, z;, lx }, {pi, pj, lr },
{li,lj,x1} o {li,lj, pr}, el argumento es el mismo que en el dltimo caso:

(i, x4, 1)
{wi {xy, b} + {2, {le, vt} + {l, {2, 253}

1
= €ju{zi, v} + ewa{xj, v} + Weijl{lka L}

= W(ejkleilm + €kit€jim + €iji€kim)lm = 0



(p’i:pjv lk)

i Aps, U} +{pjs {le, pit} + e, {pispi}}

1
= €juipimi} + ewaip;, m} + ﬁ@'jl{lka L}

= ﬁ(ejkleilm + €kit€jim + €ij1€kim)lm =0

(li,lj,.fk) :

(li7 l]7pk) :

Ahora, pa
(];ia xj ) pk)

{li7 {ljvzk}} + {lj7 {ka l,}} + {:Ek, {liv l]}}
= ejmf{ls, o} + erad{ly, o} + e{ze, i}

= (€jki€itm + €kit€jim + €ij1€kim)Tm =0

= €ju{li.pi} + exally, o} + €ij{p, Ui}
= (€jki€itm + €kil€jim T €iji€kim)Pm = 0

ra las posibilidades restantes,

{1z {xj, prt } + {2, {pks wi}} + {pw, {7, 251}

€kl €ritli 1
= {wi, Ol + JS b=z, 0l — 5 3+ g cinipe b}
T Di €ikl€ilmTm by €T
— 5, <__ ) J—_(gi(_ﬂ__J)
#\g ") T T g W\2 g
€kil€jimTm  €ijl€klmPm
S M2

1
= — (0jk; + 0ki%j + €jki€itmTm + €Lil€jimTm)

S

1
* W(fijlﬁklmpm — 0jkpi — Oip;) = 0
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(pi, pj, k)
{pis s we} ) + {pa» {zr, pi}} + {2, {pi,pj}}
— {ps Sl — l} + {pj, 5l + ! l} + e”l{xk, I}
€kil€itmPm . €ijl€kimTm
i kil g p gl 212
= % (0jkDi + OkiDj + €jki€itmPm + €Rit€jimPm.)
+ %(Eijleklmxm — 0% — Opiz;) =0

estas dos identidades se siguen del hecho que para cualquier v € R3, €31 €kimUm =

5jkvi + 5;%@]- .

(@i, 1)
{r o T4 4 o (10} 4T, o))
= {ro g~y g g sl

2€1jklk 1 €ijklk 1 €ijklk
= i J — 5.7 = —
S M2(”+ S>+M2(’] S) 0

(plvpjal) :

(oo VY + (o AL pY + {1 {pi i)
—4uﬁ——wwp5 53+ L

2¢€ilk €ijklk 1 €ijklk
- _ ] = — &0 J =
Sz 12 (5” S >+ 72 (5” TS ) 0

(li,lj,l) .

{0, 13y + {4, LG + {1 {6, 1}
= {0l;,0} + {l;,0} + € {L, 1} =0

(3) Finalmente cuando aparecen tres elementos de la misma familia,



{wi {xg, o}y + {og, {ze, i} b + {on, {2, 251}
1

= W(Ejkl{xh L} + Ekil{xja L+ Gijl{mky L})

1

= — (€jki€itm + €kit€jim + €ij1€kim)Tm = 0

M

{pi; {pj: o}y + {pj. Aok, 0i}} + {pws {pi, 0 }}

1
= ﬁ(ejkl{pi; U} + exafpj, U} + eij{pr, Ui})
1

= —5 (€jki€itm + €kit€jim + €iji€kim)Pm = 0

L

CRURA S URUNASE S S /NS,
= (eju{li, U} + exaf{ly, U} + €{lk, i})

= (€jpi€itm + €kit€jim + €ij1€kim)lm =0

.. @syr es un algebra de Lie.
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Apéndice B

Sij ¥ lj conmutan con H

Recordemos que

;T
Sij = Pibj +W21—2J
1 2 l2 o L
H = 5 (p + ﬁ +w 72

z;x; 1 12 Tl
{Siy, H} = {pipj +w? 12 a§ (P2 + 72 +w2—1-2]>}

pzl
= {p:i, p}pipr + {pj, i} pivk + {pis lk:} " 1 oy, lk:} .

2
pb;T bix
—|—w2{pz, 2{pj7 WQ{pZa-[}]]_:g _w2{p]7]}?
2 jpk? 9 1pk: w? %lk Izlk
+w {xwpk} +w {xﬁpk} LQ{ lylk} {xjulk}
+w {xl,xk} L {x, z {, I} 5 {x;,
1 l T
— 2w, k}x =Pk L2 200 lk}x Ltk 9T, xk}x L W O g
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_EmPipeli  €upipkli  €mpilkpi  €upilkpi
L2 L? L? L2

2

9 il \ DTk 9 €kl \ pik o (Di Ti\ PjT
v (@'J— > e (W‘ s ) =+ (5-1) F

2
9 (Dj Zi\ DiZ 9 €kl TPk 2 Ejkzll TiPk

QGikszlkIl 2€jkl$ilk$€z 4€ikszIkll 4€jkl$i$€kll

22 Y T e TY e Y Tpn

2

2
A Pi T\ T;T 4 Pj T\ TiT 2 (Tk Pk Lil;jPk
ol (Gp-g) et Gp -9 e (B 5) T

4 ack_p_k TiXj Tk
2w (? M2> 75

SI?

pz’PﬂQ - 5171'33]']92
I

2
w
= = (eikl(pjxk + z;pr)li + € (pizr + xipr)l + 2

2

W
L2]?

+ 22;25(x - p) — (z:p; + Pz‘$j)$2>

(Q‘klfjlkwl + ijlxilkl‘l + T
w4
+ —M2]4 eikl:cj:ckll + ejklxixkll —

20,2;(x - p) — (z:pj —|—p,-xj)x2>
I

=0
la igualdad se sigue de la relacion dada por el invariante de Casimir
Il=xXxp

y las identidades familiares del producto vectorial.



Ahora bien,
1/, 7 o2
{l“H}—{ll,i(p ‘l‘ﬁ‘{'w IE

l; X x?
= {li,pj}pj + {lz‘, lj}L_JQ + WQ{liaxj}[_; - WQ{lz‘a I}ﬁ

Eijkljlk i wg €ijkLj T}

— €ijkDjPk + 12 2

=0.
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Apéndice C

Relaciones de conmutacion de 5;;
y g

92 LIy

€T; 5
{Sij, S} = {pip; + wzl—;,pkpl +w 2

= {pi, pe}pioi + {pis i }0ipe + {pj. v Yoip + {pj, P} Pipk

Py

+w b w5+ s xl}pj -

ple

+ WQ{ ],l’k}

ypk

Q{xzapk}— + wz{xzapl}

+ w2{pj7

2{ i, [}pﬂkml

+w {xj’pk Q{x]apl }2

PilrZ; plﬂfkl"l pkifkfl
= 2 {py PP = 2 {1 p ) P 2 (L)

€XT;x
+w {xzaxk}— +w4{33'1, 4{$],$k} !

xﬂkxl T; T2y

]’5

+w4{xj’ 4{ M[} _2w4{xj’]}

;x5

_2W4{I,l’k} 215 . 4{] }$ iLj Lk
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_ C€kmPiPlm | €itmPiPklm  €jpmPiPilm | €jtmPiPklm
o 2 12 L2 12

S I? S I?

2 Ejkmlm \ Piti o Ejtmlm \ Pit
o (MI_ S ) o (51’1_ S ) I

_ 9.2 (& _ ]ﬁ) PiTeTL o 2 (ﬁ _ pj) il

2 S) I3 2 S) I3

2 Eikmlm Zipi 2 EitmIm TPk

9 Ejkmlm \ TiDl | Ejtmlm \ TiDk

I 92 <ﬁ _ ]ﬁ) TiX;5P1 1 92 (561 pz) TPk

L S I3 L s IE
4 6ikmmjmllm 4 Ez'lmxjxklm (U4 ejkmxixllm w4 6jlmmixklm
M?214 M214 WEIE M?214

4 [Tk Pr \ TiT;T) 4 (Tl bi\ TiZjTy
vt (g - qm) i 2 (5 ap)

o AT P \ LTk o4 (X5 Py Tilgdy
24 (5= 3p) 75 -2 (F - am) B
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=w’ (€ikmOji + €itmOjk + €jkmOit + €jimdik) lm

1
+ ﬁ(eikmpjpj + €itmPiPk + €jkmPiPl + €jimPiPk)lm

2

w
+ —

Ty Tk €T;X) LT} I
L? "

Cikm 75 + Citm =3 + €jkm ™3 + €jim™ T3

2
w l’ . .
+ (ekmw e

(z;pr + pjxr) I
I? m

I2

w? (wipr + pizy) (zipr + pixy)
+ g (Ejka + €jlmT) lm

4w <$i$jpkpz _ pz'pjﬁkﬁz)
S JE I3

;T Tjxy ;T Tixy,
] J 7 3
72 <€ikm7 + Citm ™1 + €ikm 1 + €im 1 L

Y IE IE

2w ( (e +prr)  (Tp; + pir;) )
7 - Ty

S; S;
= (eikm(w%ﬂ + L—JQZ) + Eilm<w25jk + ﬁ)) L,

+ (Ejkm(w25il + L—Ql) + €jim (W 0k + L_§)> b



Por otro lado,

{Sij, I} = {pipj +

Tyl
[27k‘

3593]

- {pza lk}pj + {p]a lk}pz + w2{$“ lk} + w2{x]7 lk} - 2W2{I lk:}

;T 9 TT
= €ikiPjPI T €kiDiPL T Wi~ I + W€ 7

= €S + €S-
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