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I venture to hope, therefore, that my lectures may interest engi
neers, physicists and astronomers as well as mathematicians. If 
one may accuse mathematicians as a class of ignoring the mat
hematical problems of the modern physics and astronomy, one 
may, with no less justice perhaps, accuse physicists and astro
nomers of ignoring departments of the pure mathematics which 
have reached a high degree of development and are fitted to ren
der valuable service to physics and astronomy. It is the great need 
of the present in mathematical science that the pure science and 
those departments of physical science in which it finds its most 
important applications should again be brought into the intimate 
association which proved so fruitful in the work of Lagrange and 
Gauss . 

Felix Klein, The Mathematical Theory 01 the Top, 1897. 
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Introducción

Si bien la forma en que son definidas puede pensarse por completo mo-
derna y abstracta, las álgebras de Poisson son objetos que aparecieron de
manera natural en el estudio de la dinámica de los cuerpos físicos, y es en
este sentido que son conocidas desde hace más de un siglo. Es bien sabido
que el estudio de la mecánica Hamiltoniana hoy en día es para muchos equi-
valente al estudio de la geometría simpléctica, aunque ciertamente un poco
de observación cuidadosa da cuenta de que la estructura fundamental para
determinar un problema mecánico es la estructura de álgebra de Poisson en
el álgebra de funciones sobre la variedad simpléctica en cuestión, y que la
formulación más general posible de este formalismo es en términos de un
álgebra de Poisson conmutativa.

Recientemente, gracias al trabajo de Maxim Kontsevich, la atención ha
sido atraida hacia el estudio de ciertas álgebras de Poisson no conmutativas
que surgen como deformaciones de las anteriores, cuya estructura describe a
una clase de objetos conocidos como observables cuánticas y que aparecen en
una reinterpretación de los primeros programas de cuantización introducidos,
llamada cuantización por deformación. Kontsevich resolvió de manera com-
pleta y satisfactoria el problema central de la cuantización por deformación al
construir un producto estrella canónico sobre el álgebra de funciones de toda
variedad de Poisson, mostrando la sutil conexión existente entre el trabajo de
matemáticos y físicos, muchas veces pensado como dos temas independientes
o sin mucha interacción.

Esta disertación comprende un breve estudio de las álgebras de Poisson y
de como diversas nociones de deformación de estas pueden ser utilizadas para
la solución de problemas de la física matemática. El capítulo 1 está dedicado
a introducir la noción de álgebra de Poisson y las generalidades matemáticas
que serán utilizadas en el desarrollo posterior de este trabajo. También es
introducida aquí la primera de dos nociones de deformación de álgebra de

1



2 ÍNDICE GENERAL

Poisson que consideraremos en este trabajo.
En el capítulo 2 se presenta un álgebra de Poisson conmutativa que corres-

ponde a una deformación de la subálgebra polinomial del álgebra de obser-

vables clásicas, es decir, el álgebra de funciones suaves sobre T ∗(R3). Inter-
pretando a esta como la estructura necesaria para establecer un problema en
mecánica clásica, es planteado y resuelto el problema del oscilador armónico.
Ciertos cálculos que aparecen al resolver los detalles técnicos del problema
se presentan como apéndices al final del trabajo.

En el capítulo 3 se analiza el problema de la cuantización por deforma-
ción; primero es presentada conceptualmente la noción de cuantización por
deformación como un programa de cuantización, luego la formulación alge-
braica de estas ideas y después la solución de Kontsevich para un producto
estrella canónico en toda estructura de Poisson sobre un abierto de R

m. En
base a esto es demostrado que esta fórmula contiene como caso particular al
producto de Moyal y la forma en que el isomorfismo de Duflo, un isomorfismo
conocido en la teoría de álgebras de Lie, puede deducirse de ella.



Capítulo 1

Álgebras de Poisson

1.1. Definiciones básicas, ejemplos

Definición 1.1.1. Consideremos un álgebra
1 A (no necesariamente conmu-

tativa) dotada de una operación que denotamos

{· , ·} : A× A→ A

Decimos que A es un álgebra de Poisson si {· , ·} satisface

(1) Bilinealidad {a, b} es lineal en a y b.

(2) Anticonmutatividad {a, b} = −{b, a}

(3) Identidad de Jacobi {{a, b}, c} = {{a, c}, b} + {a, {b, c}}

(4) Regla de Leibniz {ab, c} = {a, c}b+ a{b, c}

Las condiciones (1)-(3) implican que A es un álgebra de Lie bajo la ope-
ración {· , ·}, que llamaremos de ahora en adelante paréntesis de Poisson. La
condición (4) relaciona el producto del álgebra con el paréntesis de Poisson,
y suele referírsele diciendo que la operación {· , ·} actúa por derivaciones en
A.

Ejemplos:

1. Toda álgebra A puede ser dotada de estructura de álgebra de Poisson
introduciendo como paréntesis de Poisson al conmutador [a, b] := ab−

1Las álgebras consideradas en este trabajo serán asociativas por definición.

3



4 CAPÍTULO 1. ÁLGEBRAS DE POISSON

ba; la bilinealidad de esta operación se sigue de la distrubutividad del
producto en el álgebra y la antisimetría es inmediata de la definición
de conmutador. De

[[a, c], b] + [a, [b, c]] = (ac− ca)b− b(ac− ca) + a(bc− cb) − (bc− cb)a

= (ab− ba)c− c(ab− ba) = [[a, b], c]

se sigue la identidad de Jacobi. Finalmente, de

[a, c]b + a[b, c] = (ac− ca)b+ a(bc− cb) = abc− cab = [ab, c]

se sigue la regla de Leibniz.

2. Funciones en Espacio Fase en n dimensiones. Consideremos al
espacio euclidiano R

2n con coordenadas {q1, . . . , qn, p1, . . . , pn}. El es-
pacio C∞(R2n) junto con el corchete dado por

{f, g} =
n∑

i=1

(
∂f

∂qi

∂g

∂pi

−
∂f

∂pi

∂g

∂qi

)
(1.1)

es un álgebra de Poisson. Los axiomas (1), (2) y (4) se siguen direc-
tamente de las reglas de diferenciación del cálculo de varias variables.
La identidad de Jacobi es menos evidente, pero se verifica facilmente
después de un sencillo cálculo.

3. Funciones en Variedades simplécticas. Una variedad simplécti-
ca es una variedad diferenciable de dimensión par M 2n dotada de una
estructura simpléctica, que es una 2-forma diferencial cerrada y no dege-
nerada ω2 en M 2n. La estructura simpléctica establece un isomorfismo
entre TMx y T ∗Mx, para todo x ∈ M ; para cada covector ω1 ∈ T ∗Mx

existe un único vector η ∈ TMx tal que ω1(ξ) = ω2(η, ξ).

Podemos dotar al espacio C∞(M 2n) de estructura de álgebra de Poisson
de la siguiente manera: Dada una función f ∈ C∞(M 2n), el isomorfismo
I : T ∗Mx → TMx mencionado previamente nos permite asociar a f un
campo vectorial Idf derivado de la 1-forma diferencial df . Definimos
un paréntesis de Poisson como sigue

{f, g} := ω
2(Idf, Idg) (1.2)

los axiomas (1) y (2) se siguen de la definición de forma diferencial y
de propiedades elementales de álgebra lineal. Para verificar los axiomas
(3) y (4) el lector es referido a [2].
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4. Funciones sobre el dual de un álgebra de Lie. Sea g un álgebra
de Lie real de dimensión finita. Es convencional denotar por g

∗ al dual
(sobre R) de dicha álgebra; sea A el álgebra de funciones suaves sobre
g. Dado que el espacio de funciones lineales sobre g

∗ (es decir, el doble
dual de g) es canónicamente isomorfo a g, posee un corchete natural.
Este corchete se extiende a un único paréntesis de Poisson sobre A.
Explícitamente, para f, g ∈ A y x ∈ g

∗, tenemos

[f, g]g(x) = 〈x, [df(x), dg(x)]〉 (1.3)

donde 〈·, ·〉 denota el producto canónico entre vectores y covectores,
pues df(x) y dg(x) son funciones lineales en g

∗ y por lo tanto elementos
de g. Los axiomas (1)-(3) son inmediatos por ser g un álgebra de Lie.
El axioma (4) se sigue de que la derivada exterior satisface la regla de
Leibniz;

〈x, [d(fg)(x), dh(x)]〉 = 〈x, [df(x)g(x) + f(x)dg(x), dh(x)]〉

= 〈x, [df(x), dh(x)]〉g(x) + f(x)〈x, [dg(x), dh(x)]〉

Este último ejemplo será central en el desarrollo posterior de este trabajo,
como puede apreciarse en la sección 3.5, donde es construido el isomorfismo
de Duflo a partir de la cuantización formal de [· , ·]g.

En general, una estructura de Poisson en una variedad diferenciable M
es un paréntesis de Poisson definido en el álgebra de funciones suaves a los
reales C∞(M). Llamaremos variedad de Poisson a toda variedad diferencia-
ble M cuya álgebra de funciones suaves pueda ser dotada de una estructura
de Poisson. Como se verá más adelante en la sección 1.4, cualquier campo bi-
vectorial en una variedad diferenciable determina una estructura de Poisson
y además, toda variedad de Poisson admite una foliación en subvariedades
simplécticas.

1.2. Sobre álgebras de Lie y temas afines

1.2.1. Contracciones y deformaciones de álgebras de Lie

Si g es un álgebra de Lie de dimensión n sobre un campo k (usualmente R

o C) y {x1, . . . , xn} una base de esta, es claro que el corchete de cualesquiera
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dos elementos de dicha base será expresable como una combinación lineal de
estos, es decir,

[xi, xj] = C
k
ijxk

a los escalares Ck
ij se les llama constantes de estructura. La antisimetría del

corchete y la identidad de Jacobi se pueden expresar en términos de cier-
tas ecuaciones entre constantes de estructura como Ck

ij = −Ck
ji y Cm

il C
l
jk +

Cm
jlC

l
ki +Cm

klC
l
ij = 0 respectivamente. Dado que la elección de una base para

un g es altamente arbitraria y su estructura de álgebra de Lie es una ca-
racterística intrínseca, estas constantes poseen una restricción adicional; si
{x′

1
, . . . , x′n} es otra base y x′j = Ai

jxi, entonces C ′k
ijA

l
k = C l

rsA
r
iA

s
j . Es fácil

ver que esta relación entre constantes de estructura es una relación de equi-
valencia, pues la ecuación anterior determina una acción de GL(n, k) en kn3

.
Denotaremos por Ln(k) al espacio de órbitas bajo esta acción con la topo-
logía inducida por el cociente, es decir, al espacio que parametriza todas las
posibles estructuras de álgebra de Lie para el espacio vectorial n-dimensional
sobre el campo k.2

Definición 1.2.1. Una deformación uniparamétrica de un álgebra de

Lie g es una función continua

D : [0, 1] → Ln(k)

donde D(0) corresponde a la clase de constantes de estructura de g. Simi-

larmente, una deformación m-paramétrica de esta álgebra de Lie es una

función continua

D : I
m → Ln(k)

tal que D(0, . . . , 0) corresponde a la clase de constantes de estructura de g.

Definición 1.2.2. Dadas g y g
′
álgebras de Lie, decimos que g

′
es una con-

tracción de g si las relaciones de conmutación de la primera están dadas a

través de las relaciones de la última como

[x, y]′ = ĺım
ǫ→ǫ0

A
−1

ǫ ([Aǫ(x), Aǫ(y)]) (1.4)

donde los Aǫ ∈ GL(n, k) forman una familia de transformaciones lineales no

singulares de g, y ǫ0 es un punto singular de sus inversas A−1

ǫ .

2Este espacio no es necesariamente una variedad diferenciable pues GL(n, k) no es un

grupo compacto; sin embargo en un contexto puramente algebraico, Ln(k) si constituye

una variedad algebraica.
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Debemos notar que la definición de contraccíón de un álgebra de Lie es
un caso particular de la definición de deformación de un álgebra de Lie: sin
embargo hacemos mención de esta definición por su aparición en una gran
variedad de contextos en la física.

Una deformación en un álgebra de Lie induce de manera natural una
deformación en el álgebra de funciones sobre su dual, que como hemos visto
es un álgebra de Poisson; aunque si bien no hemos introducido aún una
definición de deformación de un álgebra de Poisson, será precisamente esta
noción, en el contexto de álgebras de funciones sobre el dual de un álgebra
de Lie, la que consideraremos en el siguiente capítulo.

Es importante notar que siempre existen al menos dos contracciones tri-
viales de un álgebra de Lie: el álgebra de Lie abeliana, para la cual las rela-
ciones de conmutación son todas iguales a 0 y el álgebra de Lie misma, para
la cual las relaciones de conmutación permanecen sin cambio. Cualquier otra
contracción aparecerá en algún lugar intermedio entre estas dos.

1.2.2. El Álgebra Universal Envolvente

Recordando uno de los ejemplos anteriores, es posible asociar a cada álge-
bra A un álgebra de Lie AL definiendo una operación a través del conmutador
de dos elementos [a, b] = ab − ba. El álgebra universal envolvente de un ál-
gebra de Lie g juega una suerte de papel inverso a este hecho en el sentido
de que esta es el álgebra con unidad A "más general"(en el sentido de uni-
versalidad) tal que el álgebra de Lie AL contiene a g como subalgebra de
Lie.

Definición 1.2.3. Un álgebra universal de un álgebra de Lie g es un

álgebra U(g) junto con una función φ : g → U(g) tal que

1. φ es un homomorfismo de álgebras de Lie, es decir, es lineal y

φ([x, y]) = φ(x)φ(y) − φ(y)φ(x)

2. Si A es cualquier álgebra con unidad y α : g → A es cualquier homo-

morfismo de álgebras de Lie, entonces existe un único homomorfismo
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de álgebras β tal que α = β◦φ, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

g
α

- A

U(g)

φ

?

β

-

Es claro que si U(g) existe, será única salvo isomorfismo, y podremos
entonces hablar de el álgebra universal de g. Llamaremos a esta álgebra
el álgebra universal envolvente. Mostraremos a continuación la manera de
construirla.

El álgebra tensorial de un espacio vectorial V es la solución al problema
universal para funciones de V en un álgebra, es decir, es un álgebra T (V )
junto con una función lineal ψ : V → T (V ) tal que para cualquier función
lineal α : V → A de V en un álgebra A, existe un único homomorfismo de
álgebras β : T (V ) → A tal que α = β ◦ ψ.

Si denotamos3

T
n(V ) = V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

n factores

dadas las propiedades del producto tensorial, podemos definir una multipli-
cación T n(V ) × Tm(V ) → T n+m(V ) a través de

(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) · (wi ⊗ · · · ⊗ wm) := v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ wi ⊗ · · · ⊗ wm

lo cual nos permite definir una estructura de álgebra en
⊕

T n(V ), que contará
con la propiedad universal mencionada arriba. Definimos entonces

T (V ) :=
⊕

N

T
n(V ) (1.5)

Ahora, en el caso en el que V = g, podemos considerar al ideal bilateral I
en T (g) generado por los elementos de la forma [x, y]−x⊗y+y⊗x; entonces

U(g) := T (g)/I (1.6)

3siendo T 0(V ) = k, el campo base.
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es claramente un álgebra universal para g por construcción, pues dada un
álgebra A, cualquier homomorfismo entre g y A (pensada como álgebra de
Lie AL) se extiende de manera única a un homomorfismo de álgebras β :
T (g) → A cuyo kernel contendrá a I por provenir de un homomorfismo de
álgebras de Lie.

Un caso particular de álgebra universal envolvente es el álgebra simétrica

S(g), correspondiente al caso en el que el corchete de g es 0 para cualquier
pareja de elementos; su importancia se percibe en el hecho de que es muy
fácil construir una base para esta álgebra, pues si {x1, . . . , xn} es una base
para g, S(g) ∼= k[x1, . . . , xn], es decir, el álgebra simétrica de un álgebra de
Lie abeliana es isomorfa al anillo de polinomios en las indeterminadas dadas
por los elementos de una base de dicha álgebra. Esto es claro al considerar
la construcción de S(g) a través del álgebra tensorial T (g), pues en este caso
el ideal bilateral I estará generado por elementos de la forma x⊗ y − y ⊗ x,
y el hecho de que S(g) = T (g)/I nos dice que el álgebra simétrica será un
álgebra conmutativa y graduada, de tal manera que cada subespacio Sk(g)
estará generado por los monomios

xi1 ⊗ · · · ⊗ xik

donde los xi’s son elementos de una base para g. Dado que no importa el
orden en el cual estos son considerados en un determinado monomio, el ho-
momorfismo generado por

xi1 ⊗ xi2 ⊗ · · · ⊗ xik 7→ xi1xi2 · · · xik

será un isomorfismo entre S(g) y k[x1, . . . , xn].

1.2.3. El teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt

El teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt es un resultado fundamental en la
teoría de álgebras de Lie, pues nos permite caracterizar al álgebra universal
envolvente de una cierta álgebra de Lie g, a través del álgebra simétrica de
esta última, la cual como hemos visto, posee una base muy fácil de caracte-
rizar.

Dada un álgebra de Lie g, es posible construir un álgebra graduada en
términos de su álgebra universal envolvente: definimos Un(g) como el sub-
espacio de U(g) generado por productos de a lo más n elementos de g, es
decir,

φ(xi1) · · ·φ(xik) k ≤ n
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donde cada uno de los índices i1, . . . , ik está parametrizado por los elementos
de g. Por ejemplo, U0(g) = k y U1(g) = k⊕φ(g). Las siguientes relaciones se
verifican directamente de la definición:

Un(g) ⊂ Un+1(g)

Um(g) · Un(g) ⊂ Um+n(g)

Entonces definimos
grn(U(g)) := Un(g)/Un−1(g) (1.7)

y el espacio
gr(U(g)) :=

⊕

n∈N

grn(U(g)) (1.8)

al cual dotamos de estructura de álgebra graduada con la multiplicación

grm(U(g)) × grn(U(g)) → grm+n(U(g))

inducida por la multiplicación en U(g).
Si a ∈ Un(g), podemos expresarlo en la forma

a =
∑

ik≤n

ckφ(xi1) · · ·φ(xik)

y si a denota la imagen de a bajo la proyección Un(g) → grn(U(g)) entonces

a =
∑

ik≤n

ckφ(xi1) · · ·φ(xik)

es decir, como álgebra, gr(U(g)) es generada por los elementos φ(x) tales que
x ∈ g. Dado que

φ(x)φ(y) − φ(y)φ(x) = φ([x, y]) ∈ gr
1
(U(g))

entonces el lado izquierdo de esta igualdad es identicamente 0 en gr
2
(U(g)).

Esto prueba que gr(U(g)) es un álgebra conmutativa. Entonces, por la pro-
piedad universal del álgebra simétrica, existe un único homomorfismo de
álgebras

w : S(g) → gr(U(g))

que extiende a la función lineal

g → gr(U(g)) x 7→ φ(x)
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este homomorfismo es suprayectivo ya que los elementos φ(x) generan a
gr(U(g)).

El teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt afirma que

w : S(g) → gr(U(g)) es un isomorfismo. (1.9)

aunque la forma en que suele ser enunciado clásicamente es la siguiente:
consideremos una base {xi} de g, i ∈ I, donde I es un conjunto totalmen-
te ordenado. Como gr(U(g)) es conmutativa, podemos reordenar cualquier
producto de φ(xi) de forma creciente. Esto muestra que los elementos

xM := φ(xi1) · · ·φ(xik), M = (xi1, . . . , xik), i1 ≤ · · · ≤ ik

generan a U(g) como espacio vectorial.

Teorema 1.2.4. (Poincaré-Birkhoff-Witt) Los elementos xM forman una

base para U(g).

Para la demostración, el lector es referido a [25]. En particular podemos
notar que φ : g →֒ U(g) es una función inyectiva, y podemos por lo tanto
identificar a g como subespacio de U(g). En este sentido cualquier elemento
de U(g) se podrá expresar como una combinación lineal de productos de
elementos de g. Si convenimos denotar por xi ◦ xj al producto en U(g) de
xi, xj ∈ g, lo anterior es equivalente a que todo elemento tome la forma

∑

k∈N

∑
ci1···ikxi1 ◦ · · · ◦ xik

Dado que los elementos de la forma xi1xi2 · · · xik con i1 ≤ · · · ≤ ik forman
una base para S(g), el teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt implica que S(g)
y U(g) son isomorfos como espacios vectoriales. Si tenemos en cuenta la
identificación g ⊂ U(g) mencionada previamente, la forma explícita de este
isomorfismo, al que llamaremos IPBW, viene dada por

xi1xi2 · · · xik 7→
1

k!

∑

σ∈Σk

xσ(i1) ◦ xσ(i2) ◦ · · · ◦ xσ(ik) (1.10)

donde Σk denota al grupo simétrico de k elementos.
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1.3. Dos teorías de Cohomología

Como hemos visto, las álgebras de Poisson poseen dos productos y po-
demos pensarlas en particuar como álgebras asociativas o como álgebras de
Lie. Para cada una de estas dos estructuras es posible asociar un complejo de
cocadenas y consecuentemente un anillo de cohomología, la cohomología de

Hochschild y la cohomología de Chevalley respectivamente, los cuales serán
de gran utilidad en el capítulo 3 e introducimos a continuación.

Si A es un álgebra sobre un campo k y N un A-bimódulo, considerare-
mos los espacios Hom(

⊗
nA,N) cuyos elementos son funciones n-lineales del

álgebra en N
L :

⊗

n

A→ N.

Podemos introducir un operador cofrontera entre estos espacios a través de
la fórmula

(∂n
hL)(x0, x1, . . . , xn) := x0L(x1, . . . , xn)

+
n∑

i=1

(−1)i
L(x0, . . . , xi−1xi, . . . , xn) + (−1)n+1

L(x0, x1, . . . , xn−1)xn

Si además consideramos la función

∂
0

h : N → Hom(A,N) (∂0

hv)(x) := xv − vx

es posible demostrar que para toda n ≥ 0 se satisface ∂n+1

h ◦ ∂n
h = 0 y por lo

tanto que (H∗, ∂∗h), es decir

H
0

∂0

h−→ H
1

∂1

h−→ H
2

∂2

h−→ H
3 → · · ·

es un complejo de cocadenas, donde H0 := N y Hn = Hom(
⊗

nA,N). La
cohomología de este complejo es conocida como cohomología de Hochschild
de un álgebra A sobre el bimódulo N . En particular nos interesa el caso en
que N = A; seguiremos la convención de denotar a la cohomología de este
complejo por HH∗(A,A).

Por otro lado, una herramienta de gran utilidad que podemos asociar a
toda álgebra de Lie g es la cohomología de Chevalley ; las n-cocadenas en este
caso son funciones n-lineales antisimétricas de g en un g-módulo N

F :
n∧

g → N
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y el operador cofrontera de Chevalley ∂c es definido en una n-cocadena F

como

(∂n
c F )(x0, x1, . . . , xn) :=

n∑

i=0

[xi, F (x0, . . . , x̂i, . . . , xn)]

+
∑

i<j

(−1)i+j
F ([xi, xj], x0, . . . , x̂i, . . . , x̂j, . . . , xn)

donde x̂i denota que xi debe ser omitido. Puede demostrarse que para toda
n ≥ 0, ∂n+1

c ◦∂n
c = 0, es decir, (C∗, ∂∗c ), donde C0 = N y Cn = Hom(

∧n
g,N)

es un complejo de cocadenas, llamado complejo de Chevalley-Eilenberg. La
cohomología de Chevaley (denotada por H∗

c (g,N)) es la cohomología de este
complejo.

1.4. El modelo matemático de la mecánica Ha-

miltoniana

El formalismo Hamiltoniano es una reformulación de la mecánica clásica
introducida en 1833 por W. R. Hamilton, surgida a partir del llamado forma-
lismo Lagrangiano y que en términos vagos podría describirse como el estudio
de la dinámica en el llamado espacio fase. Aunque si bien no fue planteado
en el lenguaje moderno de la geometría diferencial, la forma en que fue plan-
teado originalmente es equivalente a introducir al espacio fase como el haz
cotangente sobre una variedad diferenciable N (espacio de configuraciones)
junto con la siguiente 2-forma diferencial:

ω =
n∑

i=0

dqi ∧ dpi (1.11)

donde q1, . . . , qn son coordenadas locales en un abierto U de N y p1, . . . , pn las
correspondientes coordenadas de (Rn)∗ en una trivialización del haz cotan-
gente sobre U . Esta 2-forma está bien definida, y es claramente cerrada (es
exacta) y no degenerada.

Los enfoques contemporaneos del formalismo Hamiltoniano involucran
la introducción de una variedad simpléctica M como espacio fase. Como se
mencionó previamente en el ejemplo 3 de la sección 1.1, la forma simpléctica
establece un isomorfismo entre los espacios tangente y cotangente para cada
punto de M . A través del isomorfismo inverso la forma ω corresponde a
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un campo bivectorial, es decir, una sección c del haz (Ω2(M))∗ con cierta
propiedad adicional que mencionaremos en la siguiente sección. En un sistema
generalizado de coordenadas la forma ω y el bivector c se expresan en la forma

ω =
∑

i,j

ωijdx
i ∧ dxj

, c =
∑

i,j

c
ij ∂

∂xi
∧

∂

∂xj

donde ωij : M → R y cij : M → R son funciones indexadas por i y j que para
cada punto x ∈M , forman matrices antisimétricas e inversas una de la otra.
A un sistema de coordenadas q1, . . . , qn, p1, . . . , pn en donde la forma ω tome
la forma (1.11) se le llama sistema de coordenadas canónicas. El teorema de
Darboux garantiza la existencia local de dichos sistemas de coordenadas.

Las cantidades físicas u observables son identificadas con funciones sua-
ves en M (como posición, momento lineal, momento angular...) y forman el
espacio C∞(M). Con respecto a la multiplicación usual, C∞(M) posee estruc-
tura de álgebra conmutativa. Hemos visto también que es posible introducir
un paréntesis de Poisson en C∞(M), que en las coordenadas generalizadas
consideradas previamente toma la forma

{f, g} =
∑

i,j

c
ij ∂f

∂xi

∂g

∂xj

(1.12)

Un estado del sistema es un funcional lineal positivo y unital en C∞(M) y
corresponde en general a una medida de probabilidad µ enM . Un estado puro
es un punto extremal del espacio de estados; los estados puros corresponden
a medidas concentradas en puntos de M y por lo tanto suele referirseles como
los puntos de M .

La dinámica de un sistema está determinada por la elección de una
función Hamiltoniana H, que en principio puede ser cualquier función en
C∞(M). En la llamada imagen de Hamilton

4, las observables son además
funciones del tiempo y la evolución temporal de una observable f está dada
a partir de la ecuación

ḟ = {f,H} (1.13)

4Existe similarmente la imagen de Liouville en donde las observables solo son funciones

de M mientras que los estados evolucionan temporalmente de tal manera que un estado pu-

ro obedece las ecuaciones de Hamilton. Esta forma de describir la dinámica es equivalente

a la imagen de Hamilton y es utilizada principalmente en la mecánica estadística.
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donde ḟ denota la derivada de f con respecto de t. En particular, para las
coordenadas canonicas qi, pi, obtenemos las ecuaciones de Hamilton

q̇i =
∂H

∂pi

, ṗi = −
∂H

∂qi

Definición 1.4.1. Una función f es llamada integral primera del sistema

correspondiente a la observable H si {f,H} = 0.

Claramente las integrales primeras forman un subespacio vectorial (de
dimensión finita, debido a que la dimensión de M es finita). Además, de la
identidad de Jacobi se sigue que dicho subespacio es una subálgebra de Lie
de C∞(M). La existencia de esta álgebra de Lie g permite introducir al grupo
de Lie G = exp g como el grupo de simetrías del sistema en cuestión.

Como podemos ver, la estructura central en la descripción de un sistema
mecánico es la estructura de Poisson

{f, g} =
∑

i,j

c
ij ∂f

∂xi

∂g

∂xj

en el álgebra de funciones sobre una variedad diferenciable y de la elección
de una función hamiltoniana, ya que la ecuación (1.13) solo depende de es-
tas. Por lo tanto resulta natural extender el formalismo Hamiltoniano de
variedades simplécticas a variedades de Poisson.

1.5. Variedades de Poisson

De manera análoga al haz tangente TM de una variedad diferenciable M ,
podemos asociar, para un n ∈ N fijo, el espacio

∧n
TM :=

⋃
x∈M

∧n
TxM

que posee una estructura natural de variedad diferenciable y más aún, de
haz vectorial sobre M . Un campo n-vectorial en una variedad diferenciable
M es definido como una sección en

∧n
TM . De acuerdo a la notación están-

dar, Γ(
∧n

TM) representa el espacio de campos n-vectoriales en la variedad
diferenciable M .

Hay una gran sutileza que podemos intuir de la sección anterior, y es que
cualquier campo bivectorial c ∈ Γ(

∧
2
TM) determina de manera canónica

una estructura bilineal y antisimétrica en C∞(M) a través de la fórmula

{f, g} = 〈c, df ∧ dg〉 (1.14)
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de la cual la ecuación (1.12) no es más que su expresión en un sistema de
coordenadas locales. Un cálculo muestra que además se satisface la regla de
Leibniz:

{fg, h} = 〈c, d(fg) ∧ dh〉 = 〈c, (df · g + f · dg) ∧ dh〉

= 〈c, df ∧ dh〉g + f〈c, dg ∧ dh〉 = {f, h}g + f{g, h}

¿se satisfará la identidad de Jacobi? En general, la respuesta es no, aunque
puede demostrarse [11] que esta propiedad es equivalente a la anulación de c
consigo mismo bajo el corchete de Schouten,

[c, c]S = 0

un corchete definido entre cualesquiera 2 campos multivectoriales que gene-
raliza al conmutador de campos vectoriales. Si Xn es un campo n-vectorial
y Xm es un campo m-vectorial, su corchete de Schouten será un campo
(n + m − 1)-vectorial. En general, el corchete de Schouten satisface las si-
guientes propiedades:

1. Anticonmutatividad graduada. Si Xn es un campo n-vectorial y Xm un
campo m-vectorial, entonces

[Xn, Xm]S = −(−1)(n−1)(m−1)[Xm, Xn]S

2. Identidad de Jacobi graduada. Si Xn es un campo n-vectorial, Xm un
campo m-vectorial y Xl un l-campo vectorial, entonces

(−1)(l−1)(n−1)[Xl, [Xm, Xn]S]S + (−1)(m−1)(l−1)[Xm, [Xn, Xl]S]S

+ (−1)(n−1)(m−1)[Xn, [Xl, Xm]S]S = 0

3. Regla de Leibniz graduada. Si Xn es un campo n-vectorial, Xm un cam-
po m-vectorial y Xl un l-campo vectorial, entonces

[Xl, Xm ∧Xn]S = [Xl, Xm]S ∧Xn + (−1)(l−1)m
Xm ∧ [Xl, Xn]S

llamaremos a todo campo bivectorial c que satisfaga [c, c]S = 0 tensor de

Poisson. Tenemos así condiciones suficientes para la construcción de una
estructura de Poisson a partir de un campo bivectorial.
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Recíprocamente, es posible demostrar [20] que las condiciones anteriores
son también necesarias, es decir, que cualquier estructura de Poisson sobre
una variedad diferenciable proviene de un tensor de Poisson. En este sentido
existe una equivalencia entre estructuras de Poisson y el espacio de tensores
de Poisson en toda variedad diferenciable M :

estructuras de Poisson en C∞(M) ⇔ tensores de Poisson en M

y hemos encontrado el contexto más general posible en que un álgebra de
Poisson puede construirse a partir de un esquema diferencial.

Una estructura de Poisson, al igual que una estructura simpléctica, define
un homomorfismo del álgebra de Lie de funciones suaves en M en el álgebra
de Lie de campos vectoriales en M : la derivada de una función g a lo largo
del campo de otra función f es igual a {f, g}. Los campos pertenecientes
a la imagen de este homomorfismo son llamados Hamiltonianos; sus flujos
preservan la estructura de Poisson. De particular importancia resultan ser
las funciones de Casimir:

Definición 1.5.1. Una función de Casimir es una función perteneciente

al centro de C∞(M) bajo {· , ·}. Estas corresponden al kernel del homomor-

fismo mencionado previamente.

En general, si A es un álgebra de Poisson, llamaremos invariante de Casi-

mir a todo elemento c ∈ Z(A) bajo la estructura de álgebra de Lie, es decir,
tal que {c, A} = 0.

La relación entre estructuras de Poisson y estructuras simplécticas queda
de manifiesto en el siguiente teorema. Para esto decimos que 2 puntos en una
variedad de Poisson son equivalentes si existe una curva suave que los una tal
que sea la trajectoria de un campo vectorial hamiltoniano. Los vectores de
campos Hamiltonianos generan un subespacio vectorial del espacio tangente
a cada punto de la variedad de Poisson. Su dimensión es llamada el rango de

la estructura de Poisson en dicho punto.

Teorema 1.5.2. (Teorema de la foliación) La clase de equivalencia de un

punto arbitrario en una variedad de Poisson es una subvariedad simpléctica

de dimensión igual al rango de la estructura de Poisson en dicho punto.

Por tanto toda variedad de Poisson admite una foliación en hojas sim-
plécticas, que a su vez determinan la estructura de Poisson.
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Capítulo 2

El Álgebra de
Snyder-Yang-Leznov

2.1. Construcción del álgebra de Snyder-Yang-

Leznov

Vamos a construir un álgebra de Poisson conmutativa que corresponda a
una deformación triparamétrica del álgebra de polinomios en el espacio fase
de una partícula libre R[x,p] (de acuerdo al tratamiento clásico estándar).
Como sabemos, esta última álgebra poseé estructura de álgebra de Poisson
conmutativa a través del paréntesis de Poisson

{f, g} =
3∑

i=1

(
∂f

∂xi

∂g

∂pi

−
∂f

∂pi

∂g

∂xi

)
.

La manera de proceder se puede esbozar de la siguiente manera: pensaremos
a R[x,p] como el álgebra simétrica de una cierta álgebra de Lie gC y conside-
raremos otra álgebra de Lie gSYL tal que gC pueda obtenerse de esta última
a partir de una contracción. El álgebra de Snyder-Yang-Leznov, ASYL, será
el álgebra de ciertas funciones racionales sobre el álgebra simétrica de gSYL.
El siguiente diagrama ilustra lo anterior:

19



20 CAPÍTULO 2. EL ÁLGEBRA DE SNYDER-YANG-LEZNOV

gSYL

álgebra simétrica
- S(gSYL)

funciones racionales

sobre cierto conjunto
- ASYL

gC

deformación

6

álgebra simétrica
- R[x,p]

deformación

6

Consideremos al espacio vectorial real generado por los elementos xi, pi,
li e I, donde 1 ≤ i ≤ 3, al cual dotamos de 2 estructuras de álgebra de Lie
al construir 2 operaciones {· , ·} a través de las relaciones

{xi, pj} = δijI −
ǫijklk

S
, {li, xj} = ǫijkxk, {I, xi} = pi

M2 −
xi

S
,

{xi, xj} =
ǫijklk

M2 , {li, pj} = ǫijkpk, {I, pi} = pi

S
− xi

L2 ,

{pi, pj} =
ǫijklk

L2 , {li, lj} = ǫijklk, {I, li} = 0.

(2.1)

y

{xi, pj} = δijI, {li, xj} = ǫijkxk, {I, xi} = 0,

{xi, xj} = 0, {li, pj} = ǫijkpk, {I, pi} = 0,

{pi, pj} = 0, {li, lj} = ǫijklk, {I, li} = 0.

(2.2)

y extenderlas a todo el espacio de manera que dichas operaciones sean lineales
y antisimétricas. Un cálculo sencillo demuestra que estas operaciones también
satisfacen la identidad de Jacobi; para esto el lector es referido al apéndice
A. Llamaremos a las álgebras de lie resultantes gSYL y gC respectivamente.
Es claro aquí que el álgebra de Lie gSYL es una deformación triparamétrica
del álgebra de Lie gC, con parámetros 1/L2, 1/M 2 y 1/S (o bien gC es una
contracción de gSYL). Las dimensiones de los inversos de estos parámetros
son area, momento cuadrado y acción, respectivamente. En el segundo caso
los elementos li corresponden físicamente a las 3 componentes del momento
angular e I a la función constate 1.
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Se puede mostrar [18] que el álgebra de Lie (2.1) es isomorfa a o(5), o(1, 4)
y o(2, 3), dependiendo de los signos de L2, M 2 y L2M 2 − S2. La siguiente
tabla hace cuenta de esto:

Cuadro 2.1: El álgebra gSYL según signo de parámetros

Signo de
L2, M 2 y L2M 2 − S2 Álgebra de Lie

L2 > 0, M 2 > 0, L2M 2 − S2 < 0 o(5)
L2 > 0, M 2 > 0, L2M 2 − S2 > 0 o(1, 4)
L2 < 0, M 2 < 0, L2M 2 − S2 > 0 o(1, 4)
L2 < 0, M 2 < 0, L2M 2 − S2 < 0 o(2, 3)

L2 > 0, M 2 < 0 ó L2 < 0, M 2 > 0 o(1, 4)

El álgebra gSYL generada a partir de las relaciones (2.1) es considerada y
estudiada en [18]1; ahí es mostrado que esta posee 2 invariantes de Casimir
independientes, los cuales son2

K2 = I
2 +

x2

L2
+

p2

M 2
−

2p · x

S
− l

2

(
1

S2
−

1

L2M 2

)

K4 = (Il − x × p)2 −
p · l

M 2
+

2(p · l)(x · l)

S
−

x · l2

L2

A fin de obtener el límite correcto en el caso no deformado, fijaremos K2 = 1.
Similarmente fijamos

Il = x × p (2.3)

1Es importante mencionar que esta es en realidad una contracción de un álgebra de Lie

más general, también considerada en [18], correspondiente al problema mecánico relativista

y en donde son considerados 15 generadores; de los 5 adicionales, 2 de ellos corresponden

al tiempo y su momento conjugado, mientras que los otros 3 se interpretan como los

otros 3 generadores de o(1, 3) (los tres primeros corresponden a las 3 componentes del

momento angular clásico, que como puede verse en (2.2) forman un álgebra de Lie isomorfa

a o(3) →֒ o(1, 3)).
2Existen fórmulas explícitas para los invariantes de Casimir como elementos del álgebra

universal envolvente de un álgebra de Lie en el caso en que esta es semisimple; por ejemplo,

si {x1, . . . , xn} es una base para g y {x1, . . . , xn} es su base dual con respecto a la forma

de Killing,
∑

n

i=1
xix

i es conocido como el invariante cuadrático de Casimir.
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esto implica que x · l = p · l = 0 y por lo tanto que K4 = 0. La relación (2.3)
generaliza la definición de momento angular como función de otras variables
en el caso deformado.

La ecuación K2 = 1 con l2 expresado a través de p, x e I puede ser
pensada como la ecuación que define al espacio fase de nuestro sistema diná-
mico. En este sentido, resulta importante mencionar un poco de historia en
torno a esta álgebra: a través de diversas contracciones, S(gSYL) se reduce a
tres álgebras que fueron introducidas a mediados del siglo XX al (intentar)
resolver diversos problemas de la mecánica cuántica y las teorías cuánticas
de campos. La primera de estas es debida a E. Schrödinger y corresponde al
caso en que M 2, S → ∞. Este es el caso más estudiado en la literatura, pues
tal y como se muestra en el trabajo de P. Higgs [16], corresponde al estudio
de la dinámica en el espacio tridimensional de curvatura constante. En este
caso la ecuación K2 = 1 corresponde a la igualdad

I
2 +

x2

L2
= 1.

En el caso en que la curvaura es positiva, esta es la ecuación de S
3×R

3 ⊂ R
7

y el álgebra (2.1) describe la dinámica en la 3-esfera de radio L. las coor-
denadas {xi} se interpretan como la proyección en la coordenada I, aunque
en el trabajo de Higgs son utlizadas las coordenadas gnomónicas, que corres-
ponderían a ciertas qi’s que satisfacen la expresión Iqi = xi.

En 1947, Hartland S. Snyder exhibió un ejemplo de un espacio-tiempo
discreto e invariante ante el grupo de transformaciones de Lorentz al intro-
ducir un álgebra isomorfa a la correspondiente contracción L2, S → ∞ [24];
sin embargo, este modelo no era invariante ante el grupo de transformacio-
nes de Poincaré, que generaliza al de Lorentz al considerar traslaciones y
es el grupo ante el cual debería ser invariante cualquier teoría física relati-
vista válida. Esto motivó a que ese mismo año, C. N. Yang considerara el
caso correspondiente a la contracción S → ∞ al introducir un ejemplo de
espacio-tiempo discreto que si era invariante ante el grupo de Poincaré [27].

En un sentido púramente físico, la introducción del tercer parámetro S

tiene la propiedad de romper la simetría de las ecuaciones de movimiento
ante el cambio de sentido del tiempo; si cambiamos el signo de las funciones
pi, lj y el paréntesis de Poisson simultaneamente, se puede observar que
las relaciones de conmutación no se preservan, invirtiéndose el signo de los
términos que contienen a dicho parámetro.
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Definición 2.1.1. Consideremos el conjunto multiplicativo I formado por

los monomios de la forma Ik, k ∈ N. Definimos el álgebra de Snyder-Yang-
Leznov como el campo de fracciones de S(gSYL) sobre I,

ASYL := I
−1

S(gSYL) (2.4)

es decir, un elemento de ASYL es de la forma a/Ik
, donde a ∈ S(gSYL).

La motivación para construir esta álgebra de la presente manera viene
de la correspondencia de coordenadas en el caso de Higgs, pues como se
ha mencionado anteriormente, las coordenadas qi en las cuales trabaja (y
resuelve satisfactoriamente) los problemas del oscilador armónico y de Kepler
en el espacio de curvatura constante son tales que

Iqi = xi

El problema de Kepler en el álgebra de Snyder-Yang-Leznov es resuelto en
[19]. En la siguiente sección plantearemos y resolveremos el problema del
oscilador armónico en esta álgebra, donde por esto se entiende encontrar a
sus generadores xi, pj, lk e I como funciones de t a partir de las ecuaciones
determinadas por (1.13).

2.2. El Oscilador Armónico

2.2.1. La simetría escondida del problema

El problema clásico del oscilador armónico isotrópico tridimensional está
determinado a través de la función Hamiltoniana3

H =
1

2
(p2 + ω

2
x

2)

donde p2 y x2 son las normas al cuadrado de los vectores p y q cuyas com-
ponentes pi, xi, 1 ≤ i ≤ 3 constituyen las coordenadas del espacio fase,
y ω es una constante que representa la velocidad angular característica del
oscilador.

En 1956, George A. Baker [4] relacionó el problema cuántico sobre la
dege-neración de los niveles de energía del oscilador armónico isotrópico n-
dimensional con una simetría escondida de la función Hamiltoniana, misma

3Convendremos de ahora en adelante que la masa del oscilador es igual a 1.
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que no había sido descubierta dado que la naturaleza de esta no radica en
la geometría del problema (como por ejemplo lo es la simetría rotacional
del oscilador) sino una simetría en el espacio fase, referida entonces como
simetría dinámica.

La simetría en cuestión está representada por el grupo de Lie SU(3),
aunque en este caso presentaremos su versión infinitesimal, es decir, a través
del álgebra de Lie su(3). Consideremos la familia de funciones4

Sij = pipj + ω
2
xixj (2.5)

donde 1 ≤ i, j ≤ 3. Utilizando el paréntesis de Poisson clásico, podemos
verificar que estas funciones conmutan con la función Hamiltoniana. Similar-
mente, las 3 componentes del momento angular5

lk = ǫijkxipj (2.6)

conmutan con la función Hamiltoniana. Esto es una consecuencia de la si-
metría rotacional del problema, pues a través del paréntesis de Poisson, el
momento angular actua como generador infinitesimal de rotaciones, como
puede apreciarse en el álgebra (2.2). Las componentes del momento angular
forman un álgebra de Lie isomorfa a su(2) ∼= o(3).

La simetría de su(3) aparece al considerar las funciones

Nij =
1

ω

(
Sij −

1

3
Skkδij

)
(2.7)

que claramente conmutan con la función Hamiltoniana. Dado que para cada
valor en su dominio, estas funciones constituyen los elementos de una matriz
simétrica de traza 0, solo 5 de ellas son independientes. Su paréntesis de
Poisson resulta ser

{Nij, Nkl} = (ǫikmδjl + ǫilmδjk + ǫjkmδil + ǫjlmδik)lm (2.8)

Dado que
{Nij, lk} = ǫiklNjl + ǫjklNil (2.9)

estas 5 funciones, junto con las 3 componentes del momento angular, consti-
tuyen los 8 generadores de su(3) 6.

4También llamadas Tensor de Fradkin en la jerga física.
5Seguiremos de ahora en adelante la convención de representar sumas a través de índices

repetidos.
6Estas relaciones de conmutación pueden parecer no estándares; la manera usual de
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2.2.2. El oscilador en ASYL

Hemos visto que en el caso no deformado, resolver el problema del oscila-
dor armónico implica considerar una función Hamiltoniana cuyas integrales
primeras conformen al álgebra de Lie su(3). En este sentido, resolver el pro-
blema del oscilador armónico en ASYL estará fundamentado en la introducción
de una función Hamiltoniana que 1) preserve dicha simetría y 2) genere el
límite correcto al considerar el caso L2,M 2, S → ∞.

Consideremos la familia de funciones

Sij = pipj + ω
2
xixj

I2
(2.10)

donde 1 ≤ i, j ≤ 3. En el apéndice C se muestra que las relaciones de
conmutación de estas funciones resultan ser:

{Sij, Skl} = ǫikmlm

(
ω

2
δjl +

Sjl

L2

)
+ ǫilmlm

(
ω

2
δjk +

Sjk

L2

)

+ǫjkmlm

(
ω

2
δil +

Sil

L2

)
+ ǫjlmlm

(
ω

2
δik +

Sik

L2
)

)
(2.11)

Curiosamente, a pesar de la introducción de los parámetros M 2 y S con
respecto al caso considerado por P. Higgs [16], las relaciones de conmutación
aquí obtenidas son exactamente las mismas a las encontradas por él. En este
sentido la técnica introducida por Higgs para mostrar que aún es posible
construir al álgebra de Lie su(3) a partir de Sij y lk se sigue textualmente
aquí. Básicamente, la afirmación de Higgs es que la subálgebra de Poisson
cuadrática generada por Sij y lk posee una base en la cual las relaciones
de conmutación se vuelven lineales, y por lo tanto puede ser pensada como
álgebra de Lie, precisamenete isomorfa a su(3).

Consideremos la siguiente función Hamiltoniana:

H =
1

2

(
p

2 +
l2

L2
+ ω

2
x2

I2

)
(2.12)

esta función posee las siguientes tres propiedades:

definir al álgebra de Lie su(3) es en términos de matrices complejas 3x3 antihermiteanas de

traza 0 con el corchete dado por el conmutador de matrices. Si definimos convenientemente

Lij = ǫijklk e identificamos a la familia de funciones Nij +
√
−1Lij con dichas matrices, las

relaciones de conmutación dadas por el paréntesis de Poisson resultan ser exactamente las

mismas que las obtenidas con el conmutador de matrices. Sin embargo, en un afán de ser

congruentes con la notación convenida, se han dejado las relaciones en la presente forma.
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1. En el caso en que ω = 0, obtenemos la función Hamiltoniana corres-
pondiente al movimiento libre tal y como es presentada en [19]

2. Dada la interpretación de las coodenadas xi mencionada previamente,
el término

ω
2
x2

I2

corresponde al potencial del oscilador en el caso en que M 2, S → ∞,
tal y como se puede corroborar en [16].

3. Como se muestra en el apéndice B, esta función conmuta con las fun-
ciones Nij = 1

ω

(
Sij −

1

3
δijSmm

)
y las tres componentes del momento

angular lk, que constituyen los generadores del álgebra de Lie su(3)
como subálgebra de ASYL.

Por ende las ecuaciones de movimiento ḟ = {f,H} resultan ser:

ẋi = 1

I

((
1

L2 −
ω2

M2I2

)
(x · p) − 1

S

(
p2 − ω2 x2

I2

))
xi −

1

I

(
I2 + x2

L2 −
x·p

S

)
pi

ṗi = ω2

I3

(
I2 + x2

L2 −
x·p

S

)
xi

l̇i = 0

İ =
(

1

L2 −
ω2

M2I2

)
(x · p) − 1

S

(
p2 − ω2

I2 x2

)

(2.13)

2.2.3. Solución del caso unidimensional

Antes de resolver el sistema de ecuaciones (2.13) mostraremos la solución
del problema análogo en el caso unidimensional, es decir, cuando solo tenemos
las variables x, p e I (l es idénticamente 0 claramente). En este caso la función
Hamiltoniana es igual a

H =
1

2

(
p

2 + ω
2
x2

I2

)

y por ende las ecuaciones de movimiento son las siguientes:
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ẋ = Ip − 2 x2

SI3 = 2 px2

M2I3

ṗ = ω2

I3

(
I2 + x2

L2 −
xp

S

)
q

İ =
(

1

L2 −
ω2

M2I2

)
xp − 1

S

(
p2 − ω2

I2 x2

)
(2.14)

Si introducimos la variable q = x/I, la función Hamiltoniana toma la
forma de un polinomio cuadrático en p y q, mientras que las ecuaciones
toman la forma

q̇ =
(
1 + q2

L2 −
pq

SI

)
p

ṗ = −ω2

(
1 + q2

L2 −
pq

SI

)
q

İ = 1

S
(p2 − ω2q2) −

(
1

L2 −
ω2

M2I2

)
pqI

(2.15)

Estas tres ecuaciones se encuentran acopladas; sin embargo, podemos
hacer uso de 2 funciones que conmuten con la función Hamiltoniana de tal
suerte que su valor sea una constante, para expresar a I como función de p y
q, I(p, q), y a p como función de q, y la primera ecuación adquiera entonces
la forma q̇ = f(q). Estas cantidades serán la Hamiltoniana misma

1

2
(p2 + ω

2
q
2) = cte = E

y el segundo invariante de Casimir

I
2

(
1 +

q2

L2

)
+

p2

M 2
−

2pqI

S
= 1, (2.16)

de la primera ecuación tenemos que

p =
√

2E − ω2q2 (2.17)

y haciendo uso de esta podemos expresar a I como función de q:

I =
1(

1 + q2

L2

)
(

q
√

2E − ω2q2

S
±
√

aq4 + bq2 + c

)
(2.18)
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donde

a = −ω
2

(
1

S2
−

1

L2M 2

)
, b =

1

L2
+

ω2

M 2
+2E

(
1

S2
−

1

L2M 2

)
, c = 1−

2E

M 2

de tal manera que tenemos entonces

dq

dt
=

(
1 +

q2

L2

)(√
2E − ω2q2 −

q(2E − ω2q2)

q
√

2E − ω2q2 ± S
√

aq4 + bq2 + c

)

(2.19)
con lo que se ha reducido nuestro problema a resolver una ecuación diferencial
ordinaria de primer orden. Para esto observemos que

dt =
dq

(
1 + q2

L2

)(√
2E − ω2q2 − q(2E−ω2q2)

q
√

2E−ω2q2
±S

√
aq4+bq2+c

)

=
q
√

2E − ω2q2 ± S
√

aq4 + bq2 + c(
1 + q2

L2

)(
±S
√

(aq4 + bq2 + c)(2E − ω2q2)
)dq

=
dq(

1 + q2

L2

)√
2E − ω2q2

±
qdq

S

(
1 + q2

L2

)√
aq4 + bq2 + c

y la solución de la ecuación se expresa en términos de la función implícita

t − t0 =
1

ρ
arctan

(
ρq√

2E − ω2q2

)
±

L2 ln(L2 + q2)

2S
√

aq4 + bq2 + c
(2.20)

donde ρ =
√

2E
L2 + ω2.

Finalmente podemos hacer uso de la ecuación p2 + ω2q2 = 2E para en-
contrar una solución p = p(t), el segundo invariante de Casimir para I = I(t)
y de aquí tenemos

x = q(t)I(t) = x(t).
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2.2.4. Solución del caso general

De forma análoga al caso unidimensional, resolveremos el problema tri-
dimensional introduciendo las coordenadas de Higgs qi = xi/I. En este caso
la función Hamiltoniana toma la forma

H =
1

2

(
p

2 + ω
2
q
2 +

l2

L2

)
(2.21)

y por ende las ecuaciones de movimiento serán

q̇i =
(
1 + q2

L2 −
q·p

SI

)
pi

ṗ = −ω2

(
1 + q2

L2 −
q·p

SI

)
qi

İ = 1

S
(p2 − ω2q2) −

(
1

L2 −
ω2

M2I2

)
(q · p)I

(2.22)

Ya sabemos que la función Hamiltoniana poseé la simetría de su(3), y
usa-remos este hecho para determinar la ecuación de la órbita.

Primeramente, como el momento ángular es una constante de movimiento
en este problema, el movimiento del oscilador en las coordenadas qi ocurrirá
en un plano; podemos entonces sin perdida de generalidad (dado que R

3

es un espacio homogeneo, es decir, la acción de SO(3) es transitiva en R
3)

suponer que el momento angular es un vector cuyas 2 primeras coordenadas
son iguales a cero, lo cual es a su vez equivalente a suponer que las funciones
coordenadas q3 y p3 son identicamente 0, como se puede verificar después de
sencillas manipulaciones algebraicas.

Ahora, las tres funciones

S11 = p
2

1
+ ω

2
q
2

1
, S22 = p

2

2
+ ω

2
q
2

2
y S12 = p1p2 + ω

2
q1q2 (2.23)

son también constantes de movimiento; fijando sus valores como E11, E22 y
E12, después de cierta manipulación obtenemos la expresión

ω
2(E22q

2

1
+ E11q

2

2
− 2E12q1q2) = E11E22 − E

2

12

Por otro lado, el cuadrado del momento angular es también expresable
en términos de estas constantes como ω2l2 = E11E22 −E2

12
; la expresión para

la órbita del oscilador toma entonces la forma
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E22q
2

1
+ E11q

2

2
− 2E12q1q2 = l

2 (2.24)

que es la ecuación de una elipse en el plano determinado por q1 y q2. Aplicando
una rotación en este plano, podemos encontrar nuevas coordenadas q′

1
y q′

2

tales que la ecuación de esta elipse tome la forma

q′2
1

A2
+

q′2
2

B2
= 1. (2.25)

Puede verificarse facilmente que dicha rotación corresponde a un ángulo θ0

tal que

tan(2θ0) =
2E12

E22 − E11

y en este caso los respectivos valores de A y B serán

A =
1

ω

√
E11 + E22 −

√
(E11 + E22)2 − 4ω2l2

2

B =
1

ω

√
E11 + E22 +

√
(E11 + E22)2 − 4ω2l2

2

Antes de continuar, haremos mención a un hecho que será de gran utilidad
más adelante, y que es válido para cualquier sistema que presente las simetrías
(2.23). Un poco de manipulación a estas ecuaciones nos permite expresar a p1

y p2 como una combinación lineal de q1 y q2: al multiplicar las dos primeras
por q2 y q1 respectivamente obtenemos

S11q2 = p
2

1
q2 + ω

2
q
2

1
q2

S22q1 = p
2

2
q1 + ω

2
q
2

2
q1.

Similarmente, al multiplicar la tercera ecuación por q1 y q2 obtenemos

S12q1 = p1p2q1 + ω
2
q
2

1
q2

S12q2 = p1p2q2 + ω
2
q1q

2

2
.

Recordemos que en el caso en cuestión l = l3 = q1p2 − q2p1. Entonces con-
cluimos que

p1 =
1

l
(E12q1 − E11q2) (2.26)

p2 =
1

l
(E22q1 − E12q2) (2.27)
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Ahora solo tenemos que ver como se tranforman las ecuaciones de movi-
miento; primero observemos que

q̇
′

1
= cos θ0q̇1 − sin θ0q̇2 =

(
1 +

q2

L2
−

q · p

SI

)
(cos θ0p1 − sin θ0p2)

como el cambio de coordenadas es una transformación ortogonal, tendremos
que q2 = q′2; de manera análoga

p
2 = E11 + E22 − ω

2
q
2 = E11 + E22 − ω

2
q
′2
.

Similarmente, es posible expresar al producto escalar de q y p, q ·p como
función de q′

1
y q′

2
; esta resulta ser

q · p =
1

l
(
√

(E11 + E22)2 − 4ω2l2)q′
1
q
′

2
.

Como nuevamente podemos expresar a I como función de q2, p2 y q · p a
través del segundo invariante de Casimir

I =
1(

1 + q2

L2

)
(

q · p

S
±

√
(q · p)2

S2
−

(
1 +

q2

L2

)(
p2

M 2
−

(
1

S2
−

1

L2M 2

)
l2 − 1

))

y q′
1

y q′
2

satisfacen la ecuación (2.25), todas las expresiones anteriores hacen
que nuestro problema se reduzca a resolver una ecuación diferencial ordina-
ria, la ecuación para q′

1
(aunque claramente también podriamos plantear la

ecuación para q′
2
). Dado que es posible reducir a cuadraturas cualquier ecua-

ción diferencial ordinaria de primer orden, consideraremos nuestro problema
resuelto al determinar esta explícitamente. Fijando α = 1

S2 − 1

L2M2 tenemos
entonces que

q̇
′

1
=

(
1 +

q2

L2

)
· (cos θ0p1 − sin θ0p2)

·




±S

√
(q·p)2

S2 −
(
1 + q2

L2

)(
p2

M2 − αl2 − 1
)

q · p ± S

√
(q·p)2

S2 −
(
1 + q2

L2

)(
p2

M2 − αl2 − 1
)
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= (α1 + α2q
′2

1
) ·

(
β1q

′

1
+ β2

√
1 −

q′2
1

A2

)
(2.28)

·



 ±
√

γ1 + γ2q′2
1

+ γ3q
′4

1

δq′
1

√
1 −

q′2
1

A2 ±
√

γ1 + γ2q′2
1

+ γ3q
′4

1





donde

α1 = 1 +
B2

L2
,

α2 =
1

L2

(
1 −

B2

A2

)
,

β1 =
1

l
(cos θ0E12 − sin θ0E22),

β2 =
B

l
(sin θ0E12 − cos θ0E11),

γ1 =

(
αl

2 + 1 −
ω2A2

M 2

)(
1 +

B2

L2

)
,

γ2 =

(
αω

2

(
A

2 − B
2 +

A2B2

L2

)
+

ω2

M 2
+

1

L2

)(
1 −

B2

A2

)
,

γ3 = −αω
2

(
1 −

B2

A2

)2

,

δ =
1

Sl

√
(E11 + E22)2 − 4ω2l2.



Capítulo 3

Cuantización por Deformación

En el año de 1997 Maxim Kontsevich demostró que toda variedad de Pois-
son admite una cuantización formal, canonica salvo equivalencia, resolviendo
así un problema de la física matemática con muchos años de historia. En
términos generales, el problema resuelto por Kontsevich consiste en el paso
de una estructura conmutativa a una estructura no conmutativa, teniendo
la primera su origen en la mecánica Hamiltoniana tal y como se mostró en
la sección 1.4, mientras que la última en el formalismo matemático de la
mecánica cuántica.

3.1. Mecánica Clásica y Mecánica Cuántica como

2 perspectivas de un mismo objeto

Contrario a lo que se piensa comunmente, la revolución cuántica de los
años 20’s no desplazó a la mecánica clásica, al menos en lo que a la teoría
matemática se refiere. Ambas disciplinas existen en una suerte de relación
simbiótica.

En la mecánica cuántica, una observable O es un operador autoadjunto en
un espacio de Hilbert H, un estado φ es un vector unitario en dicho espacio
determinado salvo multiplicación de un número complejo unitario (es decir,
es un elemento de P(H)), y el número

〈φ,Oφ〉

se denomina el valor esperado de la observable O en el estado φ.

33
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Un sistema cuántico en el cual los estados no dependen del tiempo se
conoce como la imagen de Heisenberg. La evolución de una observable O

está dada por la ecuación
dO

dt
=

1

i~
[O,H]

donde ~ = h/2π, y h es la constante de Planck
1

Como ya hemos visto, en la mecánica Hamiltoniana los sistemas físicos
son descritos por álgebras conmutativas de funciones suaves en variedades de
Poisson. En contraste, las álgebras de operadores sobre espacios de Hilbert
estudiadas en la mecánica cuántica son naturalmente no conmutativas. La
descripción cuántica de un sistema físico predice resultados experimentales
mucho más precisos que su contraparte clásica; sin embargo la descripción
clásica es bastante satisfactoria a nivel macroscópico. La forma en que es
determinada que tan buena es esta aproximación es expresando la constante
de Planck en unidades que sean caracteristicas de la escala del sistema en
cuestión y, mientras más pequeño sea el valor de esta constante, más precisa
será dicha aproximación. En este sentido es natural afirmar que la mecánica
clásica surge a partir de la mecánica cuántica como el límite de esta cuando
la constante de Planck tiende a cero; matemáticamente, la estructura del
álgebra de observables clásicas es obtenida a partir del álgebra de observables
cuánticas a través de la ecuación

{f, g} = ĺım
h→0

1

i~
[f, g].

3.1.1. El sueño de Dirac: el programa de Cuantización

Existen diversas razones [13] por las cuales sería deseable llegar a definir
las teorías cuánticas como el resultado de un proceso de cuantización aplicado
a las teorías clásicas. Esta linea de pensamiento ha sido una rica fuente de
investigación matemática en la mayor parte del siglo pasado. Al parecer Dirac
fue el primero en observar la profunda relación existente entre el paréntesis
de Poisson de la mecánica clásica y el conmutador de la mecánica cuántica,
y en cierto sentido, el primero en proponer un programa de cuantización en
su libro sobre mecánica cuántica [8], que queda de manifiesto simbólicamente
en el siguiente diagrama

{· , ·} 7→
1

i~
[· , ·]

1En el sistema internacional de unidades, h = 6.626068... × 10−34 J·s.



3.2. DEFORMACIONES Y ESTRUCTURAS DE POISSON 35

y que consiste en un homomorfismo de álgebras de Lie Q : A ⊂ C∞(M) →
SYM(H) de cierta subálgera del álgebra de funciones en el espacio fase al
conjunto de operadores simétricos en un espacio de Hilbert (típicamente
L2(Q, dµ), donde Q es el espacio de configuraciones clásico y dµ es la medida
que se deriva de la métrica Riemanniana definida por la energía cinética).
Existen axiomatizaciones que precisan estas ideas (véase [13]); sin embargo,
el teorema de Groenewold y van Howe hace explícito que una construcción
de este tipo no es posible.

El programa de cuantización en el cual estamos interesados ahora fue
introducido en 1978 por Bayen, Flato, Frønsdal, Lichnerowicz y Sternhei-
mer, y se conoce como cuantización por deformación. Este programa toma
como punto de partida una varidedad de Poisson; en contraste, su resulta-
do es un álgebra no conmutativa y asociativa, cuyos elementos son vistos
como observables cuánticas. Esta álgebra no es presentada como un álgebra
de operadores en un espacio de Hilbert sino como una deformación formal
uniparamétrica del álgebra de funciones suaves de la variedad de Poisson
original. En [5] se presentan los fundamentos teóricos de la cuantización por
deformación, cuya filosofía se resume en palabras de sus autores:

We suggest that quantization be understood as a deformation of

the structure of the algebra of classical observables, rather than

as a radical change in the nature of the observables.

y en [6] se introducen las primeras aplicaciones físicas importantes. En las
siguiente sección presentaremos los pormenores matemáticos de estas ideas.

3.2. Deformaciones y estructuras de Poisson

Consideremos un anillo conmutativo k y una k-álgebra A. Denotemos
por k[[t]] al anillo de series formales de potencias en la indeterminada t y por
A[[t]] al k[[t]]-módulo de series formales de potencias con coeficientes en A,
es decir

A[[t]] =

{
∞∑

n=0

ant
n | an ∈ A

}

Definición 3.2.1. Una deformación formal ⋆ de la multiplicación en A

es una función k[[t]]-bilineal

A[[t]]× A[[t]]→ A[[t]]



36 CAPÍTULO 3. CUANTIZACIÓN POR DEFORMACIÓN

tal que tenemos

u ⋆ v ≡ uv mod tA[[t]]

para todas las series formales de potencias u, v ∈ A[[t]].

Entonces, el producto de dos elementos a, b ∈ A tendría la forma

a ⋆ b = ab + B1(a, b)t + · · ·+ Bn(a, b)tn + · · · (3.1)

para una sucesión de funciones bilineales Bn : A × A → A. Podemos hacer
B0(a, b) = ab y entonces escribir

⋆ =
∞∑

n=0

Bnt
n

y el producto de elementos arbitrarios de A[[t]] quedará determinado en tér-
minos de los Bn’s por su k[[t]]-bilinealidad y la continuidad t-ádica:

(
∞∑

n=0

ant
n

)
⋆

(
∞∑

n=0

bnt
n

)
=

∞∑

n=0

(
∑

k+l+m=n

Bm(ak, bl)

)
t
n
.

De particular importancia resultan ser las deformaciones formales asociativas,
que satisfacen la relación u ⋆ (v ⋆ w) = (u ⋆ v) ⋆ w para todos u, v, w ∈ A[[t]]
o equivalentemente

∑

i+j=n

[Bi(Bj(a, b), c)−Bi(a,Bj(b, c))] = 0 (3.2)

para todos a, b, c ∈ A, n ∈ N.
En el caso en el que A es el álgebra de funciones suaves sobre una variedad

diferenciable M , A = C∞(M), decimos que una función P : Ak → A es un
operador k-diferencial si es k-lineal y es un operador diferencial con respecto
a cada argumento.

Definición 3.2.2. Sea M una variedad diferenciable. Un producto estrella

en M es una deformación formal asociativa de la multiplicación en C∞(M),
tal que las funciones Bn : C∞(M) × C∞(M) → C∞(M) son operadores

bidiferenciales.

Ejemplos:
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1. El producto de Moyal. El ejemplo más sencillo de un producto es-
trella es el producto de Moyal para R

m cuando la estructura de Poisson
está dada a través de una matriz antisimétrica.

Sea M = R
2 con coordenadas x1, x2 y el paréntesis de Poisson dado

por

{f, g} =
∂f

∂x1

∂g

∂x2

−
∂f

∂x2

∂g

∂x1

donde f, g ∈ C∞(R2). El producto de Moyal es el producto estrella
dado por

f ⋆M g :=
∞∑

n=0

(
n∑

i=0

(−1)i

(
n

i

)
∂nf

∂x
n−i
1

∂xi
2

∂ng

∂xi
1
∂x

n−i
2

)
tn

n!
(3.3)

Ahora, en R
m, supongamos que

{f, g} =
∑

i,j

c
ij ∂f

∂xi

∂g

∂xj

donde cij es una matriz antisimétrica. Entonces la fórmula

f ⋆M g = m

(
exp

(
tc

ij ∂

∂xi

∧
∂

∂xj

)
(f ⊗ g)

)
(3.4)

=
∞∑

n=0

(
∑

i1,j1,...,in,jn

c
i1j1 · · · cinjn

∂nf

∂xi1 . . . xin

∂ng

∂xj1 . . . xjn

)
tn

n!

donde m(a ⊗ b) = ab, define un producto estrella en C∞(Rm). Esta
fórmula es conocida como el producto de Moyal-Weyl asociado a {· , ·}.

2. El producto estrella de Gutt sobre el dual de un álgebra de

Lie. Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita, g* su dual sobre R y
A = C∞(g∗) el álgebra de funciones suaves sobre g*. Hemos visto que
como el doble dual de g, (g*)*⊂ A se identifica canónicamente con g,
podemos introducir un corchete en él de manera natural y extenderlo
de manera única a un paréntesis de Poisson en A (sección 1.1, ejemplo
4).

Es posible introducir un producto estrella en A[[t]] que está íntima-
mente relacionado al producto del álgebra universal envolvente de g; la



38 CAPÍTULO 3. CUANTIZACIÓN POR DEFORMACIÓN

forma explícita de este producto puede encontrarse en [3]. Recordemos
que S(g) ∼= R[g∗] ⊂ C∞(g∗) = A. Se puede demostrar que el subespacio
S(g)[t] de A[[t]] formado por los polinomios en t cuyos coeficientes son
polinomios en g* es una subálgebra para el producto estrella. Más aún,
la inclusión g →֒ S(g)[t] induce un isomorfismo

Uhom(g)
∼=
−→ S(g)[t]

donde Uhom(g) es el álgebra envolvente homogenea, es decir, la R[t]-
álgebra generada por g con relaciones x1x2 − x2x1 − t[x1, x2], x1, x2 ∈
g. El cociente S(g)[t]/(t − 1)S(g)[t] es entonces isomorfo al álgebra
universal envolvente U(g).

En la sección 1.2 vimos que como espacios vectoriales, S(g) y U(g)
son isomorfos. Sea IPBW : S(g)→ U(g) el correspondiente isomorfismo
introducido en la sección 1.2.3. Definimos para P ∈ Sp(g) y Q ∈ Sq(g)

P ⋆G Q =
∞∑

n=0

I
−1

PBW
((IPBW(P ) ◦ IPBW(Q))p+q−n)(2t)n

y usando la linealidad del isomorfismo podemos extender esta expresión
a un producto estrella en S(g), conocido como producto estrella de Gutt.

Consideremos al subgrupo G del grupo Aut(A[[t]]) de automorfismos de
k[[t]]-módulos de A[[t]] formado por todos los g tales que

g(u) ≡ u mod tA[[t]] ∀u ∈ A[[t]]

es decir, los automorfismos de la forma IdA[[t]]+
∑

gntn, siendo los g′

ns funcio-
nes bilineales. Resulta natural definir deformaciones formales salvo la relación
de equivalencia surgida a partir de la acción de este grupo:

Definición 3.2.3. Decimos que dos deformaciones ⋆ y ⋆′ son equivalentes

si existe un elemento g ∈ G tal que

g(u ⋆ v) = g(u) ⋆
′

g(v)

para todo u, v ∈ A[[t]].
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En el caso particular en que A = C∞(M) para alguna variedad diferen-
ciable M , el grupo G estará formado por los automorfimos de R[[t]]-módulos
de A[[t]] de la forma g =

∑
gntn donde g0 = IdA[[t]] y los demás gn’s sean

operadores diferenciales. Entonces llamaremos transformación de norma a
todo elemento g ∈ G. Recordemos que estas álgebras son conmutativas; el
siguiente es un resultado de considerable importancia en el caso en que A es
un álgebra conmutativa:

Proposición 3.2.4. Sea ⋆ una deformación formal asociativa de la multi-

plicación en A. Para cualesquiera a, b ∈ A definamos {a, b} := B1(a, b) −
B1(b, a). Entonces:

1. La función {· , ·} es un paréntesis de Poisson en A.

2. {· , ·} solo depende de la clase de equivalencia de ⋆.

Demostración.-
1) La función

(u, v) 7→
1

t
(u ⋆ v − v ⋆ u)

define un corchete de Lie en A[[t]]. Si denotamos a este por [· , ·], entonces
{· , ·} equivale a la reducción módulo t de [· , ·]. Por lo tanto {· , ·} es un
corchete de Lie. La regla de Leibniz se sigue de que

[u, vw] = [u, v]w + v[u,w]

para todos u, v, w ∈ A[[t]], pues la deformación formal en cuestión es asocia-
tiva (véase el ejemplo 1 de la sección 1.1).

2) Si g ∈ G es una equivalencia entre ⋆ y ⋆′, entonces tenemos

B
′

1
(a, b) = B1(a, b)− ag(b)− g(a)b + g(ab)

para todos a, b ∈ A. Por lo tanto la diferencia B1(a, b)−B′

1
(a, b) es simétrica

en a y b, y por lo tanto no contribuye a {· , ·}. Q.E.D.

Por la proposición probada anteriormente, cada clase de productos estre-
lla [⋆] en M da lugar a un paréntesis de Poisson {· , ·} en A = C∞(M). En
este caso llamaremos a cualquier representante de esta clase ⋆ una cuan-

tización formal de {· , ·}. Tanto el producto de Moyal como el producto
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estrella de Gutt son ejemplos de cuantizaciones formales de sus correspon-
dientes estructuras de Poisson. Por otro lado, al ser todo producto estrella
una operación asociativa, el conmutador inducido por este

u ⋆ v − v ⋆ u

será un paréntesis de Poisson en A[[t]].
Todo paréntesis de Poisson en A corresponde de manera biuníboca a una

clase de paréntesis de Poisson en A[[t]] bajo la siguiente relación: decimos que
2 paréntesis de Poisson en A[[t]] están relacionados si son conjugados bajo
algún elemento g ∈ G. Como g ≡ IdA mod tA[[t]], dos paréntesis de Poisson
en A[[t]] estarán relacionados si y solo si sus correspondientes paréntesis de
Poisson en A son el mismo.

Hasta ahora sabemos que las clases de equivalencia de productos estrella
módulo O(t2) son clasificadas por estructuras de Poisson en M ; sin embargo
no es claro cuando es que existe un producto estrella cuyo primer término
corresponda a una estructura de Poisson dada y en todo caso cuando es
que existe una elección preferencial de una clase de equivalencia de produc-
tos estrella. El siguiente teorema demostrado por Kontsevich resuelve esta
cuestión:

Teorema 3.2.5. (Kontsevich [17]) Sea M una variedad de Poisson y

A = C∞(M). Existe una biyección [π] 7→ [⋆π] entre el conjunto de clases

de equivalencia de paréntesis de Poisson

π = 0 + π1t + · · ·+ πnt
n + · · ·

en el álgebra A[[t]] y el conjunto de clases de equivalencia de productos estrella

en M . Si π corresponde a ⋆π, entonces el paréntesis de Poisson en A asociado

con ⋆π es igual al coeficiente π1 de t en π.

3.3. La fórmula de Kontsevich en R
m

Sea M un subconjunto abierto de R
m y A el álgebra de funciones suaves en

M dotada de alguna estructura de Poisson {· , ·}. En [17], Maxim Kontsevich
presenta una fórmula explícita para la cuantización formal canónica de M ,
es decir, un producto estrella ⋆K para {· , ·}, canónico salvo equivalencia, con
la propiedad de reducirse a los 2 casos mencionados previamente, la cual
presentaremos a continuación.
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Recordemos que si x1, . . . , xm son coordenadas de R
m, toda estructura

de Poisson puede ser expresada en términos de m2 funciones cij : R
n → R,

donde 1 ≤ i, j ≤ m y cji = −cij como

c =
∑

i,j

c
ij ∂

∂xi

∧
∂

∂xj

cuyo correspondiente paréntesis de Poisson es

{f, g} = 〈c, df ∧ dg〉 =
∑

i,j

c
ij ∂f

∂xi

∂g

∂xj

Como mencionamos en la sección anterior, la fórmula para el producto estrella
estará determinada por una sucesión de funciones bilineales

⋆K =
∞∑

n=0

Bnt
n

de tal manera que para cada pareja de funciones f, g ∈ C∞(M), Bn(f, g) se
expresará como una combinación lineal de sumas y productos de derivadas
parciales tanto de f y g como de las funciones cij.

La construcción de las funciones Bn se puede esquematizar de la siguien-
te manera: Primero introduciremos un conjunto Gn, cuyos elementos serán
un cierto tipo de gráficas, y en función de este conjunto introduciremos dos
familias de objetos, ambas indexadas por los elementos Γ ∈ Gn: (1) un con-
junto de operadores bidiferenciales BΓ,c y (2) un conjunto de números reales
wΓ, llamados pesos de Kontsevich, que se derivan de una construcción de
geometría hiperbólica, de tal manera que podamos definir

Bn :=
∑

Γ∈Gn

wΓBΓ,c (3.5)

Ahora procedamos con dicha construcción.

Definición 3.3.1. Una gráfica orientada Γ es una tercia (Γ0, Γ1, (s, t)), for-

mada por:

(1) Un conjunto Γ0, cuyos elementos son llamados vértices de Γ.

(2) Un conjunto Γ1, cuyos elementos son llamados aristas de Γ.

(3) Una pareja de funciones s, t : Γ1 → Γ0 que a toda arista aso-

cian una pareja de vértices, su inicio y su blanco.
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En una gráfica orientada, se denomina lazo a toda arista a tal que s(a) =
t(a), y arista doble a toda pareja de aristas a, b tales que s(a) = s(b) y
t(a) = t(b).

Definición 3.3.2. Llamaremos Gn al conjunto de gráficas orientadas Γ tales

que

(1) Γ0 = {1, . . . , n} ⊔ {L,R}, donde L y R son solo 2 símbolos;

(2) Γ1 = {a1, b1, . . . , an, bn}

(3) Para cada i ∈ {1, . . . , n}, s(ai) = s(bi) = i

(4) Γ no posee lazos ni aristas dobles.

a
a

a
b

b

b

L R

1 2 3

1

2
3

3

2

1

. . .

..

Figura 3.1: Gráfica orientada perteneciente a G3.

G0 contiene a la única gráfica formada por los vértices L y R y ninguna
arista; G1 está formado por 2 elementos, los cuales se pueden esquematizar
como

1

L

a1

�

R

b1

-

1

L

b1

�

R

a1

-

G2 por 36, G3 por 1728,..., G10 por 259374246010000000000 elementos. En
general para n ≥ 1, un sencillo argumento combinatorio muestra que Gn

contiene (n(n + 1))n elementos.
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Dada una pareja de funciones suaves f y g en M y una gráfica orientada
Γ ∈ Gn, definimos la función BΓ,c(f, g) como

BΓ,c(f, g) :=
∑




n∏

i=1




∏

a∈Γ(i)

∂

∂xI(a)



 c
I(ai)I(bi)



 ·




∏

a∈Γ(L)

∂

∂xI(a)



 (f) ·




∏

a∈Γ(R)

∂

∂xI(a)



 (g) (3.6)

donde Γ(v) denota al conjunto de aristas cuyo blanco es v y la suma es
considerada sobre todas las funciones I : Γ1 → {1, 2, . . . ,m}.

Por ejemplo, para la gráfica orientada mostrada en la figura 3.1, el ope-
rador BΓ,c correspondiente es

∑
c
I(a1)I(b1) · cI(a2)I(b2) ·

∂cI(a3)I(b3)

∂xI(b2)

·
∂2f

∂xI(a1)
xI(a3)

·
∂3g

∂xI(b1)xI(a2)xI(b3)

(Nótese que se han dejado indicados la suma y los valores de las funciones I(v)
pues no se ha especificado sobre que R

m se está considerando la estructura
de Poisson.)

Ahora, sea H = {z ∈ C|ℑ(z) > 0} el semiplano superior del plano com-
plejo dotado con la métrica hiperbólica (véase por ejemplo [22]). Para dos
puntos distintos p, q ∈ H denotemos por φ(p, q) al ángulo en p formado por 2
lineas, la geodésica l(p, q) por p y q y la semirecta vertical l(p,∞) de p a ∞.
Podemos apreciar en la siguiente figura que su valor está determinado por la
ecuación

φ(p, q) = arg

(
q − p

q − p

)
=

1

2i
log

(
(q − p)(q − p)

(q − p)(q − p)

)

Esta función admite una extensión continua al conjunto de parejas de núme-
ros complejos (p, q) tales que ℑ(p),ℑ(q) ≥ 0 y p 6= q.

Consideremos ahora al conjunto Hn = {(p1, . . . , pn) ∈ Hn|pi = pj ⇒
i = j} de n-adas de puntos distintos de H, al cual podemos dar la siguiente
interpretación geométrica en H: Dada una gráfica orientada Γ ∈ Gn, identi-
ficamos los vértices 1, . . . , n con puntos distintos p1, . . . , pn ∈ H, los vértices
L y R con los puntos 0 y 1 (en la cerradura de H ⊂ C) y cada una de las
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φ

φ

p

p

l(p,q)

φ

q

R

_

Figura 3.2: Deducción de la fórmula para φ(p, q)

aristas con el segmento geodésico entre su punto de inicio y su punto blanco.
Para cada arista a ∈ Γ, definimos la función

φa : Hn → R

φa(p1, . . . , pn) := φ(ps(a), pt(a))

los pesos de Kontsevich están dados por la integral

wΓ :=
1

n!(2π)2n

∫

Hn

n∧

i=1

(dφai
∧ dφbi

) (3.7)

Teorema 3.3.3. (Kontsevich [17]) Sea c una estructura de Poisson en un

abierto M de R
m
. La fórmula

f ⋆K g :=
∞∑

n=0

t
n
∑

Γ∈Gn

wΓBΓ,c(f, g)

define un producto estrella en C∞(M). Su clase de equivalencia es indepen-

diente de la elección de coordenadas en M .
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2
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1

aφ

2

φ
b

1

Figura 3.3: Dibujo geodésico correspondiente a la gráfica de la figura 3.1

Esta fórmula fue deducida en realidad como un corolario de una afirma-
ción mucho más general formulada por Kontsevich en 1993, la conjetura de

formalidad (conocida ahora como el teorema de formalidad) y contiene como
casos particulares al producto de Moyal y al producto estrella de Gutt pa-
ra el dual de un álgebra de Lie, además de implicar en este último caso el
isomorfismo de Duflo. Hablaremos un poco de esto en las siguientes 2 sec-
ciones. La demostración de esta fórmula se basa en la fórmula de Stokes y la
combinatoria de gráficas admisibles.

3.4. La especialización de la fórmula de Kont-

sevich al producto de Moyal

Hemos mencionado previamente que la fórmula de Kontsevich contiene al
producto de Moyal como un caso particular, y en esta sección mostraremos
la veracidad de dicha afirmación. Recordemos que el producto de Moyal es
un producto estrella definido en el caso en que nuestra estructura de Poisson
está dada por una matriz antisimétrica,

c =
∑

i,j

c
ij ∂

∂xi

∧
∂

∂xj

, c
ij ∈ R ∀i, j
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Proposición 3.4.1. Si c es una estructura de Poisson constante en R
m
,

es decir, las funciones cij
son constantes, la fórmula de Kontsevich para el

producto estrella se reduce al producto de Moyal.

Demostración.-
La primera observación que podemos hacer es que dado que las cij son

funciones constantes, el siguiente factor de los operadores bidiferenciales BΓ,c




n∏

i=1




∏

a∈Γ(i)

∂

∂xI(a)



 c
I(ai)I(bi)





será distinto de 0 solamente en el caso en que no aparezca ninguna derivada
parcial, es decir, en aquellas gráficas tales que el conjunto de aristas cuyo
blanco es i sea vacío, donde i ∈ {1, . . . , n}, lo cual es equivalente a que n

aristas tengan como blanco a L mientras que las n restantes a R. Para cada
n, existen un total de 2n gráficas de este tipo.

L R

321 .

..

. . .n

a

a

a

bb
b
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2 3a3
2
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.. .

Figura 3.4: Una posible gráfica con BΓ,c distinto de 0

Notemos también que para un n fijo, todas las posibles gráficas con BΓ,c

distinto de 0 se pueden obtener de la gráfica Γ0 tal que t(ai) = L, t(bi) = R,
∀ 1 ≤ i ≤ n a partir de permutaciones de aristas ai ↔ bi para ciertas
i ∈ {1, . . . , n}. Esto implica que los correspondientes pesos de Kontsevich

wΓ =
1

n!(2π)2n

∫

Hn

n∧

i=1

(dφai
∧ dφbi

)
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satisfacen la relación
wΓ = sgn(σ)wΓ0

(3.8)

donde σ denota a la permutación que lleva Γ en Γ0. En [17], pág. 187-193 es
demostrado en términos de integrales que generalizan la expresión anterior
(sobre las llamadas gráficas admisibles) que para la gráfica en G1 tal que
t(a1) = L, t(b1) = R, la integral

∫

H

dφa1
∧ dφb1

es igual a (2π)2/2. El siguiente lema es inmediato de la definición de peso de
Kontsevich:

Lema 3.4.2. Si una gráfica Γ ∈ Gn es la unión de 2 gráficas Γ1 ∈ Gn1
, Γ2 ∈

Gn2
, donde n = n1 + n2, entonces se satisface la relación

wΓ =
n1!n2!

n!
wΓ1

wΓ2
. (3.9)

De aquí podemos deducir que para Γ0 ∈ Gn, su peso de Kontsevich wΓ0

es igual a 1/(n!2n).
Entonces, si fijamos una gráfica Γ ∈ Gn, tenemos que

BΓ,c(f, g) :=
∑

I

(
n∏

i=1

c
I(ai)I(bi)

)


∏

a∈Γ(L)

∂

∂xI(a)



 (f)




∏

a∈Γ(R)

∂

∂xI(a)



 (g)

Nótese que estamos tomando la suma sobre todas las posibles funciones I :
{a1, b1, . . . , an, bn} → {1, . . . ,m} y un sumando no se anula exactamente
cuando I(ai) 6= I(bi) ∀i. En el caso particular de Γ0,

BΓ0,c(f, g) :=
∑

I

c
I(a1)I(b1) · · · cI(an)I(bn)

∂nf

∂xI(a1)
· · · ∂xI(an)

∂ng

∂xI(b1) · · · ∂xI(bn)

Nuestra última observación será sobre como se relacionan los operadores
BΓ,c y BΓ0,c para algún Γ ∈ Gn. Aplicar la permutación σ que lleva a Γ en Γ0

en cI(a1)I(b1) · · · cI(an)I(bn) solo cambiará el signo de este coeficiente por sgn(σ),
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pues recordemos que los cij’s son coeficientes antisimétricos en i y j, mientras
que los correspondientes factores




∏

a∈Γ(L)

∂

∂xI(a)



 (·)




∏

a∈Γ(R)

∂

∂xI(a)



 (·)

toman la forma más conveniente

∂n

∂xI(a1) · · · ∂xI(an)

(·)
∂n

∂xI(b1) · · · ∂xI(bn)

(·)

por lo tanto, concluimos que se satisface la relación

BΓ,c = sgn(σ)BΓ0,c (3.10)

Y de las expresiones (3.8) y (3.10) concluimos que

Bn(f, g) =
∑

Γ∈Gn

wΓBΓ,c(f, g) =
∑

Γ∈Gn

sgn2(σ)wΓ0
BΓ0,c(f, g)

= 2n
wΓ0

∑

I

c
I(a1)I(b1) · · · cI(an)I(bn)

∂nf

∂xI(a1)
· · · ∂xI(an)

∂ng

∂xI(b1) · · · ∂xI(bn)

=
1

n!

∑

I

c
I(a1)I(b1) · · · cI(an)I(bn)

∂nf

∂xI(a1)
· · · ∂xI(an)

∂ng

∂xI(b1) · · · ∂xI(bn)

ahora, tomar todas las posibles funciones I equivale a considerar los índices
i1, . . . , in,j1, . . . , jn variando entre 1 y m y la suma

∑

i1,j1,...,in,jn

c
i1,j1 · · · cin,jn

∂nf

∂xi1 · · · ∂xin

∂ng

∂xj1 · · · ∂xjn

Y entonces tenemos finalmente que

f ∗K g =
∞∑

n=1

Bn(f, g)tn

=
∞∑

n=1

(
∑

i1,j1,...,in,jn

c
i1,j1 · · · cin,jn

∂nf

∂xi1 · · · ∂xin

∂ng

∂xj1 · · · ∂xjn

)
tn

n!



3.5. EL ISOMORFISMO DE DUFLO 49

= f ∗M g

∴ la fórmula de Kontsevich se reduce al producto de Moyal. Q.E.D.

3.5. El isomorfismo de Duflo

Sea g un álgebra de Lie sobre R. Como se mencionó en las secciones
anteriores, el dual de esta álgebra de Lie, g

∗, es una variedad de Poisson
y la fórmula de Kontsevich en este caso involucra una cuantización formal
que está intímamente relacionada con el producto en el álgebra universal
envolvente de g. Previo al trabajo de Kontsevich, Simone Gutt introdujo un
producto estrella en el haz cotangente a un grupo de Lie G que se reduce a
un producto estrella en el dual de su correspondiente álgebra de Lie. En [10]
y [17] es demostrado que el producto estrella de Kontsevich para C∞(g∗) es
equivalente al producto estrella de Gutt.

Antes de continuar es necesario un poco de notación: denotaremos por
S(g)g a la subálgebra del álgebra simétrica de g formada por polinomios g-
invariantes de g

∗, es decir, polinomios P tales que [P, g]g = 0, donde [· , ·]g es
el paréntesis de Poisson introducido en el ejemplo 4 de la sección 1.1.

Un resultado sorprendente que se desprende de lo anterior es que a partir
de este producto estrella (y un isomorfismo demostrado por Kontsevich entre
ciertas cohomologías asociadas a toda variedad de Poisson) es posible cons-
truir el isomorfismo de Duflo entre el espacio de polinomios g-invariantes de
g
∗ y el centro del álgebra universal envolvente de g, un resultado altamente

no trivial de la teoría de álgebras de Lie.
Recordemos que el álgebra universal envolvente U(g) de un álgebra de Lie

g es el cociente del álgebra tensorial T (g) por las relaciones x⊗ y − y ⊗ x =
[x, y]. La inclusión del álgebra simétrica S(g) en T (g) como tensores total-
mente simétricos, seguida de la aplicación cociente, da lugar al isomorfismo
de espacios vectoriales introducido en la sección 1.2.3

IPBW : S(g)→ U(g)

xi1xi2 · · · xik →
1

k!

∑

σ∈Σk

xσ(i1) · xσ(i2) · · · xσ(ik)
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la restricción de IPBW al espacio de polinomios g-invariantes es un isomor-
fismo de espacios vectoriales, del espacio de polinomios invariantes al centro
del álgebra universal envolvente, más no un isomorfismo de álgebras conmu-
tativas. Sin embargo, esto puede ser arreglado introduciendo un intricado
operador en el álgebra simétrica de g: Sea J ∈ C∞(g) la función

J(x) = det(j(adx)), j(z) :=
sinh(z/2)

z/2
(3.11)

J1/2 su raíz cuadrada, definida en una vecindad de x = 0, e IS el operador
diferencial en S(g) ⊂ C∞(g∗)̂ obtenido al remplazar la variable x ∈ g por
la derivada direccional ∂

∂ξ
en J1/2, donde ξ es la variable dual en g

∗. El
isomorfismo de Duflo es obtenido al restrigir la composición

IPBW ◦ IS : S(g)→ U(g)

a S(g)g.

3.5.1. Un isomorfismo de Cohomologías

Dado que el producto estrella de Kontsevich para un abierto M de R
m

es una operación asociativa en C∞(M)[[t]], el conmutador de esta operación,
a ⋆ b− b ⋆ a, la cual denotaremos por π, dará estructura de álgebra de Pois-
son no conmutativa a C∞(M)[[t]]. El producto estrella de Kontsevich posee
una propiedad extremadamente interesante: las cohomologías de ciertos sub-
complejos de los complejos de Hochschild y Chevalley asociados a ⋆ y π son
isomorfas. En un afán de simplificar la notación, a lo largo de esta sección
convendremos que A = C∞(M).

Primeramente consideremos la operación π en A[[t]]. Por reducción, en
particular π define un corchete de Lie en A[[t]]/(tn) (el espacio formado por
polinomios con coeficientes en A de grado a lo mas n−1 o más precisamente,
el cociente de A[[t]] entre el ideal I formado por series formales de la forma
tnS(t), S(t) ∈ A[[t]]) de tal manera que este espacio es un álgebra de Lie
sobre R[t]/(tn). El complejo asociado de Chevalley-Eilenberg con coeficientes
en A[[t]]/(tn) admite un subcomplejo formado por las cocadenas que son
derivaciones en cada argumento para la multiplicación conmutativa usual
de A[[t]]/(tn). Denotemos a este complejo por D∗(A[[t]]/(tn), π). Definimos
entonces al complejo

D
∗(A[[t]], π) (3.12)
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como el límite inverso de D∗(A[[t]]/(tn), π), n ≥ 2.
Por otro lado, si ⋆ es una deformación formal de la multiplicación en

A y n ≥ 2, la multiplicación ⋆ define una estructura de R[t]/(tn)-álgebra
asociativa por reducción en A[[t]]/(tn). Denotemos por V ∗(A[[t]]/(tn), ⋆) al
subcomplejo del complejo de Hochschild de A[[t]]/(tn) con coeficientes en
A[[t]]/(tn) cuyas p-cocadenas poseen operadores p-diferenciales como coefi-
cientes. Definimos al complejo

V
∗(A[[t]], ⋆) (3.13)

como el límite inverso del sistema de complejos V ∗(A[[t]]/tn, ⋆), n ≥ 2. Si µ

denota la multiplicación conmutativa usual de A[[t]], los complejos (3.12) y
(3.13) están provistos de productos cup asociativos que extienden las multipli-
caciones µ y ⋆ de sus componentes D0 y V 0 respectivamente. Sus homologías

H
∗

D(A[[t]], π), H
∗

V (A[[t]], ⋆)

se tornan en álgebras conmutativas graduadas con la multiplicación indu-
cida por el producto cup. En particular, es claro que la 0-cohomología del
subcomplejo de Hochschild V ∗(A[[t]], ⋆) corresponde al centro de A[[t]] bajo
⋆, mientras que la 0-cohomología del subcomplejo de Chevalley D∗(A[[t]], π)
corresponde al centro de A[[t]] bajo π.

Teorema 3.5.1. (Kontsevich [17]) Sea M un abierto de R
m

y A = C∞(M).
Entonces para cada paréntesis de Poisson π en A[[t]], existe un morfismo de

cocadenas canónico

Ψπ : D(A[[t]], π)→ V (A[[t]], ⋆π)

que induce un isomorfismo de álgebras

H
∗

D(A[[t]], π)→ H
∗

V (A[[t]], ⋆π).

Por la observación que hemos hecho anteriormente, este teorema implica
que los espacios (Z(A[[t]]), π) y (Z(A[[t]]), ⋆π), con las estructuras de álgebra
dadas por el producto cup, siempre serán isomorfos.

3.5.2. Dos isomorfismos

Recordemos que el producto estrella de Gutt posee la propiedad de res-
tringirse a un producto estrella en la subálgebra S(g), es decir, el resultado
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de operar cualesquiera 2 polinomios en g
∗ será un polinomio en t cuyos coe-

ficientes serán polinomios en g
∗.

Si consideramos el caso particular en que t = 1, lo anterior es equivalente a
dotar al espacio S(g) de una estructura de álgebra no conmutativa a través del
producto estrella; además para x1, x2 ∈ g se puede verificar que se satisface

x1 ⋆ x2 − x2 ⋆ x1 = [x1, x2]

y por la propiedad universal del álgebra universal envolvente concluimos que
existe un isomorfismo de álgebras

Ialg : (U(g), ·)→ (S(g), ⋆)

tal que Ialg|g = Idg. De aquí podemos recuperar al parámetro formal t y ver
que efectivamente, la cuantización formal de la variedad de Poisson g

∗ es
isomorfa al álgebra Ut(g), definida como el álgebra universal envolvente de g

dotada del corchete t[· , ·].
Un corolario que se sigue del teorema 3.5.1 es que el centro del álgebra

universal envolvente de g es canónicamente isomorfo como álgebra al álge-
bra (S(g))g de polinomios g-invariantes en g

∗: el centro de U(g) corresponde
a la 0-cohomología del subcomplejo de Hochschild de U(g) dotado del pro-
ducto cup estándar, mientras que el álgebra S(g)g es la 0-cohomología del
subcomplejo de Chevalley de S(g).

El morfismo de cocadenas mencionado en el teorema 3.5.1 puede ser apli-
cado ahora y especializado a t = 1 y coeficientes polinomiales. Denotemos
por IT a la componente que aplica los campos 0-vectoriales polinomiales (es
decir, los elementos de S(g)) en las 0-cocadenas del complejo de Hochschild
del álgebra (S(g), ⋆). Entonces IT es un isomorfismo de espacios vectoriales

IT : S(g)→ S(g)

y la restricción de esta función al álgebra de polinomios g-invariantes en g
∗

es un isomorfismo de álgebras

S(g)g→ Z((S(g), ⋆))

si resumimos todo lo anterior, tenemos entonces los siguientes isomorfismos
de espacios vectoriales:

S(g)
IT−→ S(g)

Ialg
←−− U(g)
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y hemos visto que son g-invariantes. Sus restricciones son isomorfismos de
álgebras:

S(g)g IT−→ Z((S(g), ⋆))
Ialg
←−− Z(U(g))

lo anterior implica que la restricción de la función

(Ialg)
−1 ◦ IT : S(g)→ U(g)

a S(g)g es un isomorfismo de álgebras entre S(g)g y Z(U(g)). Kontsevich
demuestra en [17] que este isomorfismo coincide con el isomorfismo de Duflo.
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Apéndice A

gSYL es un álgebra de Lie

En el capítulo 3 construimos un espacio vectorial y lo dotamos de estruc-
tura de álgebra de Lie al definir una operación en los generadores y extenderla
lineal y antisimétricamente a todo el espacio. Sin embargo, hizo falta ver que
nuestra construcción es efectivamente consistente, es decir, se satisfacen las
identidades de Jacobi para todos los generadores.

El objetivo de este apéndice es mostrar lo anterior, y para esto recordemos
que consideramos a dichos generadores en 4 familias: {xi}, {pi}, {li} e I,
donde 1 ≤ i ≤ 3. Consideraremos todas las posibilidades en tres casos:

1. Cuando los elementos de las 4 familias aparecen a lo más una vez,

2. Cuando dos elementos de la misma familia aparecen a la vez,

3. Cuando tres elementos de la misma familia aparecen a la vez.

(1) Para el primer caso, un simple argumento combinatorio nos muestra
que existen 4 posibilidades de considerar tercias de representantes de estas
familias de tal manera que cada representante aparezca a lo más una vez. Así:

(xi, pj, I) :

{xi, {pj, I}} + {pj, {I, xi}} + {I, {xi, pj}}

= {xi,
xj

L2
−

pj

S
} + {pj,

pi

M 2
−

xi

S
} + {I, δijI +

ǫijklk

S
}

=
ǫijklk

L2M 2
−

ǫijklk

L2M 2

= 0

55
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(xi, lj, I) :

{xi, {lj, I}} + {lj, {I, xi}} + {I, {xi, lj}}

= {I,
pi

M 2
−

xi

S
} + {I, ǫijkxk} =

ǫijkxk

S
−

ǫijkpk

M 2
+ ǫijk

(
pk

M 2
−

xk

S

)

= 0

(pi, lj, I) :

{pi, {lj , I}} + {lj, {I, pi}} + {I, {pi, lj}}

= {lj,
pi

S
−

xi

L2
} + {I, ǫijkpk} =

ǫijkxk

L2
−

ǫijkpk

S
+ ǫijk

(
pk

S
−

xk

L2

)

= 0

(xi, pj, lk) :

{xi, {pj, lk}} + {pj, {lk, xi}} + {lk, {xi, pj}}

= {xi, ǫjklpl} + {pj, ǫkilxl} + {lk, δijI +
ǫijlll

S
}

= ǫjkl

(
δilI +

ǫilmlm

S

)
− ǫkil

(
δjlI −

ǫjlmlm

S

)
+

ǫijlǫklmlm

S

=
1

S
(ǫjklǫilm + ǫkilǫjlm + ǫijlǫklm)lm

= 0

la última igualdad es la menos obvia de todas las anteriores. Esta se puede
verificar al considerar los tres casos esencialmente distintos: (i) cuando los
tres índices son diferentes, (ii) cuando dos de ellos son iguales y (iii) cuando
los tres son iguales.

(2) Cuando aparecen dos elementos de la misma familia, podemos agru-
par convenientemente las posibilidades. En los casos {xi, xj, lk}, {pi, pj , lk},
{li, lj, xk} o {li, lj , pk}, el argumento es el mismo que en el último caso:

(xi, xj , lk) :

{xi, {xj, lk}} + {xj, {lk, xi}} + {lk, {xi, xj}}

= ǫjkl{xi, xl} + ǫkil{xj, xl} +
1

M 2
ǫijl{lk, ll}

=
1

M 2
(ǫjklǫilm + ǫkilǫjlm + ǫijlǫklm)lm = 0
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(pi, pj , lk) :

{pi, {pj, lk}} + {pj, {lk, pi}} + {lk, {pi, pj}}

= ǫjkl{pi, pl} + ǫkil{pj, pl} +
1

L2
ǫijl{lk, ll}

=
1

L2
(ǫjklǫilm + ǫkilǫjlm + ǫijlǫklm)lm = 0

(li, lj, xk) :

{li, {lj, xk}} + {lj, {xk, li}} + {xk, {li, lj}}

= ǫjkl{li, xl} + ǫkil{lj, xl} + ǫijl{xk, ll}

= (ǫjklǫilm + ǫkilǫjlm + ǫijlǫklm)xm = 0

(li, lj, pk) :

{li, {lj, pk}} + {lj, {pk, li}} + {pk, {li, lj}}

= ǫjkl{li, pl} + ǫkil{lj, pl} + ǫijl{pk, ll}

= (ǫjklǫilm + ǫkilǫjlm + ǫijlǫklm)pm = 0

Ahora, para las posibilidades restantes,
(xi, xj , pk) :

{xi, {xj, pk}} + {xj, {pk, xi}} + {pk, {xi, xj}}

= {xi, δjkI +
ǫjklll

S
} − {xj, δkiI −

ǫkilll

S
} +

1

M 2
ǫijl{pk, ll}

= δjk

(
xi

S
−

pi

M 2

)
+

ǫjklǫilmxm

S
− δki

(
pj

M 2
−

xj

S

)

+
ǫkilǫjlmxm

S
+

ǫijlǫklmpm

M 2

=
1

S
(δjkxi + δkixj + ǫjklǫilmxm + ǫkilǫjlmxm)

+
1

M 2
(ǫijlǫklmpm − δjkpi − δkipj) = 0
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(pi, pj, xk) :

{pi, {pj, xk}} + {pj, {xk, pi}} + {xk, {pi, pj}}

= −{pi, δjkI −
ǫjklll

S
} + {pj, δkiI +

ǫkilll

S
} +

1

L2
ǫijl{xk, ll}

= −δjk

(
xi

L2
−

pi

S

)
+

ǫjklǫilmpm

S
+ δki

(
xj

L2
−

pj

S

)

+
ǫkilǫjlmpm

S
+

ǫijlǫklmxm

L2

=
1

S
(δjkpi + δkipj + ǫjklǫilmpm + ǫkilǫjlmpm)

+
1

L2
(ǫijlǫklmxm − δjkxi − δkixj) = 0

estas dos identidades se siguen del hecho que para cualquier v ∈ R
3, ǫijlǫklmvm =

δjkvi + δkivj.

(xi, xj , I) :

{xi, {xj, I}} + {xj, {I, xi}} + {I, {xi, xj}}

= {xi,
xj

S
−

pj

M 2
} + {xj,

pi

M 2
−

xi

S
} +

ǫijk

M 2
{I, lk}

=
2ǫijklk

SM 2
−

1

M 2

(
δijI +

ǫijklk

S

)
+

1

M 2

(
δijI −

ǫijklk

S

)
= 0

(pi, pj, I) :

{pi, {pj, I}} + {pj, {I, pi}} + {I, {pi, pj}}

= {pi,
xj

L2
−

pj

S
} + {pj,

pi

S
−

xi

L2
} +

ǫijk

L2
{I, lk}

= −
2ǫijklk

SL2
−

1

L2

(
δijI −

ǫijklk

S

)
+

1

L2

(
δijI +

ǫijklk

S

)
= 0

(li, lj, I) :

{li, {lj, I}} + {lj, {I, li}} + {I, {li, lj}}

= {li, 0} + {lj, 0} + ǫijk{I, lk} = 0

(3) Finalmente cuando aparecen tres elementos de la misma familia,
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{xi, {xj, xk}} + {xj, {xk, xi}} + {xk, {xi, xj}}

=
1

M 2
(ǫjkl{xi, ll} + ǫkil{xj, ll} + ǫijl{xk, ll})

=
1

M 2
(ǫjklǫilm + ǫkilǫjlm + ǫijlǫklm)xm = 0

{pi, {pj, pk}} + {pj, {pk, pi}} + {pk, {pi, pj}}

=
1

L2
(ǫjkl{pi, ll} + ǫkil{pj, ll} + ǫijl{pk, ll})

=
1

L2
(ǫjklǫilm + ǫkilǫjlm + ǫijlǫklm)pm = 0

{li, {lj , lk}} + {lj, {lk, li}} + {lk, {li, lj}}

= (ǫjkl{li, ll} + ǫkil{lj, ll} + ǫijl{lk, ll})

= (ǫjklǫilm + ǫkilǫjlm + ǫijlǫklm)lm = 0

∴ gSYL es un álgebra de Lie.
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Apéndice B

Sij y lk conmutan con H

Recordemos que

Sij = pipj + ω
2
xixj

I2

H =
1

2

(
p

2 +
l2

L2
+ ω

2
xixj

I2

)

{Sij, H} =

{
pipj + ω

2
xixj

I2
,
1

2

(
p

2 +
l2

L2
+ ω

2
xixj

I2

)}

= {pi, pk}pjpk + {pj, pk}pipk + {pi, lk}
pjlk

L2
+ {pj, lk}

pilk

L2

+ ω
2{pi, xk}

pjxk

I2
+ ω

2{pj, xk}
pixk

I2
− ω

2{pi, I}
pjx

2

I3
− ω

2{pj, I}
pix

2

I3

+ ω
2{xi, pk}

xjpk

I2
+ ω

2{xj, pk}
xipk

I2
+

ω2

L2
{xi, lk}

xjlk

I2
+

ω2

L2
{xj, lk}

xilk

I2

+ ω
4{xi, xk}

xjxk

I4
+ ω

4{xj, xk}
xixk

I4
− ω

4{xi, I}
xjx

2

I5
− ω

4{xj, I}
xix

2

I5

− 2ω2{I, pk}
xixjpk

I3
−

2ω2

L2
{I, lk}

xixjlk

I3
− 2ω4{I, xk}

xixjxk

I5
+ 2ω4{I, I}

xixjx
2

I6
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=
ǫiklpjpkll

L2
+

ǫjklpipkll

L2
+

ǫiklpjlkpl

L2
+

ǫjklpilkpl

L2

− ω
2

(
δikI −

ǫiklll

S

)
pjxk

I2
− ω

2

(
δjkI −

ǫjklll

S

)
pixk

I2
+ ω

2

(
pi

S
−

xi

L2

)
pjx

2

I3

+ ω
2

(
pj

S
−

xj

L2

)
pix

2

I3
+ ω

2

(
δikI +

ǫiklll

S

)
xjpk

I2
+ ω

2

(
δjkI +

ǫjklll

S

)
xipk

I2

+ ω
2
ǫiklxjlkxl

L2I2
+ ω

2
ǫjklxilkxl

L2I2
+ ω

4
ǫiklxjxkll

M 2I4
+ ω

4
ǫjklxixkll

M 2I4

+ ω
4

(
pi

M 2
−

xi

S

)
xjx

2

I5
+ ω

4

(
pj

M 2
−

xj

S

)
xix

2

I5
+ 2ω2

(
xk

L2
−

pk

S

)
xixjpk

I3

+ 2ω4

(
xk

S
−

pk

M 2

)
xixjxk

I5

=
ω2

SI2

(
ǫikl(pjxk + xjpk)ll + ǫjkl(pixk + xipk)ll + 2

pipjx
2 − xixjp

2

I

)

+
ω2

L2I2

(
ǫiklxjlkxl + ǫjklxilkxl +

2xixj(x · p) − (xipj + pixj)x
2

I

)

+
ω4

M 2I4

(
ǫiklxjxkll + ǫjklxixkll −

2xixj(x · p) − (xipj + pixj)x
2

I

)

= 0

la igualdad se sigue de la relación dada por el invariante de Casimir

Il = x × p

y las identidades familiares del producto vectorial.
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Ahora bien,

{li, H} =

{
li,

1

2

(
p

2 +
l2

L2
+ ω

2
x2

I2

)}

= {li, pj}pj + {li, lj}
lj

L2
+ ω

2{li, xj}
xj

I2
− ω

2{li, I}
x2

I3

− ǫijkpjpk +
ǫijkljlk

L2
+ ω

2
ǫijkxjxk

I2

= 0.
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Apéndice C

Relaciones de conmutación de Sij

y lk

{Sij, Skl} = {pipj + ω
2
xixj

I2
, pkpl + ω

2
xkxl

I2
}

= {pi, pk}pjpl + {pi, pl}pjpk + {pj, pk}pipl + {pj, pl}pipk

+ ω
2{pi, xk}

pjxl

I2
+ ω

2{pi, xl}
pjxk

I2
+ ω

2{pj, xk}
pixl

I2

+ ω
2{pj, xl}

pixk

I2
+ ω

2{xi, pk}
xjpl

I2
+ ω

2{xi, pl}
xjpk

I2

+ ω
2{xj, pk}

xipl

I2
+ ω

2{xj, pl}
xipk

I2
− 2ω2{pi, I}

pjxkxl

I3

− 2ω2{pj, I}
pixkxl

I3
− 2ω2{I, pk}

plxkxl

I3
− 2ω2{I, pl}

pkxkxl

I3

+ ω
4{xi, xk}

xjxl

I4
+ ω

4{xi, xl}
xjxk

I4
+ ω

4{xj, xk}
xixl

I4

+ ω
4{xj, xl}

xixk

I4
− 2ω4{xi, I}

xjxkxl

I5
− 2ω4{xj, I}

xixkxl

I5

− 2ω4{I, xk}
xixjxl

I5
− 2ω4{I, xl}

xixjxk

I5
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=
ǫikmpjpllm

L2
+

ǫilmpjpklm

L2
+

ǫjkmpipllm

L2
+

ǫjlmpipklm

L2

− ω
2

(
δikI −

ǫikmlm

S

)
pjxl

I2
− ω

2

(
δilI −

ǫilmlm

S

)
pjxk

I2

− ω
2

(
δjkI −

ǫjkmlm

S

)
pixl

I2
− ω

2

(
δjlI −

ǫjlmlm

S

)
pixk

I2

− 2ω2

(
xi

L2
−

pi

S

)
pjxkxl

I3
− 2ω2

(
xj

L2
−

pj

S

)
pixkxl

I3

+ ω
2

(
δikI +

ǫikmlm

S

)
xjpl

I2
+ ω

2

(
δilI +

ǫilmlm

S

)
xjpk

I2

+ ω
2

(
δjkI +

ǫjkmlm

S

)
xipl

I2
+ ω

2

(
δjlI +

ǫjlmlm

S

)
xipk

I2

+ 2ω2

(
xk

L2
−

pk

S

)
xixjpl

I3
+ 2ω2

(
xl

L2
−

pl

S

)
xixjpk

I3

+ ω
4
ǫikmxjxllm

M 2I4
+ ω

4
ǫilmxjxklm

M 2I4
+ ω

4
ǫjkmxixllm

M 2I4
+ ω

4
ǫjlmxixklm

M 2I4

+ 2ω4

(
xk

S
−

pk

M 2

)
xixjxl

I5
+ 2ω4

(
xl

S
−

pl

M 2

)
xixjxk

I5

− 2ω4

(
xi

S
−

pi

M 2

)
xjxkxl

I5
− 2ω4

(
xj

S
−

pj

M 2

)
xixkxl

I5
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= ω
2 (ǫikmδjl + ǫilmδjk + ǫjkmδil + ǫjlmδik) lm

+
1

L2
(ǫikmpjpj + ǫilmpjpk + ǫjkmpipl + ǫjlmpipk)lm

+
ω2

L2

(
ǫikm

xjxj

I2
+ ǫilm

xjxk

I2
+ ǫjkm

xixl

I2
+ ǫjlm

xixk

I2

)
lm

+
ω2

S

(
ǫikm

(xjpl + pjxl)

I2
+ ǫilm

(xjpk + pjxk)

I2

)
lm

+
ω2

S

(
ǫjkm

(xipl + pixl)

I2
+ ǫjlm

(xipk + pixk)

I2

)
lm

−
4ω2

S

(
xixjpkpl

I3
−

pipjxkxl

I3

)

+
ω4

M 2

(
ǫikm

xjxl

I4
+ ǫilm

xjxk

I4
+ ǫjkm

xixl

I4
+ ǫjlm

xixk

I4

)
lm

−
2ω4

M 2

(
xixj

(xkpl + pkxl)

I5
−

(xipj + pixj)

I5
xkxl

)

=

(
ǫikm(ω2

δjl +
Sjl

L2
) + ǫilm(ω2

δjk +
Sjk

L2
)

)
lm

+

(
ǫjkm(ω2

δil +
Sil

L2
) + ǫjlm(ω2

δik +
Sik

L2
)

)
lm.
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Por otro lado,

{Sij, lk} = {pipj + ω
2
xixj

I2
, lk}

= {pi, lk}pj + {pj, lk}pi + ω
2{xi, lk}

xj

I2
+ ω

2{xj, lk}
xi

I2
− 2ω2{I, lk}

xixj

I3

= ǫiklpjpl + ǫjklpipl + ω
2
ǫikl

xjxl

I2
+ ω

2
ǫjkl

xixl

I2

= ǫiklSjl + ǫjklSil.
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