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Capitulo 1

Introduccion

Dentro de las Ciencias de la Computacion resulta frecuente que para re-
solver un problema dividamos a este en subproblemas, que por lo regular son
mas faciles de resolver, y que en conjunto nos llevan a la solucién del proble-
ma original. En el drea de Algoritmos a esta practica se le llama “divide y
venceras” .

Si se requiere que trabajemos en dominios geométricos entonces también
necesitamos partir dichos dominios en pequenas piezas. Estas piezas pueden
ser de todo tipo: puntos, planos, triangulos, lineas, etc.

También es comin que los elementos del los que consta nuestro problema
estén divididos en diversas clases, y sea necesario categorizarlos u ordenarlos
de acuerdo a estas clases. Una manera de abstraer el concepto de clases a un
dominio geométrico es por medio del uso de colores.

Un problema al que uno se podria enfrentar es el siguiente: Supongamos
que tenemos n servidores ubicados en diversas partes del pais, estos pueden
ser de tipos diferentes (web, correo, base de datos, etc.), y deseamos crear una
red de comunicacion entre ellos, de forma que cada servidor se conecte con al
menos un servidor de tipo diferente al de él, y de manera que la informacion
pueda fluir de un servidor a cualquier otro.

Podemos modelar este problema utilizando un punto en el plano por cada
servidor (de acuerdo con sus coordenadas) e identificando los tipos de servidor
por el color que tenga cada punto (ver la figura 1.1). Asi, al poner un segmento
de recta entre dos puntos conectariamos con un cable dos servidores.

Una solucion obvia al problema es conectar cada servidor con todos los
demas servidores, pero si tomamos en cuenta el costo de cada cable, el hecho
de unir dos servidores del mismo tipo implica redundancia de datos, y que el
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Figura 1.1: Representacion de los servidores en el plano.

costo de mantenimiento de una red es proporcional al nimero de conexiones,
entonces podemos ver que esta no es una buena solucién (ver lado izquierdo
de la figura 1.2).

Otra solucién podria ser el conectar todos los servidores en una red con
forma de arbol. El problema de esta opcién es que, en un arbol, el niimero
de saltos que tiene que dar un mensaje entre dos servidores puede ser rela-
tivamente largo, aunque geograficamente estén muy cerca, ademas esta red
es muy propensa a fallos, pues si una conexion falla, entonces nuestra red
se corta en dos subredes entre las cuales ya no puede haber intercambio de
mensajes (ver lado derecho de la figura 1.2).

Figura 1.2: Soluciones deficientes.

Entonces buscamos una soluciéon que no contenga una gran cantidad de
conexiones, para ahorrar en el costo por conexién, y que tampoco tenga muy
pocas, para evitar que se desconecte la red en caso de fallas. Por ejemplo,
una mejor soluciéon podria ser el dividir el conjunto de puntos en triangulos
de manera que no unamos puntos del mismo color (ver la figura 1.3), a este
proceso se le conoce cominmente como triangulacion. Este tipo de red tiene
diversas ventajas: la pérdida de una conexion no desconecta la red; la red es
una grafica plana, con lo que se pueden usar algoritmos de ruteo eficientes
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[24]; ademas el tamafio de las caras acotadas es fijo.

Figura 1.3: Triangulacién de un conjunto de puntos, no uniendo puntos del mismo
color.

Una observacion importante es que en lugar de triangulos pudimos haber
divido en cuadrilateros, pentagonos, etc. o en general m-agonos, y seguir
manteniendo la propiedad de no unir puntos del mismo color. Entre mas
grande tomemos m, el nimero de conexiones se reduciria al particionar en
m~agonos, con lo cudl el costo por cada conexién se reduce.

La dificultad ahora reside en que dependiendo del nimero k£ de colores,
el tamano de nuestro conjunto y el tipo de m-agonos que escojamos, la tarea
de dividir en m-agonos puede no ser facil, o de hecho no se pueda realizar.

Sea S un conjunto de n puntos en el plano, coloreados de k colores diferen-
tes. Una m-agonalizacion de S es un conjunto de m-agonos con interiores aje-
nos, cuyos vértices son todos los puntos de S, cuya unién es la envolvente con-
vexa de Sy de forma que todas las aristas unen puntos de diferente color. Lla-
mamos Gy, ,(S) a la grafica cuyos vértices son las m-agonalizaciones de S, y
donde dos vértices son adyacentes si se puede pasar de una m-agonalizacion a
otra haciendo un intercambio de arista.

El presente trabajo estda enfocado a identificar para qué valores de m, k y
n es posible realizar m-agonalizaciones, y para qué valores la gréafica G, x(.5)
es conexa, suponiendo que los puntos en S estdn en posicién convexa. Ademéds
se daran resultados especificos sobre las cuadrilaterizaciones k-coloreadas de
puntos en el plano (m = 4), como encontrar conjuntos en posicién general
para los cuales G42(S) es no conexa; y la imposibilidad de obtener cuadri-
laterizaciones 3-coloreadas de algunos conjuntos de puntos, aun agregando
puntos extra, llamados Steiner.

Otra motivacion para estudiar dichos problemas es que la literatura acerca
de triangulaciones es muy vasta, pero para m-agonos con m > 3 es muy
poca, y es mas escasa cuando se anade el uso de colores. Nuestra investigacién
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intenta ser una continuacién a los estudios previos de esta area, generalizando
algunos resultados a m-dgonos de cualquier tamano, e introduciendo nuevos
problemas relacionados.

De esta forma, en el capitulo 2 abundaremos en los estudios de las m-
agonalizaciones k-coloreadas a través de la historia, en el capitulo 3 mostra-
remos nuestros resultados con puntos k-coloreados en posicién convexa, en el
capitulo 4 trataremos con cuadrilaterizaciones de puntos 2 y 3-coloreadas, y
en el capitulo 5 expondremos las conclusiones obtenidas en esta investigacion.

Sélo falta mencionar que a lo largo de esta obra se usaran conceptos
bésicos de Geometria Computacional, Anélisis de Algoritmos y Teoria de las
Graficas. Algunos de estos conceptos no seran expuestos aqui para no exten-
der demasiado la obra. Se recomienda que ante cualquier duda se consulte
bibliografia especializada, como [5]y [21] para Geometria Computacional, [11]
para Anélisis de Algoritmos, y [13] para Teoria de las Gréficas.



Capitulo 2
Trabajo previo

En este capitulo veremos algunas definiciones basicas que se ocuparan a
lo largo de este trabajo. Entre ellas definiremos formalmente las particiones
en m-agonos.

También se hara un breve recuento de los resultados obtenidos por otras
personas que han trabajado en este problema.

2.1. Preliminares

Trabajaremos con conjuntos de puntos en el plano. Estos conjuntos deben
ser finitos y sus puntos deben tener asociadas coordenadas cartesianas.

Dados dos puntos en el plano a y b, denotaremos con [(a, b) a la linea que
pasa por a y b, y con ab al segmento de recta que une a a y b (ver figura 2.1).

a - a

Figura 2.1: Linea y segmento de a y b.

Definicién 2.1 Decimos que un conjunto de puntos esta en posicion ge-
neral si no contiene tres puntos colineales.
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Definicién 2.2 Un poligono P es una secuencia ordenada de puntos

Piy- -y Pn, N > 3, llamados vértices de P, junto con los segmentos de linea
PiDit1, ¢ = 1,...,n — 1 y p,p1, llamados aristas de P. Decimos que P es
stmple si no se intersectan cualesquiera dos aristas no consecutivas (ver

figura 2.2).

Un poligono simple divide el plano en dos regiones, una no acotada llama-
da exterior y otra acotada llamada interior. En general, el término poligono
simple denota al poligono junto con su interior.

Definicién 2.3 Un poligono simple P es convexo si para cualesquiera dos
puntos a, b en el interior de P, también ab esta totalmente contenido en el
interior de P (ver figura 2.2).

Llamaremos m-agono a cualquier poligono simple P cuyo ntmero de
vértices sea m. (ver figura 2.2). Asi a un tridngulo le llamaremos 3-dgono y a
un cuadrilatero 4-agono, etc.

Figura 2.2: Un poligono simple (9-4gono) y un poligono convexo (6-4gono).
Sea S un conjunto finito de puntos en el plano y en posicién general.

Definicién 2.4 La envolvente convexa de S, CONV(S), es el poligono
convexo P de menor drea, tal que todo punto de S es vértice de P o estd en
su interior (ver figura 2.3).

Definicién 2.5 Diremos que S estd en posicion convexa si todo punto de
S es vértice de CONV(S).
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Figura 2.3: Un conjunto de puntos S y su envolvente convexa.

Definicién 2.6 Dado m € N fijo, definimos una particion en m-dgonos
o m-agonalizacion de S, como una familia de m-dgonos, con interiores
ajenos, cuyos vértices son todos los puntos de S y cuya union es CONV/(S)

(ver figura 2.4).

Cuando m = 3 a este tipo de particiones se les conoce como triangulacio-
nes, y se han estudiado sus propiedades de manera extensa. Cuando m = 4
se les conoce como cuadrilaterizaciones o cuadrangulaciones, y han sido es-
tudiadas més escasamente.

Figura 2.4: Particién en 4-agonos (cuadrilaterizacién) del conjunto S de la figura
2.3.

Dependiendo de m, la cardinalidad de S y la posicién de los puntos de
S, es posible que no se pueda particionar S en m-agonos; por ejemplo, si
la cantidad de puntos en CONV(S) no fuera mayor o igual a cuatro y par,
entonces S no podria cudrilaterizarse [7]; es por estas razones que algunas
veces es necesario agregar a S puntos extra, para poder obtener una m-
agonalizacién del conjunto. En la literatura, a estos puntos extra se les conoce
como Steiner o de Steiner (ver figura 2.5).



2.1. Preliminares 8

Figura 2.5: Conjunto de puntos que no se puede partir en 4-agonos y particion
agregando un Steiner.

Las siguentes definiciones involucran el uso de colores:

Definiciéon 2.7 Dados k colores distintos, decimos que S estd k-coloreado,
518 =S1USyU...US, y para todo i, 0 < i < k, se tiene que: S; # 0, cada
punto de S; estd pintado del colori, y para todo j #1 (0 < j < k)S;NS; =0.

A cada conjunto S; de un conjunto k-coloreado S, le llamaremos clase
cromatica del color i, 0 < i < k.

Definicién 2.8 Al segmento de recta ab le llamaremos arista bicromdtica
si los puntos a y b tienen diferente color.

De esta misma manera, cuando los extremos de un segmento de recta
tenga los mismos colores le llamaremos arista monocromatica.

Ahora somos capaces de definir las particiones en m-agonos utilizando
colores:

Definicién 2.9 Una particion en m-dgonos de un conjunto k-coloreado estd
bien coloreada si todas las aristas de los m-dgonos son bicromdticas (ver
figura 2.6).

De aqui en adelante cuando se hable de m-agonalizaciones k-coloreadas se
presupondra que hablamos de particiones en m-agonos bien coloreadas de
conjuntos k-coloreados.

Habra ocasiones en las que la cantidad de colores que se necesitan en
una figura sean demasiados, en esos casos, en lugar de colores, se utilizaran
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etiquetas con el numero de color que le corresponda (ver figura 2.6), habra ca-
sos en los que incluso no se denotara el color de los puntos, si es que dichos
colores fueran irrelevantes (considerando que de antemano trabajamos con
m-agonalizaciones bien coloreadas).

Figura 2.6: Una particién en 3-4gonos bien coloreada de un conjunto 3-coloreado
y la misma particién usando etiquetas en lugar de colores.

Dependiendo de S y su coloracién, este puede tener cero o mas m-ago-
nalizaciones k-coloreadas. Dadas dos particiones P; y P, de S en m-agonos,
decimos que estas son adyacentes si se puede obtener P; a partir de P,
substituyendo una arista de P; por otra arista de P, que no esta en P; (ver
figura 2.7). Dicha operacién se conoce como un giro de aristas. Esta relacién
de adyacencia entre particiones nos define un grafica que llamaremos G, x(5)
cuyos vértices son todas las m-agonalizaciones k-coloreadas de S, y tal que
dos son adyacentes en G,,x(S) si se puede ir de una m-agonalizacién a la
otra mediante un giro de aristas. En general, a dicha grafica, también la
conoceremos con el nombre grafica de m-agonalizaciones k-coloreadas.

(BYR(EY

Figura 2.7: Dos cuadrilaterizaciones adyacentes de un conjunto 2-coloreado (en
gris las aristas que se intercambian).
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2.2. Particiones en m-agonos de conjuntos k-
coloreados

La investigacién relacionada con triangulaciones es vasta, sin embargo
para particiones en m-agonos con m > 3 la investigacién es relativamente
escasa, v lo es més si tomamos en cuenta el uso de colores. Mucha de esta
investigaciéon esté restringida a casos particulares y no a m-agonos de tamano
arbitrario o cantidad de colores variable.

Entre los estudios que no involucran colores, Bose y Toussaint en [7] dieron
una caracterizacion de los conjuntos que admiten particiones en 4-agonos
(cuadrilaterizaciones). Ellos mostraron que S, un conjunto de n puntos en
posiciéon general, admite una cuadrilaterizacion si, y sélo si, el ntimero de
puntos en la envolvente convexa de S es al menos cuatro y es par. También
presentaron un algoritmo que cuadrilateriza S en tiempo O(nlogn), y si S
no admite una cuadrilaterizacion entonces lo cuadrilateriza agregando tan
s6lo un punto Steiner. Este algoritmo fue llamado de Inserciéon Secuencial, y
consiste en calcular CONV(S) (en tiempo O(nlogn)), partir CONV(S) en
cuadrildteros agregando diagonales (en tiempo O(n)), y finalmente insertar
cada punto interior en el cuadrildtero que lo contiene (O(nlogn) usando
barrido de linea), ver figura 2.8.

Figura 2.8: Cuadrilaterizacién de S usando insercién secuencial y agregando un
Steiner.

Bremner, et al. en [8] buscaron minimizar el nimero de puntos Steiner
suficientes para cuadrilaterizar convexamente cualquier conjunto de puntos,
déonde “convexamente” se refiere a que todos los cuadrilateros obtenidos en
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la particién sean poligonos convexos. La cota obtenida fue de 3|n/2] pun-
tos Steiner, para cuadrilaterizar convexamente S. Por nuestra parte hemos
mejorado esta cota en [16] y [17], reduciendo a n+ 1 Steiner usando un méto-
do relativamente sencillo, y a (4/5)n + (8/5) Steiner usando un método més
complicado (ver figura 2.9). Tanto el método de Bremner, et al., como los
propuestos por nosotros, son de complejidad O(nlogn).

Figura 2.9: Cuadrilaterizando convexamente un conjunto de n puntos usando n+1
Steiner (puntos blancos).

En referencia al problema con colores tenemos a Fisk [15], que en 1978 da
una nueva demostracién del Teorema de la Galeria de Arte [9]. Esta nueva
demostracion se basa en el hecho de que la triangulacién de un poligono

simple es 3-coloreable (ver figura 2.10), que es una consecuencia del Teorema
de las Dos Orejas de Meisters [20].

Figura 2.10: La triangulacién de un poligono simple es 3-coloreable.
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Cortés, et al. en [12] encontraron una configuracién de puntos X, para
la cual la grafica G42(X) es disconexa, ver figura 2.11. El conjunto X sélo
tiene dos cuadrilaterizaciones diferentes y no se puede pasar de una a otra
por medio de giros de arista, el inico problema con esta configuracién es que
los puntos no se encuentran el posicion general.

Figura 2.11: Las tnicas cuadrilaterizaciones del conjunto X, no se puede pasar de
una a otra por medio de giros de arista.

Por su parte, Alvarez, et al. en [2] v [3] prueban que cualquier conjunto
2-coloreado P = RUB, donde |R| = |B| = n, puede ser cuadrilaterizado agre-
gando alo més [ 251 ]+ |2 |+1 puntos Steiner (ver figura 2.12) y que %* Steiner
son a veces necesarios. Ademas prueban que hay conjuntos 3-coloreados que
no pueden ser completados a cuadrilaterizaciones, no importando el ntimero
de puntos Steiner que agreguemos (ver figura 2.13).

La limitacién de estos resultados es que se enfocan a triangulos o a cua-
drilateros. El propdsito de este trabajo es el de generalizar un poco més el
tema de estudio para m-agonos en general y para cualquier cantidad de colo-
res k, aunque con la limitaciéon de que nuestros conjuntos serdn puntos en
posicién convexa. También daremos resultados nuevos en lo que se refiere a

las cuadrilaterizaciones con dos y tres colores.
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Figura 2.12: Cuadrilaterizacién obtenida usando el método de [2], los puntos grises
son Steiner.

Figura 2.13: Conjunto 3-coloreado que no puede ser cuadrilaterizable, ain agre-
gando puntos Steiner.



Capitulo 3

m-agonalizaciones sobre puntos
k-coloreados en posicion
convexa

En este capitulo estudiaremos las propiedades de las m-agonalizaciones k-
coloreadas, cuando el conjunto de puntos a particionar esta en posicién con-
vexa, asi como la conexidad de su grafica de m-agonalizaciones.

3.1. Existencia de la m-agonalizacién

Sea S un conjunto de n puntos k-coloreados en posiciéon convexa. Como S
estd en posicién convexa, entonces cualquier m-agonalizaciéon de S contiene
las aristas de CONV(S) y aristas entre vértices no contiguos en CONV(S)
(diagonales). Para que S tenga m-agonalizacién bien coloreada es necesario
que n = m + r(m — 2), dénde 7 es el nimero de diagonales de dicha m-
agonalizacién, ademds es necesario que todas las aristas de CONV(S) sean
bicrométicas. Debido a lo anterior, a lo largo de este capitulo supondremos
que nuestros conjuntos tienen cardinalidad adecuada (n = m+r(m — 2) para
alguna r € N), y coloracién de forma que las aristas de la envolvente convexa
sean bicromaticas (ver figura 3.1).

El propoésito de esta seccién es buscar los valores de m y k para los cuales
existe una m-agonalizacion de S. En particular demostraremos que cuando
k > m siempre se puede particionar en m-agonos, pero antes de demostrarlo
necesitaremos algunos lemas y definiciones.
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Figura 3.1: Conjunto 7-coloreado, con tamano y coloracién adecuada de la envol-
vente convexa para intentar particionar en 6-4gonos.

Lo primero que debemos observar es que toda m-agonalizacion de S tiene
el mismo nimero de diagonales (r).

Si llamamos oreja a un m-agono cuyos vértices estan contiguos en
CONV(S), entonces toda m-agonalizacién que tenga al menos una diagonal
tiene al menos dos orejas (ver figura 3.2).

Figura 3.2: Las orejas de una particién en 6-dgonos.

Intuitivamente, lo que haremos para construir una m-agonalizacién de
un conjunto, serd buscar una oreja admisible dentro del conjunto, quitarle
al conjunto esa oreja y continuar inductivamente. Usaremos el termino de
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admisible cuando encontremos diagonales bicromaticas que formen un m-
agono, de esta forma, una oreja es admisible si la diagonal que la forma es
bicromética (hay que recordar que ademds estamos suponiendo que todas las
aristas de CONV/(S) son bicromaéticas).

Lema 3.1 Si k > m entonces S siempre tiene una oreja admisible.

Demostracion.- Supongamos que S es tal que no contiene una oreja ad-
misible. Escojamos un punto u de color 1, como S no tiene orejas admisibles
entonces los puntos a distancia m de u, en sentido de las manecillas del reloj
y en contra, deben de ser también de color 1. Consideremos ahora el siguiente
punto v a favor de las manecillas del reloj de u, por ser vecino de u debe ser
de color diferente de 1 , sin pérdida de generalidad supongamos que es de
color 2, al igual que antes los puntos que estan a distancia m de v a favor y
en contra de las manecillas del reloj deben tener color 2 (ver lado izquierdo de
la figura 3.3). Si seguimos repitiendo el mismo proceso veremos que el color
de muchos puntos queda forzado por el hecho de no tener orejas admisibles.

Observemos el espacio C', de m — 2 puntos, que hay entre u y cualquiera
de los otros dos puntos de color 1, en el mejor de los casos a cada punto en C
le asignamos un color diferente, ocupando asi m — 2 colores. Como todas las
orejas estan bloqueadas el patron de colores dentro de C' se va propagando
en ambos sentidos de las manecillas del reloj hasta que el color de todos los
puntos en S queda forzado (ver lado derecho de la figura 3.3).

C
1 /—'1
N C 2N\ C
C
lu 1
20 2

Figura 3.3: Forzando todos los puntos de S con diagonales no-validas.
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Si contamos también los puntos de color 1, forzados por u, entonces S
esta coloreado con m —1 colores, pero esto es una contradiccién pues sabemos
que S estd k-coloreado, que kK > m > m — 1 y que S debe tener al menos un
punto de cada uno de los k colores.

Por tanto por reduccién al absurdo tenemos que S siempre tiene una oreja
admisible. O

Aplicando el lema anterior podemos crear m-agonalizaciones cortando
orejas de nuestro conjunto original, quedandonos con conjuntos mas pe-
quenos. Cortar una oreja de un conjunto significa quitar de nuestro conjunto
todos los puntos de la oreja, exceptuando los dos puntos de la diagonal que
define dicha oreja (ver figura 3.4). El problema de este enfoque es que des-
pués de cortar una oreja podemos haber perdido colores, con lo cual ya no
podriamos asegurar la existencia de otra oreja admisible, esto nos obliga a
buscar herramientas adicionales.

1 2

Figura 3.4: Cortando una oreja de un conjunto.

Definicién 3.1 Diremos que una m-agonalizacion de S es de tipo abanico si
existe un punto en S del cudl salen todas las diagonales de la m-agonalizacion
(ver figura 3.5).

Es importante observar que, a excepcion de las orejas que pudieran con-
tener al punto base de una m-agonalizacién abanico, las diagonales de un
abanico intersectan a la diagonal de cualquier otra oreja sélo una vez (ver
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Figura 3.5: m-agonalizacién de tipo abanico.

figura 3.6). Cabe senalar que estamos considerando que dos diagonales se in-
tersectan sélo si su interseccion no ocurre en sus extremos, esta es la definicién
de interseccion de diagonales que usaremos de aqui en adelante.

Figura 3.6: Un abanico corta sélo una vez cualquier oreja que no contenga su
punto base.

Definicién 3.2 §i alguna oreja admisible contiene todos los puntos de una
clase cromdtica, se dice que separa dicha clase (ver figura 3.7).

Una de las propiedades de las m-agonalizaciones abanico es la siguiente:
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Figura 3.7: Oreja que separa toda la clase cromética 3.

Lema 3.2 Si una oreja admisible de S separa una clase cromdtica, entonces
se puede construir una m-agonalizacion abanico de S con base en cualquier
punto de la clase cromadtica separada.

Demostracion.- Sea S; la clase cromatica separada, O la oreja que la separa
y uw un punto de S;. Como todos los puntos de S; estan contenidos en O,
entonces los puntos que estan a distancia m de u, a favor y en contra de las
manecillas del reloj, son de color diferente del de u, por tanto podemos tomar
esas dos orejas admisibles P y @ (ver lado izquierdo de la figura 3.8).

Si cortamos P y  de nuestro conjunto podemos continuar inductivamente
cortando orejas que salgan de u hasta que nos quedemos sélo con un m-
agono o que las dos orejas admisibles compartan la misma diagonal (ver lado
derecho de la figura 3.8). Esto lo podemos hacer porque después de cortar
Py @, u es él tnico elemento de S; que nos queda, con lo cual todas las
diagonales que partan de u son admisibles.

Por tanto, si unimos todas las orejas que cortamos, obtenemos una m-
agonalizacién de S, esta m-agonalizacion es abanico porque todas las diago-
nales salen de u. ]

Ahora podemos demostrar el siguiente teorema con respecto a la existencia
de las m~agonalizaciones:

Teorema 3.3 Si S es un conjunto de tamano n en posicion convexa k-
coloreado , entonces se tiene lo siguiente:
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o

Figura 3.8: Formando una m-agonalizacién abanico con base en u.

a) Para 2 < k < m, existen coloraciones de los vértices que admiten
m-agonalizacion y otras que no.

b) Si k =2, existe m-agonalizacion sdlo si m es par.

c) Si k > m, siempre eziste m-agonalizacion .

Demostracion.-

a) Tomemos k = 3y m = 4, en la figura 3.9 hay dos configuraciones 3-
coloreadas, una que admite particién en 4-agonos y otra que no porque
ninguna diagonal es admisible.

1 2 1 2

[\
w
(%)
w

Figura 3.9: La coloracién determina si puede haber 4-4gonos o no.

b) Las aristas de CONV(.S) son bicrométicas, como sélo tenemos dos colo-
res entonces los vértices de S se encuentran coloreados alternadamente.
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Podemos partir en m-agonos siempre que m sea par, pues de lo contrario
se intentarfan agregar aristas monocroméaticas (ver figura 3.10).

Figura 3.10: Se pueden agregar diagonales véalidas sélo en intervalos par.

c¢) Por el Lema 3.1 existe una oreja admisible. Si esa oreja separa una cla-
se cromatica hacemos una m-agonalizacién abanico por el Lema 3.2 y
terminamos, en caso contrario cortamos esa oreja y continuamos repi-
tiendo el proceso en el resto del conjunto, hasta que nos quedemos con
s0lo un m-agono. Podemos asegurar que en cada repeticion hay una
oreja admisible, pues este conjunto contiene los k colores, de lo con-
trario la dltima oreja que quitamos separaba algin color y hubiéramos
acabado. Al final, al unir todos los m-agonos obtenidos, formamos una
m~agonalizacion de S.

O

El Teorema 3.3 precisa valores de k£ y m para los cuales podemos ase-
gurar que existe una m-agonalizacion de S. Con este resultado intentamos
aportar un poco en la busqueda de caracterizar, de manera puntual, aquellos
conjuntos de puntos k-coloreados que aceptan m-agonalizaciones.

3.1.1. Algoritmo

Como la demostracion del Teorema 3.3 fue constructiva, entonces al mis-
mo tiempo se define un algoritmo para m-agonalizar conjuntos en posicién
convexa cuando £ > m. Recordemos que S es un conjunto k-coloreado, en
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posicién convexa, de tamano n = m + r(m — 2) con r € N, y con todas
las aristas de CONV(S) bicrométicas. De manera intuitiva el algoritmo para
m-agonalizar S trabaja asi:

1. Toma U = S.

2. Repite mientras |U| # m:

a) Recorre los puntos de U hasta encontrar un punto que forme una
oreja admisible O.

b) Si O separa un color, haz un abanico desde un punto de ese color
y sal del ciclo.

¢) Si O no separa color, toma U como lo que tiene U, pero cortando

0.
3. FIN

En la figura 3.11 se puede ver una corrida de este algoritmo.

El paso a) toma tiempo O(|U|), porque una vez escogido un punto de
U nos toma tiempo constante ver si forma una oreja admisible. El paso b)
nos lleva tiempo O(|U]), pues tenemos que revisar si alguna clase cromética
quedé totalmente contenida en O. El paso ¢) lleva tiempo constante. Debido
a que el tamano de U disminuye m — 2 puntos en cada iteracion, el nimero
maximo de repeticiones del ciclo es . La complejidad seria entonces: Zz:ol n—
i(m — 2), y esto es O(n?) porque 7 es una fraccién lineal de n. Por tanto
complejidad total del algoritmo es O(n?) y su correctez estd basada en la
demostracion del Teorema 3.3.

Este algoritmo, al ser consecuencia del Teorema 3.3, no es necesariamente
el mas eficiente, de hecho conjeturamos que, utilizando técnicas méas especiali-
zadas (como “divide y venceras”), la complejidad puede bajarse a O(nlogn).

3.2. Conexion del grafo de m-agonalizaciones

Tomemos de nuevo S como un conjunto k-coloreado, en posiciéon con-
vexa, de tamano n = m + r(m — 2) con r € N, y con todas las aristas de
CONV(S) bicromaticas. Antes se definié la grafica G, x(S) como la gréfica de
m~agonalizaciones del conjunto k-coloreado S, donde dos m-agonalizaciones
son adyacentes si se puede ir de una a otra por medio de un giro de aristas.
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Figura 3.11: m-agonalizando un conjunto en posicién convexa k-coloreado.
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Para puntos en posiciéon convexa definimos G, (n) como la grafica de
cualquier conjunto convexo k-coloreado de n puntos, de forma que si decimos
que G, r(n) cumple alguna propiedad entonces para todo S k-coloreado en
posicién convexa, con |S| = n, la gréfica G,, x(S) cumple dicha propiedad.

En esta seccién buscaremos para qué valores de m, k y n la gréafica Gy, x(n)
es conexa. Primero expondremos algunos conceptos y lemas.

Definicién 3.3 Dada una m-agonalizacion M de S, podemos definir un
subpoligono de S que cumpla cierta propiedad, como el menor poligono

que contiene todos los m-agonos de M que cumplan con dicha propiedad (ver
figura 3.12).

Figura 3.12: A la derecha el subpoligono que contiene las diagonales de la m-
agonalizacién que intersectan L.

El siguiente lema muestra la utilidad de las m-agonalizaciones abanico,
como intermediarias entre m-agonalizaciones.

Lema 3.4 Si S tiene dos m-agonalizaciones y alguna de ellas es abanico,
entonces se puede ir de una a otra por medio de giros de arista.

Demostracion.- Toma M; y My dos m-agonalizaciones de .S, de forma que
M es un abanico con base en un punto u. Si M; = M, entonces terminamos.

Supongamos que M; # M. Recordemos que |S| = m + r(m — 2) dénde
r el el nimero de diagonales de una m-agonalizacién de S. Si r = 0 entonces
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no tiene diagonales y se cumple por vacuidad. Si » = 1 entonces sélo tenemos
que intercambiar la diagonal de M por la diagonal de M.

Entonces debemos suponer también que r > 2. Si M; y M, comparten
alguna oreja la cortamos del conjunto y repetimos el proceso hasta llegar
al conjunto S’ en el que M; y My no comparten orejas. Observemos que
basta convertir las diagonales de M; dentro de S’ a diagonales My dentro
de S’, para ir de M; a My en S. Si M, tiene s6lo una diagonal dentro de
S’, entonces basta intercambiar dicha diagonal por la vélida que salga de u
e1n MQ.

Tomemos entonces el caso en que S’ tiene mds de una diagonal y res-
trinjaimonos a S’. M debe tener al menos dos orejas (orejas desde el punto
de vista de S’, no necesariamente orejas de S), como u sélo podria pertenecer
a una de esas orejas, entonces existe una oreja de M; que no contiene a u
y cuya diagonal O debe intersectar sélo a una diagonal L de My (ver lado
izquierdo de la figura 3.13). Entonces procedemos a intercambiar en My a L
por O, cortar de S’ la oreja que forma O, y procedemos inductivamente sobre
el conjunto restante (ver lado derecho de la figura 3.13).

<

Figura 3.13: Convirtiendo My en M; dentro de S’

Al terminar el proceso anterior sobre S’ lo que habremos hecho es ir de
My a My en S', por medio de giros de arista. Si quisiéramos ir de M; a My
en S’ se siguen los mismos giros de arista, pero en orden inverso.

Por lo tanto podemos ir de M; a My y de M5 a M; en S, por medio de
giros de arista. O

Como consecuencia casi directa del Lema 3.4 tenemos los dos siguientes
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Lemas:

Lema 3.5 Si alguna clase cromdtica de S tiene solo un elemento, entonces
podemos llevar, por medio de giros de arista, toda m-agonalizacion a una
m-agonalizacion abanico con base en dicho elemento.

Demostracion.- Sea M, la m-agonalizacién de S y sea u el vértice que
forma la clase cromatica de un tnico elemento.

Como u es el inico elemento de su clase cromatica podemos tomar como
M a la m-agonalizacion abanico que tiene a u como base, pues todas las
diagonales que salgan de u son validas.

Ahora sélo aplicamos el Lema 3.4 con las m-agonalizaciones My My y
terminamos. L]

Lema 3.6 Si una oreja admisible separa un color, podemos llevar toda m-
agonalizacion a un abanico partiendo de un elemento de esa clase cromdtica.

Demostracion.- Sea M; una m-agonalizaciéon de S. Por el Lema 3.2 po-
demos construir una m-agonalizacion abanico My que salga de un elemento
de la clase cromatica separada, después sélo se aplica el Lema 3.4 con M y
M, y terminamos. d

En teoremas posteriores se hara uso de los lemas 3.4, 3.5 y 3.6 para llevar,
cuando sea posible, dos m-agonalizaciones a un mismo abanico y asi poder ir
de una m-agonalizacion a otra.

3.2.1. Caso k>m

Ahora intentaremos probar que si k > m entonces la grafica de m-
agonalizaciones de S es conexa.

Teorema 3.7 Si k > m entonces Gy, (n) es conezo.

Demostracion.- Si S sélo tiene una m-agonalizacién entonces G, (.S) es
conexa pues podemos ir de esa m-agonalizacion a si misma.

Entonces tomamos M7 y My dos m-agonalizaciones diferentes de S. De-
mostraremos por induccién que podemos ir de M; a My mediante giros de
arista. Procederemos por induccién sobre r, el nimero de diagonales de M,
y Mg.

Caso base:
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= 7 = 1. Como M; y Mj sélo contienen una diagonal cada una, sélo
debemos intercambiar la diagonal de M; por la de My y por tanto
Gmi(S) es conexa.

Hipotesis Inductiva: Si un poligono convexo k-coloreado tiene dos m-
agonalizaciones con d diagonales cada una, entonces podemos ir de una a
otra con giros de arista.

Ahora supongamos que S tiene d + 1 diagonales, demostremos que la
Hipoétesis Inductiva también se cumple.

El conjunto S debe cumplir las siguientes condiciones:

a) S no debe tener una clase cromdtica de un sélo punto, de lo contrario
se puede hacer uso del Lema 3.5, llevar M; y M al mismo abanico, y
habriamos terminado.

b) Ninguna oreja admisible de S debe separar una clase cromética, de lo
contrario se usa el Lema 3.6, se lleva M; y My al mismo abanico, y
terminamos.

Lo primero que debemos buscar es si My y My comparten alguna oreja P,
en este caso cortamos P de ambas m-agonalizaciones, aplicamos la Hipdtesis
Inductiva en el resto del conjunto para llevar My a M, y asi obtener un
camino de giros entre My y M; en el conjunto general. Podemos aplicar la
Hipdtesis Inductiva por b), pues nuestro conjunto conserva todos los colores
después de cortar P.

Tomamos O una oreja de M. La idea general para llevar My a My, es
llevar a My a una m-agonalizacion M3 que contenga a O, cortar dicha oreja,
aplicar la Hipdtesis Inductiva en el resto del conjunto para llevar M3 a My,
y asi obtener un camino de giros entre My y M en el conjunto general.

Consideremos S P el subpoligono de M5 en S que contiene todas las dia-
gonales que intersectan a . Y nos preguntamos: ;Estan presentes todas las
clases cromaticas en SP?

= NO = Agrego a SP m-agonos de M hasta que consigamos un poligono
SP’" que contenga todos los colores. El ultimo m-dgono que agregamos
debe ser una oreja que contiene un color que el poligono no tenia antes,
por tanto separa una clase cromatica. Ahora podemos aplicar el Lema
3.6 y convertir la parte de My dentro de SP" a un abanico M. Como
ese abanico s6lo puede cortar una vez a O, puedo hacer un giro de esa
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arista y asi obtener una m-agonalizacién de S, MY, que contenga O.
Quitamos O de M; y Mj, el conjunto que nos queda debe conservar
los k colores por b), entonces podemos aplicar Hipétesis de Induccién e
ir de una m-agonalizacién a cualquier otra (ver figura 3.14). Entonces
el camino de My a M queda asi: My < M} — MY — M;.

b
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Figura 3.14: Cortando la oreja O cuando SP no tiene todos los colores. Las dia-
gonales en negro indican los cambios sufridos por Ma.

= Si = ;Es SP = 57

e NO = Consideremos SP’ como SP con la oreja O cortada. SP’
debe tener los k colores por b), entonces por el Teorema 3.3 pode-
mos obtener una m-agonalizacién M3 de SP’. M3UO m-agonaliza
SP. Como S # SP y tiene todos los colores, entonces podemos
aplicar Hipotesis de Induccién para llevar la parte de My en SP a
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M3, obteniendo una m-agonalizacién de S, M, que contiene O.
Podemos cortar O de My y MY, por b) podemos aplicar de nuevo
Hipotesis de Induccién, y terminar. Entonces el camino de My a

M queda asi: My «— M — M.
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Figura 3.15: Cortando la oreja O cuando SP # S y tiene todos los colores. Las
diagonales en negro indican los cambios sufridos por M.

e SI = Cambio de oreja.

Cuando decimos cambio de oreja, significa que intentemos hacer lo que
hicimos con O, pero con las deméas orejas de M, y si es necesario con las
orejas de M. En el caso limite, todas las orejas de M; y M, obtuvieron SI en
la tltima pregunta. En ese caso podemos deducir que: toda diagonal de M,
intersecta a toda oreja de My y toda diagonal de M intersecta a toda oreja
de M;. Como una diagonal de una m-agonalizacién solo puede intersectar
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a dos orejas de la otra m-agonalizacién, entonces deducimos que tanto M,
como M tienen exactamente dos orejas. Estas condiciones sélo se pueden
cumplir cuando M; y M, forman una configuracién tipo pelota de basquetball
(ver figura 3.16), que sélo se puede dar cuando las m-agonalizaciones de S
tienen dos diagonales (r = 2).

AN

N S

Figura 3.16: M7 y My en configuracién tipo pelota de basquetball.

Las condiciones sélo se pueden dar con r = 2, porque en el caso r > 2
tendriamos una situacion como la expuesta en la figura 3.17 (r = 3). En este
caso tenemos dos m-agonos con todos sus vértices dentro de dos orejas, esto
supone que las dos orejas tienen al menos 2m + 2 puntos, demasiados para

los 2m puntos que tienen.

NV

Figura 3.17: Caso imposible.

Por tanto basta con demostrar que se puede ir de M; a My en la pelota
de basquetball, cosa que haremos mas adelante. La dificultad radica en que
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en esta configuracion ninguna de las diagonales de M puede pasar a una de
My mediante un solo giro de arista, y viceversa.

.. la Hipétesis de Induccién vale para conjuntos k-coloreados con d + 1
diagonales.

. G i(S) es conexa cuando k > m.

.. Como tomamos cualquier conjunto S de tamano n tenemos: G, (1) es
conexa cuando k > m. O

Pelota de Basquetball

Para completar la demostracion del Teorema 3.7 sélo falta demostrar que
dadas dos m-agonalizaciones en configuracion tipo pelota de basquetball se
pude ir de una a otra mediante giros de arista, teniendo como hipotesis que
k > m. Para eso necesitamos definir algunos conceptos previos.

Tomando los puntos de S como vértices y las diagonales como aristas
podemos definir lo que sigue:

Definicién 3.4 Dado un punto u en S definimos la grifica CD,,(S) =
(V. E), que llamaremos ciclo de diagonales de u con respecto a m,
determinando inductivamente V' y E de la siguiente forma:

muceV.

= Vv €V tenemos que w también estd en V, donde w es el punto que se
encuentra a distancia m de v en S, a favor de las manecillas del reloj.
Ademds de que vw € E.

Toma CD,,(S) = (V,E). Si |V| > 2 entonces todo punto en V tie-
ne grado dos, debido a que cada punto tiene un “predecesor” y un “suce-
sor” a distancia m, en el sentido de las manecillas del reloj, esto significa
que CD, ,(S) es en efecto un ciclo. Para todo punto v en V tenemos que
CDym(S) = CDyp(S). Ademés de que V' puede no ser igual a S, con lo
cual pueden ser necesarios varios ciclos de diagonales para cubrir todo S. Ver
figura 3.18.

Ahora tomemos B un conjunto de puntos k-coloreado, de tamano n =
m + 2(m — 2) = 3m — 4, en posicién convexa y con todas las aristas de

CONV(S) bicrométicas (que son algunas de las caracteristicas de la pelota
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Figura 3.18: El ciclo de diagonales C'D,, 5(5), igual al ciclo CD,, 5(5).

de basquetball). Y nos preguntamos cémo es C'D,,,,(B) = (V, E) para algin
u € B.

Observemos que V' = B, esto es debido a la cardinalidad de B. Si partimos
desde u, avanzamos m puntos y luego otros m, en total habremos avanzado
2m — 1 puntos (el —1 es porque hay un punto que contamos doble vez), osea
que para el siguiente avance nos quedan sélo m — 3 puntos de B, esto indica
que le daremos una “vuelta” completa a B y caeremos en el punto v contiguo a
u, en el sentido de las manecillas del reloj (ver figura 3.19). O sea que en cada
“vuelta” de C'D,,,,(B) empezamos la siguiente vuelta en el punto contiguo
de dénde empezamos la anterior, cubriendo asi todos los vértices de B.

>

Figura 3.19: Empezando en u llegamos a v al completar una “vuelta” a B.
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Usando los ciclos de diagonales intentaremos encontrar el nimero de dia-
gonales admisibles del conjunto B (diagonales bicrométicas que forman m-
agonos en B).

Lema 3.8 FEl conjunto B tiene al menos k diagonales admisibles.

Demostracion.-

Sea u € B. Cualquier ciclo de diagonales esta formado de diagonales que
pueden ser o no bicrométicas (admisibles), como el ciclo CD,, ,(B) contiene
todos los puntos de B, también contiene todas las diagonales que forman
m-dgonos en B (admisibles y no admisibles).

CDym(B) es un ciclo con vértices k-coloreados que contiene todos los
puntos de B, asi que si en ese ciclo pasamos de un punto de color ¢ a un
punto de color j (i # j), en B se refleja con una diagonal admisible.

En el peor de los casos, C D, ,(B) contiene la menor cantidad posible de
cambios de color, esta situacién la tenemos cuando en CD, ,,(B) los puntos
de cada color estan contiguos (ver figura 3.20).

Figura 3.20: Ejemplo de ciclo CD,, ,(B) que minimiza los cambios de color.

Como al menos debemos cambiar de color una vez por cada color, entonces
CD,, ., (B) tiene al menos k cambios de color, implicando que B tiene al menos
k diagonales admisibles. U

La cantidad de diagonales admisibles la usaremos para demostrar que
siempre quedan diagonales admisibles que ayudan a formar giros en la pelota
de basquetball.
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Lema 3.9 S5i M; y My son m-agonalizaciones de B que se intersectan en
forma de balon de basquetball y k > m, entonces se puede ir de M1 a My
por medio de giros de arista.

Demostracion.- Debemos suponer de antemano que B no tiene clases
cromaticas de un punto, ni orejas admisibles que separen una clase cromati-
ca, pues de lo contrario usariamos los Lemas 3.5 y 3.6 para ir de M; a M.
Maés atin, vamos a suponer que B no tiene ninguna m-agonalizacién de tipo
abanico, pues de lo contrario podriamos hacer uso del Lema 3.4 e ir de M,
a Mg.

Llamemos a, b, c,d, e, f, g v h a las regiones de puntos que se forman entre
las diagonales de M; y M, no incluyendo en ninguna de estas regiones
los puntos de las diagonales de M; y Mas, ver la figura 3.21 para ver la
distribucion. A las regiones a, b, ¢ y d les llamaremos esquinas, y a las regiones
e, f,g9 v h les llamaremos costados.

J N
h f
™~ A

Figura 3.21: Regiones definidas por My y M.

Como las regiones estan definidas por medio de los m-agono de M; y Mo,
entonces después de algunos calculos podemos deducir lo siguiente:

= g=a+b.
me=c+d.
= f=a+c

m h=>b+d.
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mag+bt+ct+d=m—4.

Debido a la distribucion de las regiones, las diagonales que forman m-
agonos no pueden ir de esquina a esquina, ni formarse entre puntos de e y g,
ni entre puntos de f y h. O sea que las diagonales que forman m-agonos van
de esquina a costado o de costado a costado.

Si existe una diagonal L admisible entre dos costados, entonces L inter-
secta a solo una diagonal de M; y una diagonal de M, asi que podemos
cambiar dicha diagonal de My por L, cambiar la otra diagonal de M, por la
diagonal de M; que no era intersectada por L y finalmente cambiar la dia-
gonal L en Ms por la diagonal de M; que intersectaba L (ver figura 3.22).
Lo anterior nos daria la serie de giros para pasar de My a M y habriamos
acabado.

J N N
h f
/Q/
N7 N

Figura 3.22: Pasando de My a M si existe L admisible entre costados.

Por el Lema 3.8 sabemos que B tiene al menos k diagonales admisibles,
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M junto con My estan utilizando cuatro de esas diagonales, o sea que nos
sobran al menos k — 4 diagonales admisibles.

Como una diagonal admisible entre costados es buena para nosotros, en-
tonces el peor de los casos se da cuando maximizamos la cantidad de diago-
nales admisibles que van de esquina a costado. Dichas diagonales son malas
porque intersectan a las dos diagonales de My o de Mo, y si hiciéramos in-
tercambio con alguna de ellas seguiriamos teniendo una configuracién tipo
pelota de basquetball (ver figura 3.23).

/6\ -
N A
h I n / f
R II' ;/d RL’M
g g

Figura 3.23: Intercambio por una diagonal que va de esquina a costado.

Como B no tiene m-agonalizaciones abanico, entonces de cada punto en
esquina solo puede salir una diagonal vélida. Por otro lado, como a+b+c+d =
m — 4, entonces la maxima cantidad de diagonales admisibles de esquina a
costado es m — 4. Nos sobraban al menos k — 4 diagonales admisibles en B
y ocupamos m — 4, como k > m, entonces todavia tenemos al menos una
diagonal admisible que debe ir de costado a costado y esa es la que podemos
usar para ir de M; a Mo. O

Con la demostracién del Lema 3.9 hemos completado satisfactoriamente
la demostracion del Teorema 3.7.

3.2.2. Otros valores de £y m

Consideremos ahora la conexidad de G, x(n) para los demds valores po-
sibles de k y m.
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Proposicién 3.10 Si k < m entonces G, (n) es vacio o no conezo.

Demostracion.- La gréfica G, x(n) es vacia si no existe m-agonalizacion de
S, como por ejemplo el lado derecho de la figura 3.9 con k =3y m = 4.

Puede ser no conexa como en la figura 3.24 con £ =5y m = 6, aqui se
muestran las dos m-agonalizaciones de este conjunto de puntos, pero no se
puede ir de una a otra por medio de giros, pues la m-agonalizacién de la
izquierda no puede girar ninguna de sus aristas.

Figura 3.24: No se puede ir de una m-agonalizacién a la otra (k < m).

Proposicién 3.11 Si k = m entonces G, x(n) puede ser no conexa.

Demostracion.- Toma k = m = 4, en la figura 3.25 se exhibe un conjunto
con dos m-agonalizaciones Uinicas, pero no se puede pasar de una a otra pues
ninguna de ellas puede efectuar un giro de arista.

O

Asi pues finalizamos esta secciéon conjuntando el Teorema 3.7 y las pro-
posiciones 3.10 y 3.11 en el siguiente teorema:

Teorema 3.12 Para conjuntos k-coloreados de n puntos en posicion convexa
la grifica G (n) cumple lo siguiente:

a) Si k < m puede ser vacia o no conexa.

b) Si k =m puede ser no coneza.

c) Si k > m es siempre conexa.
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Figura 3.25: m-agonalizaciones que no pueden llevarse una a la otra (k = m).

Con lo cual ya tenemos bien categorizada la conexidad de G, x(n), la
grafica de m-agonalizaciones k-coloreadas de n puntos en posicion convexa.



Capitulo 4

Cuadrilaterizaciones con k
colores

En este capitulo mostraremos algunos resultados obtenidos para el caso
particular en que m = 4, o sea cuando intentamos cuadrilaterizar conjuntos k-
coloreados. Mostraremos que la grafica G42(7) de un conjunto 1" bicoloreado
puede ser disconexa, incluso si los puntos de T' se encuentran en posicion ge-
neral. También mostraremos que hay configuraciones de puntos 3-coloreadas
que no pueden ser cuadrilaterizadas, atin si agregamos puntos extra (puntos
Steiner) a nuestro conjunto.

4.1. Disconexidad de la grafica de cuadrilate-
rizaciones bicoloreadas

Como se dijo en el capitulo 2, Cortés, et al. en [12] encontraron una
configuraciéon de puntos bicoloreados X, para la cual la grafica Gyo(X) es
disconexa, pero el problema con esta configuracion es que los puntos no se
encuentran el posicién general. Justamente el hecho de que X no estd en
posicion general, es la base del argumento para decir que G4 2(X) es disconexa,
ya que ninguna de las dos cuadrilaterizaciones expuestas en la figura 4.1 tiene
giros de arista, pues los posibles giros estan bloqueados por la colinealidad
de los puntos.

En este tipo de casos, cuando una configuracion tiene una propiedad, pero
no esta en posicion general, lo que generalmente se intenta hacer es pertur-
bar dicha configuraciéon de forma minima (infinitesimal si se desea), de forma
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Figura 4.1: Unicas cuadrilaterizaciones del conjunto X.

que ya se encuentre en posicion general, pero que vista a grandes rasgos siga
siendo la misma configuracién. El problema de X es que al hacer el procedi-
miento anterior y obtener X', en nimero de cuadrilaterizaciones de X’ y de
giros entre ellas practicamente se disparaba, de hecho no queda totalmente
claro el nimero de cuadrilaterizaciones que tendria X', y queda menos cla-
ro atin que la propiedad de de disconexidad de G42(X’) se mantenga. Estos
factores provocaron que no se hiciera un analisis exhaustivo sobre las cuadri-
laterizaciones de X', para probar la disconexidad de G42(X’) (esto nos fue
dicho directamente por los autores de [12]).

A continuacién presentamos una configuracion de puntos W, que es similar
a la configuracion X, pero en posicion general, y cuya grafica de cuadrilate-
rizaciones bicromaticas G42(WV) es disconexa (ver figura 4.2).

Figura 4.2: La configuraciéon W.

La manera en que se mostrard que G42(W) es disconexa sera tomar una
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cuadrilaterizacion bicromética de W en particular M, generar exhaustiva-
mente todas las cuadrilaterizaciones a las que se puede ir desde M por giros
de arista, y finalmente observar que entre ellas no se encuentra otra cuadrilate-
rizacion particular Ms. En la figura 4.3 podemos ver las cuadrilaterizaciones
My y My que tomaremos.

Figura 4.3: Cuadrilaterizaciones de W: M; (izquierda) y My (derecha).

En la figura 4.4 podemos ver todas las cuadrilaterizaciones a las que se
puede llevar a M, por medio de giros de arista, una curva entre dos cuadri-
laterizaciones nos indica que se puede ir de una a otra con un sélo giro de
arista. Como podemos observar My no estd entre estas cuadrilaterizaciones.

La razon por la que no se puede ir de M; a M es la siguiente: Toma el
cuadrilatero central de My y llama a sus aristas a, b, c y d, como se ve en la
figura 4.5. Por debajo de la cadena a-b solo existen cuatro formas diferentes de
cuadrilaterizar. Observemos que en las cuatro formas tanto a como b no son
girables, por tanto nunca pueden eliminarse. Como con b y ¢ pasa algo similar
que con a y b, entonces nunca podremos llegar a M, porque no contiene
dicho cuadrilatero. Por otro lado, el hecho de que por debajo de la cadena a-b
haya cuatro formas de cuadrilaterizar, y otras cuatro para la cadena b-c, nos
confirma que en la figura 4.4 en efecto estan todas las cuadrilaterizaciones
a las que se puede llegar desde M, pues serian las combinaciones de las
cuadrilaterizaciones relacionadas con a-b contra las de b-c.
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Nes

Figura 4.4: Cuadrilaterizaciones a las que se puede llegar desde M.
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Figura 4.5: Formas de cuadrilaterizar por debajo de la cadena a-b.
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4.2. Cuadrilaterizaciones 3-coloreadas y pun-
tos Steiner

En esta seccion estudiaremos las cuadrilaterizaciones de conjuntos de pun-
tos 3-coloreados y la imposibilidad de algunos conjuntos 3-coloreados de ser
cuadrilaterizados.

Sea P un conjunto de n puntos en el plano, en posicion general y 3-
coloreado con colores {1,2,3}. En el capitulo 2 vimos que para que un con-
junto de puntos sea cuadrilaterizable, entonces su envolvente convexa debe
tener una cantidad par de vértices, a esta condicion debemos agregar el fac-
tor de que, como P es 3-coloreado, todas las aristas de CONV(P) deben ser
bicromatica. A lo largo de esta seccién, supondremos que nuestros conjuntos
de puntos cumplen con estas condiciones.

Como se demostro en el capitulo 3, existen conjuntos de puntos 3-colorea-
dos que no pueden ser cuadrilaterizados, como por ejemplo el mostrado en la
figura 4.6, que a partir de este momento denominaremos como Fj.

.1 2

3.

°1

@

Figura 4.6: Conjunto Ps que no puede ser cuadrilaterizado.

En esta seccién intentaremos dar solucion al siguiente problema:

Problema 1 5% un conjunto 3-coloreado P no es cuadrilaterizable, entonces:
scudntos puntos Steiner coloreados debemos agregar a P para obtener una
cuadrilaterizacion 3-coloreada del nuevo conjunto?

De forma asombrosa, la respuesta a esta pregunta es que: existen conjun-
tos de puntos P tales que, no importando el niimero de Steiner que agregue-
mos al interior de CONV(P), no es posible obtener una cuadrilaterizacién
3-coloreada.
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Sea S un conjunto de puntos contenidos en el interior de CONV(Fs) (por
ahora los colores de los puntos de S no son importantes). Supongamos por
un momento que P = P; U S es un conjunto monocromético, y obtengamos
una cuadrilaterizacién @ de P. El que dicha cuadrilaterizacion existe fue
demostrado en [7]. Ahora tomemos G como la gréifica cuyos vértices son P
y de forma que dos vértices sean adyacentes si hay una arista de Q que los
une, una manera de ver esto es pensar que P es una forma de embeber G en
el plano. Ver la figura 4.7.

Figura 4.7: Una cuadrilaterizacién de P sin tomar en cuenta colores.
Con estos elementos podemos demostrar lo siguiente:

Teorema 4.1 En cualquier 3-coloracion de G en la que los vértices de Py en
G reciban sus mismos colores, existe siempre una arista e de G tal que los
dos vértices que une e son del mismo color.

Demostracion.- Consideremos una coloracién de los vértices de G con colo-
res {1,2,3}, no importando que vértices adyacentes reciban el mismo color,
s6lo que los vértices de Py en G reciban sus colores originales. Tomemos H la
grafica dual de GG, donde por cada cara de G hay un vértice en H, y por cada
arista e de G hay una arista en H uniendo las caras de G’ que contienen a e
en sus envolventes. Sea v, el vértice de H que representa la cara no acotada
de GG. En general H tiene multiples aristas, por ejemplo en la figura 4.8 se
muestra el dual de la cuadrilaterizacion de la figura 4.7.
Definamos ahora una suma de los colores {1, 2,3} como sigue:

i@i=0conie{l,2,3},1®2=3,143=2,y2®3=1
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Ahora podemos colorear las aristas de H como sigue: una arista e de H
que cruza una arista f de G cuyos vértices tienen colores i y j sera coloreada
de color ¢ @ j. Ver lado derecho de la figura 4.8.

==+ color 0
-- color 1

* color 2
— color 3

Figura 4.8: La gréfica H sin colorear (izquierda) y coloreada usando el operador
@ (derecha).

Probaremos que siempre existe una arista de H cuyo color es 0, es decir,
existe una arista de G cuyos vértices tienen el mismo color.

Supongamos que todas las aristas de G son bicromaticas, o sea tienen sus
vértices de diferente color. Tomemos ahora )y un cuadrilatero de G. Se puede
ver que sélo podemos tener uno de los siguientes casos:

= Las cuatro aristas de H que cruzan () tienen todas el mismo color.

= Las cuatro aristas de H que cruzan Qg tienen exactamente dos colores,
digamos 7 y j, donde dos aristas son de color ¢ y dos de color j. Incluso
las curvas obtenidas obtenidas al unir aristas del mismo color no se
intersectan entre ellas, sélo se reunen en el vértice que representa Qg en

H.

El primer caso se da cuando los vértices de (g reciben sélo dos colores, y
el segundo cuando reciben tres colores diferentes (ver figura 4.9).

Estamos listos para finalizar la demostracion. Sea H; la subgrafica de
H conteniendo todas la aristas de H de color i, ¢ € {1,2,3}. Gracias a
los dos casos expuestos antes, podemos notar que todos los vértices de H;
tienen grado par, grado 2 6 4. Ademas, por la coloracién de P, la grafica
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Figura 4.9: Ejemplos de los dos casos posibles de un cuadrildtero de G.

H; contiene al vértice vo. Més ain, si C; y C; son curvas cerradas de H;
y Hj respectivamente, entonces C; y C; no se intersectan en el interior de
CONV(P), por la observacién del segundo caso de cuadrildtero. Como todos
los vértices de H, y H, tiene grado par, existe un ciclo en cada una de ellas
conteniendo v..; llamemos estos ciclos C; y C5 respectivamente. Como C y
C5 deben cruzarse en v, entonces por el Teorema de la Curva de Jordan
[21] deben cruzarse otra vez. Sin embargo el segundo cruce de Cy y Cy debe
ser en el interior de CONV(P), y esto contradice lo que habiamos expuesto
antes.

Por tanto el resultado se sigue por reduccion al absurdo. O

Haciendo uso del Teorema 4.1 podemos demostrar el resultado principal
de esta seccion.

Teorema 4.2 Ezxiste uno conjunto 3-coloreado P (a saber Fg), al cual no
es posible agregarle otro conjunto de puntos 3-coloreados S al interior de
CONV(P), de forma que PUS sea cuadrilaterizable (sin importar el nimero,
posicion y color de los elementos de S ).

Demostracion.- Supongamos que hay un conjunto 3-coloreado S contenido
en el interior de CONV(F) y tal que Ps U S es cuadrilaterizable (de forma
bien coloreada). Sea Q una cuadrilaterizacién bien coloreada de Py U S. En-
tonces la grafica G generada por Q, cuyos vértices son PsU S, es 3-coloreable,
contradiciendo el Teorema 4.1.

Por tanto el resultado se sigue por reduccion al absurdo. O
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Gracias al Teorema 4.2 sabemos que hay conjuntos que no tiene cuadrila-
terizacion 3-coloreada, no importando el niimero de puntos Steiner que agre-
guemos; también podemos observar que el que un conjunto P tenga o no una
cuadrilaterizacién 3-coloreada depende de manera importante de CONV(P).
La primera de estas observaciones contradice la intuicién, debido a que un
conjunto 2-coloreado siempre puede ser completado a una cuadrilaterizacién
bicromaética al agregar puntos Steiner [2, 3|; asi que uno podria pensar que el
uso de otro color aumentaria el grado de libertad para formar cuadrilateros,
pero no fue asi.



Capitulo 5

Conclusiones

En este capitulo daremos las conclusiones a las que llegamos después de
este trabajo de investigacion. Hablaremos de los alcances y deficiencias de
nuestros resultados, haremos comparaciones con resultados anteriores, da-
remos posibles aplicaciones practicas de nuestros resultados, y finalmente,
expondremos conjeturas y posibles lineas de investigacion que podrian abor-
darse en un futuro.

5.1. Existencia de la m-agonalizacién.

Como vimos en el capitulo 2, el trabajo realizado en este tema es escaso,
y nuestra aportacion en el rubro de existencia de una m-agonalizacién es el
Teorema 3.3.

El Teorema 3.3 dista de ser una caracterizacién de todos los conjuntos de
puntos k-coloreadas que aceptan una m-agonalizacion. Si bien dicho teorema
puntualiza valores de k y m para los cuales hay una m-agonalizacién, solo lo
hace para conjuntos en posiciéon convexa. Seria muy interesante conseguir un
resultado como el de Bose, et al. [7] en el que se caracterizan de forma precisa
todos los conjuntos de puntos que aceptan cuadrilaterizaciones.

De cualquier forma, la importancia del Teorema 3.3 radica en que es,
hasta donde sabemos, el primero en encontrar una familia de conjuntos k-
coloreados m-agonalizables, para valores variables de m, k y n, y con la tnica
restriccion de que k > m. El resultado mas proximo pertenece a Cortés, et
al. en [12], en el que se describe una familia de conjuntos bicrométicos que
pueden ser cuadrilaterizados.
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5.2. Gréfica G, ;(n).

A diferencia del del rubro anterior, la investigacion previa en este rubro es
casi nula cuando se agrega el factor de los colores. Por lo anterior el resultado
que obtuvimos en este rubro es sin duda el mas ambicioso de toda la tesis
(Teorema 3.12). Basandonos en el Teorema 3.12, obtenemos una familia de
conjuntos cuya grafica G, x(n) es conexa, para valores variables de m, k y n,
cuya unica restriccién es k > m. Este resultado significa que no importando
cémo se m-agonalize un elemento de esa familia, siempre se puede ir y venir
de cualquier m~agonalizacién por medio de giros de arista..

Hasta donde sabemos, el inico resultado parecido también se encuentra en
[12] y es s6lo un ejemplo de un conjunto 7" cuya gréafica G4 »(1") es no conexa. Si
bien nuestro resultado sélo funciona para puntos en posicién convexa, significa
un gran avance en comparacion con el trabajo previo.

5.3. Cuadrilaterizaciones 2 y 3-coloreadas

En el capitulo 4 se presentaron dos resultados acerca de las cuadrilate-
rizaciones cuando los puntos tienen colores. Aunque ambos resultados sélo
muestran la existencia de conjuntos particulares que cumplen cierta propie-
dad, su importancia radica en que se responden a interrogantes en las que
nadie podia dar por segura una respuesta, ni la respuesta afirmativa, ni la
negativa. Dichas interrogantes son:

= ;Hay conjuntos en posicién general cuya gréafica de cuadrilaterizaciones
bicromaticas sea no conexa?

= ;Siempre se puede cuadrilaterizar agregando puntos Steiner no impor-
tando la cantidad de colores?

Para la primera pregunta, la mayoria de los que han trabajado en el
problema, conjeturaban que la respuesta era afirmativa, aunque no podian
estar seguros hasta que no se encontrara al menos uno de dichos conjuntos.
Ahora ya se puede asegurar, fuera de dudas, que la respuesta a dicha pregunta
es: SI.

Aunque la opinién general sobre la segunda pregunta era la respuesta
afirmativa, ahora podemos descartarla, ya que mostramos la existencia de un
conjunto que no tiene cuadrilaterizacién 3-coloreada, atin permitiendo el uso
de puntos Steiner.
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5.4. Aplicaciones

Debido a que los resultados obtenidos en este trabajo estan muy ligados
a las areas de Algoritmos, Geometria Computacional y Teoria de Graficas,
las posibles aplicaciones son innumerables. Lo anterior es debido a el nivel de
abstraccion de los resultados, ya que asi son aterrizables a diversas dreas del
conocimiento.

Un ejemplo son los estudios recientes en los métodos de elemento finito
([4] v [1]) ¥ en la interpolacion de datos dispersos ([18], [10] y [19]), en los que
se hace uso de particiones en cuadrilateros y triangulos. En dichos estudios
se demuestra que en algunas ocasiones es preferible el uso de cuadrilateros en
lugar de triangulos, esto nos indica que posiblemente el uso de m-agonos con
m > 4 pueda mejorar sus resultados.

El uso de colores se puede relacionar con categorias, asi que mediante su
uso y particiéon en m-agonos podemos dar una organizacién especial a esas
categorias.

En el ejemplo presentado en el capitulo 1, relacionado con redes de compu-
tadoras y diversos tipos de servidor, ahora con la gréifica G, x(n) podriamos
analizar las diversas topologias que puede tener la red, asi como intercambiar
conexiones y saber que se siguen conservando ciertas propiedades. Si los en-
laces fueran inalambricos se podria facilmente intercambiar conexiones entre
servidores hasta encontrar la mas adecuada, a sabiendas de que la topologia
de la red se mantiene.

5.5. A futuro

Sin duda los resultados obtenidos en esta investigacién son un gran avance
en el tema, pero mantienen y crean muchos problemas en los cuales trabajar
a futuro.

Un ejemplo es crear un algoritmo que aproveche estos resultados y que
verifique si un conjunto k-coloreado cualquiera es m-agonaliizable.

Otro trabajo a futuro seria continuar la investigacién hecha en [2, 3, 16, 17]
en intentar m-agonalizar conjuntos k-coloreados agregando puntos Steiner, ya
sea que se exijan todos los m-agonos convexos o no.

Sin embargo, el principal objetivo a futuro sigue siendo el intentar ca-
racterizar todos los conjuntos k-coloreados que pueden ser particionados en
m~agonos, no importando si estan es posicion convexa o no.
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