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INTRODUCCION:

La derivada y toda la teoria que existe alrededor de ella es un tema
de importancia relevante dentro del desarrollo del Cdlculo Infinitesimal, de
tal manera que a la rama que lo trata se le denomina Cdlculo Diferencial.

La diferenciacion y el desarrollo de los temas afines a ella tienen su
origen a partir de los problemas de la recta tangente a una curva -tratado
desde la antigua Grecia, en particular por Arquimedes-, el de la velocidad
instantdnea de un mdvil, el cual desembocaria en el de la razén de cambio
instantdnea, problemas que se desarrollan a partir del siglo XV de nuestra
era. Mds adelante, Gottfried Leibnitz e Isaac Newton establecen las bases
del Cdlculo Diferencial.

Sin embargo, la teoria referente a la derivada goza de vigencia en
nuestros dias debido a las aplicaciones que se efectian del fema en diversas
disciplinas, tanto en las ciencias como en aquellas que no lo son. Ademds, es
parte importante en el desarrollo de la tecnologia actual y a su vez, gracias
a ésta, se facilita el estudio, el desarrollo y la aplicacién del Calculo
Diferencial. Mds aun, este y otros temas han servido de base para el
desarrollo del Andlisis Matemadtico.

Es por ello que la derivada es uno de los temas importantes de los
cursos de Cdlculo Diferencial e Integral, la cual se imparte en los Gltimos
grados de bachillerato; ademds, es materia de algunas carreras
universitarias.

Como parte del trabajo del Seminario de Titulacion “"Ensefianza del
Cdlculo” resulta el desarrollo de este texto, el cual se presenta como un
ejercicio de creacién de un escrito de apoyo y consulta para los involucrados
en la ensefianza del Cdlculo Diferencial, el cual fue creado a través de
reportes semanales de acuerdo a cada tema que forma parte de la teoria
sobre la derivada.

En las primeras trece secciones se establece la teoria sobre la
derivada. En la primera, se define la derivada a partir de los problemas
mencionados arriba y, a partir de esa definicidn, se obtienen las derivadas
de algunas funciones bdsicas. Luego, se definen las derivadas de operaciones



entre funciones, lo cual se trata en dos secciones. Continuamos con dos
secciones sobre teoremas, entre ellos, el Teorema del Valor Medio y sus
aplicaciones. En las siguientes, se tratan femas como las derivadas de orden
superior y la aplicacion de la diferenciacién en la obtencion de limites
indeterminados.

Las secciones 8, 9 y 10 tratan los elementos que nos sirven para
trazar las grdficas de funciones con mayor precisién: puntos criticos,
intervalos de crecimiento y curvatura, etc. Los siguientes temas son la
aproximacion a una funcién a través de polinomios y la derivacion implicita.
La seccién trece es un cierre de la parte tedrica debido a los diversos
temas que ftrata: funciones exponenciales, logaritmicas, inversas y el
concepto de diferencial.

La secciones de la 14 a la 17 son ejemplos de soluciones a diversos
problemas en los cuales estd inmersa la derivada y sus aplicaciones; ademds,
se hace notar la relacién con temas anteriores del Cdlculo Infinitesimal y
con otros que no son parte de éste pero si de la matemdtica. Esto no
significa que en las secciones anteriores no haya ejercicios prdcticos, pero
éstos sirven para ejemplificar los temas tratados.

Sin mds, entonces, se presenta el trabajo.
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1.1 CONCEPTO DE DERIVADA

Las funciones poseen caracteristicas que pueden ser estudiadas,
propiedades tanto locales -alrededor de un punto- o globales, que abarcan
intervalos o el dominio de la funcién. De la misma manera, encontramos que
ciertos problemas de la vida cotidiana pueden ser descritos como funciones
y, por tanto, el estudio de las mismas estard involucrado en la resolucion de
dichos problemas.

Una de esas caracteristicas mencionadas es la manera en la que la
funcion varia, es decir, a qué razén lo hace. Podemos considerar el ejemplo
de la velocidad de un vehiculo en movimiento, este problema es objeto de
estudio de la Fisica. De acuerdo con la férmula de la velocidad, la cual es el
desplazamiento entre el tiempo, podemos determinar la velocidad media, o
promedio, en un trayecto determinado, con la razon siguiente:

P, -P
V=0
tf_tO

Aclaramos que, en dicha férmula, Ps es la posicion del vehiculo al final
del trayecto, Py es su posicion al inicio -lo cual nos da como resultado el
desplazamiento- , t; es el tiempo final y to el tiempo de inicio.

Sin embargo, en un viaje, por lo regular, el vehiculo no se mantiene a
la misma velocidad en todo el trayecto. ¢Como determinamos la velocidad en
un cierto instante t? A través de la misma férmula, fijamos primero ese
instante ty como nuestro tiempo inicial y podemos fomar otro momento del
recorrido, el cual serd t. Pero necesitamos saber lo que pasa en t;, por lo que
hacemos que t; se acerque a to; es ahi donde entra la definicién de limite. Por
lo tanto, la velocidad en el instante t, queda determinada por la expresion

P, - P,

ty >t —t.
b b 1,

Esta expresion es lo que se llama la velocidad instantdnea en to.
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Otras cantidades fisicas o de otras disciplinas también pueden
poseer una razén de cambio que podemos determinar. Si consideramos que
la velocidad es expresada por medio de una funcion que va de R en R y
generalizamos para cualquier otra cantidad a través de esa funcidn, la
expresion para una razén de cambio entre dos instantes distintos xo y X:
queda como

0= )

X =X

Por otro lado, si nos interesa la razén de cambio de la funcién en xg, lo
cual llamaremos la razon de cambio instantdnea en xo, usa la aplicacién de
limite al acercar x; a Xo, esto es,

M ICARRICHY

X, —Xg X — X,

Ahora, ya que la funcion va de los reales a los reales, consideremos un
hecho importante: el instante x; es igual a xo mas un ndmero real, el cual
podemos denotar como h. Esto significa que x; = xo + h. Y, por tanto, la razon
de cambio instantdnea también se escribe

i f(x0+h)—f(x0):“mf(x0+h;—f(x0).

Xo+h—>Xg Xy + h- Xo h—0

La variacion de una funcién también puede analizarse mediante su
grdfica. De la misma manera, tomemos dos puntos X, y X1 pertenecientes al
dominio de la funcidn; las imdgenes de estos puntos serdn f(xo) y f(x.). Pero, si
nos basamos en el hecho mencionado en las razones de cambio,
consideramos que x; = Xo + h, para h en los reales. Por lo tanto, los puntos de
la grafica de la funcién serdn (xo, f(Xo)) y (Xo + h, f(xo + h)).

De acuerdo con la geometria cldsica, por estos dos puntos tomados en
la funcidn tendremos una recta dnica. En el plano cartesiano tenemos que la
ecuacion de una recta que pasa por dos puntos (X1, y1) Y (X2, Y2) cualesquiera
tiene una pendiente dada por



Benhumea Santiago José Roberto La Derivada

La recta que pasa por los puntos (xo, f(Xo)) Y (Xo + h, f(xo + h)) se le
conoce como recta secante. De ella, obtenemos su pendiente:

m = f(X+h)—f(x) f(x+h)—"f(x)
(X +h) =%, h '

Lo anterior se ve representado en la grdfica siguiente:

Y
y=1[x]
flx,+hl
k=flx, +h]-f(x,)
Tl
_.—'—'—""FFFF
S\
o %, ®a+h :?.

i) Microsoft Corporation, Reservados todos los derechos,

Tal como en la razén de cambio instantdnea, veamos lo que pasa en xo.
Esto nos permitird analizar la forma como varia la funcién en este punto. Y
nos apoyaremos en la pendiente de la ecuacion de la recta que obtuvimos.

La forma en la que nos enfocaremos en xo serd aproximarnos poco a
poco a través de la ecuacion de la recta al mover el punto x, + h hacia xo; en
pocas palabras, hacemos cada vez mds pequefia la distancia entre xo y o+ h,
la cual es la misma h; claro, siempre que sea posible llevarlo a cabo. Y en
esto involucramos la definicion de limite en la pendiente de la recta
obtenida. En pocas palabras, lo que se busca es:

"mu%+2—u%)

h—0
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Claro, todo esto con un detalle: que este limite exista.

¢Qué hemos obtenido? Primero, al acercarnos poco a poco a Xo, la
recta obtenida se ha modificado hasta llegar a ser la recta que pasa
solamente por xo, lo que se denomina la recta tangente a f en el punto xo. Por
lo que el limite de la pendiente de cada recta obtenida llega a ser, a su vez,
la pendiente de la recta tangente a f en xq.

Pero hemos obtenido algo mds. A fin de cuentas, la recta tangente
puede o no modificarse, dependiendo en qué punto de la funcion la
evaluamos. Lo que significa que, de igual manera, la pendiente de la recta
tangente puede cambiar en cada punto de la funcion f dada. Y aunque no
cambiara, la informacién que se obtiene a partir de este hecho serd de gran
valor puesto que nos indicara la razén con la que cambia f.

Esta razén de cambio instantdnea es lo que se llama derivada de f en
Xo. En palabras formales:

Definicion: Seaf(x) una funcion de R en R (es decir, de los reales en los
reales). La derivada de f(x) en un puntox, de su dominio es

i £ O ) = ()

h—0 h ‘

siempre y cuando este limite exista.

Ahora, este procedimiento de obtener la derivada se puede realizar
con cada punto del dominio de la funcion -es decir, con la variacién de xo- en
el cual el mencionado limite exista. Esto es,

o £ = (0

h—0

Para todo x que se encuentre en el dominio de f y para el cual el limite
exista.
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Asi, podemos obtener otra funcién, la cual es llamada la funcion derivada o

simplemente derivada de y = f(x) y se denomina por medio de los simbolos

f'(x), yi d_y entre otras.
dx dx

Ahora, para obtener las derivadas de algunas funciones conocidas, se
debe aplicar el limite a la funcion de la cual se desea obtener la derivada, y
a su vez, esta funcion debe evaluarse en x y en x + h. Como ejemplo,

apliquemos el limite
i £ CEN) = ()

h—0 h
a algunas funciones conocidas para conocer su derivada:

i) f(x)=c, para algln valor constante real c:

£ = 1im =S = tim2 = limo = 0.
h-0 h h—0 h h—0

i) f(x)= x, es decir, la funcién identidad:

£ = limEFEV =X i N a1
h—0 h h—0 h h—0
iii) f(x)= x*:
2,2 2 2
f‘(x):lim(x+h) X~ _imX +2xh+h—x =|imh(2x+h)
h—0 h h—0 h h—0 h
=lim2x=2x .
h—0

iv) Para el caso general f(x)= X", para cualquier ndmero natural n:

f'(x)=|imw

h—0
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X"?h? +...+nxh"* +h" = x"

X" +nx"h + n(n2—1)

=lim
h—0 h

h(nx"™ + n(n2—1) X"?h+...+nxh"2 +h"?)

=lim
h—0 h
. 4 h(n=1) _ _ g _
:Ihlngnxn lJrgx“ h+ .. +nxh"? +h"* =nx"?,
—
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1.2 PROPIEDADES ALGEBRAICAS DE 1A
DERIVADA

De acuerdo con la existencia del limite

Ilmf(x+h)_f(x) .

h—0 h

nos encontramos con que las operaciones existentes entre funciones, tales
como la suma de ellas, la multiplicacién de una funcion por una constante, la
resta, la multiplicacién de dos funciones, la divisién y la composicién de
funciones también se pueden definir para sus derivadas, claro, en caso de
que éstas existan.

Y mds adn, para la definicién de las propiedades existentes entre
derivadas nos apoyaremos en las operaciones entre funciones, lo que
permitird en algunos casos una diferencia entre ambos tipos de conceptos:;
por ejemplo, el producto de funciones y la derivada de tal producto.

Pero, antes de afirmar lo antes mencionado y, sobre todo, para
explicarlo con mayor claridad, debemos probarlo.

1) Suma:
¢Qué es lo que pasa con la derivada de la suma de dos funciones f{x) y

g(x), ambas diferenciables en un punto x? Tomemos una funcion
F(x)= (f+ g (x) y analicemos su derivada:

PG =FE) () ) = (f +8))

—0 h h—0 h

(F+9')=Fe=1

Por la definicién de suma de funciones,

i LG gl )~ () - g ()

h—0 h
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Ahora, cambiamos el orden de los sumandos para acomodarlos y
aprovechamos una propiedad de la suma de limites (el limite de la suma
es la suma de los limites, o lim(f + g)(x) = lim f(x) +limg(x)),

x—c x—c x—c

=lim

h—0

wHimw =/"(x)+g'(x)

Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1: Sean f y g funciones de los reales en los reales y cada una
con derivada existente, o sea, diferenciables en x. Entonces

(f+g)(x) =/ (x)+g'(x).

O, traducido en palabras, la derivada de la suma es la suma de
las derivadas. También se dice que la derivada abre sumas.

2) Resta:
Un razonamiento similar para la prueba de la suma y ofra propiedad
de limites, la cual nos indica que lim(f - g)(x) =lim f(x) —limg(x) serd dtil

para encontrar, si /'y g dos funciones diferenciables en x, el limite de una
diferencia:

i =)+ h) (/- g)(x)

|
-0 h

(f -2 () =1

o LR =gl h) = £() - (g (x)

h—0 h

=lim
h—0

f(”h;_f(x) 1im 8D W) _ iy o).

h—0 h

Entonces, también podemos enunciar este resultado:
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Teorema 2: Si f’(x) y g’(x) son funciones de variable real y diferenciables
en x, entonces

(f &) (x)=/f"(x)-g'(x).

O lo que es lo mismo, la derivada de la resta (o de la diferencia)
es la resta de las derivadas.

En algunos casos, por la semejanza de las pruebas y por la definicién
que se le da a la resta en base al concepto de suma, el Teorema 2 a veces
se suprime, entendiéndose como una aplicacion o caso particular del
Teorema 1. En otros casos, el resultado de ambos teoremas se engloba
de esta manera:

(f+e)(x) =1 (x)*g'(x)

3) Multiplicacion por una constante:

Ahora tenemos el caso de la funcion F(x) = cf(x), esto es, cuando
multiplicamos una funcién diferenciable en x por una constante, un
ndmero real. ¢Cémo se ve afectada la aplicacion de la derivada? Veamos:

F’'(x) =(cf)'(x) = |th8 (cf)(x + }2 —(¢f)(x) .

Puesto que, para cualesquiera funcidn g(x) y constante a,
(ag)(x)=ag(x) (o sea, se pueden sacar los escalares), y después de

factorizar la constante c,

= lim

cf(x+h)- f(x)]
: .

Luego, por la propiedad de limites que establece que

limef(x) = clim f(x),
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SMICURIC

=cf"(x).

Entonces, el resultado queda de esta manera:

Teorema 3: Sea f{x) una funcion de variable real y diferenciable en xy

sea c una constante. Entonces,

(cf) (x) =cf"(x).

En palabras, se dice que la operacion derivar saca escalares.

Al haber demostrado estos tres enunciados, obtenemos como
resultado que la aplicacién de la derivada es un operador lineal, un concepto
importante en cursos de nivel superior. Se dice que un operador' L es lineal
si satisface las condiciones siguientes para u, v elementos de V' y para k
constante:

a) Lu+v)=Lu) +LWv)
b) L (ku) = kL (u).

Es decir, que sea aditivo y saque escalares. Y lo que hemos probado
muestra que la derivada es un operador lineal.

Pero también estos teoremas tienen una aplicacién mds prdctica. Las
funciones no sélo se limitan a constantes o a una sola variable elevada a
cualquier exponente. De hecho, gracias a lo antes demostrado, podemos
derivar un tipo muy importante de funciones: los polinomios.

Vedmoslo con un ejemplo. Sea f(x)=7x"+4x*—5x°+9x*-15x+54.
Por los Teoremas 1y 2, lo primero que hacemos es:

f(x)——(?x )+ (4x )— (5x )+ (9x )——(15x)+—(54)

TUn operador es una relacion entre un conjunto V, es decir, entre sus elementos, consigo mismo.

10
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Luego, aplicamos el Teorema 3 y nos queda:

. _ i 5 i 4y d 3 i 2y _ ix i
f(x)—7dx(x)+4dx(x) 5—(x°)+9—(x7) 15dx()+54dx(1).

dx dx

Derivamos cada expresidn, pues conocemos el método de cada una:
F£1(x) = 7(5x*) + 4(4x°) — 5(3x2) + 9(2x) —15(1) + 54(0) .

Lo que nos arroja como resultado final:

f'(x) =35x" +16x° —15x% +18x—15.

4) Multiplicacidn:

A continuacidn, tenemos la siguiente funcion F(x)= (fg) (x) = f{x) g(x),
donde /'y g son funciones diferenciables. Pero, antes de encontrar la
derivada, primero necesitaremos probar un resultado que nos serd Gtil en la
obtencion de esta regla.

Proposicion: Si f(x) es una funcion de R en R derivable en x, entonces
f(x) es continua en x.

Para la demostracién usaremos el hecho de que f{x) es continua si
Ihirgf(x+h) = f(x) o, de manera equivalente, [Ling f(x+h)]- f(x)=0. Como f(x)

no depende de /, podemos escribir Ihing[f(x+h) - f(x)]=0.

Pero f(x+h)— f(x)=

e/, por lo que

Sx+hm) - f(x)
h

L/ G+ ) — /()] = kingf(ﬁh;_f(x)oh.

De acuerdo con la propiedad de limites que establece que el limite de
un producto es el producto de los limites, obtenemos:

= Iimf(x+h2_f(x)olhirghzf‘(x)00=0.

11
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Ahora si, procedamos a obtener la derivada de un producto:

F'(x) = (f2)'(x) =lim

)0+ )= (f)() _ i £+ h)glr+h) = f(x)g ()
i .

h—0 h

Ahora, usaremos un truco: sumaremos y restaremos a la vez en el
numerador del cociente f{x+h) g(x). Luego, al acomodar los sumandos,
tenemos:

i LG MGG R = £ g () + £ (et Mg ()~ f()g ()

h—0 h

Al fijarnos en los dos (Gltimos sumandos, encontramos que fienen un
factor comun, g(x). Por la propiedad de limites usada en el caso (3), sacamos
ese factor comdn. Y por la propiedad de suma de limites (ver (1)), la suma se
separa para obtener:

= Lirrgf(“h)w +g(x)|]ingw.

De acuerdo con la proposicién demostrada antes, la diferenciabilidad

implica continuidad, por lo que, al aplicar los limites y usar la definicion de
derivada, obtenemos la expresion:

= f(x)g'(x)+ f'(x)g(x).
Asi, nuestro siguiente resultado quedara:

Teorema 4: Sean f{x) y g(x) funciones reales y diferenciables en x.
Entonces

(/) (x) = f(x)g'(x) + /" (x)g(x)
Tal vez uno esperaba que la derivada de la multiplicacién fuera la
multiplicacién de las derivadas, pero no fue asi. Incluso, hemos obtenido una

regla mds larga y algo mds tediosa que en otros casos.

Para  ejemplificar el uso de esta regla, tomemos
f(x) = 2x(4x® —7x* —5) . Entonces,

12
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f'(x)= ZJCi(4x3 ~7x? —5) + (4x° — Tx? —S)i(Zx)
dx dx
= 2x(12x% —14x) + 2(4x* —=7x* -5).

Esta todavia se puede reducir.
5) Division:

Si eso pasé en la derivada del producto de dos funciones, ¢qué
esperaremos en el caso de la division de dos de ellas, o sea, F(x) = f{x)/g(x)?
Primero pediremos que, para que la funcién divisién tenga sentido, g(x) # 0.
Luego, procedemos a obtener la derivada, para lo cual pediremos que /'y g
sean diferenciables en x:

flx+h)  f(x)
gu+m g(x) _ oo St M)g(x) ~ f(x)g(x+1)
h il hlg(x+h)g(x)]

F(x) =

De manera similar al caso anterior, sumamos y restamos f{x) g(x). Asi,

_tim LG+ ME() ~ f()g )+ ()g(x) - f(X)g(x+1)
e h[g(x + h)g(x)]

Sacamos como factor comdn g(x) en los primeros dos sumandos y f{x)
en los otros dos. Eso nos da

S+ h)— f(x) g(x+h)—g(x)
g(x) y)orm L St
=i He(x+mg®)] 7 Mg+ h)gx)]

Aplicamos el limite y la proposicion; asi, lo que nos queda es

_ &) f'x) _ f(xeg'(x) _ g(x)/(x) - f(x)g (X)
g(x)g(x)  g(x)g(x) [g(x)f

Asi, de la misma manera, se tiene un resultado diferente al que uno
podria pensar: la derivada de una division no es la division de cada derivada.
El teorema siguiente queda:

13
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Teorema 5: Para dos funciones reales /'y g diferenciables en x y con

g(x) #0, |
S g/ () f(x)g'(x)
(X) - 2 .
g [¢()]
. . 6x+11
Ejemplifiquemos la regla: Sea f(x)= . Entonces,
3x+5

(3x+5) 4 (6x +11) — (6x +11)i (3x+5)
dx dx

S = (3x+5)’

_ 6(3x+5)-3(6x+11) 18x+30-18x-33 -3
(3x+5)° (3x +5)° (3x+5)?"

14
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1.3. LA REGLA DE LA CADENA

A estas alturas ya hemos visto las derivadas de varias de las operaciones
entre funciones: suma y resta de funciones y la multiplicacién de una
funcidn por una constante, que nos ha dado como resultado reglas sencillas.
También se han analizado los casos de la multiplicacion y la divisién de
funciones, en las que las reglas a seguir no son tan sencillas. Todo ello si
suponemos que dichas funciones son diferenciables.

Sin embargo, todavia no se ha terminado este andlisis de las
operaciones entre funciones y sus derivadas, ya que falta por obtener la
derivada de una de las propiedades mds importantes entre funciones: la
composicion. Es decir, la funcion

F(x) =(go)f) x)=g(f(x)
tal que primero se aplica f{x) y luego se aplica g(x), pero a f.

Recordemos de qué se trata la composicién. Sea f{x) = -x + 1 y g(x) = x°.
En este caso, (g0/) (x) = (-x + 1)°. Y de paso, podemos ver que la composicién
de funciones no es conmutativa, es decir, (g o) (x) # (fo g (x), pues
(fog) (x) =-x"+ 1, con las mismas f(x) y g(x).

Con el supuesto previo de que las funciones sean diferenciables, como
una idea del resultado que se podria obtener de este caso, es posible que
comencemos con lo primero que veamos: Obtener la derivada de la
composicién en su totalidad, es decir, (go f)'(x), o, de una manera mds
clara, proponemos que la derivada es g'(f(x)). Si aplicamos este hecho con

las funciones anteriores, obtenemos entonces que la derivada es 2(-x + 1) en
lugar de -2(-x + 1), la cual es la verdadera derivada de (g 0) (x).

Y es porque falta algo: Al aplicar la composicién, primero se aplica f(x),
por lo que nos faltaria su razén de cambio, o sea, su propia derivada.
Entonces multiplicaremos f'(x) a lo obtenido por aplicar la idea anterior. Y
ponemos f'(x) precisamente porque, al ser la primera, se aplica
directamente a x, mientras que g(x) ya se aplica a f{x), 0 sea g (f(x)).

15
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Entonces, si nos basamos en nuestro ejemplo anterior, como la
derivada de —x + / es -1, se obtiene la derivada completa, ya que
multiplicamos por -1 a la propuesta del parrafo anterior.

Entonces, como resultado, obtenemos:
(g0 f)(x)=g'(f(x)f"(x).

La importancia de esta regla de derivacion es mucha, de tal manera
que el teorema que la enuncia lleva su propio nombre: La Regla de la Cadena,
en alusion a la ligadura existente entre las derivadas sucesivas, producto de
su manera de aplicacion. Entonces, dicha regla es:

Teorema (Regla de la Cadena): Sean f y g funciones reales,
diferenciales y tales que f estd compuesta con g, o sea, (g 0 /) (x).
Entonces

(g0 /) (x) =g (f(x))f"(x).

La demostracion de este teorema no es dificil si disminuimos un poco
el rigor, pero si queremos ser completamente exactos entonces se complica
la prueba. Sin embargo, daremos una pequea idea de cémo se demuestra
esta regla.

Sea F(x) = g (f{x)). La derivada entonces queda:

F'(x) = lim

h—0

g(f (x+h)—g(f(x))
. :

Para ayudar a la comprensién de la prueba, realicemos un cambio de
notacién: Escribamos y = f{x) y sea k= f(x + h) - f{x) (Se observa que k depende
de 7). Entonces f(x + h) =y + k, por lo que

F'(x) = im&0+K) -g()
h—0 h :

Ahora multipliquemos y dividamos por k (pero k no debe ser cero o no
tendria sentido realizar la divisidn entre k):

16
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i8R —g0) kg +k)-g(y) Sx+h) - /()
h—0 k h 0 k h

=lim

h—0

g+R)-g() , i SR = ()
k h '

h—0

Como k depende de 4, si h tiende a cero, entonces k también tenderd a
cero. Nos apoyaremos en la proposicién de la seccion anterior; asf,

=g (f())S"(x).

Parece que la prueba estd bien hecha, es clara y sencilla, por lo que no
tiene ningln problema. ¢Dénde estd entonces la cuestién de la falta de
rigor? En pedir que k no sea cero, puesto que k =f(x + h) - f(x), por lo que se

puede dar el caso en el que k& sea igual a cero.

Para resolver el problema, definimos una nueva funcién
+1) - , :
6() = EVE=E0)_3) sivz0y Gy =0

Esta funcién resulta ser claramente continua para ¢ = 0, pues
limG (1) = G(0), de donde g(y+1)~-g(») =1[G(r) + g' ()], para todo ¢ cercano a

cero, incluso para ¢ = 0.

Sustituimos & en lugar de 7y a y por su valor, es decir, f{x); entonces,
lo que se obtiene es

g(f(x+m)=g(f(x) = glf () + (f (x+ 1) = £ ()] - g(f () = K[G(K) + &' (f (x))]
Ahora, dividimos entre & y sustituimos & por su valor. Tenemos asi

g(f(x‘f‘h)}z_g(f(x)) _ f(x+hh)_f(x) [G(f(x+h)_f(x))+g'(f(x))]

Si ahora aplicamos el limite cuando # — 0 a la expresion de arriba, el
lado izquierdo de la igualdad tiende a (go f)'(x), mientras que en la parte

17



Benhumea Santiago José Roberto La Derivada

derecha primero obtenemos f'(x) , luego, como k depende de manera
continua de iy !irrolk =0, entonces G(k) — 0, por lo que nos queda g'(f(x)).

Y de esta manera, obtenemos el resultado deseado:
(g0 f)(x)=g'(f(x)f" (x).

Es de suma importancia la aplicacién de la regla de la cadena. En
primer lugar, algunas de las reglas de derivacién ya conocidas funcionan de
manera similar cuando cambiamos la variable por una funcién.

Como ejemplo de esta nueva regla de derivacion, tomemos una funcién
ftx) = (5x’ + 12x)°. Tenemos dos opciones para derivar f desarrollar el
binomio o aplicar la regla. Analicemos la primera:

Jx) = 25x% + 120x" + 1447,

Es lo que obtenemos si llevamos a cabo el desarrollo del binomio. De
esta manera,

F'(x) = 25(6x°) +120(4x°) +144(2x) = 150x° + 480x° + 288x .
Ahora, bajo la regla de la cadena,

£'(x) = 2(5x° +12)(15x° +12) = 2(75x° + 60x° +180x> +144x)
= 2(75x° + 240x° +144x) =150x° + 480x° + 288x.

En conclusién, se han obtenido los mismos resultados. Por la segunda
opcidn pareceria que el camino fue mds largo, pero esto es porque lo que se
buscaba era mostrar que por cualquiera de los dos caminos se obtiene la
misma derivada. En todo caso, pudimos habernos quedado con el primer
resultado que arrojara la regla de la cadena, depende de cémo se desea
presentarlo o usarlo.

Sin embargo, para otros casos la aplicacion de la regla de la cadena es
mucho mds conveniente y mds fdcil de realizar. Para ello sea ahora nuestro
ejemplo f{x) = (5x° + 12x)"’. Para poder llevar a cabo la derivada a través del
desarrollo del binomio es posible pero el procedimiento es mds largo e
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incluso hasta tedioso. Pero si derivamos por la regla de la cadena el
resultado obtenido es

/'(x) =10(5x° +120x)° (15x° +12).

Tal vez la derivada escrita de esa forma no ayudaria para desarrollar
el binomio, pero eso es opcional. De hecho, podemos quedarnos ahi, con este
resultado.

La regla de la cadena también es Gtil e importante para la obtencién
de las derivadas de otro tipo de funciones como las que estdn en términos
de funciones trigonométricas o exponenciales.

Incluso muchisimas de las funciones de las que se desea conocer su
derivada estdn en términos de otras que a su vez tienen como variables
otras funciones y asi sucesivamente. Es ahi donde la regla de la cadena es
de vital importancia para la obtencién de estas derivadas.
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1.4 CONTINUIDAD, TEOREMA DEL VALOR
MEDIO Y OTROS RESULTADOS

Hasta estos momentos hemos llegado a ciertas propiedades de la
derivada, sin embargo, estas tienen que ver mds con definir la derivada y
con las operaciones entre funciones; inclusive, una seccién entera se ha
dedicado a la composicién de funciones y a su procedimiento para derivarla:
la Regla de la Cadena.

Ahora, los teoremas de este apartado se enfocan en otfras
propiedades que mds adelante nos permitirdn el andlisis y la descripcion de
las funciones diferenciables, solamente que los resultados obtenidos se
reducen a su aplicacién en un intervalo (a, b) de su dominio. En algunos casos
se pueden extender a todo el dominio, pero no necesariamente.

El primer teorema tiene que ver con la diferenciabilidad. Si tomamos
la definicion de derivada:

y>Xx y—x

entonces, de acuerdo con este limite, nos encontramos con que la diferencia
entre y y x puede ser muy pequefia; de la misma manera, la diferencia entre
sus imdgenes f(x) y f{y) también deberd ser muy pequefia, pues, en caso

contrario, IimM
y—ox y_x

no existiria.

Lo que tenemos como resultado es la definicién de continuidad, o en
otras palabras, que f, al ser diferenciable, también es continua. Entonces es
posible enunciar el primer teorema:

Teorema 1: Sea f(x) una funcion real. Si f es diferenciable en c,
entonces f'es continua en c.
El teorema fue demostrado en secciones anteriores, por lo que nos

enfocaremos en resultados que parten de él.
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Por ejemplo, ¢es posible tener lo contrario, es decir, que si f es
continua entonces f sea diferenciable? La respuesta es no. Y el ejemplo para
probarlo es la funcion f(x) = |x|, el valor absoluto de x. A veces, se considera
que tomar el valor absoluto de un nidmero es tomarlo solamente sin
considerar su signo. En realidad, como funcién, la definicién formal del valor
absoluto de x es:

x six=>0.
|x| = X six<0.

Ahora, en ¢ = 0, la funcién valor absoluto no es diferenciable, ya que
- h , .

LingWﬂ]ing% no existe, veamos por qué: Para i > 0, el limite se
aplica a #/h = 1, mientras que para 4 « 0, tiende a —i/h = -1, con lo que tenemos
dos limites diferentes para el mismo punto. Conclusion: la derivada para |x|

ho existe en c = 0.

Ahora tfenemos una propiedad importante sobre las funciones
diferenciables, la cual usaremos en algunos de los resultados que serdn
presentados mds adelante, no solamente en esta seccion.

Parte del andlisis de las funciones en general es saber si las imdgenes
se obtienen dentro de un cierto intervalo, es decir, si estdn acotadas por
ciertos valores. Y si los alcanzan, estaremos hablando de valores maximos y
minimos para la funcién.

Como definicion formal, una funciéon real 1 tiene un maximo (o maximo
absoluto) en S -con S un subconjunto de su dominio-, si existe a en S para el
cual se tenga que f{x) <f(a), para todo x elemento de S; entonces se dice que f
alcanza su mdximo en a. Y a su vez, si fenemos b en S tal que f{b) <f{x), para
todo x de S, entonces falcanza su minimo (minimo absoluto) en b.

Pero, para algunas funciones, se tiene que sus valores suben y bajan
en ciertos intervalos, como si ondulara dentro de ellos, por lo que, para esos
intervalos, tenemos valores madximos y/o minimos. A estos se les denomina
maximos y minimos locales (o relativos). Con detalle, su definicion se escribe
de la siguiente manera:
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Definicion: Sea f'una funcién de variable real.

a) f tiene un maximo local en ¢ un punto del dominio de f, si existe un
intervalo (a, b) que contiene a ¢ tal que f{x) <f(c) para
cualquier x dentro de (a, b).

b) f tiene un minimo local en d un punto del dominio de f, si existe un
intervalo (a, b) que contiene a d tal que f{x) < f(d) para todos
los x en (a, b).

¢) Un punto que es mdximo o minimo local en f'se le denomina extremo

o punto extremo de f.

Es importante aclarar que lo que se expresa en la definicidn no quiere
decir que (a, b) sea el Unico intervalo donde existan valores extremos o que
forzosamente la funcidn tenga mdximo y minimo local a la vez en ese lugar.

Existe una relacién entre la existencia de valores extremos y la
derivada en los puntos donde los alcanza. La existencia de un maximo local
indica que, dentro de un intervalo en el que f es diferenciable, los valores
alrededor son menores, como una montafia en la que la cima es el mdximo
local. A su vez, las pendientes de las tangentes van disminuyendo al
acercarse al mdximo local, de tal manera que en éste la recta tangente es
horizontal. Esta recta tiene pendiente cero, lo que significa que la derivada
es cero en ese punto. De la misma manera, con un minimo local tenemos que
ahi la derivada se anula, en caso de existir- por ejemplo, f{x)=|x| y ¢=0, y, en
este caso, ¢ resulta minimo local-. Esto lo concluimos en el siguiente
resultado:

Teorema (del valor extremo): Sea f diferenciable en (a, b) vy
supongamos que ftiene un valor extremo en un punto ¢ que pertenece
a (a, b). Entonces f'(c)=0.

La idea de la demostracion es tomar una funcién Q¢x) definida como
0(0) =1/ six = ey gu = L1

tiene que Q(x) — O(c), por lo que Q es continua en c.

si x # c. Como f es diferenciable, se

Si Q(c) > 0 entonces, por ser continua en ¢, existe una vecindad de c,
digamos (c -4, ¢ + 6), donde Q(x) > 0 en tal vecindad; luego,
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o) =

tener que f{(x) — f{c) > 0, de donde f{x) > f{c), lo que contradice el que f{c) sea
mdximo.

>0, para xe(c—J,c+05). Luego, para x > ¢, se deberd

JS(x) = ()
x—c

De manera andloga, si O(c) < 0 en una vecindad de ¢ se tiene que Q(x)
es negativa, por lo que habra al menos un punto x < ¢ donde f(x) — f{c) > 0. De
acuerdo con esas contradicciones, Q(c) = 0, por lo que f'(c)=0.

El inverso de este teorema es falso, o sea, que la derivada se anule no
significa que ese punto contenga un valor extremo. Por ejemplo, para f{x) = x’,
£'(0)=3(0)* =0, pero la funcién es creciente en todo R, lo que significa que
el cero no es valor extremo.

Por otro lado: La funcidn valor absoluto tiene su minimo en x = 0, pero
la derivada no es cero (es mds, no existe) en ese punto. Por eso se pide que f
sea diferenciable y mds que exista la derivada en el punto extremo.

Nos dirigimos al teorema del valor medio para derivadas, pero antes
probemos un enunciado considerado un caso particular de aquél. La idea
bdsica del teorema (y de paso su interpretacion grdfica) es el hecho de que
si tomamos un intervalo (a, b) tal que f{a)=f{b)- lo que significa que los puntos
de la grdfica (a, f(a)) y (b, f(b)) estdn unidos por una linea horizontal-,
entonces dentro del intervalo hay por lo menos un punto x tal que en el
punto (x, f{x)) de la grdfica la tangente es paralela a esa recta horizontal,
pero, como mencionamos arriba, la pendiente de esta tangente es cero.

Teorema (de Rolle)”: Sea f una funcién real continua en /a, bJ y
diferenciable en (a, b). Ademds, supongamos que f{a) = f (b). Entonces
existe al menos un punto ¢ dentro de (a, b) tal que f'(c)=0.

La demostracion se basa en suponer que se cumplen las hipétesis vy,
ademds, que f'(c)#0, para todo x en (a, b). Como f es continua en /a, b], f
alcanza sus valores mdximo y minimo en ese intervalo. Por el teorema del
valor extremo, los valores extremos no pueden estar en (a, b), ya que la
derivada entonces se anularia, por lo que los valores se alcanzan en a y b
precisamente. Como f{a) y f (b) son iguales, el maximo y el minimo son iguales
y la funcién resulta constante, por lo que su derivada en el intervalo es cero:

* Michel Rolle (1652-1719). Matematico francés. Su teorema se expone en 1690.
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Esto es una contradiccion a huestra suposicion de que f'(c) #0 para todo x
en (a, b). Asi, fenemos que, por lo menos para un punto ¢ de (a, b), f'(c)=0.

Ahora, ces posible que tengamos un resultado similar no solo pasa una
horizontal, sino para una recta con cualquier pendiente? Si, aunque no igual,
pero primero analicemos el caso.

Tomemos una funcién 1 diferenciable en un intervalo (a, b). La recta
que une los puntos de la grdfica que corresponden a los extremos del
intervalo tiene como pendiente:

f(b) - f(a)

b—a

Entonces, similar al teorema de Rolle, dentro del intervalo
encontraremos al menos un real ¢ en el cual la grdfica de f tenga en (c, f(c))
una recta tangente paralela a la que une a los extremos del intervalo. Esa
recta tangente tiene pendiente igual a la derivada que pasa por el punto
mencionado. O sea, existe c en (a, b) tal que las pendientes son iguales, es
decir:

f'(C)Z f(b)_f(a) )
b—a

De donde f(b)— f(a) = f"(c)(b—a).

Este es el Teorema del Valor Medio para derivadas. Ya explicado,
enunciémoslo:

Teorema (del Valor Medio para derivadas): Sea f una funcidn
continua en /a, b] y diferenciable en (a, b). Existe al menos un punto ¢
dentro de (4, b) en el que se tiene

f®)=fla)=f'(c)b-a).

Para demostrar este teorema, definamos una funcién F(x) de esta
manera:

Fx) =f) (b-a)—x [f(b) - f(@)].

24



Benhumea Santiago José Roberto La Derivada

De esta nueva funcién, F(b) = F(a) = bf{a) — af(b). Como f es continua, F
también lo es. Y de la misma manera, F es diferenciable porque f lo es;
entonces es posible aplicar el Teorema de Rolle a F, por lo que F'(c) =0 para
un punto ¢ de (a b). Ahora, si derivamos F, obtenemos
F'(x)=f'(x)b-a)-[f(b)-f(@@)] . Si hacemos x = ¢, tenemos
0="F'(c) = f'(c)(b—a) - [f(b) - f(a)], de donde se obtiene la igualdad.

Concluimos con dos hechos importantes de este teorema.

1) Es necesario que f'sea continua en todo /a, b]. Sea f:/0, 1]—R,

1 six>0.
fx) =< x si 0<x<1.

Esta funcion deja de ser continua en 0 y no hay ¢ € (0, 1) con
f(c) = f(l) f(O) =0. En efecto, f'(c) =1 para toda ¢ € (0, 1).

2) Es necesario que f'sea derivable en todo (a, b). Como ejemplo, sea
ftx) =x7 en el intervalo /-1, 1].

SO-f(-1) _1-1

= 0.
1-(-1) 2

Sin embargo, no hay ¢ € (-1, 1) con f'(c)=0 . De hecho,
/() :§O%=O es imposible.
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1.5 APLICACIONES DEL TEOREMA DEL
VALOR MEDIO

La importancia del Teorema del Valor Medio no es porque su
demostracion sea espectacular o llamativa o que por si solo hos proporcione
informacion clave o Gtil para seguir desarrollando la teoria sobre la
derivada. Mds bien, el teorema es importante porque otros resultados,
teoremas, procedimientos, etc., que se usan después con referencia a la
diferenciacién lo foman como base.

Antes de pasar a la presentacion de dichos resultados, establezcamos
algunas conclusiones importantes que se desprenden del Teorema del Valor
Medio.

Una primera aplicacion del teorema es el enunciado siguiente:

Proposicion: Si f: (a, b)) — R es diferenciable con f'(c) =0para todo
X € (a, b), entonces fes constante en (a, b).

Sean ¢ y d arbitrarios en (a, b) con a < ¢ < d < b. Apliquemos el
Teorema del Valor Medio en el intervalo /c, d] < (a, b), por lo que existe

xo € (c, d) tal que M = f'(x,) =0. Por tanto, f{d) = f(c); luego, f(x) es
-c

constante en (a, b).

Es necesario que el dominio de f sea un intervalo (a, b). Por ejemplo,
seaf: (0, 1) U (2, 3) — R definida por

1 six e(0 1)
fx) == x six e(2 3).

/no es una funcién constante, sin embargo, f'(x) =0 en el dominio de
la funcidn, o sea, en (0, 1) U (2, 3).
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El teorema del valor medio nos habla de la existencia de por lo menos
un valor ¢ dentro del intervalo (a, b)) que cumpla la igualdad que menciona,
pero no nos dice que podemos encontrar con exactitud dicho valor. En
algunos casos, para ciertas funciones, podremos conocer la posicién exacta
de ¢, ya sean uno o varios valores, pero no siempre serd posible obtenerlos
para todas las funciones diferenciables en cualquier intervalo y en varios de
los casos posibles puede volverse un proceso muy complicado. Sin embargo,
con el simple hecho de que el punto o los puntos existan se pueden sacar
muchas conclusiones Utiles.

Pero, como mencionamos arriba, existen algunos casos en los que es
posible obtener el o los valores de ciertas funciones que cumplan el
teorema. A continuacion, veremos un ejemplo de estos casos donde es
posible conocer dichos valores:

Ejemplo 1: Encontrar el valor de ¢ que garantiza el Teorema del Valor
Medio para f(x)= 2Jx en el intervalo /1, 4].

1

Primero, f{x) = 2x"*, por lo que f’(x) = 2%x2 .
Por otro lado,

f@-/0) 2J4-2\1_2(-20) 4-2 2
4-1 3 3 3 3

.1 2
De esta manera, queda por resolver la ecuacién— = 3 de

Je

donde se obtiene 3= 2+c. Si elevamos al cuadrado todo, nos
queda 9 = 4c, por lo que el resultado final es ¢ = 9/4.

Para otras funciones se sigue el mismo proceso: obtenemos f'(c) y
b)—f(a . . .
%: luego, los igualamos como indica el Teorema del Valor Medio y
—a
finalmente tenemos que resolver la ecuacion. ¢Procedimiento muy sencillo?
No tanto; de hecho, el problema de la obtencién de los valores -que
discutiamos arriba- descansa en el hecho de que la ecuacion se pueda
resolver.

Ahora si, hechas estas observaciones respecto al Teorema del Valor
Medio, podemos mostrar los resultados que se desprenden de él.
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El primero de ellos se refiere a la generalizacién del mismo teorema
respecto a dos funciones que cumplan las condiciones pedida dentro de un
intervalo (a, b) comun a los dos.

Teorema (Formula del Valor Medio de Cauchy): Sean fy g
funciones reales continuas en /[a, b/ y diferenciables en (a, b).
Entonces, para un ciertfo ¢ que se encuentre en (g, b), se tiene que

1(e)g(b) - gla)]=g'()Lf (b) - f(a)].

La demostracion se lleva a cabo de manera similar a la del Teorema
del Valor Medio: Definimos una funcién F(x) de esta manera:

F(x) =fx)[g(b) - g(@)] — gx)[f(b) - fla)].

En esta funcion tenemos que F(b) = F(a) = fla)g(b) — g(a)f{b), por lo que
es posible aplicar el Teorema de Rolle. Asi, para el valor ¢ dado por dicho
teorema tenemos que

0=F'(c)=1"(c)g®)—g(@)]-g'(Lf (b) - f(a)].
De donde se obtiene el resultado del teorema.

Asi, el Teorema del Valor Medio se puede considerar como un caso
particular de la Férmula del Valor Medio de Cauchy, donde g(x) = x.

El siguiente teorema también tiene que ver con la relacién existente
entre dos funciones y sus derivadas; en este caso, si las dos funciones
tienen la misma derivada.

Teorema: Sean [y g funciones reales y diferenciables en (a, b). Si
f'(x)=g'(x) para todo x en (a, b), entonces existe C nimero real
constante tal que f(x) = g(x) + C, para todo x en (a, b).

Para demostrar el teorema, usaremos una idea similar a la de los
teoremas anteriores: definir una funciéon H(x) = f(x) — g(x). Entonces
H'(x) = f'(x)—g'(x) =0. Fijamos un punto x; denfro de (a, b) y sea x cualquier
otro punto del intervalo. Como /'y g son diferenciables en (4, b), entonces son
continuas en el intervalo /x, x;/ o [x;, x/, depende cémo se encuentren uno y
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otro. Por lo tanto, se cumplen las condiciones del Teorema del Valor Medio,
por lo que existe ¢ dentro de x y x; tal que

H(x) = H(x,) = H'(c)(x - x;).

Como H'(c)=0, H(x) — H(x;) = 0, de donde H(x) = H(x,), para cualquier x
en (a, b). Como habiamos definido H(x) = f{x) — g(x), tenemos entonces que
Jfx) — g(x) = f{x1) — g(x;). Si llamamos C a esta Ultima parte de la igualdad, se
tiene el resultado del teorema.

La interpretacion del teorema es ésta: Si partimos de una derivada,
podemos encontrar que la funcion de donde parte esa derivada no es una,
sino pueden ser varias. La regla bdsica de esa derivada es la misma y, dicho
sea de paso, la forma bdsica de la grdfica también; la diferencia es una
constante, cualquier valor real que incluye al cero -aunque el cero nos daria
una funcién idéntica-. Y, a nivel de grdficas, la constante afiadida a la
funcion implica que la grdfica se traslade hacia arriba o hacia abajo. Visto
de ofra manera, recordemos que una funcién constante cualquiera tiene
como derivada la funcion constante cero, por lo que no afecta la obtencién
de una derivada.

Viene el tercer teorema que se desprende del Teorema del Valor
Medio, pero para ello necesitaremos recordar una definicion a partir de la
cual se basard este enunciado, la definicion de funcion creciente y
decreciente sobre un intervalo definido (a, b).

Definicion: Sea f una funcién definida en los reales sobre un intervalo
I cualquiera.

1. fes creciente sobre I si, para cualesquiera dos puntos x; y x; de
I tales que x; < x, se cumple f{x;) < f{x,).

2. fes decreciente sobre I si, para cada par de nimeros x; y x; que
pertenecen a /, cuando x; < x; se tiene que f{x;) > f{xz).

3. f es estrictamente mondétona sobre I si es creciente o
decreciente sobre 1.

Después de escrita la definicién, nos encontramos con un problema
que se sigue a partir de esta definicion: su aplicacion. No se trata de cémo
determinar si una funcidn es creciente o decreciente -para eso escribimos
la definicién-, sino en dénde lo es.
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Para ello, podemos hacerlo por dos métodos: prueba de puntos o
dibujar la grdfica. En el primer caso, podria ser que necesitemos muchos
puntos para determinar con exactitud esos intervalos; en el segundo, con
algunos puntos y conociendo la grdfica general, podemos tener una idea
aproximada, pero no completamente exacta, sobre todo si se diera el caso
de que la grdfica oscile mucho en un intervalo pequefio, lo que seria dificil
determinar con pocos puntos.

Existe un tercer método, mds sencillo que los anteriores, basado en la
derivada, y cuya idea bdsica es la siguiente: en un intervalo creciente, los
valores de la funcién van creciendo al irnos moviendo hacia la derecha;
igualmente, la recta tangente de esos puntos, en caso de existir, fendrd una
pendiente positiva. Bajo el mismo razonamiento, si la funcion es decreciente,
las pendientes de las tangentes serdn negativas. Y recordemos que la
pendiente de esas tangentes es determinada por la derivada de la funcion.

Esto queda escrito y demostrado en el siguiente enunciado.

Teorema (de monotonia): Sea f funcion real continua en /a, b] y
diferenciable en (a, b).

i) Si f'(x)<0 para todo x en (a, b), entonces f es decreciente en
(a, b).

ii) Si f'(x)>0 para cualquier x que esté en (a, b), entonces f es
creciente en (a, b).

La demostracion de cada caso es como sigue.

i) Supongamos que f'(x)<0 para todo x dentro de (a, b) y
tomemos x; y x; puntos en (a, b) de tal manera que x; < x,. Como f
es continua en /a, b/, entonces lo es en el intervalo /[x; x,].
Entonces podemos aplicar al intervalo el Teorema del Valor
Medio; asi, existe c en (x;, x;) para el cual

fx,) = f(x) = f1(e)(x, —x,)

Luego, f'(c)<0 (pues f'(x)<0 para todo x en (a, b)); ademds,
como x; < x;, enfonces 0 < x, — x;, por lo que la multiplicacidn
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de tales cantidades es negativa; por lo tanto, fix;) — fix;) < 0.
De esta desigualdad, f(x;) < f{x;). como fomamos x; y x;
puntos cualesquiera en (a, b), entonces se cumple con la
definicidén de que f{x) es decreciente en (a, b).

Usaremos un argumento similar para el caso en el que f'(x) >0
para cualquier x en (a, b). Si tomamos dos puntos cualesquiera x;
y x, tales que x; < x, entonces f serd continua en /x;, x,/, por lo
que podremos aplicar el Teorema del Valor Medio para tener
una ecuacién semejante a la que se encuentra en el caso
anterior, sélo que en este caso tendremos que f'(c)(x, —x,) >0
(pues f'(x) >0), por lo que f{xz) — f{x;) > 0, de donde, a su vez,
f(x2) > fix;), definicién de funcién creciente, por lo que se
cumple la condicion del segundo caso del teorema.

Entonces, gracias al teorema de Monotonia, hemos encontrado una
herramienta bastante Gtil para determinar los intervalos de crecimiento o
decrecimiento para cualquier funcién, lo cual serd importante en el andlisis
de su comportamiento y en la construccion de su grdfica.

El procedimiento a seguir serd, entonces, obtener en primer lugar la
derivada de la funcién; luego, para determinar con exactitud los intervalos
deseados, buscaremos los puntos donde la derivada sea igual a cero, ya que
delante o detrds de esos puntos, la derivada tendrd un valor positivo o
negativo. Ademds, esos puntos donde la derivada sea igual a cero los
consideraremos como extremos de los intervalos.

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3: Sea f{x) = 2x’ — 3x’ — 12x + 7. Encontrar los intervalos
donde la funcion sea creciente y en donde sea decreciente.

Primero, f'(x)=6x*—-6x-12=6(x"—x—-2)=6(x—2)(x+1).

Entonces, podemos considerar los extremos de los intervalos a
-1y a?2; oseaq, los intervalos a analizar serdn (-«, -1), (-1, 2) y

(2, ©).
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Si hacemos una tabla para obtener los signos de los factores,

obtenemos lo siguiente:

Intervalos de

Signo de t el 2 (2
(x-2) - ; +
(x+ 1) - + +
6(x — 2)(x + 1) + i +

Entonces, de acuerdo con estos resultados, f{x) es creciente

en los intervalos (-, -1] y [2, ) mientras que la funcién es

decreciente en el intervalo /1, 2]. Problema terminado.

Parte importante del andlisis de la funcién, ademds del conocimiento
de los intervalos de crecimiento y decrecimiento, serdn los puntos donde la
derivada es igual a cero, ya que, ademds de ayudar a determinar esos
intervalos, tienen importancia en si mismos. Pero analizar esa relevancia de

los puntos serd tema de una seccién posterior.
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1.6 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Cuando empezamos a hablar de la derivada, se explicaba que al aplicar
esta operacién a una funcién f(x) daba como resultado una nueva funcion, la
funcion derivada f'(x). A esta nueva funcién, ademds de que podemos
aplicarla para llevar a cabo un andlisis de la original, la podemos analizar a su
vez, aplicarle operaciones entre funciones o para funciones, como el limite.

Esto significa que, de la misma manera, podemos aplicar algo como

i f‘(x+hr)]—f‘(x).

h—0

Pero, claro estd, siempre y cuando este nuevo limite exista.

Este nuevo limite es, entonces, la derivada de la derivada de la
funcion. Se la llama también segunda derivada de la funcion f(x) y se le
L d2f d?y
Tdx? T dx?

simboliza como f'(x),y , etc.

Entonces, tendremos una nueva forma de llamar al paso anterior, es
decir, a la primera aplicacion de la derivada; precisamente, le
denominaremos como la primera derivada de la funcion f(x). Otra manera de
llamarla serd como f prima -por ser la primera derivada-, mientras que a la
segunda se le llamard f biprima. Y, al igual que la primera derivada, también
serd una funcién.

Por ser funcién, podemos pensar en aplicar nuevamente la derivada a
f"(x), si es que el limite existe. El resultado obtenido serd entonces la
derivada de la derivada de la derivada de f(x), la tercera derivada de f(x) o f
.o dif dly

oo ° de otras maneras.
x® dx

triprima. Y la simbolizaremos como f'"'(x),y

Asi, podemos continuar este proceso para la cuarta, la quinta, la
sexta, la enésima vez o hasta un ndmero infinito de veces, en caso de ser
posible.
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Y, de la misma manera, asi llamaremos a estas derivadas sucesivas que
se obtengan a partir de la funcion original f(x): la cuarta derivada, la quinta
derivada, la enésima derivada, etc. A estas se les simboliza a veces con
nimeros romanos (f", f', f", etc.), con nimeros entre paréntesis (f @, f®, f©,
d'y d°y
dx* dy® "

etc.) o usando la notacion de cociente ( .). Por cierto, esta Ultima

se le llama notacién de Leibnitz .

A estas derivadas se les llama derivadas de orden superior, debido a
que el orden de las derivadas es proporcionado por el nimero de la derivada
que queremos obtener. Y, como el primer orden es precisamente la primera
derivada, los siguientes escalones son la segunda, fercera y demds
derivadas.

Diremos, a su vez, que f es dos veces diferenciable o dos-
diferenciable si obtenemos la segunda derivada, tres-diferenciable si
hallamos la tercera, n-diferenciable si llegamos a la enésima derivada (ser
n-diferenciable engloba los casos de la segunda, tercera, etc., derivada) o
infinitamente diferenciable si podemos derivar tantas veces como
queramos. Esto fambién puede ayudar en el andlisis de la funcidn original.

Ejemplifiqguemos lo dicho anteriormente:

Ejemplo 1: Sea f(x) = x* + 3x° - 2x — 8. Obtengamos cada derivada y
veamos:

f'(x)=3x> +6x—-2
f'"(x)=6x+6

£ (%) = 6

FO(x) = fO(x)=..=0

Esto significa que las siguientes derivadas existen y se pueden seguir
obteniendo, solamente que de la cuarta derivada en adelante todas serdn
cero; es asi como se entiende en matemdticas que una funcién es
infinitamente diferenciable.

Ademds, este es un ejemplo de lo que pasa en el caso de que
desarrollemos la derivada de funciones polinémicas o polinomiales, término
por término. No todos los casos son de este tipo, pero a la par que podamos

* Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716). Matematico aleman, desarrollador, junto con Isaac Newton,
del Calculo
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dar ejemplos para otro tipo de funciones, veremos algunas reglas para casos
generales con esos tipos.

Caso 1: f(x) =x", paran=0,1, 2, 3, 4,...

f'(x) =nx""*
f'(x)=n(n-1)x"2
f'(x)=n(n-1)(n-2)x""°

f "D(x) = n(n-1)(n-2)...(3)(2)x
f W(x) = n(n-1)(n-2)...(3)(2)(1)"
f ™ Dx) = f"D(x)= ... = 0.

Si tenemos que f(x) = cx", donde ¢ es una constante, entonces a todas
las derivadas las multiplicamos por c. Ademds, el lugar donde se empiezan a
hacer cero las derivadas de todo el polinomio depende de su grado, es decir,
el término con el exponente mds alto.

Caso 2: f(x) = sen x.

f'(x) = cosx
f'(x) = —senx

f'(x) = —(d(fi(nx)) =—C0S X

f@(x) = —(%j = —(—senx) = senx

Entonces, podemos decir que derivar la funcién seno es una operacién
repetitiva o ciclica, pues damos la vuelta por las mismas funciones. Caso

" A esta multiplicacion se le llama factorial de n o n-factorial y se representa como n!
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similar serd f(x) = cos x, pues la tabla casi es la misma, sélo se recorre el
orden de las derivadas, pues la primera serd -sen x, la segunda —cos x, y asi
sucesivamente.

Para el caso de las operaciones entre funciones, derivar varias veces
una suma o una resta es lo mismo que derivar varias veces cada elemento de
esa suma o resta, manteniendo la operacion entre ellos. Para la division es
posible establecer una regla general, pero tfambién complicada.

Caso aparte es la multiplicacién de dos funciones, ya que la regla
general para derivar esta operacion varias veces se puede establecer.
Primero, recordemos que

(fg)' (x) = £ (x)g(x) + f(x)g'(x).

Entonces,

(fg)" (x) =[T"(x)g(x) + T (x)g" ()] +[f'(x)g"(x) + F(x)g" (X)]
= £70)g9(x) +21'(x)g'(x) + f (x)g"(x).

Quitemos por el momento la x y continuemos

(fg)"'= fg+ frguw2frgw2fg'rf'gi+fg=fg+3fg+3f'g

+fg'.

Entonces, vamos obteniendo en cada derivada algo similar al
desarrollo de un binomio elevado a una potencia, el binomio de Newton. Y asi
serd la regla para cualquier ndmero natural n. Esta regla es conocida como la
regla de Leibnitz para la derivada de productos. Y la enunciamos ast:

Teorema (Regla de Leibnitz para la derivada de productos): Sean
f y g dos funciones n-diferenciables, para cualquier n nimero natural.
Entonces

(fg)™ = f ™ g +nf (”‘1)g‘+%(n)(n—1)f "Bg . +nfrgt + fg™.

Y la derivada para los términos interiores, en la posicién i-ésima, es

N faogen
(n—i)li!
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Debido a que es un teorema vdlido para cualquier nimero natural n, la
demostracion puede hacerse por el método de induccién -o sea, se prueba
primero para el primer caso, sea cero o uno, y luego la suponemos para algun
n natural y lo probamos para n+1, el que le sigue-. Por lo realizado arriba, ya
tenemos la demostracion para las primeras derivadas; queda entonces para
el caso n+1, bajo la suposicién de que es vdlido para n. Y lo haremos para el
caso general, es decir, supondremos que la proposicion es vdlida para el
término k-ésimo de (fg)™, que es Lf(k)g“’k), conk=1,2..n, ylo

(n—k)tk!
probaremos para la siguiente derivada. Entonces, si derivamos ese término
k-ésimo, obtenemos

n! ~ n! ~
(k+1)g(n k) + f (k)g(n k+1) )

(n—k)!k! (n—k)!k!

Pero, si también derivamos el término anterior, es decir,

I
— Zi)l(k 1)If<k-1>g<”‘<“‘1”,ob‘renemos como resultado

! (k=1) ~ (n—k+2)

n
n—(k-D)k-pt 9

(k)  (n—k+1)

g

n!
(n—(k =) (k —-1)!

Por lo que tendremos que sumar los coeficientes que se encuentran

| |
junto al término Y9 es decir, LI n . Ahora,
(—K)k! (= (k—1))(k —1)!

multipliquemos al denominador del primer término por (n-(k-1))/(n-(k-1)) y el
segundo por k/k; asi, obtenemos la expresion

n'(n—(k —1)) N n'k
(n—(Kk-k! (n—(k-Dk!’

Como tenemos denominador comun, podemos sumar los
denominadores. Ademds, acomodaremos el denominador. Esto da como
resultado

nin—-k+1+k)  nl(n+1)
(n+1-K)IK!'  ((n+1)—k)k!’

Entonces, el coeficiente queda
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(n+1)!
((n+1) —k)'k!"

Concluimos entonces que el término k-ésimo de la derivada n+1 es de
la siguiente manera
(n+1)!
(n+1) —k)k!

(n-k+1)

flog

Por lo tanto, se demuestra la regla.
Ejemplo 2: Obtener la quinta derivada de f(x) = 3x* sen x.

Apliquemos la regla:

2 3

d® d d* d d
3x*)—(senx) + 10— (3x*) — (senx) +
( )dx“( ) dxz( )dxs( )

3x* —(senx) +5—
f(5)(x) - dx
10d—3(3x4)d—2(senx) + 5d—4(3x4)i(senx) + d—5(3x“) o (senx)
dx® dx? dx* dx dx®
= 3x*cosx + 60x°senx - 360x°cosx — 720x senx + 360 cosx + 0 senx.

= 3x*cosx + 60x°senx - 360x°cosx — 720X senx + 360 cOosx.

Como dijimos al principio, el obtener derivadas sucesivas no solo nos
arroja nuevas funciones que podemos analizar, sino que también serd (til en
el andlisis de la funcion original y en la construccién de la grdfica de ésta
funcién con mayor exactitud y precision. Ademds, algunas aplicaciones de la
derivada también se basan en las derivadas de orden superior.

38



Benhumea Santiago José Roberto La Derivada

1.7 DERIVADA Y LIMITES
INDETERMINADOS.

Recordemos que la derivada es un limite de una divisién, dado por

lim
h—0

Sfx+h) - f(x)

. .

Este limite, bajo ciertas condiciones, puede ser aplicado a una gran
cantidad de funciones de varios tipos: constantes, lineales, algebraicas,
trigonométricas, exponenciales, hiperbdlicas, etc., algunas de las cuales
hemos visto con anterioridad.

Ademds, hemos encontrado resultados importantes a partir de la
definicion de la derivada o sus propiedades que nos han proporcionado
herramientas (tiles para el estudio de funciones.

Ahora, el problema a tratar serd la aplicacién de la derivada para la
obtencidn de un limite en un cierto punto; esto es, como si se tratara de
obtener un limite a partir de otro limite, en este caso, la derivada.

Recordemos que en el estudio de limites de funciones, nos hemos
encontrado con que algunos de los mds problemdticos-y, por tanto, mds
trabajosos- son los limites indeterminados de la forma 0/0. Estos son los
limites que se aplican a una funcién dada por un cociente de otras dos y que
el resultado de la aplicacion del limite en el numerador y el denominador es
cero; es decir, que al aplicar los limites obtengamos como resultado 0/0.

Del estudio de los limites hemos obtenido procedimientos para
resolver algunos de ellos. En muchos de los casos analizados -si no es que en
todos- se aplican a funciones que son divisiones de ecuaciones algebraicas.

Pero, ¢Qué pasa si las funciones se complican y la teoria de limites no
nos ayuda a obtener el valor deseado? Ahi es donde entra la aplicacién de la
derivada; en especial, para demostrar esta regla para limites, nos
apoyaremos en un resultado anterior, producto del Teorema del Valor
Medio: La Férmula del Valor Medio de Cauchy, con esta variante:
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£ _ f(B)- fa)
g'(x) gb)-gla)

Por lo tanto, podemos decir que nuestra nueva regla es otro resultado
del Teorema del Valor Medio, el cual en esta ocasién se trata de manera
especial.

Este resultado se conoce como la Regla de L'Hépital”, la cual se
enuncia de la siguiente manera:

Teorema 1 (Regla de L'Hépital): Sean /'y g dos funciones en los
reales continuas en /a, b], diferenciables en (a, b) y tales que

flc) = g(c) =0, para un c en (a, b) Si existe lim S () , entonces también
X—C g x
existe Iimf(x) y, ademds,
X—>C g x)
Iimf( ) _im &)

e g'(x) e g(x)

Para la demostracion del teorema, fomemos un punto x # ¢ pero
dentro del intervalo (a, b). Entonces f'es continua en /c, x/ y diferenciable en
(c, x), por lo que podemos aplicar la formula del valor medio de Cauchy y
tendremos que, para un punto d entre c y x,

£1d) _ F)=£(0)
g'd) gx)-g()’

Jd) _Sx)

Como f{c) = g(c) = 0, nuestra igualdad queda ~——= .
g'(d) g

Ahora, podemos aplicar limite a esta expresion y, del hecho de que

Ilmf( ), entonces también existe Ilmf( )
X—>C g (x) X—>cC g (d)

-recuerde que d € (¢, x)- y

14 . . ./ - x
serdn iguales a un valor L. A su vez, existe fambién lim fg ;
X—>C g x

, por la igualdad

“G. F. A., Marqués de L’Hopital (1661-1704). Matematico francés.
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de arriba, por lo que también es igual a L. Y como esto se puede aplicar a
cualquier valor x, entonces

imZ @ _im @) _ i L&)
e g(x)  xoegl(d) e g'(x)

Asi pues, gracias a la Regla de L'Hdpital, tenemos una herramienta
que nhos permitird sacar de manera mds sencilla el valor de limites
indeterminados. Veamos un ejemplo para saber cémo se aplica la regla.

cuando x

. , . ., Senx
Ejemplo 1: Queremos obtener el limite de la expresion
X

tiende a cero. Primero, al aplicar ese limite a la expresién tenemos como
resultado 0/0. Ambas funciones cumplen las condiciones de la Regla de
L'Hépital, por lo que podemos aplicarla. Entonces
. Senx COS x
lim——=Iim

=0 x x»O

=cos(0) =1 I

En el caso en el que la primera derivada siga dando como resultado
0/0, podemos tomar ahora las funciones f’(x) y g’(x). Si estas cumplen con las
condiciones de la Regla de L Hépital, podemos aplicar nuevamente el limite,
pero ahora serd

imZ ) _im L) _ i )
e g(x) oo gi(x) e gh(x)’

Y esto lo podemos aplicar de manera sucesiva, en caso de ser
necesario, para obtener el valor del limite.

Cambiemos un poco las cosas: Si tenemos lim f(x)=0y limg(x)=0,

podemos aplicar también la regla. La justificacion consiste en poner z = I/x,
asi, z — 0, los limites se conservan y la regla se mantiene. Veamos una
aplicacion de ello:

X—»00

1
sen (j
Ejemplo 2: |Imxsen( j— lim 1x
X
X

T La derivada de la funcién sen x es la funcion cos x.
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Si efectuamos el cambio y = 1/x, obtenemos

= lim 22 ¥
y—0" y
Aplicamos la regla de L'Hapital y el limite limcosy =1.
y—>0"

Entonces resulta

Hemos involucrado ya al infinito. Esto nos servird para adentrarnos en
otro tipo de limites indeterminados: los infinitos; esto es, lim f(x)=o y
Xx—a

limg(x) = . Para ellos, tendremos una regla similar a la de L'Hapital, la cual
xX—a

enunciamos.

Teorema 2 (Regla para limites indeterminados infinitos): Sean fy g
dos funciones continuas en una vecindad del punto a. Supongamos también

S (x)

existe y es igual a un valor
<g'(x)

que g'(x) # O,limf(x) =0, LILD g(x)=w, I|m

L. Entonces, lim=—-~ S ()

también existe y
xX—a g X

lim—-~ G IimL(x) =L
wag(x) v g'(x)

La idea de la demostracién, al igual que la Regla de L'Hdpital, se basa
en la Formula del Valor Medio de Cauchy, pero trabajado con mds cuidado
por la situacidn de los limites al infinito. Veamos un ejemplo:

Inx

Ejemplo 3: Encontrar lim———

0" In(senx)

Puesto que limInx=-o y limIn(senx) =—-o, entonces podemos
x—0" x—0"
considerar

. —Inx
lim—.
x-0" —[n(senx)

* El simbolo x—0" significa que x tiende a cero por la derecha.
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Asi, fix) = -In x, g(x) = -In (sen x), f'(x):—l y f.(x):_COSx.
X senx
1 senx . senx
- - — \ lim——
Luego S () = X X "mf(X):Hm X _1
" g'(x) _C0sx cosx ° v g'(x) limcosx
senx 0
Por lo tanto, lim Inx =1

=0 In(senx)

Veamos algunos hechos importantes respecto a este teorema: El
primero de ellos es que, al aplicarlo, encontramos que

lim? &) _
e g'(x)

Entonces,

im—y = m 5 =0

g'(x)

Por el teorema de limites infinitos, también lim g(v) =0. Finalmente,

x—a f(X)
si volteamos de nuevo el cociente, obtenemos como resultado
Iim@ =0
e g(x)

Podemos también determinar qué pasa con el limite si x, en vez de
tender a un punto g, se dispara hacia infinito. Similar al caso considerado en
la Regla de L'Hopital, hacemos que x = 1/z y nuestra regla para los limites al
infinito sea vdlida, por lo que resulta

timZ ) _ jim L&)
e g

Analicemos algunos ejemplos mds de como se aplica esta regla:
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. ] . 3x*+8
Ejemplo 4: Obtener lim

0 7x% 3

Aplicamos dos veces la regla y obtenemos lo siguiente:

. 3x*+8 ,. 6x .. b6 3
lim 5 =lim—=lim—==.
a0 fxc -3 xool4x 014 7

. __ax’ +bx+c
En general, si tenemos lim———

para cualesquiera a, b, ¢, d, ey f
oo dxt +ex+ f

’ . 7’ a
reales, entonces el valor del limite sera 7

Ejemplo 5: Calcular lilpo(x—i/;).

Para este limite usaremos un criterio de comparacién: Tomemos
. . X . ,.
dos funciones f{x) y g(x) tales que Ilm&; =1. Entonces, si el limite de
x—a g x
alguna de las dos funciones, ya seala del numerador o la del
denominador, tiende a un cierto valor L cuando x tiende a un punto q,
el otro elemento del cociente tenderd también a L. Esto a raiz de que,
si el resultado de una divisién es igual a uno, entonces tanto el
numerador como el denominador son iguales; en este caso, los limites

tienden a lo mismo.

Por lo tanto, si encontramos otra funcién g(x) de tal manera

que lim x4

== g(x)

x tiende a infinito, serd el mismo valor que tome el limite deseado.

Ademds, para resolver el limite del cociente que se generard,
podemos valernos de la regla para limites indeterminados infinitos.

=1, entonces el valor que tome el limite de g(x), cuando

Entonces, de acuerdo con el criterio expuesto, podemos
considerar el siguiente limite:

Iimx_%

X—>0 X
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Por lo que hemos escogido g(x) = x. Ahora, veamos lo que pasa
cuando resolvemos el limite de este cociente de funciones, con el uso

de la regla para limites indeterminados infinitos:

2
) 2
- 1—*)(,' 3
3 3
. X—\X . X—X .
lim =lim =lim
X—>00 x X—>0 x X—>00
2
- 1 . ox—3%x
Como x 3 =—, entonces lim =1.
— X—00
x3 *

Entonces, lim(x—3/x) y limx convergen al mismo valor. Pero
X—>0 X—>0

limx =0, por lo que lim(x—3%/x) = .
X—>0

X—>»0
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1.8 MAXIMOS Y MINIMOS LOCALES

De acuerdo con secciones anteriores, la derivada nos ayuda a obtener
informacion sobre la funcion de la cual proviene, ya sea para realizar un
andlisis mds exacto de ésta o trazar su grdfica. Esta informacion puede ser,
por ejemplo, los intervalos en los cuales la funcién crece o decrece.

También, dentro de los resultados que se pueden obtener a través de
la derivacidn, estdn los puntos extremos, es decir, los maximos o minimos
locales, los cuales ya hemos definido con anterioridad. Ademds, hemos
mostrado y también probado el Teorema del Valor Extremo, el cual nos dice
que si la funcién tiene un valor extremo para un punto ¢ dentro de un
intervalo, entonces 1'(c) =0.

Es importante aclarar que también observamos que no siempre
podemos tener el caso contrario, es decir, que si f'(c) =0, para un puntfo ¢
dentro de un cierto intervalo, no significa que ¢ sea un mdximo o minimo
local.

Esto, a fin de cuentas, nos abre la posibilidad de afirmar que tenemos
a la mano una herramienta valiosa, el Teorema del Valor Extremo, para
encontrar los puntos que pueden ser extremos locales; sin embargo, a la vez,
parece que ésta no es suficiente para usarla y encontrar esos extremos. Por
lo tanto, tendremos que valernos de otros resultados que complementen al
antes mencionado teorema para que, por medio de él, encontremos con
seguridad los mdximos y minimos dentro de intervalos definidos.

El complemento que mencionamos con anterioridad viene a través de
otro teorema que ya fue probado secciones atrds: el Teorema de Monotonia;
éste enunciado afirma que si f'(x)>Opara cualquier punto x que se
encuentre dentro de un intervalo definido dentro de su dominio, entonces f
es creciente en ese intervalo. A su vez, para las x dentro de un intervalo, si
f'(x) <0, entonces la funcién es decreciente dentro de ese intervalo.
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¢Eso qué tiene que ver con la posibilidad de determinar si un punto es
0 no es un extremo local? Por la manera en la que se comporta la funcién
alrededor de algln extremo local.

Entonces, el procedimiento a sequir serd el de analizar cémo es el
signo de la derivada alrededor de los candidatos a mdximos y minimos
locales; esto se hace a través de procedimientos tales como escoger uno o
mds puntos de prueba alrededor de los puntos que sean mdximos o minimos
locales o andlisis de la derivada en cada intervalo.

En el caso de encontrar que la derivada es negativa antes del punto, la
funcién serd decreciente; si es positiva después, serd creciente; por lo
tanto, habremos encontrado un minimo. Algo similar ocurrird en el caso del
madximo: la derivada es positiva a la izquierda y negativa a la derecha.

Cabe mencionar que, en el caso de que la derivada no cambie de signo
en ambos lados del punto candidato a valor extremo, significard que la
funcién sigue creciendo o decreciendo, seglin sea el caso. Por lo que
podremos afirmar que el punto no es mdximo o minimo local.

Todo esto se puede resumir en un enunciado: El Criterio de la Primera
Derivada para mdximos y minimos locales.

Teorema (Criterio de la Primera Derivada): Sea f una funcion real
continua en /a, b] y diferenciable en (a, b) excepto quizds para un c
elemento de (a, b).

i. Si f'(x)>0 para todo xen (a,¢)y f'(x)<0para todo x en (c, b),
entonces f{c) es un mdximo de fen (a, b).
ii. Si f'(x)<0 paratodoxen(a c)y f'(x)>0 para todo xen (c, b),
entonces f{c) es un minimo de fen (a, b).
iii. Si f'(x)tiene el mismo signo a ambos lados de ¢, entonces f{c)
no es un extremo local de 1.

Como explicamos anteriormente, el teorema se demuestra con ayuda
del Teorema de Monotonia. En el primer caso, antes de ¢ la funcién es
creciente y después de él es decreciente; por lo que f(x) < f{c) para todo x en
(a, b) excepto, claro estd, para c. Por lo tanto, f tiene un maximo local en c.
Para el segundo caso, la idea serd similar: a la izquierda de ¢ la funcién es
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decreciente; a su derecha, es creciente, por lo que f{x) > f{c) para todo x en
(a, b) que no sea c, por lo que f tiene un minimo en c. Finalmente, para el
tercer caso, si f'(x) <0a ambos lados del punto, la funcion decrece a ambos
lados de ¢, por lo que podemos encontrar un x en (a, b) a la izquierda de ¢ tal
que f{x) es mayor a f{c) y uny en (a, b) a la derecha de ¢ tal que f{)) es menor
a f(c); por lo tanto, f no tiene un valor extremo en c. Lo mismo sucederad si
f'(x) >0 a ambos lados de c.

Ya mostrado este criterio, usémoslo en una funcion para encontrar
sus puntos extremos.

Ejemplo 1: Sea f{x) = 1/3 x’ —x° — 3x + 4. Buscar sus puntos extremos en
el intervalo (-0, ).

Primero, f'(x)=x’-2x-3=(x-3)(x+1)=0. Esto nos arroja
como candidatos a puntos extremos a los puntos x =-7y x = 3.

Los puntos -/ y 3 dividen a R en tres intervalos: (-, -1), (-1, 3) y
(3, ). Veamos qué signo toma f"'(x)en cada uno de ellos:

Six<-I1,entoncesx +1<0yx—3<-4<0.Luego,
(x +1)(x-3)> 0y entonces f'(x)>0en (-, -1).

Si -] <x <3 setienequex+1>0yx-3<0,de donde
obtenemos que f'(x)=(x+1)(x—3)<0 en (-1, -3).

Finalmente, si x > 3, x + 1 > 4> 0y x — 3 > (. Asi resulta que
f(xX)=(x+D)(x-3)>0 en (3, ).

Por lo sefialado antes, x = -1 corresponde a un maximo local; de
hecho, es maximo en (-, 3). A su vez, x = 3 resulta ser un minimo local
y también un minimo en (-1, ).

Para saber los valores de esos puntos, calculamos f{-1) y £{3).

f-1)=1/3(-1° = (-1’ = 3(-1) +4=-13-1+3+4=17/3.
13)=1/3(3)° —(3)°-33) +4=9-9-9+ 4 =-5.
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Por lo tanto, decimos que la grdfica de f tiene un maximo en el
punto (-1, 17/3) y un minimo en (3, -5).

Existe otro criterio para conocer si los puntos extremos son maximos
o minimos locales, éste es el Criterio de la Segunda Derivada.

La idea de este criterio es la siguiente: investigaremos el
comportamiento de la funcién en el punto extremo; sabemos ya que la
primera derivada es igual a cero, pero si usamos el Teorema de Monotonia
en la segunda derivada, conoceremos el signo de ésta en el punto, lo cual nos
indicard hacia dénde va la primera derivada después del punto. Si la segunda
derivada en el punto es positiva, la primera va hacia arriba -o crece-
después del extremo, lo que nos indica que venimos de un minimo; si es
negativa, entonces vamos hacia abajo o decrecemos, lo que significa que
partimos de un mdximo.

Entonces, lo enunciaremos.
Teorema (Criterio de la Sequnda Derivada): Sea f una funcion real

continua y 2-diferenciable en un intervalo (a, b) para la cual f'(c)=0 para
algln punto ¢ dentro del intervalo.

i. Si f"(c)<0,entonces f{c) es un maximo local de f.
ii. Si f"(c)>0,entonces f(c) es un minimo local de f.

Demostremos primero (i). Por definicion,

() lim L @) =1"(©)
£ =tim =20

Habiamos supuesto que f'(c)=0 y que la segunda derivada en c es
menor que cero, por lo que tenemos

IimL(x)<O.

X—>C x-c

Por lo tanto, existe una vecindad de ¢ -es decir, un intervalo (a, p)

o "(x
alrededor de ¢, el cual puede ser muy pequefio- para el que S <0, conla
X—cC

condicidn x # c.
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De esta desigualdad, encontramos que para los x entfre ay ¢, x - c es
menor que cero, por lo que f'(x)>0. A la vez, para x entre ¢ y 8, tenemos

que x — ¢ es mayor que cero, por lo que f'(x) <0. De acuerdo con el criterio
de la primera derivada, f tiene un maximo en c.

Para (ii) usaremos una idea similar. De hecho, iniciamos igual y
"(x

llegamos a que S >0, para x #c. Para a < x < ¢, tenemos que x - ¢ < 0, por
X—cC

lo que f'(x)<0;yparac<x<p x-c>0,porloque f'(x)>0.Estas son las
condiciones del criterio de la primera derivada para el minimo. Conclusion: f
tiene un minimo en c.

Para ejemplificar el criterio de la segunda derivada, usemos la misma
funcidn que en ejemplo del criterio de la primera derivada.

Ejemplo 2: fix) = 1/3 x’ — x’ - 3x + 4. Debemos encontrar sus puntos
extremos dentro del intervalo (-0, o).

Primero, f'(x)=x"-2x-3=(x+1)(x-3)=0. Por lo que los
candidatos a puntos extremos sonx =-1y x = 3.

Ahora, f'"(x)=2x-2.Probemos los puntos obtenidos:

f'-)=2(-1)-2=-2-2=-4<0.
") =23)-2=6-2=+4>0.

Por lo tanto, / tiene un maximo local en x = -1 y un minimo local
enx = 3.

Los puntos donde se alcanzan mdximos y minimos se llaman puntos
criticos. Ademds, tenemos otros puntos especiales, como los puntos
singulares -aquellos donde f'(x) =0 -, los puntos frontera -los extremos de
los intervalos- y los puntos donde la derivada no existe. En algunos casos,
también se pueden aplicar los criterios para saber cémo se comporta la
funcidn en esos puntos.

Esta observacion la aplicaremos en nuestro siguiente ejemplo:
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(x+2)°

; con dominio en todos los reales.
x4 x+

Ejemplo 3: Sea f{x) =

Primero, veamos que la funcion estd definida en todo R, pues no
podria estar definida en puntos donde el denominador x° + x + / fuese
cero, pero no existe x € R que cumpla x° + x + I = 0. En efecto, sus
~1+41-4  -1+4-3

2 2

raices son x =

, Que no se encuentran en los

reales.

A continuacidn, encontraremos sus puntos extremos: la regla
de la derivada de un cociente nos dice que

(i(erZ)z)(x2 +x+1)—(i(x2 +x+))((x+2)°
fl()C): dx dx

(x? + x+1)?
C((x+ 2 +x+D) - (2x +1)(x + 2)?
N (x? +x+1)*
C(2x+A) (P x+D) - (2x +D)(x% +4x + 4)
- (x* +x+1)*
_ 2x° +2x% + 2x+4x* +4x+4-2x° —8x* —8x—x* —4x—4
- (x® +x+1)*

—3x% —6x —3x(x+2)

- (Z+x+D?2  (P+x+1)?

Ahora, obtengamos los puntos singulares. Y entonces
resolvemos -3x (x + 2) = 0. Por la misma idea que usamos arriba,
resolvemos -3x = 0y x + 2 = 0. De la primera, obtenemos x = 0. de la
segunda, x = -2. Ahora, usemos el criterio de la primera derivada.

El signo de f'(x)lo determina -3x(x +2) = 0, ya que
(' +x+ 1)’ > 0. Los puntos -2 y 0 dividen a R en tres intervalos:
(-0, -2), (-2, 0) y (0, ©). Para x < -2 se tiene que x + 2 < 0y -3x > 0; luego,
f'(x)<0en el intervalo (-, -2). Si -2 <x <0, entoncesx +2>0y
-3x > 0, por lo que f'(x)>0en(-2,0).Y,parax>0,x +2> 0y -3x <0,
de donde f'(x) <Opara x > 0.

Por lo tanto, f tiene un minimo en x = -2y un mdximo en x = 0.
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o (=2+2* 0
f(_z)_(—2)2+(—2)+1_4—2+1_0
_(0+2)? _4_

yf(o)_(0)2+(0)+1_ 4

Entonces, esos puntos extremos en la grdfica de f'son (-2, 0) y (0, 4).

Ahora, veamos un caso en el que la derivada no exista en el punto. Sea
f(x)=|x|. Si tomamos ¢ = 0, la derivada no existe ahi, sin embargo, para los
demds puntos es diferenciable. Para los x < 0, f'(x)=-1, mientras que para
x>0, f'(x)=1. Por lo que, de acuerdo con el Criterio de la Primera Derivada,
¢ = 0 resulta ser un minimo.

En muchas aplicaciones se necesita obtener mdximos y minimos: en
Fisica, Economia, Finanzas, Biologia, Medicina, Topografia, Agricultura y
muchas otras; bdsicamente, en cualquier situacion en la que deseamos saber
el maximo o el minimo de algo: la minima distancia, el drea o el volumen

mdximo, el costo minimo, el volumen mdximo, etc.,.. Pero eso es otra
historia.
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1.9 CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD.

Dentro del andlisis que se efectia de las funciones a través de su
derivada, ya sea para conocer sus puntos criticos o para dibujarla, también
tiene que ver el comportamiento de la curvatura de la grafica de la funcion:
de qué forma es, en qué intervalos, hacia dénde se dirige, etc. Por ejemplo,
podemos tener que la grdfica sea muy sinuosa, o sea, que presente muchas
ondas, en un cierto intervalo de su dominio. Y para ello, usaremos las
nociones de convexidad' y concavidad.

Se dice que una funcion f(x) es convexa en un intervalo si para
cualesquiera dos puntos a y b de un cierto intervalo, con a < b, el segmento
de recta que une a los puntos (a, f{a)) y (b, /(b)) se encuentra por encima de la
grdfica de f entre los mismos puntos. A su vez, f{x) serd céncava en un
intervalo si la que estd arriba es la grdfica de f; es decir, que el segmento
de recta que una a (a, f{a)) y (b, f(b)) estad por debajo de la grafica de fen

(a, b).

Cabe mencionar que, en otros textos sobre Cdlculo Diferencial, a una
funcién convexa también se le denomina como cdéncava hacia arriba y a la
concava de le llama concava hacia abajo; de esta manera, la concavidad se
refiere a la curvatura de la funcidn, no importa su forma. En esta ocasién,
usaremos las nociones de funcién convexa y céncava.

¢Y como expresamos de manera algebraica la condicién de convexidad
o la de concavidad? Primero la de convexidad: La ecuacién de la recta que
pasa por los puntos (a, f{a)) y (b, /(b)) es, para cualquier x entre a y b, de la
manera siguiente:

y= LD o)+ s,

Como f{x) es convexa, la recta se encuentra por arriba. Es decir,

M(x—ahf(a)zf(ﬂ-
—-a

! Existe otro contexto y, por lo tanto, otra definicion de convexidad, solo que relacionados a los
conjuntos.
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Si pasamos restando del otro lado de la desigualdad a f{@) y, al mismo
lado, dividiendo entre (x - a) -note que a < x, por lo que x —a > 0 y entonces
no se altera la desigualdad al pasar dividiendo-, nos queda la siguiente
expresion:

f®)=/(a)  f(x)-J(a)

b—a x—a

Esta desigualdad, entonces, serd lo que defina a las funciones
convexas. Por otro lado, la concavidad se dard por la misma desigualdad, solo
que en el sentido inverso. Es decir,

f®)=/(a) _ f(x)-/(a)

b—a x—a

De manera formal, escribimos.
Definicion: Sea f(x) funcion.

i) f{x) es convexa en un intervalo J si para a, x, b € J con
a <x<b si se cumple que:

@)= fla) | f()=-fa)

b—a x—a

ii) f{x) es concava en el intervalo J si para a, x, b € J
donde a < x <b se da la relacién

)= fla)  f()=fa)

b—a xX—a

A continuacion, veamos algunos ejemplos de funciones céncavas y
convexas en intervalos definidos.

Ejemplo 1: La funcién f{x) = x’ es convexa en todo R. Si a <x <b se
tiene que

bra) @ _IO-1@ [ [@ ¥ -d’

=(x+a).
b—a b—a x—a x—a
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Esto pasa siy solo si b +a>x +a, lo cual es claro.

Ejemplo 2: f{x) = x’ para x < 0 es céncava. Sean a < x < b < 0.

De LB = /(@) _ f(x) - f(a)

b-a xX—a

P-d* x*-d°
<

b-—a xX—a

b -x’<a(x-b),dedonde b +x<-a,y comobh+x<0<-a,la

desigualdad es verdadera.

tenemos que

b? +ab+a® = =x’+ax+a’. A suvez, resulta que

Como un resultado adicional sobre la relacién entre estos tipos de
curvatura, podemos suponer que f es convexa. Entonces, ¢qué pasa con la
funcién —{x)?

Por definicién, f es convexa si M(x—ahf(a)zf(x). Si

—a

multiplicamos por -1 esta desigualdad, se tiene que

=NB) - (=f)a)
b-a

(x—a)+(=/)a) < (=/)().

Esto nos da la condicion para que —f'sea céncava.

Ahora, ¢cudl es la relacién existente entre la convexidad o concavidad
de una funcion y la derivada?

La grdfica de una funcion convexa se encuentra por debajo de la
recta que une los extremos de un intervalo en el que posea esa propiedad.
Entonces los valores de las pendientes de las tfangentes en cada punto donde
f'es convexa aumenta. Y resulta, entonces, que esas pendientes de las rectas
tangentes son la derivada de esa funcién. Y, como los valores de las
pendientes aumentan, entonces f' es creciente. En el caso en el que f es
concava, entonces las pendientes disminuyen, o sea, /' es decreciente.

Por lo tanto, tenemos el siguiente enunciado.
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Teorema: Sea f funcién real diferenciable en (a, b).

i) Si f' es creciente en dicho intervalo, entonces f es

convexa en (a, b).
ii) Si /' es decreciente en (a, b), entonces f es céncava
sobre dicho intervalo.

Ejemplo 3: i) f{x) = ¢"es convexa en R, pues f'(x)=¢" es creciente.
ii) f{x) = In x es céncava en (0, ©) ya que f'(x) = 1 es
X

decreciente.

Si recurrimos nuevamente al Teorema de Monotonia, pero esta vez
aplicado a f*, entonces nos encontramos que "' es Util para conocer la
concavidad o convexidad dentro de un intervalo, puesto que, si f"(x)>0,
entonces f'(x) es creciente para dicho inftervalo y cuando f"(x)<0,
tenemos que f'(x) resulta decreciente sobre el mismo lugar.

Si ligamos este hecho con el teorema anterior, resulta el siguiente
teorema.

Teorema (de Concavidad): Sea f{x) una funcién real 2-diferenciable
sobre (a, b).

i) Si f"(x)>0 para todo x en (a, b), entonces f es convexa
sobre (a, b).

ii) Si f"(x)<0 para cualquier x dentro de (a, b), entonces f
es concava sobre (a, b).

Ahora, para conocer con exactitud los intervalos donde una funcidn
sea convexa y en los que sea céncava, recurrimos a los puntos en los que la
segunda derivada sea igual a cero. Luego, verificamos los signos entre
dichos puntos y, si encontramos cambios de signo a los lados de cada punto,
entonces, en ese punto, la funcién pasa de convexa a céncava o viceversa. A
esos puntos, donde la curvatura de la funciéon cambia, se les conoce como
puntos de inflexion.

Bajo este criterio, entonces, los candidatos a puntos de inflexién son
las soluciones de f"'(x)=0 aunque, para algunas funciones, también pueden
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ser los puntos donde la segunda derivada no exista. Y los puntos buscados
serdn aquellos donde haya cambios de signo a cada lado de dichos puntos.

El ejemplo tipico de punto de inflexién es x = 0 para f(x) = x’, ya que
f'(x)=3x* y f"(x)=6x. Tenemos que f"(x)=0solo si x = 0y para x > 0,
f"(x)=6x>0y para x < 0, f"(x)<0; luego, x = 0 cumple con el criterio de
punto de inflexién.

La funcién f{x) = x* cumple en x = 0 que f"'(0)=0, sin embargo, como
f"'(x) =12x*, se tiene que para x # 0, f"'(x) >0, por lo que no hay cambio de
signo cuando se pasa por x = 0, por lo que x = 0 no es punto de inflexién. Por
lo tanto, no siempre se cumple la condiciéon contraria del criterio: si
/" (c) =0, entonces c es punto de inflexion.

Veamos un ejemplo de una funcién con varios puntos de inflexion y,
por lo tanto, con varios intervalos de convexidad y concavidad.

Ejemplo 4: Sea f(x) = x* - 6x° — 24x° + x + 2.

f'(x) =4x® —18x* —48x +1.
f"(x) =12x* —=36x —48 =12(x* —3x —4) =12(x +1)(x - 4) = 0.

Las soluciones de la ecuacion son, entonces, x = -1 y x = 4. Estos
son nuestros candidatos a puntos de inflexion.

Ahora, f"(x) cumple que en el intervalo (-, -1), f"(x) >0, en
-1, 4), f"(x)<0 y en (4, ), f"(x)>0. Por lo tanto, -/ y 4 son
puntos de inflexién, ya que antes y después de cada uno de ellos la
derivada tiene signos distintos. Ademds, tenemos que f es convexa en
los intervalos (-, -1) y (4, ), mientras que es concava en (-1, 4).

Finalmente, para conocer los valores bajo f de los puntos de
inflexién, veamos.

f-D) = (-1)*—6(-1 =24(-1) +(-) +2=1+6-24—1+2=-16
f(4) = (4" = 6(4)° = 24(4)° + (4) + 2 =256— 384384 + 4 + 2 = -506.

Los puntos en la grdfica de f'son (-1, -16) y (4, -506).
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1.10 GRAFICACION.

A lo largo de las secciones anteriores hemos encontrado, enunciado y
probado resultados sobre caracteristicas importantes de las funciones y
como a través de la derivada los obtenemos: puntos criticos, mdximos y
minimos locales, singularidades, zonas de crecimiento y de decrecimiento,
intervalos de concavidad y convexidad, puntos de inflexion, solo por
mencionar algunas.

Estas caracteristicas de la funcién nos permiten el andlisis y la
descripcién de la funcién sobre la cual trabajamos: en qué partes resulta
continua y en donde no lo es, en qué puntos tiende a ciertos valores y cudles
son esos limites, donde sube y dénde baja, etc.

La informacién recabada sobre la funcién a analizar y la cual
obtenemos a través de la diferenciacion es importante, entre otras cosas,
para trazar la grdfica, ya que podemos representar en ella todas las
caracteristicas mencionadas que nos permiten describir mejor la funcién en
la que trabajamos.

Esto no significa que no existan otras maneras de hacerlo, pero las
derivadas nos permiten el trazado de grdficas de funciones, en algunos
casos, con mayor exactitud y con menos trabajo; ademds, nos abre la
posibilidad de realizar grdficas de funciones que, bajo otros métodos de
trazado, se vuelve una tarea complicada e incluso imposible de llevar a cabo.

Pero, para saber cémo se traza una grdfica usando las derivadas,
analicemos los tipos de funciones que se nos pueda presentar.

A. Funciones polindmicas o polinomiales.

En esta primera clasificacion encontramos los polinomios, es decir, las
funciones de tipo f(x) = a.x" + a,. X"’ +...+a;x + ay, donde a;-las a- son nimeros
realesei=0, 1, 2,..., n, son nimeros naturales. Por ejemplo, sea
f(x) = 2x’ = 3x° — 12x + 7. Y ya que dimos un ejemplo de polinomios, usémoslo
para ejemplificar su forma de graficarse con el uso de la derivada.
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Nuestro primer paso serd obtener algunos datos de la funcién
original. Primero, cualquier ndmero real puede ser sustituido en lugar de x y
nos arroja valores reales, por lo que el dominio de la funcion son todos los
reales, es decir, R.

A continuacion, podemos hacer f{x) = 0 para conocer los puntos donde
la funcion se anula, es decir, las intersecciones de la funcion con el eje x. En
algunos casos, resultaria una ecuacién dificil y hasta imposible de resolver,
lo cual nos sucede en este caso; por lo tanto, no lo haremos.

Ahora, ¢qué informacion podemos obtener de la primera derivada?
Primero, derivemos.

f'(x) =6x"—6x-12=6(x" —x—-2) =6(x +1)(x - 2).

Al igualar a cero la primera derivada, el primer factor da como
resultado x = 2, del otro, x = -1. Derivemos por segunda vez y veamos qué
puntos son estos dos candidatos.

£(x) =12x—6.
Probemos los puntos que hemos obtenido.

f'(-)=12(-1)-6=-12-6=-18<0
f"(2)=12(2)-6=24-6=+18>0

Por lo que f tiene un maximo local en x = -1 y un minimo local en x = 2.
También por el signo de f'(x), podemos decir que f(x) es creciente en los
intervalos (-, -1] y (2, ©), mientras que es decreciente en (-1, 2].

Para finalizar el andlisis con la primera derivada, obtengamos los
valores mdximo y minimo locales de la funcion.

J-1D)=2(-1° =3¢-1 = 12(-1) + 7=-2-3+12+7 =14
f2) =220 =302 - 12(2) +7=16—12—24 +7 = -13.

Los puntos bajo la grdfica de f(x) son (-1, 14) y (2, -13).

Ahora, f"(x)=12x-6=0. Entonces, /2x = 6, por lo que x = 6/12 = .
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Como f"(x)>0 parax> %y f"(x)<0 para x < %, tenemos que f es
concava en el intervalo (-, %), mientras que es convexa en (%, «). Para
conocer el valor de inflexidn, evaluamos la funcién en x = .

) =204 =30 = 12(4) + 7= Y- Ys-6+ 7 =-1p +1 = 14,
Por lo tanto, la grdfica de f tiene un punto de inflexion en (%, %).

Si aplicamos toda la informacién obtenida, la grdfica queda de la
siguiente manera.

s

— 15
flx)=2x3-3x?-12x+7

- 10

B. Funciones Algebraicas.

En este grupo se ubican funciones elevadas a cierta potencia o a una
raiz. Por ejemplo, sea f{x) = +/x(x—5)%. Esta serd nuestra funcién ejemplo.

Primero, por la raiz que se incluye, x solamente puede tomar valores
positivos, por lo que su dominio es /0, ). Y, por la definicién de la funcidn,
este intervalo corresponde a la imagen de la funcidn.

Este mismo hecho proporciona otra informacion: no podemos hablar
de que f'sea par o impar .

Para conocer la interseccion de la funcion con el eje x, igualamos a
cero. Como tenemos una multiplicacion, el primer factor da como resultado

x = 0; el segundo, al sacar raiz cuadrada, queda |x - 5| = 0, por lo que x = 5.

Continuamos con la obtencion de la primera derivada:

" f(x) es par si es simétrica al eje y, por lo que f(x) = f(-x). Y f(x) es impar si la simetria es respecto al
origen, lo que es f(-x) = -f(x).
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oy (x=5)° ey (x—5)% + 2V x(+/x)2(x - 5)
f'(x) = o +~/x(2(x—-5)) = s
_ (x-5)(x-5+4x) (x-5)(5x-5) 5(x-5)(x-1)
- 24/x 2 20

En primer lugar, la derivada no existe en x = 0, pero ya obtuvimos el
valor de la funcion en ese punto. Luego, igualamos a cero el numerador y
obtenemos x = 5 y x = I, estos son nuestros candidatos a extremos.
Obtenemos de una vez la segunda derivada.

Wr((=5)+ (x-D) - (x~5)(x-D)]
= 2
2 (Wx)*

2x 1
_ 5[m(2x —6) —m(x =5)(x-1)]

_ 5[4x* —12x — x* +5x +x 5]
2x 2x(2+/x)
_ 5[3x* —6x—5]

3
4x?

Ahora, probamos los valores obtenidos en la primera derivada.

) - 5[3(1)> —63(1)—5] _5@-6-5)_-40 _ o
3 4 4
4(1)?
) = 5[3(5)° ~6(5)~5] _ 5(75-30-5) _ 5(40) _ 10 _
3 4(125)  4(5v5) 5

4(5)?

Por lo que f tiene un mdximo local en x = 7 y un minimo local en x = 5.
Entonces f{x) es decreciente en el intervalo (1, 5] y es creciente en [0, 1] y
en (5, «). Luego,

(1) = 1(1-5)% =1(-4)? =16.

5) = J5(5-5)2 =/5(0) = 0.

Por lo tanto, obtuvimos los puntos de la grafica de f: (1, 16) y (5, 0).
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Vamos con la segunda derivada, la cual ya obtuvimos, para la
curvatura. Nuevamente, no existe en el cero, pero ese problema ya quedo
atrds. Igualamos a cero el numerador, o sea, 3x° - 6x - 5 = 0, que si
resolvemos por formula general nos da

_6++/36+160 6+96 6+4V6 216
6 6 6 3

Pero, como el dominio de f{x) es /0, =), hos quedamos con la solucidn

26

positiva, es decir, 1+T.
2./6 2./6
(3’ —6x—5] _ 21—~ *)][ -+ —)]

3 Por lo tanto,
2

Frie) =220
4x? 4x
246

cumple que f"(x) <0 para x<1+T y f"(x)>0 para x>l+¥. Por lo

2./6

tanto, f es céncava en el intervalo (01+ T) y es convexa en el intervalo

2./6

(1+— «). Por lo tanto, la inflexién de la grdfica resulta, después de

aplncar‘ f, aproximadamente (2.6, 9.2).

Entonces, la grdfica es

20

15
1
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C. Funciones Racionales.

Este tipo de funciones son de la forma f{x)/g(x), donde /'y g son dos
polinomios. Tomemos como ejemplo, fanto de este tipo de funcion como del

2
andlisis de ella, a f{x) = Lx;‘l
.
)2 _ _ 2
J(x) = ( x)( i( ;)+4 == +2x;4. Esto significa que la funcién no es

par ni impar. Por otro lado, si queremos saber las intersecciones con el eje
x, hacemos f{x) = 0; como tenemos una division, basta que el numerador sea
cero, o sea, resolvemos x° — 2x + 4 = (. Si usamos la férmula general de
ecuaciones de segundo grado, obtenemos

L 2£ 4404 _2:4-12
2 2

Por lo tanto, la ecuacion no tiene soluciones en los reales, por lo que
no hay interseccién con el eje x. Por otro lado, si hacemos x = 0, obtenemos

que fy - Q2044 4

0 o 5= -2, por lo tanto, la grdfica intersecta al eje
yen (0, -2).

Ahora vamos al denominador. La funcion no existe para los puntos en
los que aquél es igual a cero -pues no existe la division entre cero-, lo cual
pasa en el punto x = 2. Entonces, ¢qué pasa en este punto? Primero, cuando
nos acercamos a 2 por la izquierda, el numerador tiende a ser positivo, pues
el Unico elemento negativo, -2x, no puede tener valor absoluto mayor que 4;
mientras tanto, el denominador tiende a ser negativo y muy pequefio, pues la
diferencia x — 2 cada vez es mds pequefia, por lo que el resultado de la
divisién cada vez es con valor absoluto muy grande y negativa. Luego, por la
derecha, el numerador también es positivo, pues el valor absoluto de -2x es
menor que el de x° para valores mayores de 2, mientras que el denominador
es positivo y cada vez mds pequefio, por lo que el resultado se agranda mds y
mds. La conclusion de esto es

x> —2x+4 . x*—2x+4
- -0 lim—————=wx

x—2 Y x—2
x—>2 x—2"

lim
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Por lo que f(x) tiene una asintota vertical® enx = 2. En algunos casos, si
el cociente resulta ser 0/0, entonces podemos aplicar la Regla de L'Hopital,
pero en este caso el numerador no es cero si x = 2.

Obtengamos f'(x)y f"(x):

B (x—2)(2x-2)— (x* —2x+4) B 2x° —2x—4x+4-x"+2x—4

0 (-2 -2y
CxP—4x  x(x—4)
(x-2° (x-2*°
N (2x —4)(x - 2)* - 2(x — 2)(x* — 4x)
7 [~ 27T
C2(x-2)(x—2)" = 2(x—2)(x* —4x) _ 2x*-8x+8-2x"+8x
B (x-2)* B (x—2)°
8
(x-2)°

De la primera derivada obtenemos los puntos x = 0 y x = 4. Bajo el
criterio de la segunda derivada, los resultados son.

vy 8 _ 8 8
f (0)—(0_2)3—(_2)3——_8 1<0.
w8 8 8
f(4)—(4_2)3—23 5= *1>0.

Por lo tanto, f tiene un maximo local en x = 0'y un minimo local en x = ¢,
por lo que f'es decreciente en (0, 2) y (2, 4], mientras que en (-, 0] y (4, ),
resulta creciente.

Luego, /(0) = -2 -ya lo habiamos obtenido-, mientras que

(4)° -2(4)+4 _16-8+4 12 _
4-2 2 2

J4) = 6.

Por lo tanto, los puntos extremos en la grafica son (0, -2) y (4, 6).

" Una recta x = ¢ es una asintota vertical de una funcion si el limite de ésta cerca del punto tiende a
infinito 0 a menos infinito y la funcién no existe para c.
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Como f"(x) = S"(x)>0 parax>2y f"(x)<0 six<2. Luego,f

_8
(x—2)*
es céncava en (-, 2) y es cohvexa en (2, ).

2_
Como punto extra del andlisis, como f{x) = Lx;d' = x4 42,
X — X —

entonces, si x — -, la fraccién tiende a cero, igual si tiende a infinito, por
lo que f{x) tiende a la recta y = x cuando x — -« y cuando x — oo,

Con esta informacion, la grdfica resulta de esta manera.

. o | £<0) <0 50—
0 2 4
-— — " — —+ —
2

D. Funciones en general.

En base a los casos anteriores, podemos bosquejar un método para graficar
una funcidn cualquiera en base a las derivadas:

1) Andlisis previo al Cdlculo.
a) Verificar dominio e imagen de la funcion.
b) Simetria de la funcion (par o impar).
¢) Intersecciones con los ejes coordenados.
d) Asintotas.
2) Andlisis en base al Cdlculo.
a) Primera derivada: puntos criticos, intervalos de crecimiento y
decrecimiento de la funcién.
b) Bdsqueda de mdximos y minimos locales.
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¢) Segunda derivada: Convexidad, concavidad y puntos de inflexidn.
d) Asintotas (con Reglas de L'Hopital y de Limites Infinitos).

3) Dibujo de algunos puntos (intersecciones, criticos y de inflexién).

4) Bosquejo de la grdfica.

No siempre se seguird al pie de la letra este método, pues no siempre
encontraremos todos los elementos requeridos, las derivadas podrdn no
existir o se volverdn a veces dificiles de resolver cuando igualamos a cero,
la grdfica tendria otras caracteristicas importantes que no sean las
mencionadas, etc. En todo caso, el sentido comin serd sumamente
importante a la hora de graficar.

Ademds, el método también tendria que aplicarse al resto de las
funciones: trigonométricas, exponenciales, logaritmicas, hiperbdlicas, etc., y
a las combinaciones entre ellas y con las funciones vistas con anterioridad.

Ejemplifiqguemos el método en general con la funcidn f{x) = 3 sen 2x. Su
dominio resulta ser todos los ndmeros reales y su imagen queda
comprendida en el intervalo /-3, 3/, pues la imagen de sen x estd entre 1y -1.
Como sen x es impar, f(x) también lo serd. Ahora, sen x = 0 en los puntos de la
forma x = kx, con k ndmero entero (...,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3,...), por lo que f{(x) = 0
en los puntos x = kx/2, con k entero; esto significa que existen varios puntos
de interseccidn con el eje x, mientras que la funcién sélo cruza al eje y en el
origen. Debido a esta variedad de puntos, junto con el hecho de que sen x es
una funcion periédica en intervalos de tamafio 2z, entonces f{x) es periédica
en intervalos de tamafio =, nos restringiremos al intervalo /0, z/; la
informacion obtenida se repetird cada periodo de tamafio =.

Por lo tanto, las intersecciones con el eje x sonx =72y x = .
Las derivadas primera y segunda de f{x) son

f'(x) =3(2cos2x) = 6Cc0S2x
f"(x) = 6(—2sen2x) = —12sen2x’

Como cos x = 0 en los puntos x = /2 'y x = 3n/2, entonces f’(x) = 0 en los
puntos x = /4 'y 3n/4. Al probarlos en la segunda derivada nos queda
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T — 2N
f [Zj— 12sen(2j 12<0

J37) 37)_ ory '
f [TJ_ 12sen( 2} 12(-1)=12>0

Por lo tanto, / tiene un maximo relativo en z/4 y un minimo relativo en
37/4; ademds, es creciente en [0, m/4] y en (3m/4, z], mientras que es
decreciente en (z/4, 37/4]. Y como dijimos que la imagen de f(x) queda
comprendida entre -3 y 3, entonces ftiene un mdximo en (z/4, 3) y un minimo
en (3n/4, -3).

Al resolver f"(x) =0, los puntos que obtenemos sonx =0, x =72y

x = m como 0 y = son puntos fronteras de nuestra restriccién, nos
enfocaremos en x = /2. Como f"(x) <0 en el intervalo (0, 7/2) y es positiva

en (w/2, m), entonces f{x) es concava en el intervalo (0, 7/2) y es convexa en
(/2, 7).

La grdfica de esta funcion es

|_ y=3sen 2x
Y, como mencionamos que f{x) = 3 sen 2x es de periodo z, entonces

tendremos una copia de esta grdfica en cada intervalo de tamafio =, es por
ello que la grdfica se extiende mds alld del intervalo restringido.
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1.11 APROXIMACION A UNA FUNCION
POR MEDIO DE POLINOMIOS.

Las herramientas que ya con anterioridad hemos mostrado, como la
utilizacién de las derivadas de una funcién para conocer sus puntos criticos,
sus intervalos de crecimiento o decrecimiento, los de concavidad o
convexidad y otras caracteristicas, se vuelven un procedimiento que resulta
Util  para investigar, describir, analizar o graficar la regla de
correspondencia de la cual partimos. A su vez, declaramos que puede
convertirse en una manera sencilla de realizar todo lo anterior.

Sin embargo, de la misma manera, podemos toparnos con funciones
que se convierten en un verdadero reto y para las cuales el andlisis a través
de las derivadas no aligera el problema.

Mds ain, entre las caracteristicas que podemos desear conocer
respecto a una funcion, puede estar el valor exacto de ella en un punto
especifico. Para algunos puntos y algunas funciones no es dificil, pero, por

3
. . ’ 7’ \/§ 4\/7
ejemplo, {cémo le hacemos para saber cudnto es exactamente - 5 |°

sen 25°54°25°?2 No nos vayamos muy lejos, a veces saber con exactitud
cudnto es /2 se convierte en un verdadero problema y mds sin calculadora.

En esta seccion nos valdremos de propiedades de ciertas funciones
para acercarnos a una solucion para este problema. Y, como decimos, nos
acercaremos: nho significa que hallaremos la solucion definitiva, pero si nos
permitird una aproximacion.

De manera especial, nos enfocaremos a las funciones tales como el
logaritmo, la exponencial o las trigonométricas, las que son conocidas como
funciones trascendentes, debido a su definicion.

* Una funcién trascendente se define como una funcidn no algebraica, por lo que las funciones anteriores
entran en esta categoria.
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Tomemos, por ejemplo, la funciéon exponencial, es decir, f(x) = €
ademds, nos fijaremos en lo que sucede cuando nos paramos en el cero.
Usaremos algunos detalles de esta funcion como si fueran un hecho, pero
mads adelante se demostrardn.

Primero, cuando x = 0, resulta que f(0) = ¢’ = 1, debido a que x’ = I,
para cualquier x nimero real con x # 0.1

Otro hecho que sobresale de la funcion exponencial es que
f(x)=f"(x)=f""(x)=..=¢€",y es la dnica funcion a la cual le sucede. Por lo
que, si nos volvemos a fijar en el cero, /'(0) = /"(0)= /"'(0) =...=1.

Ahora se trata de encontrar una funcion que pueda manejarse con
mds facilidad y que se aproxime al valor de la funcion y de sus derivadas en
el punto dado. Por ejemplo, empecemos con probar con el polinomio
P(x) = x + 1. Cuando x = 0, entonces f{x) = 0 + 1 = I; luego, al efectuar la
derivada de P, resulta que P'(x)=1+0=1, por lo que P'(0)=1. De esta
manera, hemos encontrado una funcidn g que coincide con fen el cero y cuya
derivada también toma el mismo valor en el punto ya fijado. Si llevamos este
hecho a una interpretacién geométrica, resulta que Px) = 1 + x es la
ecuacion de la recta tangente a f en el punto (0, 1), pues las derivadas de
ambas son iguales en el punto.

Ahora, si buscamos un polinomio de segundo grado que, ademds de
tener las propiedades anteriores, también cumpla que f*'(0)=P"(0),
tendremos una mejor aproximacion de f en el punto x = 0 o incluso en una
vecindad muy reducida alrededor de él. Ese polinomio resulta ser

P(x)=1+x+%x.
Veamos si cumple las propiedades pedidas con anterioridad.
PO)=1+0+%0)7 =1+0+0=1

P'(x) =1+ %(2x) =1+x, por lo que P'(0) =1.
P"(x)=1, por lo que P"(0)=1.

c

. .. Lo 0 -
" Esta afirmacion se demuestra de la siguiente manera: x° = x“ ‘= —=1
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Debido a esto, el polinomio / + x + % x° resulta ser una mejor
aproximacion que la recta / + x en las cercanias del punto (0, I).

Si seguimos este proceso de forma sucesiva, entfonces un polinomio de
tercer grado que cumpla, ademds de lo anterior, que f'(0)=P"(0) se
convertird en una mejor aproximacion. Asi con otro polinomio y la cuarta
derivada, la quinta, la sexta, etc.

Para finalizar, de manera general, podremos terminar con un polinomio
de esta manera:

n xk 2 xn

X
Px)=» —=1+x+—+..+—.
) ;k! 2! n!

Este polinomio coincidird con la funcién exponencial en el punto (0, 1).
También coincidirdn estas dos funciones en sus derivadas hasta de orden 7,
derivada por derivada, en el mismo

punto (f*(0) = P'(0), /'(0) = P"(0),.... /" (0) = P*(0)).

En este caso particular, realizamos la aproximacién a través de los
polinomios, pero esto puede ser posible para otras funciones. ¢Y por qué por
polinomios? Porque son funciones fdciles de manejar, de derivar y para
trabajar en cdlculos numéricos, debido a su definicidn, a la de sus derivadas
y a que sus valores se pueden obtener a través de un nimero finito de
sumas y multiplicaciones.

Entonces, si la diferencia del valor de una funcién con un candidato a
polinomio para aproximar es suficientemente pequefia, conviene mds calcular
entonces con dicho polinomio que con la funcién original.

Si partimos con la misma idea del caso de la exponencial y en el punto
x = 0, podemos llegar a un caso general para cualesquiera otras funciones.
Entonces, para la aproximaciéon de una funcién n-diferenciable, lo que
necesitamos es un polinomio P que cumpla con las siguientes n + I
condiciones:

f(0) = P'(0), f(0) = P"(0),..., /”(0) = P (0).

70



Benhumea Santiago José Roberto La Derivada

Es decir, que el polinomio deseado coincida con la funcion y sus
primeras n derivadas, lo cual es importante para que el polinomio en verdad
aproxime a la funcion.

Tomemos entonces un polinomio de ensayo, es decir, suponemos que
existe uno cualquiera que cumpla con lo que deseamos, o sea, el P buscado es

P(x) =co+cix + X’ o e,
Conc;(i =0, 1, 2,..., n nimeros naturales) en los nimeros reales.

Lo que debemos determinar a continuacién es el valor exacto de los
coeficientes, para lo cual nos valdremos de las condiciones anteriores.

Cuando tenemos x = 0 en el polinomio, el Unico término que queda es ¢,
por lo que P(0) = cy. Y como P(0) = f{0), entonces f(0) = c.

Si derivamos una vez el polinomio, nos queda
P'(x)=c, +2¢c,x +...+nc,x" .
Por lo que, si evaluamos en cero, tenemos f'(0) = P'(0) = ¢,

Derivamos de nuevo, evaluamos en cero y entonces nos queda

£"(0)=P"(0) = 2¢,, por lo que ¢, = f"2(0)'

Al continuar este proceso hasta el paso k, con I <k <n, lo que nos
queda entonces es f¥(0) = P (0) = ¢, de donde se obtiene que

o 10O
k!

Entonces hemos encontrado un polinomio con grado menor o igual a n
tal que cumpla las condiciones establecidas.

De esto nos resulta un polinomio, el cual se le llama Polinomio o Serie
de McLaurin®, el cual se enuncia en el siguiente teorema:

* Colin MacLaurin(1698 — 1746). Matematico escocés
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Teorema (Polinomio de MacLaurin): Sea f'una funcion real
n-diferenciable en el punto x = 0. Entonces existe un polinomio tnico P
de grado < que satisface PY(0) = f*©) para k=10, 1,2, .., n y cuya
férmula es

(k) " (n)

n!

La demostracién ha quedado ligeramente tratada arriba.

Ejemplo 1! Sea f{x) = sen x, por lo que f'(x)=cosx, f"(x) = —senx,
" (x)=—cosx, f P(x) = sen x, etc. Como sen(0) = 0 y cos(0) = 1,
entonces f “"©) = (-1)" y £ ?”(0) = 0. Por lo tanto, sélo aparecen
potencias impares de x en el polinomio generado por sen x en x = 0.
Por lo tanto, el polinomio de grado 2n+1 de esta funcién queda:

3 x5 x7 x2n+l

P(X) _X—E-i-a—ﬁ-i-...-i—(—l)n—(zn_i_l)!.

Si fomamos como f{x) = cos x en x = (, usamos un razonamiento
similar que con el seno y nos quedamos con las potencias pares, por lo
que el polinomio de grado 2n queda

x2 x4 x6 x2n

P(X) :1—E+Z—a+...+(—l)n (Zn)l .

Todo lo anterior lo hemos realizado para x = 0, pero también es
posible para cualquier punto a del dominio de la funcion. El chiste es realizar
un traslado de la variable hasta el punto a, es decir, el polinomio se aplica en
(x — a). Por lo tanto, quedan las mismas potencias que en el polinomio de
McLaurin, pero aplicadas a (x — a). Este es el Polinomio de Taylor® y el
teorema asociado a él es el siguiente.

Teorema (Polinomio de Taylor): Sea funa funcién real
n-diferenciable en el punto x = a. Entonces existe un dnico polinomio P
de grado < n que satisface PY@) = f “(a). El polinomio queda
descrito por la férmula

¥ Brook Taylor (1685 — 1731). Matemético ingles
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(k) " (n)
P =30 - @+ @)+ D ey e Ly

Ejemplo 2: Sea f{x) = ¢". Ya obtuvimos su polinomio en x = 0, pero
ahora veamos cémo queda el polinomio en x = 1. Primero, f “(x)= ¢',
para cualquier k natural. Ahora, en este caso, f(1) = ¢' = e= 2.7178....
Entonces el polinomio de f{x) cuando x = / queda como

Zkl(x D) =e+e(x— 1)+ (x ) +..4+— (x a)".

k=0

Estos polinomios pueden ser de gran apoyo a la hora de buscar un
valor aproximado al valor de una funcion en un punto determinado ¢, es
decir, f{c). Por medio del polinomio de Taylor, aplicado en otro punto cercano
a en el cual sea fdcil de obtener, sustituimos x en el polinomio por el punto
deseado ¢, lo cual nos dard un valor aproximado de f{c).

Eso si, lo mejor es trabajar con un polinomio de un orden bastante
alto, para que la aproximacidn sea lo mds cercana posible.

Existen otras formas de aproximacién a valores de una funcidn en

ciertos puntos, algunas de las cuales también incluyen en sus pasos a las
derivadas: Estos Ultimos métodos serdn temas de secciones posteriores.
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1.12 DERIVACION IMPLICITA.

Todo lo que sabemos sobre derivadas hasta este momento es
aplicable para funciones. Recordemos que la funcién es una relacion entre
dos conjuntos en la que un elemento del dominio se relaciona con uno y sélo
uno del contradominio, codominio o imagen.

Pero esto, en primera instancia, deja fuera a algunas ecuaciones
representativas de figuras importantes como la circunferencia.
A

/1N
N

La ecuacidn correspondiente a la circunferencia es x* +y* =%, conr la
medida de su radio. Esta misma también se vuelve un problema: por ejemplo,
si deseamos conocer las rectas tangentes a los puntos de la ecuacion, se
necesita derivar una ecuacion que, ademds de x, tiene a y dentro de su
composicion, es decir, se compone de dos variables independientes: x y y. La
ecuacion de la circunferencia no es el Unico ejemplo de ecuaciones asi;
podemos tener e incluso crear muchisimas ecuaciones en las que y también
participe, como por ejemplo, 4x%y - 3y =x* - 1.

»
»

No todo estd perdido; es mds, de entrada, la solucién no parece
complicada: En el caso de la circunferencia, si despejamos y de su ecuacion,
resulta que y* = r* — x*; de esta, se obtiene que y=+\Jr’—x*. De esta
manera, logramos expresar al circulo en términos de dos funciones. No
parece tan mala idea, solo que nos genera un problema: tendriamos que
hacer doble trabajo, pues entonces debemos de tfrabajar sobre dos

funciones que se han generado: f(x) =—r’—x* y f,(x) =vr’-x*.
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Esta idea también se puede aplicar para resolver ecuaciones con y
como variable independiente: despejamos ay, lo que nos genera una ecuacién
en términos de x.

Por ejemplo, de la ecuacién 4x’ - 3y = x* — 1, factorizamos y a la
izquierda de la igualdad, por lo que obtenemos y (4x° — 3) = x> — 1; por Gltimo,
despejamos a 'y, lo que nos da como resultado

y = x* -1
4x* -3

Esta ecuacidn presenta a y en términos de x, por lo que entonces se
puede manejar con métodos ya conocidos.

Sin embargo, nuevas cuestiones surgen respecto a estos métodos.
Podemos tener grdficas de tal manera que descomponerlas en funciones sea
complicado o hasta imposible de efectuar. A su vez, es posible que
encontremos ecuaciones cuyo despeje sea un proceso laborioso o que no se
pueda llevar a cabo.

Para ello, entonces, nos valdremos del método de diferenciacion
implicita. Se le conoce con este nombre debido a que, en este tipo de
ecuaciones, y no estd despejada de manera explicita ya que suponemos que
si pasa esto, es decir, que y aparece en la ecuacién en términos de x o que y
estd en funcion de x.

Esto quiere decir que podemos expresar y = f(x), una simbolizacién que
ya conociamos, pero que en esta ocasion serd vital para establecer este
método, ya que podemos pensar en sustituir por f(x) todas las veces que
aparezca y en la ecuacion. Entonces tendriamos que nuestra ecuacion se
consideraria una funcién en términos de f(x).

Pero, de acuerdo a la Regla de la Cadena, si tenemos g(f(x)), su
derivada esg'(f (x))f'(x). Por lo que, después de diferenciar la expresién en

la que y aparezca, tendremos que multiplicar por la derivada de y, es decir,

N . d . oo

afadimos la expresion d—y -de acuerdo con la notacién de Leibnitz- o el
X

simbolo y'.
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En el caso de los términos en los que tengamos solo a x, derivamos sin
ningln problema, de acuerdo a los métodos que ya conocemos. Y si tenemos
términos en los que x y y aparezcan juntos, aplicamos un método parecido a
la regla para derivar un producto de funciones.

. ./ . d 1 /7
Finalmente, para resolver la ecuacion, despejamos d_y o y', segln sea
X

el caso.

Para ejemplificar la utilidad y la facilidad del método, volvamos al
ejemplo anterior, es decir, 4x%y - 3y = x> - 1. Veamos qué sucede, tanto por el
despeje de y como por derivacién implicita.

1. Ya habiamos despejado a y, lo cual daba como resultado
3
X _1 . . . e
= 3 un cociente. Si derivamos esta expresion, resulta.
X —_

. (4x2 =3)(3x?) — (x> —1)(8x)  12x* —9x* —8x" +8X
- (4x* —3)? - (4x* -3)°

4x* —9x% +8x
(4x? —3)?

2. De acuerdo con la Regla de la Cadena y la de derivada de un
producto, nos queda:

8xy + 4x° ay —3ﬂ = 3x°
dx  dx

8xy + ﬂ(4x2 —-3) =3x?
dx
ﬂ(4x2 —3) =3x* -8xy
dx
dy _ 3x*-8xy
dx  4x*-3 °

A primera vista parece que no se obtiene el mismo resultado, pero es
porque en la derivacion implicita aparece y dentro del resultado. Si
sustituimos a y por su despeje, entonces
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3 2 4
2 x* -1 ., Ax° =3, 8x" —-8x
dy _ X 8)((4x2 —3) B 3 (4x2 _3)_ 4x% —3 _ 12x* —9x* —8x" +8x
dx 4x* -3 4x* -3 (4x? —3)?

4x* —9x% +8x
(4x? —3)?

Ejemplo 2: Tenemos la ecuacidn xy + sen y = x°. Por medio de la
derivacion implicita, el resultado es

dy dy
X——+Vy+Cosy— = 2X
dx y ydx

ﬂ(x+cosy) =2X-Yy
dx

dy  2x-y
dx x+cosy

Este método puede parecer poco espectacular, no muy Gtil o sin
chiste, pero es a través de los resultados que se generan o de los datos que
se pueden obtener de donde obtiene su relevancia.

Primero, este teorema es auxiliar para la demostracién del siguiente
teorema, resultado que ya ha sido usado con anterioridad.

Teorema: Sea r un nimero racional cualquieray supongamos que
y = X' es diferenciable. Entonces

d r r-1
—(x") =rx".
o)

Daremos un esbozo general a la prueba del teorema. Como r es
racional, se puede escribir como p/g, con p y g enteros. Enfonces y = x" = x"9,
de donde y* = x°. Aqui usamos la derivacién implicita y la regla de derivacién

4 d _
para exponentes enteros y obtenemos que qy‘* Y _ px**, de donde
X

dy _px”
dx qy**

yx°
Xyt

_P
q
Ahora, como y?=x", entonces
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Otra utilidad de la derivacién implicita es la obtencion de rectas
tangentes en un punto de la grdfica. En el caso de funciones, la derivada nos
proporciona la pendiente de la tangente en cierto punto de la funcién, por lo
que podemos determinar la ecuacion de esa recta, pues tenemos la
pendiente, el punto por donde pasa y la ecuacion se determina por la
siguiente formula:

Y - Yo = M(X - Xo).

En esta férmula, (xo, Yo) es el punto donde pasa la recta y m es su
pendiente.

Muchas de las figuras que se expresan a través de ecuaciones que ho
son funciones fambién tienen tangentes en algunos o todos los puntos de la
grafica y podemos conocer la ecuacion de esa recta tangente a través de la
derivacion implicita, pues, como acabamos de mencionar, la derivada nos da
la pendiente de la recta tangente.

Ejemplo 2: Obtener la pendiente de la tangente al astroide generado
por la ecuacién x** + y** = 4 en el punto (-3+3,1).

La grédfica del astroide es esta:

Por derivacion implicita, nos resulta
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1 1

EX 3+Ey 3d_y:

3 3 dx
2 1

2 —fdy
3:
3 3y dx

-1
b 21
Ry Ay

Si sustituimos el punto (-3v3,1) en la derivada, obtenemos
el 1 -1 1

“Vahs V=B V®E B

Finalmente, la ecuacién queda
1 x+343).
=5

Ejemplo 3: Obtener la recta tangente a la lemniscata
2(x* +y?)? = 25(x*-y®) en el punto (3, 1).

Esta es la grdfica de una lemniscata:

-0.5 0.5

-0.5

-1

Primero, 20X + y°)* = 2x* + 4x%* + 2y*. Ahora, por derivacién
implicita,
8x° +8xy’ + 8x%yy'+8y’y'= 50x — 50yy'
50yy'+8x°yy'+8y°’y'= 50x — 8x° — 8xy’
y'(50y +8x°y +8y®) = 50x — 8x> — 8xy?
., 50x—8x*—8xy’ _ 25x—4x®—4xy’
h 50y +8x2y +8y® 25y +4x2y + 4y
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Al sustituir (3, 1) en esta derivada, tenemos:

,_ 25(3)-4(3)° -4(3)(1)° _75-108-12 45 9

25(0) +4(3°(M) +4(1)°  25+36+4 65  13°

Por lo tanto, la ecuacién de la tangente es
9
“1=—"(x-3).
y 39

Otros datos se pueden obtener a través de este método. Uno de ellos
es la ecuacién de la recta normal, es decir, la recta perpendicular a la
tangente. Como es perpendicular, si la pendiente de la tangente es m,
entonces la de la normal es -1/m. Como las dos rectas pasan por el mismo
punto, solo volteamos el resultado de la derivada.

Otro dato importante es el dngulo de interseccién entre dos curvas.
Lo que hacemos en este caso es calcular las derivadas en el punto de
interseccion, puesto que las tangentes solo se cruzan en el punto de
interseccion, de la misma forma que las grdficas. Con las pendientes m; y m;
de cada curva en el punto de interseccién, aplicamos

m, —m
tang = —2—2L1 .
1+mm,
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1.13 EXPONENCIAL, LOGARITMO.,
INVERSA Y DIFERENCIAL.

En secciones anteriores se manejé la aproximacién de una funcion por
medio de los polinomios de Taylor y MacLaurin. Al ejemplificar cémo se
obtienen estos polinomios, usamos la funcién exponencial, o sea, f{x) = €', y
establecimos ciertos hechos referentes al comportamiento de esta funcion.
En esta ocasidn, junto con otros temas sobre la derivada, probaremos las
caracteristicas de esa funcion.

Conocemos el caso de x", con x variable que corra en los reales y » un
ndmero natural, entero o racional, funcién muy utilizada, por ejemplo, en los
polinomios. Pero podemos invertir el orden: podemos tener /*, con r una
constante fija en los reales positivos y x variable real. Los casos en los que x
es natural, entero o racional ya son conocidos; para el caso en el que x es
irracional, el que falta, generalizamos la definicion de esta funcion como

a* =lima”, para r racional.

r—>Xx

Las propiedades de los exponentes también se extienden a esta
funcién; para probarlo, se usa la definicién anterior. Ademds, tiene como
dominio a todos los reales y como imagen solo a los reales positivos, pues a
se encuentra en los reales positivos.

Entre las caracteristicas de esta funcion, podemos tratar de obtener
su derivada por medio de la definicién de ésta:

x h
X+ x « h . . -1
f'(x):|imf(x+h)_f(x) _ Iima“ "—a _ Iima a"—a _ ||mm
h—0 h h—0 h h—0 h h
h—0
h_
— o lim &1
h—0 h

h_ O+h _ 0
El limite resulta ser f(0), puesto que !irrga . 1 lim< i 2 Por lo

h—0

tanto, f(x)=a"f'(0) .
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Entre los valores que puedan obtenerse para f'(0), uno de los casos

a" -1

mds sencillos resulta cucmdof'(O)zLing =1. El real a que cumple con
—

esta condicién resulta ser el nimero e =~ 2.71828..., el cual resulta ser
irracional. Y también es la base de la funcion llamada exponencial natural,
que es la funcion f{x) = ¢".

De la regla obtenida de la derivada de la exponencial general, como
tenemos que e es la base y pedimos que f'(0) =1, enfonces obtenemos
que f'(e") =e*, lo que significa que la derivada de la exponencial es ella
misma. Si elevamos la exponencial a una funcién u, por la Regla de la Cadena

resulta

d , , L du
—(e") =" —.
dx( ) dx

Ahora, a partir de la exponencial, ¢existe una funcidn g(x) tal que
gle) = I? (O que g(¢') = x? ¢0O incluso tal que g(@') = x? ¢O mds adn, que
también ¢ = x? La respuesta es si; incluso, esa funcién tiene su nombre:
logaritmo. Si la base que se eleva es a, entonces se le conoce como logaritmo
de base a, o sea, g(x) = log,x; si la base es e, entonces se la llama logaritmo
natural, similar a la exponencial natural, la cual se escribe g(x) = In x.

De hecho, ambas funciones cumplen una regla importante basada en la
relacion anterior: log,x =y es equivalente a ¢’ = x. Y de esta misma relacion
obtenemos que la funcion logaritmo tiene como dominio el intervalo (0, «) y

como imagen los reales. Ademds, como ¢’ = 1, entonces 0 = In(e") = in 1.

Entre las propiedades de los logaritmos, enlistamos las siguientes,
que se basan en las leyes de los exponentes y se prueban en base a ellas.

Teorema: Seaa > I, x, y en los reales. Entonces
i) log,(xy) =log.x + log,y.
i) log, (x/y) = log,x - log,y.

i) log, (x") = y log, x.

Estas mismas propiedades aplican para el logaritmo natural. Ademds:
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iv) Para a positivo y distinto de / se tiene log, x = :n_x
Na

Para demostrar esta propiedad, sea y = log, x. Por la equivalencia de
arriba, entonces x = ¢’. Si aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la
igualdad, resulta que In x = In (@") = y In a. Al despejar a y, se obtiene la
afirmacién.

A continuacion, obtengamos las derivadas de estas funciones.
Primero, del logaritmo natural: Si y = In x, entonces x = ¢’. Por derivacién

. d . y 1
implicita,1=¢"y', de donde y'=—-. Como y = In x, entonces ¢" * = x. Por lo

e’
tanto, la derivada resulta ser 7/x. Y si se aplica el logaritmo a una funcién u,
la derivada queda

i(Inu) =£du =@.
dx u u

Luego, la de g(x) = log,x. Usamos la propiedad (iv) y, ya que conocemos
la derivada de In x, entonces

d(lnxj_id(lnx)_ilz 1

() =L (log, x) = L[ X
& dx ¢ dx\Ina Ina dx Inax xlna’

Y, de la misma manera, para una funcién u pasa que

< (log. u) = ——du = -
dx

ulna  ulna’
Completaremos ahora la derivada de 4", pues habia quedado a* /' (0).

d d Ina* d xIna xlna d Inayx X
—(a)=—/(e =—/(e =e¢"""—xlna = (e Ina=a"Ina.
dx( ) dx( ) dx( ) = (")

Y, de la misma manera, si fenemos una funcion u, la derivada queda asi

d
—(@)=a"lna.
dx( )
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De la derivada de logaritmo natural resulta una nueva técnica de
diferenciacion: la derivacion logaritmica. Puesto que

4 nuy=Lau =M
dx u u

Entonces, para derivar una funcién u, le aplicamos logaritmo natural,
usamos sus propiedades para reducir las expresiones, luego derivamos y
finalmente multiplicamos la derivada por u para dejar sola a du.

Esta regla puede ser en ocasiones mds sencilla de aplicar, debido a
que la derivada del logaritmo natural es muy fdcil de obtener y, de acuerdo
con las propiedades, las potencias y productos se convierten en productos y
sumas.

x+1

Vx® -4

Ejemplo 1. Sea fix) = . Por derivacion logaritmica tenemos

+1
F(x)=1In al ] Por la propiedad (ii), queda In(x+1)—In(~/x*-4).
(m Prep !
1 3 , 1 3x?
Entonces obtenemos In(x+1) - =In(x*-4). Ahora, F'(x) = ———————.
2 x+1 2x°-8

Por dltimo, multiplicamos por f(x) y nos queda

o 3x? x+1
f(X)—LHl 2x3_8}[ 73_4}.

De la relacion entre las funciones exponencial y logaritmica
encontramos otro concepto: la inversa de una funcion o funcién inversa. La
idea de este concepto se da a partir de las operaciones entre nimeros: la
definicion de suma en los enteros permite la existencia, para un entero z, de
—z, fambién entero, tal que su suma nos resultara el neutro aditivo: el cero.
El la multiplicacién racional, para un  dado nos encontramos a //r tal que su
producto sea /, el neutro multiplicativo. ¥ para las funciones, si tenemos f{x)
podemos encontrar It tal que la composicion,
(fof™M)(x)=(f"0of)x)sea igual a la funcién identidad: g(x) = x, el neutro
de la composicidn.

1

* Es importante aclarar que f ' (x) # ——

)
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Es por ello que la funcion exponencial es la inversa del logaritmo: si
aplicamos una y luego otra, el valor resultante es x.

Tenemos dos criterios para determinar si una funcién tiene inversa:
una de ellos es que la funcion sea inyectiva o uno a uno, es decir, que si
x; # x2, entonces f(x;) # f{x;). De manera grdfica, la inyectividad significa que
una recta horizontal pase solo por un punto de la grdfica de la funcién. Otro
criterio es que f{x) sea estrictamente mondtona, es decir, que si x; < x;
entonces f{x;) < f{x2) o f(x;) > f(xz), pero que ho se dé la igualdad; esto no es
diferente de que f'sea inyectiva.

Lo que sigue es encontrar esa funcion inversa. Para ello, buscamos
despejar a x de la funcién, por lo que igualamos a y la funcién, luego
despejamos x y por Ultimo cambiamos las y por x, asi tenemos la inversa.
¢Fdcil? No siempre, dependemos mucho de que se pueda despejar a y, junto
con la dificultad que represente.

Ejemplo 2: Sea f{x) = (x — 4)’. La ecuacién a resolver es y = (x — 4)°,
de donde 3y =x-4. Luego, x=3/y+4. Por lo que f(x)=3/x+4.
Comprobamos:

S =4 +a=x-4+4=x
£ = ((x +4)-af =@ =

La interpretacion grdfica de la relacién entre una funcién y su inversa
es que la grdfica de una es el reflejo de la otra; el espejo, o eje de
reflexién, es la funcién y = x, la funcion identidad. Bajo la misma idea
grdfica, podemos ver que si f es inyectiva y continua, /' también serd una
funcién continua.

Ahora, existe una relacién entre funciones inversas y sus derivadas.
Esta se conoce como el Teorema de la Funcion Inversa. La idea se basa en
las pendientes de rectas reflejadas sobre la funcion y = x; si m; es la
pendiente de una, //m; es la de la otra, bajo previa suposicién de que m; # 0.
Recordamos que la pendiente de la recta tangente en cierto punto de una
funcion es determinada por la derivada, asi que éstas cumplen una relacién
similar, que se expresa a continuacion.
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Teorema (de la Funcion Inversa): Sea f funcion real inyectiva y
diferenciable. Entonces /™ es diferenciable enay

gy L
U@ (@)

Siempre y cuando f'(f *(a)) #0.

El teorema se aplica de manera puntual, o sea, sélo se aplica para
conocer la derivada de la inversa en un nimero real determinado. También el
teorema nos proporciona un método especifico: a pertenece a la imagen de 1,
0 sea, f(x) = a; buscamos determinar esa x para que f *(a) = x; obtenemos 1"
y lo aplicamos a f*(a); colocamos este resultado en el denominador, como
indica el feorema, por lo cual se obtiene el valor de la derivada.

Ejemplo 3: Sea f{x) =x’ +x + 1 y a = 1. Determinar (f)'(a).
Primero, f{x) = 1, de donde, por inspeccién, x = 0, pues 0’ + 0 + 1 = 1.

Por lo que @M =0. Ahora, f'(x) =3x% +1.
Entonces /'(f (1) = /'(0) =3(0)> +1=1. Por lo tanto, (™)' (1) =%=1.

Podemos encontrar una dificultad mds en este proceso: qué tanta
dificultad representa obtener la x que cumple f{(x) = a, 0 mds bien, f'(a) = x.

Terminaremos con un concepto que parece no ligarse con todo lo
anterior, pero si con todo lo referente a la derivada -y por lo tanto, si se
conecta con lo tratado antes-: el de diferencial.

Definicion: Sea y = f(x) funcién real y diferenciable en una x en los
reales.

i) La diferencial de una variable independiente x, que se escribe
dx, indica un incremento arbitrario de x, es decir, puede tomar
cualquier valor en los reales, sea mayor o menor que x.

ii) La diferencial de la variable dependiente y, que se simboliza dy,
se define como

dy = f'(x)dx .
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De otra manera, si estamos en un punto (x, f{x)) y nos desplazamos
sobre el eje x a otro valor x;, la diferencia de ese desplazamiento se
establece con dx; por medio de la recta tangente a (x, f{x)), obtenemos el
desplazamiento en el eje y, es decir, dy, por lo que éste depende de f'(x) y
de dx.

Por ejemplo, si f{x) = x’ + 2x°, entonces f"(x) = 3x” + 4x y, por tanto,
dy = (3x° + 4x) dx. Si fomamos x = 2 y hacemos dx = 0.1, entonces
dy = (327 + 4(2)) (0.1) = (12 + 8) (0.1) = 20 (0.1) = 2.

Las diferenciales se usan mucho en las aproximaciones. Un
desplazamiento de la variable x en un punto fijo (x, ») produce un incremento
que es representado por 4x; bajo la funcion, y también cambia, lo cual se
simboliza como 4y. Si usamos las diferenciales, podemos considerar el
desplazamiento en x como dx, pero dy indica el movimiento sobre la recta
tangente, no sobre la funcidn, pero con un incremento Ax pequefo, la
diferencia también lo serd. Y, por tanto,

Ay = f(x+Ax) ~ [(x) +dy = f(x) + [ (x)Ax.
Ejemplo 4: Buscar una buena aproximacién a~/4.6 .

Sea f(x) =+/xy x = 4. La x cambia de 4 a 4.6, por lo que 4x = 0.6. Luego,
y aproximadamente se mueve de/4=2 a2 +dy. Ahora,

1 06 06
b=k 09 =g = 0

Por lo tanto,
Ay~ f(x)+dy=~4+0.15=2.15.

Donde se necesita buscar valores aproximados, como la capacidad
aproximada de un recipiente, estimacion de ganancias o pérdidas, conocer
mds o menos la cantidad de corriente que pasa por un cable, calcular como
cudnta poblacién hay, etc., las diferenciales también se aplican. Se trata de
conocer que tanto vale algo, mds o menos.
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1.14 PROBLEMAS RESUELTOS 1

En todas las secciones anteriores se ha establecido la parte tedrica
de la derivada, por ejemplo, su definicion -incluso la interpretacion
geométrica-, las derivadas de algunas funciones bdsicas, sus operaciones, las
propiedades resultantes de algunos teoremas -como el del Valor Medio, el
de la Funcion Inversa, etc.- y las aplicaciones de la derivada en aspectos del
estudio de funciones, como el andlisis, la graficacion o la obtencién de
limites indeterminados.

En todo ello se afadieron algunos ejemplos de las definiciones,
propiedades, etc., sin embargo, todavia se pueden afiadir mds y también
mostrar con otros problemas aplicaciones no especificadas, como el uso de
la derivada para resolver situaciones en materias como ciencias naturales,
ciencias sociales, economia, eftc. Este es el propésito de ésta y de las
siguientes secciones.

Los problemas de estas secciones se encuentran en el libro de James
Stewart, “Cdlculo de una variable. Trascendentes Tempranas”, bajo las
secciones tituladas Complemento de Problemas en los capitulos que tratan el
tema de la derivada.

Es importante resaltar la misma aclaracion que el autor hace sobre
las secciones mencionadas: los problemas no son dnica y exclusivamente
sobre la diferenciacidn, sino incluyen conocimiento previo sobre funciones,
su teoria y propiedades, algo que se realizo en ocasiones durante el
desarrollo de este trabajo.

Entonces, sin mds predmbulos, comencemos.

1. a) Calcula la suma de la serie geométrica finita I +x +x° + x* +...+x".

b) Deduce una férmula para obtener la suma de los términos

1+ 2x+3° + 43+ ™,

a) Primero, si fenemos que x = /, obtenemos lo siguiente:

88



Benhumea Santiago José Roberto La Derivada

S:ili =il=n+l.
i=0

i=0
Por lo tanto, nos enfocaremos en el caso en que x # 1.

Para resolver ese caso, sea S =1 +x +x° +x° +...+x". Como la suma
algebraica es conmutativa, podemos escribir § =x" +x"' +..+x + I.
A continuacién multiplicamos la suma por -1, de donde obtenemos
que S = " — X"’ —..— x — 1. Tomamos otra suma, pero esta
multiplicada por x, lo que nos da como resultado

xS=x @+ X"+ +x+ 1) =x""+x"+...+x +x. A continuacién
efectuamos la restaxS— S =x"" +x" +..+x" +x—x" - X" —.—x - L
Todos los elementos interiores de esta resta se eliminan a
excepcién del primero y del dltimo, es decir, xS—S =x""' — 1. Como

xS—8=S(x—1), despejamos S, de donde obtenemos, para x # /,

=
=
=
¥
h
|
-

b) Es importante hacer una deduccién previa para esta otra suma,
la cual llamaremossS'. Si le sumamos cero no cambia en lo
absoluto, pero nos ayuda a ver algo importante

2 3 n
ﬂ = 0,@ =1,di = 2x,di = 3x2,...,di =nx"?
dx dx dx dx dx

Esto significa que la suma deseada resulta que es la suma de las
derivadas de cada término de la suma efectuada en (a). Por lo
que escribimos

dl dx dx* dxt dx"
= et ——

S'=—+— .
dx dx dx dx dx

Puesto que la derivada es lineal, es decir, la suma de las
derivadas es la derivada de la suma,

di(l-i-x-i-xz +o+x").
X
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Por lo tanto S' resulté ser una notacién adecuada para la suma a
obtener. Por lo tanto, efectuaremos

_d X N _d X"t -1 _ (x-D((n+Dx") - (x"" 1)
S_dx(;;‘ ) dx( x-1 ) (x—1)?

(D" 4 x") =X L) ™t X " =X x4
(x-1)° (x-1)°

nx"t —(n+1)x" +1
(x—1)*

Concluimos entonces que

"™t —(n+1Dx" +1

S'=
(x-1)°

2. Evalda lim

|2x—1|—|2x+1|
x—0 X )

Para la evaluacién de este limite, bastard recordar la definicién de
valor absoluto:

2x—1 si 2x — 1 >0, es decir, si x > .
|2x—1|= |-(2x—-1) si2x—1<0, esdecir, six < %.

2x+1 si2x+12>0, es decir, six >—".
|2x + 1| = |-(2x+1) si2x+1<0, esdecir, six <.

Como lo que buscamos es el limite de la funcién cuando x tiende a
cero, podemos tomar vecindades alrededor del cero lo suficientemente
pequefias para que nho sobrepasen el /% y el - % en cada desigualdad. Eso
hard entonces que

2x—1 —[2x + —(2x-1) - - —2x- -
Iim|x 1 |2x H:Iim (x-D-@x+D) | —2v+l-2x-1 . —4x

x—0 X x—0 X x—0 X =0 x
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= lim(—4) =4,
Por lo tanto,

jim 2242

x—0 X

3. Si f es diferenciable en a, y a > 0, evallda el siguiente limite en
términos de f'(a):

i R,

Para este limite, usaremos la regla algebraica de los binomios
conjugados, esto es, (a—b) (a+ b) = a’ — b’. Por lo tanto, multiplicaremos el
limite por el conjugado del denominador, tanto arriba como abajo (pues
es lo mismo que si multiplicamos por uno). En pocas palabras,

im/ @)= /(@) Vx+a
=0 Vr—a Axeda

En el denominador, a partir del hecho de que a > 0, de que si x tiende
a ese nlmero positivo, podemos tomarlo en una vecindad lo
suficientemente pequefia para que también sea positivo Yy, por

‘ram‘o,(\/Z)2 =a y que (\/;)2 =x, Se obtiene que

xX—a

|imw(\/¥+\/2).

De acuerdo a la propiedad sobre limites que indica que el limite de un
producto es el producto de los limites, en el caso en el que ambos
existan, podemos escribir

lim L0 =7@ (7 4 Va)

x—a x —_ a xX—a

De este resultado, observamos que lo obtenido en el primer factor es
la definicion de f'(a). por otro lado, para el segundo factor tenemos que
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lim(Vx ++a) =a ++Ja =2Ja
Por lo tanto, concluimos que

L= 1@)
lim N 2Jaf (a).

4. a) Define el dominio de la funcidn f{x) = {y1-y2-+/3-x .

b) Determina f'(x)

a) Para obtener el dominio de la funcion, vayamos por partes:
Antes que nada, definamos u(x) = 2-\3-x y sea
v(x) =~/3—x. Ademds, recordemos un hecho importante de la
raiz cuadrada: la imagen de \/g(x) , para cualquier funcién g,
estd en los reales positivos junto con el cero, es decir, que

\Jeg(x) >0,

Primero, de f{x), vemos que la imagen de u(x) debe estar dentro
del intervalo (-0, 1) para que la funcion tenga sentido, pero, por
definicion de la raiz cuadrada, u(x) arroja valores positivos, por lo
que la imagen de u(x) = [0, 1].

Ahora, analicemos u(x), que depende de v(x). Para que u(x) arroje
valores entre 0y 1, la imagen de v(x) debe estar entre /'y 2.

Por dltimo, para que v(x) tenga sentido y concuerde con las
imdgenes de las composiciones anteriores, necesitamos que arroje
valores entre 1 y 2. Entonces, para que v(x) = 1, x = 2 y para que
v(x) = 2, x = -1. Los valores que se hallen entre estos nimeros
reales hardn que f{x) arroje resultados entre los valores deseados.

Por lo tanto, Domf = [-1, 2].
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b) Para obtener la derivada de f{x), debemos valernos de la Regla
de la Cadena aplicada varias veces. Empecemos por.

PN
S 21— u(x)

u'(x) = ——ote )

22 -v(x)

-1

vi(x) = .
) 243 —x

Por lo tanto, queda

-1 -1 -1
21— u(x) 2y/2-v(x) 2/3-x

J(x) =

) 1 1 1
1o 2—vax 2V2-VB-x 232

) 1
8Y1-2-3-x ey2-43—x e43—x
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1.15 PROBLEMAS RESUELTOS 2

Continuamos con nuestra lista de problemas resueltos. En esta
ocasion, entre otros ejercicios, nos enfocamos a problemas sobre limites, en
algunos de los cuales veremos si es posible o no aplicar la Regla de L'Hopital
y, en caso de que asi sea, llevarlo a cabo.

sen[(3+ x)?] - sen9 '

X

1. Evalda lim
x—0

Se antoja la aplicacién de la Regla de L'Hopital, pero para ello
necesitamos averiguar si este limite es indeterminado de la forma 0/0. No
existe problema con el denominador: si x tiende a cero, la funcién del
denominador tiende también a cero; ahora veamos qué pasa con el
numerador: si x tiende a cero, enfonces

|ing[sen[(3 +x)°]— sen9] = sen9 —sen9 = 0.

Entonces si, este limite es indeterminado de la forma 0/0 y, por lo
tanto, la Regla de L'Hopital es aplicable, ya que, ademds el numerador y el
denominador son funciones diferenciables. Entonces derivamos el
numerador y el denominador y a esas nuevas funciones les aplicamos el

f(x) S'(x)

limite, ya que lim=——"=lim=—=".
x—a g(x) ¥oa g (X)

Por lo tanto

lim sen[(3+ x)*]— sen9 _ lim 2(3+ x)cos[(3+ x)*]

—h 2
lim . lim 1 = iILTg(G + 2x)cos[(3+ x)°]

(6 +0)cos[(3+0)*]=6co0s9.
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2. Evalla, para a constante,

lim sen(a + 2x) — 2sen(a + x) + sena

x—0 X 2

De nueva cuenta, evaluemos el numerador y el denominador cuando x
tienda a cero para analizar si tenemos un limite indeterminado de la forma
0/0. El denominador, puesto que Iirr(}x2 =0, es cero. A su vez, en el

X—>!

numerador tfenemos que

|ing[sen(a + 2x) — 2sen(a + x) + sena] = sena — 2sena + sena
X—>!

= —2sena +2sena =0,

Por lo tanto, la regla de L'Hopital se puede aplicar. Ademds, las
funciones que se encuentran en el numerador y el denominador son
diferenciables.

Por lo tanto,

lim sen(a + 2x) — 2sen(a + x) + sena _ im 2cos(a + 2x) —2cos(a + x)

x—0 x2 x—0 2x

lim cos(a + 2x) —cos(a + x)
- x—0 X )

Este es el resultado de derivar al numerador y el denominador. Sin
embargo si aplicamos el limite a esta expresidn, resulta que el denominador
es igual a cero, mientras que en el numerador resulta

Iingcos(a+ 2x) —cos(a +x) =cosa—cosa =0,
X—>

Pero, de acuerdo con un resultado obtenido a partir de la Regla de
L'Hopital, podemos volver a derivar y, si existe ese limite, entonces serd
igual al limite de las primeras derivadas y, a su vez, serd igual al limite del
numerador y el denominador originales.

Por lo tanto
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. sen(a+2x)—2sen(a+ x)+sena . €0S(a+2x)—cos(a+ x)
lim 5 = lim

x—0 X x—0 X

. —2sen(a+ 2x) + sen(a + x)
= Ilrrg 1 = —2sena + sena = —senda .
x>

3. Supongamos que f'es diferenciable en 0y que

IimM=4 Iimﬁzz.

=0 x -0 X

a) Calcula 1(0).
b) Calcula 7'(0).

g(x)
f(x)

¢) Calcula lim
x—0

a) Puesto que f es diferenciable en x = 0, entonces f es continua en
cero, por lo que f(0) = Iirrgf(x). A suvez,

lim /(x) = |ig3@(x)

Por la regla del producto de limites, obtenemos

elimx

x—0

=IimMoliDgx=(4)(O)=O

X —>

Por lo tanto, £{0) = 0.

b) Para obtener el valor de f'(0), nos apoyamos en la definicion de
derivada:

£ = 10 =limZH =70
x—0 x_o
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Ya sabemos que f{0) = 0, por lo que el limite resulta

Por lo tanto, f'(0)=4.

(x) (x) . o

I' gx:. gx.iz. X :zzl.

<) xl—r;gf(x) LTgf(x) 1 vl—rjgf(X) 4 2
X X

En este caso, no fue necesario pedir que g fuera diferenciable.

4. Demuestra que log,5 es un nimero irracional.

Para la demostracién de este ejercicio, usaremos una técnica llamada
contradiccion o reduccién al absurdo; esta consiste en suponer lo contrario
de lo que queremos demostrar y, a través de la informacion que se obtenga
a partir de esa hipdtesis y de reglas de demostracion, debemos llegar a una
conclusion que ho sea posible que ocurra o que contradiga informacion previa
que sea verdadera o que supusimos con anterioridad.

En este caso, supongamos que el nimero de nuestra hipétesis es lo
contrario de irracional; es decir, que log.5 es un nimero racional. Esto
significa que podemos escribir este nimero como otro de la forma p/g, con p
y g ndmeros enteros tales que g sea distinto de cero y que p y ¢ sean primos
relativos, esto es, que el Unico divisor comin que tengan sea 1. En conclusidn,
escribimos log,5 = p/q.

Si usamos la relacién que se establecid con anterioridad respecto a
logaritmos y exponenciales, la cual nos indica que log,y = x es equivalente a
a* =y, entonces, de log:5 = p/q obtenemos que 2’/ = 5. Si elevamos toda la
expresion a la potencia ¢ -lo cual es posible porque ¢ # 0-, del lado izquierdo
resulta (274)% = 2774 = 27 _Por lo tanto, la igualdad queda 2” = 5. Ahora, como
q # 0, entonces 57 > 5" = I y es un niimero impar.
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Entonces, en conclusidn, tenemos que una potencia entera del nimero
5 se ha escrito como potencia de 2. Pero 2” > ] siempre es un nimero par, de
donde obtenemos una contradiccion, ya que hingln nimero impar puede ser
par.

Conclusidn: log,5 es un nimero irracional.

5. Six,yy zson nimeros positivos, demuestra que

(x> +D(* +1)(z* +1) 8.
xyz

La expresidn algebraica puesta arriba es un producto de otras tres:

2 2 2
(x +1)22 (y +1)22 y (z +1)22.
X y z

Bastard entonces ver que, en general, se tiene para cualquier a > 0 la
desigualdad

2
@+,
a

Pero esta desigualdad es equivalente a las siguientes:
a’+1>2a.
Lo cual es equivalente a obtener lo siguiente:
a®*—2a+1>0.
Y, a su vez, lo anterior es equivalente a:

(a-1)°>0.
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Esta dltima expresién siempre resulta positiva, por lo que la
desigualdad de donde iniciamos es verdadera, ya que fuimos estableciéndola
a través de equivalencias; por lo que todos los razonamientos usados
resultan vdlidos. Es decir, para cualquier a > 0 siempre se cumple

2
@+,
a

Por lo que resultan vdlidas las tres desigualdades de arriba

2 2 2
IR SIS Do
X y z

Y, al multiplicarlas entre si, el resultado es

25 e,

X

De donde concluimos que

(x> +1)(* +D(z° +1) 8
xyz o
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1.16 PROBLEMAS RESUELTOS 3

Continuamos con huestra lista de ejercicios resueltos. En esta ocasion
nos enfocaremos en la aplicacién de la diferenciacién a problemas grdficos:
obtencién de puntos especificos, grdficas, aplicaciones a la geometria -
tanto plana como analitica-, entre otros.

1. a) Sean L, y L, dos rectas que se intersecan -o cortan- formando el
dngulo a, entonces
m, —m

tana = .
1+ mm,

Donde m; y m, son las pendientes de L; y L, respectivamente.

b) El dngulo entre las curvas C; y C; en su punto de interseccién P se
define como el formado por las tangentes a C; y C; en P (si dichas
tangentes existen). Aplica el resultado de (a) para calcular, con precisién
del grado, el dngulo formado entre cada par de curvas en cada punto de
interseccion.

i) y=xcony=(x—2).
i) =y =3conx’—4x+y’ +3=0.

a) Este ejercicio fue parte de la teoria sobre la derivacién implicita
(véase la seccion 1.12). En esa ocasién la férmula y el método a seguir
fueron mencionados sin detalle. Pero ahora nos toca demostrar que
esta herramienta es vdlida.

Para darnos una idea de la demostracion, apoyémonos en el
siguiente dibujo:
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L.

» <

L.

Primero, veamos lo que pasa con una relacion entre la tangente
y una recta. Tomemos una recta cualquiera y nos paramos en un punto
(xo, yo) cualquiera que pertenezca a la recta. En ese punto
supondremos que tenemos un nuevo origen, por lo que de momento
pensemos que (xo, yy) seria un nuevo (0, 0) y rectas paralelas a los ejes
coordenados que pasen por (x; y,) Serdn nuestros ejes temporales.
Luego, nos desplazamos hasta un punto (x, y) que se encuentre sobre
la recta.

Ahora, la tangente de un dngulo queda definida por la medida
del cateto opuesto entre la del cateto adyacente, lo que se simboliza
como fan a = C.O. /C.A. Si nos fijamos en el dngulo que la recta forma
con el eje x temporal, resulta que el cateto opuesto es el
desplazamiento vertical hacia (x, y), o sea y; de la misma manera, el
cateto adyacente serd x. Entonces

y=0_y-»
-0 x-x,

fana =

Y =m.
X

=

La m que resulta al final es, pues, la pendiente de la recta, pues
el cociente que sale al final es su definicién. Por lo tanto, la tangente
del dngulo que una recta forma con la horizontal es igual a su
pendiente.

Ahora, tenemos dos rectas L; y L, que se intersecan en un
punto, con pendiente m; y m, cada una, respectivamente. Sean «; el
dngulo que L, forma con la horizontal y a el correspondiente a L..
Supongamos que a; > a;; en caso contrario, invertimos los nombres de
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las rectas. Tenemos, pues, entonces, que el dngulo a que se forma
entre las rectas es a = a; — a,.

Por lo tanto

tana, —tana
tana =tan(a, — ) = —————+.
l+tang tane,
Por lo que mostramos arriba, es decir, que tan a = m, resulta que
tan a; = m; y tan a; = m;. Tenemos, en conclusién, que

m, —m
tang = —2—21.
1+ mm,

b) Para los dos problemas usaremos un hecho importante: la derivada
es la pendiente de la tangente, por lo que, después de obtener el o
los puntos de interseccion, derivaremos cada funcion para obtener
la pendiente en el punto deseado; después, aplicamos la férmula
obtenida arriba para conocer el dngulo de interseccién de las
curvas.

i) Primero, conozcamos el punto de interseccién igualando las
ecuaciones de las curvas. Como ambas son iguales a y, entonces

X =(x-2 =x"—4x+4
X x4 =4
x=4/4=1

Para conocer la coordenada en y sustituimos x en cualquiera de
las ecuaciones. En este caso, para comprobar que es el punto donde
las curvas se intersecan, lo haremos en las dos:

y=(1)=1
y=(1)-2)=¢1)=1

Por lo tanto, el dnico punto de interseccidn es (1, I).
De la primera curva,y'=2x. Por lo que la pendiente es

»'=2(1) =2. De la segunda, y'=2(x-2)=2x-4, de donde la pendiente
resulta y'=2(1)-4=2-4=-2.
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Entonces

—2-(2) -4 -4 4

a= = = .
1+(-2)(2 1-4 -3 3

Pero también

2-(-2) 4 4

a= = = .
1+(-2)(2) 1-4 3

Del primer resultado obtenemos que a = tan’'(4/3) = 53°,
mientras que del sequndo, o = tan™(-4/3) = 127°. En este caso no existen
problemas de interpretaciéon ya que ambos dngulos son
suplementarios; esto es, de manera grdfica,

i) Para conocer los puntos de interseccién, debemos igualar las
ecuaciones; en este caso, las igualaremos a y’:

y2=x2—3=—x2+4x—3
¥ +x—4x=-3+3
2% 4x =0
x(2x-4) = 0.

Del primer factor, obtenemos x = 0; del segundo, 2x — 4 = 0, se
obtiene x = 4/2 = 2.

Cuando sustituimos x = 0 para obtener el valor de y, nos resulta
que

Y, =(00~3=-3
V =-(0) +4(0)-3="-3.
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Pero esto es absurdo, pues no es posible obtener en los reales
la raiz cuadrada de -3. Por lo tanto, no existe interseccion en x = 0.

Veamos en nuestro otro punto x = 2

V' =02\ -3=4-3=1
V=-2)+42)-3=-4+8-3=1

En cualquiera de los casos, y = + 1. Por lo que nuestros puntos
de interseccion resultan ser (2, -1) y (2, I).

Por derivacién implicita, obtenemos que, para la primera curva,
2x—2yy'=0, de donde 2yy'=2x. Asi,

Para la segunda, también por derivacion implicita,
2x—4+2yy'+0=0, por lo que 2yy'=4—2x. Obtenemos entonces que

Si probamos el punto (2, -1) en ambas ecuaciones de las
pendientes, en la primera obtenemos y’ = 2/-1 = -2, mientras que la
segunda queda y’ = (2 — 2)/-1 = 0. Si ahora lo efectuamos con el punto
(2, 1), nos arroja los valores y’ =2/1 =2y y’ = (2-2)/1 = 0.

Y
Entonces, para el punto (2, -1) 4

—2-0 -2

o4 =—=
1+(=2)(0) 1

63° ur
E\ > x

,_0-(2 _2_, \)
1+(0)(=2) 1
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Y para el punto (2, 1)

2_0 2 117 63°
tang=——=—=2 -
1+(2)(0) 1 @ > X
_0-(2 -2
1+(0)(2) 1

En ambos puntos resulta que la tangente es la misma. Para el caso en
que tan a = 2, obtenemos o = tan” (2) =~ 63°. Para el caso de que
tano =-2, 0 =tan” (-2)=117".

2. Determina los puntos Py Q de la pardbola y = 7 — x” de tal modo que el
tridngulo ABC formado por el eje x y las tangentes que pasan por Py
O sea equilatero.

Usaremos un hecho importante del tridngulo equildtero: como la suma
de los dngulos interiores de un tridngulo cualquiera debe sumar 780°y un
tridngulo equildtero tiene sus lados y sus dngulos internos iguales,
entonces la medida del dngulo en cada vértice es de 180/3 = 60".

Una de las rectas es el eje x, es decir, y = 0. Como esta recta es
horizontal, su pendiente es cero. La otra es la tangente de la pardbola,
cuya pendiente se obtiene a través de su derivada, por lo que la
pendiente es y'= —2x.

El dngulo entre las rectas debe ser de 60°, por lo que recurrimos a la
formula anterior para conocer el dngulo entre dos rectas:

m, —m

tana = .
1+ mm,

Por lo tanto, si sustituimos los valores anteriores resulta esta
ecuacion:

©-(-21) _2x _

tan 60° = =
1+(0)(-2x) 1
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Aqui usamos un hecho importante. Si tomamos un tridngulo equildtero
cuyos lados midan 2 y lo partimos a la mitad por su altura, resulta un
tridngulo rectdngulo con un dngulo de 60° cuya hipotenusa mide 2, su
cateto adyacente es de longitud / y su cateto opuesto resulta

de+/22 -1? =\/4-1=4/3, como se muestra en la siguiente ilustracién:

NE 2
1
De este hecho resulta lo siguiente: tan60° = C—j = ? = 3.
Por lo tanto, tan60° = /3 = 2x. Por lo tanto, x = ?

Por otro lado, fambién se puede dar que

B o (=2x)-(0) _—2x__
V3 = tan60 _1+(_2x)(0)_ -

V3

De donde se obtiene que x = -

2 2
Ahora, 3 = 3 =§.Porlotamo,y=1—x2:1—%=%,
2 2 4
V3 1 V31
Por lo tanto, P = (——,~ = (—,>).
( > 4)YQ (2 4)

3. a) Determina los tres puntos de la curva y = x* — 2x° — x que tienen una
tangente con la misma pendiente.

b) Encuentra los dos puntos de dicha curva cuya recta tangente sea la
misma.

a) Obtenemos la pendiente de la tangente a través de su derivada, o
sea, dey'=4x°—4x-1. Pero lo que necesitamos es determinar tres
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puntos que, al sustituirlos en la derivada nos arrojen como resultado
la misma pendiente, es decir, que y'=a para tres puntos x; x; Y x;

P q P P 4
distintos.

El problema es queno es fdcil resolver directamente esta ecuacién
debido a su grado. Pero lo que si podemos hacer es buscar tres nimeros
reales que cumplan lo que deseamos por inspeccién. Una idea es buscar
nimeros que no aumenten mucho la potencia de 4x’ y que, como uno de los
elementos de la ecuacidn es -4x’ y otro es 4x’, que se eliminen de manera
mutua y entonces y' tendrd el mismo resultado.

Tres nimeros que cumplen con esta condicién son -1, 0y 1. De hecho,

V(D) =4(-1)° -4(-)-1=-4+4-1=-1
y'(0) = 4(0)° -4(0)-1=0-0-1=-1
Y () =41)° -4 -1=4-4-1=-1

Sustituimos x en la ecuacién de la curva y obtenemos que, de x = -1,
y=(-1)=2C1°-(-1)=1-2+1=0,dex=0,y=(0)"-200°~0) =0y de
x=1,()' =2 -=(1)=1-2-1="-2.

Los tres puntos que buscamos son, entonces, (-1, 0), (0, 0) y (1, -2).

b) Para resolver este problema, usaremos la férmula de la ecuacion de la
recta y — y; = m(x — x;), donde m es la pendiente y (x;, y;) es un punto
donde la recta pasa, armaremos las ecuaciones de las tangentes a estos
tres puntos.

y=0=(-DE~-(-1) y=0=(-Dkx-0) y=(2)=(-D&x-1

y=-x—1. y=-x y+2==x+1
y=x+1-2
y=-x—1.

Por lo tanto, los dos puntos de la curva que tiene una tangente comun
son (-1,0)y (1, -2).
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1.17 PROBLEMAS RESUELTOS 4.

Continuamos con los ejercicios resueltos relacionados con la derivada.
En esta ocasidn, entre los problemas incluidos en esta seccidn, se incluye un
ejemplo de situacion cercana a la vida real y que para su resolucién se vale
de la diferenciacion. Los demds tratan con propiedades de curvas, funciones
y aplicaciones en la geometria, que en algunos casos también se pueden
llevar a la vida cotidiana.

1. Un automdvil viaja de noche por una carretera en forma de una
pardbola con el vértice en el origen y el eje de la pardbola sobre el
eje y. El vehiculo parte de un punto a 100 m al oeste y a 100 m al norte
del origen y viaja en direccion general hacia el este. Hay una estatua
a 100 m al este y a 50 m al norte del origen. ¢En qué punto de la
carretera los faros del automdvil la iluminardn?

Como parte inicial de la solucion de este problema, necesitamos
identificar la ecuacidn de la pardbola que modele el problema, es decir,
que nos permita identificar la situacién con dicha funcion, para que, al
resolver la pardbola, resolvamos la incégnita.

Por las caracteristicas del movimiento del automdvil, parecerd que la
pardbola que nos sirve es y = x°. Sin embargo, (100)° = 10000 # 100, por lo
que no nos serviria. Sin embargo, si dividimos todas las distancias entre
100, se cumple con las condiciones de la ecuacion dada. Por lo que el
automavil parte del punto (1, 1) y la estatua se encuentra en (1, /). Eso si,
los resultados obtenidos los multiplicaremos por 100 para tener los datos
reales.

La estatua no se encuentra en la pardbola; si lo estuviera, significa
que fue levantada en medio de la carretera y el automdévil chocaria con

ella., pero sélo necesitamos que los faros la iluminen.

Por otro lado, podemos pensar que la trayectoria de la luz que sale de
los faros es recta, una recta que parte de un punto: el automdvil; por lo
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tanto, sélo toca en un punto a la pardbola. En conclusién, la recta es la
tangente a la pardbola en el punto que deseamos buscar.

Y para la pendiente de la recta, necesitamos la derivada, es decir,
»'=2x. Esa tangente debe iluminar la estatua, es decir, debe pasar por
(1, ). Si llamamos (x, y) el punto que buscamos y nos valemos de la
formula de la pendiente de una recta, obtenemos lo siguiente.

dx=m=22"0_" 2_ 2
x,-x x-1 x-1

Esta ecuacidn la resolveremos para obtener el valor de x.

2x(x—1) =x"— "%
2 —2x=x-1%
X =2x+ % =0.

Resolveremos esta ecuacion por medio de la formula general para
ecuaciones de segundo grado.

-%—DiJGQY—40{;j 244-2 2442
i 2(1) -T2 T

Un dato importante es que el auto viaja en direccién general hacia el
este, por lo que x no puede ser 1+72, ya que en este punto nos hemos

pasado de la estatua, o mds bien, seria solucidn si viajaramos al oeste.

V2

Por lo tanto, x =1—7.

Ahora,
y=x2=@—in=1—KDG@J+EZE_J_:§_J§'
2 2 ) 4 4 2

Para obtener los resultados finales, multiplicamos por 100.
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x= 100[1— %J =100 —50+/2 ~ 29.289m.

= 100(% -2 J =150 -100~/2 ~ 8.579m.

El punto buscado es, entonces, (100—50\/5,150—100\/5). Por lo tanto,
cuando nuestro automévil llegue a poco mds de 29 m. al este del origeny a
poco mds de 8.5 m. al norte del mismo punto, los faros iluminardn la
estatua. Claro, depende de qué tan potentes sean nuestras luces.

2. Deduce una funcién f tal que f'(-1) = %,f'(O) =0 y f"(x) > 0para todo

x; o bien, demuestra que esta funcion no puede existir.

Primero, recordemos que si f"(x) >0 para los x dentro de un cierto
intervalo, entonces f'(x) es creciente sobre el mismo intervalo; si
f"(x) <0para ofro intervalo, entonces f'(x) es decreciente sobre tal
intervalo.

Lo que tenemos aqui es que f''(x)>0 para todo x, por lo que, de
acuerdo con el resultado antes mencionado, f'(x) debe ser creciente
para cualquier x.

Pero, si analizamos las otras condiciones, tfenemos que -1 < 0; sin
embargo, f'(—l)=%>0=f‘(0), por lo que f'(-1)>f'(0), lo que es

condicion de que la derivada es decreciente por lo menos en /-1, 0]; sin
embargo, f'(x) debe ser creciente para todas las x. Esto resultaria una
contradiccién en caso de que sucediera que exista una funcién con las
caracteristicas requeridas.

Por lo tanto la funcion no existe.
3. Siun rectdngulo tiene su base en el eje x y dos de sus vértices en la
curva y=e™, demuestra que tendrd el drea mdxima posible cuando

los dos vértices sobre la curva sean los puntos de inflexién de dicha
curva.
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La Derivada

Primero, observemos un hecho importante respecto a la funcién:

f(=x)= e =,

Esto significa que f es una funcién par, es decir, simétrica respecto al
eje y, por lo que, si un rectdngulo queda inscrito en la grdfica de la
funcidén y el eje x, tal como indica el problema, entonces sus vértices
sobre el eje x, los cuales llamaremos 4 y B, deben ser simétricos, es
decir: 4 = (-x, 0) y B=(x, 0), ya que Cy D, los otros vértices, deben estar
a la misma altura. (Note que si 0 < x; < x,, entonces f{x;) > f{x,), por lo que

la funcion es decreciente para los positivos).

Esto se refleja de manera aproxima

da en la siguiente grdfica:

=

-X

2

™7

LR ]

2.5

A2

La base de este rectdngulo estd dada por la distancia entre 4 y B, es
decir, x — (x) =x + x = 2x; la altura se da por cualquiera de los puntos 4 o
By su valor de acuerdo con la funcidn, es decir, por f{x). Como el drea del
rectdngulo es base por altura, la expresion que determina el drea de este

rectdngulo inscrito es

A(x) = bh = 2xe™ .

Maximicemos el drea por medio del uso del Cdlculo Diferencial:

A(x)=(2e™ +(2x)(=2x)e ™ =(2-4x%)e™ =2¢7 (1-2x2).
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Los candidatos a mdximos o minimos resultan de resolver 4°(x) = 0. Por
propiedades de la funcién exponencial, ésta no puede ser cero -ya que ho
existe ningln a real tal que ¢ = 0 -, por lo que el primer factor de la
ecuacion no puede igualarse a cero; por lo tanto, para obtener el o los
mdximos, se debe resolver I — 2x’ = 0, de donde 1 = 2x’, por lo que x° = %,
lo que da como resultado que x = i%.

Si nos apoyamos en el criterio de la primera derivada para saber si
estos puntos son mdximos o no, obtenemos que

"(x) =27 (1-2x2) = —de ™ x—i X i
A(x)=2¢" 1-2x°)=-4 ( \/E)( +\/§)

Luego, A'(x)<0 para x < -IAN2 y para x > IA2, mientras que

d . 1
es un minimo y —— es un

V2

A'(x) >0para —i<x<i. Por lo que -

V2 a2 V2

madximo.

También podriamos usar el criterio de la segunda derivada, asi
tendriamos que

A" (x) = —ZJC(Ze_X2 kl— 2x%) + (—4)6)(26_’C2 )

1 p . ‘. 1
Y ver que A(—] <0. Por lo tanto, el drea tiene su maximo en x = —.

V2 V2
Como los vértices en el eje x son simétricos, entonces el otro vértice es
1
X=——.
V2

A continuacion, veamos cudles son los puntos de inflexién de la curva
de la funcién dada. Empezamos:
y'= —2xe™" .
Y= 2x(=2x)e ™ +(-2)e ™ =(4x*—2)e .

De acuerdo al razonamiento usado arriba, el segundo factor no puede

ser cero. Entonces, f"'(x) =0 sélo si 4x° — 2 = 0, de donde 4x° = 2, luego x’
1

) 1
=2/4 ="y, finalmente, x = J_r\/: =+,
Y 22
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Entonces, estos dos puntos son los candidatos a puntos de inflexion.
Ahora, como la parte exponencial es positiva para todos los reales,

Por lo tanto, x, = resultan ser los puntos de inflexion

1 1
AN
de dicha curva, los cuales son, a su vez, los vértices del rectdngulo
inscrito entre la grafica de la funcidn y el eje x. La afirmacion, entonces,

ha quedado demostrada.

4. Encuentra el punto donde las curvas y =x’ - 3x + 4y y = 3(x’ — x) son
tangentes; o sea, un punto comin entre ellas donde tengan una
tangente comdn.

El problema nos pide sélo un punto en donde la tangente sea comin a
las dos curvas. Para dar solucién a este requisito, es necesario que las
funciones originales coincidan, por lo que buscaremos primero la
interseccién de las curvas.

Por tanto, resolveremos x’ — 3x + 4 = 3(x’ —x) = 3x’ — 3x. De ella, resulta
x’ — 3x° + 4 = 0. En principio pareceria que la ecuacién no es fdcil de
resolver, pero, si inspeccionamos la ecuacién, nos encontramos con que si
x = 2, entonces (2)° - 3(2)’ +4 =812 +4 =0, por lo que el binomio (x - 2)
divide a esta ecuacién. Si efectuamos division polinémica obtenemos el
resultado siguiente:

mzxz—x—Zz(x—Z)(anl).
x—-2

De esto, entonces tenemos dos puntos de interseccién: x = -1y x = 2,
Ahora, para buscar la tangente comdn, aplicaremos estos valores en cada
derivada y veremos es qué punto las derivadas de las dos curvas
coinciden, pues si dos rectas tienen la misma pendiente y pasan por el
mismo punto, la ecuacién de la recta tangente serd la misma y, por lo
tanto, tendrdn una tangente comdn.
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De la primera curva, y'=3x°-3; de la segunda, y'=3(2x-1).
En primer lugar, si x = -1, fenemos:

y'(-1) =3(-1)*-3=3-3=0
1'(-1)=3(2(-1) -1) =3(-2-1) =3(-3) = -9 % 0

Entonces, x = -1 no es el punto buscado, ya que las pendientes son
distintas y, por tanto, las tangentes también.

Ahora, para x = 2,

1'(2) =3(2)2 -3=12-3=9
1'(2) =3(2(2)-1) =3(4-1) =3(3) =9

Por lo tanto, x = 2 es el punto que deseamos.

Para finalizar, sustituimos x = 2 en cualquiera de las curvas para
obtener el valor de y. En este caso, lo haremos en las dos.

y=(2)-3(2)+4=8-6+4=6
=302 -2)=3(4-2)=302) =6

Por lo tanto, el punto donde las dos curvas tienen una tangente comun
es (2, 6).
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