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Introduccion

La presente tesis trata de un tema en el ambito financiero, se conoce
como el modelo Black-Scholes en la valuacion del precio de las opciones
europeas, de tal manera que el lector adquiera un panorama general de
todas las variables que intervienen en el modelo, con ello pueda aplicar las
férmulas para determinar el precio de estos productos financieros.

En el primer capitulo se definen los conceptos esenciales como son:

Producto derivado.
Opcién.

Opcién de compra.
Opcién de venta.
Valor de una opcién.

Paridad compra-venta

Estos conceptos permiten establecer las bases por medio de las cuales se
desarrollan los modelos para determinar expresiones matematicas para el
precio de las opciones europeas.

En los distintos mercados financieros se trabaja continuamente con pro-
cesos estocasticos o aleatorios, en el segundo capitulo se presenta una clasi-
ficacién de dichos procesos, se modela la serie historica de los precios de una
accién como un incremento del proceso generalizado de Wiener.

Utilizando célculo estocastico se deduce una expresion para el incre-
mento en el precio de los productos derivados, en un intervalo pequenio de
tiempo, por ejemplo, segundos, minutos, horas, dias, lo que permite hacer
simulaciones de dicho incremento.

De acuerdo a las diferentes expresiones matemaéticas desarrolladas en el
capitulo dos, se realizan simulaciones de Monte Carlo, que permiten predecir
el comportamiento de un proceso estocastico, como es el rendimiento de la



serie histérica de precios de una accién en un periodo determinado, asimismo,
se calcula la volatilidad de la serie de precios, con los modelos GARCH.

En el cuarto capitulo se utilizan las férmulas para el incremento en el pre-
cio de las acciones y de los productos derivados, que utilizando un portafolio
adecuado permite eliminar los factores estocasticos en un periodo, con ello
se deduce la ecuacién diferencial Black-Scholes, de tal forma que un deriva-
do cumple con esta ecuacion, asi mismo se determinan expresiones para
el precio de las opciones financieras de compra y de venta en un contrato
financiero en el tiempo presente.

Finalmente se analizan pardmetros de riesgo, los cuales se utilizan para
analizar como es afectado el precio de la opcién por cambios en el precio del
activo, volatilidad, tiempo y tasas de interés.

El modelo Black-Scholes fue publicado en el Journal of Political Economy
de junio de 1973 en la bibliografia [2], aceptado desde entonces, como uno de
los modelos mateméticos més influyentes en grandes decisiones financieras a
nivel mundial. Se pretende hacer una divulgacion de este modelo, que acaba
de cumplir 33 anos de vida, como un homenaje a sus autores.

Un derivado financiero cuyo valor es funciéon del precio de otro objeto
financiero, que puede ser un activo, una tasa de referencia o un indice, tales
como una accion, una divisa o un producto fisico. En todos los casos el activo
del cual se deriva el precio, es llamado activo subyacente.

Aunque actualmente se utiliza en el mundo una amplisima gama de
derivados financieros y multiples combinaciones entre ellos, los derivados
bésicos, y més conocidos, siguen siendo las opciones, los forwards, los futuros
y los swaps. Por ejemplo, si se tiene una opcién sobre una accién, la opciéon
es el derivado financiero, y el activo subyacente es la accion.

Los llamados productos derivados financieros han sido utilizados con di-
versos objetivos, pero, dependiendo de la intencién que se tenga al utilizarlos,
los agentes u operadores que intervienen en su uso siempre se pueden enmar-
car dentro alguna de las siguientes categorias: coberturistas, especuladores
o arbitrajistas.

El objetivo de un coberturista es cubrir el riesgo que afronta ante poten-
ciales movimientos en un mercado variable. Los especuladores, utilizan los
derivados para apostar acerca de la direccién futura de los mercados y tratar
de obtener beneficio de esas tendencias. Los arbitrajistas toman posiciones
compensatorias de activos o derivados, asegurandose un beneficio sin riesgo,
y aprovechando situaciones coyunturales de los mercados.



Origenes del modelo

Los origenes de los modelos para la valuacion de derivados financieros
se encuentran en la ecuacién de difusion, cuyo autor fue Joseph Fourier
(1768-1830). Fourier publicé la Théorie Analitique de la Chaleur en 1822;
pero desde 1807, aspirando al premio anual de la Academia de Ciencias,
habia presentado el primer trabajo relativo al tema de la conduccién del
calor. Ilustres matematicos de la época, tales como Laplace, Lagrange y
Legendre, que evaluaron la investigacién, manifestaron sus reservas sobre
el rigor légico de algunas de sus deducciones, ya que por su condicién de
fisico-matematico, los procedimientos de Fourier eran mds empiricos que
l6gico-deductivos. Pero lo animaron a continuar su investigacién, hasta que
su persistencia y la relevancia de su teoria lo hicieron acreedor al Gran
Premio de la Academia de Ciencias de Paris en 1812.

En 1827 el botanico inglés Robert Brown, analizé el movimiento de
particulas de polen en el agua y lo asocié a las teorias vitalistas, argumentan-
do que ese movimiento era propio de la materia viviente y relacionado con
los mecanismos de la reproduccién. Sin embargo, en sus trabajos finales,
concluye que los movimientos erraticos eran de naturaleza mecdnica y no
dependia del cardcter organico o inorganico de los objetos considerados.

En 1905, casi un siglo después, Albert Einstein construyé un modelo
matematico para explicar ese fenémeno, lo denomina movimiento Browniano
en honor a su descubridor.

Las hipdtesis bésicas de ese modelo de Einstein eran que el desplaza-
miento de la particula entre dos instantes es independiente de las posiciones
anteriores que haya tenido, y la ley de probabilidad que rige el movimiento
de la particula sélo depende de la distancia temporal. Con estas hipdtesis,
Finstein llegd a demostrar que la funcion de distribucién f de la posicion de
la particula tenfa que verificar la siguiente ecuacion en derivadas parciales:

of 0% f
E_Da%ﬂ'

donde x es la variable espacial, ¢ la variable temporal y D es una constante
adecuada.

Esta ecuacién, que ya era conocida como la ecuacién de difusion, se ha
constituido posteriormente en una de las vias a través de las cuales, hacien-
do algunos cambios de variables, se encuentran soluciones a la ecuacién de
Black-Scholes-Merton.

Por otro lado, el 29 de marzo de 1900, Louis Bachelier defendié exitosa-
mente en la Universidad de la Sorbona su tesis Theorie de la Spéculation bajo



la supervisién de Henri Poincaré. En ella propuso un movimiento Browniano
como modelo asociado a los precios de las acciones. En [3] pueden encon-
trarse algunos comentarios actuales sobre el trabajo original de L. Bachelier
en conmemoracién del primer centenario de este trabajo pionero. El objeti-
vo del modelo de Bachelier era determinar el valor de opciones accionarias,
y aunque fue un buen principio para esa valoracion, la férmula que dedujo
estaba basada en supuestos no realistas, asumia la inexistencia de tasas de
interés y utilizaba un proceso estocdstico que permitia que los precios de las
acciones tomaran valores negativos. Posiblemente ésta fue una razon para
que ese modelo fuera olvidado durante mucho tiempo.

Posteriormente, autores como Paul Samuelson y James Boness, se ocu-
paron de superar algunas de los inconvenientes del modelo de Bachelier,
asumiendo la existencia de tasas de interés y una distribucién de probabili-
dad mas realista para los precios de las acciones; ademas tuvieron en cuenta
que los inversionistas son adversos al riesgo, y que posiblemente estén dis-
puestos a asumirlo, pero a cambio de algin premio.

En particular, en 1960, el economista norteamericano Samuelson(premio
Nobel de economia en 1970) propuso el movimiento browniano geométrico
como modelo para los precios que estan sujetos a incertidumbre. En 1964,
Boness sugirié una féormula mas cercana a la de Black-Scholes, pero que
todavia contaba con una tasa de interés desconocida, que Boness incluia
como compensacién por el riesgo asociado con el valor de la accién.

Para el modelo Black-Scholes-Merton, el movimiento Browniano es el
modelo basico asociado a los movimientos de los precios. Pero ademads es-
tos autores tuvieron en cuenta, y esto fue determinante, que el movimiento
Browniano esté asociado con la teoria matematica avanzada del célculo es-
tocastico o calculo de Ito, desarrollado por el matematico japonés Kiyosi
1t6 desde 1940, que considera aspectos andlogos a los del célculo clasico de
Newton y Leibtniz, pero en condiciones aleatorias como se analiza en su
obra [7].

Fisher Black y Myron Scholes, quienes fueron los creadores originales del
modelo, lograron plasmarlo en un articulo en octubre de 1970 que titularon A
Theoretical Valuation Formula for Options, Warrants and Other Securities.

Al tratar de publicarlo en el Journal of Political Economy, de la Uni-
versidad de Chicago, el trabajo fue rechazado por ser excesivamente espe-
cializado. Posteriormente intentaron de nuevo en Review of Fconomic and
Statistics, de Harvard, y volvieron a fracasar. Reescribieron el articulo en
enero de 1971, con nuevo titulo Capital Market Equilibrium and the Pricing
of Corporate Liabilities pero, otra vez tuvieron una respuesta negativa.

Pero insistieron y triunfé su persistencia, lograron que la versién final,



de mayo de 1972, titulada The Pricing of Options and Corporate Liabilities,
apareciera en el Journal of Political Economy de mayo/junio de 1973, un
ano después de que, en un articulo del Journal of Finance, explicara que su
férmula habia sido verificada empiricamente.

El modelo toma su nombre de Black y Scholes porque fueron ellos los
primeros en deducirlo, basando sus estudios en el Capital Asset Pricing
Model (CAPM), por el cual Sharpe gané el premio Nobel de economia en
1990.

Pero mientras preparaban su trabajo de 1973, la influencia de Robert C.
Merton result6 decisiva. Las sugerencias de Merton, que también trabajaba
en la valuacién de opciones -dice Black en un articulo de 1989- mejoraron su
trabajo. En particular, Merton sefial6 que si se asume un cambio continuo
entre la opcion y la accién, puede mantenerse entre ellas una relaciéon que
esté, literalmente, libre de riesgo. En la version final del modelo, Black y
Sholes, tuvieron en cuenta los aportes de Merton, que pueden encontrarse
en [11].

Por lo tanto, fue Merton quien advirtié que el equilibrio de mercado no
es un requisito para la valuacion de la opcién; basta con que no exista opor-
tunidad alguna de arbitraje, supuesto fuerte mencionado en el libro [12]. El
método descrito en el caso particular de las opciones mencionado se basa,
precisamente, en la ausencia de arbitraje y en el cdlculo estocastico. Esta
idea puede ser generalizada para la valuacién de otros tipos de derivados. En
un trabajo de 1973, Merton publicé un escrito en el que incluyé la formula de
Black-Scholes, generalizada a otras cuestiones, por ejemplo, dejé que la tasa
de interés fuera estocédstica. Cuatro anos mas tarde, también desarrollé un
método mas general de derivar la férmula, al basarse en la posibilidad de
crear opciones, sintéticamente, mediante el cambio de la accién subyacente
y un bono libre de riesgo. Estas son las razones por las cuales es usual men-
cionar a los tres autores cuando se hace alguna referencia al modelo, aunque
Black y Scholes publicaron sus resultados tres meses antes que Merton.

Merton y Scholes recibieron en 1997 el Premio Nobel de Ciencias Econémi-
cas por su trabajo sobre la valoracién. El jurado que otorgd dicho galardén
también reconocié las aportaciones de Black, que no pudo compartir el pre-
mio con sus colegas por haber fallecido el 30 de agosto de 1995.

Aplicaciones

El modelo de valoracién de opciones fue la solucién a un problema de
mas de 70 anos. Y constituyd, por ende, un importante logro cientifico. Sin



embargo, la principal contribucion de Black, Merton y Scholes esta vinculada
a la importancia tedrica y practica de su método de andlisis, presente en la
resolucién de muchos otros problemas econémicos.

El método -que después se aplicaria a otras areas de la economia, tales
como crecimiento econémico neoclasico en un contexto incierto, empresa
competitiva con precio incierto, tasas estocdsticas de inflacién y crecimiento
en una economia abierta en ambiente de incertidumbre que se pueden en-
contrar en el siguiente libro [18]- produjo un impresionante auge de nuevos
instrumentos financieros y facilité un manejo maés eficaz del riesgo, no so-
lo entre los agentes econdmicos que se sienten inclinados a tomarlo, sino
también entre aquellos que son adversos a él. La importancia practica del
modelo radica en que ha hecho posible una administracion cientifica del ries-
go, y ésta a su vez, ha generado un rapido crecimiento, en las tres iltimas
décadas, de los mercados de derivados.

El modelo de Black-Scholes-Merton, desde su aparicién, produjo un im-
presionante auge en el uso de derivados para disenar innovadoras estrate-
gias de negociacidn, para protegerse contra los riesgos financieros y para
especular con ellos en los mercados financieros. Ha sido reconocido como el
modelo matematico capaz de generar millones de délares de rendimientos
en pequenos periodos de tiempo, pero también, como culpable de pérdidas
astrondémicas en cuestion de horas.

En este punto, es necesario hacer mencion sobre la utilidad de mode-
los matematicos en todos los campos, y su culpabilidad de resultados no
esperados. Todo modelo es una representacién de un fenémeno real. En par-
ticular, al modelar matemaéticamente una situacién real se pretende facilitar
su andlisis y disponer de un soporte que permita tomar decisiones racionales
en torno a esa situacién. Por esta razdén es ideal que el modelo represente
tan fielmente como sea posible el fenémeno real. Pero la aproximacién entre
el modelo y la realidad tiene un precio, normalmente mientras mas fidelidad
se pretenda en el modelo, éste es mas complejo. La complejidad del modelo
implica aspectos como las condiciones, hipdtesis o supuestos, bajo las cuales
es aplicable.

En muchas situaciones reales han ocurrido catastrofes financieras al uti-
lizar ciertos modelos matemaéticos, pero los especialistas estan absolutamente
de acuerdo sobre la razén de esos fracasos: Se utilizan modelos en situaciones
en las cuales no se cumplen los supuestos, se asignan todas las decisiones
trascendentes a una sola persona, el modelo no se conoce suficientemente y
se confia sin recelo en algun software especifico, ignorando sus limitaciones.
En algunos casos, seguramente la ambiciéon desmedida de poder econémico,
haya sido la razén de estruendosos fracasos financieros. Pero definitivamente



no es la matemadtica o los modelos los que fallan, sino el uso indiscriminado
de ellos.

Pero la importancia practica de la labor cientifica desarrollada por Black,
Merton y Scholes se refleja, también, en otros hechos. El Chicago Board
Options FExzchange introdujo el negocio de opciones en abril de 1973, un
mes antes de la publicacién de la formula de valuacién de opciones. En
1975, los traders ya habian comenzado a aplicarla para valuar y proteger
sus posiciones. Actualmente, miles de traders e inversores la usan a diario en
distintos mercados de todo el mundo. Tan rapida y extendida aplicacion de
un resultado tedrico fue una novedad para la economia, fundamentalmente
porque el ambiente matemaético en el que descansa la formula no formaba
parte de la instruccion practica o académica de aquellos tiempos.

Hoy en dia, la habilidad para usar opciones y otros derivados, con miras
a manejar riesgos, es un activo muy valioso. Las innovaciones financieras se
orientan fundamentalmente hacia una efectiva compra-venta de volatilidad.
Los gestores de carteras, por ejemplo, compran opciones de venta con el fin
de reducir el riesgo de grandes bajas en los precios de los activos financieros.

Las compaifiias usan opciones y otros instrumentos derivados para re-
ducir sus propios riesgos. Los bancos y otras instituciones financieras apelan
al método desarrollado por Black, Merton y Scholes para desarrollar y de-
terminar el valor de nuevos productos, o vender soluciones financieras a la
medida a sus clientes. Pero también lo aprovechan para reducir los riesgos
que surgen de su actuacion en los mercados financieros.



Capitulo 1

Definiciones esenciales del
modelo

En el presente capitulo se definen los conceptos esenciales, que son la base
para poder entender la valuacién de opciones europeas mediante el modelo
Black-Scholes. Se inicia con la definicién de un producto derivado, asi como
de reglas que establece Mexder, Mercado Mexicano de Derivados. Debemos
tener presente que la informacién contenida en este capitulo, referida al
contexto regulatorio, esta sujeta a cualquier modificacién de los reglamentos
y manuales de MexzDer que se pueden consultar en la pagina de internet [19].
Las definiciones de este capitulo fueron tomadas de [10].

1.1. Producto derivado

Los productos derivados son instrumentos financieros cuyo valor es fun-
cién de otros parametros financieros ya existentes. Esta definicién es con-
sistente al describir estos productos flexibles, dentro de los que destacan
las opciones. Al activo sobre el que se define los productos derivados se
le llama bien o activo subyacente que pueden ser las acciones o un indice,
por ejemplo, el Indice de Precios y Cotizaciones de la Bolsa Mexicana de
Valores (IPC). Los productos derivados han sido un gran logro en mate-
ria financiera en lo que concierne a reducir el riesgo, se pueden elaborar
portafolios que protejan al inversionista ante un riesgo provocado por la in-
certidumbre del comportamiento de las variables financieras, como puede ser
la volatilidad que tiene una divisa. El Mercado Mexicano de Derivados ha
ampliado la gama de productos que ofrece al publico inversionista, al listar
opciones financieras sobre algunas de las principales acciones listadas en la
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Bolsa Mexicana de Valores, asi como del Indice de Precios y Cotizaciones
(IPC) a partir del 2004. Se debe tener en cuenta que hay factores externos,
como la situacién general de la economia, oferta y demanda en el mercado,
tasas de interés, volatilidad de las acciones, liquidez, que afectan al precio de
las opciones. La intermediaciéon en opciones es una actividad especializada.
Los intermediarios de MexDer tienen operadores especializados en opciones.
Sus operadores y promotores tienen la obligaciéon de estar certificados por
la Asociacién Mexicana de Intermediarios Bursatiles y acreditados por esta
bolsa.

1.2. Opcién

Una opcion es un contrato financiero que da a su comprador el derecho,
pero no la obligacién, de comprar o vender activos llamados subyacentes,
como son las acciones o indices, por ejemplo, el IPC, a un precio prede-
terminado llamado precio de ejercicio, en una fecha concreta, denominada
fecha de vencimiento, a cambio de una cantidad de dinero. Esta cantidad,
como se vera mas adelante es el precio de la opcién, de acuerdo con [13].
Existen dos clases de opciones: de compra y de venta. Inicialmente, MexDer
ha decidido listar opciones sobre el Indice de Precios y Cotizaciones de la
Bolsa Mexicana de Valores y sobre las siguientes acciones:

‘ Accién H Cédigo de Opcion ‘
América Mévil L AX
Cemex CPO CX
Femsa UBD FE
G Carso Al GC
G Modelo C GM
Naftrac 02 NA
Telmex L TX
Televisa CPO TV
Walmex WX

1.2.1. Opcién de compra

Una opcion de compra o call es un contrato financiero, que da a su com-
prador el derecho, pero no la obligacién, de comprar un activo subyacente
o un indice, a un precio predeterminado llamado precio de ejercicio, en una
fecha concreta denominada fecha de vencimiento, pagando una prima. El
vendedor de la opcidén call tiene la obligacién de vender el activo en caso que
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el comprador ejerza el derecho a comprar. Las primas de las opciones sobre
acciones se cotizan en pesos con dos decimales por cada accién. Las primas
de las opciones sobre IPC se cotizan en puntos de IPC, valiendo cada punto
10 pesos.

1.2.2. Opcién de venta

Una opcion de venta o put es un contrato financiero, que da a su com-
prador el derecho, pero no la obligacion, de vender un activo subyacente o un
indice, a un precio predeterminado llamado precio de ejercicio, en o antes de
una fecha concreta llamada fecha de vencimiento. El vendedor de la opcién
put tiene la obligacién de comprar el activo en caso que el comprador ejerza
el derecho a vender.

1.3. El valor de una opcién

El valor de una opcion es el precio al cual se realiza la operacion, es
la prima de negociacién de acuerdo a [4]. Dicho precio es pagado por el
comprador de la opcion al vendedor de la misma. En un contrato de opciones
existen dos partes, la que ha tomado la posicién larga, es decir, compra la
opcion. En la otra parte, estd quien toma la posicién corta, es decir, el que
suscribe o vende la opcién. A cambio de recibir la prima, el vendedor de la
opcion call estd obligado a vender el activo al comprador si éste la ejerce.
De la misma manera, el vendedor de la opcién put esta obligado a comprar
el activo al comprador si éste la ejerce. El que vende la opcién siempre se
queda con la prima, se ejerza o no la opcion. El precio de la opcién estd en
funcién de una serie de parametros, antes se define el valor intrinseco de una
opcion.

1.4. Valor intrinseco de una opcién

El valor intrinseco de una opcion en un momento dado, es el valor que
tiene la opcién en caso de ser ejercida inmediatamente. Se define como sigue:

Sea S el precio de la accién y E el de ejercicio en un tiempo dado. El valor
intrinseco para un call es f(S) = max(S — F,0) lo cual se puede apreciar en
la grafica siguiente:
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¢ S
Precio de
la accién

y para un put es f(S) = max(E — S,0), cuya grafica se muestra a con-
tinuacién:

f(9)
E 4
0 > S
E Precio de
la accién

El transcurso del tiempo influye en la cantidad que un comprador pagaria
en la esperanza de que cambios en el bien subyacente aumentard el valor
intrinseco de la opcién. Por ejemplo, se considera una opcién call, sobre
una accién que actualmente vale $10. Si el precio de ejercicio es de $8 y la
opcién vale $3 entonces el valor intrinseco es $2. Ahora de los tres que vale
la opcidén, $2 son por el valor intrinseco y el $1 restante es el valor por el
transcurso del tiempo. El valor total de una opcién puede ser visto como la
suma del valor intrinseco y de su valor por el paso del tiempo.

Otro concepto importante en las opciones es el arbitraje. Se habla de
una posibilidad de arbitraje cuando por desajustes en los precios es posi-
ble obtener ganancias sin invertir nada. A eso se le llama oportunidad de
arbitraje en el mercado. Uno de los grandes supuestos en la valuacién de
opciones es que no existen este tipo de oportunidades, o que sélo existen por
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periodos de tiempo muy cortos que impiden beneficiarse de ellos, por que el
mercado financiero tienden a eliminar estas oportunidades.
El precio de una opcién depende principalmente de seis factores:

1.

Precio del activo subyacente: Es el precio de la accién o valor de
un indice en un tiempo determinado, es un dato publico y conocido en
el que no hay discrepancias.

Precio de ejercicio: Es el precio predeterminado del activo subya-
cente, se fija al momento de listar el contrato en la bolsa, es conocido
por el comprador y el vendedor. El precio de ejercicio es el precio al
cual:

a. se compra el activo si el comprador de un call ejerce su derecho
a comprar.

b. se vende el activo si el comprador de un put ejerce su derecho a
vender.

Los precios de ejercicio distaran uno del otro dependiendo del precio
del activo subyacente. En el caso de indices, el precio de ejercicio se
expresa en puntos enteros. Regularmente MexDer mantiene abiertos a
negociacion un rango de precios de ejercicio que cubre las necesidades
del mercado financiero.

Tiempo de la opcidén: Es el nimero de dias que restan para el
vencimiento de la opcién. Es un dato importante sobre todo en los
ultimos dias antes del vencimiento.

Volatilidad del precio del activo subyacente: Es una medida en
la variacién que tiene un activo desde el dia de la negociacién hasta su
vencimiento. Es uno de los datos que mas afecta el valor de la prima
de la opcidn, de tal manera que existe una correspondencia univoca,
para la cual dada una prima, existe una volatilidad implicita.

Tasa de interés libre de riesgo del mercado: Es una tasa de
intéres interbancaria que se usa para calcular el valor presente del
valor intrinseco de una opcién.

Dividendos. Son utilidades que se les da a los inversionistas de las
opciones. En el presente trabajo, se supone que las acciones no pagan
dividendos en la vida de una opcion.
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De acuerdo a su valor intrinseco en un momento determinado, las opciones
se pueden clasificar de la siguiente manera:

a. Una opcién estd en dinero (at the money) si el precio del bien subya-
cente es igual al precio de ejercicio.

b. Una opcién estd dentro de dinero (in the money) si el precio del bien
subyacente es mayor al precio de ejercicio.

c. Una opcién esta fuera de dinero (out of the money) si el precio del
bien subyacente es menor que el precio de ejercicio.

Si la opcién estd dentro de dinero, cuesta mas, pues con certeza serd ejercida,
a mayor tiempo de vida de la opcién mayores cambios en el valor intrinseco
de la opcién se puede dar.

Existen dos tipos de opciones, las opciones de estilo europeo que sélo
pueden ser ejercidas al vencimiento, en el mercado mexicano de derivados son
las correspondientes al IPC y las opciones de estilo americano que pueden
ser ejercidas en cualquier momento, entre el dia de la negociacién hasta el
vencimiento, en este caso son las opciones sobre acciones.

Se analizan los limites méximos y minimos entre los que se mueve el
precio de una opcién que no paga dividendos, como un primer intento de
calcularlo. Utilizaremos la siguiente notacién:

So : Precio de la accién al tiempo inicial 0.
St : Precio de la accién al tiempo T'.
K : Precio de ejercicio.
T : Tiempo de vencimiento de la opcién.
Ca : Precio de un call americano.
Ce : Precio de un call europeo.
Pa : Precio de un put americano.
Pe : Precio de un put europeo.
r : Tasa libre de riesgo del mercado.

Una primera relaciéon entre opciones americanas y europeas es que el precio
de las opciones americanas es mayor que el de las europeas, pues otorgan mas
derechos que éstas iltimas, ya que se pueden ejercer en cualquier momento.
Entonces se tienen las relaciones:
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Ce<Ca y Pe < Pa.

Para un call, ya sea americano o europeo, su precio jamas serd mayor que
el precio del bien subyacente al tiempo inicial, de otra manera, se pueden
obtener ganancias mediante arbitraje. Por ejemplo, si el precio del call fuera
$5 y la accién inicialmente vale $2, se puede ganar $3 sin riesgo si se compra
la accién y se vende el call, por lo que:

CaSSo y CGSSO.

Para un put americano o europeo su precio jamas serd mayor que el
precio de ejercicio. Puesto que un put da el derecho de vender una accién
por K a cambio de Pe( o Pa); evidentemente no es un negocio atractivo
pagar Pe( o Pa) a cambio del derecho de vender una accién a K si K es
menor estricto que Pe(o Pa), de tal forma:

Pe< K y Pa<K.

Como eso se verifica en todo momento, entonces en el caso de un put
europeo que sélo se puede ejercer al término de su vida, se verifica que

Pe < Ke™ T,

De la misma forma, el precio de un call europeo no puede ser mayor que el
valor presente del precio de ejercicio. De otra manera existen oportunidades
de arbitraje, basta suscribir la opcién en el mercado e invertir a la tasa libre
de riesgo. Por ejemplo, si el precio del call fuera de $9, el precio de ejercicio
$10, el tiempo de vida de un afio y la tasa libre de riesgo 15.0 %, entonces

Ce=9>Ke ™ = (10)e "% = 8.61.

Se invierten los $9 de la opcién al 15 %. Al final del ano se tiene $10.45.
Lo peor que podria pasar es que el comprador ejerciera la opcién, en cuyo
caso se tendria que comprar una accién a $10; obteniendo una ganancia de
$0.45, en otro caso, si la accién baja de precio, menor que K se obtiene una
ganancia mayor.
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1.4.1. Limite inferior de un call europeo
Un limite inferior para un call europeo es
So— K e T,

Esto se verifica si no existen oportunidades de arbitraje en el mercado.
Para demostrarlo se forman dos portafolios:

Portafolio I : Un call europeo y una cantidad en efectivo de Ke™"7.

Portafolio II : Una accion.

Si la cantidad en efectivo se invierte a la tasa libre de riesgo, al final de la
vida de la opcién el portafolio I valdra

max(Sy — K,0) + K.

Si S7>K, es decir, si se ejerce la opcién, vale S7— K y el portafolio I tendria
un valor de
St — K+ K = S.

Si K>S, es decir, si no se ejerce la opcién, vale cero y el portafolio vale K.

Por lo tanto el portafolio I vale:
max(St, K).

Mientras que el portafolio II vale St al final del periodo. Entonces se verifica
que el valor del portafolio I es mayor o igual que el portafolio II. Si no existen
oportunidades de arbitraje, i.e. si éstos portafolios ahorran lo mismo que un
instrumento libre de riesgo, entonces esta desigualdad se verifica en este
instante. Trayendo a valor presente ambos miembros:

Ce+ Ke ™ > S,

de donde se obtiene

Ce>Sy— Ke T, (1.1)
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1.4.2. Limite inferior de un put europeo

De igual manera se determina el limite inferior para el valor de un put
europeo. El precio de un put europeo no puede ser menor que

KeirT - So.
Para demostrarlo se forman dos portafolios:

Portafolio I : Un put europeo mas una accion.

Portafolio II : Una cantidad en efectivo de Ke~"T.

En el portafolio I, la opcién sera ejercida si S7<K y el portafolio valdra
K —Sp+ St.

Si la opcidn no se ejerce, ST>K, entonces el portafolio vale St. El valor del
portafolio I es
max(St, K).

El portafolio II vale K al final del periodo si se invierte a la tasa libre de
riesgo. Entonces el portafolio I vale més o al menos tanto como el portafolio
IT al final del periodo. Los portafolios deben de ahorrar lo mismo que un
instrumento libre de riesgo. Lo que implica que la desigualdad se verifica
ahora y se expresa:

Pe+ Sy > Ke T,

De donde se obtiene

Pe > Ke ™7 — &. (1.2)

Dadas las dos desigualdades tenemos los siguientes ejemplos:
Supongamos que Sy = $10, K = $7, r = 15% al ano, T" =1 afo. De
(1.1) tenemos que el limite minimo para un call serd

10 — 7e 915 = 3.098.

Si el call costara $2 entonces se puede aprovechar una oportunidad de ar-
bitraje, comprando el call, y se vende la accién. Obtendriamos un ingreso
de $10-$2=$8. Invirtiéndolos a la tasa libre de riesgo tendriamos $9.29 al
final de un afio. Al final del afio, si el precio de la accién esta arriba de $7,
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se ejerce la opcién y se compra la accién en $7, cerramos nuestra posicién
vendiendo la accién, obteniendo una ganancia de

$9-29 — §7 = $2-29.

Si el precio de la accién es menor a $7, tanto mejor, no ejercemos, compramos
la accién en el mercado y obtenemos una ganancia mayor. Ahora, si no se
verifica (1.2), existirfa también una oportunidad de arbitraje. Supongamos,
que Sp = $15, K = $20, r = 15% al ano, T =1 afio, entonces la desigualdad
(1.2) queda

2001 — 15 = 2:21.

Si el precio del put es menor que $2.21 entonces habria oportunidades de
arbitraje. Por ejemplo, si el put costara $1; podriamos obtener un préstamo
al 15 %, por $16 para comprar la accién y el put. Al final del ano tendrfamos
que pagar $18.59. Si el precio de la accién permanece abajo de $20, ejercemos
la opcién y vendemos la accién por $20, pagamos el préstamo, con una
ganancia de

$20 — $18-59 = $1-41.

Si el precio sube de $20, no ejercemos, vendemos la accién en el mercado
a un precio mayor que $20, se puede cubrir el préstamo y obtenemos una
ganancia ain mayor.

1.5. Paridad Compra-Venta

Entre los precios de un put y un call europeos existe una relacion que
es de gran utilidad y que es de particular importancia en la teoria de la
valuacién de opciones. La llamada paridad Compra-Venta (Put-Call parity)
nos permite saber el precio de un put dado el de un call con las mismas
caracteristicas (i.e. mismo subyacente, mismo precio de ejercicio y misma
edad). Para derivarla se forman los siguientes dos portafolios:

Portafolio I : Un call europeo méas una cantidad de efectivo igual a Ke™"7T.

Portafolio I : Un put europeo mas una accion.

Ambos portafolios valen, al final del periodo de vida de las opciones:

max(St, K),
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por los mismos argumentos que se utilizé en la derivaciéon de los limites
inferiores. Si queremos evitar oportunidades de arbitraje ambos portafolios
deben de tener idénticos valores en este momento, por lo que se tiene:

Ce+ Ke ™' = Pe+ Sy,

que es la llamada paridad Put-Call.

Si no se verifica esta igualdad, entonces existen oportunidades de arbi-
traje. En otras palabras, podemos usarla para detectar oportunidades de
arbitraje. Si el portafolio I estd sobrevaluado respecto al II se puede hacer
una ganancia sin riesgo, comprando el portafolio II, y se vende el portafolio
I. Por ejemplo, supongamos Sy = $20, K = $18, r = 15% anual, T' = 1 afio,
Ce=9$4y Pe=$3.

Portafolio I : Ce+ Ke ™ = 4+ 18¢ %15 = 19.49.
Portafolio II : Pe+ Sy =3+ 20 = 23.

Aqui el portafolio II estd sobrevaluado respecto al I, por lo tanto la
estrategia a usar es comprar el I y se vende el portafolio II.
Si el precio del call fuera de $7 y el del put $1 entonces:

Portafolio I : 74 18715 = 22.49.
Portafolio IT : 1+ 20 = 21.

En este caso el portafolio I estd sobrevaluado respecto al portafolio 11,
la estrategia es comprar el II y vender el I.

Esta igualdad nos garantiza que una vez que tengamos una expresion
para calcular un call(o un put), autométicamente podemos encontrar la
expresion para el put(o call).

Se han encontrado limites para el precio de una opcién basidndonos en la
existencia de no arbitraje del mercado. Este supuesto es basico en la teoria
de la valuacién de opciones como se ve en los préximos capitulos.

1.6. Tipos de opciones

Existen diferentes tipos de opciones dentro de las cuales se mencionan las
siguientes tomadas de una publicacién del Chicago Mercantile Exchange [15].
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1. Opciones sobre acciones. Con este contrato se obtiene el derecho de
comprar o vender un determinado numero de acciones a un precio

dado.

2. Opciones sobre divisas. Se adquiere el derecho de comprar o vender
alguna moneda a un tipo de cambio dado. En el Chicago Mercantile
Exchange se comercian, entre otros, con opciones en libra esterlina,
dolar canadiense o yen japonés.

3. Opciones sobre indices. Se adquiere el derecho de comprar o vender
un determinado ntiimero de veces algin indice. Por ejemplo 100 veces
el IPC. En el Chicago Mercantile Exchange encontramos opciones en
el indice Nikie o el IPC mexicano.

4. Opciones sobre futuros. Se adquiere una posicién larga (call) o corta
(put) en un contrato de futuros. En el Chicago Mercantile Exchange se
comercian sobre futuros en ganado vivo, indice Nikkie, ddlares cana-
dienses, entre otros.

5. Opciones Exéticas. Entre éstas estan las opciones Asidticas que se
valian sobre el precio promedio del bien, las de tipo Bermudas que
s6lo son ejercibles en ciertos dias.

1.7. Invertir en opciones

El invertir en opciones trae consigo diferentes beneficios algunos de los
cuales son:

1. Apalancamiento. El inversionista de opciones puede anticipar un cam-
bio en el precio de las acciones o en el valor del IPC. El comprador
de un call se ve favorecido por un incremento en el precio del activo
subyacente, el de un put por una baja. Se generan més ganancias con
la inversién en opciones, que usando la misma cantidad invertida en
los activos subyacentes.

2. Obtener ingresos adicionales. Un inversionista puede decidir vender
opciones call o put, simplemente porque su expectativa sobre la di-
reccién que seguirdn los precios de las acciones o el valor del indice,
le sugieren que podréa conservar las primas recibidas producto de la
venta de las opciones.
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3. Proteccién contra movimientos de precios. El inversionista puede pro-
tegerse contra un incremento al precio de los activos, comprando calls,
o contra una disminucién, mediante la compra de puts.

Ejemplo. Se compra una opcion call tipo europea sobre una accién de Tele-
visa con precio de $2, cuyo valor actual de la accién es $10, precio de ejerci-
cio $12, y periodo de maduracién 2 meses, por lo que estamos comprando el
derecho de adquirir una accién de Televisa al término de 2 meses a $12. Si el
precio de la accién al final de los dos meses es menor que $12, no ejercemos
la opcién perdiendo nuestra inversion de $2. Por lo contrario, si el precio
sube més de $12, nos convendra ejercer. Podemos comprar la accién a $12 y
venderla en el mercado. Por ejemplo si sube a $15 se obtendria una ganancia
de $3 por accién lo que significa una ganancia total de $1 por accién, resta-
mos la inversién inicial de $2 para pagar la opcién. En la siguiente grafica
se observa como se comporta nuestra ganancia total respecto al precio final
de la accién.

Ganancia total

§2 o
$0 f f f

$11 $12 Precio final
$9 - de la accién

Si el precio de la accién es menor de $12 perdemos los $2 iniciales, de $12 a
$14 también se pierde, pues la ganancia en la venta de la accién no compensa
el pago de la opcidn, si el precio es mayor a $14 se obtiene una ganancia,
la cual es mostrada en la grafica. Para el que vende la opcién call, es decir,
la contraparte, en este ejemplo, la funciéon de ganancias por vender una
opcion call sobre una accién de Televisa a un precio de ejercicio de $12 es la
siguiente:
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Ganancia total

$2
$0 f f f

$11 $12 $13 Precio final
T : de la accion

Para el caso de un put se analiza el siguiente ejemplo:

Ejemplo. Se compra un put sobre una accién de Televisa con idénticos
pardmetros, precio de ejercicio de $12 y precio $2. Si el precio de la ac-
cién no pasa de $12 ejercemos la opcién y se vende la accién a $12 cuando
en el mercado esten mds baratas. Por ejemplo, si la accién queda en $9,
se puede comprar la accién en $9 en el mercado y se vende la opcién a
nuestra contraparte al precio de $12, lo que se obtiene una ganancia de $3
sobre la transaccién con las acciones y una ganancia total de $1 por accién,
descontado el precio de la opcion.

Si la accién sube de $12 no ejercemos pues se puede vender acciones a
mayor precio a otra persona en el mercado. En la gréafica siguiente se muestra
la relacién de las ganancias sobre la opcion put.

Ganancia total

Precio final
de la accién
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Para el que vende la opcién put, es decir, la contraparte, en este ejemplo, la
funcién de ganancias por vender una opcién put sobre una accion de Televisa
a un precio de ejercicio de $12 es la siguiente:

Ganancia total

Precio final
de la accién

1.7.1. El contrato de las opciones negociadas en MexDer

La unidad de acciones en un contrato de opciones es de 100, esto quiere
decir que, aun cuando la prima se cotiza en pesos con dos decimales por
cada accién, la unidad minima para operar es un contrato equivalente a
100 acciones. No se pueden contratar fracciones de un contrato como lo
establece [19].

Ejemplo: Un contrato en la compra de un call de Telmex L con precio
de ejercicio 16.20 pesos, con una prima de 0.70 pesos por accién, concede
el derecho a comprar 100 acciones de Telmex a 16.20 pesos por accién, es
decir, un precio de contrato por 1,620 pesos. El costo total de la prima por
contrato es 70 pesos.

El contrato para las opciones sobre IPC es de 10 pesos por cada punto,
el valor del contrato estd en funcion del ntimero de puntos que tenga el IPC
en esos momentos. Las primas se cotizan en puntos del IPC, por tanto, para
saber su valor monetario final hay que multiplicar por 10 pesos.

1.7.2. El calendario de negociacion

Todos los dias son hébiles excepto sabados, domingos y aquellos que es-
tablezca la Comisién Nacional Bancaria y de Valores (CNBV) como inhébiles
bancarios. Para la negociacion de las opciones sobre acciones, son los meses
de marzo, junio, septiembre y diciembre. Por ejemplo, en un dia de enero

24



de 2006 los meses abiertos a negociaciéon seran: marzo 06, junio 06, sep-
tiembre 06 y diciembre 06. En las opciones sobre IPC los meses abiertos a
negociacion seran los meses de marzo, junio, septiembre y diciembre, cono-
cido como ciclo trimestral de marzo. Por ejemplo, en un dia posterior al
vencimiento de marzo del 2006, los meses abiertos a negociacién serdn junio
06, septiembre 06, diciembre 06 y marzo 07. En ambos contratos, el dltimo
dia de negociacién es el mismo dia de vencimiento.

1.7.3. Derechos y obligaciones en Mexder

Los derechos y obligaciones de las opciones se adquieren con Asigna,
Compensacion y Liquidacién, dependiente de Mexder, que es contraparte
en todos los casos, no hay derechos entre comprador y vendedor en términos
bilaterales, el que ejercita el derecho a comprar o vender lo hace ante Asigna,
el comprador de opciones sobre acciones o indice sélo tiene derechos y ningu-
na obligacién. A cambio, paga una prima y sélo él puede decidir si ejerce o no
la opcién, o negociarla en el mercado (vender la opcién comprada), en cuyo
momento acaban sus derechos. Si el comprador de opciones sobre acciones
call o put decide ejercer su derecho se obliga automaticamente, a efectuar
la liquidacion de ese ejercicio, por lo tanto, Asigna le exigird aportaciones
para cubrir el riesgo de incumplimiento de dicha liquidacién.

El vendedor de opciones sélo tiene obligaciones y ningin derecho. A
cambio, cobra una prima y estd a expensas de que el comprador ejerza
su derecho, o bien en todo momento puede negociar (comprar la opcién
vendida), en cuyo momento cesan sus obligaciones.

Asigna exige aportaciones iniciales minimas al vendedor de opciones ya
sea call o put sobre acciones o indice, mientras las mantenga vendidas, y
al comprador, si ejerce su derecho sobre las opciones en acciones que el
vendedor le haya vendido, durante el tiempo de la negociacién de la opcidn,
con lo que se asegura el cumplimiento de las obligaciones en caso de que el
comprador ejerza sus derechos, ante Asigna. Estas aportaciones varian en
funcién de los movimientos de las acciones o del indice IPC .

1.7.4. El importe de las aportaciones

El importe de las aportaciones es variable. La cantidad a depositar de-
pende de tres factores: la volatilidad del activo, el tiempo que resta al
vencimiento y si la opcién esta at the money, in the money, out of the
money. Cuanto més dentro del dinero esté una opcién méas aportaciones se
piden. En funcién de lo anterior las aportaciones varian en torno de un 15 a
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25 porciento del valor nominal del activo, sin embargo, en realidad depende
de qué tanto esté la opcién en el dinero.
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Capitulo 2

Introduccion al modelo
Black-Scholes

Los contratos de futuros y opciones existen desde hace algunos siglos en
diferentes partes del mundo, sin embargo, intentos de valuarlos de manera
rigurosa son recientes. A partir de la década de 1970 empiezan formalmente
a negociarse en mercados organizados como el New York Stock Exchange.

El modelo Black-Scholes es utilizado por su reducciéon de parametros,
adema&s no tienen demasiadas variables y su estudio es relativamente facil.

En el presente capitulo se da por hecho que el lector posee conocimientos
bésicos de probabilidad, estadistica y calculo elemental. El andlisis culmina
con un modelo para el incremento del precio de los productos derivados,
para lo cual se tienen que entender diferentes conceptos, como tipos de
procesos estocasticos, ya que el precio del bien subyacente, sobre el que
depende el precio de la opcion sigue un tipo especial de proceso estocastico.
Se utilizé material bibliografico de [16] para la definicién y clasificacién de
dichos procesos.

2.1. Procesos estocasticos

Definicion. Un proceso estocdstico o proceso aleatorio se define como un
conjunto de variables aleatorias {z : t € T}, en donde T es un conjunto
llamado espacio parametral. Las variables z; toman valores en S C R. FEl
espacio parametral T se puede interpretar como un conjunto de tiempos.

La evolucién de los precios de las acciones a lo largo del tiempo se puede
modelar mediante un proceso estocastico. Por ejemplo, la variable aleatoria
z corresponde al precio de la accién al tiempo t.
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Los procesos estocésticos se clasifican de acuerdo a:
1. El rango de valores que toma z; 6 su espacio de estados.

a. De variable continua: Cuando el valor que toma la variable aleato-
ria es un conjunto continuo de elementos, por ejemplo, un inter-
valo de ntmeros reales.

b. De variable discreta: Cuando los valores que toma la variable
aleatoria es un conjunto numerable de elementos.

2. Por el espacio parametral.

a. De tiempo continuo. Cuando el pardmetro ¢t toma valores de un
conjunto continuo de elementos, por ejemplo, ¢t € (a,b) donde a, b
pertenecen a los ntmeros reales.

b. De tiempo discreto. Cuando el pardmetro ¢ toma valores de un
conjunto numerable de elementos.

3. Por la relacién que guardan entre si las variables aleatorias.

De acuerdo a esta clasificacion, la serie del precio de las acciones, se modela
con un proceso estocastico de variable y tiempo continuo, en un intervalo
determinado del tiempo. En particular, el proceso de Markov es un modelo
importante para representar el comportamiento del precio de las acciones.

2.2. Proceso de Markov

El proceso de Markov, que recibe su nombre del matematico ruso Andrei
Markov es el siguiente:

Definicion. Un proceso de Markov es una serie z,, zi,, -+ de variables
aleatorias, que cumplen la siguiente propiedad:

P[Ztn+1 S $n+1‘ztn S Tnyt 0y Rty S $1] = P[Ztn+1 S .’En+1|2tn S xn]u

con tpy1 >ty > tp_1 > - >t €T el espacio parametral y nimeros reales
Tn+1sLn—1," " L1-

En efecto, este proceso tiene memoria, recuerda la tltima variable aleato-
ria y condiciona las probabilidades de la variable futura. Esta dependencia
distingue al proceso de Markov de las series de eventos independientes, como
tirar una moneda al aire o un dado.

De esta forma, si se supone que el precio de una accién de telmex sigue
un proceso de Markov, por ejemplo, que el precio es de $10 el dia de hoy,
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cualquier pronéstico para dicha accién depende Unicamente de este precio,
v no depende del precio de ayer, una semana 6 un mes atrds, toda esa
informacién es irrelevante, segin este modelo. La propiedad Markoviana es
consistente con la propiedad débil del mercado, la cual afirma que toda la
informacién que afecta el precio futuro de la accién, estd contenida en su
precio actual, por lo que la informacién pasada es irrelevante. El modelo
con esta propiedad permite afirmar que la serie histérica de los precios de
las acciones es un proceso de Markov, con espacio parametral de tiempo
continuo y espacio de estados de variable continua. Las secciones siguientes
contienen material de [5] y [8].

2.3. Movimiento Browniano

El movimiento Browniano o proceso de Wiener es utilizado en el modelo
Black-Scholes, para la modelacion del precio de las acciones.

Sea el periodo de tiempo [0, 7] dividido en IV subintervalos [ty, tx41] con
tr, = k% para k = 0,---,N — 1y ty = T. El incremento en el k-ésimo
intervalo del proceso estocdstico {z; : 0 < t < T} oes Az, = 2, — 2,
para 0 < k < N — 1. De esta forma el movimiento Browniano se define
formalmente mediante la siguiente: Definicion. Un movimiento Browniano
es un proceso estocdstico de variable y tiempo continuo, {z; : 0 < t < T}
que cumple con la propiedad de Markov y es tal que:

1. El cambio Azy en [ty,tyy1] esta dado por:

Azg = ep /g1 — g, (2.1)

donde
Ek ~ N(O, 1).

2. Los incrementos Az, para k=1,---, N — 1 son independientes.

El comportamiento erratico de la serie historica del precio de las acciones,
permite modelarse con un movimiento Browniano. Se tienen entonces los
siguientes resultados.

Proposicion

Para el movimiento Browniano {z; : 0 <t < T} se tiene que:
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1. la variable zr — zg se puede escribir como
n
2T — 20 = Z&Z‘vAt,
i=1

en donde €1, . .., €, son independientes con distribucion normal estdndar.
2. E(zp — 2z9) = 0.
3. Var(zp —20) =T.
4. zr — z0 ~ N(0,T).

Demostracion. La primera igualdad se obtiene del hecho de que 2z —2g es
la suma de n incrementos de la variable aleatoria z; durante los n intervalos
de tiempo de longitud At = T'/n. Para la segunda igualdad tenemos que por
independencia

n

E(ZT — ZO) = E(Z El\/E) = En:\/EE(EZ) =0
i=1

i=1
Mientras que la varianza es

Var(zr — 29) ZVar ZAtVar z-:z)—ZAt:nAt:T.
i=1 i=1

De los resultados anteriores y dado que la suma de variables aleatorias inde-
pendientes normales es una variable aleatoria independiente con distribucién
normal se obtiene que zr — zp ~ N(0, 7).

Q.E.D.

2.4. Proceso generalizado de Wiener

La siguiente definicién utiliza la misma particion de [0,7T]. Definicion.
Un proceso generalizado de Wiener es un proceso estocdstico de variable,
tiempo continuo {z; : 0 <t < T}, que cumple con la propiedad de Markov y
es tal que:

1. El cambio Azy en [ty,tyy1] esta dado por:
Az, = aAt + bepV At, (2.2)
donde a,b, son constantes arbitrarias y

Ek ~ N(O, 1).
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2. Los incrementos Az, para k =0,---, N — 1 son independientes.

De acuerdo a esta definicion se modela el comportamiento de la serie
histérica de precios de una accién en el periodo de tiempo [0,77], sea x;
el precio de la accién al tiempo t, el cambio en el precio de la accién en el
periodo de tiempo [ty, {341 paratoda k =0,---, N —1es Axy = x4, | — 24,

La serie histérica de precios de una acciéon, muestra tendencias, para
modelar este comportamiento, se utiliza la media y la varianza general de la
serie, es decir i1 y o, dado que el término p representa la tendencia general de
la serie y el término o es la volatilidad de los precios con respecto a la media,
por lo que el incremento en cada intervalo k para un valor determinado de
la accidén s es:

Az, = psAt + osep VAL, (2.3)

donde g ~ N(0,1), s es el precio de la accién en t,, y tm € [tg,trt1],
esta expresion tiene la forma de un incremento del proceso generalizado de
Wiener, es la féormula general del modelo en el incremento del precio de
una accién en dicho periodo de tiempo, con la cual se realizaran diferentes
simulaciones en el siguiente capitulo.

Para la siguiente seccién, se consulté [9].

2.5. Calculo estocastico

El desarrollo del modelo del precio de los productos derivados, esta basa-
do en el cidlculo de It6, para lo cual se tiene que entender una serie de
definiciones, las cuales son las siguientes:

Definicion. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, se dice que {Fi},~,
es una filtracion en (Q, F) si es una familia creciente de o-dlgebras en F.
Es decir, Fs C F; Vs < t. El conjunto {F;},-, representa la informacion
disponible al instante t. Es posible construir una filtracién a partir de un
proceso estocéstico {X¢},~, si se toma a F; = o(X,,s < t) como las o-
algebras generadas hasta el instante .

Definicion. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, entonces el proce-
50 {Xi}i> es adaptado a {Fi},~, si Vt > 0 X; es una variable aleatoria
Fy-medible. De esta forma es posible dar otra definicién del Movimiento
Browniano con respecto a su filtracion.

Definicion. Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad y sea {X;},~, un
proceso estocdstico adaptado a una filtracion {F;},~,. Se dird que el pro-
ceso {Xi},5q €s un Fy-Movimiento Browniano si toma valores reales, con
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trayectorias continuas y ademds cumple que:

— X, es una variable aleatoria Fy-medible Vit > 0.
— Sis<t, X; — X5 es una variable independiente de F.
— Sis<t, la densidad de Xy — X, es idéntica a la de X;_s — Xp.

Definicion. Un Movimiento Browniano es estdndar si se cumple que:

2.5.1. Integral Estocastica

Sean (2, F', P) un espacio de probabilidad, { £} },, una filtracién, {W;},~
un F;-Movimiento Browniano estdndar y T € R*T. B

Definicion. Se dice que un proceso estocdstico {Hi} g adaptado a Fi
es un proceso elemental si es un proceso con la siguiente forma:

Hi(w) =Y i(w) g, 4 (1),
i

donde 0 =ty < t1 < --- < t, =T y ¢; variable aleatoria Fj,  -medible y
acotada, 1 € 1---p.

Definicion. Se define la integral estocdstica de un proceso elemental {Hy}ocpop
como el proceso: o

t* k
/0 HydWs = Z Qpi(Wti - Wti—l) + ka+1(Wtk+1 - Wtk)?
=1

i t* € (th, tpy1)-

2.5.2. Proceso de Ito

Definicion. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad con relacion a una
filtracion {Fi}i~o y {Witiso un Fi-Movimiento Browniano. Un proceso es-
tocdstico {Xi}or<p que toma valores en R es un proceso de Ito si es tal
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que,

t t
X =Xo+ / Kds +/ HydWs.
0 0

— X es Fy-medible.
— AKi}oci<r Y {Hittoci<r s0n dos procesos adaptados a Fy.
fOT |Kslds < 4o0.
— T |H,Pds < +o0.

Y ademds, la descomposicion es unica, esto es, si

! t ! t !
Xt:XO—i—/ sts—i—/ H.dW,
0 0

entonces,
X, = X,.
H, = H,.
K, = K.
Proposiciéon

Sea {Xt}g<ycr un proceso de Ito
t t
X, :X0+/ sts—l—/ H,dW,
0 0
y sea f una funcion de clase C?, entonces

F00) = £o) + [/ 060X+ 5 [ (Xa (x, ),

donde, por definicion

t
<X,X>t:/ H2ds
0

t ! t ! t !
/f(Xs)dXs:/ f(Xs)st5+/ £ (X HydW,.
0 0 0
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Fquivalentemente, si
f:(R,R)— R.

Se tiene que (t,x) — f(t,x) es una funcion de clase C12, es decir, es una
funcion dos veces diferenciable en x, una vez diferenciable en t y donde estas
derivadas son continuas en (t,xz), se tiene,

t / t /
P20 = FO.X0)+ [ fi(s. X)ds+ [ (s Xo)dX ot
1 t 1"
3 [ fhals. X4 (X.X),
Para la demostracién de este teorema consultar [6].

2.5.3. Ejemplos de la utilizacion de la féormula de Ito

Sea f(z) = 2? y Xy = W, Vt > 0, donde {W;},~, es un Movimiento
Browniano estandar.
Entonces

== Wt.
t

= /1dWS.
0

por lo tanto X; es un proceso de Ité con K; = 0y H; = 1Vt > 0. (Claramente
se cumplen las condiciones de la definicién).
Y f es una funcién de clase C?, entonces de acuerdo a la férmula de It

FOv) = 7o)+ [ F a3 [ avagww),

t
:/ H2ds
0

/f AW, — /f de+/f ) H,dW,,

donde f'(z) =22y f"(x) = 2, entonces:
t t 1 rt
WE=W§+ (/ 2W,(0)ds +/ 2Ws(1)dW8> + 5/ 2(1)ds
0 0 0
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t
:LW+/2mmm+t
0

t
= 0+/ 2WsdWy +t.
0

Entonces,
W?—t:24%nﬂm.
Se considera ahora el siguiente ejemplo si f(z) = In(z) y
St = xo + /Ot nSgds + /Ot 0SsdW,
Vt € [0,T] esta tltima expresién se puede escribir como

t
S; = xo —I-/ Ss(pds + odWs).
0

Se aplicaré la férmula de Ito, aunque f no es una funcién de clase C? en

R ya que % y —é no son continuas en 0. Este detalle no sera tomado en

cuenta, ya que la férmula funciona ain en este caso, sélo que en lugar de
considerar R se considerard en R®', por lo tanto, se supondrd que Sy > 0

f@ = -

De esta forma:

t 1 t ] 11 )
In(Sy) = ln(xo)—i-/o S—SuSsds—l—/O S_SUSSdWS+§/0 _S_SQ(JSS) ds.

Entonces Vt € [0, 7]

es una solucion de
t t
S = xo —i—/ uSst—i-/ oSsdWs.
0 0

Con la teorfa anteriormente expuesta se desarrolla el siguiente modelo
en el comportamiento del precio del subyacente y de la valuacién de los
productos derivados.
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2.5.4. Modelo del precio de los productos derivados

El precio de un producto derivado S(z,t) depende del precio del subya-
cente x y del tiempo ¢, se define ASy(x4,,,tm) = S(@4,_ s ter1) — S(@e, tr)
el cambio en el precio del producto derivado en [tx, tx11] dentro de la misma
particién de [0, 7] que se ha tomado en las secciones anteriores. Sea S(z,t)
una funcion diferenciable, con segunda derivada continua en x y primer
derivada continua en t. Sea {x; : 0 < t < T} un proceso generalizado de
Wiener, con incremento en [ty,tx41] dado por Axy = apAt + brepVAt, ay,
y by constantes, donde At = typ1 — tx. Dadas estas condiciones, se puede
modelar el incremento de {S(x¢,t) : 0 <t < T} en el intervalo [ty,try1]| de
la siguiente manera:

oS 0S 1028
ASk(wt,,,tm) = (8—x($tm7tm)ak + E(wtm,tm) + 5@(%%%)5@&5
oS
+(a(l‘tm7tm)bk)5kv At,

donde tp, € [ti, tkr1] y x1,, es el precio de la accion al tiempo tp,.
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Capitulo 3

Parametros del modelo

En el presente capitulo se realiza una simulacién de Monte Carlo para
los rendimientos de las acciones, se generan nimeros aleatorios, los cuales
son importantes para dicho proceso, los datos simulados se comparan con
los datos reales.

La serie histérica de precios de una accién involucra dos parametros, u y
o. El parametro u es la tasa de rendimiento que va ganando un inversionista
por ano. Muchos inversionistas requieren tasas de rendimiento altas para
inducir a tomar altos riesgos. Esto depende de las tasas de interés en la
economia. El parametro o es la volatilidad de los precios de una accién, es
un valor importante para la determinaciéon del valor de muchos derivados.
Los procedimientos para la estimacién de o serd analizado en este capitulo,
generalmente los valores de o para una accién estan en el rango del 20 al
40 %.

3.1. Simulaciéon de Monte Carlo

Una simulaciéon de Monte Carlo, es un procedimiento que permite prede-
cir el comportamiento de un proceso estocdstico, se realizard una simulacién
para el rendimiento de las acciones. Sean P;, R; el precio y el rendimien-
to de una accién al tiempo ¢ respectivamente, los rendimientos se calculan
mediante la siguiente férmula:

Ry=In—". (3.1)

Los precios del IPC del 04/01/2006 al 18/01/2006 que fueron tomados
de [19] donde Py = 13237 es el precio del IPC el 03/01/2006, por lo que la
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ecuacion (3.1) se aplica iterativamente a los precios siguientes, los rendimien-
tos son mostrados en la siguiente tabla:

‘ Tiempo H Fecha H Precio IPC H Rendimientos ‘

1 04/01,/2006 13014 -0.016990
2 05/01,/2006 12839 -0.013538
3 06,/01,/2006 12914 0.005825
4 07/01,/2006 12699 -0.016789
5 10/01,/2006 12667 -0.002523
6 11/01/2006 12453 ~0.017039
7 12/01,/2006 12529 0.006084
8 13/01,/2006 12652 0.009769
9 14/01,/2006 12836 0.018326
10 17/01,/2006 12964 0.006035
11 18/01/2006 13190 0.017283

La simulacién de Monte Carlo, se realiza aplicando la ecuacién (2.3), para
un valor k£ particular dentro del periodo de tiempo [0,77], se definen las
igualdades siguientes Axy = ARy, us = pRy_1, 0s = o Ry _1.

ARy = pRy 1At + o Ry 1V AL (32)

Donde p es la media, o es la volatilidad de la serie histérica de precios de
una acciéon y R; es el rendimiento en un tiempo ¢ en el periodo particular
[tk L]

Utilizando el programa de eviews generamos una lista de niimeros aleato-
rios con distribuciéon Normal (0,1), es decir, de media cero y desviacién
estandar 1, aplicando la férmula (3.2) que en este caso el valor de p =
—0-000501 y o = 0-009665, se obtienen los valores simulados de los rendimien-
tos en la siguiente tabla, donde el primer rendimiento real, del 04/01/2006
es -0.016990, el primer incremento simulado es -0.00000868, de esta forma
continuamos con nuestra simulacion hasta obtener el ultimo valor con fecha

18/01/2006.
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Tiempo Numero || Incremento || Rendimiento

aleatorio || pronéstico Simulado
04/01/2006 0.03 -0.016990
05/01,/2006 0.72 -0.00000868 -0.016999
06/01,/2006 0.54 -0.00000802 -0.017007
07/01/2006 0.86 -0.00001467 -0.017022
10/01,/2006 0.68 -0.00001299 -0.017035
11/01,/2006 0.60 -0.00001247 -0.017047
12/01/2006 0.03 -0.00000053 -0.017048
13/01,/2006 0.84 -0.00002019 -0.017068
14/01,/2006 0.29 -0.00000732 -0.017075
17/01/2006 0.19 -0.00000501 -0.017080
18/01/2006 0.41 -0.00001141 -0.017092

De esta tabla se analizan los rendimientos simulados del IPC y se com-
paran con los datos reales, siendo el dato del 11/01/2006 el mas préximo al
rendimiento real de esa fecha.

3.2. El logaritmo del precio de las acciones

El logaritmo de la serie histérica de precios de una accién a lo largo
del periodo de tiempo [0,7] dado por {Ins; : 0 < ¢ < T}, es un proceso es-
tocéastico de variable y tiempo continuo. La diferencia de los logaritmos del
precio final y el precio inicial dado por Asy = InSy — InSy en [0,77], se
puede modelar mediante la siguiente distribucién:

w+oeVT. (3.3)
e~ N(0,1).

Donde u, o son respectivamente la media y la varianza de la serie histori-
ca de precios de una determinada accion.

Aplicando esperanza y varianza a (3.3) resulta una distribucién normal
con media p y varianza o7.

3.2.1. Propiedad lognormal del precio de las acciones

Una variable tiene distribucion lognormal si el logaritmo natural de la
variable esta distribuido normalmente. De la ecuacién (3.3) la diferencia de
los logaritmos del precio final y el precio inicial estd distribuido normalmente
asi que:

In Sy —In Sy ~ N(u,o?T).
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Aplicando una de las propiedades de la distribucién normal se tiene:
In St ~ N(In Sy + p,oT). (3.4)

Esta ecuacién muestra que In St esta distribuido normalmente, por lo que
St tiene una distribucién lognormal. Ello implica que el precio de la accién
al tiempo T, dado el precio inicial, esta distribuido lognormal.

Ejemplo

Se considera una accién con un precio inicial de $40, una tasa de rendimien-
to esperada del 16 % y una volatilidad del 20 % por ano. De la ecuacién (3.4)
la distribucion de probabilidad del logaritmo del precio de la accién al tiempo
T, InSt, en el tiempo de seis meses estd dado por:

In S7 ~ N(3-848,0-02).

El valor en tablas para el intervalo de confianza del 95 % para esta distribu-
cién es de 1.96. Por lo tanto, con 95% de confianza se tiene:

32-55 < St < 56-56.

Entonces hay un 95 % de probabilidad de que el precio de la accién en seis
meses se encontrard entre 32.55 y 56.56.

Existen diferentes especificaciones para el valor esperado de St, una
férmula de [17], estd dada por:

E[ST] = S()e“T.
Y la varianza de St

Var[Sr] = S3e% T [e”*T —1].

Ejemplo

Se considera una accién donde el precio actual es de $20, la tasa de
rendimiento esperada es de 20 % y la volatilidad del 40 % por ano. El precio
de la accién esperada en un ano es

E[S7] = 20e%?% = $24-43.
La varianza del precio de la accién en un ano es

Var[St] = $103-54.
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3.3. Volatilidad

Los modelos GARCH, son utilizados para encontrar la volatilidad de
la serie histérica de precios de una accién, los cuales son procesos autorre-
gresivos generalizados con heterocedasticidad condicional, es decir, modelos
que suponen que la varianza cambia a través del tiempo, existen diferentes
especificaciones. A continuacién se describe con detalle el modelo conocido
como GARCH (1,1) de acuerdo a [17].

Modelo GARCH (1,1)

Este modelo estima la varianza condicional (volatilidad), en funcién del
cuadrado de los errores rezagados un periodo y de la varianza condicional del
periodo anterior (término autorregresivo). El modelo se define como sigue:

0} = a+aiely + prop . (3.5)
Donde ¢ = Ry — p y Ry son los rendimientos anteriormente especificados.
Para que el modelo sea estacionario, es decir, que converja a la media de
la serie histérica, se requiere que los pardmetros cumplan con las siguientes
restricciones:

a>0,a1>0,60 >0,010+ 061 <1

Donde a la suma a1 + 1 se le conoce como coeficiente de la volatilidad.
Mientras mayor es la suma, mayor es la volatilidad. El coeficiente a contiene
la informacién de la volatilidad de largo plazo. Si se supone que en el largo
plazo:

2 2 2 2 2
0" =0, =0;,_1=¢€_1= (Re—1 — p)*,

la ecuacién (3.5) equivale a:

2 «
7= 1 —(oq + B1)

La estimacion en Excel utilizando el modelo GARCH, se inicia con t=1,
los rendimientos han sido calculados anteriormente, para la varianza, nues-

tra férmula es la siguiente 07 = o + aje? | + B0’ iniciando con 0% =
€2 = (Ry — p)? el primer rendimiento menos la media al cuadrado. Los

datos los podemos observar en la siguiente tabla donde la volatilidad para
el 18/01/2005 es de 0.000105. La estimacién de los parametros en eviews es
la siguiente:
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Variable Dependiente: IPC, Método: ML - GARCH, Observaciones: 11,
Parametros: a= 0.0000181. a;= 0.094421. B;= 0.691219. En esta tabla se

analizan los diferentes valores para o de la serie histérica de los rendimientos
del IPC.

Tiempo Rendimiento Ry —p o?
04/01/2005 -0.016990 -0.017491 || 0.000306
05/01/2005 -0.013538 -0.014039 || 0.000258
06/01/2005 0.005825 0.005324 || 0.000215
07/01/2005 -0.016789 -0.017290 || 0.000170
10/01,/2005 -0.002523 -0.003024 || 0.000164
11/01,/2005 -0.017039 -0.017540 || 0.000132
12/01/2005 0.006084 0.005583 || 0.000138
13/01/2005 0.009769 0.009268 || 0.000117
14/01/2005 0.018326 0.017825 || 0.000107
17/01,/2005 0.006035 0.005534 || 0.000122
18/01/2005 0.017283 0.016782 || 0.000105

42



Capitulo 4

Ecuacion Black-Scholes

La ecuacion diferencial Black-Scholes es importante en la teoria de la
valuacién de opciones, en este capitulo se utiliza el modelo del incremento
en el precio de los productos derivados, que con una elecciéon de un portafo-
lio apropiado permite eliminar el elemento estocastico, con ello se tiene una
mayor certeza en las operaciones financieras, ademas se deducen las formulas
para obtener el precio de las opciones europeas al tiempo inicial en un con-
trato financiero, de activos subyacentes que no pagan dividendos, finalmente
se analizan distintos parametros de riesgo usados en la comercializacién de
los productos financieros, estos temas fueron consultados de [9].

4.1. Ecuacion diferencial Black-Scholes

Para el modelo Black-Scholes, el movimiento browniano es el modelo
bésico asociado al comportamiento del precio de las acciones. En esta seccién
vamos a deducir la ecuacién diferencial en derivadas parciales que desde su
descubrimiento en 1973 ha sido denominada la ecuacién diferencial Black-
Scholes.

Utilizando la misma particién de [0,7], sea s el precio de la accién al
tiempo t,, donde t,, € [tk,tx+1] con algin valor particular de k.

El incremento en el precio de la accién Axy, en [t,tr41] de acuerdo a
(2.3) es:

Az = usAt + osepVAL.

El precio de un derivado financiero que se denota por S(x,t) y utilizando el
modelo del incremento del precio de los productos derivados, con ai = us,
br = os, se utilizan estas constantes, ya que permiten establecer la tendencia
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y la volatilidad de la serie histérica de precios de una accion, el incremento
en el precio del derivado en [ty, tx11] es:

oS oS 19%S
ASi(s,tm) = (E(s, tm ) 1S + E(s, tm) + §w(s, tm)o?s®) At
—|—(%(s,tm)as)€kv At.

En donde Azy y ASj son los cambios en el precio de la accién y del derivado
respectivamente, en un incremento del tiempo igual a At.

Un portafolio de inversiéon es una combinacién de activos financieros
poseidos por una misma persona fisica o moral. Es diversificado cuando en
el conjunto de activos se combinan acciones, derivados, modalidades de pago
y riesgos diferentes.

El elemento estocastico € en las ecuaciones anteriores es el mismo, por
lo que tenemos que elegir un portafolio de activos subyacentes y derivados,
de tal forma que sea eliminado, se propone que tiene que estar compuesto
de:

as

+——(s,tm) : activos subyacentes.

ox

—1 : derivado.

La posicién del portafolio es suscribir un derivado y comprar un monto
de +%(s,tm):activos subyacentes. Se define II como el precio inicial del

portafolio:
oS
IT=—-S5(s,tm) + =—(8,tm)s. (4.1)
Oz

El cambio Al en el precio del portafolio en At es:

ATl = —ASk(s,tm) + %(S,tm)Al‘k. (4.2)
Sustituyendo ASk, Az, en (4.2) se obtiene:
a8 1028
ATl = | === (8,tm) — 52— (s, tm)0”s” | At. 4,
( T (8,tm) anQ(S,t Jo s) t (4.3)

Esta ecuacién no involucra ey, el portalio tiene menos riesgo durante el in-
cremento de tiempo At, debe de tener la misma tasa que otros instrumentos
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libres de riesgo, adema&s no existe la posibilidad de arbitraje en el mercado,
por lo que:
AIT = rIIA¢t.

donde r es la tasa libre de riesgo. Sustituyendo (4.1), (4.3) en la ecuacién
anterior se tiene:

oS 10%8 9 9 oS
<_E(S7tM) - §W(s,tm)a s )At =r(=5(s,tm) + 8—x(8,tm)s)At.
realizando las operaciones:
aS aS 1 5 ,0%8 B
5 (s,tm) + s e (Sytm) + 50 5 53 (s, tm) =1S(8,tm). (4.4)

Donde s es el precio de la accién en el tiempo t,,, de esta manera se tiene
la ecuacion diferencial Black-Scholes.

Ejemplo

Un contrato forward sobre una accién que no paga dividendos, es un
derivado que depende de la accién y del tiempo, tal que debe satisfacer la
ecuacién (4.4). El precio del contrato forward S(z,t), estd dado en términos
del precio de la accién z, en el tiempo t € [0,7] por:

S(z,t) =ax— Ke "I,

en donde K es el precio de ejercicio. Se aplican derivadas parciales a la
funcién S(x,t) en el punto (s,tm):

oS

E(S,tm) = 1.

0?8

@(S,tm) = 0.

oS
E(&tm) = _rKe_T(T_tm)'

Sustituyendo estos resultados de acuerdo a la ecuaciéon (4.4) obtenemos:
—rKe " T=tm) 4 pg = 1S(s,tm).

Lo cual implica:
S(s,ty) =5 — Ke "T—tm),

Donde s es el precio de la accién en el tiempo t,,. Por lo que este derivado
satisface las condiciones de la ecuacién diferencial de Black-Scholes.
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4.2. Los precios de los derivados

Cualquier funcién S(z,t) que es solucién de la ecuacién diferencial (4.4),
es el precio tedrico de un derivado que es negociado. Un derivado con esta
propiedad, no debe crear oportunidad de arbitraje. A la inversa, si una
funcién no satisface la ecuacién diferencial (4.4), no puede ser el precio
de un derivado sin crear oportunidades de arbitraje para los negociadores.
Para ilustrar este punto, consideremos primero la funcién exponencial. Esta
no satisface la ecuacién diferencial (4.4). Por lo tanto no es funcién de un
derivado. Como otro ejemplo, consideremos la siguiente funcién, donde e es
la constante exponencial:

e(0?=2r)(T—1)
x

esta ecuacion satisface la ecuacion diferencial (4.4) es, en teoria, el precio de
una negociacién segura. Es el precio de un derivado que paga % al tiempo
T.

Una propiedad de la ecuacion diferencial Black-Scholes es que la ecuacion
no involucra ninguna variable que es afectada por las preferencias de riesgo
de los inversionistas. Las variables que aparecen en la ecuacién, son:

a. El precio de la accién.
b. El tiempo.
c. La tasa de interés libre de riesgo.

Estas variables son independientes de las preferencias de riesgo del in-
versionista. La ecuacién diferencial Black-Scholes no seria independiente a
ello si involucrara la tasa de rendimiento esperada de la accién, p. Esto es,
porque el valor de p hace elegir a los inversionistas, por ejemplo, la tasa mas
alta en el mercado, de esta manera, si se tienen diferentes valores esperados
para los rendimientos de las acciones, se haria una elecciéon en la opciones,
entre los diferentes negociadores del mercado financiero.

4.2.1. Aplicacion de un contrato forward sobre una accion

Se considera un contrato forward, las tasas de interés son constantes e
iguales a r, el tiempo de vencimiento T, con precio de ejercicio K. El precio
del contrato al tiempo de vencimiento es ST — K. Donde St es el precio de
la accién al tiempo T, sea s el precio de la accién en un momento dado ¢,,.
El precio del contrato forward al tiempo t,, < T es el valor esperado del
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contrato al tiempo T', evaluado en t,,, con la tasa de interés libre de riesgo.
Se denota el valor del contrato forward al tiempo ¢, por S(s,tn):

S(s,ty) = e "It E[Sy — K].
K es una constante, la ecuacién anterior resulta:
S(s,ty) = e "It B[Sy] — Ke (T —tm),

El valor esperado del precio de la accién s al vencimiento 7', sin oportunidad
de arbitraje en el mercado financiero es:

E[S7] = serT—tm),
Aplicando este resultado tenemos:
S(s,ty) =5 — Ke "T—tm),

Esta ecuacion satisface la ecuacion diferencial Black-Scholes.
En la siguiente seccion se deducira el precio de las opciones europeas.

4.3. Resultado clave

El valor esperado de una opcién call europea al tiempo de vencimiento
T es:
E[méx (St — K,0)].

Con los supuestos siguientes:
1. No paga dividendos.

2. Tiempo de maduracién 7.

Precio de ejercicio K.

-~ W

Tasa libre de riesgo r.

5. Precio actual de la accién Sjy.

6. Precio de la accion en la fecha de vencimiento St.
7. Volatilidad o.

El siguiente resultado es fundamental para deducir las formulas de las op-
ciones europeas, de acuerdo al capitulo tercero St esta distribuido lognor-
mal, con desviacién estandar de In St igual a oVT.
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Proposiciéon

St St estd distribuido lognormal con desviacion estandar del In St igual
a o7, con K una constante, entonces:

Elmix(Sy — K,0)] = E(St)N(dy) — KN(dy).

donde
a0 — In[E(ST)/K] + 02T /2
oT '
dy — In[E(ST)/K] — 02T/2'

oVT

Demostracion. Se define g(v) como la funcién de densidad de probabilidad
de St. Lo cual implica:

E[méx (Sr — K,0)] = /K " (Sr — K)g(v)dv. (4.5)

La variable In Sy esté distribuida normal con desviacién estandar o+/T. De
las propiedades de la distribucién lognormal la media de In St es m donde:

m = In[E(S7)] — o*T/2.

Definimos una nueva variable:
In St —m
ovT

Esta variable estd distribuida normal con media cero y desviacién estandar
de 1. Denotamos la funcién de densidad para @ por h(Q) asi que:

Q= (4.6)

hQ) = jﬁ—@/z

De la ecuacién (4.6) para convertir la expresién del lado derecho de la
ecuacién (4.5) de una integral sobre v a una integral sobre () obtenemos:

Elméx (S — K,0)] = / - QYT _ K 1(Q)dQ.
(In K—m)/oV/T
o o
E ‘x (S —K,O :/ QUﬁerh d
[méx (St )l 10 K fos T (Q)dQ
-K h(Q)dQ. 4.7
(In K—m)/oVT (Q) Q ( )
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Ahora
eQUﬁ"'mh(Q) = L e(—Q*+2QoVT+2m)/2

V2T
1
= e
v 2T
em+o’T/2 [
= ———e¢

Var
_ €m+02T/2h(Q _ J\/T)

—(Q—0VT)24+2m+03T]/2

—(Q—-oVT)?]/2

Lo cual implica

E[max (Sp — K,0)] = e™t7°7/2 / h(Q — oVT)dQ
(In K—m)/ovVT

[e.e]
-K h(Q)dQ. 4.8
1 K)o/ T (Q)dQ (4.8)
Se define N(x) la probabilidad de que una variable con media de cero y
desviacién estandar de 1, es menor que x. El primer integrando de (4.8) es

1—N[mf7;m—a\/f]

N[%\}%K—Faﬁ].

Sustituyendo m en la ecuacién anterior da

N ln[E(ST)J/f/(]T—I— o?T/2 _ N(dy).

Similarmente el segundo integrando en la ecuacién (4.8) es N (dz). La ecuacién
(4.8) resulta:

E[méax (Sr — K,0)] = ™7 72N (dy) — K N(dy).

Ya que
m = In[E(St)] — o*T/2.

Despejando E(St):
E(Sp) = em T2,
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Tenemos

Elméx (Sy — K,0)] = E(Sy)N(dy) — KN(ds).

donde
iy — In[E(ST)/K] + o*T /2
= T )
iy — In[E(Sr)/K] - JQT/Q'

oVT
Q.E.D.

4.4. Las féormulas para las opciones europeas call
y put

El precio de la opcién call europea Ce, es su valor esperado evaluado en
el tiempo presente, con la tasa de interés libre de riesgo, es decir:

Ce = e " E[max (Sp — K,0)]. (4.9)
Aplicando el resultado clave a la ecuacién (4.9) se tiene:
Ce= e "T[E(ST)N(d1) — KN(ds)].

Uno de los supuestos fuertes del modelo Black-Scholes es que no existe la
oportunidad de arbritraje por lo que el valor esperado de St es E(St) =
Soe™™. Con los supuestos mencionados anteriormente, se tiene la férmula
para el precio de una opcién call tipo europea, al tiempo inicial ¢t = 0:

Ce = SoN(dy) — Ke "' N(dy). (4.10)

Donde d; y ds son iguales a:

In (So/K) + (r + 02/2)T
oV/T '
In(So/K) + (r—o*/2T |
g\/T = d1 U\/T.

d =

dy =

De acuerdo a la paridad Put-Call vista en el capitulo 1:

Ce+ Ke ™' = Pe + S,.
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El valor del Pe resulta:
Pe=Ke™ — Sy + SyN(dy) — Ke "' N(dy).
Simplificando esta expresion se puede escribir como:
Pe=Ke "I N(—dy) — SoN(—dy). (4.11)

Esta es la férmula para determinar el precio de la opcién put europea.

4.5. Propiedades de las formulas de las opciones
europeas

Las férmulas Black-Scholes para el precio de las opciones call y put tipo
europeas, con una accién que no paga dividendos, al tiempo presente son:
Ce = SyN(dy) — Ke ™" N(ds). (4.12)
Y
Pe=Ke "I N(—dy) — SoN(—d,). (4.13)
Donde
In(Sy/K)+ (r+02/2)T
oT '

iy — ln(So/K)U—i—\/(%—ﬁ/Q)T:dl_Uﬁ.

d =

Para ver que las ecuaciones (4.12) y (4.13) tienen propiedades consistentes
bajo las condiciones mencionadas, veamos que sucede para dy y ds cuando
T — 0. Si Sy es mayor que K, ambas tienden a +oo asi que N (d;)=N(d2)=1
y N(—dy) = N(—dz) = 0. Esto significa que las ecuaciones (4.12) y (4.13)
dan como resultado lo siguiente:

Ce = S() - K.

Pe = 0.

Si Sy es menor que K, ambas d; y dy tienden a —oo cuando T' — 0 asi que
N(dy) = N(d2) =0y N(—dy) = N(—dz) = 1. Esto significa que las ecua-
ciones (4.12) y (4.13) dan como resultado:

Pe = K- S().

Ce = 0.
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Cuando o tiende a cero, dy y ds tienden a +oo asi que N(dy), N(dz) tienden
a uno y la ecuacién (4.12) da como resultado:

Ce = S(] - KeirT.

Las ecuaciones de las opciones europeas satisfacen la ecuacién diferencial
Black-Scholes. El precio de un call europeo es funciéon de x, es decir, del
precio de la accién y del tiempo ¢, en este caso se evaltia en el tiempo inicial,
es decir ¢t = 0. Se denota la férmula del call europeo como S(x,t) tal que
depende de z,t de la siguiente manera:

S(z,t) = Ce=aN(dy) — Ke " TV N(dy).

Se aplican las derivadas parciales de (4.4) a esta funcién S(z,t) en el punto
(¢, tm):
oS

a(iftmatm) = —rKe_r(T_tm)N(dg)
oS

08 (W tm) = N(h)

028

w(%tm,tm) = 0

Sustituyendo estos resultados de acuerdo a la ecuacién (4.4) obtenemos:
—rKe "IN (dy) + rsN(dy) = rS(zy, , tm).
Lo cual implica:
S(z4,, ,tm) = sN(dy) — Ke "It N (dy).

Con s el precio de la accién en el tiempo t,, y dado que se estd evaluando
en el tiempo inicial, es decir ¢, = 0, se tiene que s = Sy el precio inicial de
la accién, por lo que:

C’e = S()N(dl) - KeirTN(dg).

De esta manera, la férmula de un call europeo satisface la ecuacién diferencial
Black-Scholes. Ahora se analiza el put europeo, que es funcién de x el precio
de la accion y del tiempo ¢, evaluado en el tiempo inicial ¢ = 0. Escrito en
forma andloga al de un call europeo se tiene:

S(z,t) = Pe = Ke "TON(—dy) — 2N (—dy).

52



Se aplican derivadas parciales a la funcién S(x,t) en el punto (zy,, ,tm):

%
ot
oS
O s tm) = ~N(d)
s
0z2

(24, ,tm) = rKe T I N(—dy)

(.I‘tm s tm) = 0.

Sustituyendo estos resultados de acuerdo a la ecuacién (4.4) obtenemos:
rEN(—dy)e " T=tm) — psN(—dy) = rS(2,, , tm).
Lo cual implica:
S(xy,  tm) = Ke "IN (—dy) — sN(—dy).

Con s el precio de la accién en el tiempo t,, y dado que se estd evaluando
en el tiempo inicial, es decir t,, = 0, implica s = Sy el precio de la accién en
el tiempo inicial, por lo que:

Pe=Ke "I N(—dy) — SoN(—dy).

De esta manera, el valor de un put europeo satisface la ecuacién diferencial
Black-Scholes. Se considera el siguiente ejemplo.

4.5.1. Ejemplo

Se considera la situacién donde el precio actual de la accién es de $42,
con seis meses de expiracién, el precio de ejercicio de la opcién es de $40,
la tasa de interés libre de riesgo es de 10 % por afno y la volatilidad de 20 %
por ano. Esto significa que:

1. Sp = 42.
2. K = 40.
3. r=01
4. 0 =02
5. T=05
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Aplicando las ecuaciones

Ce = SoN(dy) — Ke "' N(dy).

Pe=Ke "I N(—dy) — SoN(—d,).
Donde
In (So/K) + (r 4+ 0%/2)T
oVT '

4y — ln(So/K)U—i—\/(;—ﬁ/Q)T:dl_Uﬁ.

d =

Tenemos que el valor del call es: Ce = 4-7594 y el valor del Pe = 0-8086.
Para la siguiente secci6n se consulté [14].

4.6. Parametros de riesgo

Para analizar como es afectado el precio de la opciéon por movimientos
pequetios en las variables (bien subyacente, volatilidad, tiempo y la tasa de
interés), se definen ciertos pardmetros que miden la sensibilidad del precio
de la opcién a cambios en las variables. Son muy ttiles en el cubrimiento
de posiciones en opciones, cada pardmetro recibe un nombre especial, es
preciso recordar que el precio que se obtuvo, se deriva de un portafolio
libre de riesgo sdlo durante un tiempo, por lo que se podria pensar inutil
el saber estos parametros, pues el precio es indiferente a movimientos en
esas variables, pero esto no es asi, el precio es afectado por cambios en el
mercado. De ahi que es necesario contar con herramientas para medir estas
sensibilidades, prever riesgos y saber cubrirlos.

4.6.1. Delta
Se conoce como delta ¢, a la derivada de la funcién de precios de la

opcidn respecto al subyacente. Para el call europeo, delta es entonces:

or

Este valor mide la sensibilidad del precio de la opcion con respecto a cambios
en el precio del bien subyacente, en este caso de la accién, es la cantidad
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necesaria de acciones que se deben poseer para cubrir la posicién en la
opcion.
Un portafolio constituido por:

1. -1 opcién (estar corto en la opcidén).
2. +4 acciones (estar largo en la accién).

Es un portafolio libre de riesgo por un instante, es decir, es indiferente a
cambios en el subyacente pues las pérdidas (ganancias) en la posicién de la
opcién, se cancelan con las ganancias (pérdidas) en la posicién de la accidon.

En la grafica siguiente se observa el precio de un call en funcién del
precio de la accién, su pendiente es siempre creciente y positiva, la delta es
la pendiente de la recta tangente.

Precio de la
opcién call

Pendiente 01
Cp b, '

S1

Precio de
la accién

Por ejemplo, al precio 57 le corresponde un precio C que es el correcto para
evitar oportunidades de arbitraje y que se deriva de un portafolio cubierto
con una delta de d7.

Si el precio de la acciéon cambia, el precio de la opcién también, por lo
tanto, la delta de la opcion. Como el tiempo transcurre la delta cambia,
es decir, se ve la necesidad de cambiar la cobertura en el portafolio para
que siga libre de riesgo. Es el principio de cobertura dindmica, de ahi la
importancia de este parametro. Delta es la funcién de distribucién de una
normal estandar valuada en dq, la cual es intuitivamente la probabilidad de
ejercicio de la opcién.

Por ejemplo, en un call, si esta dentro de dinero, S es grande respecto
al precio de ejercicio K y por lo tanto d; es grande. En este caso la normal
valuada en d es cercana a 1, la opcion se ejercerd seguramente. Al contrario,
si el call estd fuera de dinero d; se vuelve negativo (pues el logaritmo de un
nimero menor que 1 es negativo) y la distribucién valuada asi seréd cercana
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a cero, la opcién no se ejercera. Si la opcién estd en dinero delta estd cerca
a 0.5, es decir, hay una incertidumbre total si se ejercerd o no. Delta es
una funcién de la distribucién normal, no es dificil ver que la gréfica es la
siguiente:

Delta

Precio de la accién

Por la caracteristica puntual de delta surge de manera natural otro
parametro, que mida la sensibilidad de delta respecto a los cambios en el
subyacente. Es importante saber, una vez que se calcula la delta y se ha
cubierto la posicion, durante cuanto tiempo estamos cubiertos.

4.6.2. Gama
El pardmetro Gama se define como:

1 —(S—w?
Nt
g

Donde p = K el precio de ejercicio, o es la varianza y S es el precio de la
accion.

Este parametro mide la sensibilidad de delta a cambios en el precio del
bien subyacente. Si gama es grande se ajustara el delta frecuentemente,
mientras si es pequeno casi no habra necesidad de ajustar la cobertura 9.
En la gréafica siguiente, Gama puede verse como la medida de curvatura de
la funcién de precios de la opcion.

I'(S) =
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Precio de la
opcién call

Cs /
Cot Voo S

Cq

S1 Sa

Precio de
la accién

Para S se tiene un precio C'1 y su correspondiente delta que lo cubre durante
ese instante. Si el precio de S se mueve a S5 se tiene un precio correcto de Cy
y otra delta, pero si no ha cambiado la delta, entonces en S5 se sigue usando
una delta que corresponde a la pendiente de la recta tangente en Sj. Entre
C5 y Cy hay una diferencia que se traduce en un error de cobertura. Este
error es mas grande mientras mayor sea la curvatura, si la curvatura es muy
grande un pequenio cambio en S (cambio que se efectuarda en un pequeno
intervalo de tiempo) provocard un error muy grande en la cobertura. Por eso
también se le conoce como una medida de curvatura. Asi, mientras mayor
sea la curvatura o la gama, la delta debe ser ajustada mas frecuentemente
para asegurar la neutralidad del portafolio.

Gama es muy alto cuando la incertidumbre sobre si se ejercerda o no la
accién es total, es decir, cuando S esta cerca de K (si la opcién esta at
the money) y serd baja cuando la opcién este out of the money o in the
money. Esto es, mientras mas cerca este S del precio de ejercicio, cualquier
movimiento en S cambia las probabilidades de ejercer, (cambia facilmente
de out of the money a in the money por lo que el cambio en delta debe ser
drastico. Delta es muy sensible a cambios del precio de la accién cuando este
se mueve alrededor del precio de ejercicio.

La gréafica de gama puede verse facilmente que tiene la forma de una
funcién de probabilidad normal casi centrada en K, la delta es muy sensible
alrededor de K, es decir, gama alta y casi no cambia cuando S estd lejos de
K, lo cual se observa en la gréfica siguiente:
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Gama

Precio de la accién

4.6.3. Omega

Este parametro se define como:
Q=5VT —t.

De esta formula se deduce que el factor més importante, es el tiempo restante
al vencimiento. Omega es proporcional a la raiz cuadrada del tiempo. Por
lo que una opcién a largo plazo debe tener una omega maés alta que otra a
corto plazo.

4.6.4. Theta

El pardmetro Theta para un call europeo se define como:

0= %Ce = —rK[N(dy)]e "1,

Y para un put europeo como:

0= %Pe = rK[N(—dy)]e "7,

El parametro Theta mide la sensibilidad de la opcién al paso del tiempo, la

opcién pierde valor pues los beneficios se van haciendo menos conforme se
acerca la fecha de ejercicio.

4.6.5. Rho

Esta se define para un call europeo como:

p= 8306 = K[T — t]N(dp)e "1,
"
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Y para un put europeo como:

0
p=—Pe=—K[T —t]N(—dy)e "7,
or
Con este parametro se puede saber como es afectado el precio de una opcién
por cambios en la tasa libre de riesgo del mercado.

4.7. Aplicacion

Se tiene un contrato financiero de un call europeo sobre el IPC, el niimero
de unidades actualmente es de 12400, con seis meses de expiracion, el precio
de ejercicio de la opcién es de 12453 unidades, la tasa de interés libre de
riesgo es de 10 % por ano y la volatilidad del 15 % por ano. Esto significa
que:

1. 5o = 12400.
2. K =12453.
3. r=0-10.

4. 0 =0-15.

5. T =0-5.

El contrato financiero para el IPC es de 10 pesos por cada punto, el valor
del contrato esta en funcién del nimero de puntos que tenga el IPC en esos
momentos. Las primas se cotizan en puntos del IPC, por lo tanto, para saber
su valor monetario final hay que multiplicar por 10 pesos. De esta forma el
precio de este contrato es de $124000. Se calcula el valor del call europeo
utilizando las formulas Black-Scholes lo cual resulta C'e = 836-78, la prima
importa $8367.8. Si el nimero de puntos es menor a las 12453 unidades no
ejercemos la opcién perdiendo nuestra inversién de $8367.8. Por lo contrario,
si el nimero de unidades sube mas de 13236, conviene ejercer. Por ejemplo,
si sube a 13900 unidades, restamos la inversién inicial de $8367.8 para pagar
la opcién, se obtendria una ganancia total de $6632.2. En la gréfica siguiente
se observa como se comporta nuestra ganancia total respecto al nimero de
unidades al final de los seis meses.
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Ganancia total

$66322 e e .
12453 13236 13900 Ntmero
de unidades
-$6632.2

Si el numero de unidades es menor de 12453 se pierden los $8367.8, de
12453 a 13236 también se pierde, pues la ganancia en la venta del contrato
no compensa el pago de la opcion, si el nimero de unidades es mayor a
13900 se obtiene una ganancia, la cual es mostrada en la grafica. Para el
que vende la opcién call europea del IPC, es decir, la contraparte, en este
ejemplo, la funcién de ganancias a un precio de ejercicio de 12453 unidades
es la siguiente:

Ganancia total

$6632.2
$0 : : : I !
12453 13236 13900 Nwmero
: de unidades
—$66322 A

Ahora se analizan los pardmetros de riesgo de este portafolio de inversion,
empezando por delta:

0= 206 = N(dy) =0-7.
ox

Su grafica es la siguiente:
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Delta

0 12400 K
Numero de unidades

En este contrato, dado el valor del precio de ejercicio y del ntmero de
unidades del IPC en esos momentos, la normal valuada en d; es de 0.7
valor cercano a 1, por lo que la opcién es probable que se realize.

El parametro gama depende de que tan proximo este el nitmero de
unidades con respecto al precio de ejercicio, en este contrato, se realiza la
grafica de la distribucién normal, con media igual al precio de ejercicio y
varianza equivalente a la especificada en el contrato, el valor de gama es de
2.658 es un valor alto dentro de los valores que toma esta funcién, lo cual
indica que es probable que se realize la opcion.

Gama

12453
Numero de unidades

Se calculan los pardmetros omega, theta y rho en el tiempo inicial, estos
valores cambiaran de acuerdo a modificaciones en la tasa de interés, nimero
de unidades y el tiempo. En este ejemplo iguales a:

Q = 8768.
© = —T66.
p = 3833.
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Para el caso de un put europeo se analiza el ejemplo siguiente:
Ejemplo. Se tiene un contrato financiero de un put europeo sobre el IPC,
con los mismos parametros del ejemplo anterior:

1.
2.
3.
4.
d.

So = 12400.
K = 12453.
r = 0-10.
o = 0-15.
T = 0-5.

Se calcula el valor del put europeo utilizando las férmulas Black-Scholes
lo cual resulta Pe = 282-44, la prima importa $2824.4. Si el nimero de
unidades no pasa de 12117 no se ejerce la opciéon perdiendo la prima de
$2824.4. En otro caso, si el nimero de unidades queda en 11700, se vende
la opcién a la contraparte al precio de $124000 por lo que se obtiene una
ganancia de $4175.6.

Si el nimero de unidades sube méas de 12400 unidades no se ejerce. En
la gréfica siguiente se muestra la relacién de las ganancias sobre la opcién

put.

Ganancia total

Numero de
unidades

-$4175.6 1

Para el que vende la opcién put, es decir, la contraparte, en este ejemplo,
la funcién de ganancias por vender una opcién put sobre el IPC a un precio
de contrato de $124000 es la siguiente:
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Ganancia total

$4175.6 T X
50 | e
12117 12400 . Numero
_$4175 6 T 3 de unidades

Se realiza el analisis de riesgo para este contrato, el pardmetro gama depende
de que tan préximo este el nimero de unidades con respecto al precio de
ejercicio, se realiza la grafica de la distribucién normal, con media igual al
precio de ejercicio y varianza equivalente a la especificada en el contrato, el
valor de gama es de 2.658 es un valor alto dentro de los valores que toma
esta funcion, lo cual indica que en este caso del put europeo, es una situacion
riesgosa, por los posibles valores que puede tomar el IPC, al estar préximos
al precio de ejercicio.

Gama

12453
Numero de unidades

Se calculan los pardmetros omega, theta y rho en el tiempo inicial, estos
valores cambiaran de acuerdo a modificaciones en la tasa de interés, nimero
de unidades y el tiempo. En este ejemplo iguales a

Q = 3111
0 = -48.
p = —2088.
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Conclusion

La presente tesis traté de un tema en el dmbito financiero, conocido
como el modelo Black-Scholes en la valuacién del precio de las opciones
europeas, se analizarén todas las variables que intervienen en el modelo, con
ello se aplican las férmulas para determinar el precio de estos productos
financieros, se presentarén distintos procesos aleatorios, de tal forma que la
serie historica de los precios de una accién se modelo como un incremento
del proceso generalizado de Wiener, asimismo se encontré una expresion
para el incremento en el precio de los productos derivados, en una cantidad
pequena de tiempo, por ejemplo, segundos, minutos, horas y dias, lo que
permite hacer simulaciones de dicho incremento.

De acuerdo a diferentes expresiones desarrolladas en el capitulo dos, se
realizarén simulaciones de Monte Carlo, que permitierén predecir el com-
portamiento de un proceso estocastico, como es el rendimiento de la serie
histérica de precios de una accién en un periodo de tiempo determinado. Se
determiné la volatilidad de la serie historica de precios de una accién con el
modelo GARCH.

En el cuarto capitulo, utilizado las férmulas para el incremento en el
precio de las acciones, de los productos derivados y un portafolio adecua-
do, se eliminan factores estocasticos en un periodo de tiempo, con ello se
presenté la ecuacién diferencial Black-Scholes, de tal forma que un deriva-
do satisface esta ecuacion, se determinarén expresiones para el precio de
las opciones financieras call y put en un contrato financiero en el tiempo
presente.

Finalmente se analizarén pardametros de riesgo, los cuales se utilizan para
analizar como es afectado el precio de la opcién por cambios en el precio
del activo, volatilidad, tiempo y tasas de interés, de esta forma se concluye
la tesis, por lo que espero sea de gran utilidad para todas aquellas personas
que les interese este tema tan importante en las finanzas.
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