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4 INDICE GENERAL

0.1. Prefacio

El campo de la teoria de retractos se ha hecho muy extenso en poco
tiempo. En este trabajo sélo nos enfocaremos a trabajar con retractos en los
espacios mas comunes en topologia. Existe una gran cantidad de trabajos
mas especializados sobre teoria de retractos, en otro tipo de espacios como
son, los complejos simpliciales, los espacios triangulables, los CW complejos,
etc.

Esperando dar un panorama ma&s claro sobre la teoria de retractos y
con el propdsito de que nuestro trabajo sea 1til, en un primer capitulo in-
troductorio, hacemos una breve revision historica. Enseguida daremos las
herramientas de trabajo, como son algunas propiedades de las funciones
continuas, las cuales son el punto de partida para desarrollar la mayor parte
del contenido de este trabajo. En el segundo capitulo, daremos ejemplos
y propiedades de retractos. En el tercer capitulo, ejemplificamos y damos
teoria de extensores absolutos y retractos absolutos, asi como la relacién que
existe entre ellos, para clases de espacios débilmente hereditarios arbitrarios.
En el dltimo capitulo, cerramos con retractos absolutos para una clase es-
pecifica de espacios débilmente hereditaria, la clase de espacios metrizables.

Agradezco a la Facultad de Ciencias de la UNAM, por darme la opor-
tunidad de hacer una licenciatura y, en especial, al Consejo Departamental
de Mateméticas (CDM), por haberme permitido la utilizacién del taller de
topologia para la redaccion de este trabajo.

También, agradezco el apoyo brindado por mi asesor, el Doctor Serguey
A. Antonyan y al Programa de Apoyo a Proyectos de Investigacién e Ino-
vacion Tecnolégica (PAPIIT), por haberme brindado una ayuda econémica
para la realizacién de este trabajo.

Finalmente, agradezco el apoyo de amigos y familiares que me apoyaron
moral y econdmicamente en la realizacion de mis estudios de licenciatura,
entre ellos a mis padres por darme el primer empujoén.



Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1. Historia

La rama de la topologia llamada teoria de retractos, se fundamenta en
los trabajos de uno de los matematicos de la escuela polaca de topologia de
tradicion tedrico-conjuntista llamado Karol Borsuk (1905-1980), considerado
junto con Kazimierz Kuratowski (1896-1980) uno de los lideres de la Univer-
sidad de Varsovia. En los trabajos de Borsuk se planteé por primera vez la
pregunta de la existencia de una extensién continua de la funcién identidad
Idy, en donde A es un subespacio del espacio X. En su tesis doctoral defen-
dida en 1930 con el nombre “O retrakcjach i zbiorach zwiazanych” (“Sobre
retracciones y conjuntos relacionados”) en la Universidad de Varsovia, Bor-
suk introduce y estudia por primera vez estas cuestiones fundamentales,
asi como la invarianza topoldgica de retractos absolutos.

El término retracto dado al subespacio A, en caso de que exista una
extensién continua de Ids: A — A, se debe a quien fuera su asesor de doc-
torado, Stefan Mazurkiewicz (1888-1945). El término de retracto absoluto
reservado para las extensiones continuas de Id 4, en donde X pertenece a una
clase topolégica C de espacios débilmente hereditaria, fue sugerido por uno
de los colegas de Borsuk llamado Nachman Aronszajn, también discipulo de
Stefan Mazurkiewicz. Al parecer, el original de la tesis de Borsuk se perdid,
sin embargo, sus principales resultados fueron publicados en 1931 con el
nombre de “Sur les rétracts” y en 1932 con el nombre de “Uber eine Klasse
von zusammenhangenden Raumen”, en donde se introducen los retractos de
vecindad absoluta. Es importante destacar que las ideas de Borsuk no sélo
fueron la base para la teoria de retractos, sino que también sirvieron como
fundamento para la rama de la topologia, de la cual no daremos detalles,
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llamada teoria de la forma, fundada en 1968 cuando Borsuk publica un do-
cumento sobre propiedades homotdpicas de espacios compactos y Hausdorff
con el nombre de “Concerning homotopy properties of compacta.” Adema4s,
las ideas de Borsuk también sirvieron de enlace natural, en aquellos tiempos,
entre la topologia combinatoria y la topologia tedérico-conjuntista.

Después de los trabajos de Borsuk siguieron otras aportaciones que in-
cluyen teoria de retractos como son: “Sur les espaces localement connexes
et péaniens en dimension n” en 1935, de Kazimierz Kuratowski (1896-1980);
“A Characterization of absolute neighborhood retracts” en 1942, de Ralph
Hartzler Fox (1913-1973); “A new generalization of Borsuk’s theory of re-
tracts” en 1947, de Sze-Tsen Hu (1914-7); “Retracts of metric spaces” en
1948, de Clifford Hugh Dowker (1912-1982); “An extension of Tietze’s theo-
rem” en 1951, de James Dugundji (1919-1985); “Retraction and extension of
mappings of metric and nonmetric spaces” en 1952, de Olof Hanner (1922-
?7); “Some extension theorems for continuous functions” en 1953, de Ernest
A. Michael (1925-7); “Theory of retracts” en 1965, de Sze-Tsen Hu; “Theory
of retracts” en 1967, de Karol Borsuk; “An equivariant theory of retracts”
en 1985, de Sergey A. Antonyan; “Une caractérisation des rétractes absolus
de voisinage” en 1994, de Robert Cauty; entre otros. En cada una de las
aportaciones anteriores se hicieron nuevos descubrimientos e innovaciones.
Por ejemplo, las llevadas acabo por Sze-tsen Hu, Olof Hanner y Ernest A.
Michael a clases mas generales de espacios C, cerrados bajo imagenes ho-
meomorficas y subconjuntos cerrados.

Finalmente es también importante destacar que las ideas de Borsuk
tienen un sustento en el teorema de extensién de Heinrich Tietze (1880-1964)
y el lema de Pavel Samuilovich Urysohn (1898-1924). El teorema de Tietze,
demostrado en “Uber Funktionen die auf einer abgeschlossenen Menge stetig
sind” de 1915, muestra que cualquier funcién continua de valores reales so-
bre un subespacio cerrado de un espacio normal puede ser extendida a una
funcién continua de valores reales sobre todo el espacio. El lema de Urysohn,
demostrado en “Uber die Machtigkeit der zuzammenhéingenden Menguen”
de 1925, muestra que a cualesquiera dos subconjuntos cerrados disjuntos de
un espacio normal, puede asignarsele valores reales y constantes distintos
bajo alguna funcién continua sobre el espacio en cuestion.

1.2. Resultados fundamentales

Para entender el presente texto asumimos que el lector estd familiariza-
do con topologia general. No definiremos conceptos fundamentales, sélo los
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necesarios en el contexto, a fin de precisar o puntualizar. Como podemos
ver, el tema central en si son las funciones continuas r: X — A del espacio
X en el subespacio A de X. Por otro lado, diremos un espacio cuando se
trate de espacio topoldgico, y subespacio cuando se trate de subespacio
topoldgico.

Como sabemos, a un espacio X lo podemos dotar con distintas topologias,
en particular, a un subconjunto A de un espacio X, lo podemos dotar con
la topologia del subespacio que consiste de subconjuntos abiertos de la
forma AN U, en donde U es un elemento de la topologia para X. También
sabemos que una funcién continua f: X — Y entre dos espacios topoldgicos
respeta las relaciones de cercania.

Enseguida daremos algunas condiciones equivalentes que aparecen en la
literatura matematica, para que una funciéon f: X — Y entre los espacios
X y Y sea continua.

a) Para cada x € X y cada vecindad W (f(x)) de f(x) en Y, existe una
vecindad V(x) de z en X tal que f(V(z)) C W(f(x)).

b) Si V C Y es abierto en Y, entonces su preimagen f~ (V) C X es
abierto en X.

¢) Si V. C Y es cerrado en Y, entonces su preimagen f~1(V) C X es
cerrado en X.

d) Para todo subconjunto U C X, tenemos que f(U) C f(U).

e) Para todo subconjunto V' C Y, tenemos que f~1(V) C f~1(V).

f) Para todo subconjunto A C X, si a es un punto limite de A, entonces
f(a) es un punto de f(A) o un punto limite de f(A).

Para las demostraciones de las propiedades anteriores, ver [22] y [8].

Por 1ltimo, es importante también destacar las siguientes propiedades de
funciones continuas que seran de gran utilidad. Sus demostraciones pueden
encontrarse en [17] pagina 254 y [19] péginas 461, 465, 469 y 470.

1) Para todo espacio X la funcién identidad Idyx: X — X es continua.
2) Toda funcién constante es continua.

3) Sean Ty T dos topologfas en X. La funcién identidad Idy : (X,T) —
(X,T") es continua si y sélo si T' C T.
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4) Supongamos que f: (X,T) — (Y, ) es continua.

a) SiU esuna topologia para Y tal que U C S, entonces f: (X,T) —
(Y,U) es continua.

b) SiV esuna topologia para X tal que T' C V, entonces f: (X, V) —
(Y, S) es continua.

5) La composicién de funciones continuas es continua.

6) Supongamos que A C X y f: X — Y es una funcién continua. En-
tonces f‘ 4 es continua.

7) (Lema de Pegar) Supongamos que X = AUBy f: X — Y, con fia
y f|p ambas continuas.

a) Si A y B son subconjuntos abiertos de X, entonces f es una
funcién continua.

b) Si Ay B son ambos subconjuntos cerrados de X, entonces f es
una funcién continua.

Definamos a la recta real como R = {z : —00 < 2 < 00} y al espacio
Euclidiano de dimensién n como R"™ = {x = (x1,x2,z3,...,2y) : ©; € R }.

8) Supongamos que A CR" y B C R™ y definamos 74: A X B — A por
ma(a,b) =ay mp: Ax B — B por mg(a,b) = b, para todaa € Ay
toda b € B. Entonces las funciones proyeccién w4 y g son continuas
y abiertas.

9) Si A C X, entonces la funcién inclusién i4: A — X es continua.

10) Sean f: X =Y, g: W — Z donde X, Y, W y Z son espacios, entonces
h=fxg: XxW —=Y x Z dada por h(z,w) = (f(x),g(w)), es
continua si y sélo si f y g son continuas.

11) Sea F': R™ — R™ definida por F(x) = (fi(x), fa(x), ..., fm(z)) con
coordenadas f;: R™ — R. Entonces F' es continua si y sélo si todas las
funciones f1, fo, ..., fin son continuas.

Recordemos que el intervalo cerrado [0, 1] en R se define como I = {z €
R:0<z<1}.
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12) (Teorema de Urysohn) Sea X un espacio de Hausdorff. Entonces X
es normal si y sélo si para cada par de conjuntos cerrados y ajenos A y
B en X, existe una funcién continua (llamada funcién de Urysohn)
u: X — I tal que u(A) = {0} y u(B) = {1}.

13) (Teorema de Tietze) Sea X un espacio Hausdorff. Entonces X es un
espacio normal si y sélo si para todo subconjunto cerrado A C X, toda
funcién continua g: A — I tiene una extensiéon continua G: X — L.
Esto es, G es continua y G4 = g.

En [20] pédgina 250, encontramos la siguiente versién del Teorema de
Extension de Tietze, la cudl es mas general.

Sea X un espacio normal y A un subconjunto cerrado de X.

a) Cualquier funcién continua de A en el intervalo cerrado [a,b] de R se
puede extender a una funcién continua de todo X en [a, b].

b) Cualquier funcién continua de A en R se puede extender a una funcién
continua de todo X en R.

14) Sea (X, ) un espacio métrico, donde X C R™ y X # (). La funcién
f: R™ — R definida por f(p) = d(p, X) (distancia de X a p) es con-
tinua.

Si X es un espacio y R es una relacién de equivalencia sobre X, entonces
R determina una particion de X en clases de equivalencia. Decimos que
dos elementos x,y € X pertenecen a la misma clase, si y sélo si, zRy (z
estd en relacién a y). El conjunto de clases de equivalencia es denotado por
%. Luego, podemos definir una funcién f: X — % por f(z) = [z], llamada
funcién identificacién o funcién cociente. Ademads, podemos dotar a %
con una topologia de la siguiente forma: un subconjunto U de % es abierto
si y s6lo si f~1(U) es abierto en X. Esta topologia es llamada topologia
de identificacién o topologia cociente y el espacio %, asi obtenido, es
llamado el espacio cociente.

Sea f: X — Y una funciéon del espacio X con la topologia 7 sobre
un espacio Y. Si 7y = {V C Y : f7Y(V) € 7}, decimos que f es una
identificacién, si la topologia de Y coincide con 7.

15) Supongamos que R es una particién del espacio X. Entonces la funcién
cociente p: X — %, definida por p(z) = [z], es continua.

16) Sean X, Y y Z espacios. Si f: X — Y es una funcién identificacién y
g: Y — Z entonces g es continua si y sélo si h = go f es continua.
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En las siguientes propiedades sobre funciones continuas, agregamos tam-
bién su demostracion.

Aclaramos que cuando nos refiramos a una vecindad, estamos hablando
de un abierto relativo al espacio en cuestién. Asi cuando decimos una vecin-
dad V de un punto z € X, estamos pensando en un abierto V en X que
contiene a x.

17) Sean f: X — Y una funcién continua y A C X un subespacio com-
pacto. Entonces f(A) es compacto.

Demostracion. Sean f: X — Y cualquier funcién continua y A un
subconjunto compacto de X. Sea U una cubierta abierta de f(A) en
Y. Por la continuidad de f, f~U) = {f~Y(U) C X : U € U} es
una cubierta abierta de A C X. Como A es compacto, existe una
subcubierta finita {f~1(U;) : 1 < i < n} de f~1({U) que cubre a A.
Entonces A C U f~1(U;) = f~Y U Ui) v f(A) C UL Ui, de donde 1a
cubierta U de f(A) tiene la subcubierta finita {U; : 1 <i <n}. Por lo
tanto, la imagen continua de un conjunto compacto es compacto. [

Un espacio X es de Lindelof si toda cubierta abierta de X tiene una
subcubierta contable (como podemos ver, todo espacio compacto es de Lin-
deldf).

18) La propiedad de Lindelof es invariante bajo suprayecciones continuas.

Demostracion. Sean f: X — Y y {U,} una cubierta abierta de Y. Co-
mo f es continua y suprayeccién, {f 1(U,)} es una cubierta abierta
de X. Luego, {f 1(U,,)} es una subcubierta contable de X por ser
espacio de Lindeldf. Finalmente, como f(f~1(U,,)) = U,, para ca-
da «;, tenemos que {U,,} es una subcubierta contable de {U,}. En
consecuencia, Y es un espacio de Lindelof. O

Dos subconjuntos E y F' de un espacio topolégico X estdan separados
en X si ENF = ENF = (. Una separacién de un espacio topolégico X
es un par {E, F'}, de subconjuntos separados no vacios cuya unién es X. El
espacio X es llamado disconexo si existe una separacién {F, F'} de X; en
otro caso, X es conexo.

19) Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva, donde X es un
espacio conexo. Entonces Y es conexo.
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Demostracion. Supongamos que f: X — Y es cualquier funcién con-
tinua, de un espacio X conexo sobre Y. Si Y no es conexo, entonces
Y =U UV es la unién de dos subconjuntos separados y no vacios en
Y. Notemos que X = f~1(Y) = f~{({UUV) = fYU)U f~1(V). Por
la continuidad de f, 0 = f~4(0) = fH U NV)= 1 O)Nnf V)2
AN M)y 0=f10) =1 UnV)=fFHU)n (V) 2
FHU)N f~YV), lo que muestra que {f~*(U), f~1(V)} es una sepa-
racion de X contradiciendo el hecho de que X era conexo. Por lo tanto,
Y es conexo. 0

Una funcién continua f: I — X esllamada una trayectoria en el espacio
X entre f(0) € X y f(1) € X. Se dice que un espacio X es conexo por
trayectorias, si cada par de puntos de Xestdn unidos por alguna trayectoria
en X.

20) Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva, donde X es un
espacio conexo por trayectorias. Entonces Y es conexo por trayectorias.

Demostracion. Sean X un espacio conexo por trayectorias y f: X —
Y una funcién continua y suprayectiva. Tomemos dos puntos a1, as €
Y, entonces existen af, ay € X tales que f(a}) = a1 y f(ah) = as.
Por otro lado, puesto que X es conexo por trayectorias, existe una
trayectoria g: I — X tal que g(0) = af y ¢g(1) = a). Entonces, f o
g: I =Y es una trayectoria en Y tal que (fog)(0) = f(a}) = a1y (fo
9)(1) = f(ah) = ag. En consecuencia, Y es conexo por trayectorias. [

Un espacio X es localmente conexo, si para cualquier x € X y cualquier
vecindad V de x, existe una vecindad conexa U de = tal que U C V.

21) Sean f: X — Y una funcién continua, suprayectiva, abierta y X un
espacio localmente conexo. Entonces Y es localmente conexo.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexoy sea f: X —
Y una funcién continua, abierta y suprayectiva. Sean y € Y y U
cualquier vecindad de y en Y. Mostraremos que existe una vecindad
conexa V de y tal que V C U. Como f es suprayectiva y continua,
existe 7 € X tal que f(x) =yy f1(U) = W es una vecindad de  en
X. Luego, como X es localmente conexo, existe una vecindad conexa
Z de z, tal que Z C W. Finalmente, como f es abierta, tenemos que
yeV=fZ)c f(W)=UyV = f(Z) es una vecindad conexa de y
en Y. En consecuencia, Y es localmente conexo. [l
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Un espacio X se dice localmente compacto si para cualquier punto
x € X y cualquier vecindad V de x, existe un conjunto compacto U de x tal
que z €int(U) cU C V.

22) Sea f: X — Y una funcién continua, suprayectiva, abierta y X un
espacio localmente compacto. Entonces Y es localmente compacto.

Demostracion. Sea X un espacio localmente compacto y f: X — Y
una funcién continua, suprayectiva y abierta. Sean y € Y y U una
vecindad de y € Y. Como f es suprayectiva, existe x € X tal que
f(x) = y. Sea V.= f~1(U), entonces V es una vecindad de z € X.
Como X es localmente compacto, existe un conjunto compacto W de
x, tal que x € int(W) C W C V. Por tltimo, tenemos que y = f(z) €
flnt(W)) Cc f(W) C f(V) = U, en donde f(int(W)) es abierto por
ser f funcién abierta y f(W) es un conjunto compacto de y en Y por ser
f una funcién continua. En consecuencia, Y es localmente compacto.

O



Capitulo 2

RETRACTOS

2.1. Definiciéon y propiedades fundamentales

En ésta seccion definiremos los conceptos de retracto y de retraccién y
daremos algunos ejemplos de ellos. Mostraremos algunas de las propiedades
que preservan las retracciones.

Sean un subespacio A de un espacio X, y dos funciones continuas g: A —
Y y G: X — Y con el mismo espacio codominio Y. Si se satisface que
g(a) = G(a), para todo a € A, entonces g se llama una restriccién de G
a A, y se denota g = G|4. Por otro lado, G se llama una extensién de g
sobre X.

Definicion 2.1.1. Dado cualquier subespacio X CY, ala funcion Idx: X —
X de X en X definida por Idx (x) = x para todo x € X se le llama la iden-
tidad de X.

Definicion 2.1.2. Dado un subespacio A C X del espacio X, la funcion
ia: A— X de A en X definida por is(a) = a para todo a € A, es llamada
la inclusion de A en X.

Como podemos ver, la funcién inclusién i es la restriccién, a A, de
Idx; es decir, ig = (Idx)ja- Por otro lado, si g: A — Y es una restriccién
de G: X — Y a A, entonces g satisface la relacion g = Goig = G 4.

Definicion 2.1.3. Un subespacio A C X del espacio X es un retracto de
X si existe una funcion continua r: X — A tal que r(a) = a, para todo
a€ A.

Notemos que si A es un retracto de X y r: X — A es una funcién con-
tinua tal que 7(a) = a, para cada a € A, entonces Ida =701 = 1)4.

13
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En la definicién de retracto, decimos que A es invariante bajo r. Tam-
bién decimos que A C X es un retracto de X si y sélo si Id4 tiene una
extension continua r: X — A. A la funcién continua r: X — A que deja
invariante a A se le llama una retraccién de X en A y se le denota por
r: X DO A . Enseguida daremos algunos ejemplos de retractos.

Ejemplo 2.1.1. Sea X un espacio. Tenemos que r: X — X definida por
r(x) = x es una funcién continua de X en X. Luego, r = Idx, por lo que X
es un retracto de X.

Ejemplo 2.1.2. Sean X un espacio y g € X. Entonces la funcién r: X —
{zo} definida, para cada x € X, como r(x) = xo es una retraccién de X en
uno de sus puntos. Por lo tanto, todo subconjunto de un solo punto {zg} es
un retracto de X.

Los dos ejemplos anteriores son llamados retractos triviales del espacio
X.

Ejemplo 2.1.3. Sea el toro S' xS' C R3. La funcién retraccién r: S' xSt —
S! x {up} definida por r(z,y) = (z,u,) es una funcién continua del toro en
uno de sus meridianos. Por lo tanto, un meridiano es un retracto de S* x S'.

Ejemplo 2.1.4. Sean X y Y dos espacios. Se tiene que r: X XY — X
definida por r(x,y) = 7, (x,y) = z es una funcién continua. Luego, abusando
de la notacién r es un retraccién, pues formalmente X ¢ X x Y. En general
las copias X x {y} de X, para todo y € Y, son retractos de X x Y. De
aqui resulta que [, Ry D ={x: —1 < x < 1} son retractos de I, R" y D",
respectivamente.

Ejemplo 2.1.5. Consideremos la unién de los circulos A y B de radio 1
con centros en (0,1) y (0, —1) respectivamente. La funcién r: AUB — A
definida en R? por

r(z,y) = {(MD si(@y) € 4, (2.1.1)

(0,0) si(z,y) € B,

es una retraccién. Otra retraccién para AU B estarfa definida por r(x,y) =
(z,]y|), la cual coloca a B sobre A.

Ejemplo 2.1.6. Sea X = AU B C R? en donde: A = {(z,y) € R? : x =
0, -1<y<1}yB={(r,y) €eR?2:2 >0, y = sin%}. Se tiene que
el conjunto A es un retracto de X, pues la funcién r: X — A definida por
r(z,y) = ma(z,y) = (0,y) es continua.
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Ejemplo 2.1.7. Sea S*~! C R”, la frontera de la bola unitaria cerrada D"
con centro en el origen. La funcién r: R™ — D" definida por

£ 8l x| > 1,
r(z) = { el [l = (2.1.2)
r osifz| <1,

donde ||z|| es la distancia del origen a z, es una retraccién. Por lo tanto, D"
es un retracto de R™. De igual forma, S"~! es un retracto de R™ \ {0} con
la funcién r: R™\ {0} — S"~! definida por r(z) = M- Esta retraccién es

llamada la retraccién radial.

Teorema 2.1.1. Un subespacio A C X del espacio X es un retracto de X
si y solo si, para cualquier espacio Y, toda funcion continua g: A — 'Y tiene
una extension continua de g en X.

Demostracion. Supongamos que r : X D A. Sean Y un espacioy g: A —» Y
una funcién continua. La funcién gor: X — Y es continua y (g or)(a) =
g(r(a)) = g(a), para cada a € A. Luego, h = gor: X — Y es una extensién
de g en X.

Supongamos ahora que para cualquier espacio Y, toda funcién continua
g: A — Y tiene una extension a X. Entonces, en particular la identidad Id 4
tiene una extension r: X — A en X. Por definicién, es claro que A es un
retracto de X. O

Proposicion 2.1.1. Si A C B son subconjuntos de un espacio X yr: X D
A, entonces rp: B — A es una retraccion.

Demostracién. Supongamos quer : X 2 A. Entonces la funcién r|p: B — A
es continua. Como A C B, se tiene que r|B(a) = a, para todo a € A. En
consecuencia, (g es una retraccién. [l

De acuerdo a la siguiente proposicion, la composicion de retracciones es
una retraccién. En otras palabras, la relacién de ser retraccion es transitiva.

Proposicion 2.1.2. Si A C B son subconjuntos de un espacio X, A es un
retracto de B y B es un retracto de X, entonces A es un retracto de X.

Demostracion. Supongamos que 71 : X O By re: B D A. La funcién r =
roory: X — A es continua. Como A C B, tenemos que r(a) = ro(r1(a)) =
ro(a) = a, para cada a € A. Esto muestra que A es un retracto de X. [l

A continuacién mostraremos que el producto de retracciones es una re-
traccion.
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Proposicién 2.1.3. Supongamos que [, Y, es cualquier producto Carte-
siano y que para cada o, By C Y, es un retracto de Y,. Entonces [[, Bo es
un retracto de [, Ya.

Demostracion. Supongamos que r: Y, — B, es una retracciéon para todo
a. Entonces la funcién r: [, Y, — [[, Ba dada por r((ya)) = (ra(ya)) es
continua. Ademds, dada b = (ba) € [[, Ba, 7((ba)) = (ra(ba)) = (ba) = b,
con lo que termina la demostracion. O

Cuando se considera el conjunto C(X, X) de todas las funciones con-
tinuas de X en X tenemos que, para f,g € C(X, X), la composicién g o f
estd bien definiday go f € C(X, X).

Definicién 2.1.4. Sea e € C(X,X). Decimos que e es idempotente si
eoe=e.

No es dificil ver que si r: X — A es una retraccién e i es la funcién
inclusion, entonces la funcién i 4 o r es una funcién idempotente. Enseguida
veremos que la imagen de una funcién idempotente e € C(X,X) es un
retracto de X.

Teorema 2.1.2. Sie € C(X,X) es una funcidn idempotente, entonces la
imagen e(X) es un retracto de X.

Demostracion. Sean © € X y a € e(X) tal que e(z) = a, entonces a =
e(r) = (eoe)(r) =e(e(x)) = e(a). Esto muestra que e es una retraccién de
X en e(X). Por lo tanto, e(X) es un retracto de X. O

Teorema 2.1.3. Si X es un espacio de Hausdorff yr: X O A, entonces A
es cerrado.

Demostracion. Mostraremos que para un retracto arbitrario A de un espacio
de Hausdorff X, el conjunto X \ A = B es abierto en X. Elijjamos un punto
arbitrario b de B = X \ A. Tenemos que r(b) = a es un punto de A tal que
a # b. Como X es un espacio Tb, existen subconjuntos abiertos U y V en
X talesqueac UybeV yUNV =(. Por la continuidad de r, tenemos
que W =r~1(U N A)NV es un subconjunto abierto en X que contiene a b.
Veamos que W C B. Sea z € W. Entonces x € r—}(UNA) y x € V, de donde
r(z) € Uy x € V. Como UNV =, se tiene que r(z) # z. Por lo tanto
x € B, con lo que queda demostrado que B es abierto. En consecuencia, A
es cerrado. O
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Notemos que el retracto A = {0} del espacio de Sierpinski X = {0,1}
no es cerrado. También, si f: X — Y es una funcién continua, entonces la
grafica de f es un retracto cerrado de X x Y.

De manera general, tenemos que si f,g: X — Y son continuas y Y es un
espacio de Hausdorff, entonces el conjunto {z € X : f(z) = g(z)} es cerra-
do en X (ver [10] en pagina 169). Asi, otra forma de demostrar el teorema
anterior, es observando que el conjunto A = {z € X : r(z) = x } es cerrado.

Cuando hablamos de una propiedad hereditaria P del espacio X,
nos referimos a que todo subconjunto A de X también la debe tener. Si la
propiedad se hereda sélo a los subconjuntos cerrados, se dird que P es una
propiedad débilmente hereditaria. Por otro lado, cuando la propiedad se
preserva bajo homeomorfismos, se dice que P es una propiedad topologi-
ca (invariante topolégico).

Enseguida demostraremos algunas propiedades hereditarias de los re-
tractos.

Decimos que x € X es un punto fijo de una funciéon f: X — X, si
f(xz) = z. Un espacio X se dice que tiene la propiedad delpunto fijo, si
toda funcién continua f: X — X tiene un punto fijo.

Algunos espacios que poseen la propiedad del punto fijo son D™, I", I vy
IM para cualquier M. No es nuestro interés mostrar aqui ésta propiedad; sin
embargo, no es dificil como veremos, deducir que S~ ! no tiene la propiedad
del punto fijo.

Proposicion 2.1.4. Sean X un espacio con la propiedad del punto fijo y
r: X D A. Entonces A tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Mostraremos que A tiene la propiedad del punto fijo. Para
esto, tomemos una funcién f: A — A continua. Consideremos la funcién
continua g =i4 0 for: X — X, donde i4 es la funcién inclusiéon. Como X
tiene la propiedad del punto fijo, para algin x € X se tiene que g(x) = x.
Por otro lado, como g(z) = f(r(x)) € A, se tiene que r(z) =z y x = g(x) =
f(r(x)) = f(z) lo que muestra que z es un punto fijo de f. En consecuencia,
A tiene la propiedad del punto fijo. O

Proposicion 2.1.5. Sir: X D A, entonces r es una identificacion.

Demostracién. Mostraremos que U es abierto en A si y sélo si r~1(U) es
abierto en X. De la continuidad de r, tenemos que r~1(U) es abierto en X
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siempre que U es abierto en A. Para la otra parte, tenemos que ver que
r Y (U)YNA =U Seax € U C A, entonces z € r—'({z}) C r~}(U), de
donde z € r~1(U) N A. Ahora supongamos que = € r—*(U) N A. Entonces
r(z) = x € U. Esto prueba que »~1(U)N A = U. Por lo tanto, si U C A es
tal que r~1(U) es abierto en X, entonces U = r~*(U) N A es abierto en A.
En consecuencia, r es una identificacién. ]

De la continuidad de las retracciones, se tiene que un retracto A de un
espacio compacto X, es un espacio compacto.

Proposicion 2.1.6. Si X es un espacio compacto yr : X D A, entonces A
es compacto.

Demostracion. Sean r: X — A una retraccién y X un espacio compacto.
Por la propiedad 17), A es compacto. ]

También, tenemos que si X es un espacio conexo y A es un retracto de
X, entonces A es un subespacio conexo.

Proposicion 2.1.7. Si X es un espacio conexo yr: X D A, entonces A es
COMETO.

Demostracion. Por la propiedad 19), para una retraccién r: X — A, se tiene
que A es conexo . O

Los siguientes dos resultados ayudaran a demostrar que las retracciones
preservan la conexidad local y conexidad en pequerno.

Recordemos que para xz € X, al mayor subconjunto conexo C' de X que
contiene a x es llamado la componente de z.

Teorema 2.1.4. X es localmente conexo si y solo si cada componente de
todo conjunto abierto es abierta.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo y x € C' una com-
ponente de un conjunto abierto U en X. Por la conexidad local, existe un
conjunto abierto y conexo V con x € V C U. Luego, V C C y por lo tanto
C es abierto.

Supongamos que cada componente de cada conjunto abierto en X es
abierta. Si U es cualquier vecindad de x en X, entonces la componente de
U que contiene a x es una vecindad conexa de x contenida en U. Luego, X
es localmente conexo. O
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Decimos que X es conexo en pequeno en x si cada vecindad U de x
contiene una vecindad V' de =z, tal que cualesquier par de puntos en V estan
contenidos en algin subconjunto conexo de U.

Teorema 2.1.5. Si X es conexo en pequeno en cada punto, entonces X es
localmente conexo.

Demostracion. Sean U un conjunto abierto en X y C' una componente de
U. Si x € C, entonces existe un conjunto abierto V que contiene a = y
estd contenido en U tal que, cada dos puntos en V estan contenidos en un
subconjunto conexo de U. Afirmamos que V C C. En efecto, sea v € V
cualquier punto. Entonces existe un conexo K, , conteniendo los puntos x
y v. Como z € K, , N C entonces K, , tiene que estar en C por ser este
altimo componente de conexidad. Luego, V C C. Asi, C es abierto y X es
localmente conexo, por el teorema 2.1.4. [l

En [23] pagina 201, se muestra un espacio X que es conexo en pequeno
en un punto particular p y no es localmente conexo en este mismo punto p.

Proposicion 2.1.8. Sean X un espacio localmente conexo y r : X DO A,
entonces A es conexo en pequeno y localmente conexo.

Demostracion. Sea W C A una vecindad de p en A. Mostraremos que A
es conexo en pequeno. Como r(p) = p y 7 es continua, r1(W) = N es
una vecindad de p en X. Luego, como X es localmente conexo, existe una
vecindad conexa M de p en X tal que M C N. Finalmente, como p €
MNACMC N yrescontinua, MNA C r(M) C W, lo que implica que A
es conexo en pequeno en p. Para la otra parte, como p fue un punto arbitrario
de A, por el teorema 2.1.5, se concluye que A es localmente conexo. [l

Proposicion 2.1.9. Si X es un espacio localmente conexo yr: X D A es
abierta, entonces A es localmente conexo.

Demostracion. Sean r: X — A una retraccién abierta y X un espacio local-
mente conexo. Por la propiedad 21), se sigue que A es localmente conexo. [

Proposicion 2.1.10. Sean X un espacio conexo por trayectorias yr : X 2D
A. Entonces A es conexo por trayectorias.

Demostracion. Por la propiedad 20), si 7: X — A es una retraccién y X es
un espacio conexo por trayectorias, se tiene que A es conexo por trayectorias.
[l
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Proposicion 2.1.11. Todo retracto de un espacio localmente compacto es
localmente compacto.

Demostracion. Sean X un espacio localmente compacto y r : X — A una
retraccién sobre el subconjunto A. Seanp € Ay W C A una vecindad de p en
A. Mostraremos que existe un conjunto compacto K que contiene a p tal que
p € int(K) C K C W. Como r(p) = py r es continua, se tiene que r ~1(W) =
V' es una vecindad de p en X. Luego, como X es localmente compacto, existe
un conjunto compacto S tal que p € int(S) C S C V. Enseguida, tenemos
que AN (int(S)) es una vecindad de p en A y (ANint(S)) es un conjunto
compacto que contiene a p en A por ser cerrado en un conjunto compacto .S.
Finalmente, se tiene que p € (ANint(S)) C (AN int(S)) C r(V), tomando
K = (Anint(S)) se obtiene lo deceado. Como p fue un punto arbitrario de
A, se concluye que A es localmente compacto. ]

Mas adelante probaremos que todo retracto A de un espacio X simple-
mente conexo, A es un subespacio simplemente conexo.

2.1.1. El Espacio de Adjuncién

De la construccién del espacio cociente podemos obtener uno especial:
el espacio de adjuncién X Uy Y, que surge cuando el espacio X es unido al
espacio Y por medio de una funcién continua ®: A — Y definida sobre un
subespacio cerrado A C X.

Dados los espacios X y Y, definamos X JY como sigue: si X NY = (),
entonces XUY = XUY. Si XNY # (), entonces identificamos a X con X x{0}
yaY conY x {1} y hacemos X 0Y =X U Y, bajo dicha identificacién. En
otras palabras X OY es la unién de X y Y, conciderados como conjuntos
ajenos. Al conjunto X JY se le llama la unién disjunta de X y Y. La
topologia que se le asigna a X LOJ Y es la siguiente: U C X LOJ Y es abierto si
ys0losi UNX y UNY son abiertos de X y Y, respectivamente.
Definicién 2.1.5. Si A C X es cerrado y ®: A — Y es una funcion con-
tinua, entonces el espacio de adjuncion X UgY de X aY por ® es el
que resulta de la union disjunta X LOJ Y cuando a cada punto z € A se le
identifica con su imagen ®(z) € Y.

Notemos que, por definicién, si X Ug Y es el espacio de adjuncion de X

a Y por &, entonces existe una funcién identificacion p: X LOJ Y —-XUgY,
la cual identifica cada punto a € A con el punto ®(a) y con todos los puntos
del conjunto ®~1({®(a)}).
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Definicion 2.1.6. Decimos que la funcion continua f: X — Y es un en-
caje de X en Y, si la funcion f: X — f(X) es un homeomorfismo.

Lema 2.1.1. Supongamos que p: X LOJ Y — X Ug Y es la funcion identi-
ficacion. Entonces pyy: Y — X Ug Y es un encaje y p(Y) es cerrado en
X UsY.

Demostracion. Es claro que pjy es biyectiva y continua. Nos falta ver que
p‘_Y]L es continua. Sea W C Y un subconjunto abierto de Y. Mostraremos

que (p‘_yl)_l(W) es abierto en py(Y'). Se tiene que (p|_Y1)_1(W) = py (W),
pues u € (pﬁ,l)_l(W) si y sélo si p‘_Yl(u) € W siy sélo si u € pyy(W). Por
otro lado, como p‘_Yl(p|y(W)) = W es abierto en Y, se tiene que pjy (W) es

abierto en p(Y') por ser p una identificacién. Por lo tanto, p‘_Y1 es continua.
Veamos que p(Y') es cerrado en X Ug Y. Como p es una funcién identifi-

cacién, debemos mostrar que p~!(p(Y)) es cerrado en X J Y. Notemos que

p1(p(Y)) = YU A es cerrado en X ¥ Y, por lo tanto p(Y) es cerrado en
X UsY. O

Proposicion 2.1.12. El subespacio Y del espacio adjuncion X Ug Y es un
retracto de X Ug Y si y solo si la funcion ®: A — Y tiene una extension
sobre X.

Demostracion. Sean p: X Jy - X Ug Y la proyeccion natural y r: X Ug
Y — Y una retraccién del espacio de adjuncién X Ug Y sobre Y. Definamos

la funcién f: X — Y como f(z) = r(px(x)), para todo r € X C X JY. f
es continua por ser composicién de funciones continuas y f(z) = r(p(z)) =
r(®(x)) = ®(x), para todo x € A. Por lo anterior, se concluye que f es una
extension sobre X de ®.

Ahora supongamos que f: X — Y es una extensién de ®: A — Y.
Definiremos a 7 : X Ug Y 2 Y de tal forma que r sea continua y ry = Idy.
Sea z un punto de X Ug Y. Si z € Y, definimos r(z) = z. Si z ¢ Y, entonces
existe un unico punto x € (X \ A) con p(x) = z. Definamos r(z) = f(x).
Sea h =1 op, entonces hjx = fy hyy = Idy. Como h y p son continuas, se
tiene que 7 es continua y ademés rjy = Idy porque asf la definimos. Luego,
r es una retraccién de X Ug Y sobre Y. [l

Cuando tenemos una familia ¢ de subconjuntos de un espacio X y = un
punto de X, decimos que la estrella en x de U, es la unién de los miembros
de U en los que x es un elemento. Una cubierta V de un espacio X es un
refinamiento de una cubierta U de X, si cada elemento de V estd contenido
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en un elemento de /. Una cubierta V es un refinamiento estrella de U/ si
la familia de estrellas de V en puntos de X es un refinamiento de U.

Definicién 2.1.7. Un conjunto es llamado un conjunto Gg st es la inter-
seccion de una familia numerable de conjuntos abiertos.

Definicién 2.1.8. Una cubierta (familia de subconjuntos) {X, : a € A}
de X es localmente finita (discreta) si cada punto v € X tiene una
vecindad que intersecta un numero finito de (a lo mds un) X,.

Asi también, decimos que un espacio X es totalmente normal si toda
cubierta abierta tiene un refinamiento estrella abierto. El espacio X es per-
fectamente normal si es normal y todo subconjunto cerrado de X es un
Gs. El espacio X es completamente normal si es T y para cualesquiera
dos subconjuntos H y K separados de X, existen subconjuntos abiertos dis-
juntos en X, tal que uno contiene a H y otro contiene a K. Un espacio X
es paracompacto si es Hausdorff y toda cubierta abierta de X tiene un
refinamiento abierto localmente finito. Un espacio X es numerablemente
paracompacto si cualquier cubierta abierta numerable de X posee un re-
finamiento localmente finito. Un espacio X es colectivamente normal si
cada vez que se tenga una familia discreta de cerrados { F, : a € S}, existe
una familia discreta de abiertos {V, : a € S} tal que para cada a € S,
F, CV,.

A continuacién enunciamos la siguiente proposicién, la cual nos sera de
gran utilidad mas adelante.

Proposicion 2.1.13. El espacio adjuncion X Ug Y posee cada una de las
stquientes propiedades st X y 'Y las cumplen:

a) FEspacio Ty.

S

FEspacio compacto.

o

Espacio de Lindelof.

)
)
)
)
)
)
)
)

d) FEspacio normal.

e) FEspacio Hausdorff compacto.

f) Espacio numerablemente paracompacto normal (Binormal).
g) FEspacio totalmente normal.

h) FEspacio perfectamente normal.
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i) Espacio completamente normal.

J) Espacio colectivamente normal.

Demostracion. a) Prueba 1. Sean z un punto arbitrario de X Ug Y y p: X v
Y — X Us Y la proyeccién natural. Si z € Y, entonces {z} es cerrado en
Y por ser Y un espacio T;. Luego, como Y es cerrado en X Ug Y, {z} es
cerrado en X Ug Y. Si {2} € Y, tenemos que p~1(2) € (X \ A) es cerrado en

X y por lo tanto en X Jy. Luego, {z} es cerrado en X Ug Y.
Prueba 2. Sean X e Y espacios Ti. Si z € X Ug Y, entonces

p1(z) = {{a:} siz=p(z),ze X\A, (2.13)

> Hy)U{y} siz=py),yeY.

Por lo tanto, {z} es cerrado por ser p identificaciéon y X Ug Y es T7.

b) Si X y Y son compactos, entonces X JY es un espacio compacto.
Luego, por la propiedad 17) de funciones continuas, la imagen de la funcién

identificacion p: X JY - X Ug Y es compacta.

¢) Si X y Y son espacios de Lindelof, entonces X LOJ Y es un espacio de
Lindel6f. Luego, por la propiedad 18), X Ug Y es un espacio de Lindeldf.

d) Sean F;, Fy C XUgY subconjuntos cerrados y disjuntos. Mostraremos
que estos conjuntos tienen vecindades disjuntas en X Ug Y. Como Y es
normal, para ¢ = 1,2 existen vecindades disjuntas V; en Y tales que Y N
p H(F;) C V; y V1N Va = 0. Luego, por el lema 2.1.1, se tiene que p(V;)
son cerrados en X Ug Y. También, por ser X normal, para ¢ = 1,2 existen
abiertos disjuntos U; en X tales que X Np~'(F; Up(V;)) C U;. Parai = 1,2
los conjuntos p((U; \ A) U V;) son disjuntos en X Ugp Y y F; C p((U; \
A)UV;). Veamos que estos conjuntos son abiertos en X Ug Y. Notemos que
YNp 'p(Ui\A)UV:) = Viy X np~'p((U; \ A)UV;) = (Ui \ A)u @~ (V).
Mostraremos que (U; \ A) U ®~1(V;) es abierto en X. Para este fin, como
XNnp~ip(V;) = 1(V;) C U, y, siendo abierto en A, tenemos que ®~1(V;) =
W;NA con W; abierto en X. As{ (U;\A)u®~1(V;) = (U;\A)U(U;NW;NA) =
U; N (W; U A°) y también es abierto en X. Por lo tanto, X Ug Y es normal.

e) Por b), X Ug Y es compacto. Ademds, por d), X Ug Y es normal.
Entonces XUgY es regular, lo cual a su vez implica que XUgY es Hausdorff.
En consecuencia, X Ug Y es Hausdorff compacto.

Para las propiedaes f)-j), remitimos al lector a [13] en pagina 15. O
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2.2. Retractos de deformacion

En topologia resulta muy importante transformar una funcién continu-
amente en otra. Esto se puede lograr gracias a las homotopias, las cuales
definiremos aqui y nos serviran también para deformar un espacio en otro.
Recordemos que I es el intervalo cerrado [0,1] con la topologia usual.

Definicién 2.2.1. Sean f y g dos funciones continuas del espacio X en un
espacio Y. Se dice que f es homotdpica a g si existe una funcion continua
H: X xI — Y, llamada homotopia entre f y g, tal que H\xx0y = [ ¥y

Hxcpuy =9

Escribimos f ~ g si f es homotépica a g y H : f ~ g para enfatizar que
H es una homotopia entre f y g. También, podemos representar a la funcién
H: X xI — Y, por la familia de funciones continuas H;: X — Y, tal que
Hi(z) = H(z,t) para cada (z,t) € X x L.

Sea ig : A C X la funcién inclusién de un subespacio A en un espacio
X. Una deformacion de X en A es una homotopia H: X x I — X entre
las funciones Idx: X — X eigod: X — X, donde d: X — A es cualquier
funcién continua. Cuando existe una deformacion H de X en A, se dice que
X es deformable en A. A la homotopia H : Idx ~igor,donder: X — A
es una retraccion, se le llama una retraccién de deformacion de X en A.

Definicién 2.2.2. Sea A C X.

i) Decimos que A es un retracto de deformacion de X si Idx ~igor
donde r es una retraccion de X en A.

i1) Decimos que A es un retracto de deformacion fuerte de X si
H:Idx ~igor y H(a,t) = a, para todo (a,t) € A x L.

También, decimos que una retraccién de deformacién de X en A es una
homotopia H: X x I — X entre Idx y r, donde r es una retraccién de X
sobre A.

Cuando se tiene una homotopia H: X x I — Y, entre f,g: X — Y, tal
que f(a) = H(a,t) = g(a), para todo a € A C X y todo t € I, se dice
que H es una homotopia relativa a A de f a g. Luego, una retraccién de
deformacion fuerte de X en A es una retraccién de deformacién relativa a
A.

Recordemos que en un espacio vectorial, las operaciones de adiciéon y
multiplicacion por un ecalar en R™ de funciones continuas son funciones
continuas.
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Ejemplo 2.2.1. Sean X =1y A = {0}. Tenemos que H: I x 1 — I
definida por H(x,t) = x(1 — t), para todo (z,t) € I x I, es una homotopia
entre r : X D Ay Idx, pues H(z,0) =z, H(0,t) =0y H(z,1) =0 € A.
Por lo tanto, A es un retracto de deformacion fuerte de X. En general,
A=1{(0,0,0,...,)} es un retracto de deformacién fuerte para R"™, D" y D"
con la misma homotopfia.

Ejemplo 2.2.2. Sean el cilindro C = { (z,y,2) € R3: 22+ 42> =1, -1 <
z2<1}yS' ={(z,9,2) €eR3: 22 +y?> =1, z=0}. S! es un retracto de
deformacion fuerte del cilindro C. Para r : C D S! definida por r(z,y, 2) =
(z,9,0), tenemos que Hy(x,y,z) = (z,y, (1 — t)z), para todo t € I y todo
(z,y,2) € C es una homotopia entre Idc y 7.

Ejemplo 2.2.3. La (n—1)-esfera S"~1, es un retracto de deformacién fuerte
de R™\ D". Para la homotopia lineal H: (R™\ D") x I — S"~! definida por
H(x,t) = tr(z) + (1 — t)x, para todo (z,t) € (R \ D") x I, en donde r
es la retraccién radial dada por r(z) = ﬁ, tenemos que H(z,1) = r(x) y
H(z,0) = Idgn\pn(z). Ademds, para todo a € Sl y t € I, se tiene que
r(a) = H(a,t) = Idgn-1(a) y H(z,1) € S*~1. También, S"~! es un retracto
de deformacion fuerte para R™\ {0} con la misma homotopia.

Ejemplo 2.2.4. Sean C; = {(z,y) € R? : (z =12 +¢y? =1} y Cy =
{(z,y) € R?: (z+1)?>+y? = 1} subconjuntos de R2. Tenemos que para X =
(C1UC2)\{(2,0),(—=2,0)}, A ={(0,0)} es un retracto de deformacién fuerte
para X. Mediante la homotopia H: X x I — X definida por H((z,y),t) =
||((1_t)i£:2(f§f()l_t)y)“, para todo ((z,y),t) € X x Iy i = 1,2, tenemos que
H(($,y),0) = IdX($7y)a H((l‘,y), 1) = r(x,y) y H((070)>t) = (070)a donde
r: X — A se define como r(z,y) = (0,0), para todo (x,y) € X.

Ejemplo 2.2.5. Sean (I x {1}) U (M xI) = X y {0} x [0, 3] = A, en donde
M = {0,1,%,%,%,...,%,...}. Definamos a r : X 2 A por r(x,y) = (0, %),
para todo (z,y) € X. Luego, A es un retracto de deformacién no fuerte
mediante la homotopia H: X x I — X definida por

1
H(z,y),t) = { ii (2.2.1)

(x,(1—t)y) si0<t
(2—2t)z, %) sil<t

//

El siguiente ejemplo muestra que no todo retracto es un retracto de
deformacion. Sea X = AU B como en ejemplo 2.1.6. Vimos que A es un
retracto para X. Supongamos que existe una homotopia H entre Idx y
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r : X D A, definida por r(z,y) = (0,y). Sea g un punto de B. Entonces
H\yy es una trayectoria en X, de un punto de B a un punto de A, lo
que es una contradiccién pues A y B son dos componentes por trayectorias
diferentes de X. Por lo tanto, A no es un retracto de deformacion para X.

Proposicion 2.2.1. Sea A un retracto de deformacion de X. Entonces A
es conexo por trayectorias si y solo si X es conexo por trayectorias.

Demostracion. Supongamos que X es conexo por trayectorias. Del hecho de
que A es un retracto de deformacién de X y X es conexo por trayectorias,
se desprende inmediatamente que A es conexo por trayectorias.
Supongamos que A es conexo por trayectorias y A es un retracto de
deformacion de X. Para a,b € X y una deformaciéon H: X xI — X, podemos
obtener una trayectoria de a a b concatenendo trayectorias correspondientes
a los subconjuntos H({a} x I) y H({b} x I) con una trayectoria en A de
H(a) a H(b). O

En el conjunto de todas las funciones continuas C'(X, X), tenemos que la
relaciéon de homotopia es de equivalencia y el conjunto cociente obtenido se le
denota por [X,Y]. También, en el conjunto P(X) de todas las trayectorias
en X, la relacion de homotopia es de equivalencia y el conjunto cociente
obtenido se llama conjunto fundamental en X denotado por m(X).

Teorema 2.2.1. Un subespacio A C X es un retracto de deformacion de
X siy solo si, A es un retracto de X y X es una deformacion en A.

Demostracion. Supongamos que H : Idx ~ i4 o d es una deformacion de
X en Ay r: X — A es una retraccién. De Idx ~ i4 o d se tiene que
r=roldyxy ~roigod=1dgod=d,dedonde Idx ~ip0d ~ig0r, lo cual
por la transitividad en [X, Y], nos lleva a que existe H : Idx ~ i4 o r una
retraccién de deformacién de X en A. En consecuencia, A es un retracto de
deformacion de X.

Ahora supongamos que H : Idx ~ i40r es una retracciéon de deformacién
de X en A. Como r: X — A es una retraccién, se concluye que A es un
retracto de X y H es una deformacion para X en A. ]

Se dice que dos espacios X y Y son del mismo tipo de homotopia (son
homoétopicamente equivalentes), denotado por X ~ Y/ si existen funciones
continuas f: X - Y yg:Y — X talesque go f ~ Idx y fog ~ Idy,
respectivamente.

Enseguida veremos que un retracto de deformacién A C X es homodtop-
icamente equivalente al espacio X.
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Proposicion 2.2.2. Si A es un retracto de deformacion de X, entonces A
es homdotopicamente equivalente a X.

Demostracion. Supongamos que A es un retracto de deformacién de X.
Mostraremos que X ~ A. Como A es un retracto de deformacién de X
se tiene que Idx ~ iq4 o7, en donde i4: A — X es la funcién inclusién y
r: X — A es una retraccién. Por otro lado, tenemos que roiyq = Ida y
roiyg ~ Idy por la reflexividad en [X,Y]. Por lo tanto, como Idx ~igor
yroig ~ Idy, tenemos que A es hométopicamente equivalente a X. [l

El siguiente teorema es conocido como propiedad de naturalidad del
conjunto fundamental 7(X) en X, en el conjunto fundamental 7(Y) en Y.

Teorema 2.2.2. Sea F': X — Y wuna funcion continua. Si las trayectorias
f,9: 1 — X son homotdpicas en el espacio dominio X, entonces las trayecto-
rias Fof Fog: I — Y son trayectorias homotopicas en el espacio codominio
Y.

Demostracion. Sea f ~ g en X via la homotopia H: I x I — X. Como
FoH:IxI—Y escontinuay (Foh)(t0) =(Fof)(t)y (Foh)(t1) =
(Gog)(t), se tiene que Fo f~FogenY. O

Un espacio X se dice que es simplemente conexo si es conexo por
trayectorias y cualesquiera dos trayectorias con los mismos puntos extremos
en X son homotdpicas relativas a { 0,1 }.

Proposicion 2.2.3. Si A es un retracto de un espacio X simplemente
conexo, entonces A es simplemente conexo.

Demostracion. Supongamos que 7 : X D A y X es simplemente conexo. Por
la proposicién 2.1.10, vimos que las retracciones preservan la conexidad por
trayectorias. Mostraremos que para dos trayectorias f, g en el subespacio A
con puntos extremos comunes, se tiene que f ~ g relativas a {0,1}. Como
X es simplemente conexo, para dos trayectorias h,k con puntos extremos
comunes en X, se tiene que h ~ k relativas a {0,1} via la homotopia
H:1TxI — X. Por el teorema 2.2.2, tenemos que r o h ~ r o k relativas a
{0,1} en el espacio codominio A via la homotopia roH : IxI — A. Tomando
f=rohyg=rok, se tiene que f y g son dos trayectorias homotdpicas
relativas a {0,1} con puntos extremos comunes en A. En consecuencia, A
es simplemente conexo. [l

Con lo visto sobre homotopias, ahora demostraremos que S no es un
retracto de D?.
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Teorema 2.2.3. La esfera S* no es un retracto del disco cerrado D?.

Demostracion. Consideremos las trayectorias f,g: I — S!' definidas por
f(t) =e ™y g(t) = e™ las cuales tienen los mismos puntos extremos (1,0)
y (—1,0). Tenemos que f, g no son homotépicas en S! relativas a { 0,1} (ver
ejemplo 1, [22] pagina 274). Por otro lado, tenemos que las composiciones
ig1 o f, ig1 0 g: I — S' C D? son trayectorias homotépicas, ya que D? es un
subespacio (simplemente) conexo de R2. Si 7 fuera una retraccién del disco
a la esfera, tendriamos que f =roigi o f ~roig og = g relativas a {0,1}
por la propiedad de naturalidad, lo que es una contradiccién. Por lo tanto,
S! no es un retracto de D?. ]

2.3. Retractos de espacios contraibles.

Cuando una funcién continua f es homotépica a la funcién constante ¢,
en p, decimos que f es homotopica nula o innesencial. Por otro lado,
cuando Idyx es homotdpica nula decimos que X es un espacio contraible.

Definicién 2.3.1. Un espacio X se dice que es contraible, si existe un
punto p € X tal que la funcion identidad Idx es homotopica a la funcién
cp: X — X constante en p. La funcion continua H: X x I — X tal que
H(z,0) = Idx y H(z,1) = ¢p(x) = p es llamada una contraccion del
espacio X a p.

Los siguientes son algunos ejemplos de espacios contraibles.

Ejemplo 2.3.1. El disco cerrado D™, con n > 1, es contraible al origen.
La funcién H: D™ x I — D", definida por H(z,t) = (1 — t)z,, para todo
(z,t) € D™ x I, es una contraccién del disco cerrado unitario al punto 0. De
igual forma D", R™ y I" con la misma contracciéon son contraibles al origen.

Ejemplo 2.3.2. La bola abierta unitaria D™, con n > 1, es contraible al
origen. En efecto, para la homotopia H: D" xI — D" definida por H(z,t) =
tx se tiene que H(z,0) = co(x) = 0y H(x,1) = =z, para todo (x,t) €
D™ x I. De igual forma D™, R™ y I" son contraibles al origen con la misma
contraccion.

Ejemplo 2.3.3. El espacio R™ con la topologia usual, es un espacio con-
traible a un punto p € R™ de acuerdo a la homotopia H: R” x I — R",
definida por H(z,t) = (1 — t)z + tp, para todo (z,t) € R™ x I. De la misma
forma D", D", y I" son contraibles a un punto con la misma contraccién.
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Ejemplo 2.3.4. Sean X como en el ejemplo 2.2.5 y H: X x I — X una
funcién definida por

(x,2t + (1 —2t)y) si

0<t<sy, (2.3.1)
) 3.
((2—2t)x,1) sig<t<l

H((z,y),t) = {

Entonces H es una contraccién de X en (0,1).

A continuacién damos una importante propiedad de retractos en espacios
contraibles.

Proposicion 2.3.1. Todo retracto de un espacio contraible es contraible.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio contraible y r : X D A.
Mostraremos que A es contraible. Como X es contraible, existe una contrac-
cion H: X x 1 — X tal que H(x,0) = Idx y H(z,1) = ¢z,(z) = o para
algin o € X. Sea F': AxI — A definida por F(a,t) = r(H(a,t)) = (roH;o
ia)(a,t). Entonces F(a,0) =r(H(a,0)) =r(Idx(a)) =7r(a) =a = Ida(a)y
F(a,1) =r(H(a,1)) =r(zo) € A, para cada a € A. Esto muestra que A es
contraible. O

Proposicion 2.3.2. X es un espacio contraible a un punto p si y solo si
{p} es un retracto de deformacion para X.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio contraible en p. Mostremos
que {p} es un retracto de deformacién para X. Como X es contractil, existe
una homotopia H;: X — X (0 < ¢ < 1) tal que Hy = Idx y Hi(z) =
cp(z) = p para todo z € X. Como ¢, = ig,) or, donde r: X — {p} es una
retraccién. Por definicién, {p} es un retracto de deformacién de X.
Supongamos que {p} es un retracto de deformacién de X. Mostraremos
que X es un espacio contratil al punto p. Como {p} es un retracto de de-
formacion de X, existe una homotopia Hy: X — X tal que Ho(z) =z y
Hy(z) = ig,y or, donde r: X — {p} es una retraccién. Como ig,y o1 = ¢y,
se tiene que H es una contraccién del espacio X a p. En consecuencia, X es
un espacio contraible al punto p. [l

De acuerdo a la siguiente definicién, veremos que el concepto de espacio
contractil lo podemos definir en un punto.

Definicion 2.3.2. Se dice que un espacio X es localmente contraible en
un punto p € X, si para toda vecindad U de p, existe una vecindad V C U
de p y una homotopia H: V x I — U tal que Hy es la funcion inclusion
de 'V en U y Hy es una funcion constante. Se dice que X es localmente
contraible si lo es en cada uno de sus puntos.
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Proposicion 2.3.3. Todo retracto de un espacio localmente contraible es
localmente contraible.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio localmente contraible y
r : X DO A. Mostraremos que A es localmente contraible. Sean p € A y
U una vecindad de p en A. Como p € A, tenemos que r(p) = p. Como
r es continua, se tiene que r~'(U) = W es una vecindad de p en X. Por
otro lado, como X es localmente contraible, existen una vecindad Z de p
en X tal que Z C W y una homotopia H: Z x I — W, tal que Hy(z)
es la funcién inclusién de Z en W y Hjp(z) es una funcién constante. Sea
V=ZnAcCZ C W. Luego, se tiene que V. C r(Z) C r(W) = U, de
donde V' es una vecindad de p en A. Enseguida definamos una homotopia
F:V x1— U por Fy(z) = r(H(x)) para todo (z,t) € V x I. De aqui, para
cada z € V, Fy(z) = r(Hop(z)) es una funcién inclusién y Fy(x) = r(Hi(x))
es una funciéon constante. Por lo tanto, A es localmente contraible en p.
Como p fue arbitrario se concluye que A es localmente contraible. O

2.4. Retractos de vecindad.

Como hemos visto en la seccién 2.1, para un espacio X y A C X un
subespacio de X, en ocasiones podemos encontrar una extensiéon continua
(retraccién) 7: X — A de Ida: A — A tal que r(X) C Ay r(a) = a para
todo a € A. Sin embargo, también en ocasiones podemos encontrar una
extension continua r: U — A de Ida: A — Atal que r(U) CAyr(a) =a
para todo a € A, en donde A C U C X y U es un subespacio abierto de X.
A continuacién definimos este tipo de extensiones.

Definicién 2.4.1. Un subespacio A C X de un espacio X es un retracto
de vecindad de X, si A es un retracto de un subespacio abierto U de X
que contiene a A.

Ejemplo 2.4.1. Dado que la esfera S"~! es un retracto de D™\ {0}, el
cual es un subconjunto abierto de D™, se tiene que S ! es un retracto de
vecindad de D" con la retraccién radial. Con la misma retraccién, resulta
que S" ! es un retracto de vecindad de R™.

Ejemplo 2.4.2. Sean X un espacio Hausdorff y ay, as € X. Entonces
A = {a1,a2} es un retracto de vecindad de X. En efecto, sean U; y Us
vecindades disjuntas de a1 y ao respectivamente y sea r: Uy U U — A,
definida como r(x) = ay, para todo x € Uy y r(z) = ag,para todo x € Us.
Entonces 7 es continua y 714 = Ida.
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Ejemplo 2.4.3. Como X es un abierto del espacio X que contiene a un
subconjunto A, A es un retracto de vecindad de X.

Por comodidad esribiremos r : U O A para referirnos a una retraccién
de vecindad de un subespacio U C X que contiene a A.

Proposicion 2.4.1. Un subespacio A del espacio X es un retracto de vecin-
dad de X si y solo si, para cualquier espacio Y, toda funcion continua

g: A —Y tiene una extension continua sobre algun abierto U que contiene
a A.

Demostracion. Supongamos quer : U DO Ay g: A — Y es continua. Tomem-
os gor: U — Y. Vemos que g or es una extensiéon continua de g pues
(gor)a=g.

Inversamente, como Id4 es continua, por hipotesis tenemos que existe
una extension continua r: U — A. En consecuencia, A es un retracto de
vecindad de X. 1

Vemos que todo retracto de vecindad A de un espacio X tiene to-
da propiedad hereditaria de X. Por otro lado, subespacios abiertos de X
heredan toda propiedad topoldgica local de X. Enseguida, veremos que to-
do retracto de vecindad de X tiene las propiedades locales de conexidad,
compacidad y contractilidad si X las tiene.

Proposicion 2.4.2. Sean X un espacio localmente conexo y A un retracto
de vecindad de X. Entonces A es localmente conezxo.

Demostracion. Seanr : U D Ay W C A una vecindad de p en A. Mostraremos
que existe una vecindad conexa de p contenida en W. Como r(p) =p y r
es continua, 7 }(W) = N es una vecindad de p en U. Luego, como U es lo-
calmente conexo, existe una vecindad conexa M de p en U tal que M C N.
Finalmente, comop € MNA C M C N yr es continua, MNA Cr(M) C W,
lo que indica que A es conexo en pequeno. Por el teorema 2.1.5, A es local-
mente conexo en p. Como p fue un punto arbitrario de A, se concluye que
A es localmente conexo. [l

Proposicion 2.4.3. Sean X un espacio localmente contraible y A un re-
tracto de vecindad de X. Entonces A es localmente contraible.

Demostracion. Sean U C X un subespacio abierto de X que contiene a A y
r:U DA Sean p € Ay V una vecindad de p en A. Como r(p) =py r es
continua, r (V) = W es una vecindad de p en U. Por otro lado, como U es
localmente contraible, existen una vecindad Z de pen U tal que Z C W'y
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una homotopia H: Z x I — W, tal que Hy(z) es la funcién inclusién de Z
en Wy Hi(z) es una funcién constante. Sea M = Z N A C Z C W. Luego,
M Cr(Z) CV y M es una vecindad de p en A. Definamos F': M x1 —V
por Fy(x) = r(H¢(x)), para todo (x,t) € M x 1. De aqui Fy(z) es una funcién
inclusién y F(z) es una funcién constante. En consecuencia, A es localmente
contraible. O

Finalmente, lo referente a localmente compacto sigue de la proposicion
2.1.11 y del hecho de que todo retracto es un retracto de vecindad.

2.4.1. El cubo de Tychonoff

Consideremos el intervalo cerrado I = [0,1] C R y el cubo de Tychonoff
T=1IMM ={f| f: M — 1}, en donde M es un conjunto no numerable.
La funcién 0 € T tal que §(M) = 0 es llamada el origen en 7. Ademads,
para cada A € M, tenemos que el subespacio cerrado de T definido por
ILn={feT: f(M\{)\}) =0} es homeomorfo a I. En efecto, para cada
feTtal que f(M\ {\}) = 0 significa un punto (0,0,0,...,0,ay,0,...) en T,
en donde a) toma valores en el A-ésimo factor de T. En consecuencia, I es
una replica de I y por lo tanto, I ~ I.

Sabemos que para una familia { X5 : § € A} de espacios, la topologia de
Tychonoff (topologia producto) sobre el producto Cartesiano [[s., X
= {(zs5)sen : x5 € X5,Y0 € A}, es la topologia que tiene como base la
coleccion de conjuntos de la forma ] n Us x [] pea\n Xu, donde Us es un
conjunto abierto en Xy para cada 6 € N y N es un subconjunto finito de
A. Asi, un abierto U en la topologia del espacio producto es la unién de
elementos basicos; es decir, U = U(I[sen Us x [1en\n Xp)-

Lema 2.4.1. Para toda sucesion (Up)nen de vecindades del origen 6 en T,
Moo, Uy contiene a I para toda N € M excepto, a lo mds, para un nimero
numerable de indices A\. De aqui, ya que M es no numerable, existe A € M
tal que Iy C U, para toda n € N.

Demostracion. Por definicién de topologia producto, toda vecindad U,, de 6
en T contiene a I para toda A € M excepto, a lo més, un nimero finito de
indices A € M. Luego, (), U,, contiene a I, para toda A € M excepto, a
lo més, para un nimero numerable de indices . De aqui, existe A € M tal
que I, C U, para toda n, con lo cual queda demostrado el lema. O

Sea X =IxT el cubo de Tychonoff, donde g = (0, 6) es el origen en X y
T =1TM es como antes. El siguiente resultado, muestra que W = X\ {zo} no
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es normal al considerar los conjuntos cerrados disjuntos E = (I'\ {0}) x {0}

y F = {0} x (T'\{0}).

Lema 2.4.2. Los conjuntos cerrados disjuntos E y F' de W, no tienen vecin-
dades disjuntas en W.

Demostracion. Mostraremos que si U es una vecindad de FE, entonces la
cerradura de U intersecta a F. Sea t,, = 1/n, para cada n € N. Como U
es una vecindad de (t,,0) para toda n € N, U contiene un conjunto de la
forma {t,} x U, donde U, es una vecindad de 6 en T. Por el lema 2.4.1,
existe un A € M tal que I, C U,, para toda n. Entonces {t,,} x I, C U, para
toda n € N. En consecuencia {0} x (I, \ {#}) C U, de donde UNF # () con
lo que queda demostrado el lema. [l

Finalmente considerando el conjunto cerrado A = (I x {0}) U ({0} x T)
en el cubo de Tychonoff X =1 x T, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.4.1. A no es un retracto de vecindad de X.

Demostracion. Supongamos que existe r : U O A de un subespacio abierto
U de X que contiene a A en A. Ya que E y F son abiertos en A y son
disjuntos, tenemos que 7~ *(E) y r~}(F) son abiertos disjuntos en U. En
consecuencia, son vecindades disjuntas para E' y F' en X, lo que contradice
el lema 2.4.2. Por lo tanto, A no es un retracto de vecindad de X. [l
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Capitulo 3

RETRACTOS ABSOLUTOS

En este capitulo trataremos los extensores (de vecindad) o subespacios
que tienen la propiedad de extensién. Desde un punto de vista més gen-
eral, se verdn los extensores (de vecindad) absolutos para clases C de espa-
cios débilmente hereditarias. También se trataran los retractos absolutos (de
vecindad) para clases C de espacios cerrados bajo imdgenes homeomorficas.

3.1. Extensores (de vecindad)

A continuacién definiremos la propiedad de extensién para un espacio en
relacién a otro, en donde, como veremos, algunas retracciones son un caso
particular.

Definiciéon 3.1.1. Se dice que un subespacio cerrado A de X tiene la
propiedad de extension (de vecindad) en X con respecto a un espa-
cio Y si toda funcion continua f: A — Y admite una extension sobre X
(sobre una vecindad U de A en X).

Equivalentemente, se dice que Y es un extensor (de vecindad) para el
par (X, A), si toda funcién continua f: A — Y admite una extensién sobre
X (sobre una vecindad U de A en X).

Ejemplo 3.1.1. Todos los retractos A de un espacio Hausdorff X son ex-
tensores o tienen la propiedad de extension, por el teorema 2.1.3.

Ejemplo 3.1.2. La (n — 1)-esfera S"~! es un extensor de vecindad del par
(R™,S"1), por el ejemplo 2.4.1.

Ejemplo 3.1.3. Si Y consta de un solo punto, entonces Y es un extensor
para cualquier par (X, A).

35
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Ejemplo 3.1.4. Por el Teorema de Extension de Tietze, el intervalo cerrado
I € Ry R son extensores para cualquier par (X, A), en donde A es un
subespacio cerrado de un espacio normal X.

De manera mas general y formal, veremos que I” y R™ son extensores
del par (X, A), para cualquier espacio normal X y cualquier subconjunto
cerrado A de X.

Teorema 3.1.1. Sean X wun espacio normal, y f: A — 1" una funcién
continua definida en el subconjunto cerrado A de X. Entonces, eriste una
extension F' de f sobre todo el espacio X.

Demostracion. Para cada x € A, sea f(z) = (y1,¥2,¥3,..,Yn) un punto
en I". Definiendo f;: A — I; por fi(x) = y;, para cada i = 1,2,3,...,n,
tenemos que f; = m; o f es continua, donde 7; es la proyeccién del espacio
producto 1" sobre su i-ésimo factor 1. Por el Teorema de Extensién de -
Tietze, f; se puede extender para obtener una funcién continua F;: X — I,
para cada i = 1,2,3,...,n. Para cada punto x € X definamos F(z) =
(F1(z), Fo(x), ..., F,,(z)). Entonces F' es continua y concuerda con f en A.
Por lo tanto, F' es la extensién deseada. O

Teorema 3.1.2. Sea f: A — R" una funcion continua de un subespacio
cerrado A de un espacio X Ty. Entonces existe una extension F: X — R"
continua de f.

Demostracion. Sea f: A — R™ una funcién continua de A en R™. Entonces
podemos escribir f(z) = (f1(z), fa(z), ..., fu(z)), en donde cada f; para ca-
dai=1,2...,n,es continua de A en R. Por el Teorema de Extensién de Ti-
etze, para cada f;, 7 =1,2,...,n, existe una extensién continua F; de f;, i =
1,2,...,n,de X en R. Definamos a F por F(z) = (Fy(x), Fa(z),..., F,(x)).
Como toda F;, i = 1,2,...,n, es continua, F' es continua. Por lo tanto, F’
es una extensién continua de f de X en R™. O

En la siguiente seccién, veremos que los extensores absolutos (de vecin-
dad) son también extensores (de vecindad).

3.2. [Extensores absolutos (de vecindad)

Bajo ciertas condiciones, podemos generalizar el concepto de extensor
(de vecindad) a una clase méds amplia de espacios y obtener el concepto
de extensor absoluto (de vecindad). Para esto definiremos una clase C de
espacios, débilmente hereditaria.
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Definicion 3.2.1. Una clase C de espacios es débilmente hereditaria si
satisface las siguientes condiciones:

1) (Débilmente hereditaria) Si X € C, entonces C contiene todo sube-
spacio cerrado de X.

2) (Topoldgica) Si X € C, entonces C contiene toda imagen homeomaorfi-
ca de X.

Existe una gran cantidad de clases C débilmente hereditarias de espacios,
ademds de considerar que la unién y la interseccion de clases C débilmente
hereditarias es una clase C débilmente hereditaria.

1) La clase C; de todos los espacios primero numerables.

2) La clase Co de todos los espacios segundo numerables.

4

)
)
3) La clase CR de todos los espacios completamente regulares.
) La clase F de todos los espacios totalmente normales.

)

5) La clase FP de todos los espacios totalmente normales y perfectamente

normales.

6) La clase H de todos los espacios Hausdorff.

7) La clase IC de todos los espacios compactos.

8) La clase KH de todos los espacios Hausdorff compactos.

9) La clase KM de todos los espacios compactos metrizables.

10) La clase £ de todos los espacios de Lindelof.

—_

—_

2) La clase M de todos los espacios metrizables.

—_

3) La clase N de todos los espacios normales.

—_

4) La clase P de todos los espacios perfectamente normales.

—_

5) La clase PH de todos los espacios Hausdorff perfectamente normales.

)
)
)
)
)
1) La clase LK de todos los espacios localmente compactos.
)
)
)
)
16)

La clase R de todos los espacios regulares.
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17) La clase SM de todos los espacios metrizables separables.

18) La clase 7 de todos los espacios de Tychonoff.

Veamos que 7) es una clase topoldgica débilmente hereditaria, las demas
se dejan como ejercicio para el lector. Sabemos que todo A C X subespacio
cerrado de un espacio compacto X es compacto (ver [22] pagina 199). Por
otro lado, si X es un espacio compacto y f: X — Y es un homeomorfismo
entre los espacios X y Y, entonces la imagen f(X) C Y es compacto, por
ser f continua.

Definicién 3.2.2. Sea C una clase débilmente hereditaria. Un espacio Y es
un extensor absoluto (de vecindad) para C, si todo subespacio cerrado
A de un espacio X € C tiene la propiedad de extension a X (a un subespacio
abierto de X que contiene a A) con respecto a'Y.

Simbdlicamente, escribiremos Y € AE(ANE)(C)! para indicar que Y es
un extensor absoluto o bien un extensor absoluto de vecindad para la clase

C.

Ejemplo 3.2.1. Sea Y = {p}, entonces Y es un AE para cualquier clase
C. En efecto para X € C y A un subconjunto cerrado de X, se tiene que
f:+ A— {p} es continua y la tnica funcién F': X — {p} es extensién de f.

Ejemplo 3.2.2. Por el teorema 3.1.1 y teorema 3.1.2, I™ y R" respectiva-
mente son AE(ANE)(N).

Proposicion 3.2.1. Todo extensor absoluto para la clase C es un extensor
absoluto de vecindad para la clase C.

Demostracion. Sean X € C y A un subconjunto cerrado de X. Por hipdtesis,
para cada f: A — Y funcién continua, existe una extension F: X — Y.
Como X es un subconjunto abierto de X que contiene a A, F' puede verse
como una extensién de f a una vecindad U de X que contiene a A. Esto
completa la demostracién. O

En [18], pagina 95 se muestra una condicién para que un ANE(N) sea
un AE(N).

Como la clase P de todos los espacios perfectamente normales es méds
amplia que la clase CR de todos los espacios completamente regulares, en-
tonces la siguiente proposicion es aplicable para este par de clases.

! Absolute Extensor (AE) y Absolute Neighborhood Extensor (ANE).
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Proposiciéon 3.2.2. Si B es una clase débilmente hereditaria de espacios
contenida en una clase débilmente hereditaria C, entonces todo AE para la
clase C es un AE para la clase B.

Demostracion. Sea f: A — Y una funcién continua de un subconjunto cer-
rado Ade X € By Y € AE(C). Mostraremos que A tiene la propiedad de
extensién en X con respecto a un espacio Y. Como BCCy Y € AE(C),
tenemos que para la funcién continua h: A — Y existe una extensién
H: X — Y. Tomando f = h, tenemos que H es una extensién de f. En
consecuencia, todo AF para la clase C es un AFE para la clase B. O

Enseguida probaremos que todo espacio homeomorfo a un AE(C) es un
AE(C).

Proposicién 3.2.3. Ser AE(C) es un invariante topoldgico.

Demostracion. Sean Y € AE(C) y Z ~ Y. Mostraremos que el espacio
Z es un AE(C). Sea g: A — Z una funcién continua de un subconjunto
cerrado A de X € C en Z. Como Z =Y, existe un homeomorfismo h: Z —
Y entre los espacios Z y Y. Por otro lado, como Y € AE(C), la funcién
continua f = hog: A — Y admite una extensién F: X — Y. Finalmente,
tomando G = h™' o F': X — Z se muestra que G es una extensién de g. En
consecuencia, Z es un AE(C). O

Proposicion 3.2.4. Si la clase C contiene un espacio X que no es normal,
entonces todo AE(ANE)(C) Hausdorff consiste de un solo punto.

Demostracion. Supongamos que Y € ANE(C) es de Hausdorff y tiene més
de un punto. Sean p,q € Y distintos y U, V vecindades disjuntas de p y
q, respectivamente en Y. Ya que X no es normal, existen dos subconjuntos
cerrados y disjuntos A y B de X que no tienen vecindades disjuntas en X.
Sea C'= AU B. C es un subconjunto cerrado de X. Definamos una funcién

f:C =Y por
p six €A,
= 3.2.1
@) {q siz € B. ( )

Como Y es de Hausdorff, Y es T} y por lo tanto cada uno de sus puntos
es cerrado. Luego, f es continua pues f~1(p) y f~!(g) son cerrados en C.
Como Y € ANE(C), f admite una extensién F': W — Y de una vecindad
W de C en Y. Luego, las vecindades F~}(U) y F~1(V) de Ay B en X son
disjuntas en contradiccion con la eleccion de A y B. Por lo tanto, Y consiste
de un solo punto.

La demostracién para AE(C) es muy similar. O
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Como R € AE(N), segiin el siguiente teorema, R> es un AE(N).
Teorema 3.2.1. ) El producto topoldgico de AE's(C) es un AE(C).

b) El producto topoldgico de una coleccion finita de ANE's(C) es un
ANE(C).

Demostracion. a) Sean {Y, : & € M} una coleccién de extensores absolutos
paralaclase C y Y el producto topolégico de esta coleccién. Mostraremos que
Y € AE(C). Sea f: A — Y una funcién continua, donde A es un subespacio
cerrado de X € C. Para cada o € M consideremos f, = poo f: A — Y,,
donde p,: Y — Y, es la proyeccion en el a-ésimo factor. Ya que Y, es un
AE(C), fo admite una extensién F,: X — Y,. Sea F': X — Y una funcién
definida de tal modo que p,[F(x)] = F,(x), para toda = € X. Vemos que
F es continua y Fj4 = f con lo que finalizd la demostracion. Por lo tanto,
Y € AE(C).

b) Sean {Y, : @ € M} una coleccién finita de espacios tal que Y, €
ANE(C) y Y el producto de esta coleccién. Mostraremos que Y € ANE(C).
Sean X € Cy f: A — Y cualquier funcién continua definida en un subcon-
junto cerrado A de X. Para cada o € M, consideremos la funcién continua
fo = Paof: A — Y, YaqueY, es un ANE(C), existe una extension
F,: U, — Y, de f, de una vecindad U, de X que contiene a A. Como M es
finito, la intersecciéon U de todos los U, es una vecindad de X que contiene a
A. Por 1ltimo, definamos una funcién F: U — Y tal que p,[F(z)] = Fu(z),
para toda x € U. Se tiene que F' es continua y F|4 = f, lo que finaliza la
demostracion. Por lo tanto, Y =[], Y, € ANE(C). O

Sean H = {{z;}2, : 2; € R y £%2? < o} el espacio de Hilbert y
He = {{z;}3°, € H:0 < 2; < 1} el cubo de Hilbert. En vista de que
R>® ~ H y I*® =~ H¢ (ver [6] en pagina 198), por la proposicién 3.2.3, H y
He son AE(ANE)(N).

Como una aplicacién del teorema anterior veremos que S™ € ANE(N).

Teorema 3.2.2. Sean A un subconjunto cerrado de un espacio normal X
y f: A— S" n >0, una funcion continua de A en la n-esfera. Entonces
existen un subconjunto abierto U de X tal que U contiene A y una extension
F:U—S" de f.

Demostracion. Por el Teorema 3.1.2, existe una extensiéon g: X — R"t!
de f: A — S" Sea F = r0g: U — S" donde r: R""1\ {0} — S" es la
retraccién radial. Sea U = g~ !(R"*1\ {0}) = X \ {g71(0)}. Tenemos que
U es un subconjunto abierto de X y A C U. Entonces F es una funcién
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bien definida y ademds (r o g)(x) = (ro f)(x) = f(z), para toda z € A. Por
lo tanto, F' = r o g es una extensién de f, con lo que queda demostrado el
teorema. [l

Proposicién 3.2.5. Todo retracto de un AE(C) es un AE(C).

Demostracion. Sean Y € AE(C) y r: Y — B una retraccién. Tomemos
X €Cy f: A — B una funcién continua definida en un subespacio cerrado A
de X. La funcién continua ® = igof: A — Y admite una extensién continua
¥: X — Y, por ser Y un extensor absoluto para la clase C. Finalmente, la
funcién compuesta g = ro¢: X — B es una extension de f, pues g4 =
(rov)ia=r(ha) = r(®) = f, lo que muestra que todo retracto B de Y es
un AE(C). O

De acuerdo al siguiente resultado, D" es un extensor absoluto de vecindad
para la clase de los espacios normales.

Proposicion 3.2.6. Todo subespacio abierto de un ANE(C) es un ANE(C).

Demostracion. SeanY € ANE(C) y W un subespacio abierto de Y. Tomem-
os una funcién continua f: A — W definida sobre un subespacio cerrado A
de un espacio X € C. Siendo Y € ANE(C), la composicién ® = ippof: A —
Y admite una extensién ¢: V' — Y definida en un subespacio abierto V' que
contiene A en X. Consideremos U = 1~ 1(W), vemos que U es un abierto
en V. Luego, U es un abierto de X que contiene a A. Finalmente, definamos
F:U — W por F(x) = ¥(x), para toda z € U. Tenemos que F es una
extensién continua de f sobre U. Por lo tanto, todo subespacio abierto W
de Y es un ANE(C). O

Puesto que R es un ANFE(N), para (a,b) C R, se tiene que (a,b) es un
ANE(N). Por otro lado, si A C Y es un subespacio cerradode Y € ANE(C),
se tiene que, en general, A no es un ANE(C) (ver [13] en pagina 47).

Proposicién 3.2.7. Todo retracto de vecindad de un ANE(C) es un ANE(C).

Demostracion. Supongamos que Y € ANE(C) y B es un retracto de vecin-
dad de Y. Entonces existe un subconjunto abierto U de Y tal quer: U — B
es una retraccién. Mostraremos que B € ANE(C). Sean X € Cy f: A— B
una funcién continua definida en un subespacio cerrado A de X. Sea & =
ipo f: A — Y. Entonces existe una extensién ¢: V — Y definida sobre un
subespacio abierto V de X que contiene a A. Finalmente, como v~ 1(U) = W
es un subconjunto abierto de X que contiene a A, podemos definir una fun-
cién g: W — B por g(x) = r(y(v)), para toda z € W. Notemos que g4 = f.
Luego, B € ANE(C). O
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En el siguiente teorema, asumase que todo espacio en la clase C es normal.

Teorema 3.2.3. Si un espacio contraible Y es un ANE(C), entonces Y es
un AE(C).

Demostracion. Sea f: A — Y una funcién continua definida sobre un sub-
conjunto cerrado A de un espacio X € C. Mostraremos que existe una ex-
tension F': X — Y continua de f. Por ser Y un espacio contraible, existen
un punto p y una funcién continua h: Y x I — Y tal que h(y,0) = Idy (y) y
h(y,1) = p, para toda y € Y. Por otro lado, como Y € ANE(C), existe una
extensién g: U — Y continua de f sobre algiun subconjunto abierto U de
X que contiene a A. Ya que X es un espacio normal, existe un subespacio
abierto V de X con A C V C V C U. Por el Teorema de Uryson, existe una
funcién continua j: X — I tal que

. 0 six €A,
j(x) = : (3.2.2)
1 size X\ W

Luego, podemos definir una funcién continua F: X — Y tomando

h j i 7
F(z) = (9(z). (=) el (3.2.3)
P size X\ V.
Finalmente, como Fj4 = f, esto prueba que Y es un AE(C). O

Observacion: Para mas propiedades de extensores absolutos y exten-
sores absolutos de vecindad, ver [13] en péginas 39-40.

A continuacién daremos una importante propiedad para la clase PH de
todos los espacios Hausdorff perfectamente normales que serd usada maés
adelante.

Proposicién 3.2.8. Si Y es un AE(ANE)(PH), entonces toda coleccion
de conjuntos abiertos, mutuamente disjuntos y no vacios de Y es a lo mads
numerable.

Demostracion. La prueba es para AN E(PH), la otra parte es similar. Sea
v = {Ux : A\ € A} una coleccién no numerable de conjuntos abiertos,
mutuamente disjuntos y no vacios de Y. Por el ejemplo H en [4] tomo 1,
pégina 185, existe un espacio X de Hausdorff perfectamente normal y un
subconjunto A = {x) : A € A} localmente finito, de puntos distintos que
no tienen vecindades disjuntas en X. Ya que A es localmente finito en un
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espacio de Hausdorff X, A es cerrado en X. Sea f: A — Y una funcién de
tal modo que f(z)) € Uy, para cada A € A. Como A es localmente finito en
X, A es un subespacio discreto y por lo tanto f es continua.

Como Y es un ANE(PH), existe una extensién continua F : V — Y
de f, en donde V es una vecindad de A en X. Entonces x) € F~}(U)) y
F~ YU\ NUy,) = F7YU,,)NF~Y(Uy,) = F71(0) = 0, para cada A\, A\, \g €
A vy Ay # A9, contradiccién que prueba la proposicion. O

En la proposicion anterior usamos el hecho de que todo subconjunto en
un espacio discreto es abierto. Por lo tanto, cualquier funcién f: X — Y de
un espacio discreto X en un espacio Y es continua.

Recordemos que un espacio X es separable si existe un subconjunto
X, denso numerable en X. En adelante vamos a necesitar el siguiente re-
sultado cuyo demostracion se puede encontrar, por ejemplo en el libro de
Engelking [9, pag. 256]:

Lema 3.2.1. Un espacio métrico Y es separable, si y solo si toda familia
de abiertos no vacios y disjuntos entre si es numerable.

Proposicién 3.2.9. SiY es un espacio métrico el cual es un AE(ANE)(PH),
entonces Y es separable.

Demostracion. Por la proposicion 3.2.8 y el lema 3.2.1, Y es separable. [

Las siguientse propiedades muestran la relaciéon que existe entre exten-
sién de funciones continuas y funciones homotépicas.

Proposicion 3.2.10. Sean f,g: X — Y dos funciones continuas. La fun-
cion h: (X x {0}) U (X x {1}) = Y definida por h(x,0) = f(z) y h(z,1) =
g(x), puede ser extendida a una funcion H: X x1 —Y siy solo si, f yg
son homotopicas en Y.

Demostracion. Supongamos que f y g son homotdpicas. Entonces, existe
una funcién continua H: X xI — Y tal que H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(z).
Como H(z,0) = h(z,0) y H(z,1) = h(z,1), para toda z € X, H es una
extensiéon de h.

Supongamos que h puede ser extendida a una funcién continua H: X x
I — Y. Como H(z,0) = h(z,0) = f(z) y H(z,1) = h(z,1) = g(x), para
toda x € X, se tiene que f y g son homotépicas en Y. O
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Teorema 3.2.4. (Borsuk) Sean f,g: C — S™ dos funciones continuas, en
donde C' es un subconjunto cerrado de un espacio normal X. Supdngase que
f~genC. Sea F: X — S"™ una extension continua de f. Entonces existe
una extension continua G: X — S™ de g tal que F ~ G en X.

Demostracion. Sea h: C x I — S™ una homotopia entre f y g en C' con
h(z,0) = f(x)y h(z,1) = g(z), paratoda z € C. Sea C* = X x{0}U(C x1I).
Definamos a F*: C* — S§"™ como F*(x,0) = F(z) para cada x € X y
F*(x,t) = h(z,t) para cada (z,t) € C x . F* es continua en C* por ser
continua en cada uno de los subconjuntos cerrados X x {0} y C' xI de C* y
por estar bien definida en su intersecciéon. De acuerdo con el teorema 3.2.2
aplicado al espacio normal X x I, F'* tiene una extensién continua a un
abierto U C X x I, en donde U D C*. Seguiremos denotando la extensién
con F™*.

Para cada z € C, {z} x I estd contenido en una unién finita de abiertos
de la forma W; x V;, en donde W; es un abierto en X, V; es un abierto en I y
W;xV; C U. Si W, es la interseccién de las W;, tenemos {x} xI C W, xI C U.
Si W es la union de las W, entonces W x I C U y W D C.

Como X es normal, existe una funcién continua p: X — I tal que
p(z) = 1len Cy p(xr) = 0en X \ V. Definamos H(z,t) = F*(x,tp(x))
para cada (z,t) € X x I, y sea G(x) = H(z,1) = F*(z,p(z)). Entonces,
tenemos G(x) = F*(x,1) = h(z,1) = g(x), para x € C. Ademads, H(z,0) =
F*(x,0) = F(z). Por lo tanto, F' >~ G en X. O

3.3. Extensores absolutos (de vecindad) métricos

Un espacio vectorial lineal, espacio lineal o espacio vectorial sobre un
campo F' es un grupo aditivo G junto con una operacién m: F' x G — G,
definida como m(a,x) = ax, la cual satisface las siguientes cuatro condi-
ciones:

Para cada %Jar de puntos a, b de un espacio métrico Y, tenemos que

d*(a,b
d(a,b) = 7 - df es una distancia acotada para Y, en donde d* es cualquier
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distancia en Y. Consideremos a L = C(Y) el espacio de todas las funciones
continuas, acotadas, con valores reales, definidas en el espacio métrico Y.
Entonces L = C(Y') es un espacio lineal sobre los numeros reales, en donde
la adiciéon y multiplicacién escalar estan definida como:

) (f+9)y)=rfly)+9(y)y

i) (af)(y) =a(f(y)), paracada f,ge L,y €Y y a € R.

Sean f € Ly || f|| = supyey|f(y)|. Entonces || f|| define una norma en L
la cual, con la distancia del supremo o la distancia uniforme, nos produce
el espacio métrico completo L y, por lo tanto, L es un espacio de Banach.
Definamos f,(y) = d(a,y) para un punto arbitrario a € Y, f, € Ly y € Y.
Como veremos la funcién x: Y — L definida por x(a) = f,, paratodaa €Y,
tiene dos importantes propiedades que seran usadas mas adelante.

En el siguiente lema usamos el hecho de que para un espacio métrico Y,
siempre existe un encaje isométrico de Y en un espacio métrico completo
L(ver [20], en pagina 306).

Lema 3.3.1. La funcion x: Y — L, definida anteriormente, es una funcion
isométrica de Y en L, llamada el encaje isométrico canonico del espacio
métrico acotado Y.

Demostracion. Para a,b puntos arbitrarios de Y, tenemos que

d(a,b) = |fa(b) = fo(0)] < |Ifa = fol (3.3.1)
= supyey|fa(y) — fo(y)] (3.3.2)
= supyey|d(a,y) — d(b,y)| (3.3.3)
< d(a,b), (3.3.4)

de donde d(x(a), x(b)) = ||fa — foll = d(a,b). En consecuencia, x es una
funcién isométrica. 0

Como veremos mas adelante, la composicién y o f, en donde f: A — Y
es una funcién continua de un subconjunto cerrado A de un espacio X en
una cierta clase C, admite una extensién continua F': X — L.

Enseguida definiremos la nocién de conjunto convexo y de envoltura
convexa, para un subconjunto de un espacio topoldgico lineal arbitrario L.
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Definicién 3.3.1. Un subconjunto K de L es convexo si para todo nimero
finito ki, ko, ... k, de puntos en K, se tiene que y ;| oik; € K para cua-
lesquiera valores a; > 0 que satisfacen » - | o = 1.

Asi, un espacio topoldgico lineal L es localmente convexo si para cada
a € Ly toda vecindad U(a) de a en L existe una vecindad convexa V tal
que a € V C U(a).

Definicién 3.3.2. Para un subconjunto S en L, la interseccion (\, Z; = Z
de todos los conjuntos convexos Z; en L tales que S C Z; para todo 1, es
llamada la envoltura convexa de S en L.

Recordemos también que un subconjunto K C R" es convexo si contiene
el segmento de linea (1 —t)x +ty (0 < t < 1) para cada par de puntos
z,y € K. Cuando K C R™, K coincide con su envoltura convexa si y sélo si
K es convexo. En efecto, como (), Z; = Z es un convexo para Z; COnvexo y
K =\, Z; = Z, K debe ser convexo. Para la otra parte, como K C K y K
es convexo, se tiene que K = Z; para algin i y K = (), Z; = Z, en donde
K C Z; para cada 1.

El siguiente resultado incluye el concepto de complejo simplicial el cual
no definiremos aqui, para mayores detalles recomendamos ver [1] en pagina
136.

Teorema 3.3.1. La imagen x(Y') es un subconjunto cerrado de la envoltura
convezxa Z de x(Y) en L. Ademds siY es separable, entonces Z es separable.

Demostracion. Mostraremos que Z \ x(Y') es abierto en Z. Sea g € Z\ x(Y).
Como Z es la cerradura convexa de x(Y'), existe un ntimero finito de puntos
ai,az,...,apenY, talque g = > | tifa, con fo, = x(a;), t;i >0y >0 t; =
1. Ya que g no estd en x(Y), tenemos que g # f,, para todoi=1,2,...,n.
Elijamos un § > 0 tal que § < %d(g, fa;) para todo i, donde d es la distancia
en L. Denotemos por Vs = {z € Z : d(g,z) < §} la vecindad abierta de g en
Z. Probaremos que Vj estd contenida en Z \ x(Y'). Por reduccién al absurdo,
supongamos que existe un punto y € Y con f, = x(y) € V;. Por la eleccién
de 0, tenemos que d(f,,, fy) = d[x(ai), x(y)] > J, para todo i. Ademads, ya
que x es una funcién isométrica fq,(y) = d(a;,y) > § para toda i y entonces
(g, fy) = llg = fyll = l9(y) = fyW)| = lgW)| = 327 tifa,(y) > G231, ti)d =
d, lo que contradice el hecho de que f, € V5. En consecuencia, V5 C Z\ x(Y)
y X(Y') es un subconjunto cerrado de la envoltura convexa Z de x(Y) en L.

Para la segunda afirmacién, supongamos que Y es separable. Como
Y ~ x(Y), por ser x un encaje, tenemos que x(Y) es separable. Luego, sea C
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un subconjunto denso numerable de x(Y'). Entonces los subconjuntos finitos

de C forman una familia numerable I'. Sea v = {c1, ¢2, ..., ¢4} cualquier sub-
conjunto finito de C. La envoltura convexa H(y) de v en L es un simplicial
cerrado (ver [2] en pagina 212) con vértices ¢y, ca, ..., ¢q. Por tanto, es sepa-

rable. En consecuencia, ya que la envoltura convexa @ = H(C) = U, H(7)
de C en x(Y) es la unién de una familia numerable de conjuntos separables,
Q) es separable. Sea D un subconjunto denso numerable de ). Mostraremos
que D es denso en Z. Sean z € Z y § > 0 arbitrariamente dada. Luego, existe
un ndmero finito de puntos x1,xa,...,zy de x(Y) tal que z = Y ", t;x;,
donde t; > 0y >, t; = 1. Por otro lado, como C es denso en x(Y), existe
un ndmero finito de puntos ¢y, ca,..., ¢y, en C tal que d(z;,¢;) < % para
todo i = 1,2,...,m. Sea p = > ", t;c; un punto de Q. Entonces tenemos
que d(z,p) < Y7 td(xi,e) < (000, ti)% = %. Ya que p estd en Q y D
es denso en () existe un punto a € D con d(p,a) < g. Luego, tenemos que
d(z,a) < d(z,p) +d(p,a) < d y D es denso en Z, lo que evidencia que Z es
separable. [l

A continuacién damos las bases para demostrar el Teorema de Extension
de Dugundji, el cual es una importante generalizacién del Teorema de Ex-
tensién de Tietze. Como veremos, todo espacio vectorial lineal localmente
convexo es un extensor absoluto para la clase de los espacios métricos.

Definicion 3.3.3. El soporte de una funcion continua g: X — R es el
conjunto cerrado sop(g) ={x € X : g(z) #0}.

Definicién 3.3.4. Una familia {go : o € A} de funciones continuas
Jo: X — 1 se llama una particion de unidad sobre X si cumple las
stquientes condiciones:

i) Los soportes sop(ga) forman una cubierta cerrada localmente finita de
X.

it) Para cada o € A y cada v € X, los valores go(x) € R tienen suma
Yaga(z) = 1.

Teorema 3.3.2. Sean { g, : @ € A} una particion de unidad sobre X y
{fa: X = R | a € A} una familia de funciones continuas. Entonces la
funcion f: X — R definida por f(z) = Xaga(x)fo(z), es continua.

Demostracion. Por la definicion 3.3.4, los soportes de las funciones continuas
{ga : @ € A} forman una cubierta cerrada localmente finita de X. Luego,
cada punto x € X tiene alguna vecindad sobre la cual f es una suma finita
de funciones continuas. En consecuencia, f es continua. O
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Definicién 3.3.5. Si {Ug : 8 € A} es una cubierta abierta dada de X,
decimos que una particion de unidad {gg : f € A}es subordinada a
{Ug: B € A} siel soporte de cada g estd contenido en el correspondiente
Us.

Supongamos también las siguientes dos afirmaciones: a) Todo espacio
métrico X es paracompacto (Teorema de A. H. Stone, ver [8] en pdgina
186). b) Para toda cubierta abierta {Uy : o € A} de un espacio paracom-
pacto existe una particion de unidad subordinada a {Uy, : o € A} (ver [8]
en pdgina 170).

Teorema 3.3.3. (Dugundyji) Sean X un espacio métrico arbitrario, A un
subconjunto cerrado de X, L un espacio lineal localmente convexo y f: A —
L una funcion continua. Entonces existe una extension continua F: X — L
de f; ademds, F(X) estd contenida en la envoltura convexa de f(A) en L.

Demostracion. Sea d una métrica para X. Para cada x € X \ A sea B, =
{y € X\ A:d(z,y) < 3d(z,A)}, entonces B, es una vecindad de  que
no intersecta a A. Como todo espacio métrico es paracompacto, la cubierta
abierta « = { B, : * € X \ A} del espacio paracompacto X \ A tiene un
refinamiento abierto localmente finito § = {U; : i € A}. Seann > 0y
B(A,n) ={y € X : d(y,A) < n}, vemos que si x ¢ B(A,2n), entonces
B, no intersecta a B(A,n). Consecuentemente, si U € § y U intersecta a
B(A,n), entonces U esta contenido en un B, con centro en B(A,2n) y el
diametro de U es menor o igual que 27.

Con cada U € 3 no vacio, asociemos un punto ay € A como sigue:
elegimos un elemento zyy € U y encontramos ay € A con d(zy,ay) <
2d(xy, A). La propiedad fundamental de los conjuntos de § = { B, : = €
X \ A} y puntos de {ay} es:

Para cadaa € Ay W (a) vecindad de a en X, existe una vecindad V' (a) C
W (a) tal que si U NV (a) # 0, entonces U C W(a) y ay € ANW(a). En
efecto, pongamos W (a) = B(A,¢€) y tomemos V(a) = B(a, {3), cualquier U
que intersecta V'(a) tendrd didmetro menor o igual que § y estard contenido
en B(a, §). Asi para cualquier tal U, se tiene que d(zy,a) < §, d(ry, A) < g3
y también d(ay,a) < d(ay,ry)+d(zy,a) < 2d(zy, A)+d(zy, A) < 3%, esto
es ay € W(a).

Ahora sea { gy : U € #} una particién de unidad sobre (X \ A), subor-
dinada a 3 y definase F': X — L por

F(z) = {f () size 4, (3.3.5)
Sugn()f(@) sioe (X A)
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Por el teorema 3.3.2, F' es continua en cada punto de (X \ A), s6lo
necesitamos mostrar la continuidad en cada punto de A. Sean a € Ay M una
vecindad de F'(a) = f(a). Ya que L es un espacio lineal localmente convexo y
f es continua, existe una vecindad W (a) en X tal que F(W(a)NA) CC C M
para algin subconjunto convexo C' en L. Al encontrar V(a) C W(a) que
satisfaga la condicién arriba mencionada, mostraremos que F(V(a)) C M.
Claramente si z € AN V(a), entonces F(z) € C C M. Siz € V(a)\ A4,
entonces = pertenece a al menos un nimero finito Uy, Us, ..., U, tal que en
x, gu,, 9, ---» gU,, 10 son cero por definicién de soporte. Luego, como cada
U; intersecta V' (a), los correspondientes ay, estdan en A N W (a), asi que los
f(ay,) son todos elementos de C'y ya que F'(z) estd en la envoltura convexa
de los puntos f(ay,), f(av,), ..., f(av, ), encontramos que F(z) € C. Asi,
F(V(a)) C M y F es continua en a. Como F' es continua en cada punto de
X, tenemos que F': X — L es continua. Luego, F' es una extension de f y
F(X) esté contenida en la envoltura convexa de f(A). O

Corolario 3.3.1. Todo conjunto convero en un espacio topoldgico lineal
localmente convexo, es un AE(M) para la clase de los espacios metrizables.

Corolario 3.3.2. Todo espacio de Banach, es un extensor absoluto para la
clase M (F) de todos los espacios metrizables (respectivamente totalmente
normales).

Por 1ltimo, en esta secciéon mostraremos algunas equivalencias entre ex-
tensores absolutos. Antes definamos y aclaremos algunos conceptos.

Definicion 3.3.6. Un espacio métrico se dice que es topologicamente
completo, si existe una métrica equivalente d, de X, para la cual (X,d) es
un espacio métrico completo.

Definicion 3.3.7. Un espacio topolégico es un Gs absoluto si es metrizable
y es un conjunto G en todo espacio métrico, en el cual estd topoldgicamente
encajado.

Es necesario también aclarar lo siguiente. Un subconjunto B es cerrado y
(s de un espacio normal X, si y sélo si existe una funcién continua g: X —
I tal que g~'(0) = B (Lema de Urysohn, ver [10] en pigina 158). Si
X es topoldgicamente completo, entonces cualquier subespacio cerrado A
de X es también topolégicamente completo (ver [8] en pagina 295). Si A
es un subconjunto G5 de un espacio métrico completo X, entonces A es
topolégicamente completo (ver [6] en pagina 274).

En el siguiente resultado F, P, FP, N, se definen como en la pdgina 39.
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Teorema 3.3.4. Sea Y un espacio metrizable, el cual es un AE(AN E)(M).
Entonces

e) Y € AE(ANE)(C) que contiene un espacio que no es normal si y solo
Y consiste de un solo punto.

Demostracion. a) Sea f: A — Y una funcién continua de un subconjunto
cerrado A de X en la clase FP. Mostraremos que existe una extension
continua de f. Encajemos a Y en un espacio de Banach L por medio del
encaje isométrico x como en el lema 3.3.1. Por el corolario 3.3.2, tenemos
que g = xo f: A — L admite una extensién continua G: X — L.

Del conjunto L x I identificamos al subconjunto cerrado L x {0} con L.
Luego, Y es cerrado en el espacio metrizable M = (L x I)\ (L\Y).

Como A es cerrado y X es un espacio perfectamente normal, tenemos
que A es un conjunto G5 y X es normal. En consecuencia, por el Lema
de Urysohn, existe una funcién continua ®: X — I tal que ®~1(0) = A
(ver [10] en pagina 156). Definamos una funcién H: X — M por H(z) =
(G(z),®(x)), para todo z en X.

En el casoen que Y € ANE(M), tenemos que Idy admite una extension
r:V 2Y de una vecindad V de Y en M. Sea U = H (V). Entonces
U es una vecindad de A en X. Definamos una funcién F: U — Y por
F(z) = r[H(x)], para todo = en U. Podemos ver que F' es una extensién
continua de f. En consecuencia, Y € ANE(FP).

Para el caso en que Y € AE(M), tendriamos que V. =M y U = X.
Luego, siguiendo el mismo procedimiento se prueba que Y € AE(FP).

b) Sea f: A — Y cualquier funcién continua definida sobre un subespa-
cio cerrado A de un espacio X en la clase F. Mostraremos que existe una
extensién continua de f. Como Y es un espacio topoldgicamente completo,
Y tiene una funcién distancia acotada, la cual hace a Y un espacio métrico
completo. Encajemos a Y en el espacio de Banach L por medio del encaje
isométrico x. Por el corolario 3.3.2, tenemos que g = y o f: A — L admite
una extension continua G: X — L.
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Como x es un encaje isométrico y Y es un espacio métrico completo en
L, se tiene que Y debe ser cerrado en L.

Enel casoen que Y € ANE(M), tenemos que Idy admite una extension
r:V DY deunavecindad V deY en L. Sea U = G~ (V). Entonces U es una
vecindad de A en X. Definamos una funcién F': U — Y por F(z) = r[G(z)],
para todo x en U. Podemos ver que F' es una extensién continua de f. En
consecuencia, Y € ANE(F).

Para cuando Y € AE(M), tendriamos V = Ly U = X. Luego, siguiendo
el mismo procedimiento se tiene que Y € AE(F).

Por la parte b) del teorema 4.1.1 del siguiente capitulo, tenemos la otra
implicacion.

c) Sea f: A — Y una funcién continua de un subespacio cerrado A
de X en la clase P. Mostraremos que existe una extension continua de f.
Sea i: Y — R™ el encaje de Y en el producto topolégicamente completo y
numerable infinito R*° de la recta real R. Por el teorema 3.2.1, tenemos que
la funcién g =io f: A — R* admite una extension continua G: X — R,

Como R es identificado por R x {0} en R* x I, entonces Y es cerrado
en el espacio M = (R x I) \ (R*\Y).

Dado que A es cerrado en un espacio perfectamente normal X, se tiene
que A es un conjunto G§ y X es normal. En consecuencia, existe una funcién
continua ®: X — I tal que ®1(0) = A. Definamos H: X — M por H(z) =
(G(x),®(x)), para todo z € X.

SiY € ANE(M), la funcién Idy admite una extensién continua r: V' —
Y de una vecindad V de Y en M. Sea H~!(V) = U. Entonces U es una
vecindad de A en X. Definamos una funcién F': U — Y por F(x) = r(H (x)),
para todo z € U. Podemos ver que F es una extensién continua de f. En
consecuencia, Y es un ANE(P).

Cuando Y € AE(M), la funcién Idy admite una extensiéon r: M —
Y. Sea H™'(M) = X. Definamos una funcién F: X — Y por F(x) =
r(H(x)), para todo x € X. Vemos que F es una extensién continua de f. En
consecuencia, Y es un AE(P).

Por las proposiciones 3.2.2 y 3.2.9 se tiene la otra implicacién.

d) Sea f: A — Y una funcién continua de un subconjunto cerrado A
de X en la clase N/. Mostraremos que existe una extensién continua de f.
Sea el encaje i: Y — R*. Por el teorema 3.2.1, tenemos que la funcién
g=io f: A— R admite una extensiéon continua G: X — R*.

Como Y es topolégicamente completo, Y debe ser un subconjunto cer-
rado en el espacio topoldgicamente completo R*. Luego, Y es homeomorfo
a un subconjunto cerrado de R*°.

En el caso en que Y € ANE(M), la funcién Idy admite una extension
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r:V — Y de una vecindad V de Y en R*®. Sea U = G~1(V). Entonces
U es una vecindad de A en X. Definamos una funcién F: U — Y por
F(z) = r(G(x)), para todo = € U. Vemos que F' es una extensién continua
de f. En consecuencia, Y es un ANE(N).

Para el caso en que Y € AE(M), la funcién Idy admite una extension
h: R® — Y. Como G™1(R*®) = X, entonces la funcién continua F': X — Y
definida por F(z) = h(G(x)), para todo x € X es una extensién de f. En
consecuencia, Y es un AE(N).

Ahora supongamos que Y es un AE(ANE)(N). Por la parte b) se tiene
que Y es topoldgicamente completo. Por otro lado, como ser perfectamente
normal es una propiedad mas fuerte que normalidad, por la parte c) se tiene
que Y es separable.

e) Supongamos que Y = {p}. Sean X un espacioenlaclaseCy f: A =Y
una funcién continua de un subespacio cerrado A de X en Y. Mostraremos
que existe una extensién continua de f. Tenemos que F: X — Y definida
por F(x) = p, para todo x € X (para todo x € U vecindad de A en X) es
la unica extensién continua de f, con lo cual Y es un AE(ANE)(C).

Para la otra parte, por la proposicién 3.2.4, se tiene que Y consiste de
un solo punto. O

3.4. Extensores absolutos de vecindad local

En ésta seccién daremos la nocién de propiedad local de extensor abso-
luto de vecindad sin profundizar tanto en esto.

Definicién 3.4.1. Un espacio Y es un extensor absoluto de vecindad
local para la clase C (local-ANE(C)) si todo punto de'Y tiene una vecindad
que es un extensor absoluto de vecindad para la clase C.

En otras palabras, decimos que un espacio Y es un extensor absoluto de
vecindad local para la clase C si Y admite una cubierta abierta formada por
extensores de vecindad absoluta para la clase C.

Teorema 3.4.1. Si cada espacio en la clase C es un espacio reqular y to-
talmente normal, entonces todo extensor absoluto de vecindad local para la
clase C es un ANE para la clase C.

Demostracion. Ver [13] en la pagina 68. O

Como nota, en “Retraction and extension of mapping of metric and
nonmetric spaces” de 1952, Olof Hanner consideré local-ANE(M) vy, de-
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mostré que para espacios métricos (mdas generalmente, para espacios para-
compactos), todo local-ANE(M) es un AN E(M). Este teorema implica,
por ejemplo, que variedades topoldgicas son ANR’s.

3.5. Retractos absolutos (de vecindad)

En ésta seccidn definiremos los retractos absolutos para una clase C, los
cuales, en principio, sélo fuerén tratados por Karol Borsuk para la clase de
espacios métricos separables (especialmente espacios métricos compactos).
Gradualmente la teoria se extendié primero a espacios métricos arbitrarios,
y luego, a clases C débilmente hereditarias de espacios. También ha llegado
a ser claro que, la clase M de todos los espacios métricos nos da la teoria
mas satisfactoria.

Definicién 3.5.1. Un espacio Y es un retracto absoluto (de vecindad)
para una clase C débilmente hereditaria de espacios, si cumple las siguientes
condiciones:

i)Y eC.

it) Sth:Y — Y’ es un homeomorfismo de Y en un subconjunto cerrado
Y' de X y X €C, entonces Y' es un retracto (de vecindad) de X.

Equivalentemente Y es un retracto absoluto o bien un retracto absoluto
de vecindad para la clase C, si y sdlo si Y € C y toda imagen homeomorfica
de Y (encaje) como un subespacio cerrado Y’ de un espacio X € C, es
necesariamente un retracto (de vecindad) de X.

Simbélicamente escribiremos, Y € AR(ANR)(C)?para indicar que Yes
un retracto absoluto o bien un retracto absoluto de vecindad para la clase

C.

Proposicién 3.5.1. ParaC; CCy yY €Cy, siY € AR(ANR)(Cy)entonces
Y € AR(ANR)(Cy).

Demostracion. Supongamos que Y € AR(ANR)(C2) yY €Ci.Seah: Y —
R(Y) un homeomorfismo de Y en un subconjunto cerrado de X € Cj.
Mostraremos que h(Y') es un retracto (de vecindad) de X. Como Y € Co
y X € Ca, si H: Y — X es un encaje de Y en un subconjunto cerra-
do H(Y), entonces R : X 2 H(Y) (R : U 2 H(Y) con U subconjunto

2 Absolute Retract (Absolute Neighborhood Retract).
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abierto de X). Tomando H = h, tenemos que r = R es una retraccion (re-
tracién de vecindad). Por lo tanto, h(Y') es un retracto (de vecindad) de X
yY € ANR(Cy). O

El siguiente teorema establece la relacion que existe entre extensores
absolutos (de vecindad) y retractos absolutos (de vecindad) para una clase C.
Es importante ademds hacer notar que un extensor absoluto (de vecindad)
Y para la clase C no necesariamente pertenece a la clase C en cuestion,
mientras que para Y un retracto absoluto (de vecindad) para la clase C, Y
si pertenece a la clase C.

Teorema 3.5.1. Si Y es un AE(ANE)(C) yY € C, entonces Y es un
AR(ANR)(C).

Demostracion. Sea f:Y — A un homeomorfismo arbitrario de Y en un
subconjunto cerrado A de X € C. Mostraremos que A es un retracto (de
vecindad) de X. Como Y es un AE(C), la funcién continua h = f~1: A - Y
admite una extension continua F': X — Y. De aqui, como r(a) = (foh)(a) =
f(y) = a, paracadaa € A, r = fo F: X — A es una retraccién. Por lo
anterior y como Y € C, Y es un retracto absoluto para la clase C.

De manera similar se demuestra que Y es un retracto absoluto de vecin-
dad para la clase C. O

Ejemplo 3.5.1. Si Y consta de un solo punto, Y es un AR(C). En efecto,
seaY ={p}yh:{p} — A un homeomorfismo de Y en un subconjunto
cerrado A de X con X € C. Por ser h inyectiva, A = {x}, para alguna =z € X.
En consecuencia, la tinica funcién r: X — A es una retraccién. Por lo tanto,
Y es un retracto absoluto para la clase C.

Ejemplo 3.5.2. Por el Teorema de Extensién de Tietze, por el teorema
3.1.1 y el teorema 3.1.2, tenemos que I, I" y R™ son AE's(N'). Como I, I"
y R"™ son espacios normales, por el teorema 3.5.1, I, 1" y R" son retractos
absolutos para la clase N.

Ejemplo 3.5.3. Sean X un espacio completamente regular y I C X. Supon-
gamos que X C [], I, donde I, son copias de I. Ya que I € AR(N), por el
teorema 3.5.1, y [], I es normal, se sigue que I es un retracto de [[, I, y
también de X. Finalmente, como todo subespacio de un espacio normal es
completamente regular, se tiene que I € AR(CR) por la proposicién 3.5.1.

Proposicién 3.5.2. SiY € AR(C), entonces Y € ANR(C).
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Demostracidn. Supongamos que paraY € Cy Y ~Y con Y subconjunto
cerrado de X € C, entonces Y’ es un retracto de X.

Como todo retracto de X es un retracto de vecindad de X, se tiene
que Y es un retracto de vecindad de X. Entonces paraY ~ Y’ con Y un
subconjunto cerrado de X € C, Y’ es un retracto de vecindad de X. En
consecuencia, tenemos que Y € ANR(C). O

De manera formal, mostraremos que I" es un AR(ANR)(N). Para R"™
la demostracion es similar.

Proposicién 3.5.3. El cubo unitario 1" es un retracto absoluto (de vecin-
dad) para la clase N.

Demostracion. Sean X un espacio normal y f: I" — X un homeomorfismo.
Como f es continua y I" es compacto, f(I") = A es un subespacio compacto
en X. Luego, como A es un subconjunto compacto de un espacio normal,
A cerrado en X. Por el teorema 3.1.1, la funcién continua f=': A — I”
admite una extensién continua F': X — I". Por lo anterior, fo F: X — A
es continuay (foF)(z) = (fof!)(x) = z, para cada = € A, lo que muestra
que A es un retracto de X. En consecuencia, I" es un retracto absoluto para
la clase V. O

Proposicién 3.5.4. La n-esfera S™ es un ANR(N).

Demostracion. Sean X un espacio normal y h: S™ — X un encaje de S™ en
X. Como h(S™) = A es un subconjunto cerrado de X (mismo argumento que
la proposicién 3.5.3), la funcion h=!: A — S, con n > 0, es continua. Por
el teorema 3.2.2, h~! admite una extensién g: U — S”, en donde U es un
subconjunto abierto de X que contiene a A. Enseguida, como hog: U — A
es continua y (hog)(x) = (hoh™1)(z) = x, para cada x € A, se tiene que
A es un retracto de vecindad de X. En consecuencia, S™ € ANR(N). O

Como todo espacio métrico es de Hausdorff, en el siguiente resultado
puede ser 1til que un subespacio compacto I’ de un espacio de Hausdorff X
es un subconjunto cerrado de X (ver [22] en la péagina 199).

Teorema 3.5.2. SiY € AR(ANR)(KM), entoncesY es un AR(ANR)(N).

Demostracion. La prueba es para AN R(KKM), la otra parte es similar y més
simple. Como Y es un espacio compacto-metrizable, Y puede ser encajado
como un subespacio cerrado del cubo de Hilbert H¢ (ver [6] en la pagina
198). Luego, como Y es un ANR(KM) y He estd en la clase KM, existe
r:V DY de una vecindad V de Y en H¢. Sean A un subconjunto cerrado
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de un espacio normal X y f: A — Y una funcién continua. Como H¢
es un AE(ANE)(N), la funcién continua g = iy o f: A — Hg admite
una extensién continua G: X — Hg. Sea U = G~Y(V). Entonces U es
una vecindad de A en X. Definamos una funcién F: U — Y por F(x) =
r|G(z)], para toda = € U. Vemos que F es una extensién continua de f. En
consecuencia, Y esun ANE(N) y Y € N. Finalmente, por el teorema 3.5.1,
Y es un AR(ANR)(N). O

Teorema 3.5.3. SiY € AR(ANR)(SM), entonces Y es un AR(ANR)(P).

Demostracion. La prueba es para AN R(SM), la otra parte es similar y més
simple. Demos a Y una métrica acotada y consideremos el encaje isométrico
canénico x: Y — L, como en el lema 3.3.1, de Y en el espacio de Banach L.
Por el teorema 3.3.1, tenemos que x(Y') es cerrado en la envoltura convexa Z
de x(Y) en L y ademas, Z es separable si Y lo es. Como Y es un ANR(SM),
del encaje isométrico candnico x: Y — L, existe r : V DO x(Y) de una
vecindad V de x(Y) en Z. Sea f: A — Y una funcién continua de un
subconjunto cerrado A de X € P en Y. Como L es espacio métrico, Z
también lo es. Por el corolario 3.3.1, Z es un AE(M) y Z es separable.
Por la parte c¢) del teorema 3.3.4, Z es un AE(P). En consecuencia, la
funcién continua g = y o f: A — Z admite una extensiéon G: X — Z.
Sea U = ¢~ (V). Entonces U es una vecindad de A en X. Definamos una
funcién F: U — Y por F(z) = x }(r[G(z)]), para toda x € U. Vemos que
F' es una extensién de f sobre U. Por lo tanto, Y es un ANE(P) y Y € P.
Finalmente, por el teorema 3.5.1, Y es un AR(ANR)(P). O

En particular, como todo AR(ANR)(SM) es un AR(ANR)(M), por
la proposicién 3.5.1, tenemos que todo AR(ANR)(SM) coincide con todo
AR(ANR)(M)

En el siguiente teorema mostraremos que para las siguientes clases, el
reciproco del teorema 3.5.1 es verdadero.

Teorema 3.5.4. Sea C cualquiera de las siguientes clases topolégicas débil-
mente hereditarias:

a) La clase de todos los espacios normales.

b) La clase de todos los espacios normales por colecciones.
¢) La clase de todos los espacios totalmente normales.

d) La clase de todos los espacios perfectamente normales.
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e) La clase de todos los espacios completamente normales.
f) La clase de todos los espacios de Lindelof normales.

g) La clase de todos los espacios numerablemente paracompactos nor-
males.

h) La clase de todos los espacios Hausdorff compactos.

i) La clase de todos los espacios métricos.
7)

La clase de todos los espacios metrizables separables.
k) La clase de todos los espacios metrizables compactos.

Entonces todo AR(ANR)(C) es un AE(ANE)(C).

Demostracion. Sea f: A — Y cualquier funcién continua de un subespacio
cerrado A de X en la clase C. Mostraremos que existe una extension continua
F de f sobre X (respectivamente sobre una vecindad U de A en X). Para
nuestro objetivo dividiremos la demostracién en tres casos:

Caso I. Sea C cualquiera de las clases a)-h). Consideremos el espacio de

adjuncién Z = X Ug Y y de la funcién de identificacién p: X JY = X Us Y
considerar las restricciones ¢ = pjy y j = p|x. Por la proposicion 2.1.13,
Z € C para C cualquiera de las clases a)-h).

En el caso en que Y es un AR(C), si i: Y — Zy es un homeomorfismo
de Y sobre un subconjunto cerrado Zgy de Z, se tiene que r: Z — Zj es
una retracciéon. Sea X = j~1(Z). Definamos una funcién F: X — Y por
F(z) = (i~ or)[j(x)], para todo x € X. Vemos que F es una extensién
continua de f sobre X. Por lo tanto, Y es un AE(C).

SiY esun ANR(C), sii: Y — Zj es un homeomorfismo de Y sobre un
subespacio cerrado Zjy de Z, existe una vecindad V de Zy en Z junto con
una retraccién r: V. — Zy. Sea U = j71(V). Entonces U es una vecindad
de A en X. Definamos una funcién F: U — Y por F(z) = (i~! o r)[j(2)],
para toda z € U. Podemos ver que F' es una extensién continua de f sobre
U. Por lo tanto, Y € ANE(C).

Caso II. Supongamos que C es alguna de las clases i)-j). Consideremos
el encaje x: Y — L del espacio métrico Y en el espacio métrico completo L
como en el lema 3.3.1. Por el teorema 3.3.1, x(Y") es un subconjunto cerrado
de la envoltura convexa Z de x(Y) en L. Ademés, Z es separable si Y lo es.
Por lo tanto, Z estd en la clase C.

En el caso en que Y es un AR(C), si x: Y — x(Y) es un homeomorfismo
de Y sobre el subconjunto cerrado x(Y') de Z, tenemos r: Z DO x(Y"). Por el
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teorema 3.3.3 (Dugundji), la funcién compuesta g = x o f: A — L admite
una extensiéon G: X — L, tal que G(X) estd contenida en la envoltura
convexa de g(A) C x(Y) en L. Por lo tanto, G(X) C Z. Sea X = G~(Z).
Definamos una funcién F: X — Y por F(z) = x {r[G(z)]}, para toda
x € X. Podemos ver que F' es una extension continua de f sobre X. Por lo
tanto, Y es un AE(C).

Parael casoen que Y esun ANR(C),si x: Y — x(Y) es un homeomorfis-
mo de Y sobre el subconjunto cerrado x(Y') de Z, tenemos que r: V' — x(Y")
es una retraccién de una vecindad V de x(Y) en Z. Por el teorema 3.3.3
(Dugundji), la funcién compuesta ¢ = x o f: A — L admite una exten-
sibn G: X — L tal que G(X) estd contenida en la envoltura convexa de
g(A) € x(Y) en L. Por lo tanto, G(X) C Z. Sea U = G~1(V). Entonces
U es una vecindad de A en X. Definamos una funcién F: U — Y por
F(z) = x Yr[G(z)]], para toda z € U. Podemos ver que F es una extensién
de f sobre U. Por lo anterior, Y es un AN E(C). Caso III. Supongamos que
C es la clase k). Como Y es un espacio metrizable compacto, consideremos
el cubo de Hilbert He, el cual es un espacio metrizable compacto (ver [6]
pagina 198).

SiY es un AR(KM), para j: Y — Zy un homeomorfismo de Y en un
subconjunto cerrado Zy de H¢, se tiene que r: Hg — Zj es una retraccion.
Por otro lado, como H¢ es un AE(N), la funcién continua g = jof: A — He
admite una extensién G: X — Hg. Sea X = G~ !(Hg). Definamos una
funcién F: X — Hg por F(x) = (571 or)[G(x)], para todo # € X. Podemos
ver que F' es una extensién continua de f. Por lo tanto, Y es un AE(KXM).

Cuando Y es un ANR(KM), si j: Y — Zj es un homeomorfismo de Y
en un subconjunto cerrado Zy de Hg, existe una vecindad V' de Zy en Hg
junto con una retraccién r: V' — Z. Por otro lado, como H¢e un AE(N), la
funcién continua g = jo f: A — H¢ admite una extensién G: X — He. Sea
U = G~}(V). Entonces U es una vecindad de A en X. Definamos una funcién
F:U — Y por F(z) = (! or)[G(x)], para toda x € U. Vemos que F es
una extensién continua de f sobre U. Por lo tanto, Y € ANE(KM). O

Como hemos visto, para ciertas clases de espacios se tiene que Y es
un retracto absoluto (de vecindad) para la clase C si y sélo si para toda
funcién f: A — Y existe una extensién F': X — Y, en donde A C X es un
subconjunto cerrado de X y Y € C. En particular, tenemos que para la clase
N de todos los espacios normales, esto es verdad.

Proposicién 3.5.5. a) Cualquier retracto de un AR(N) es un AR(N).
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b) Un producto topoldgico es un AR(N) si y sdlo si cada factor es un
AR(N).

Demostracién. a) Supongamos que Y € ARN)yr:Y D A. Sea f: B —
A cualquier funcién continua definida sobre un subespacio cerrado B de
un espacio normal X. Mostraremos que existe una extensién F' de f y, en
consecuencia, Y es un AR(N). Como Y es un AR(N), por la parte a)
del teorema 3.5.4, la funcién i4 o f: B — Y tiene una extensiéon continua
H: X — Y. Luego, F =roH: X — A es una extension continua de f sobre
X, puesroFoig=roigof= f. Finalmente, como A € N'y A€ AE(N),
por el teorema 3.5.1, A es un AR(N).

b) Como po: [[, Yo — Ya es una retraccién, tenemos que cada Y, es un
retracto de [, Ya. Luego, por a), Y, es un AR para la clase N si [ Y, lo
es.

Ahora supongamos que cada Y,(a € A) es un AR(N) y sea g: A —
1, Yo cualquier funcién continua de un subespacio cerrado A de un espacio
normal X. Como cada Y, es un AR(N), se tiene que p,og: A — Y, admite
una extension continua Fy: X — Y,. Por ultimo, como F' =iy, o Fy: X —
I, Yo es una extensién continua de g sobre X. Como [], Y, es un AE(N)
v [1, Ya € NV, por el teorema 3.5.1, ], Yy es un AR(N). O

En los siguientes cuatro resultados, conciderar a la clase C cualquiera de
las clases del teorema 3.5.4.

Como sabemos, para una colecciéon no numerable de espacios métricos
con mas de un punto, su producto topolégico no es un espacio métrico.
El siguiente resultado muestra que los productos numerables I*° y R* son

AR's(ANR's)(\).

Teorema 3.5.5. El producto topoldgico de una coleccion finita o numerable
de AR's(C) es un AR(C).

Demostracion. Por el teorema 3.5.4, paracada Y, € AR(C), Y, esun AE(C).
Por el teorema 3.2.1, el producto [[, Yy, = Y es un AFE en la clase C y
I[,Ys € C. Luego, por el teorema 3.5.1, tenemos que Y es un retracto
absoluto para la clase C. [l

Teorema 3.5.6. El producto topoldgico de una coleccion finita de AN R's(C)
es un ANR(C).

Demostracion. Sea {Y, : @« € M } una coleccién finita de ANR para una
clase C. Por el teorema 3.5.4, para cada Y, € AR(C), Y, es un AE(C). Por
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la parte b) del teorema 3.2.1, el producto [[, Y, =Y es un ANE para la

clase C y Y € C. Luego, por el teorema 3.5.1, Y es un ANR para la clase
C. O

Teorema 3.5.7. Todo retracto de un AR(ANR)(C) es un AR(ANR) para
la clase C.

Demostracion. Por el teorema 3.5.4, si Y es un AR(ANR)(C), Y es un
AE(ANE)(C) y Y €C. Por la proposicién 3.2.5 (proposicién 3.2.7), si A es
un retracto (retracto de vecindad) de Y, A es un AE(ANE)(C). Luego, por
la definicién 3.2.1 y el teorema 3.5.1, tenemos que A es AR(ANR)(C). En
consecuencia, todo retracto de un AR(ANR)(C) es un AR(ANR)(C). O

Teorema 3.5.8. Todo subespacio abierto de un ANR(C) es un ANR(C).

Demostracion. Sea A un subconjunto abierto de Y € ANR(C). Por el teo-
rema 3.5.4, Y es un ANE(C) y Y € C. Por la proposicién 3.2.6, A es
un ANE(C). Luego, por la definicién 3.2.1 y el teorema 3.5.1, A es un
ANR(C). O

3.6. Retractos absolutos de vecindad local

Como una consecuencia de la definicién 3.4.1 y del teorema 3.4.1, ten-
emos una caracterizacién que nos permite decidir cudndo la propiedad de ser
retracto absoluto de vecindad para la clase C de espacios es una propiedad
local.

Definiciéon 3.6.1. Un espacio Y es un retracto absoluto de vecindad
local para la clase C (local-ANR(C)), si todo punto de Y tiene una vecin-
dad, la cual es un retracto absoluto de vecindad para la clase C.

De igual forma, como una consecuencia del teorema 3.4.1, tenemos lo
siguiente.

Teorema 3.6.1. Si todo espacio en la clase C es reqular y totalmente nor-
mal, entonces todo retracto absoluto de vecindad local para la clase C es un
ANR(C).

Demostracion. Asumiendo que toda vecindad para todo punto, es un retrac-
to absoluto de vecindad para la clase C y aplicando el teorema 3.5.8, se tiene
que toda vecindad es un extensor absoluto de vecindad y, en consecuencia,
es un extensor absoluto de vecindad local para la clase C. Finalmente por el
teorema 3.5.1, se tiene el resultado deseado. O
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Como todo espacio metrizable es regular y totalmente normal, por la
parte i) del teorema 3.5.8, teorema 3.4.1 y teorema 3.5.1, se tiene que todo
espacio local — ANR(M) es un ANR(M).

3.7. Retractos absolutos (de vecindad) deformables

Por medio del siguiente teorema, mostraremos la relacion que existe entre
retractos absolutos para una clase C y los retractos de deformacién.

Teorema 3.7.1. Sea X un AR(C). Un subconjunto cerrado A de X es un
AR(C) si y sdlo si A es un retracto de deformacion fuerte de X.

Demostracion. Supongamos que A es un retracto de deformacion fuerte de
X € AR(C). Por el teorema 3.5.7, tenemos que A es un retracto absoluto
para la clase C.

Ahora supongamos que un subconjunto cerrado A de X es un AR(C) y
sea @ = (X x {0}) U (A xI)U (X x {1}) el cual es un subconjunto cerrado
del producto P = X x I. Como A es un AR(C) y es cerrado en X, para el
homeomorfismo Id 4, existe r : X D A. Por otro lado, definamos una funcién
f:@Q — X por

x, sizeXyt=0
flx,t) =< x, sire Aytel (3.7.1)
r(x), sizeXyt=1.

Como X esun AR(C) y @ es cerrado en P, f admite una extensién F': P —
X de P en X. Por ltimo, definamos una homotopia F': X x I — X por
F(x,t) = fi(x) De aqui, fy es la funcién identidad, f;(a) = a para toda
(a,t) € Ax 1y fi(x) =r(x) para toda x € X. Por la definicién 2.2.2, A es
un retracto de deformacién fuerte de X. O

Tomando X =1"y A = {0}, vemos que A es un retracto de deformacién
fuerte de X tomando la homotopia H: I" x I — I" definida por H(x,t) =
(1 —t)xz. Ademds, por la proposicién 3.5.3, X es un AR(N) para la clase de
los espacios normales. También, no es dificil ver que A es un AR(C) para la
clase C.
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Capitulo 4

RETRACTOS ABSOLUTOS
METRICOS

Ademas de ser un espacio Ty, T3, T, 11, de Tychonoff, en los espacios
métricos se dan las siguientes equivalencias: 1) Separable si y sélo si 2°
numerable si y sélo si Lindelof. 2) Compacto si y sélo si numerablemente
compacto si y sélo si secuencialmente compacto. 3) Perfectamente normal
si y sélo si paracompacto si y sélo si numerablemente paracompacto, entre
otras. Lo que nos muestra la gran riqueza que poseen.

Este capitulo esta dedicado a los retractos absolutos (de vecindad) para
la clase M de todos los espacios metrizables, que como veremos resulta
ser ARy AN R para clases mayores de espacios si condiciones de completez,
separabilidad o compacidad son satisfechas. Por otro lado, el ser AR 0 ANR,
para las clases KM y SM, son simplemente casos especiales de AR(M) o
AN R(M). Ninguna otra clase topolégica débilmente hereditaria de espacios
tiene tal posicién favorable.

4.1. Retractos absolutos

Es necesario destacar los siguientes resultados sin demostrar que usare-
mos en su momento. Al final de cada resultado, damos una referencia para
mayores detalles.

Un espacio X es topologicamente completo, si y solo si, X es un Gs
absoluto (ver [15] en pagina 207). Todo espacio métrico es perfectamente
normal (ver [8] en pagina 186). Si un espacio Xes metrizable, entonces X
es totalmente normal (ver [6] en pdgina 267). Todo subespacio de un es-
pacio completamente regular es completamente regular (ver [22] en pagina

63



64 CAPITULO 4. RETRACTOS ABSOLUTOS METRICOS

242). Para que un espacio 17 sea de Tychonoff o completamente regular es
necesario y suficiente que sea homeomorfo a un subespacio de I (ver [15]
en pagina 118). Todo espacio métrico separable puede ser encajado en el
cubo de Hilbert H¢ (ver [6] en pagina 198). Todo subconjunto cerrado de
un espacio compacto es compacto (ver [19] en pagina 574). Cualquier espa-
cio métrico compacto es completo (ver [8] en pagina 294). Cualquier espacio
métrico compacto es numerablemente compacto (ver [19] en pagina 592).
Todo espacio métrico numerablemente compacto es separable (ver [19] en
pagina 609). El producto topolégico de espacios de Hausdorff es un espacio
de Hausdorff (ver [8] en pdgina 138). El producto topoldgico de espacios
compactos es compacto (ver [8] en pagina 224). Todo espacio de Hausdorff
compacto es normal (ver [19] en pégina 581).

Como sabemos, un espacio no compacto X puede ser encajado como
un subespacio denso en un espacio de Hausdorff compacto X llamado una
compactacién (Hausdorff) de X. Cuando el complemento X\ X consiste de
n puntos, el espacio X es llamado una compactacién (Hausdorff) por n
puntos de X.

Definicion 4.1.1. Sean X un espacio Ty que no es compacto y p un elemen-
to que no esté en X. La compactacién por un punto X o compactacion
de Alexandroff del espacio X, consiste de los puntos de X U{p}, con una
base para una topologia de X que consta de:

a) Todo conjunto abierto U de X.

b) Todo subconjunto U de X tal que si p € U, se tiene que X'\U es un
subconjunto cerrado compacto de X.

A continuacién damos un importante resultado, recordando que P, F,
FP, N y T se definen como en la pagina 37.

Teorema 4.1.1. SiY es un AR(ANR)(M), entonces se tiene lo siguiente:
a) Y es un AR(ANR)(FP).

b) Y es un AR(ANR)(F) si y sdlo si'Y es topolégicamente completo.

(ANR)(
(ANR)(
c (ANR)(
(ANR)(

)
)
) Y esun AR(ANR)(P) si y sélo si'Y es separable.
)

d) Y es un AR(ANR)(N) si y sdlo si Y es separable y topoldgicamente
completo.
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e) Y es un AR(ANR)(T) siy solo si Y es compacto (separable y local-
mente compacto respectivamente).

Demostracion. a) Supongamos que Y es un AR(ANR)(M). Mostraremos
que Y es un AR(ANR)(FP). Por la parte i) del teorema 3.5.4, Y es un
AE(ANE)(M). Luego, como Y es metrizable y Y € AE(ANE)(M), por la
parte a) del teorema 3.3.4, Y € AE(ANE)(FP). Finalmente, como Y € M
yY € AE(ANE)(M), por el teorema 3.5.1, Y € AR(ANR)(FP).

b) Supongamos que Y es un AR(ANR)(M) topoldgicamente comple-
to. Mostraremos que Y es un AR(ANR)(F). Por la parte i) del teorema
3.5.4,Y es un AE(ANE)(M) topoldgicamente completo. Luego, como Y es
metrizable y Y € AE(ANE)(M), por la parte b) del teorema 3.3.4, Y es un
AE(ANE)(F). Finalmente, por el teorema 3.5.1, Y es un AR(ANR)(F).

Ahora supongamos que Y € AR(ANR)(F). Mostraremos que Y es
topoldgicamente completo. Equivalentemente, mostraremos que Y es un con-
junto G en un espacio métrico (Z,T) cuando Y es encajado en Z. Para este
propésito, demos a Z una topologia, la cual consiste de todos los conjun-
tos de la forma H U K, en donde H C Z es un subconjunto abierto y
K C Z\'Y es cualquier subconjunto. Denotemos por (Z*,T*) el espacio
topoldgico obtenido. Luego, como T' C T, Z* es un espacio de Hausdorff y
como Z\Y =0U(Z\Y), Z* contiene a Y como un subespacio cerrado.

Mostremos que Z* es totalmente normal. Sea a = {Uy : A € A} una
cubierta abierta de Z*, donde para cada A € A, tenemos que Uy = H) U K,
y para H = (J;2, H; se tiene que Y C H. Como H es un subespacio de
un espacio metrizable Z, H es un espacio metrizable. En consecuencia H es
totalmente normal. Por lo tanto, existe un refinamiento estrellado abierto
{G, : p € M} de la cubierta abierta { Hy : A € A} de H. Completemos
la coleccion {G, : p € M} a una cubierta abierta 3 de Z*. Para esto,
agregemos {{p} | p € (Z \ H) } la coleccién de todos los puntos en Z \
H, en donde cada uno de tales puntos es un conjunto abierto en Z*, pues
{p} = 0 U {p}. Asi, obtenemos una cubierta abierta 5 de Z* la cual es un
refinamiento estrellado abierto de . Como « fue arbitraria, se sigue que Z*
es totalmente normal.

Asi en el caso en que Y € ANR(F), para el homeomorfismo j: Y — Y,
existe una vecindad U de Y en Z* junto con una retraccién r: U — Y.

Sea d la métrica que define la topologia de Z. Ya que H = H U (), la
topologia de Z* contiene todo conjunto abierto en Z. Luego, d es continua
con respecto a la topologia de Z*. Definamos una funcién real no negativa
Y: U — [0,00) por ¢(x) = d[z,r(x)], para toda x € U. Como r y d son
continuas, ¥ es continua. Por otro lado, de ¥(x) = 0 si y sélo si x € Y, se
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sigue que Y es un Ggs conjunto en U y Y es cerrado en Z*. Por lo tanto,
existe una familia numerable {U,, : n = 1,2,...} de subconjuntos abiertos
en U tal que Y = ﬂzozl U,,. Puesto que U, es abierto en un subconjunto
abierto U de Z*, U, es abierto en Z*. Esto implica que U, = H, U K,,.
Luego, Y C H,, para todany Y C (.2, Hy, lo que muestra que Y es un
(G5 conjunto en el espacio Z. Por lo tanto, Y es topolégicamenete completo.

En el caso en que Y es un AR(F), la demostracién es similar.

¢) Supongamos que Y es un AR(ANR)(M) separable. Mostraremos
que Y es un AR(ANR)(P). Por la parte i) del teorema 3.5.4, Y es un
AE(ANE)(M) separable. Luego, por la parte c) del teorema 3.3.4, Y es
un AE(ANE)(P) siy sblo si Y es separable. Finalmente, como Y € Py
Y € AE(P), por el teorema 3.5.1, Y es un AR(ANR)(P) siy sblo si Y es
separable.

d) Supongamos que Y es un AR(AN R)(M) separable y topolégicamente
completo. Por la parte i) del teorema 3.5.4, Y es un AE(AN E)(M) separable
y topologicamenete completo. Luego, por la parte d) del teorema 3.3.4, Y es
un AE(ANE)(N) siy s6lo si Y es separable y topoldgicamente completo.
Finalmente, como Y € Ny Y € AE(ANE)(N), por el teorema 3.5.1, se
tiene que Y esun AR(ANR)(N) siy sélosiY es separable y topoldgicamente
completo.

e) Encajemos a Y como un subespacio cerrado de un espacio Z de Ty-
chonoff y mostremos que Y es un retracto de vecindad de Z. Para la otra
parte, la demostracion es similar y més simple.

Caso I. Supongamos que Y es compacto. Consideremos a Z como un
subespacio del espacio de Tychonoff T = I™. Como Y es compacto en el
compacto T, Y es cerrado en T. Ademads, como Y es un espacio métrico com-
pacto, Y es separable y topolégicamente completo. Como I es de Hausdorff
compacto, T' es de Hausdorff compacto. Luego, T es normal. Por la parte d),
Y es separable y topoldgicamente completo si y s6lo si Y es un ANR(N).
Luego, existe una vecindad V de Y en T junto con una retraccién g: V — Y.
Por dltimo, el conjunto U = V N Z es una vecindad de Y en el espacio de
Tychonoff Z, en donde la restriccién r = ¢y es una retraccién de U sobre
Y. Por lo tanto, Y € AR(ANR)(T).

Caso II. Supongamos que Y es separable y localmente compacto, pero
no compacto. Consideremos a Z como un subespacio cerrado del espacio de
Tychonoff T =IM. Como Y es cerrado en el compacto T, Y es compacto en
T. Por otro lado, como Y es separable y metrizable, la compacta(non por un
punto Y también lo es. Luego, podemos considerar a Y como un subespacio
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del cubo de Hilbert H¢. Sea j: Y — Y la funcién definida por

. x, sizeY
j(@) = ey (4.1.1)
oo, sizeY\Y.

Sea U un subconjunto abierto arbitrario en Y. si co € U, entonces Y \
U es un subconjunto cerrado compacto de Y C Y. Entonces j~1(U) es
el complemento de un subconjunto cerrado compacto de Y. Por lo tanto,
§7Y(U) es abierto en Y. Si oo ¢ U, entonces U es abiertoen Y y j~1(U) = U.
Por otro lado, como Y es localmente compacto, se sigue que Y es abierto
en Y y esto implica que j~(U) es abierto en Y. Por lo anterior, j es una
funcién continua.

Ya que el cubo de Hilbert He es un AE(N), la funcién k = iy, Y —

H¢ admite una extensién continua K: T — He. Como Y es cerrado en He,
Y es cerrado en H¢\ {oo}. También, como Y € ANR(M) y He\{oo} estd en
la clase M, para el homeomorfismo Idy, existe r : W 2 Y de una vecindad
W de Y en He \ {00} sobre Y. Por dltimo, como H¢ \ {oo} es abierto en
He, W es abierto en He. Por lo tanto, V = K~1(W) es una vecindad de Y/
en 7. Sea U = V N Z. Entonces U es una vecindad de Y en Z. Definamos
una funcién s: U — Y, por s(x) = r[K(z)], para toda z € U. La funcién s
es una retraccién de U sobre Y. Por lo anterior, Y es un ANR(T).

Ahora supongamos que Y es un AN R(7). Por la parte ¢) y considerando
que el teorema es valido para la clase de los espacios Hausdorff, por la
proposicién 3.2.9 , Y es separable.

Solo resta ver que Y es localmente compacto. Como Y es un espacio
metrizable y separable, Y puede ser encajado como un subespacio del cubo
de Hilbert H¢. Si T es el cubo de Tychonoff, entonces He x T' es un cubo de
Tychonoff y el subconjunto S = [V x {0} U[He x (T'\ {#})] es un espacio de
Tychonoff, en donde 6 es el origen en T'y Y x {6} es un subespacio cerrado
de S homeomorfo a Y. Como Y es un ANR(7), existe una vecindad V' de
Y x {0} en S junto con una retraccién r: V. — Y x {6}.

Por reduccién al absurdo, supongamos que Y no es localmente compacto.
Para este propésito, probaremos que existe un punto u € H¢ y una vecindad
W de 6 en T, que satisface lo siguiente:

1) uey.

2) ugy.
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3) {u} x (WA{6}) C V.

Puesto que Y no es localmente compacto, existe un punto yg € Y tal que
para una vecindad de yy no existe ningin subconjunto compacto que lo
contenga. Por otro lado, ya que V es una vecindad en S y contiene el punto
(y0,6), se sigue de la topologia producto que existe un conjunto cerrado U
que contiene a yo en He y una vecindad W de 6 en T, tal que (yp,0) €
(UxW)nScV.

Nos proponemos elegir un v € U y que se satisfaga 3). El conjunto UNY
es un conjunto que contiene a yg en Y y, por lo tanto, UNY no es compacto.
Como U es compacto en He, U NY no puede ser cerrado en U (si lo fuera,
U NY serfa compacto, lo que por hipétesis no puede pasar). Por lo tanto,
existe un punto u € U, el cual estd en UNY C UNY C Y pero no en
Y NU CY. Este punto u satisface 1)-3).

Ahora deduzcamos una contradiccién fuera de 1)-3). Sea d una métrica
para el cubo de Hilbert He. Para n > 0, sea U, = {y € Y : d(y,u) < +}
una vecindad en Y. Por 1) y 2), tenemos que U, # 0 y (2, U, = 0, para
todo n € N, respectivamente. Luego, para cada n escogiendo un y, € U,,
obtenemos una sucesién {y,} la cual converge a u. Ya que U, es abierto
en Y, se tiene que V,, = r~1(U, x {#}) es un conjunto abierto en S. Por
otro lado, ya que el punto (y,,0) estd en V,,, existe una vecindad W,, de
0 en T tal que {y,} x W,, C V,,, para toda n € N. En otras palabras,
tenemos que r({y,} x W,) C U, x {0}. Aplicando el lema 2.4.1 a W, W7,
Wa,...,W,, ... conjunto de vecindades de 6 en T, obtenemos un segmento I
de T contenido en W'y todo W,,. Por 3) y lo anterior, {u} x (I\\{6}) C V'y
r({yn} xW,,) C Uy, x {0}, para todo n. En consecuencia, para m > n se tiene
que Uy, C Uy y r({yn} xIy) C U, x{0}, para toda n. Como r esta definida en
{u} x (Ix\ {6}) y como y,,, — u, tenemos que r({u} x (Ix\{0})) C U, x {6},
para todo n. Finalmente, para n > i se tiene que U,, C U; lo que contradice
que (o2, U, = 0. Por lo tanto, Y es localmente compacto.

Como Y es un espacio métrico separable, entonces Y es un espacio com-
pacto. O

En las siguientes tres afirmaciones, usamos el hecho de que el espacio de
Hilbert H es un espacio métrico, separable, completo (espacio de Banach) y
convexo (ver [6] pagina 198).

Teorema 4.1.2. Un espacio metrizable Y es un AR(ANR)(M) si y sdlo
si es homeomorfo a un retracto (de vecindad) de un subconjunto convexo de
un espacio de Banach.
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Demostracion. Supongamos que Y € AR(ANR)(M). Por definicién, dado
un homeomorfismo H: Y — B de Y en un subconjunto cerrado B de un
espacio metrizable X, existe r : X O B (r: U O B con U C X vecindad en
X). Sea X el cubo de Hilbert. Entonces Y es homeomorfo a un retracto (de
vecindad) de un subconjunto convexo de un espacio de Banach.
Supongamos que Y = B, con B un retracto (de vecindad) de un sub-
conjunto convexo X de un espacio de Banach. Se tiene que Y es un espacio
metrizable y X es un espacio métrico por ser subespacio de un espacio de
Banach. Como B es un retracto (de vecindad) de un espacio métrico X, B

es cerrado por ser X un espacio de Hausdorff. Luego, por la definicién 3.5.1,
Y es un AR(ANR)(M). O

Teorema 4.1.3. Un espacio métrico separable Y es un AR(ANR)(M) siy
sdlo si es homeomorfo a un retracto (de vecindad) de un subconjunto convezo
separable de un espacio de Banach.

Demostracion. Supongamos que Y € AR(ANR)(M) es un espacio métrico
separable. Luego, Y puede ser encajado en un subconjunto convexo del es-
pacio de Hilbert H, el cual es un espacio de Banach (ver [6] pagina 198). Es
decir, para h: Y — A un homeomorfismo de Y en un subconjunto cerrado
A del cubo de Hilbert H¢, el cual es un espacio separable localmente con-
vexo (ver [8] pagina 192), existe una retraccion r: Ho — A (r: U — A con
U C H¢ vecindad de A en H¢). Por lo anterior, se tiene que Y es homeo-
morfo a un retracto (de vecindad) de un subconjunto convexo separable de
un espacio de Banach.

Supongamos que Y ~ A, con A un retracto (de vecindad) de un subcon-
junto convexo separable X de un espacio de Banach. Tenemos que Y es un
espacio métrico y X es un espacio métrico por ser subespacio de un espacio
de Banach. A es cerrado por ser un retracto (de vecindad) de un espacio X de
Hausdorff. Por la definicién 3.5.1, se tiene que Y es un AR(ANR)(M). O

Teorema 4.1.4. Un espacio metrizable compacto Y es un AR(ANR)(M)
st y solo si es homeomorfo a un retracto (de vecindad) del cubo de Hilbert.

Demostracion. Supongamos que el espacio compacto metrizable Y es un
AR(ANR)(M). Como el cubo de Hilbert H¢ es metrizable, se tiene que
para h: Y — A homeomorfismo de Y en un subconjunto cerrado A del cubo
de Hilbert Hc, existe una retraccién (de vecindad) r : Hoc 2 A (r: U D A
con U C X vecindad de A en He¢). Por lo tanto, Y es homeomorfo a un
retracto (de vecindad) del cubo de Hilbert.
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Supongamos que Y &~ A, con A un retracto (de vecindad) del cubo de
Hilbert H¢. Se tiene que Y y el cubo de Hilbert H son espacios métricos.
Por otro lado, como todo subconjunto compacto de un espacio métrico es
cerrado, A es cerrado. Por la definicién 3.5.1, Y es un AR(ANR)(M). O

En las siguientes afirmaciones, relacionamos AR(AN R)(M) con los con-
ceptos contraible, localmente contraible y la propiedad del punto fijo.

Teorema 4.1.5. 51 Y es un AR(ANR)(M), entonces Y es contraible.

Demostracion. Supongamos que Y es un AR(ANR)(M). Por el teorema
4.1.2, Y es homeomorfo a un retracto (de vecindad) de un subconjunto
convexo X de un espacio de Banach. Sea p € Y. Como Y es convexo, para
la homotopia linea recta h;: Y — Y (0 < ¢ < 1) definida por h(y) =
tp + (1 — t)y tenemos que ho(y) = y y hi1(y) = p, para toda y € Y. Por lo
tanto, Y es contraible. O

Teorema 4.1.6. Si Y es un ANR(M), entonces Y es localmente contraible.

Demostracion. Supongamos que Y es un ANR(M). Por el teorema 4.1.2,
Y es homeomorfo a un retracto de vecindad de un subconjunto convexo X
de un espacio de Banach. Como todo subconjunto convexo es localmente
contraible, por la proposicién 2.3.3, Y es localmente contraible. Como Y fue
arbitrario, se tiene que Y es localmente contraible. O

Teorema 4.1.7. SiY esun AN R(M) contraible, entoncesY es un AR(M).

Demostracion. Supongamos que Y es un AN R(M) contraible. Por la parte
i) del teorema 3.5.4, Y es ANE(M). Luego, como Y es contraible, ¥ es un
AE(M). Como Y € M, por el teorema 3.5.1, Y es un AR(M). Por lo tanto,
Y es un AR(M). O

Teorema 4.1.8. Si Y es un AR(M) compacto, entonces Y tiene la propiedad
del punto fijo.

Demostracion. Supongamos que Y es un AR(M) compacto. Sabemos que
la propiedad del punto fijo es un invariante topoldgico y el cubo de Hilbert
He tiene la propiedad del punto fijo (ver [6] pagina 198). Por el teorema
4.1.4, para Y € AR(M) metrizable compacto, ¥ es homeomorfo a A un
retracto del cubo de Hilbert H. Por la proposicién 2.1.4, las retracciones
preservan la propiedad del punto fijo. En consecuencia, si Y € AR(M)y Y
es compacto, entonces Y tiene la propiedad del punto fijo. O
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Teorema 4.1.9. Si Y es un AR(KM), entonces Y es contraible.

Demostracion. Usaremos el hecho de que todo espacio métrico separable
puede ser encajado en el cubo de Hilbert He. Como Y es un AR(KM),
si Y es homeomorfo a un subconjunto cerrado Y’ del espacio compacto
metrizable He, entonces Y es un retracto de He. Por la proposicién 2.3.1
y ya que contraible es una propiedad topoldgica, Y es contraible. O

A continuacién relacionamos el hecho de que para una familia { X, : o €
A} numerable de espacios métricos, su producto topoldgico es un espacio
métrico (ver [8] pagina 189).

Teorema 4.1.10. El producto topoldgico de una coleccion numerable o finita
de AR's(M) es un AR(M).

Demostracion. Sea = { X, : @ € A} una coleccién numerable de AR's(M)
no nulos con més de un punto. Por la parte i) del teorema 3.5.4, # es una
coleccién numerable de AE's(M). Por el teorema 3.2.1, X =[], X4 es un
AE(M). Finalmente, como X € AE(M) y X € M, por el teorema 3.5.1,
X esun AR(M). O

Teorema 4.1.11. FEl producto de una coleccion finita de ANR's(M) es un
ANR(M).

Demostracion. Sea = {Y, : a € A} una coleccién finita de ANR's(M).
Por la parte i) del teorema 3.5.4, se tiene que 3 es una coleccién finita de
ANE's(M). Por la parte b) del teorema 3.2.1, el producto Y = []_ Y, es
un AN E(M). Finalmente, como Y € ANE(M) y Y € M, por el teorema
3.5.1, Y es un ANR(M). O

Teorema 4.1.12. Todo retracto (de vecindad) de un AR(ANR)(M) es un
AR(ANR)(M)

Demostracion. Supongamos que A es un retracto (de vecindad) de Y €
AR(ANR)(M). Por la parte i) del teorema 3.5.4, Y es un AE(ANE)(M).
Por la proposicién 3.2.5 (proposicién 3.2.7), A es un AE(ANE)(M). Final-
mente, como A € AE(ANE)(M) y A € M, por el teorema 3.5.1, se tiene
que A € AR(ANR)(M). Como A fue arbitrario, se tiene que todo retracto
(de vecindad) de un AR(ANR)(M) es un AR(ANR)(M). O

Teorema 4.1.13. Todo subespacio abierto de un ANR(M) es un ANR(M).
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Demostracion. Supongamos que A es un subespacio abiertode Y € ANR(M).
Por la parte i) del teorema 3.5.4, Y es un AN E(M). Por la proposicién 3.2.6,
A es un ANE(M). Finalmente, como A € ANE(M) y A € M, por el teo-
rema 3.5.1, A es un ANR(M). Como A fue arbitrario, tenemos que todo
subespacio abierto de un ANR(M) es un ANR(M). O

Teorema 4.1.14. SiY es un local-AN R(M), entonces Y es un AN R(M).

Demostracion. Como todo espacio metrizable Y es regular y totalmente
normal, podemos aplicar el teorema 3.6.1. Por lo tanto, Y es un AN R(M).
O

4.2. Retractos absolutos de vecindad deformables

Por 1ltimo, finalizamos este capitulo mencionando algunas propiedades
entre los retractos absolutos de vecindad y los retractos de deformacién para
un espacio en la clase M de todos los espacios métricos.

Teorema 4.2.1. Si X es un ANR(M) y A un subespacio de X, entonces
las dos afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) A es un retracto de deformacion fuerte de X.

b) A es un retracto de deformacion de X.

Demostracion. a)= b) Supongamos que A es un retracto de deformacién
fuerte de X. Entonces para la homotopia Hy: X — X (0 < ¢ < 1) se tiene
que Hy(x) = z, Hi(a) = a para toda a € Ay Hi(z) € A para todo = € X.
En particular, tenemos que Ho(x) = x y Hi(x) € A. Por lo tanto, A es un
retracto de deformacion de X.

b) = a) Supongamos que A es un retracto de deformacién de X. Entonces
existe una homotopia fi: X — X (0 < t < 1), tal que fy es la funcién
identidad sobre X y fi es una retraccién de X sobre A. Como X es un
espacio métrico, X es un espacio de Hausdorff. Por el teorema 2.1.3, A
es cerrado en X. Por otro lado, consideremos el subespacio cerrado Q =
(X x {0}) U(AxT)U (X x {1}) del espacio producto P = X x L. Luego,
definamos una homotopia g;: @ — X (0 <t < 1) por

.T, Si T € X y S = O
gi(z,8) = { fsaopn(@), sizeAysel (4.2.1)
fii(fi(x), sizeXys=1.
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Tenemos que g; estd bien definida y es continua. Como X es un ANR(M) y
P es metrizable, la funcién g1 : Q — X admite una extension G1: U — X de
una vecindad U de Q en P. Por 1ltimo, definamos una homotopia h;: X — X
por hi(x) = Gy(z,s) para todo = € U y toda t € I. De donde se tiene que
ho(@) = G1(,0) = g1(2,0) = @, hi(2) = G1 (1) = gi(a,1) = folfa()) =
fi(x) y he(a) = Gi(a,t) = g1(a,t) = fola) = a para todo a € Ay t € I. Por
la definicién 2.2.2, A es un retracto de deformacion fuerte para X. [l

Corolario 4.2.1. Si X es un ANR(M) contraible y si xg es un punto arbi-
trario en X, entonces eziste una deformacion d;: X — X tal que d1(X) = xg
y di(zo) = xo para todo t € 1.

Demostracion. Como X es contraible, existe una deformacién fi: X — X
tal que f1(X) es un solo punto zg = fi1(z¢). Definamos una deformacion
g X — X por

x), sio<t<i
() = ¢ 2@ ) 2 (4.2.2)
for—1(x), sig<t<L
Puesto que ¢1(X) = g, {zo} es un retracto de deformacién de X. Por

otro lado, como X es un AN R(M), por el teorema 4.2.1, se tiene que {x¢}
es un retracto de deformacién fuerte de X. En consecuencia, existe una
deformacion d;. O

Teorema 4.2.2. Sean X un ANR(M) y A un ANR(M) subconjunto cer-
rado de X. Entonces A es un retracto de deformacion de X si y sdlo si
existe una deformacion hy: X — X tal que hi(X) C A y he(A) C A para
todo t € 1.

Demostracion. Por el teorema 4.2.1, A es un retracto de deformacién fuerte
de X. Es decir, para hy: X — X se tiene que h1(X) C A para todo z € X
y ht(A) C A para todo t € IL.

Ahora supongamos que existe una deformacién h;: X — X tal que
hi(X) Cc Ay h(A) C A, para todo t € I. Ya que hi(X) C A, X es de-
formable en A. Por otro lado, consideremos la homotopia k;: A — A defini-
da por k¢(a) = hi(a), para todo (a,t) € A x 1. Como A es un ANR(M) se
tiene que ko: A — A admite una extensién kij: U — A de una vecindad U
de A en X sobre A, lo que implica que kj: U — A es una retracciéon de U
sobre A. Por el teorema 4.2.1, A es un retracto de deformacion de X. O
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