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Introducción 

 

 

 

Sólido, líquido y gas son los estados de agregación ó fases más conocidos en que 

encontramos la materia. Sin embargos, existen materiales capaces de presentar fases 

intermedias, entre la fase sólida y la fase líquida, a estos materiales se les conoce como 

cristales líquidos. Algunas de las fases intermedias o mesofases más estudiadas son la 

nemática,  en donde los ejes de las moléculas se orientas hacia una dirección 

preferencial, y la esméctica, donde las moléculas exhiben un orden posicional y 

orientacional.  

 

Existen fenómenos de interés en la física y en la química que se  desarrollan en 

dominios bi-dimensionales.  Uno de los ejemplos más conocidos que se relacionan con 

los cristales  líquidos son las películas delgadas, de suma importancia en la tecnología. 

Otra aplicación de suma importancia son los dispositivos LCD
1
 (liquid cristal display) 

que se emplean en una gran variedad de aparatos como son: calculadoras, 

computadoras, televisores, etc. 

 

Una característica común de los cristales líquidos es la anisotropía de  las moléculas que 

los constituyen. Así, por ejemplo, no existen cristales líquidos cuyas moléculas puedan 

ser representadas, digamos, por esferas. El modelo molecular aquí estudiado es 

bidimensional y consiste de moléculas infinitamente duras e infinitamente delgadas, 

bisegmentadas, esto es, dobladas en forma de L’s. Este modelo molecular  se deriva del 

modelo llamado  “Agujas dobladas” desarrollado por Perusquía y colaboradores [1], 

empleado para estudiar segregación  quiral
2
, y que posteriormente fue estudiado desde 

el punto de vista de sus posibles fases de cristal líquido [2].  La diferencia entre el 

modelo molecular estudiado por Perusquía y el estudiado en este trabajo, es que el 

primero es invariante ante rotaciones de π radianes en el plano de la molécula, mientras 

que el aquí estudiado no presenta esta invarianza. Uno de los objetivos de esta tesis es 

determinar el efecto de ésta característica en la formación de la fase nemática. 

 

El objetivo principal de esta tesis es el de encontrar las características necesarias y 

suficientes para que se de la transición de fase nemática-isótropa en el modelo 

molecular propuesto; sin embargo, el objetivo a mediano  plazo es investigar todo el 

diagrama de meso-fases de este modelo. En particular, es la  región encontrada para el 

modelo previo, de agujas dobladas, en donde se encuentra una región con características 

de la fase esméctica pero en donde las capas de las moléculas son curvas,  y no rectas 

como en la esméctica estándar, a esta región  se le ha llamado esméctica plegada. En el 

modelo  que dio origen al de nuestro estudio,  la región esméctica plegada ocurre para 

conformaciones moleculares en donde la anisotropía de las  moléculas no es muy 

pronunciada. Un aspecto importante para este proyecto es investigar la existencia de 

dicha región, así como las características para las que se obtiene esta. Algo que resulta  

de suma importancia es obtener evidencia relevante  acerca de si es una verdadera fase 

                                                 
1
 El cristal líquido que se emplea para el desarrollo de dispositivos LCD no se encuentra en un dominio 

bidimensional. Sin embargo, debido a que una gran variedad de aparatos usan este tipo de dispositivos 

para su funcionamiento, consideramos importante mencionarlos. 
2
 Las moléculas quirales son aquellas que no pueden ser superpuestas a su imagen especular.  



en el sentido termodinámico. Es importante señalar que este estudio es de carácter 

fundamental y que se  encuentra en una etapa preliminar.   

 

El modelo se ha construido con las interacciones más simples posibles que son de tipo 

“infinitamente repulsivas”. Las moléculas no tienen volumen propio, pero sí se cruzan 

con probabilidad finita, por lo que  la interacción dura causa correlaciones entre 

posiciones y orientaciones de moléculas vecinas. La ausencia de volumen, por otro lado, 

excluye la posibilidad de fases cristalinas, aun a densidades altas, por lo que los efectos  

producidos son causados por el volumen excluido. 

 

El estudio se ha llevado a cabo mediante las simulaciones numéricas, ya que esta 

técnica permite proporcionar como dato inicial la información microscópica contenida 

en los modelos intermoleculares. Esto permite explorar las consecuencias 

"microscópicas" que resulten al definir diferencias a nivel microscópico,  que aunque 

parecen pequeñas,  pueden producir grandes diferencias. 

 

El método elegido es el de Monte Carlo-Metropolis. El ensamble estadístico  que se ha 

usado es uno derivado del ensamble presión-temperatura constantes, llamado NpT. En 

nuestro caso por tratarse de un potencial intermolecular infinitamente repulsivo la 

temperatura del sistema no juega un papel explícito
3
. Por lo que el ensamble se 

considera de presión constante. 

 

Para el estudio aquí propuesto se hace uso de los llamados parámetros de orden, en 

particular el nemático. Sin embargo, también se sugieren  conclusiones preliminares 

basadas en la inspección visual de las configuraciones finales  de las simulaciones. 

Como se mencionó anteriormente este trabajo esta sirviendo como base para un estudio 

más completo, mismo que está en curso. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
3
 Al emplear un potencial intermolecular infinitamente repulsivo la temperatura no juega un papel 

explícito, de ahí que a este tipo de potenciales se les considere como atermales. Este punto se aclarará en 

la sección 4.2.2. 



Capítulo 1 

 

 
 

Objetivo 

 

 
El tipo de transición de fase depende tanto de la dimensionalidad del sistema como de la 

forma de la molécula.  El modelo que se propone estudiar es bidimensional, consiste de 

moléculas infinitamente duras e infinitamente delgadas, bisegementadas, esto es,   

dobladas en forma de L's. Dada la anisotropía de las moléculas a estudiar y en base a 

estudios previos, se espera que el modelo propuesto sea capaz de formar mesofases 

propias de los cristales líquidos, en particular, la mesofase conocida como nemática. El 

objetivo de la tesis es encontrar, mediante simulaciones tipo Monte Carlo, las 

condiciones necesarias y suficientes para que se de la transición de fase isótropa-

nemática para el modelo bi-dimensionbal propuesto. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



Capítulo 2 

 

 

 
Fenomenología de cristales líquidos 

 

 
2.1 ¿Qué es un cristal líquido? 

 

La mayoría de los materiales que conocemos pasan de sólidos a líquidos, y de líquidos a 

gases, a determinadas temperaturas. Sólidos, líquidos y gases son las fases más comunes 

de la materia. Sin embargo, existen sustancias que tienen otras fases entre la sólida y la 

líquida. Estas sustancias se conocen como cristales líquidos. 

 

Las moléculas en un sólido cristalino están obligadas a ocupar determinadas posiciones 

y además, dichas moléculas se orientan una con respecto a la otra. Decimos que la fase 

sólida cristalina  presenta un orden posicional y orientacional. En la fase líquida ambos 

tipos de orden se pierden completamente, es decir, las moléculas se orientan y mueven 

azarosamente. 

 

 

Una de las principales características de los cristales líquidos es la anisotropía en la 

forma de sus moléculas ya que en función de ésta  el sistema puede pasar por una o más 

fases intermedias, entre el cristal y el líquido, llamadas mesofases. Cuando un sólido 

pasa a una mesofase líquido-cristalina, se mantiene un orden intermedio entre las fases 

líquida y cristalina. En cada mesofase las moléculas tienen cierta libertad de 

movimiento, por ejemplo, en la mesofase nemática  (ver sección 2.3) las moléculas se 

mueven libremente como en un líquido, pero en promedio manteniendo una tendencia u 

orientación  preferencial la cual se representa por un vector unitario n̂  denominado 

director nemático. Este orden orientacional no es tan riguroso como en el caso de los 

sólidos, más bien lo que queremos decir es que los ejes de simetría de las moléculas se 

orientan preferencialmente paralelos al director nemático n̂ . El criterio cuantitativo de 

este orden se encuentra dado por la ecuación 2.1. En la figura 2.1 se ilustra el orden 

presente en un cristal,  en una mesofase de cristal líquido y un líquido, las moléculas 

están representadas por agujas. 

 



 
Figura 2.1 La figura muestra la fase  sólida cristalina, la mesofase nemática de un 

cristal líquido y la fase líquida o isótropa. Como puede apreciarse en la mesofase 

nemática  las moléculas en promedio apuntan hacia una dirección preferencial 

caracterizada por el vector director  ( n̂ ). 

 

El hecho de que los cristales líquidos puedan encontrarse en distintas mesofases (que se 

distinguen por el tipo de orden tanto posicional como orientacional que presentan y, 

como se verá más adelante, les confieren diferentes propiedades), lleva a la necesidad 

de una clasificación. 

 

 

2.2 Tipos de cristales líquidos 

 

Como ya se ha dicho, los cristales líquidos tienen la capacidad de formar mesofases en 

las cuales las moléculas presentan un alto grado de orden en comparación a las 

moléculas de una fase líquida ó isótropa. Por otro lado, en comparación a los arreglos 

moleculares propios de los sólidos cristalinos, las moléculas en estas mesofases 

presentan un mayor grado de movilidad. 

 

Hay tres tipos generales de cristales líquidos: termotrópicos,  liotrópicos y amfotrópicos 

o amfifílicos. 

 

Los cristales líquidos termotrópicos son aquellos en los cuales la manera más simple de 

inducir una transición de fase es variando la temperatura. Un ejemplo  de compuesto 

que presenta este tipo de  comportamiento es la 4, 4’-axoxyanisole. 

 

 

 
Figura 2.2  Fórmula química de la p-axoxyanisole. 

 

Los cristales líquidos liotrópicos son mezclas en las cuales la manera más fácil de 

inducir una transición es cambiando la concentración y no la temperatura. Como 

ejemplo tenemos  las mezclas de alkali n-alkanoates y agua. 



Existen también compuestos capaces de formar ambos tipos de cristales líquidos, y 

estos son los llamados amfotrópicos o amfifílicos. Los alkali  alkanoates muestran un 

comportamiento amfotrópico. 

 

Por otra parte, dependiendo de la forma de las moléculas constituyentes, podemos 

diferenciar entre cristales líquidos calamáticos, cuyas moléculas tienen forma de barras; 

discóticos, derivado de moléculas con forma de disco; y sanídicos, en los cuales las 

moléculas tienen forma de tiras delgadas. 

 

 

2.3 Mesofases de cristales líquidos 

 

Hemos hablado de la fase líquido cristalina como un término genérico. Sin embargo, 

podemos distinguir entre diferentes tipos de fases de cristales líquidos, llamadas 

mesofases. Estas se diferencian entre sí por el tipo de orden posicional y orientacional 

que presentan y en las cuales la estructura molecular (forma de las moléculas) tiene una 

gran influencia [10]. Las mesofases líquido cristalinas más estudiadas son: nemática, 

esméctica y columnar. 

 

 

2.3.1 Fase nemática 

 

En la fase nemática los ejes de las moléculas pasan la mayor parte del tiempo apuntando 

hacia una dirección preferencial, caracterizada por un vector unitario n̂ que representa 

la dirección promedia de los ejes moleculares. Decimos que hay un cierto orden 

orientacional. Sin embargo, los centros de masa de las moléculas se mueven libremente 

y por ello decimos que no hay un orden posicional. Podemos saber cuándo pasamos de 

la fase líquida a la nemática, con ayuda de lo que se conoce como parámetro de orden 

nemático (ver sección 3.1.1), una cantidad que es cero en la fase isótropa y uno en la 

fase nemática perfecta, y que está dada por la siguiente expresión 

 

( )θθ cos
2

1
cos

2

3
2

2 PS =−= ,       2.1 

 

donde θ es el ángulo formado por el director n̂  y el eje de la molécula como se muestra 

en la figura. P2 polinomio de Legendre de segundo orden. Los “brackets” < >, indican 

un promedio estadístico y, en este caso, es sobre todos los valores posibles de θ. 

 

 
Figura 2.3  Representación del ángulo formado por el director y el eje de la molécula. 

Es importante señalar que n̂ y - n̂  son equivalentes. 

 

En la siguiente figura se ilustra la fase nemática para moléculas en forma de barra 

(calamáticas). 

 



 
 

Figura 2.4  Representación gráfica de la fase nemática en 3D
1
. 

 

Tenemos una variante de la fase nemática conocida como fase colestérica o nemática 

quiral, la cual sólo ocurre para compuestos con moléculas quirales
2
. El nombre 

colestérica se derivó del hecho de que esta fase fue observada primeramente en 

derivados del colesterol. En esta fase el director va rotando en cada capa un ángulo 

constante, dando como resultado una estructura torcida (figura 2.5). 

 

 

 

Figura 2.5  La fase nemática quiral forma una estructura helicoidal
3
. 

 

Algo que resulta muy interesante, y que es de gran utilidad en el uso de dispositivos 

LCD, es la posibilidad de imponer, a las moléculas en fase nemática, una torcedura 

mediante interacciones mecánicas. Lo que da lugar a una estructura que asemeja la 

mesofase colestérica, y donde es posible manipular los pasos
4
 [3]. 

 

2.3.2 Fase esméctica 

 

En esta fase además del orden orientacional presente en la nemática, tenemos un cierto 

orden posicional pues  los centros de masas de las moléculas se encuentran distribuidos 

en capas. 

                                                 
1
 Figura tomada de la página http://frsl06.physik.uni-freiburg.de/privat/stille/index.html 
2
 Las moléculas quirales son aquellas que no pueden ser superpuestas a su imagen especular. 
3
 Figura tomada de la página http://www.barrett-group.mcgill.ca/teaching/liquid_crystal/LC03.htm 
4
 Como ya se ha mencionado, en la mesofase colestérica el director va girando un ángulo constante de una 

capa a otra.  Un paso es la distancia mínima que hay entre placas que tienen directores paralelos entre si; 

es decir, la distancia para la cual, el director ha girado, de placa en placa, un ángulo de π/2 radianes. 



 
 

Figura 2.6  Fase esméctica A
5
. 

 

El director puede ser paralelo al vector normal a las capas, lo cual da origen a la fase 

conocida como esméctica A. En la mesofase esméctica C, los ejes de las moléculas se 

orienta en una dirección que no es paralela al vector normal a las capas. En ambas fases, 

en las regiones que forman las placas, los centros de masa de las moléculas se mueven 

con relativa libertad, es decir, ambas fases no presentan orden posicional en el interior 

de las placas. En la Fig. 2.7 se aparece una representación de las mesofases esméctica A 

y esméctica C.  

 
Figura 2.7  A la derecha la fase esméctica A  y a la izquierda la fase esméctica C. 

Como puede verse en la fase esméctica A el director es paralelo al vector normal a las 

placas mientras que en la esméctica C no es así. 

 

Existen otros tipos de fases esmécticas, las cuales, a diferencia de la esméctica A y la 

esméctica C, presentan orden posicional en el interior de las placas. Estas se conocen 

como esmécticas B, F, G, ... M. Cada cual se distingue por el tipo de orden posicional 

que presentan en el interior de las placas. Podemos encontrar una explicación detallada 

de las mesofases esmécticas en  la referencia [3]. 

 

 

2.3.3 Fase columnar 

 

Por último tenemos la mesofase columnar. Esta fase la forman las moléculas discóticas 

que, al igual que las calamáticas, forman  una fase nemática, pero en este caso el 

director es normal al plano que contiene a la molécula (en forma de disco). En el caso 

de moléculas quirales la fase discótica nemática exhibe un estructura torcida.  

 

                                                 
5
 Figura tomada de la página http://www.shu.ac.uk/research/meri/mmg/research/Bulk-LC.2.html 



 
 

Figura 2.8  Representación de la fase (a) discótica-nemática, (b) nemática-quiral y (c) 

nemática columnar. Estas mesofases sólo las presentas moléculas discóticas.  

 

2.4 Algunas propiedades  de los cristales líquidos 

 

La anisotropía y la relativa libertad de movimiento hacen que los cristales líquidos 

tengan propiedades ópticas especiales. Por ejemplo, las moléculas que forman 

mesofases nemática ó esméctica A son uniaxiales, así bajo campos magnéticos ésta 

anisotropía  permite distinguir, digamos, entre una componente de la susceptibilidad 

magnética paralela al director, y otra perpendicular  a éste. La figura 2.9 muestra una 

gráfica de  la susceptibilidad magnética contra la temperatura para el caso de la p-

azoxyanisole, de donde puede verse que la transición nemática-isótropa es de primer 

orden. 

 

 
Figura 2.9  Susceptibilidad magnética paralela y perpendicular al director para el cristal 

líquido p-azoxyanisole. La linea punteada indica la transición nemática-isótropa. 

 

Stephen J. Cowling y colaboradores encontraron cómo la variación del grupo funcional 

terminal afecta las propiedades ferroeléctricas de algunos cristales líquidos [4]. Las 

moléculas nemáticas y colestéricas, principalmente, son extremadamente sensibles a 

pequeñas perturbaciones externas [5]. Los efectos de campos eléctricos resultan de gran 

interés para la industria, en particular  en dispositivos  “liquid cristal displays” (LCD).  

 

La longitud de onda de Bragg de una molécula colestérica depende de la temperatura T. 

Así el color del material puede cambiar drásticamente en un intervalo de temperatura de 

unos cuantos grados. Esto lleva a una gran variedad de aplicaciones que van desde la 

electrónica hasta la medicina. [5]. Para una mayor información acerca de las 

aplicaciones y propiedades de los cristales líquidos las referencias [5], [6] y [3] pueden 

ser de gran ayuda. 

 

 



Capítulo 3 

 

 
Transición de fase nemática-isótropa 
 

 

3.1   Parámetro de orden 

 
Las transiciones de fase se pueden describir a través de lo se conoce como parámetro de 

orden, una propiedad cuyo comportamiento nos dice en qué fase se encuentra nuestro 

sistema. Por ejemplo, en la transición líquido-vapor la densidad del agua difiere 

considerablemente según la fase  en que se encuentre, esto nos permite tomar a la 

diferencia de densidad como un parámetro de referencia que nos permita decir cuándo 

ocurre la transición. En este caso el parámetro de orden sería la diferencia de densidad 

entre la fase líquida y la gaseosa  (ρL-ρV), que es un escalar. Si nuestro sistema es un 

ferroeléctrico la polarización puede tomarse como parámetro de orden y, en este caso, 

es un vector. Dependiendo del sistema y del tipo de transición se puede elegir o 

construir una propiedad del sistema, Q, cuyo valor nos permita decir en que fase nos 

encontramos y cuándo se da la transición. A esta propiedad le llamaremos parámetro de 

orden. 

 

 

3.1.1   Parámetro de orden nemático 

 

Estamos interesados en estudiar transiciones de fase en cristales líquidos. La mesofase 

más sencilla en cristales líquidos es la nemática. Como hemos visto, esta fase tiene 

menos simetría que un líquido el cual es totalmente isótropo, entonces resulta natural 

introducir un parámetro de orden Q tal que 

 

1) Q = 0 en la fase isótropa 

2) Q = 1 en la fase nemática perfecta 

 

Para un sistema bidimensional el parámetro de orden nemático se define a partir del 

tensor  Q, cuyas componentes están dadas por  
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En un sistema de coordenadas en el cual uno de los ejes  es paralelo al director tenemos: 
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por lo que el parámetro de orden nemático, en sistemas bidimensionales, está dado por 

 



θθ 2cos1cos2 2 =−=S         3.3 

 

donde θ es el ángulo formado por el eje de la molécula y el director [7]. Los “< >” 

indican que se toma el promedio estadístico sobre todos los valores posibles de θ.  El 

parámetro de orden así definido satisface las condiciones 1) y 2). 

 

Para sistemas tridimensionales resulta conveniente definir el parámetro de orden 

macroscópico Q, como el tensor cuyas componentes están dadas  por
1
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Donde n, m y n x m son los eigenvectores ortogonales de Q y  los subíndices α y β van 

de 1 a 3.  Dado que Q es simétrica, es posible encontrar un marco de referencia donde 

sea diagonal con los eigenvalores como los elementos de la diagonal. 
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en la ecuación 3.4 los eigenvectores ortogonales de Q corresponden a los eigenvalores 

x, -½ (x + y) y -½ (x - y), respectivamente. La ecuación anterior representa una 

parametrización en que la condición de traza cero es satisfecha, lo que nos permite la 

posibilidad de que los tres eigenvalores sean diferentes y que correspondería a la fase 

nemática-biaxial.  La fase nemática uniaxial corresponde a   x ≠ 0, y = 0, y la fase 

isótropa a x = y = 0. 

 

Si consideramos las moléculas como rígidas y axialmente simétricas, podemos 

considerar como un parámetro de orden Q
M 
al tensor de segundo rango con elementos  
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donde los να son las componentes de ν (el vector unitario que nos da la orientación 

molecular y que está a lo largo del eje de la molécula) en un marco fijo de referencia  

(laboratorio). Además este parámetro nos describe microscópicamente el orden 

nemático. Q
M
 es simétrico y, debido a la delta de Kroneker introducida para hacer cero 

a los elementos en la fase isótropa,  es también de traza cero. 

 

Al igual que Q, el parámetro de orden microscópico Q
M
 es un tensor de segundo rango 

simétrico y de traza cero. Como antes, identificamos las mismas tres fases de la 

siguiente forma: 

 

 

                                                 
1
 Esta definición se tomó de la referencia [8]. 



(1)  Isótropa (I): todos los eigenvalores son cero. 

 

(2) Uniaxial nemática (NU): dos eigenvalores son iguales. Tomando al eje z de un marco 

de referencia fijo (laboratorio) como el eje de orientación, el parámetro de orden 

tiene la forma 
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En un marco de referencia arbitrario: 
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donde nα  son las componentes del director, θ es el ángulo entre n̂  y el eje molecular, y 

P2(cosθ) es el segundo polinomio de Legendre. 

 

(3) Biaxial nemática (NB): los tres eigenvalores son diferentes. 

 

 

3.1.2   Parámetro de orden esméctico 

 

A diferencia de la fase nemática, la fase esméctica presenta una modulación en la 

densidad de las moléculas. Si pensamos a las capas, que caracterizan la fase esméctica 

A, como los frentes de una onda plana entonces es conveniente tomar como parámetro 

de orden esméctico la definición dada por J. M. Polson y D. Frenkel [9], como la 

magnitud de la componente de Fourier de la onda de densidad normalizada a lo largo 

del director, 
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donde N es el número de moléculas del sistema, kz = 2π/λsm, donde λsm  es la 

periodicidad de las capas esmécticas, zj es la proyección de la coordenada del centro de 

masa de la j-ésima molécula a lo largo del director esméctico y, por lo tanto,  

perpendicular a las capas.  

 

 

 

 

 

 



3.2   Teoría de Onsager: Modelo de moléculas duras 

 

La teoría de Onsager está basada en el formalismo del funcional de densidad clásico, 

aplicado a cuerpos que interaccionan a través de potenciales duros. En estos casos la 

temperatura no es una variable relevante por lo que a estos sistemas se les llama 

“atermales”.       Osanger se planteó el problema de estudiar estadísticamente un sistema 

de esferocilindros duros de largo L y diámetro D en el límite de alta longitud y baja 

densidad con un potencial de interacción infinitamente repulsivo [10].  

 
Figura 3.1 Esferocilindro duro. La partícula consiste en un cilindro de largo L, con dos 

semiesferas de radio D en cada extremo. 

 

La teoría de Onsager explica el orden nemático en términos de volumen excluido 

(empaquetamiento). Es asintóticamente exacta para relaciones de aspecto L/D → ∞. No 

incorpora interacciones atractivas (van der Waals, polares, ...), aunque podría ser 

mejorada  a base de incluir correlaciones en densidad y también el efecto de las 

interacciones atractivas vía teoría de perturbaciones [11]. Además, nos dice que la 

transición isótropa-nemática es primer orden en 3D. 

 

 

3.3   Teoría de Landau  para la transición nemática-isótropa (NI) 

 

La manera más simple para estudiar transiciones de fase es mediante la teoría de 

Landau. La idea fundamental es considerar que, cerca de la temperatura de transición, el 

potencial termodinámico del sistema se puede escribir  como un desarrollo en  serie de 

potencias del parámetro de orden.  Sea F la energía libre de Helmholtz del sistema y Qαβ 

el parámetro de orden nemático, según la teoría de Landau [8] se tiene que   
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La suma sobre índices repetidos está implícita. En primer lugar notamos que no hay 

término lineal en Q, lo que permite la posibilidad de una fase isótropa, aunque la 

presencia de campos externos da lugar a un término lineal que hace imposible dicha 

fase. También es importante notar que hay un término de orden cúbico pues  éste se 

incluye con el propósito de modelar que la transición NI es de primer orden. Cuando 

decimos que la transición NI es “débilmente” primer orden,  significa que el  coeficiente 

B es  relativamente pequeño en relación a los demás coeficientes. 



 

 

 

 
Figura 3.2  Energía libre como función del parámetro de orden para varias 

temperaturas. Para T > Tc el mínimo absoluto de F corresponde a Q = 0 (fase isótropa). 

Para T < Tc el mínimo corresponde a Q ≠ 0 (fase nemática). Para T = Tc podemos tener 

coexistencia en una fase isótropa y una fase nemática con una cantidad finita de orden 

(Q = Qc): la transición a Tc es primer orden. La temperatura más baja T* corresponde 

cuando no tenemos término cuadrático Q
2
 en F. Por debajo de T* la fase isótropa es 

completamente inestable con respecto al orden nemático. 

 

 

La figura 3.2 muestra la gráfica  de la energía libre F, como función del parámetro de 

orden. Para el caso T > Tc,  el mínimo absoluto corresponde a la fase isótropa y, debido 

a que la ecuación 3.10 no presenta un término lineal, al valor Q = 0. Para el caso T = Tc 

nos encontramos en una coexistencia de fases, lo que corresponde a dos mínimos, del 

mismo valor,  en la energía libre. Para T*< T < Tc tenemos dos mínimos en la energía 

libre, sin embargo, el mínimo que corresponde a la fase isótropa es poco “profundo” en 

relación al que corresponde a la fase nemática; decimos que la fase isótropa es 

metaestable. En T ≤ T* el mínimo de la fase isótropa desaparece y decimos que la fase 

isótropa es inestable. Para modelar este caso, el coeficiente del término cuadrático, en la 

ecuación 3.10, se hace igual a cero. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Capítulo 4 

 

 

 
Modelo de las L’s 

 
 

El estudio de modelos bidimensionales resulta de gran utilidad debido a que una gran 

variedad de procesos  ocurren  prácticamente en dos dimensiones. Ejemplo de ellos, son 

sistemas en los cuales el espesor es del orden de las longitudes moleculares. 

 

Por otra parte estamos interesados en modelar una molécula capaz de formar mesofases  

de cristales líquidos. El modelo de agujas dobladas propuesto por Raúl Perusquía y 

colaboradores [1] ha servido de guía para nuestro estudio. El modelo de agujas dobladas  

presenta fases liquido-cristalinas, sin embargo es invariante ante rotaciones de π 

radianes alrededor del eje de simetría de la molécula. Como se verá, el modelo 

propuesto, que llamaremos modelo de las L’s, no posee esta simetría. 

 

 

4.1   Generalidades del modelo 

 

Las moléculas a estudiar son infinitamente delgadas y bisegmentadas, dobladas en 

forma de L’s. Como variables tenemos la longitud del cuerpo B y la longitud del brazo 

A, que forman entre sí un ángulo θ. Para este estudio se consideró un ángulo θ = π/2. 

Además se cumple con la restricción: 

1=+ BA  

 
Figura 4.1 Nuestro modelo consiste de  moléculas infinitamente delgadas y 

bisegmentadas.  

 

El potencial intermolecular Uij entre dos moléculas cualesquiera, está dado por 
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Por lo tanto, nuestro potencial sólo considera interacciones infinitamente repulsivas, de 

acuerdo a la teoría de Onsager [10]. Además, debido a que las moléculas no son 

simétricamente esféricas, el potencial depende tanto de las posiciones de las moléculas 

como de su orientación relativa. Es decir 
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donde ri es la coordenada del centro de masa de  la i-ésima molécula y η es la 

orientación relativa entre las moléculas. 

 
Figura 4.2 La orientación relativa de las moléculas está dada por el ángulo entre los 

ejes de las moléculas. 

  

Debido a que el sistema es atermal, la única variable termodinámica que se utiliza es la 

densidad (ρ) de moléculas por unidad de área. El estudio se hizo utilizando el ensamble 

NP, es decir, a presión (P) y número de moléculas constante. El sistema fue restringido 

a una caja rectangular  cuya área dependía de la densidad asignada de acuerdo a la 

relación ρ = Número de moléculas/unidad de área. 

 

 

4.2   Método de Monte Carlo 

 

El método de Monte Carlo es un método que permite calcular integrales en forma 

numérica mediante el uso de variables aleatorias. Para darnos una idea acerca del 

método veamos el siguiente ejemplo. Supongamos que queremos estimar el valor del 

área de una figura plana S. Una manera de hacerlo es inscribiendo la figura en un 

rectángulo y tomando un número N de puntos aleatorios uniformemente distribuidos en 

él. Sea N' el número de puntos que cae en la figura S; entonces, el área de S es 

aproximadamente igual a la razón AN'/N, donde A es el área del rectángulo, y tiende al 

valor exacto conforme N tiende a infinito. Aunque existen otros métodos que ofrecen 

una mayor exactitud que el que hemos empleado, este método muestra su verdadero 

potencial cuando queremos estimar áreas de hipersuperficies de una gran dimensión, 

donde los otros métodos se complican demasiado. El método anterior ejemplifica de 

manera sencilla en qué consiste el método de Monte Carlo. Ahora bien, el cálculo de 

integrales se reduce al cálculo de áreas, de manera que podemos proceder de manera 

análoga a nuestro ejemplo si queremos determinar el valor de dichas integrales. 

 

En la mecánica estadística comúnmente queremos evaluar promedios termodinámicos 

de la forma 
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donde y es una variable termodinámica, Ei es la energía del sistema en el estado i y β = 

1/kT. Supongamos que el sistema está inicialmente en un estado µ y lo cambiamos a 



otro estado ν. La condición del balance detallado nos impone que, en el equilibrio, el 

flujo de µ a ν  debe ser balanceado por el flujo de ν  a µ. Esto puede ser expresado como 

 

µνννµµ →→ = TpTp          4.4 

 

donde T µ→ ν  es la probabilidad de  que el sistema en un estado µ hará una transición al 

estado  ν; pµ es la probabilidad de encontrar al sistema en el estado µ. Si se considera el 

conjunto estadístico llamado canónico, la distribución de probabilidad está dada por 
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Donde Eµ es la energía configuracional del sistema en el estado µ. Por lo tanto, en el 

ensamble canónico, podemos rescribir la ecuación 4.4 como 

 

( )µνβ

ν

µ

µν

νµ EE
e

p

p

T

T −−

→

→ ==         4.6 

 

Ahora bien, la probabilidad de transición T µ→ ν puede  escribirse como el producto de 

una probabilidad de selección g(µ→ ν), que es la probabilidad de que, dado un estado 

inicial µ, el algoritmo genere un nuevo estado objetivo ν, y una probabilidad de 

aceptación de dicho estado, dada por A(µ→ ν). De lo anterior, podemos rescribir la 

ecuación anterior como 
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Generalmente conocemos el lado derecho de esta ecuación, y queremos generar una 

serie de estados o configuraciones del sistema que obedecen la distribución pµ. Esto 

puede ser logrado mediante el algoritmo de Metropolis. 

 

 

4.2.1 Algoritmo de Metropolis 

 

El algoritmo de Metropolis fue introducido por Nicholas Constantine Metropolis y 

colaboradores en 1953.  Cuando pasamos de un estado del sistema a otro, el algoritmo 

de Metropolis nos proporciona un criterio para la aceptación o el  rechazo de la nueva 

configuración. Además, cabe señalar que dicho algoritmo es tal que satisface la 

condición  de balance detallado, es decir, que es la distribución de Boltzmann la que 

generamos cuando nuestro sistema llega al equilibrio. En el algoritmo de Metrópolis, la 

probabilidad de selección g(µ→ ν) es la misma para cada estado ν posible. Entonces, si 

tenemos N estados posibles, la probabilidad de selección estará dada por 
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Por lo que, la ecuación 4.7 se reduce a 
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Finalmente, el criterio dado por el algoritmo de Metrópolis, para aceptar la nueva 

configuración, esta dado por:  
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Por otro lado, resulta importante señalar que aún cuando en el espacio fase cada curva 

nos representa una trayectoria dinámica del sistema, en el sentido de su evolución 

temporal, en Monte Carlo no es así. Cuando pasamos de un estado del sistema a otro lo 

hacemos mediante el criterio estocástico arriba mencionado, así el nuevo estado no es 

necesariamente la evolución temporal del estado que le precede (en el sentido 

determinista), sino tan solo una configuración aceptable.  

 

 

4.2.2 Ensamble NPT Monte Carlo 

 

Consideremos ahora un sistema bajo condiciones NPT, es decir, número de moléculas y 

presión constantes y en un baño térmico a temperatura T. La probabilidad de 

distribución está dada por 
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Bajo este ensamble el método de Monte Carlo consiste de 2 pasos. El primer paso es 

elegir una molécula del sistema al azar y desplazarla a otra posición. Luego se calcula la 

diferencia de energía configuracional 
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La nueva configuración se acepta siempre y cuando no haya traslapes de moléculas. El 

siguiente paso consiste en hacer un cambio de volumen 
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lo que dará un cambio en la energía configuracional y aceptamos la nueva configuración 

si no hay traslape entre las moléculas. En nuestro caso el sistema es bidimensional y, en 

vez de tener cambios en el volumen, tenemos cambios en el área. Es fácil modificar el 

algoritmo de Metropolis para el caso de nuestro modelo. Dado el potencial propuesto, el 

algoritmo se reduce a 
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Esto debido a que la probabilidad de transición, de un estado a otro, es cero cuando la 

energía es infinita y uno cuando la energía es igual a cero, independientemente del valor 

de β y, por lo tanto, de la temperatura. De ahí que a los potenciales de la forma 4.1 se 

les conozcan como “atermales”. 

 

 

4.3   Condiciones periódicas 

 

Hasta el momento hemos expuesto el algoritmo de Metropolis-Monte Carlo y cómo se 

modifica dicho algoritmo cuando usamos el ensamble NpT
1
. Aún no hemos hecho 

referencia al tamaño de nuestro sistema. 

 

Las simulaciones numéricas tienen ciertas limitaciones, en nuestro caso el número N de 

moléculas estudiadas está restringido por la cantidad de memoria de la computadora y el 

tiempo de cómputo es proporcional N
2
.  Un sistema se considera macroscópico cuando 

la cantidad de moléculas que lo constituyen es del orden del número de Avogadro NAv  

(NAv = 6.022 x 10
23
 moléculas / mol). Pero resulta impráctico o imposible hacer 

simulaciones con un  número tan grande de moléculas (en este trabajo se simularon tan 

solo 1000 moléculas), de ahí la necesidad de establecer condiciones periódicas a la 

frontera. Un sistema en el que N << NAv puede considerarse como una pequeña región 

de un sistema macroscópico, al establecer condiciones periódicas a la frontera lo que 

buscamos es eliminar los efectos de borde. Esto se consigue utilizando una caja de 

simulación  y haciendo réplicas periódicas en la frontera de dicha caja., no obstante el 

número total de moléculas no cambia durante la simulación. 

 

 

4.4   Criterios de equilibrio 

 

Diremos que el sistema ha llegado al equilibrio cuando las propiedades que lo describen 

no muestren una tendencia creciente o decreciente, esto en función de los pasos de 

simulación o pasos Monte Carlo (PMC), aunque siempre fluctúan. El periodo de 

equilibración es el número de PMC necesarios para que el sistema llegue al equilibrio. 

En nuestro estudio usamos el ensamble NPT, cuyos resultados se compararán con los 

obtenidos a partir del ensamble de Gibbs (que actualmente se están procesando y que 

por ello no se reportan en este trabajo), y esperamos que en el equilibrio ambos 

ensambles arrojen los mismos resultados. Debido a que nuestro modelo es atermal y el 

número de moléculas constante, para el ensamble NP la variable a considerar es la 

densidad. Así, cuando encontremos que la densidad fluctúa sin mostrar una tendencia 

creciente o decreciente, podremos decir que el sistema ha alcanzado el equilibrio. Como 

una medida adicional para asegurar que habíamos llegado al equilibrio, además de que 

las gráficas de densidad y de parámetro de orden nemático no mostraran una tendencia 

creciente o decreciente, en algunos casos se partió tanto de una configuración 

inicialmente desordenada como de una configuración inicialmente en fase nemática 

perfecta. Los valores de las propiedades de nuestro sistema en el equilibrio deben ser 

invariantes ante cambios de condiciones. La figura 4.3 muestra la gráfica de a) la 

densidad y b) parámetro de orden,  para una presión de 10 en moléculas
2
 con  brazo A 

de longitud 0.4. 

                                                 
1
 En el apéndice B se muestra el algoritmo de Metrópolis-Monte Carlo en  el ensamble de Gibbs. 
2
 Las unidades en simulación se conocen como unidades reducidas, entonces si  para la presión tenemos 

que P = kTL
-2
 y para la densidad tenemos ρ = (moléculas) (L

-2
),  las unidades reducidas son P* = PL

2
ε
-1
 y 



 

 

 

 

a)                   b) 

 
 

Figura 4.3 Para moléculas de A = 0.4 a una presión de 10 se muestra: a) la gráfica de la 

densidad vs. PMC. Como prácticamente  no fluctúa, decimos que el sistema está 

equilibrado; b) gráfica del parámetro de orden vs. PMC. Como puede observarse, no 

importa si empezamos en una configuración ordenada o una desordenada, en el 

equilibrio los valores obtenidos son muy semejantes. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                                               
ρ* = ρL

2
. Donde L es unidad de longitud y ε = kT es unidad de energía. Las unidades reducidas resultan 

ser adimensionales, en nuestros datos omitimos el superíndice *. 



Capítulo 5 
 
 
 
Resultados  
 
 
Como ya se ha mencionado, para el estudio de la transición de fase nemática-isótropa se 
empleó el ensamble NP cuyos resultados corresponden a un trabajo preliminar que 
contempla comparar dichos resultados con los que se obtengan a partir del ensamble de 
Gibbs. Ambos ensambles son equivalentes en el límite termodinámico y, debido a que 
trabajamos con un número limitado de moléculas, es de esperarse que los resultados 
obtenidos en ambos ensambles no coincidan a la perfección.  
 
En cuanto al tiempo empleado en las simulaciones, es necesario aclarar  que el cálculo 
del parámetro de orden esméctico requiere mayor tiempo de cómputo que el parámetro 
de orden nemático, de ahí que nuestro estudio se limitara a la transición de fase 
nemática-isótropa, aún cuando nuestro modelo parece ser capaz de generar la mesofase 
esméctica. Esto último basado en evidencia cualitativa al observar las configuraciones 
de manera gráfica. 
 
En el ensamble NP se fija la presión, para una presión dada el código empleado calcula 
la densidad, cuyo valor fluctúa conforme avanzamos en los PMC. Según el valor de la 
presión, la gráfica de la densidad vs. PMC muestra una tendencia creciente o 
decreciente, con las  fluctuaciones correspondientes del sistema. Esto se debe a las 
condiciones iniciales, por ejemplo si empezamos con una presión alta (y que en NPT se 
mantiene fija) y una densidad pequeña1, es de esperarse que la densidad crezca hasta 
llegar al equilibrio. En el equilibrio la densidad fluctúa, pero su gráfica no muestra una 
tendencia creciente o decreciente, como lo ilustran las gráficas obtenidas y que más 
adelante se muestran.  En otras palabras, buscamos los valores de presión  y densidad  
necesarios para que nuestro modelo formara la mesofase nemática, partiendo de valores 
de presión o densidad tales que el sistema estuviera en la fase isótropa. 
 
Se trabajó con dos tipos de moléculas, cuyos brazos menores fueron de longitud 0.2 y 
0.4,  respectivamente, y que a partir de ahora identificaremos como moléculas  P2 y  P4. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
1 Densidades del orden de 1 a 10 y presiones menores a 60 se consideran pequeñas en este caso. 



Resultados para moléculas  P2 usando el ensamble NPT. 
 
 
A continuación se presentan las configuraciones finales obtenidas para diferentes 
presiones (P), las gráficas de densidad vs. PMC y parámetro de orden nemático vs. 
PMC. 
 
 
 P = 10 

 
Gráfica 5.1 Parámetro de orden nemático vs. PMC. Moléculas P2 a P = 10. 

    

 
Gráfica 5.2  Densidad vs. PMC. Moléculas P2 a P = 10. 

 
A continuación se presentas las configuraciones finales, que se obtuvieron a partir de 
una configuración inicial ordenada. 
 



 
Figura 5.1 Representaciones gráficas de la configuración final para moléculas P2 a una 
presión P = 10. A la izquierda se muestra la configuración final donde aparece sólo una 
parte del cuerpo de las moléculas. A la derecha se muestra la configuración final. 
 
 
Para la presión P = 10 el sistema se equilibra a una densidad ρ = 5.27 , el parámetro de 
orden es de S = 0.040  por lo que  el sistema puede considerarse en fase isótropa; como 
puede observarse en la figura 5.1, que muestra la configuración final, donde las 
moléculas están orientadas azarosamente. 
 
 
P = 20 

 
Gráfica 5.3 Parámetro de orden nemático vs. PMC. Moléculas P2 a P = 20. 

 



 
Gráfica 5.4 Densidad vs. PMC. Moléculas P2 a P = 20. 

 
Figura 5.2 Representación gráfica de la configuración final para moléculas P2 a una 
presión P = 20. A la izquierda se muestra la configuración final donde aparece sólo una 
parte del cuerpo de las moléculas. A la derecha se muestra la con la configuración final. 
 
 
Para la presión P = 20 la densidad se equilibra a una densidad ligeramente mayor ( ρ = 
6.13 ) que la obtenida para la presión P = 10,  y el parámetro de orden nemático 
aumenta ligeramente ( S = 0.054  ); no obstante, el sistema sigue en la fase isótropa 
como puede apreciarse en la figura 5.2 que muestra  la configuración final. 
 
 
 
 
 
 
 
 



P = 40 

 
Gráfica 5.5 Parámetro de orden nemático vs. PMC. Moléculas P2 a P = 40. 

 

 
Gráfica 5.6 Densidad vs. PMC. Moléculas P2 a P = 40. 



 
Figura 5.3 Representación gráfica de la configuración final para moléculas P2 a una 
presión P = 40. A la izquierda se muestra la configuración final donde aparece sólo una 
parte del cuerpo de las moléculas. A la derecha se muestra la con la configuración final. 
 
A la presión P = 40, tanto el parámetro de orden nemático como la densidad han 
aumentado su valor, el sistema aún no puede considerarse en fase nemática como lo 
refleja el valor del parámetro de orden. Sin embargo, como muestra la configuración 
final ( figura 5.3 ), existen ciertas correlaciones entre las moléculas. Vemos que las 
moléculas se empiezan a agrupar en determinadas regiones, el fluido ya no es 
totalmente isótropo, más bien es un fluido correlacionado. 
 
 
P = 60 

 

 
Gráfica 5.7 Parámetro de orden nemático vs. PMC. Moléculas P2 a P = 60. 



 
Gráfica 5.8 Densidad vs. PMC. Moléculas P2 a P = 60. 

 
La siguiente figura muestra la configuración final cuando partimos de una configuración 
inicial ordenada. 
 

 
 
Figura 5.4 Representación gráfica de la configuración inicial (izquierda) y final (centro 
y derecha) de moléculas P2 a una presión de 60. Como puede apreciarse la 
configuración inicial parte en fase nemática perfecta. 
 
 
La siguiente figura muestra la configuración final cuando partimos de una configuración 
inicial desordenada. 
 
 
 



 
Figura 5.5 Representación gráfica de la configuración inicial y final de moléculas P2 a 
una presión de 60. Como puede apreciarse la configuración inicial en fase isótropa. 
 
 
Cuando llegamos a la presión  P = 60, pasan cosas interesantes. En primer lugar hay que 
señalar que el sistema a esta presión fue al que le requirió más PMC para equilibrarse, 
como puede observarse de las gráficas 5.7 y 5.8. En segundo lugar, el valor del 
parámetro de orden nemático aumenta considerablemente lo que nos lleva a decir, junto 
con la primera observación, que la transición de fase ocurre alrededor de esta presión. 
En tercer lugar, observamos de la configuración final que las moléculas se encuentran 
agrupadas en líneas bien definidas, al parecer se ha formado la mesofase esméctica. Y 
por último, al comparar las figura 5.4 y 5.5 notamos que las configuraciones finales son 
estructuralmente distintas a pesar de que los parámetros usados para determinar el 
equilibrio son muy semejantes. Lo que queremos decir es lo siguiente: las 
configuraciones finales muestran que las moléculas se agruparon en regiones específicas 
y con una modulación espacial de la densidad, tal y como sucede en la mesofase 
esméctica; sin embargo, la forma de ensamblarse de las moléculas difiere según 
hayamos partido de una configuración ordenada o de una desordenada. Cuando 
partimos de una configuración desordenada las moléculas terminan por ensamblarse de 
tal manera que se asemejan al modelo molecular propuesto por R. Perusquía [1].  
 
Los primeros dos puntos nos llevan a afirmar que una transición de fase ocurre 
alrededor de la presión P = 60, pues durante la transición de fase es cuando tenemos 
más fluctuaciones del sistema y es cuando el parámetro de orden  crece más rápido. 
 
En cuanto a decir que no tenemos fase nemática sino esméctica, se debe a lo que hemos 
observado de las figuras 5.4 y 5.5  que nos muestran las configuraciones finales2, en 
donde notamos que hay orden posicional y orientacional de las moléculas. Este 
resultado nos lleva a plantearnos como objetivo próximo, el cuantificar nuestros 
resultados en base al cálculo del parámetro de orden esméctico, pues al parecer para las 
moléculas  P2 lo que tenemos es la transición de fase isótropa-esméctica. 
 
En lo que se refiere a las formas estructurales de las configuraciones finales, puede 
deberse a que nos encontramos en un punto de coexistencia de fases. Una en la que las 
moléculas se ensamblan asemejando “agujas dobladas” y otra en la cual las moléculas 
no se ensamblan. 
 
 
                                                 
2 Es normal que el parámetro de orden nemático, que cuantifica el orden orientacional, sea alto, es decir, 
mayor a 0.5,  en un sistema en mesofase esméctica en el cual hallamos orden posicional y orientacional. 



P = 80 

 
Gráfica 5.9 Parámetro de orden nemático vs. PMC. Moléculas P2 a P = 80. 

 
Gráfica 5.10 Densidad vs. PMC. Moléculas P2 a P = 80. 

 
 

 
 
Figura 5.6 Representación gráfica de la configuración  final de moléculas P2 a una 
presión de 80. Como puede apreciarse la mesofase a la que se llega es esméctica. 



 
 
Por último para las presiones mayores a 60, las densidades siguen aumentando 
conforme aumenta la presión, el parámetro de orden nemático sigue creciendo 
(lentamente y sin llegar a 1) y las figura 5.6 de las configuraciones finales, muestran que 
nuestro sistema se encuentra en la mesofase esméctica. 
 
 
Resultados para moléculas P4 usando el ensamble NPT. 
 
 
A continuación se presentan las configuraciones finales obtenidas para diferentes 
presiones (P), las gráficas de densidad vs. PMC y parámetro de orden nemático vs. 
PMC 
 
P = 10 
 

 
Gráfica 5.11 Parámetro de orden nemático vs. PMC. Moléculas P4 a P = 10. 

 
 



 
 

Gráfica 5.12 Densidad vs. PMC. Moléculas P4 a P = 10. 
 

 
Figura 5.7 Representación gráfica de la de la configuración  final de moléculas P4 a 
una presión de 10. 
 
 
Análogamente a lo que se dijo para las moléculas P2, a esta presión (P = 10) nos 
encontramos en la fase isótropa. Las gráfica 5.12 nos dice que para la presión P =10 
corresponde una densidad  alrededor de 5. Y la gráfica 5.11 nos dice que a esta presión 
el parámetro de orden es muy pequeño (alrededor de 0.05), lo que indica, junto con la 
figura 5.7,  que nos encontramos en la fase isótropa.. 
 
 
 
 
 
 
 
 



p20 

 
Gráfica 5.13 Parámetro de orden nemático vs. PMC. Moléculas P4 a P = 20. 

 

 
Gráfica 5.14 Densidad vs. PMC. Moléculas P4 a P = 20. 

 
 



 
Figura 5.8 Representación gráfica de la configuración  final de moléculas P4 a una 
presión de 20. 

 
 
A esta presión (P = 20)3 corresponde una densidad de 5.2, el valor del parámetro de 
orden prácticamente no ha aumentado y, junto con la configuración final (figura 5.8), 
concluimos que estamos en la fase isótropa. 
 
 
p40 
 

 
Gráfica 5.15 Parámetro de orden nemático vs. PMC. Moléculas P4 a P = 40. 

 

                                                 
3 No contamos con los resultados que corresponden a una configuración inicial ordenada, debido a que no 
contábamos con suficiente tiempo de cómputo. Sin embargo, estos resultados se siguen procesando y 
entran dentro de las perspectivas a mediano plazo. 
 



 
 

Gráfica 5.16 Densidad vs. PMC. Moléculas P4 a P = 40. 
 
 
 
 

 
Figura 5.9 Representación gráfica de la de la configuración  final de moléculas P4 a 
una presión de 40. 
 
 
A esta presión el parámetro de orden fluctúa alrededor de 0.1 y la densidad ha 
aumentado alcanzando un valor promedio de 11.5. Aún nos encontramos en la fase 
isótropa, el hecho de que tengamos un valor ligeramente mayor del parámetro de orden 
nemático, respecto a las otras presiones (P = 10 y P = 20), se debe a que hay ciertas 
correlaciones  entre las moléculas. Al igual que las moléculas P2, las moléculas P4 
presentan un fluido correlacionado a la presión P = 40. 
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Gráfica 5.17 Parámetro de orden nemático vs. PMC. Moléculas P4 a P = 60. 

 
 

Gráfica 5.18 Densidad vs. PMC. Moléculas P4 a P = 60. 
 
 
 



 
Figura 5.10 Representación gráfica de la configuración  inicial y final de moléculas P4 
a una presión de 60. Como puede apreciarse la configuración inicial está en fase 
nemática perfecta.  
 
 
 
A la presión P = 60, encontramos el mismo comportamiento que el obtenido para las 
moléculas  P2. Es decir, el sistema tardó más en equilibrarse, el parámetro de orden 
nemático aumento considerablemente en relación al obtenido con la presión anterior y el 
sistema parece empezar a formar la mesofase esméctica, pues las moléculas se 
encuentran agrupadas en líneas y regiones bien definidas. 
 
 
p80 
 

 
Gráfica 5.19 Parámetro de orden nemático vs. PMC. Moléculas P4 a P = 80. 

 



 
Gráfica 5.20 Densidad vs. PMC. Moléculas P4 a P = 80. 

 

 
Figura 5.11 Representación gráfica de la configuración  final de moléculas P4 a una 
presión de 80. Como puede apreciarse la mesofase final es esméctica. 
 
A la  presión 80, que corresponde a una densidad de 0.910, el parámetro de orden 
aumenta muy poco pero sin llegar a 1. Su valor indica que existe un gran orden 
orientacional, no obstante, la figura 5.11 muestra gráficamente que existe también un 
orden posicional. De lo anterior se infiere que, al igual que las moléculas P2, las 
moléculas P4 presentan la transición de fase isótropa-esméctica; ésta ocurre a una 
presión  al rededor de  60 y a una densidad alrededor de 0.595. 
 
Frenkel mostró que el modelo bidimensional de moléculas en forma de agujas rectas es 
capaz de formar la mesofase nemática y no la esméctica [7]. Lo anterior implica que si 
hacemos que el brazo de nuestro modelo tienda a cero (ó sea muy pequeño en 
comparación al cuerpo de la molécula), entonces sí podremos obtener la mesofase 
nemática. El modelo de agujas dobladas de Perusquía  es capaz de formar ambas 
mesofases, además, estudios posteriores [2] encontraron las condiciones en las cuales se 
presenta la transición isótropa-nemática-esméctica, isótropa-nemática e isótropa-
esméctica. Estos resultados muestran que tanto el tamaño de los brazos de sus agujas 



como la densidad son factores clave para obtener cualesquiera de los tres transiciones 
arriba mencionadas. A continuación se muestra el diagrama obtenido por J. Saucedo y 
colaboradores [2], en donde se grafica densidad vs. Longitud del cuerpo de la aguja. 
 
 

 
Figura 5.11 A la izquierda el diagrama de fase del modelo de agujas dobladas que 
muestra bajo qué condiciones estamos en una determinada fase. A la derecha el modelo 
molecular estudiado por Perusquía et al. 
 
Con el objeto de comparar el comportamiento de los modelos de 'agujas dobladas  y el 
derivado de este llamado 'L's' con respecto a las mesofases de cristal liquido, se realizó 
el siguiente análisis. En general las fases liquido cristalinas son causadas por la 
anisotropía  molecular.  Para comparar la anisotropía de ambos modelos se consideró la 
razón,  r = ancho/largo, de un rectángulo en donde una de las moléculas  de ambos 
modelos se encuentra circunscrita. Cuando r = 0 la molécula es completamente 
anisotrópica y r = 1 es no anisotrópica. En el caso de las agujas dobladas esta razón  r  = 
2A / (1 - 2A),  mientras que en caso de las L's  r = A / (1 - A). 
 
En la siguiente tabla se muestra la comparación de la anisotropía de los modelos. Para 
relacionar esta propiedad con la formación de la fase nemática es necesario hacer 
referencia al diagrama de fases,  Figura 5.11. Como puede verse de dicha figura, la fase 
nemática se manifiesta para los  valores de brazo A = 0.0625, 0.11, 0.40 y 0.46. El valor  
del brazo A para el cual se encuentra fase nemática y menor anisotropía corresponde a 
A = 0.40 y r = 0.25. Por otro lado, para el modelo de las L's se estudiaron A = 0.2 y 0.4. 
Para el caso mas elongado, A = 0.2, corresponde a r = 0.25; sin embargo, para este caso 
no se encontró evidencia de la fase nemática, a pesar de tener el mismo valor de r. 
 
brazo A     r-aguj = 2A/(1-2A)         r_L = A/(1-A) 
    0.0625          0.1429                   0.0667 
    0.1100          0.2821                   0.1236 
    0.1800          0.5625                   0.2195 
    0.2000          0.6667                   0.2500 
    0.2500          1.0000           0.3333 
    0.3334          0.4997                 0.5002 
    0.4000          0.2500                  0.6667 
    0.4600          0.0870                   0.8519 



Esto indica que la anisotropía no es un factor conclusivo para la formación  de la fase 
nemática.  
 
Como ya hemos mencionado, si hacemos que uno el brazo de nuestro modelo sea muy 
pequeño en comparación al cuerpo,  entonces el modelo podría ser capaz de formar la 
mesofase nemática. Con esto en mente y en base a los resultados que hemos obtenidos, 
cabría preguntarnos si es posible obtener un diagrama como el presentado arriba. De ser 
así, esperaríamos que los puntos donde coexisten las tres mesofases estuvieran muy 
pegados a los extremos (0 y 0.5).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Capítulo 6 
 

 

 

Conclusiones y perspectivas 

 
 

El objetivo principal de esta tesis  ha sido investigar acerca de las características 

líquido-cristalinas del modelo en cuestión, al  que se le ha llamado modelo de las L's. 

Asimismo encontrar el efecto de la carencia de simetría molecular ante rotaciones de π 

radianes, alrededor de un eje perpendicular al plano de la molécula a través del centro 

de masa. En este sentido, se encontró que cuando  se incremento la presión, las fases 

pasan de la isótropa a una esméctica plegada, sin pasar aparentemente por una nemática. 

Es decir, la evidencia existente sugiere que  las correlaciones orientacionales aparecen 

simultáneamente con  las traslacionales. Dicho en otras palabras, no se encontró 

evidencia de regiones en donde exclusivamente solo existiera orden orientacional.  Esto 

da lugar a que las moléculas se ensamblen formando capas en donde hay una 

determinada orientación y que además las capas sean curvas. Esto provee una 

corroboración  del hecho que para la existencia de la fase nemática es necesaria la 

simetría para la cual n̂ = - n̂  , de Gennes [5]. Por otro lado, se sabe que en el caso en 

que el parámetro molecular A=0 existe la fase nemática, Frenkel et al. [7]. Respecto a 

esto, los resultados aquí encontrados plantean dos situaciones que requieren de mayor 

investigación. Una posibilidad seria que la fase nemática apareciera sólo en regiones 

lineales,  i.e. de dimensión igual a uno, localizadas en A=0 y A=1. O bien que 

simplemente la extensión de la fase nemática sea muy pequeña, es decir, para A ~ 0 y A 

~ 1. 

 

Como se mencionó en el capitulo anterior, el criterio usado para definir el equilibrio de 

nuestros resultados es que el promedio de las propiedades no presentara tendencias 

creciente o decreciente en función de la evolución de la simulación. En particular, se 

utilizaron el parámetro de orden nemático y  la densidad. Una vez alcanzado este 

régimen, se verificó que los valores promedio de estas cantidades fueran independientes 

de las condiciones iniciales. Es decir, al iniciar la simulación de una configuración  de 

tipo isótropo y nemático,  lo cual se hizo para la mayoría de los casos. 

 

Las conclusiones se basan en la  evidencia obtenida a partir del parámetro de orden 

nemático S, la densidad y la inspección visual de las configuraciones finales de las 

simulaciones. Se observó que para presiones p < 60, el promedio del parámetro de 

orden S, tanto en las moléculas P2 como P4, alcanza valores característicos de la fase 

isótropa, i.e. no mayores a 0.2. Por otro lado, para presión p = 60 el parámetro S en las 

moléculas P2 alcanza valores cercanos a 0.9, mostrando un marcado orden 

orientacional, mientras que para las moléculas P4 se tiene un valor de S de alrededor de 

0.6. Sin embargo, esto  no es suficiente para asegurar que se trata de una fase nemática, 

debido a que se presentan además correlaciones espaciales. Esto es, las moléculas se 

ensamblan en capas mostrando un orden posicional. Lo importante para este valor de la 

presión es que, en el caso de las moléculas P4, estas capas no son rectas como ocurre en 

la fase esméctica estándar. Como puede verse en las figuras correspondientes las capas 

de moléculas P4 presentan defectos, que hacen que se asemeje a una esméctica plegada. 

A esta misma presión en las moléculas P2 tenemos que las configuraciones equilibradas 



resultan ser estructuralmente diferentes según hallamos partido de una configuración 

ordenada o una desordenada. Cuando partimos de una configuración desordenada, en el 

equilibrio terminamos en una configuración en la cual se pierde parte de la simetría de 

nuestro modelo, las configuraciones finales tienen una gran similitud  con aquellas 

correspondientes a las agujas dobladas, ver fig. 5.5. Es decir, parece que las moléculas 

se ensamblan dando lugar a agujas dobladas. Contrariamente, cuando partimos de una 

configuración ordenada, no se pierde dicha asimetría al llegar al equilibrio, en las 

configuraciones finales se puede observar que las cúmulos de moléculas mantienen el 

aspecto molecular de L. ver fig. 5.4.  Este hecho puede tener varias explicaciones, por 

ejemplo,  que no se haya alcanzado el equilibrio y que una de las estructuras evolucione 

para convertirse en la otra. Es decir, que una de estas sea metaestable. Otra posibilidad 

es que ambas estructuras sean igualmente plausibles es decir, coexistan. Este hecho esta 

siendo investigado realizando una simulación a presión constante pero sumamente lenta, 

así como otras simulaciones en el ensamble de Gibbs, por lo que esto queda como 

perspectiva a mediano plazo. Las moléculas P4 parecen presentar un mismo 

comportamiento a esta presión  (P = 60), sin embargo aún no se cuenta con las 

configuraciones finales para el caso en que se partió de una configuración desordenada 

 

Para presiones p > 60, digamos p = 80, se observa que las capas tienden a ser rectas 

como en una fase esméctica estándar. Esto no se encuentra demostrado en esta tesis 

debido a que el cálculo del parámetro de orden esméctico resulta muy costoso y tardado. 

                                                                                 

Como se mencionó antes este trabajo es un estudio preliminar que esta en proceso y por 

lo tanto ha planteado nuevas preguntas. Una de las más importantes es caracterizar la 

región llamada esméctica plegada. Lo encontrado en este modelo, es que la región en 

donde esta aparece es de una extensión mayor que en el caso del modelo de agujas 

dobladas ya que la anisotropía no es una factor exclusivo en la formación de mesofases. 

Este 'crecimiento' es a costa de la existencia de la fase nemática. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Apéndice A. 

 
 

Cálculo del parámetro de orden nemático y esméctico en sistemas 3D 

 

Para sistemas tridimensionales, el parámetro de orden nemático s, de una configuración 

del sistema, está dado por el promedio del segundo polinomio de Legendre, a saber:  
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donde θ es el ángulo formado por el director nemático y el eje de la molécula. Así, el 

parámetro de orden del sistema, S, está dado por el promedio estadístico de los 

parámetros de orden de cada configuración del sistema, a saber: 

 

isS =            A.2 

 

El valor de S depende del tipo de distribución de probabilidad. Por ejemplo, en el 

ensamble canónico, tenemos que para un número, M,  de configuraciones posibles del 

sistema 
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A continuación veremos que el parámetro de orden s, así definido, se reduce a cero 

cuando estamos en la fase isótropa y es uno en la fase cristalina. 

 

Por simplicidad, consideraremos un sistema con una infinidad de moléculas; 

supondremos, además, que la dirección del eje de la molécula es indistinguible ante 

rotaciones de 180°.  

 

En estas condiciones podemos rescribir a s como 

 

∫∫ −= φθθφθθθ dddrsenrdddrsenrs 222

2

1
cos

2

3
    A.4 

 

En primer lugar, obtendremos el parámetro de orden s para la fase isótropa. En esta fase 

las moléculas están orientadas azarosamente y, además, dado que tenemos una infinidad 

de ellas, podemos inferir que tenemos moléculas orientadas en todas las direcciones 

posibles. Por lo tanto la ecuación anterior queda como  
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Como era de esperarse, el parámetro s es cero en la fase totalmente isótropa. Ahora 

pasemos a la fase cristalina, en ésta fase las moléculas están perfectamente ordenadas y 

orientadas hacia una dirección específica que coincide con el director, lo que implica 

que θ = 0, y por lo tanto S = 1. 



 

Por último, cos
2
θ es una función acotada entre 0 y 1, claramente s también está acotada 

entre 0 y 1. Como hemos visto el valor 0 corresponde a la fase isótropa y 1 a la fase 

cristalina. Pasemos ahora a calcular el parámetro de orden esméctico Λsm para una 

configuración del sistema considerado. El parámetro de orden esméctico está dado por 
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donde N es el número de moléculas del sistema, λsm  es la periodicidad de las capas 

esmécticas, zj es la coordenada del centro de masa de la j-ésima molécula, y z es 

paralela al director y, por lo tanto,  perpendicular a las capas. Nuevamente tomando el 

caso limite con N→ ∞, la sumatorias pasan a ser integrales.  Así para el caso isótropo 

tenemos las integrales de senos y cosenos en intervalos cerrados, esto arroja una suma 

de ceros y, por lo tanto, en esta fase el parámetro esméctico es cero. En la fase cristalina 

tenemos una periodicidad de las capas en múltiplos de λsm, lo que implica que el 

término que la función seno es siempre cero. Por el contrario, la función coseno es 

siempre 1 y la sumatoria da como resultado N
2
 y, por lo tanto. El parámetro Λsm es igual 

a 1.          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Apéndice B. 
 

 

Ensamble de Gibbs 

 

Anthanassios Z. Panagiotopoulos propuso en 1987 una metodología en la que, mediante 

simulaciones tipo  Monte Carlo, se pueden  determinar las propiedades de fases en 

coexistencia de compuestos puros y mezclas sin necesidad de determinar el potencial 

químico [12]. A este método le llamó “Ensamble de Gibbs”.   

 

Consideremos un sistema bajo condiciones NVT (el volumen y el número total  de 

moléculas del sistema son constantes y el sistema se encuentra en un baño térmico) y 

compuesto por dos regiones, generalmente de densidades y composiciones diferentes, 

llamémoslas región I y II, y que se encuentran en equilibrio termodinámico. La figura 

B.1 representa el sistema, la superficie que separa las regiones I y II no tiene significado 

físico, por lo que no es una interfase.  

 

El método considera tres tipos de perturbaciones. En primer lugar se tienen  

desplazamientos azarosos de las moléculas tanto en la región I como en la II, sin 

cambiar el volumen o el número de las moléculas  en cada región. El criterio para la 

aceptación o el rechazo de la nueva configuración es el siguiente: 

 

a) Se calcula la diferencia en la  energía configuracional 

 
III EEE ∆+∆=∆ min          B.1     

 

b) La nueva configuración es aceptada con la probabilidad dada por: 

 

[ ]( )kTE /exp,1min min∆−=℘        B.2 

 

El segundo tipo de perturbación a considerar son cambios en el volumen de las 

regiones, estos cambios se hacen de tal forma que el volumen total del sistema se 

mantenga constante. Si ∆E
I
 y ∆E

II
 son los cambios en la energía configuracional 

resultantes en ambas regiones debido a esta perturbación, el trabajo reversible total 

requerido para llevar acabo este cambio es 
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Los últimos dos términos de la ecuación B.3 resultan de la contribución del gas ideal al 

cambio de la entropía del sistema. Debido a que ambas regiones se mantienen a 

temperatura constante, el baño térmico suministra al sistema una cantidad  de calor igual 

a –T∆S
IG

 (donde 
IG

 denota la contribución del gas ideal). Ya que el sistema está bajo 

condiciones NVT, entonces la probabilidad de aceptar la nueva configuración, con esta 

nueva perturbación sigue siendo la ecuación B.2. 

 



La última perturbación consiste en mover una molécula de la región II a la región I (o 

viceversa).  Se toma una molécula elegida al azar de la región II y es colocada en un 

lugar elegido al azar de la región I. Ahora el cambio de la energía está dado por 
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El criterio de aceptación sigue siendo la ecuación B.2. En esencia el método propuesto 

hace que ambas regiones estén en equilibrio termodinámico y obedezcan las siguientes 

condiciones 
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donde P es la presión, T la temperatura y µi es el potencial químico de las especies i. 

 

La ecuación B.5 representa las condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio 

entre las regiones I y II, tal y como las dedujo Gibbs y de ahí el nombre del método. La 

siguiente figura ilustra al sistema y los tipos de perturbaciones a los cuales fue 

sometido. 

 

 

 
 

Figura B.1  Ilustración de los pasos seguidos en este método. 
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