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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Graficas de Giros

Dada una coleccion de graficas Gy G € G, un giro de arista en G es la operacion de

quitar y agregar una arista a G para obtener otra grafica G’ también en G.

Esta operacion se ha estudiado para muchas clases de graficas asi como para distintos

tipos de giros de arista.

Una vez que la operacion de giro y la coleccion de graficas G han sido especificadas,
estamos en condiciones de definir una grafica de giros. En este caso la grafica de giros
asociada es la grafica cuyo conjunto de vértices es G con dos de graficas G1,G, € G

adyacentes si por medio de un giro se puede ir de G; a G, y viceversa.

Para mayor informacion referimos al lector a [2]. Revisamos aqui brevemente algunas

graficas de giros a manera de introduccion a el resto de la tesis.
Este trabajo trata sobre el nUmero cromatico de algunas graficas de giros.

7



8 Capitulo 1. Introduccion

Figura 1.1: Giro de aristas en triangulaciones.

1.1.1. Triangulaciones (Caso Combinatorio)

Una triangulacion es una grafica plana maximal. Es decir que si agregamos cualquier
otra arista, obtenemos una grafica no plana.

Sea G, la coleccion de todas las triangulaciones con n vértices modulo isomorfismo, es
decir consideramos dos triangulaciones isomorfas como gréaficas como la misma triangu-
lacion. El giro de aristas en este caso es el que mencionamos en un principio: Dada T, € Gn
un giro es el quitar una arista a T, y agregar una arista (que no estuviera previamente) para
obtener una triangulacion T, € G, (ver Figura 1.1.1).

En [37] se prueba que dadas dos triangulaciones T1, T, € Gn, siempre se puede ir
mediante giros de aristas de T, a T,.Esto significa que la grafica de giros asociada a G,, es
conexa. En general propiedades de la coleccion y el giro de aristas en cuestion se traducen
en propiedades de la gréfica de giros asociada.

El resultado anterior origind la investigacion sobre giros de arista en triangulaciones.Dado
que siempre es posible ir de una triangulacion a otra mediante giros es natural el preguntarse
cual es el minimo nimero de giros necesarios para ello. Esto es equivalente a determinar
el diametro de la gréafica de giros asociada. La prueba de conexidad dada en [37] muestra

que O(n?) giros son suficientes para ir de una triangulacion a cualquier otra. Actualmente
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Figura 1.2: Un giro valido y uno invalido en una triangulacion.

la mejor cota es de 6n — 30 giros [33].
Se ha estudiado también el grado de la gréafica de giros, es decir al menos y a lo mas
cuantas aristas son girables en cualquier triangulacion. A este respecto se sabe que a lo mas

hay n — 2 aristas girables y existen triangulaciones con a lo mas n — 2 aristas girables [14].

1.1.2. Triangulaciones (Caso Geométrico)
Conjuntos de Puntos en General

Sea S un conjunto de npuntos en el plano en posicién general. En la variante geométrica
del problema anterior se consideran todas las graficas geométricas maximales sin cruces
con vértices en S. Es decir todas las graficas con conjunto de vértices S y cuyas aristas
son segmentos de recta y no se intersecta entre si (salvo en los vértices), con la propiedad
adicional que la adicion de cualquier arista genera cruces. Estas graficas las denominamos

como triangulaciones de S.
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En este caso un al girar una arista en una triangulacion debemos obtener otra triangu-
lacion de S. De esta manera restringimos los tipos de giros permitidos a solo aquellos que
no generen cruces (ver Figura 1.1.2).

A la grafica de giros asociada la denotamos como G1(S). En [26] se prueba que G(S)
es conexa [26]. Posteriormente en [27] se muestra que con a lo mas O(n?) giros se puede
ir una triangulacion de S a cualquier otra triangulacion de S. Finalmente en [12] se dan

ejemplos de conjuntos con dos triangulaciones a distancia Q(n?) en G1(S).

Conjuntos de Puntos en Posicion Convexa

Si S, se encuentra en posicion convexa, la grafica de giros de sus triangulaciones la
denotamos como Gt (n) esto se debe a que la grafica de giros de cualquier otro conjunto de
n puntos en posicion convexa es isomorfa a G(S). Por lo tanto sin perdida de generalidad
todas ellas se pueden denotar como Gt (n).

Estas graficas han sido muy estudiadas, mencionamos brevemente algunas de sus propiedades,
hablaremos sobre su nimero cromatico en el Capitulo 3. En [12] se estudia el diametro y
grado de estas graficas (de Gt(n) como G+(S)).

En lo que respecta a Gr(n) muchos de sus parametros se han calculado explicitamente.
En [36] se determina el diametro de Gt(n). Se sabe también por ejemplo [22] que Gt(n)
tiene un ciclo hamiltoniano. Para una exposicion de estas propiedades referimos al lector a
[11], donde todos estos resultados se prueban con un marco tedrico conocido como “arbol
de triangulaciones”.

Hasta ahora solo hemos hablado de gréaficas de giros de gréaficas, sin embargo existen
también graficas de giros a partir de otros objetos y con operaciones de giros correspondi-
entes.

Gt (n) ha recibido mucha atencion en parte por ser isomorfa a otra grafica de giros que
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Figura 1.3: Giros en arboles binarios con raiz.

en si misma sido objeto de intenso estudio.

Un arbol binario con raiz consta de un vértice que Illamamos raiz y de a lo mas dos
arboles binarios (arbol izquierdo y arbol derecho), a los cuales en caso de existir es ady-
acente a sus respectivas raices. Se define un giro de arboles binarios como sigue: Sea T
un arbol binario con raiz y subarboles izquierdo y derecho T; y Ty, tal que T4 consta a su
vez de una raiz y subarboles izquierdo y derecho T;" y T4’ respectivamente. Una giroen T
consiste en cambiar T por el arbol binario con raiz que tiene como como subarbol derecho
a T4" y subarbol izquierdo a al arbol binario con raiz cuyo subarbol izquierdo es T; y su
arbol derecho T;’. Esta operacion y su inversa constituyen los giros en los arboles binarios
con raices.

De esta manera se define otra gréfica de giros, la gréafica de giros de arboles binarios
con raiz RG(n), cuyo conjunto de vértices son los arboles binarios con raiz con n vértices,

dos de ellos adyacentes si difieren por un giro.

Estas grafica han sido muy estudiadas pues los arboles binarios se usan en computacion

como estructuras de datos.

Hay una biyeccion entre los vértices de Gt(n) y RG(n — 2) que induce un isomorfismo
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Figura 1.4: Una triangulacion en Gt(n) y su arbol binario asociado en RG(n — 2).

entre ellas. Sean S un conjunto de n puntos en posicibn general y convexa, suponemos
ademas que los elementos de S estan etiquetados en sentido de las manecillas del reloj
como {py, ..., pn}. Si n = 3 claramente existe dicha biyeccion. Dada una triangulacion 7~ de
S, escogemos una arista arbitraria del casquete convexo de S, digamos P;pz. Consideremos
el tnico triangulo 7 que contiene la arista pyp, dicho triangulo divide a la triangulacion en
dos triangulaciones, que llamamaos izquierda y derecha, para las cuales escogemos la arista
de 7 que contienen. Ahora bien a 7-, inductivamente le asignamos el arbol binario de n — 2
vértices que tiene como subarbol izquierdo el arbol binario asociado a la triangulacion

izquierda y como arbol derecho la triangulacion asociada al arbol derecho.

Por la existencia de este isomorfismo muchas propiedades se prueban ya sea en Gt(n) o
RG(n-2) seglin sea mas facil o dependiendo del contexto en que se encuentre. Por ejemplo
en [30] dan una prueba mas sencilla de que G+ (n) es hamiltoniana de la que se tenia en [22],
usando RG(n— 2), su prueba da ademas implicitamente un algoritmo para la generacion de

los &rboles binarios usando el ciclo hamiltoniano en RG(n — 2)



1.1. Gréaficas de Giros 13

1.1.3. Arboles Generadores de una Grafi ca

Sea G una gréfica, un arbol generador T de G, es una subgrafica de G, tal que T es
arbol y V(T) = V(G). Definimos la gréafica de giros de arboles generadores de G (T(G)
como la grafica cuyo conjunto de vértices son todos los arboles generadores de G, dos de
ellos T, y T, adyacentes si existen aristasee E(T,) y f € E(T,) talesque T, = T, —e+ f.
T(G) se definid por primera ves en [6] donde ademas se prueba ademas que siempre es
hamiltoniana una prueba sencilla de este hecho se dio mas tarde en [18].

En [31] se considera la version geométrica del problema, donde ahora se tiene un con-
junto S de n puntos en posicion general, se define la grafica T(S) como la grafica con
conjunto de vértices todos los arboles generadores de S (es decir que en todos los elemen-
tos de S incide al menos una arista del arbol), dibujados con aristas rectas y sin cruces, dos
de estos arboles T, y T, son adyacentes si existen aristas e € E(T,) y f € E(T,) tales que
T, = T, — e+ f. Los autores prueban varias propiedades para el caso cuando S esta en
posicion convexa, entre ellos la existencia de ciclos hamiltonianos.

Una gréfica similar es T*(G), T*(G) tiene el mismo conjunto de vértices que T(G) pero
ahora se pide ademas que ey f incidan en un mismo vértice. Para propiedades de estas
graficas véase [17],[28] vy [13].

T(G) y T*(G) han sido de las pocas graficas de giros para las que se ha estudiado su

nimero cromatico. En [10] se dan cotas para el nUimero cromatico de ambas gréficas.

1.1.4. Grafi casde empar g amientos perfectos

Dada una grafica G, definimos la grafica de emparejamientos perfectos de G (.# (G))
como la grafica con conjunto de vértices todos los emparejamientos perfectos de G dos de

ellos adyacentes si su diferencia simétrica es un ciclo de G.
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"~

Figura 1.5: Un conjunto de puntos en posicion convexay un emparejamiento perfecto sobre
este.

Estas graficas han sido estudiadas con anterioridad. Se sabe por ejemplo que .# (G)

siempre es hamiltoniana [8].

Nosotros consideramos una grafica similar .# (G), cuyos vértices son otra ves los em-
parejamientos perfectos de G solo que ahora pedimos que para que dos de ellos sean ady-
acentes, su diferencia simétrica sea un ciclo de longitud 4. En el Capitulo 4 damos cotas

superiores para los nimeros cromaticos de estas graficas.

En [5] se considera la version geométrica del problema donde ahora se tiene un conjun-
to S de 2mpuntos en posicion general y convexa en el plano y se define .#,, como la grafica
cuyo conjunto de vértices son los emparejamientos perfectos geométricos sin cruces sobre
S y dos de ellos adyacentes si su diferencia simétrica es un ciclo de longitud 4. Un em-
parejamiento geométrico M de S es un emparejamiento perfecto sobre la grafica completa
conjunto de vértices S, donde ademas se considera que las aristas de M estan dibujadas con
segmentos de rectas con extremos los en S y de manera que las aristas no se intersectan.

En [5] prueban entre otras cosas que .#, es bipartita, no tiene una trayectoria hamiltoniana
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para mimpar y para mpar contiene un ciclo hamiltoniano.

Con esta breve exposicion pretendemos presentar a manera introductoria las graficas de
giros. Esta lista no es de ninguna manera exhaustiva, pues de hecho en principio dado un
conjunto y alguna operacion entre ellos se puede definir una grafica de giros.

Como hemos visto en casi todos los casos las propiedades que en general son mas estu-
diadas de las gréficas de giros son conexidad, grado, diametro y hamiltonicidad. EI nimero
cromatico pese a ser una propiedad grafica muy importante ha recibido poca atencion.

En los siguientes capitulos concentraremos nuestra atencion principalmente en el cal-

culo del nimero cromatico de algunas gréaficas de giros.



Capitulo 2

Graéafica de Fichas

Dada una grafica G con n vértices y un entero positivo k < n, definimos la grafica F(G)
de k fichas de G, como la grafica cuyo conjunto de vértices son todos los subconjuntos de
V(G) de tamafio k, dos de ellos A 'y B adyacentes si y solo si existe un vértice uen Ay ven
B tal que B = A —u+ vy ademas u es adyacente a v en G. La idea intuitiva detrés de esta
definicion es el imaginar que sobre los vértices de G se colocan k fichas indistinguibles unas
de otras, se consideran todas las posiciones posibles de estas fichas (figura 2.1.) Aqui el giro

en cuestion es el deslizar una ficha de a lo largo de una arista.

2.1. Propiedades de la grafica de fichas

Algunas propiedades de F¢(G) son inmediatas, como seria el hecho de que toda gréafica
es grafica de 1 fichas de si mismai.e. F1(G) ~ G. En general si G tiene n vértices se tiene
que F«(G) = Fr«(G).

Es interesante estudiar que propiedades de G hereda F¢(G). Por ejemplo F(G) tiene a

lo mas el mismo nimero cromatico que G, como lo muestra el siguiente teorema:

17



18 Capitulo 2. Grafica de Fichas

Figura 2.1: una gréafica y su grafica de fichas
Teorema 1. Para toda grafica G se tiene que x(Fn(G)) < x(G).

Demostracion. Sea r = y(G), consideremos una r-coloracion propia de G usando como
conjunto de colores a {0, ...,r — 1}. Si asignamos a cada vértice A € V(Fk(G)) el color
> eacol(x) mod r, obtenemos una coloracion propia de Fy(G). Pues si dos vértices A, B €
V(Fk(G)) son adyacentes en F(G), es porque existe un vértice u € Ay v € B tal que
B = A—u + v. Pero entonces (col(B) — col(A)) mod r = col(A—u+Vv)—col(A) modr =
—col(u)+col(v) mod r. Como u es adyacente av en Gy la coloracion es propia se tiene que
col(u) mod r # col(v) mod r, lo que implica que —col(u) + col(v) modr # 0 mod r.
Por lo que col(A) # col(B). Es la coloracion de Fy(G) asi construida es propia como se

afirmo en un principio. O

Hay que notar que en general no es cierto que y(Fx) = x(G). Como es el caso de
Fn(G) =~ Ky, que tiene nimero cromatico 1. Un ejemplo no trivial seria considerar F,(Kj) ~

K222 en este caso y(F2(Ky)) = 3 pero x(K4) = 4 (figura 2.1) .
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Ky Fz(K4) ~ Kaoo

Figura 2.2: Una Gréfica de Fichas con Nimero Cromatico Menor que la Grafica Original

Uno podria preguntarse también si la propiedad de ser hamiltoniana también se hereda
hacia las gréficas de fichas. Lamentablemente este no es el caso como lo muestra el hecho
de que F,(C4) no es hamiltoniana y C4 si contiene un ciclo hamiltoniano (figura 1)

En lo referente a la propiedad de ser conexa, esta si es una propiedad que hereda la

gréfica de fichas:
Teorema 2. Si G es una grafica conexa entonces F¢(G) también lo es.

Demostracion. Sea k < [V(G)| y A, B dos elementos distintos de V(Fy(G)). Probaremos
que por medio de ir moviendo fichas podemos ir de B a A. Basta mostrar de hecho que
podemos reducir la diferencia simétrica de A y B, deslizando fichas. Dado que A # By
JAl=1B,A-B#0yB-A # 0. Como G es conexa, existe al menos una trayectoria de
B—AaA-BenG. De todas las trayectorias entre B—Ay A—B, sea I la de menor longitud.
Por construccion el primer vértice de I" estaen B— Ay el (ltimo en A— B, sean xy y dichos
extremos. Ademas entre x y y en I no hay mas vértices de B — A ni de A — B. Se puede
dar el caso en que T intersecte a A N B. Sean wy, ..., Wy los vértices en dicha interseccion
en el orden que aparecen en I" con direccion de x a y. Por las observaciones anteriores

BNTI ={x,wy,...,w,}. Deslizando la ficha que se encuentra en w, haciay , después las de
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w; a w1 Y finalmente la de x a wy, llegamos a una configuracion C que tiene mas elementos
en comdn con A que los que tenia B. Repitiendo este proceso llegamos eventualmente a la
configuracion de fichas determinada por A y asociada a las fichas que movimos, tenemos

una trayectoria de B a A en F(G). Por lo tanto F(G) es conexa |

La proposicion conversa al teorema 2 (el que si G es disconexa Fy también lo es),

también es cierta si se tienen el niUmero adecuado de fichas:

Teorema 3. Sea G una grafica disconexa entonces Fy(G) es disconexa para 0 < k <

VG) -1

Demostracion. Como G es disconexa tiene al menos dos componentes conexos W y W’.
Dado que 0 < k < |V(G)| — 1 existen dos configuraciones de k fichas A y B tales que
W N Al # W N BJ. Ya que al hacer un giro de fichas conservamos el nimero de fichas
en W no hay manera de mediante giros llevar la configuracion A a B. Es decir F(G) es

disconexa. O

Detrés de la aparente simpleza de la definicion de la Gréfica de Fichas se puede escon-

m

der una gran complejidad. Por ejemploseaa G = K, U K, U --- U K, con m par (la union
disjunta de m copias de K;). Tenemos que F(G) consta de la unibn disjunta de varias
copias de Q; donde Qg ~ Ky y Q; es el i-cubo para cada i par desde i = 0 hasta i = m. Hay
ademas (T)(@) copias de cada Q;.

Esta estructura de productos de la gréafica subyacente, no es accidental, pues la gréafica
de fichas k fichas de G esta relacionada de alguna manera con el producto cartesiano de k
copias de G.

Por un momento relajamos el requisito de que dos fichas no pueden estar en un mismo

vértice y le damos etiquetas a las fichas (es decir pensamos que tenemos n fichas distintas
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y distinguimos entre ellas). La grafica de fichas resultante de esta definicion no es otra
k

mas que H; = m el producto cartesiano de G consigo misma k veces. Si Ahora
volvemos a pedir que no puedan estar dos fichas sobre el mismo vértice, la grafica resultante
H,, es isomorfa H; menos todos los vértices de H, que en dos de sus coordenadas tiene el
mismo vértice de G como entrada. Finalmente si de nuevo no distinguimos entre las fichas
la gréafica Hs, es isomorfa a H, identificando todos los vértices (X, ..., Xk), (Y1,...,Yx) tal

que existe una permutacion o de {1,...,k} cony; = X, (i). Pero Hs es isomorfa a Fy(G).

2.2. Estructuras similares la grafica de fichas

Hasta donde tenemos conocimiento la Grafica de Fichas como tal no ha sido estudiada
anteriormente. Hay sin embargo estructuras muy similares que si han recibido atencion.
Una de ellas es el llamado en ingles “The Pebble Game” que se traduce al castellano a algo
como “El Juego de los Guijarros”. Aqui se considera un juego donde se colocan guijarros
sobre los vértices de una grafica y dos jugadores, mueven los guijarros alternadamente
segln distintos conjuntos de reglas. Existen muchas variantes, una de ellas se usa para
saber si una gréafica es rigida. Aqui se usan reglas distintas a las usadas por nosotros y
se investiga la existencia de ciertas configuraciones que implican rigides de la gréafica. En
otras aplicaciones se usa como modelo de computo. Existen muchos trabajos al respecto y
no haremos mencion de ellos pues se salen de topico del presente trabajo, damos en cambio
referencias para el lector interesado ([19],[21],[24],[20],[25],[32]).

Una clase de graficas intimamente relacionada con las graficas de fichas son las graficas
de Johnson. J(v, Kk, i) es la grafica cuyo conjunto de vértices son todos los subconjuntos
de {1,...,v} de tamafio k, dos de ellos adyacentes si se intersectan en i elementos. A las

graficas J(v, k, k — 1) se les conoce como graficas de Johnson ([15] pag 9). Obsérvese que
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de hecho J(v,k, k — 1) = Fy(K,), es decir la Grafica de Fichas es una generalizacion de las
graficas de Johnson. Hay muchos trabajos alrededor de las graficas de Johnson y no nos
detendremos aqui a mencionar sus propiedades, solo las mencionamos por la similitud que

tienen con la Gréafica de Fichas.

2.3. Conclusiones y trabajos futuros

Pese a que no fue uno de nuestros principales objetos de estudio, presentamos la Grafica
de Fichas por su sencillez y porque en investigaciones de otras graficas de rotaciones en
algunos casos nos permitio simplificar algunas pruebas. Seria muy interesante ahondar en
el estudio de la Gréfica de Fichas.

Observamos al principio de este capitulo que toda grafica G es grafica de fichas de
si misma (en particular G ~ F1(G) pero de ninguna manera tiene que ser su expresion como
grafica de fichas mas pequefia. En general una gréafica de fichas va a tener mas vértices que
la grafica original, por lo que cabe preguntarse dado una grafica G cual es la miniman # 1
tal que existe una grafica H con n vértices de manera que G ~ F(H) para alguna k. Unas
propiedades son inmediatas como el hecho de que el nUmero de vértices de las gréaficas de
fichas son siempre coeficientes binomiales. Sin embargo no es claro que si una grafica G
tiene (r’r‘]) veértices sea la grafica de m-fichas de alguna grafica H con n vértices. Asi pues
este es un problema interesante: ;Cuando es una grafica G una gréafica de k fichas de otra
conk > 1?.

El Teorema 1 nos da una cota superior para la el nUimero cromatico de la Gréfica de
Fichas en términos del nimero cromatico de la grafica subyacente. Sabemos también que
esta cota no es justa, incluso en casos no triviales. No sabemos en cambio que tanto se

puede alejar el nimero cromaético de la grafica de fichas. Es decir dada una gréafica G con n
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vértices y 0 < k < n: ¢Que tan grande puede ser la diferencia entre y(F(G)) y x(G)?

La Grafica de Fichas se defini6 de esa manera en principio como un ejercicio para
entender los giros en otras gréaficas de rotaciones, es por eso que solo se permite el mover
una ficha a la vez. Si quitamos este requisito, obtenemos una estructura mas compleja.
Dada una grafica G con n vérticesy 0 < m < k < n construimos la grafica de (m, k)-fichas
Fim(G), cuyos vértices son como en la gréfica de fichas todas las posibles configuraciones
de k fichas sobre los vértices de G dos de estas configuraciones son adyacentes si podemos
pasar de una a la otra moviendo exactamente m fichas de su posicion a vértices adyacentes.
Es interesante notar que las graficas J(v,k, i) son un caso particular de estas graficas es
decir: Fym(Kn) = J(n,k,k — m). Las gréficas J(v,k, 0) son conocidas como las gréficas
de Knesser, por lo que resultan ser un casi particular de las gréficas de (m, k)-fichas. Sélo

investigaciones posteriores diran si se gana o se pierde riqueza con esta generalizacion.



Capitulo 3

Triangulaciones del n-agono

En lo subsecuente nos referiremos a un poligono convexo de n lados cualquiera como el
n-agono, esto se debe a que en el contexto que nos ocupa, no importa la eleccion de dicho

poligono.

Ahora bien una triangulacién del n-agono es una coleccion maximal de aristas que no
se intersecan dos a dos, salvo en vértices del n-agono. sobre vértices del n-agono que no
se intersecan en su interior. Es maximal en el sentido de que si agregamos cualquier otra

arista intersecariamos una de las ya existentes

Dadas dos triangulaciones 771 y 7> del n-agono decimos que difieren por un giro o
rotacion de aristas si existen aristas e de 71 y f de 7, de manera que 7 resulta de quitar e

de 71 y agregarle f.

La gréfica cuyo conjunto de vértices consiste de las triangulaciones del n-agono, dos
de ellas adyacentes si difieren por un giro de aristas la llamaremos la gréafica de giros de
triangulaciones del n-agono. Dicha gréfica la denotamos con Gt(n) y es el tema principal

de este capitulo. Prestamos especial atencion a su nimero cromatico,

25
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O—0—0—©—C

O—0—0—©—

Figura 3.1: G1(5) y G+(6)

3.1. Los numeros de Catalan

Las triangulaciones del n-agono han sido estudiadas desde hace mucho tiempo. Leonard
Euler le propuso a Christian Goldbach el problema de contar de cuantas maneras se puede
dividir un poligono convexo de n lados en triangulos. En otras palabras Euler buscaba una

férmula para el nimero de triangulaciones del n-agono.

La solucion a dicho problema son los llamados nimeros de Catalan, los nimeros de
Catalan se definen recursivamente como sigue Co = 0 yC; = 1, el n-ésimo n > 1 nimero

de Catalan se define:

n-1
Co= > CiCni
i=1

Es facil ver que las triangulaciones del n-agono satisfacen esta misma recurrencia. Sea
T; el nimero de triangulaciones del i-agono. Por convencion decimos que T, = 1. Supong-
amos que los vértices del n-agono estan etiquetados en orden consecutivo 1, ..., n. Obser-

vamos que el nimero de triangulaciones que contienen el triangulo con vértices 1,n e i es
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Figura 3.2: Contando las triangulaciones del n-agono

exactamente T;T,_i,1. Contando de esta manera las triangulaciones del n-agono en las que

contienen el triangulo con vértices 1, n e i obtenemos la siguiente recurrencia:

n—

Tn = Z TiTn—i+1

1
i=2

Observando que T, = 1 = C; inductivamente tenemos que:

n-1 n-1 n-2
Th= Z; TiThoiz1 = Z; Ci-1Chi = Z; CiCin-1-j = Cha
1= 1= =

Para encontrar una formula explicita para el i-ésimo nimero de Catalan consideremos
su funcion generadora F(t) = ¥..0Cnt". Ahora bien los coeficientes en F(t)? para cada
termino a partir de t2 son precisamente los nimeros de catalan. Pues el coeficiente de en t,,
seria la suma del producto de los coeficientes de cada tj cont,_; (0 < i < n),i.e. X.iL, CiCyi.
Pero como Cq = 0 el término constante es 0 y en consecuencia la suma se puede re-escribir
como Y} C;C,,; es decir C,,. Por las observaciones anteriores y dado que el coeficiente en t
esC, = 1 setiene que: F(t) = t+F(t)2. Despejando F(t) tenemos que F(t) = %(li V1 - 41),
pero como F(0) =0, F(t) = %(1 — V1-4t) = %(l -(1- 4t)%). Finalmente recordamos al

lector el teorema del binomio:
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Teorema 4. Paratodor € R,

Donde (;)

Usando el teorema del binomio y sustituyendo x = —4t tenemos que:

_ r(r=1)-(r-n+1)
- n! )

1
FO = 3= a-40h = 55 > [2] (ane

n>0

Pero el coeficiente de t" en F(t) es por definicion el n-ésimo, nimero de Catalan. Es

decir:

1(1 ]
fyes
_11-1-3, (—(2n—3))
2272 2n! 2 )(_4)n
MDE)---@n-3)\,
2(-2)"n! (=4)
DB - @n-3)),,
2(nh)
DB 2n-3)\ 0
n!
@n-2)!  Vons
((n- 1)!(2”‘1)n!))

(2n-2)!
(n—21)!n!

1 (@n-2)!
n(n-1)!n-1)!

12n—2
n\n-1

(3.1)

La igualdad 3.1 se cumple en virtud de que el producto de los nimeros impares desde
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1 hasta k (con k impar) es:
(k + 1)!

ktl okt
2.22

Este hecho se verifica inductivamente, en el caso de la igualdad 3.1 se tiene el producto
de los nimeros impares desde 1 hasta 2n — 3.

Los nimeros de Catalan aparecen en un sin fin de estructuras combinatorias, son por
ejemplo: el nimero de arboles binarios de n nodos con raiz, el nimero de de maneras de
patentizar una suma de n términos. Para una exposicion de finciones generadoras, nUmeros

de catalan y cuestiones relacionadas referimos al lector a [4].

3.2. Lagraficade giros Gt(n)

Mucho se sabe sobre G+(n),mencionaremos algunas de sus propiedades. Dado que toda
triangulacion del n-agono, tiene n—3 diagonales interiores y cada una se puede girar, Gt(n)
es una grafica n — 3-regular. Se sabe también que G+(n) es hamiltoniana (es decir existe un
ciclo que pasa por todos sus vértices). Su grupo de automorfismo es el grupo dihedrico de
orden n (D). Es una grafica n — 3 conexa por veértices paran > 5.

Hasta hace relativamente poco no se tenian pruebas sencillas de las propiedades anteri-
ores (excepto la de regularidad). En [11] se da una construccion con la cual se dan pruebas
muy sencillas de estas propiedades .

Curiosamente nunca se habia investigado su nimero cromatico. Dicho problema, fue lo
que originé el presente trabajo. Dado que G1(n) es n — 3 regular, por el teorema de Brooks
([3]) para coloracion en graficas, tenemos una cota superior de y(Gt(n)) < n—3 paran > 6.

Para conseguir una cota mejor, recordamos que las aristas de la grafica geométrica com-

pleta K,, de n puntos en posicion convexa (es decir la grafica cuyos vértices son los n puntos
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en posicidn convexay sus aristas se dibujan como segmentos de recta que unen dichos pun-
tos) con n par , se pueden descomponer en 3 trayectorias hamiltonianas geométricas planas.

Usando este hecho tenemos que:
Teorema 5. x(Gr(n)) <[5

Demostracion. Para n par usamos la descomposicion de K, (la cual tiene como sus vértices
los puntos del n-agono) en Ty, ... T, trayectorias hamiltonianas y observamos que si dos di-
agonales interiores se cruza estan en trayectorias distintas. Usamos el conjunto {1...n} co-
mo conjunto de colores y cada triangulacion 7~ del n-agono, le asignamos el color col(77) =
Yecr Col(e) mod 3. Donde el color de una arista e que se encuentra en la trayectoria I'; se
define como i. Dado que una triangulacion 7 difiere por un giro de 7 si y solo si existen
aristase e 7y f € 7' talesque 7’ = 7 —e+ f por lo que col(7) = col(7")—col(e)+col(f)
mod 3. En consecuencia col(7) — col(7") mod 5 = col(f) - col(e) mod 3 Pero como e
y f se intersecan estan en trayectorias distintas y reciben colores distintos. Por lo tanto
col(f) — col(e) mod 3 # 0, es decir col(7) mod 5 # col(7) mod 3. La coloracion
asi construida de G1(n) es propia para n par. Para n impar se colorea Gt(n+ 1) como se de-
scribe arriba y se da una inmersién de G+(n) en Gt(n + 1) (considerando por ejemplo todas
las triangulaciones de n + 1-agono que tienen el tridngulo A;,3). Los vértices de Gt(n) se
colorean con el color que recibe su imagen bajo la inmersion en G1(n + 1). En ambos casos

se llega a que x(G+(n)) < 3] |

Algo notable de la demostracion teorema 5 es que exhibe una coloracion explicita.
Usando la descomposicion de K, en trayectorias hamiltonianas se puede dar un algoritmo
de tiempo lineal que al recibir una triangulacion del n-agono como entrada le asigne un
color, de manera que la coloracion inducida de G+(n) sea propia.

Se puede mejorar la cota del teorema 5. A.Johansson [23] probd que toda gréafica G
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Figura 3.3: Descomposicion de Kg en trayectorias hamiltonianas geométricas

libre de triangulos (es decir que no contiene a K3 como subgréfica inducida) tiene una

coloracion propia con O(%) colores. En el caso de Gt(n), por ser n — 3 regular y
carecer de triangulos, como corolario y(Gt(n)) < O(%). El resultado de Johansson usa
de el método probabilistico y es de caracter existencial, es por eso que aunque mejora la
cota del teorema 5, dicho teorema y su demostracion son importantes desde el punto de

vista practico.

Daremos el nimero cromatico de G1(n) para los primeros valores de n. Como Gt(3) =~
K1, Gr(4) = K, y Gr(5) = Cs, por lo tanto x(G+(n)) = n—2 paran = 3,4,5. Ahora bien
G+(5) es subgréafica de G1(6) por lo que x(G+1(6)) > 3, pero por el teorema 5 y(G1(6)) <
[21 = 3 es decir x(G+(6)) = 3

Para valores mas grandes de n, lo Unico que sabemos es que x(Gt(7)) = 3y que
x(G1(8)) = 4. Estos célculos los hicimos con la computadora. Desafortunadamente esto

es todo lo que hasta el momento podemos decir sobre x(G+(n))
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3.3. Grafica de triangulos

Introducimos una nueva grafica de giros con la esperanza de que arrojara un poco de
luz sobre el nimero cromatico de Gr(n), no fue asi. Sin embargo en este caso si pudimos

calcular su nimero cromético salvo una constante multiplicativa.

Dado n un entero positivo, sea P,, cualquier conjunto de n puntos en posicion convexa
y general sobre el plano. Definimos grafica G, (n) cuyo conjunto de vértices son todos los
triangulos con vértices en P, dos de ellos 74, 7, adyacentes si comparten una arista y no se

intesecan en su interior.

G, (n) contiene una subgrafica que nos dara la cota inferior. Seanr; < r, < ... <
rn_1 nimeros reales y sea H la grafica cuyo conjunto de vértices son todos los todos los
intervalos de la forma [r;, r;] con r; < r;, haciendo dos de ellos [r;, r;] y [r«, )] adyacentes
siysolosiri<nyr=r.

Supongamos ahora que coloreamos propiamente a H con k colores. Consideremos el
conjunto T; definido como T; = {col([ri, r;])Iri < rj}. Ahora bien dados r; < ry, se tiene que
[rj, r] es adyacente a todos los segmentos de la forma [r;, r;] con r; < r;. Por lo que los
colores asignados a los intervalos de la forma [r;, r;] son todos distintos al color asignado
a [r;, n. En consecuencia col([rj, ri]) ¢ T; pero en cambio col([rj, ri]) € Tk, i.e. T} # Ty
Necesitamos por lo tanto al menos n — 1 subconjuntos distintos de los k colores. Pero hay

2% subconjuntos posibles con k colores, es decir y(H) > log,(n — 1).

Supongamos que los puntos de P, son po,..., Pn_1 €n orden ciclico en el sentido de
las manecillas del reloj. Consideremos la subgrafica inducida H’ de G,.(n) cuyos vértices
son todos aquellos triangulos que tienen como uno de sus Vveértices a po. Establecemos un
isomorfismo entre H” y H de la siguiente manera a cada triangulo Ay, Vertice de H’

le asignamos el vértice [r;, r;] de H. Es facil ver que en efecto esta asignacion induce un
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Figura 3.4: El homomorfismo entre G/, (n) y G,(5)

isomorfismo y como H’ ~ H y a su ves H’ es subgrafica de G,(n) obtenemos la siguiente

cota inferior para el nimero cromatico de G, (n):

x(G4(n)) = logy(n — 1)

Finalmente damos una cota superior. Para este efecto damos una coloracion propia de

subgréficas de G, (n).

Lema 1. Dado n par, G’ (n) la subgréfica inducida de G, (n) por todos aquellos triangulos

tales que ninguno de sus lados esta en el casquete convexo de Py Se tiene que x (G’ (n)) <

x(G.(3))

Demostracion. Establecemos un homomorfismo de G',(n) en G,(3) y con esto terminamos
la prueba. Supongamos otra vez que los elementos de Py, Po,...,Pn1 €stan ordenados

ciclicamente en sentido de las manecillas del reloj. Particionamos a los elementos de P,



34 Capitulo 3. Triangulaciones del n-agono

en dos conjuntos digamos A = {p; € Pnli = 0 mod 2} y B = {pj € Pyli = 1 mod 2}.
Como n es par los elementos de P,, se encuentran (en sentido de las manecillas del reloj) se
encuentran alternadamente en A y B respectivamente. Definimos una funcion o- de P,, en B

como sigue:

pi SipieA

o(p) = _

Pis1 SIPi€B
Consideramos ahora la funcion ¢ : V(G/,(n)) — A que a cada triangulo A, en V(G (n))
lo manda a ¢(Appp) = Ac(pyo(p)op) Para cada Appp, € V(G (n)), ninguno de sus lados
estan en el casquete convexo y por lo tanto no unen dos vértices consecutivos. En conse-
cuencia ¢ esta bien definida es decir en efecto ¢(app,p) €S un triangulo con vértices en
A. Como ademas o conserva el orden de los puntos, dados dos triangulos A p p2p;pep
adyacentes en V(G (n)) SUS IMAGeNes A (p)o(p)o(pg Ac(p)or(pio(p) taMbIEN son adyacentes
entre si. Sea G la subgrafica inducida de G, (n) por todos aquellos triangulos que tienen sus

vértices en A. ¢ por lo tanto induce un homomorfismo de G’,(n) en G. Pero G es isomorfa

G.(3), mostrando asi el homomorfismo entre G (n) y G.(35). m|
Teorema 6. x(G.(n)) < 4[log,(n)] — 2 para todo entero positivo n > 3

Demostracion. Consideramos por el momento que n es una potencia de 2 es decir que es de
la forma 2 para algin entero positivo k > 2. Sea F(n) = x(G.(n)). Sea G la subgréafica de
G,(n) inducida por todos aquellos triangulos en V(G .(n)) que tienen al menos una de sus
aristas en el casquete convexo de P,. G tiene grado maximo 4 y por el teorema de Brooks
admite una coloracion propia con 4 colores. Ahora bien por el Lema 1 G’,(n) es coloreable
propiamente con F(35) = x(G,(5)) colores. Obsérvese que V(G,(n)) = V(G,(n)) U V(G).
Coloreando propiamente a G con 4 y después usando F(3) colores para colorear propi-

amente a G/ (n), obtenemos una coloracion propia de G,(n) con 4 + F(3) colores. Es
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decir F(n) < 4 + F(5). Observando que 5 es otra vez una potencia de 2 y que G,(4)
es isomorfa a la union disjunta de 2 copias de K, (por lo tanto F(4) = 2 Se tiene que
F(n) < 4(log,(n) — 1) + 2 = 4log,(n) — 2, para toda n potencia de 2. Observando que
para todo entero positivo 3 < m < n se tiene que G,(m) es subgrafica de G,(n) y por lo
tanto F(m) < F(n), podemos colorear propiamente a G,(m) con F(n) colores. Es decir

F(m) < 4[log,(m)]1-2. O
En resumen:
Teorema 7. log,(n) < x(G.(n)) < 4log,(n)] — 2 para todo entero positivon > 3

Corolario 1. x(G,(n)) = ©(logn)

3.4. Conclusionesy trabajos futuros

Tenemos una cota superior sublineal para y(G+(n)) como corolario al resultado de Jo-
hansson. Creemos que esta cota superior esta muy lejos del verdadero valor de y(G+(n)).
Por otra parte no hemos podido encontrar una cota inferior para y(G+(n)) pese a nuestros

maltiples intentos. Creemos que de hecho:
Conjetura 1. y(G+t(n)) = O(logn) para todo entero positivo n > 3.

Nos gustaria al menos encontrar una cota inferior para Gt(n) y es probablemente este
uno de los problemas en los que estamos mas interesados.

En principio no hay razon para limitarse a conjuntos de puntos en posicion convexa.
Estudiamos primeros estos pues se conocen mucho mejor la gréafica de rotaciones de trian-
gulaciones de conjuntos en posicion convexa que las de conjuntos de puntos en posicion
general.Mencionamos brevemente el problema para conjuntos de puntos en posicion gen-

eral
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Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posicion general. Analogamente como en
el caso del n-agono, una triangulacion de S es un conjunto de aristas (segmentos de recta)
sobre los vértices de S maximal con la propiedad de que las aristas no se intersecan en su
interior. Decimos que dos triangulaciones 71y 7, de S difieren por un giro de aristas si
existe unaaristae € 71y f € 7, tal que 7, resulta de quitarle e a 77 y agregarle f (es decir
To=T1—e+ 1)

Definimos la grafica G1(S) de giros de triangulaciones de S, como la grafica cuyo
conjunto de vértices son todas las triangulaciones de G1(S) dos de ellas adyacentes si
difieren por un giro de arista.

Como en el caso de G1(n) estamos interesados en calcular y(G+(S). Dado que no siem-
pre tenemos una descomposicion en trayectorias hamiltonianas planas geométricas de la
grafica completa geométrica con vértices en S, no podemos usar el Teorema 5.Podemos en
cambio usar un concepto relacionado.

Definimos el grosor de un conjunto de n puntos en el plano S como el minimo nimero
de graficas en cualquier descomposicion de K, en gréaficas planas geométricas dibujadas
sobre los vértices de S y se denota como 6(S). En términos de este concepto se puede dar

un teorema analogo al Teorema 5 como sigue:

Teorema 8. Paratodo conjunto S de n puntos en el plano en posicién general, (G (S)) <

6(S).

Demostracion. Dada una descomposicionde Kn en Gy, . .., Gy, graficas geométricas planas
dibujadas sobre S,damos una coloracion de las aristas de K, con 6(S) colores. Le damos
a una arista e el color i si y solo si se encuentra en la grafica G;. Ahora bien a cada trian-
gulacion 7~ € V(G+(S) le damos el color e~ col(e) mod 5. Sean 77y 7> dos triangu-

laciones de S que difieren la una de la otra por un giro, es decir tales que existen aristas
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ecT1yfeT,deformaque7, =7, —e+ f.Perocomoey f secruzan se encuentran
en distintas gréaficas de la descomposicion y por lo tanto reciben colores diferentes. Por lo
tanto col(771) — col(72) = col(e) — col(f) mod 5, # O, en consecuencia col(77) # col(7>)
y la coloracion asi construida es una coloracion propia de los vértices de G1(S) con 6(S)

colores. o

El Teorema 8 nos da una cota lineal, pues es facil encontrar una descomposicion de
K, en un nimero lineal de graficas planas geométricas dibujadas sobre S. Sin embargo el
Teorema de Brooks ya nos garantiza una cota lineal. Como G1(S) no contiene triangulos
por resultado de Johansson sabemos incluso que el nimero cromatico debe ser sublineal.

La ventaja del Teorema 8 esta en su caracter existencial como en es el caso del Teorema 5.



Capitulo 4

Emparejamientos Perfectos

Dada una grafica G definimos la gréfica de giros de emparejamientos perfectos de G dos
de ellos adyacentes si su diferencia simétrica es un ciclo de longitud 4 en G. Aqui el giro
en cuestion es dado un emparejamiento perfecto M y dos aristas e = (X,y) y f = (z,w),
quitar de M a ey a f y agregarle (x,z) y (y,w) o bien (x,w) y (y,z). Dicha grafica la
denotamos como .#(G). La razbn para nuestra notacion es que .#’(G), se usa para la
grafica que consiste de todos los emparejamientos perfectos de G dos de ellos adyacentes

si su diferencia simétrica es un ciclo de G ([5],[8],[29]).

Aunque aparece esporadicamente en la literatura .#’(G) ha recibido poca atencion, en
parte porque la que ha acaparado el interés de los investigadores es . (G). Nosotros nos
enfocamos principalmente en el nimero cromatico de .#’(K,,). Damos cotas superiores

para xy(.#"'(K,n)). No hemos obtenido resultados para y(.#"(G)) para graficas en general.

39
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Figura 4.1: Un emparejamiento perfecto de K, y su permutacion asociada

4.1. NOmero cromatico de .Z’(Knp) Yy 4" (Kan)

Usando exactamente la misma técnica que en [5], encontramos el nimero cromatico de

A (Knp):
Teorema 9. y(.#'(K.n)) = 2 para todo entero positivo n.

Demostracion. Sean Ay B los dos elementos de la particion de V(K,) en dos conjuntos
independientes. Re-etiquetamos los vértices de K, de manera de que A = {1,...,n}y
B = {1’,...,n’}. La técnica consiste en asignar a cada emparejamiento perfecto M de K,
una permutacion oy del conjunto {1, ..., n}. Basta especificar para cada i € {1,...,n} su
imagen bajo oy. Como M es un emparejamiento perfecto existe una (nica arista (i, j’) en
M que incide al vértice i de A en K. Definimos o-y(i) = j y con esto queda Unicamente

definida o, dado un emparejamiento perfecto M de K, ,. Decimos que un emparejamiento
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M de Ky, es par si oy como permutacion es par y decimos que es impar si oy es impar.
Ahora bien sean M; y M, dos emparejamientos perfectos de K, , que difieren por un giro, es
decir que existen aristas (i, j") y (k, I’) en My tales que M, = M—(i, j)—(k, I")+(i, ')+ (k, I).
Observamos que oy, = (J, ) ooy, por lo que la paridad de oy, es distinta de la de oy,. Por
lo tanto los emparejamientos pares de K,,, solo son adyacentes a emparejamientos impares
en .Z'(Knn) Yy viceversa los emparejamientos impares de K, , solo a emparejamientos pares

de Knn en .’ (Knn). Es decir .’ (K.,n) es bipartitay y(.Z’(Knn)) = 2. O
A continuacibn damos una cota superiores para y(.#’(Kx,)) usando la el Teorema 9

Teorema 10. y(.#'(Kz,)) <4n—4paran > 2.

Demostracion. Re-etiquetamos el conjunto de vértices de K,, de manera que V(K,,)
{1,...,2n}. Para cada emparejamiento perfecto M de K, definimos el conjunto Uy =
{i € V(Ko)I(i, j) € My i > j}, definimos también Dy = V(Kz,) — Un. Ahora bien da-
da una particion de V(Kz,) en dos conjuntos U y D de tamafio n cada uno, sea Gyp la
subgrafica de .#’(Kz,) inducida por todos aquellos emparejamientos tales que sus aris-
tas unan un vértice de U con un vértice de D. Dicha gréfica es isomorfa a .#'(Kn,)
y por lo tanto se puede colorear propiamente con dos colores. Damos una 2-coloracién
propia de cada grafica Gyp con los colores 0 y 1 y denotamos el color que recibe un
emparejamiento M en Gyp como coly py)(M). Sea H la grafica con conjunto de vértices
{UmIM € V(' (Kzn)} y Uy, adyacente Uy, en H si 'y solo si [Uw,AUw,| = 2. H es sub-
grafica de la grafica de fichas Fn(K2,) presentada en el Capitulo 2, pues podemos pensar
que las fichas se encuentran precisamente en los elementos de Uy. Ademas como siem-
pre se tiene que 2n € U, y que 1 ¢ Uy, podemos pensar que siempre hay una ficha en
el vértice 2n y como nunca hay una en el vértice 1 lo quitamos y en esencia solo move-

mos las n — 1 fichas que quedan en los 2n — 2 vértices restantes. Es decir H es de hecho
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subgréfica de F,_1(K2n_2, por el Teorema 1 H tiene una coloracion propia con 2n — 2 col-
ores.Coloreamos propiamente a H con 2n — 2 colores y denotamos el color que recibe Uy,
en H como coly(Uy). A cada emparejamiento perfecto M de Ko, le asignamos el color
col(M) = (colw,, . (M), coly(Un)). Esta coloracion es propia pues dados dos empare-
jamientos perfectos M; y M, de Kj, es facil ver que Uy, = Uy, 0 bien [Uy, AUp,| = 2. En
el primer caso se tiene que como Uy, = Uy,, Dy, = Dy, por lo que M; es adyacente a M,
en Guy, by, = Guy,.Du, Y €N consecuencia COI(UM1,DM1)(M1) # CO'(UMZ,DMZ)(Mz)- En el otro
caso por construccion coly(Uw,) # coly(Uy,). Hemos exhibido una coloracion propia de

A" (Kon) con 2(2n — 2) = 4n — 4 colores. Es decir y(.#'(Koy)) < 4n — 4, m|

Cabe destacar que la cota superior obtenida en el Teorema 10 no es trivial pues .Z"’(Kzn)
tiene grado cuadréatico (en términos de n) y el Teorema de Brooks [3] solo nos garantizaria
una cota cuadratica para el nimero cromatico. Carecemos por el momento de una cota infe-
riory es este uno de los problemas mas interesantes que nos queda por resolver. Hablaremos

mas de esto al final del capitulo.

4.2. Propiedades de .7’ (Kan)

En el intento de encontrar el nmero cromatico de .#’(K,,) estudiamos su estructura
con la esperanza de poder dar una cota inferior para y(.#’(Kz,)) 0 al menos poder mejorar
la cota superior del Teorema 10 En esta seccion mencionamos algunas propiedades de
M (Kan).

Es facil ver que .#’(K5,) es conexa. Es una grafica regular de grado n(n — 1), pues cada
emparejamiento M de Ky, consta de n aristas, de las cuales hay (2) parejas posibles para
girar y como cada pareja se puede girar de dos maneras M tiene 2(2) = n(n — 1) vecinos.

Cualquier permutacion o~ del conjunto de vértices de K, induce un automorfismo ¢, de
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Figura 4.2: Las adyacencias entre H; y H;

M’ (Kyp), definiendo para cada emparejamiento M de Ky ¢ (M) = {(o(X), o(Y)I(X,y) €
M}. Por lo que S, es subgrupo del grupo de automorfismo de .#"’(Kz,), creemos de hecho
que es todo su grupo de automorfismo, pero no hemos ahondado mas en el tema.

Mas alla de estas propiedades una propiedad que creemos que eventualmente pudiera
darnos la respuesta para y (.7’ (Kzn)) es cierta estructura recursiva en 2" (Kzn).

A’ (Ko,) esta compuesta por copias de las graficas anteriores, es decir de .Z’(Kom)
para cada 1 < m < n. Dichas copias abundan en .Z’(K2,) y se puede poner a .Z"(K,) en
términos de estas graficas de muchas maneras, una en particular capt6 nuestra atencion.

Supongamos que el conjunto de vértices de Kj, esta dado por {1,...,2n}. Sea H; las
subgréafica de .#’(K,,) por todo los emparejamientos que contienen la arista (2n, i), para
cadal <i<2n.

Para cada H; se tiene que H; ~ .#Z"(Kyn-1)) y ademas cada vértice de .#Z’(Kz,) esta en

unay exactamente una H;.
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Ahora bien cada arista de .#’(K,,) 0 bien une dos vértices en una misma H; o bien une
un vértice de una H; con un veértice de otra H;.

Las adyacencias entre H; y H; tienen la peculiaridad de inducir un isomorfismo entre
ellas. Para cada vértice M de H; existe un Unico vértice M’ de H; adyacente a él. Pues
dado M e V(H;) tal que (j,k) € M, el (nico apareamiento en H; adyacente a M es M’ =
M—(i, n)—(j, kK)+ (], n)+(i, k).Ahorabien la asignacion M +— M’ es un isomorfismo de H; en
H;. Sean M, y M, dos vértices adyacentes en H;, M, = M;—e— f +g-+h para algunas aristas
e, f,g,h de Ky, Si ninguna de estas aristas incide en j entonces M, = M; —e—f +g+h
y M es adyacente M} en H; Por otra parte sie = (j,k), f = (ILm)y g = (j,1),h = (k,m)
se tiene que M7 = My — (i,n) — (j,K) + (j,n) + (i,k) y M, = My — (i,n) — (j, 1) + (j,n) +
(i, m). En consecuencia M, = M — (i,k) = (I, m) + (k,I) + (i,m) y M; es adyacente a
M; en H;.Mostramos este Gltimo caso en la Figura 4.2. La funcion asi construida es un
homomorfismo biyectivo entre dos gréficas isomorfas H; y H; y por lo tanto un ismorfimos
entre ellas.

Los isomorfismos entre las diferentes copias de .#’(Kyn-1)), determinan totalmente a
M (Kan). M’(Kzn). Pues .7’ (Kzn) consta de n — 1 copias disjuntas de .Z"(Kyn-1y las que
denotamos como H; (1 < i < n - i) e isomorfismos o ; = o-j,i~* entre cada pareja H;,H;.
Entre cada par de vértices x € V(H;) y y € H; existe una arista que los une si y solo si
y = o j(X). Las adyacencias dentro de cada H; y las que estan entre cada pareja H;, H; son
todas las adyacencias de .7 (Kap).

Se puede decir mas pues aprovechando el hecho de que todas las H; son isomorfas entre
si, fijando una misma etiquetacion para todas se puede pensar a los isomorfismos o ; de
hecho como automorfismos de .7’ (Kz).

En la Figura 3.3 mostramos a .#’(Kg) en términos de .#’(K4) y automorfismos de

' (Ky). Etiguetamos con 1, 2 y 3 los vértices de cada copia .#’(K,) y para mayor claridad
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Figura 4.3: .#’(Kg) en términos de .7’ (K,)

solo exhibimos el automorfismo entre distintas copias de .Z"(K,).
Esta manera de ver a .#’(Kzn), nos permite probar propiedades de .#’(Kz,) como

hamiltonicidad:

Lema 2. El producto cartesiano C xI" de un C ciclo de longitud mayor o igual a 4 con una

trayectoria contiene un ciclo hamiltoniano.

Demostracion. Sean C = (Xy,..., X,) unciclo de longitudn > 4y T = (Y1,...,Ym) UNa
trayectoria de longitud m. Por inducci6n sobre la longitud de T" afirmamos que existe un ci-
clo hamiltoniano en CxI" que pasa por todas las aristas del ciclo (X1, Ym), (X2, Ym), - - - » (Xn» Ym)),
con la posible excepcion de una arista. Para el caso k = 1 el ciclo ((X1,Y1),...(Xn, Y1)

cumple con las propiedades anteriores. Inductivamente supongamos que dicho ciclo existe



46 Capitulo 4. Emparejamientos Perfectos

para trayectorias de longitud m. Consideremos ahora una trayectoria (Y, ..., Ym, Ym:1) de
longitud m+1yseal = (y1,...,Ym) , por induccibn existe un ciclo C’ hamiltoniano en
C x I que pasa por todas la aristas del ciclo ((X1, Ym), - - . » (Xn, Ym)) con la posible excepcion
de una arista ((Xi, Ym), (Xi+1,Y)) como n > 4 existe una arista ((X;, Ym), (Xj+1,Ym)) disjun-
ta de ((Xi, Ym), (Xiz1,Y)) en ((Xz, Ym)s - - -» (Xn, Ym)). Sea I'" la trayectoria contenida en C’ de
(Xj+1, Ym) @ (X}, Ym) que no pasa por la arista ((Xj, Ym), (Xj+1,Ym)) Y sea C” = ((X1, Ym:1),
(X2, Ymea)s - - - » (Xns Yms1))- Finalmente (Xj, Ymi1)C " (Xjs1, Yme1), (Xj+1, Ym)T(Xj, Ym) € un ci-
clo hamiltoniano en CxI" que pasa por todas las aristas de ((X1, Ym+1)s (X2, Ymi1)s - - - » (Xns Yme1))

con excepcion de ((X;, Yme1)s (Xjs1, Yme1))- =

Corolario 2. EIl producto cartesiano G x I" de una grafica hamiltoniana G con n > 4

vértices con una trayectoria I" contiene un ciclo hamiltoniano.

Demostracion. Sea C un ciclo hamitoniano en G, C x I' es una subgrafica generadora
de G x I y por el lema 2 tiene un ciclo hamiltoniano. Por lo tanto G x I tiene un ciclo

hamiltoniano o
Teorema 11. .#’(Kzp) tiene un ciclo hamiltoniano para todo entero n > 2.

Demostracion. Paran = 2 .#’(Ks) ~ K3y por lo tanto tiene contiene un ciclo hamiltoni-
ano.El caso n = 3 lo mostramos en la Figura 3.4. Supongamos inductivamente que .Z" (Kzn)
contiene un ciclo para n > 3. Probaremos que .#’(Kyn.1)) contiene un ciclo hamiltoniano.
Por el corolario 2 basta mostrar que .Z’(Kyn.1)) contiene como subgrafica generadora a
A" (Kan) X Pona1)-1. Usando la notacion anteriormente descrita, sea H; 1 <i < 2(n+1) la
subgrafica de .#"(Kyn.1)) por todos los emparejamientos de Ky, (Vistos como vértices
de .#'(Kyns1))) que contengan la arista (i, 2(n + 1)) y o7 ; el automorfismo entre H; y H;.
Como cada vértice de .7’ (Kxn.1) Se encuentra en unay solo una H; y las H; todas isomorfas

entre siy a su ves isomorfas a .Z"’(K,,) podemos suponer que los vértices de cada H; estan
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Figura 4.4: Un ciclo hamiltoniano en .7’ (Ks)

etiquetados de la misma manera que los vértices de .#’(Kz,). Etiquetamos los vértices de
A" (Kyne1)) COMO (X, j) donde x es la etiqueta del vértice en .Z’(K2,) y (X, j) pertenece a
H;. Seapj = 01200230---o0jgiparal <i<2(n+1) -1y p; laidentidad restringida
A" (Kan). Etiquetamos los veértices de Pyp.1)-1 cOmMo { .,2(n + 1) — 1}. Ahora bien la
grafica con conjunto de vértices V (.7’ (Kyn:1))) Y Cuyas aristas son todas las aristas que se
encuentran en cada H; y las que unen une vértice de H; con un vértice H;,; es una grafica
generadora de .Z’ (Kyn.1)) isomorfa a .2’ (Kzn) X Pone1)-1. EIl isomorfismo en cuestion es

la funcion que a cada veértice (x, j) le asigna (o(x), j))- m|

En la demostracion Teorema 11, de alguna manera se encuentra .#’(Kzn) X Pana1)-1
solo que “torcida”. En la demostracion lo que se hace es destorcerla.Esto no es accidental
pues de hecho .Z’(Kyn.1)) €s de alguna manera un torcimiento de .#’(Kz,) X Kane1)-1-
Lo que da este torcimiento son los automorfismo o ; de .#’(Kz,) de los que hablamos

previamente. Estas observaciones inspiraron el tema del capitulo posterior.

Por el momento es todo lo que podemos decir de .#’(K,,) y de su nlmero cromatico.
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4.3. Conclusionesy trabajos futuros

Quiza lo més urgente por resolver es el encontrar una cota inferior para y(.Z"'(Kz)).
Pues creemos que nuestra cota superior no esta muy lejos del nmero cromatico real. Para
este motivo nuestra investigacion se centra en el estudiar la estructura recursiva de la que
hemos hablado.

No hemos podido probar ninguna cota inferior superior a una constante para y(.Z"’(Kzn)).
Hemos calculado con la computadora el nimero cromatico de .Z’(K,,) paran = 2,3,4,y
nuestros resultados han sido que y(.#’(Kzn)) = n + 1 en estos casos. Estos célculos y la

cota del Teorema 10 nos han motivado a conjeturar:
Conjetura 2. y(.#'(Kz)) =n+ 1paran> 2

Intuitivamente creemos que la esta caracteristica de .#’(K,,) de ser de alguna manera
una torcion de .’ (Kyn-1)) X Kan_1, N0Os hace pensar que el nGmero cromatico debe de
aumentar al aumentar n.

Si bien la Conjetura 2 podria parecer muy aventurada, al menos creemos que se debe

cumplir:
Conjetura 3. y(Z'(Kz)) = ©(n)

Seria interesante el investigar y(.#’(G)) para otras graficas a parte de K,,. En virtud de

.....

.....

superior que hereda como subgréfica de .7’ (Kyp).
Por otra parte solo hemos estudiado el problema desde un punto de vista combinatorio,
no hemos dicho nada sobre la version geométrica. Sea S un conjunto de 2n puntos en

posicion general en el plano de manera analoga a .#”(G) se define .#’(S) como la grafica



4.3. Conclusiones y trabajos futuros 49

Figura 4.5: Una 4 coloracion propia de .#’(Ke)

cuyo conjunto de vértices son todos los emparejamientos geomeétricos y sin cruces sobre
los vértices de S, dos de ellos adyacentes si su diferencia simétrica es un ciclo de longitud
4. En [5] se prueba que si los elementos de S se encuentra en posicion convexa .Z’(S) es
bipartita. Faltaria por estudiar el caso cuando hay puntos de S al interior de sus cerradura
convexa. Seria muy interesante el saber que tanto se puede alejar x(.Z'(S)) y x(#" (Kzn)).
Como .#'(S) es subgrafica de .#’(Kz,), sabemos que al menos y(.#Z’(S)) < x(#'(Kzy))
y por el Teorema 10 tenemos que y(.#’(S)) < 4n — 4.Sin embargo la diferencia entre
x(A'(S)) y x(#"(Kzn)) bien podria ser arbitrariamente grande. Al entrar en el contexto
geométrico usando técnicas de geométrica combinatoria es posible que se encuentre cotas

mas justas.
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La propiedad de la estructura recursiva y(.#’(Kzn)) tiene copias de gréaficas anteriores
emparejadas entre si solo que “torcidas” es un tema a estudiar para graficas en general. Al
respecto en el Capitulo 5, estudiamos un caso inspirado por esta situacion. Esta también la
situacion mas general donde ahora tenemos Gy, . .., G, gréficas disjuntas, todas isomorfas
a una grafica G,suponemos ademas que los vértices de cada G; estan etiquetados como
(x,1) donde (x, i) — x es un isomorfismo de G; en G. Contamos también con un conjunto
A = {¢ij € Aut(G)|1 < i < j < m} de automorfimos de G. Sea Kna(G) la grafica cuyo
conjuntos de veértices es V(G1) U - -- U V(Gy,) y dos veértices (x,1) € V(Hi), (v, j) € V(H))
adyacentes sisolosii= jy xesadyacenteayenGobieni < jyy = ¢;;(X).

Un tema a investigar es como afecta m, el nUmero cromatico de G y la eleccion del
conjunto de automorfimos A al nimero cromético de Kna(G).Como G es subgréfica de

Kna(G), x(Kma(G)) = x(G). Sabemos también por ejemplo que:

Teorema 12. Dados dos enteros positivos n'y m cualesquiera, existe un conjunto de auto-

morfismo de K, A = {¢i ; € Aut(Kp)|1 < i < j <mj} de manera de que y(Kna(Kn))) = n.

Demostracion. Supongamos que el conjunto de vértices de K, esta dado por {0, ...,n—1}.
Sea ¢ el automorfismo de K, dadopori— i+1 mod n.Sea A ={¢;; =¢|1 <i< j<mj
ahora bien a cada vértice (i, k) de Kna(Ky) le asignamos el color i, esta es una n-coloracion
propia de Kna(Kn). Sean (i,k) y (j,1) dos vértices adyacentes de Kna(Kp). Si k = 1i es
adyacente a jen K, i # jVy (i,k) recibe un color distinto a (j, |). Por otra parte si i < j se

tieneque j=i+1#1 modny(i,k) y (J,1) reciben colores distintos. O

Un problema por trabajar seria el saber bajo que elecciones de automorismo de G se
tiene que y(Kma(G)) > x(G). Un ejemplo es que si m > y(G) y todos los elementos de A
dejan fijo alglin un vértice x de G, Ki,a(G) tiene como subgrafica a K, y x(Kna(G)) = m >

x(G). Estamos interesados en elecciones de A que eviten precisamente estos casos. Nuestro
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interés en este tema radica en que .#’(Kzn) es una de estas graficas.

Terminamos este capitulo, con un resultado sobre la hamiltonicidad de estas graficas:

Teorema 13. Sea G una grafica hamiltoniana con n > 4 vértices y m un entero positivo

cualquier y A = {¢;j € Aut(G)|1 <i < j < m} entonces K a(G) es hamiltoniana.

Demostracion. En el mismo espiritu que la demostracion del Teorema 11, sean ¢+ la iden-
tidad restringidaa V(G) y ¢; = ¢120---opj_1j paral < i < m. Sea Py, = (1,...,m) una
trayectoria con m vértices. Observando que (x, i) — (¢i(x), i) es un isomorfismo de K, o(G)
en G x P y por el Corolario 2, contiene un ciclo hamiltoniano y por lo tanto Ky a(G)

también. O



Capitulo 5

Producto Cartesiano Torcido

Las investigaciones del Capitulo 4, nos inspiraron a definir un nuevo tipo de producto
de gréficas que hasta donde sabemos no has sido estudiado con anterioridad. Pese a estar
inspirado en las grafica de giros de emparejamientos de Ky, el presente capitulo se sale
del tema del nimero cromatico de las graficas de giros. Lo incluimos por los resultados
obtenidos y por su novedad.

Al final del capitulo 4 estudiamos graficas creadas a partir de copias disjuntas de una
grafica G y isomorfismos entre estas copias que determinan nuevas adyacencias.

En este capitulo estudiamos una estructura en un aspecto mas general y en otro mas

sencillo y particular.

5.1. Producto Cartesiano Torcido

Sean G y H dos graficas y f un automorfimos de G de orden a lo mas 2 (es decir
f = f~1). Definimos el producto cartesiano torcido G;oH de G con H como la gréfica con

conjunto de vértices V(G) x V(H), y dos de sus vértices (X, Y), (x’,y’) adyacentes si y solo

53
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Figura 5.1: KoKz y KyOK3z

six = f(x") yyadyacenteay’ en H o bieny =y’ y x adyacente a x’ en G.

Observamos la similitud con el producto cartesiano GoH de G con H, recordando su
definicion: V(GoH) = V(G) x V(H) vy (x,y), (X’,y") € V(GoH) adyacentes si y solo si
X = X' yyesadyacente ay’ en H o bieny =y’ y x es adyacente a X’ en G. De esta manera
de hecho si e es la identidad restringida a V(G), se tiene que GeoH ~ GoH es decir el

producto cartesiano es una generalizacion natural del producto cartesiano.

Hacemos un paréntesis para explicar la intuicion detras del nombre que hemos escogi-
do para este nuevo producto. El producto cartesiano de G con H, se puede dibujar primero
dibujando a H y por cada vértice de H dibujar una copia de G y entre dos copias que
provenian de dos vértices adyacentes en H unir representantes del mismo vértice en G.
El producto cartesiano GsoH de G con H se puede dibujar de la misma manera solo que
las adyacencias entre distintas copias de G estan torcidas por f. En la Figura 5.1 se puede
apreciar esta situacion donde se muestran a K,oOK3 y a K,oOK3 (donde f es el Gnico auto-

morfismo de K, distinto de la identidad).
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5.2. Propiedadesbasicas

A continuacion daremos algunas propiedades basicas del producto cartesiano torcido.
En lo subsecuente nos referiremos a los automorfimos de orden a lo méas 2 como involu-
ciones.

Sean G y H gréficas. La relacion existente entre dos involuciones f y g de G de alguna
manera se debe reflejar en sus respectivos productos torcidos G;oH y GqoH con H. Al

respecto tenemos el siguiente resultado:

Teorema 14. Sean f y g dos involuciones conjugadas de G (i.e. f = h~gh para algin

automorfismo h de G) entonces G¢OH ~ G4OH para toda gréafica H.

Demostracion. Consideremos la funcion ¢ de V(G¢oH) en V(GyaoH) dada por ¢(x,y) =
(h(x),y) para todo (x,y) € V(G¢oH). Afirmamos que dicha funcién es un isomorfismo de
G¢oH en GgoH.Como h es biyectiva, ¢ también lo es. Sea (x,y) adyacente a (x’,y’) en
G¢OH, se tienen dos casos:x” = f(x) y y es adyacente ay’ en H o bieny =y’ y x es ady-
acente a X’ en G. En el primer caso tenemos que h~th(x’) = x’ = f(x) = h(X") = hf(x) =
hh=gh(x) = gh(x) = g(h(x)) por lo tanto (h(x),y) es adyacente a (h(x’),y’) en GgoH. En
el otro caso como h es un automorfismo de G,y = y’ y h(x) es adyacente a h(x’) en G
por lo que (h(x),Yy) es adyacente a (h(x’),y’) en GgoH.Por lo tanto ¢ es un homomorfismo
biyectivo de G;oH en GqoH. Ademas como G;oH tienen el mismo nimero de vértices y

aristas, ¢ es un isomorfismo entre ellas. |

En algunas ocasiones es posible “destorcer” el producto cartesiano torcido, como lo

demuestra el siguiente resultado:

Teorema 15. Sea G una gréaficay f una involucion de G, si H es una gréafica bipartita se

tiene que GfoH ~ GoH.
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Demostracion. Como H es bipartita existe una particion de su conjunto de vértices V(H) =
A U B de manera de que las aristas de H solo unen vértices en A con vértices en B. Sea
¢ la funcion de V(G;oH) que a cada vértice (x,y) le asigna ¢(x,y) = (X,y)siy € Ay
o(x,y) = (f(x),y) siy € B. Dado que f es un isomorfismo de G, ¢ es biyectiva. Ahora
bien sean (x,y), (x’,y’) dos vértices adyacentes en GioH. Siy = Yy’ y x es adyacente a
X" en G, como f es un isomorfismo de G, f(x) es adyacente a f(x’) en G por lo que
yaseaquey € Ao quey € B, ¢(x,y) es adyacente a ¢(x’,y’) en GoH. Por otra parte
six = f(X)yyesadyacenteay enH,y € Ao bieny € B. En el primer caso, y’' € B,
(X, y) = (%Y) Y o(X,y) = (f(X),y) = (X,¥’) (por ser f involucion de G) por lo que ¢(x, y)
es adyacente a ¢(x’,y’) en GOH. Siencambioy € B,y € Ay ¢(x,y) = (f(X),y) = (X',y)
y o(X,y) = (X,y’) por lo que ¢(x,y) es adyacente a ¢(x’,y’) en GaoH.Por lo tanto ¢ es
un homomorfismo biyectivo de G;oH en GoH y como GoH tiene el mismo nimero de

aristas que G;oOH es de hecho un isomorfismo entre ellas. O

5.3. El nimerocromatico de GsoH

Dado que el estudio de nimeros cromaticos fue lo que nos inspiro a definir el producto
cartesiano torcido, nuestros esfuerzos se han centrado en dar cotas para este parametro en
los productos cartesianos torcidos. En esta seccion daremos algunos resultados obtenidos

en este sentido. En lo subsecuente G y H seran graficas y f una involucion de G.
Corolario 3. Si H es una gréfica bipartita entonces x(G;oH) = y(GaH).

Demostracion. Por el Teorema 15, GsoH ~ GoH y en consecuencia y(G¢oH) = y(GoH).

O

Es facil dar unas primeras cotas inferiores:
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Lema 3. y(G;oH) > x(G)

Demostracion. Sea y un veértice cualquiera de H. La subgrafica de G;oH inducida por
todos los vértices de la forma (x,y) € V(GsaH) con x € V(G) es isomorfa a G. Por lo que

x(G¢OH) > x(G). O
Lema 4. Si f tiene al menos un punto fijo entonces y(G;aoH) > y(H)

Demostracion. Como f tiene al menos un punto fijo, existe un vértice x € V(G) tal que
f(xX) = x. La subgrafica de GyoH inducida por todos los vértices de la forma (x,y) €

V(GaH) cony € V(H) es isomorfa a H. Por lo tanto y(GaH) > y(H). m|
Teorema 16. Si f no tiene puntos fijos, y(GfaH) = x(G)

Demostracion. Como f no tiene puntos fijos, f(x) # x para todo x € V(G). Sea colg una
coloracion propia de G con y(G) colores. A cada vértice (x,y) € V(G¢aH) le asignamos el
color colg(x). Esta coloracion es propia pues dados dos vértices (x,y) y (X, y’) adyacentes
en GiOoH Se tiene uno de dos casos,x’” = f(x) y y adyacente a y’ en H en cuyo caso
col(x,y) = colg(x) # colg(f(x)) = colg(x’) = col(x’,y’) o bieny =y’ y x es adyacente
a X" en K, por lo que colg(x) # colg(x’) y por lo tanto col(x,y) = colg(x) # colg(X’) =
col(x’,y"). Por lo tanto y(GfoH) < x(G) y por el Lema 3 y(G:oH) > x(G). Es decir
x(GtoH) = x(G). O

El nimero cromatico del producto cartesiano, se conoce a la perfeccion [34]:
Teorema 17. (G.Sabadussi) Sean G y H graficas entonces y(GoH) = max{y(G), y(H)}.

Demostracion. Sea k = max{y(G), y(H)}. Damos una coloracién colg propia de G con
x(G) colores y una coloracion coly propia de H con y(H) colores.A cada vértice (X,Y)

de GaoH le asignamos el color colg(x) + coly(y) mod k. La coloracion asi construida es
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f=(1,4)2,73)

Figura 5.2: 2 Gréficas 3-cromaticas cuyo producto cartesiano torcido tiene nimero
cromaético 4.

propia pues dados dos vértices (x,y) y (x’,y’) en GOH se tiene que x = X’ y y es adyacente
ay enH obieny =y y x adyacente a X’ en G. En el primer caso coly(y) = coly(y’)
y colg(x) # colg(x’) en consecuencia col(x,y) — col(x’,y’) mod k = colg(x) + coly(y) —
colg(x’) — coly(y’) mod k = colg(x) — colg(x’) mod k # 0 mod k. Es decir col(x,y) #
col(x’,y’). Por otra parte siy = y’ y x es adyacente a X’ en G, se tiene de manera analoga
que colg(x) = colg(x") y coly(y) # coly(y’). Por lo tanto col(x,y) — col(x’,y’) mod k =
colg(x) + coly(y) — colg(x’) — coly(y’) mod k = coly(y) — coly(y’) mod k # 0 mod k'y

col(x,y) # col(x’,y’). O

Cabe destacar que dicho resultado no se cumple para el producto cartesiano torcido
de dos graficas en general. Mostramos un ejemplo en la Figura 5.3 donde exhibimos dos
graficas 3 cromaticas cuyo producto cartesiano torcido necesita mas de 3 colores para ser
coloreado propiamente.Esto se puede verificar exhaustivamente asignando colores y viendo
que coloraciones fuerzan. En todas las maneras posibles de hacerlo se llega a una contradic-
cion.

Tenemos sin embargo resultados analogos para productos torcidos de graficas com-
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pletas. En lo subsecuente K, y K, seran graficas completas con n y m vértices respec-
tivamente y f una involucion de f.Suponemos ademas que V(K,) = {0,...,n -1}y

V(Km) = {0,...,m—1}.

Teorema 18. Si f tiene al menos un punto fijo y méx{n, m} es par entonces y(K,;oOKy,) =

max{n, m}.

Demostracion. PorlosLemas 3y 4, y(KnOKp) > méax{n, m}. Sea fix(f) = {x € V(K)|f(x)
x}. Como f tiene al menos un punto fijo, fix(f) # 0. Sea S = {x € V(K,) — fix(f)|x < f(x)}
y r = max{n, m}. Re-etiquetamos los vértices de K,, de manera de que fix(f) = {0,1,...,k}
y f(X) = x+ 1 para todo x en S. Empezamos con una primera coloracion asignando a cada
veértice (i, j) de K,;aOK, el color col(i, j) = i + j mod r. Esta coloracién induce una col-
oracion propia de cada subgrafica H; de K,oOK, inducida por todos los vértices de la forma
(x, J) pues dados dos vértices vertices (i, j) y (k, J) en H; se tiene que col(i, j) — col(k, j)
modr=i+j—(k—j) modr=i-k modr#0 mod r,es decir col(i, j) # col(k, j). A
partir de esta coloracion damos una nueva donde para cada j impar intercambiamos los col-
ores que reciben (x, j) y (f(x), j) para cada x € S y el resto de las asignaciones de colores
las dejamos igual. Denotamos esta nueva coloracion como col’(i, j) para cada (i, j) vértice
de K,;oKp,. Como solo hicimos un intercambio de colores, la coloracion restringida a los
vértices de H; sigue siendo propia. Solo falta ver que vértices adyacentes que se encuentren
en distintas subgraficas H; reciban colores distintos. Sean (i, j), (k. 1) € V(K,sOKp,) adya-
centes con j # |, entonces k = f(i). Si'i € fix(f), se tiene que k = iy col’(i,j) =i+ j
modr=k+j modr#k+1 modr =col'(kI). Sii ¢ fix(f),supongamos sin perdida de
generalidad que i € S y que (i, j) recibe el mismo color que (k, I) i.e. col’(i, j) = col’(k, I). Si
jy lambos son pares se tiene que i+j mod r = col(i, j) = col’(i, j) = col’(k,I) = col(k,I) =

K+1 modr=i+1+1 modr.Esdecir j modr =1+ 1 mod ry tanto j como I son
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pares, lo cual es una contradiccion por ser r par. Analogamente si iy j son impares, i+ j+1
mod r = col(i + 1, j) = col(f(i), j) = col’(i, j) = col’(k, 1) = col(f1(k),I) = col(i,I) =i+
mod r Porloquel mod r = j+1 mod rconlykimparesy de nuevo es una contradiccion
por ser r par. Por otra parte si jespary limpar, i+ j mod r = col’(i, j) = col’(k,) =i+
mod r. Porloque j mod r =1 mod r, contradiccion pues | y j tienen distinta paridad. Fi-
nalmente si jesimpary lpari+j+1 mod r = col’(i, j) = col'(k,l) = i+ 1+1. De lamisma
manera j mod r = | mod r y tienen distinta paridad. Por lo tanto la coloracion asi con-

struida es propia y x(Kn¢0OKpm) < max{n, m}. En conclusion y(K,:oK,) = max{n,m}. O

Corolario 4. Si f tiene al menos un punto fijo entonces max{n,m} < y(K,ioK,) <

max{n, m} + 1.

Demostracion. Observamos que K, ;OK,, es subgrafica de K,;OKy1. KhiOKny1 €S de
la misma manera subgrafica de K,;OKn,o, y asi sucesivamente. Supongamos que r =
max{m, n} es impar. K,,; 0K, es subgrafica de K,,;OK;,1 y por el Teorema 18 y(K,;0OK;,1) =
r + 1. Por lo tanto x(Kn;OKy) < méax{n,m} + 1. De los Lemas 3 y 4 tenemos la otra de-

sigualdad, max{n, m} < y(Kn;oOKp). m|
Resumiendo:

Teorema 19. Sean K, y K, graficas completas con ny m vértices respectivamente y f una

involucion de K,,, entonces:
1. Si f no tiene puntos fijos:
s y(KhfoKy) =n
2. Si f tiene al menos un punto fijo:

= Si max{n, m} es par, y(Kn¢0OKy,) = max{n, m}
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= Si max{n, m} es impar, max{n, m} < y(K,;oKy) < max{n,m} +1

Para graficas en general carecemos de cotas superiores tan justas. Por el momento lo

mas que podemos decir es:

Teorema 20. Sean G y H dos gréaficas con y(H) > 2y f una involucion de G entonces

x(GtoH) < x(G)(x(H) - 1)

Demostracion. Sean | = y(G), r = x(H), colg una coloracién propia de G con | colores y
coly una coloracion propia de H con r colores. Suponemos ademas que colg tiene como
conjunto de colores a {1,...,1} y que coly tiene como conjunto de colores a {1,...,r}.
Ahora bien cada vértice (x,y) € V(GsoH) tal que 1 < coly(y) < r — 1 le asignamos el
color col(x,y) = (colg(x), coly(y)). A los vértices (x,y) € V(G;aH) tales que coly(y) = r
les asignamos el color col(x,y) = ((colg(f(x)) + 1 mod r),r — 1). Dicha coloracién es
propia pues dados dos vértices (x,y) y (x’,y’) se tienen dos casos: y = Yy’ y X es adyacente
a X’ en G o bien f(xX) = X’ yy es adyacente a 'y’ en H. En el primer caso como x es
adyacente a x’ se tiene que colg(x) # colg(x’) y por lo tanto col(x,y) # col(x’,y’). En el
segundo caso si col(x,y) = col(x’,y’) se tiene que coly(y) = coly(y’) o bien sin perdida
de generalidad coly(y) = r — 1y coly(y’) = r. Si coly(y) = coly(y’), tendriamos una
contradiccion pues y es adyacente ay’ en H. Por otra parte si coly(y) = r—=1ycoly(y) =,
como f(x) = x’ se tiene que colg(f(x’))+1 mod r = colg(x)+1 mod r # colg(x) mod r.
Por lo tanto col(x, y) = (colg(x), coly(y)) # (colg(x) + 1 mod r,r — 1) = ((colg(f(x)) + 1

mod r), coly(y")) = col(xX,y"). m|



62 Capitulo 5. Producto Cartesiano Torcido

f = (1), 3)

Figura 5.3: Demostracion exhaustiva de que Kz;OK3 no es 3-cromatica.
5.4. Conclusionesy trabajosfuturos

Enfocamos nuestra atencion principalmente en el nmero cromatico de productos carte-
sianos torcidos. Nos gustaria tener un resultado para productos cartesianos analogo al Teo-
rema 17 de productos cartesianos. Estamos muy lejos de ello por el momento tenemos, sin
embargo un resultado muy justo para productos cartesiano torcidos de graficas completas.

Por el Teorema 18 sabemos que y(Kn:OK,,) esta entre max{n, m} y max{n, m} + 1 cuan-
do f tiene al menos un punto fijo. Tenemos el ejemplo de una involucion f de K3 donde
x(K3;OK3) =max 3,3+1 = 3+1 = 4. En laFigura 5.4 se muestra una involucion f de Ks,
seguido de intentos exhaustivos de colorear propiamente a K3 oKz con 3 colores. Primera-
mente se colorea un triangulo Kz;0OKj sin perdida de generalidad de manera arbitraria con
3 colores, después se elije un vértice (marcado con 1) que puede recibir dos colores. Se
muestran ambos casos y se enumeran consecutivamente los vértices que tienen un color
forzado con la coloracion asignada hasta el momento. Eventualmente en ambos casos se
Ilega a un vértice que no puede recibir ninguno de los 3 colores usados.

Creemos que hay dos escenarios posibles.

1. A partir de un cierto nimero, los productos cartesianos torcidos de completas se

comportan como productos cartesianos normales:
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Conjetura 4. Existe un entero positivo ¢ tal que sin > cym > ¢, y(Ky;oKp) =

max{n, m}, para toda involuciéon f de K, con al menos un punto fijo.

2. Todas las involuciones de K, con la menos un punto fijo, hacen que el nimero

cromatico de K,,;OK, suba cuando max{n, m} es impar:

Conjetura 5. Sea f una involucion de K, con al menos un punto fijo. Si max{n, m}

es impar entonces y(Kn:oKn,} = max{n, m} + 1.

Solo nos faltaria determinar estos casos para tener un teorema analogo al Teorema 17
para gréaficas completas.

Respecto al nmero cromatico del producto cartesiano torcido de graficas en general no
tenemos elementos para aventurar una conjetura.Creemos que de alguna manera, el grupo
de automorfismos de una grafica G influye en el nimero cromatico de su producto torcido
G+oH con una grafica H.

Seria muy interesante el sabe que tanto se puede alejar y(G¢oH) de x(GoH).

Cabe destacar que en nuestra definicion del producto cartesiano torcido, solo “torce-
mos” una coordenada. Generalizamos el producto cartesiano torcido y ahora permitimos
el torcimiento de todas sus coordenadas. Sean Gq, ..., Gy graficas y fy,..., fx involuciones
de estas respectivamente. Definimos el producto cartesiano torcido of ,Gi;, de Gy, ..., Gy.
Como la grafica cuyo conjunto de vértices es xI V(G;) y dos de sus vértices x,y adyacentes
entre si, si y solo si existe 1 <'i < n tal que x(i) es adyacente a y(i) en G; y fj(x;) = y; para
todo j # i.

Seria muy interesante el estudiar como los nuevos torcimientos afectan el nimero
cromatico de los productos cartesianos torcidos, pues en muchos de nuestros resultados
para productos cartesianos con solo una de sus coordenadas, torcidas teniamos cotas infe-

riores inmediatas al tener siempre uno de sus factores como subgrafica del producto.
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El producto cartesiano torcido es una generalizacion natural del producto cartesiano y
muchas de las propiedades que de son faciles de determinar para el producto cartesiano,
parecen ser mas dificiles en el producto cartesiano torcido,por otra parte parecieran mas
sencillas que en otros productos de graficas (ver [38]. Una fuente de problemas para tra-
bajos futuros seria el tratar de generalizar los teoremas de productos cartesianos para para
productos cartesianos torcidos.Por otra parte todo teorema sobre productos cartesianos tor-
cidos es automaticamente un teorema sobre productos cartesianos.

El producto cartesiano torcido realmente esta determinado Gnicamente por sus factores
y la eleccion de involuciones. De esta manera el producto cartesiano torcido podria decir
algo sobre el grupo de automorfimos de sus factores.

Finalizamos esta seccion con un resultado sobre el grupo de automorfimos del producto
cartesiano torcido. El producto directo del grupo de automorfimos de los factores de un
producto cartesiano siempre es subgrupo del grupo de automorfimos del producto. Esto
parece no ser siempre el caso para productos cartesianos torcidos. Podemos asegurar sin

embargo que:

Teorema 21. Sean Gg,...,G, gréficasy fy,..., f, involuciones de cada una de ellas. En-

tonces Xinzchut(Gi)(fi) < Aut(D{‘zlGifi) (donde CAut(Gi)(fi) = {h € Aut(G;)|hf; = fih})

Demostracion. Consideramos la funcion ¢ que cada elemento h de X[, Caua)) (i), le asigna
la funcion ¢(h) : V(O,Gir) — V(OlL,Giy) definida como ¢(h)(x)(i) = h(i)(x(i)) para
todo x € V(Ol,Gi). Como h(i) es un automorfismo de G; para cada 1 < i < ny
para cada h € X Caug)(fi), ¢(h) biyectiva. Sea h € x{,Caw)(fi). Ahora bien dos
vértices x y y en V(O ,G;iy,) son adyacentes si y solo si existe 1 < i < n, tal que x(i)
es adyacente a y(i) en G; y fj(x;) = y; para todo j # i. Esto sucede si y solo si existe

1 <i < n, tal que o(h)(X)(i) = h(i)(x(i)) es adyacente a w(x)(y)(i) = h(i)(y(i) en G; y
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h(j)(fj(x;)) = h(j)(y;) paratodo j # i. Como h € X' Caug,)(fi) esto pasa si y solo si
existe 1 < i < n, tal que ¢(h)(x)(i) = h(i)(x(i)) es adyacente a ¢(x)(y)(i) = h(i)(y(i)) en G; y
file(M()(1)) = f;(h(i)(x;))) = h(i)(y;) = ¢(h)(y)(j) paratodo j # i. Es decir ¢(h) es un au-
tomorfismo de ol ,Gi,) y por definicion ¢(gh) = ¢(g)¢(h) para todo g, h € X Caw(fi).
Por lo que ¢ es un homomorfismo de grupos de x',Cawc,)(fi) en Aut(o,G;i). Ademas
¢(h) es la identidad en V(O ,G;y) si y solo si o(h)(x)(i) = h(i)(x(i)) = x(i) para todo
1 <i<nytodox € V(Ol,Gi). Es decir si y solo si h(i) es la identidad restringida
a V(G;). Por lo tanto h es la identidad restringida a V(0. ,Gi) Y ¢ es un homomorfismo

inyectivo. En consecuencia x,Cau)(fi) < Aut(D,Giy,) O



Capitulo 6

Diamante Azteca

Finalizamos esta obra con un problema mas sobre graficas de rotacion en este caso
y divergiendo un poco sobre lo anterior, el tema principal a tratar aqui no es el nimero
cromatico sino la conexidad.

Estudiamos la grafica de giros teselaciones con domino del diamante azteca. Dado que
mucho se sabe sobre las teselaciones con domino del diamante azteca introducimos una
variante al problema donde ahora los dominos estan etiquetados. demostramos que esta

grafica es conexa.

6.1. Diamante Azteca

El Diamante Azteca de orden n (AD,) es la region del plano que consta de la union
de todos los cuadrados de lado 1 cuyas esquinas (X, y) tienen coordena enteras y tales que
IX|+]y] < n+1 (ver Figura 6.1). Un domino es un rectangulo de 1 x 2, cuyo lado més grande
es paralelo al eje y o al eje x, en el primer caso decimos que el domino esta en posicion

vértical y en el segundo en posicion horizontal.
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Figura 6.1: El Diamante Azteca de orden 1,2,3y 4

Una teselacion con dominos del Diamante Azteca de orden n es un conjunto de dominos

que no se intersecan en su interior cuya union cubre a AD,, (ver Figura 6.1).

Muchos se conoce sobre las teselaciones con dominos del Diamante Azteca. Se sabe
por ejemplo que el nimero de teselaciones con dominos del Diamante Azteca es 2"("1)/2
(ver [9]). Si dos dominos en una teselacion con dominos del Diamante Azteca comparten
uno de sus lados de longitud 2, ambos estan en posicion vértical o bien ambos estan en
posicion horizontal. Un giro en una teselacion con dominos es cambiar la orientacion de
estos dominos. Es decir si ambos se encontraban en posicion horizontal, los intercambi-

amos por dos en posicion vértical y viceversa si se encuentran en posicion vértical los

i .

1
Ll |
|
—

1

Figura 6.2: Distintas teselaciones con dominos de AD,
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Figura 6.3: Giro en teselaciones con dominos

intercambiamos por dos dominos en posicién horizontal.

Definimos con esto la grafica Gap(n) de giros de teselaciones con dominos del Dia-
mante Azteca de orden n, como la gréafica cuyo conjunto de vértices son todas las tesela-
ciones con dominos del AD(n), dos de ellas adyacentes si y solo si difieren por un giro de
dominos.

Gap(n) ha sido muy estudiada, nosotros por el momento nos concentramos en su nimero

cromatico.

6.2. Numero cromatico de Gap(n)

Una simple observacion nos permite calcular y(Gap(n)). Sea D(AD,) la gréafica cuyo
conjunto de vértices son todos los cuadrados de 1 x 1 con coordenadas entereas contenidos
en AD(n) dos de ellos adyacentes si y solo si comparten un lado.

Ahora bien a cada teselacion con dominos de AD(n) le podemos asociar un empare-
jamiento perfecto de D(AD,) de manera de que Gap(n) ~ .#’(D(AD,) (la gréfica de em-
parejamientos perfectos estudiada en el Capitulo 4.

En una teselacion con dominos de AD, cada domino cubre exactamente dos cuadrados

adyacentes x,y en V(D(AD,)), a dicho domino le asociamos la arista (x,y). Como cada
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ii;:ﬁ?i
Jeeloere

Figura 6.4: D(AD,), una teselacion con dominos de AD, y su emparejamiento perfecto
asociado en D(ADy)

la teselacion cubre todos los cuadrados en V(D(AD,)) y cada cuadrado esta cubierto por
exactamente un domino, la coleccion de aristas asociadas a los dominos de la teselacion
determina un emparejamiento perfecto de D(AD,,). De manera analoga un emparejamiento
perfecto de D(AD,,) determina una teselacion de AD,,, tomando como teselacion los domi-
nos asociados a cada arista del emparejamiento.Ademas dos teselaciones con dominos de
AD,, difieren por un giro si y solo si sus emparejamientos asociados difieren por un giro en

D(AD,).

Teorema 22. x(Gap(n)) =2

Demostracion. Como D(AD,) es bipartita, D(AD,) es subgréfica de K, para alguna m.
Por lo tanto .#’(D(AD,)) es subgrafica de .#’(Knym). Por el Teorema 9 del Capitulo 4,
x(A'(Kmm)) = 2y en consecuencia y(.#’(D(ADy))) = 2. Como Gap(n) ~ .#'(D(AD,)

se tiene que xy(Gap(n) = 2. O

Consideramos ahora la variante “etiquetada” de las teselaciones con dominos del Dia-

mante Azteca.
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Figura 6.5: Giro en teselaciones con dominos etiquetados

6.3. Teselacionescon dominos etiquetados de AD,

Si observamos el Diamante Azteca de orden n, vemos que el nimero de cuadrados de
1x1 que lo conforman (aquellos con sus esquinas con coordenas enteras) en orden de arriba
abajoson2,4,6,...,2n,2n,2(n-1),...,2.Esdecir2 Y, 2i = 4 3,1, i = 4("%2) = 2n(n+
1). Como cada domino cubre exactamente dos cuadrados toda teselacion tiene exactamente

n(n + 1) dominos.

Consideramos ahora teselaciones “etiquetadas”, donde ahora todos los dominos de la
teselacion tienen una etiqueta o color distintos y son distinguibles uno de otro, distinguimos
entre dos teselaciones con dominos etiquetados con la misma teselacion subyacente pero
distinta etiquetacion.Formalmente una teselacion con dominos etiquetados de AD,, es un
par ordenado (77, f), donde 7 es una teselacion con dominos de AD, y f es una funcion
biyectivade 7" a {1, 2,...,n(n + 1)}. Dos teselaciones etiquetadas (7-, f) y (7, f’) difieren
por un giro si 7 se obtiene de 7~ al girar dos dominos dy, d, por di,d;, fy f’ coinciden

en todos los dominos distintos de d;, d, d}, y d7, ademas f’(d}) = f(dy) y f'(d5) = f(d2) o
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bien f/(dy) = f(d2) y f'(dy) = f(dy).

Definimos la grafica LG op(n) de rotaciones de las teselaciones con dominos etiquetados
del Diamante Azteca de orden n como la gréfica cuyo conjunto de vértices son todas las
teselaciones con dominos etiquetados de AD,, y dos de ellas son adyacentes si y solo si
difieren por un giro.

Hasta donde tenemos conocimiento esta variante del problema no ha sido estudiada con
anterioridad.

Como la funcion que a cada vértice (7, f) € V(LGap(n)) lo manda en 7~ es un ho-
momorfismo de gréaficas de LG ap(n) en Gap(n), el nUmero cromatico de LGp(n) es a lo
mas el nimero cromatico de Gap(n) que es 2. Como ademas existe al menos una arista en
E(LGap(n)), x(LGap(n)) = 2.

El Gltimo problema que tratamos en esta obra es el de la conexida de LG ap(n).

6.4. Conexidad de LGap(n)

Para probar la conexidad de LG ap(n) necesitamos primero un resultado (ver [35]) que

enunciamos en forma de lema:

Lema 5. Gap(n) es conexa para todo entero positivo n.

A la teselacion con dominos de AD, con todos sus dominos en posicion horizontal, la
Ilamamos la teselacion horizontal con dominos de AD,,. Concentraremos por el momento
nuestra atencion en esta teselacion. La posicion de los dominos nos permite hablar de ren-
glones de dominos, diremos de esta manera que de arriba abajo, los dominos se encuetran

enelrenglonn,n—-1,...,1,-1,-2,..., —n respectivamente.
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Figura 6.6: La teselacion horizontal con dominos de ADs y sus renglones correspondientes

Lema 6. Desde la teselacion horizontal con dominos de AD,, paratodo 1 > i > n se
pueden poner por medio de giros, a los dominos en los renglonesi,i-1,...,1,-1,...,—(i—-
1), i en posicion vértical, sin girar los dominos en los renglones restantes (es decir en los

renglonesi+1,i+2,....,ny—(i+1),-(i+2),...,n).

Demostracion. Partiendo de la teselacion horizontal de AD,, claramente se pueden poner
los dominos en los renglones 1 y —1 en posicién vértical sin girar los dominos en los
renglones restantes. Inductivamente supongamos que se pueden poner en posicion vértical
los dominos en los renglones i,i —1,...,1,-1,...,—(i — 1), —i sin mover los dominos
en los renglones restantes. Poniendo los dominos en dicha posicion tenemos que abajo
de cada domino en el renglon i + 1 se encuentra una columna de dominos de 2 en 2 en
posicion vértical hasta llegar al correspondiente domino en el renglon —(i + 1). Girando los
dominos en esa columna podemos ponerlos a todos los dominos en posicion vértical, dese
el primer domino en el renglon i + 1 hasta el correspondiente domino en el renglon —(i + 1).

Haciendo esto para cada domino en el renglon i + 1, logramos colocar todos los dominos
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5
4
3
2
_i > > >
-2
-3
—4
B /
> > >
Figura 6.7: llustracion del paso inductivo del Lema 6 en ADs
enlosrenglonesi+1,i,...,1,-1,...,—i,—(i + 1) en posicion vértical sin haber girado los
dominos en los renglones restantes. |

A las teselaciones con dominos etiquetadas (7, f) de AD, donde 7~ sea la teselacion
horizontal de AD,, las denominamos genéricamente como teselaciones horizontales con

dominos etiquetadas de ADy,.

Lema 7. Dada unateselacion horizontal con dominos etiquetados (7, f) de AD, y 2 domi-
nos d; y d, consecutivos (es decir que comparten un lado) en el renglon i se puede llegar
por medio de giros a la teselacion horizontal con dominos etiquetados (7-, f’). Donde f
coincide con f’ en todos sus valores salvo en d; y d, donde se tiene que f(d;) = f’(dy) y

f(dz) = f7(dy).

Demostracion. Supongamos sin perdida de generalidad que d; se encuentra a la izquierda

de d, en 7. Por medio de giros podemos llegar de 7 a la teselacion descrita en el Lema
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Figura 6.8: Intercambio de etiquetas en el Lema 7

6, donde todos los dominos entre el renglon i — 1y —(i — 1) estan en posicion vértical,
sin haber girado los dominos restantes. Haciendo estos giros en la teselacion con dominos
etiquetados (77, f) llegamos a una teselacion con dominos etiquetados (71, f;) de AD,,
con la propiedad de que f; coincide con f en todos los dominos que 7y 77 tienen en
comin (aquellos en posicion horizontal).Acto seguido es posible ir por medio de giros
de (77, f1) a una teselacion con dominos etiquetados (71, f2) con la propiedad de que f;
y f, coinciden en todos su valores salvo en d; y d, donde se tiene que fi(d;) = f»(dy)
y fi(dy) = fy(dy). Como (73, f,) es escencialmente (71, f;) con las etiquetas de d, y d»
intercambiadas, deshaciendo en orden inverso exactamente los mismos giros que hicimos
para llegar de (7, f) a (7, f1) llegamos a una teselacion con dominos etiquetados (7, f)
de AD,, talque f y f’ coinciden en todos su valores salvo en d; y d, donde se tiene que

f(d1) = f'(d2) y f(d2) = f'(dy). o

Lema 8. Desde una teselacion horizontal con dominos etiquetados (7, f) de AD, y 2
dominos d; y d, uno justo encima del otro (es decir uno en el rengloniyelotroenel i+ 1
y tales se interseca en uno de sus lados), se puede llegar por medio de giros a la teselacion
horizontal con dominos etiquetados (7, f’). Donde f coincide con f’ en todos sus valores

salvo en d; y d, donde se tiene que f(dy) = f/(dy) y f(dy) = f’(dy).
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Figura 6.9: Intercambio de etiquetas en el Lema 8

Demostracion. Supongamos sin perdida de generalidad que d; se encuentra en el renglon
i + 1y d; justo debajo y a la izquierda de d; en el renglon i. Siguiendo la misma técnica
que en el Lema 7, ponemos a todos los dominos entre los renglonesi — 1y —(i — 1) en
posicion veértical. Con giros es posible llegar a la misma teselacion con dominos salvo que
las etiquetas de d; y d, estan intercambiadas. Deshaciendo todos los giros que hicimos en
un principio llegamos a una teselacion (7, f’) tal que f coincide en todos su valores con f’

salvo en d; y d, donde se tiene que f(d,) = f'(dy) y f(d,) = f’(dy). m|

Teorema 23. Para todo entero positivo n, la subgréafica de LG ap(n) inducida por todas las

teselaciones horizontales con dominos etiquetados de AD,, es conexa.

Demostracion. Sean (7, f)y (7, f’) teselaciones horizontales con dominos etiquetados de
AD,. Por los Lemas 7 y 8 basta con que dos dominos se toquen para poder intercambiar
por medio de giros sus etiquetas. Por lo tanto podemos llevar a (7, f’) a (7, f) por medio
de giros empezando por el domino en el renglon —n por medio de intercambio de giros
llegamos a que tenga la etiqueta que tiene en (77, f), despues seguimos con el domino el
primer domino de izquierda del renglon n—1, seguido del domino del segundo de izquierda
a derecha en el renglon n — 1. Asi sucesivamente manteniendo la invariante de que la parte

que nos falta por procesar es conexa, en el sentido de que cualesqueira dos dominos estan
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conectados por una secuencia de dominos se tocan en alguno de sus lados. |
Corolario 5. LGap(n) es conexa para todo entero positivo n.

Demostracion. Sean (771, f1), (72, f2) € V(LGap(n)), por el Lema 5 se puede mediante
giros ir de (71, f1) a (7, f]) y de (72, f2) a (7, f;) donde 7~ es la teselacion horizontal de
AD,,. Por el Teorema 23 existe una secuencia de giros que lleva (7, f]) a (7, f;) Por lo

tanto se puede llevar a (77, f1) mediante giros a (7>, f2) O

6.5. Conclusionesy trabajosfuturos

Se pueden considerar objetos mas generales para teselaciones con dominos. Por ejemp-
lo se puede habla de teselaciones con dominos de poligonos ortogonales simples. Consider-
amos ahora poligonos simples en el plano con lados paralelos al eje X 0'Y y cuyos extremos
esquinas tienen coordenadas entereas. Una tesealcion con dominos de un poligono ortogo-
nal P es una coleccion de dominos cuya union cubre a P de manera de que los dominos no
se intersecan en su interior.

Se sabe que teselaciones con dominos de estos poligonos estan conectadas por giros
[35], de hecho basta con que la region sea simplemente conexa para que sus teselaciones
con dominos esten conectadas por giros.

Un problema natural seria el estudiar la conexidad de teselaciones con dominos etique-
tados de estos poligonos. Es facil construir ejemplos de poligonos ortogonales tales que
sus teselaciones con dominos etiquetadas no esten conectadas por giros. Por ejemplo el
rectangulo de 1 x 4 se puede teselar con dominos y de hecho de manera (nica, pero tiene
dos teselaciones con dominos etiquetados no adyacentes

Incluso en el caso cuando se tienen mas grados de libertad es posible que las tesela-

ciones con dominos etiquetados no esten conectadas por giros (ver Figura 6.5.
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Figura 6.10: Poligono ortogonal y dos de sus teselaciones con dominos etiquetados, no
conectadas por giros

El problema a resolver aqui seria el dar condiciones necesarias y/o suficientes para que
las teselaciones con dominos etiquetados esten conectadas por giros.

Finalmente quedan por determinar muchas de las propiedades como grafica de LG ap(n)
como seria diametro y hamiltonicidad.

Con estas consideraciones terminamos este Capitulo y con el la obra.



Capitulo 7

Notacion

En este apéndice damos algunos los conceptos y notacion que usamos en la tesis.

7.1. Teoria de graficas

Una grafica G es un par ordenado de conjuntos (V(G), E(G)), donde V(G) es un con-
junto finito que Ilamamos vértices y E(G) c {{x,y}IX,y € V(G) y x # y}, que llamamos
aristas. Dos vértices x,y € V(G) son adyacentes si y solo si e = {x,y} € E(G) y decimos
que la aristae incideen xyy.

El grado dg(X) de un vértice x en G es el nimero de aristas que inciden en x. EI minimo
sobre todos los grados de los vértices de G se denota como 6(G) y el maximo como A(G).
En particular si todos los veértices de G tienen el mismo grado la gréafica se llama es regular
y si en particular todos su vértices el mismo grado r la grafica se dice que es r—regular.

Un camino en G es una sucesion finita C = (Xq, X, . . ., Xi) de vértices de G, donde x; es
adyacente a x;,; paratodo 1 < i < n. En esta caso decimos que C es un camino de x ay de

longitud k. Si para cualesquiera par de vértices de G existe un camino que los une decimos

79



80 Capitulo 7. Apéndice

que G es conexa, en caso contrario que es disconexa. Las trayectorias nos permiten definir
una distancia en gréaficas conexas como sigue: La distancia entre dos vértices x y y en G
es la longitud minima entre todas las trayectorias de x a y. El diametro de G es la maxima
distancia entre cualesquiera par de vértices en G.

Una trayectoria es un camino que no repite vértices y un ciclo es un camino donde el
primer y (ltimo vértice coinciden y ademas de estos vértices (el primero y el Gltimo) son
los Gnicos vértices que se repiten a lo largo del camino. Una trayectoria hamiltoniana es
una trayectoria que pasa por todos los vértices de G, analogamente un ciclo hamiltoniano
es un ciclo que pasa por todos los vértices de G.

Un arbol es una grafica conexa sin ciclos.

Un emparejamiento M de G es un subconjunto de E(G) tal que sobre todos los vértices
de G incide a lo méas una arista en M. El emparejamiento es perfecto si sobre todo vértice
de G incide exactamente una arista en M.

Decimos que una grafica H es subgrafica de una grafica G si V(H) c V(G) y E(H) c
E(G). Dado un con conjunto S c V(G), se define la grafica inducida por S como la sub-
grafica de G con conjunto de vértices S y tal que contiene todas las aristas que unen vértices
deSenG.

A la grafica con n vértices tal que cualquier par de vértices son adyacentes, la Ilamamos
sin perdida de generalidad, la grafica completa con n vértices y la denotamos con K.

La grafica cuyo conjunto de vértices esta particionada en k conjuntos de tamafiory, . . ., rg
respectivamente y que contiene todas las aristas que unen dos veértices en distintos elemen-

A la gréfica de n vértices que contiene una trayectoria de longitud n y solo las aristas
sobre esta trayectoria, la denotamos como P,,.

Sean G y H dos gréficas. Una funcion f : V(G) — V(H) es un homomorfismo de G en



7.1. Teoria de graficas 81

H, si x adyacente ay en G implica f(x) adyacente a f(y) en H. Un isomorfismo entre G y
H es un homomorfismo biyectivo entre G y H tal que f - es un homomorfismo de H en G.

Un isomorfismo de G en G se le conoce como automorfismo de G, el conjunto de todos
los automorfimos de G, forma un grupo bajo la composicion de funciones, denotamos a

dicho grupo como Aut(G).

7.1.1. NUOmerocromatico

Una coloracion con k colores de una grafica G es una funcion colg de V(G) a un con-
junto de tamafio k. Una coloracion propia de G es una coloracion de G con la propiedad de
que Vértices adyacentes reciben colores distintos. Si G admite una coloracion propia con r

colores decimos que G es r-cromatica.

El nimero cromético x(G) de G es el minimo entero tal que existe una coloracion propia

de G con ese nUmero de colores.

Hay una relacion natural entre homomorfismos y numero cromatico, pues una col-
oracion propia colg con n colores de G induce un homomorfismo de G en K,,. Consideramos
la grafica completa K, con conjunto de vértices precisamente los n colores usados por colg,
colg es un homomorfismo de G en K, pues dados dos vértices adyacentes en G reciben
colores distintos y por lo tanto sus imagenes son vértices distintos y adyacentes en K,,. De
esta manera también se puede definir el nlmero cromético como el minimo entero x(G) tal
que existe un homomorfismos de G en K, ). Como la composicion de homomorfismos es
un homomorfismo (siempre que la imagen del primero coincida con el dominio del segun-
do) dadas dos gréaficas G y H, tales que exista un homomorfismo de G en H, se sigue que
x(G) < x(H). De la misma manera si H es subgréfica de G, la identidad restringida a V (H),

es un homomorfismo de H en G, por lo que y(H) < x(G).
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Finalmente enunciamos sin demostracion un resultado clasico [3] sobre nimeros cromaticos.

Teorema 24. (R.L. Brooks) Si G es una grafica conexa, distinta de un ciclo de longitud

impar o una grafica completa entonces y(G) < A(G).

Para una discusion a profundidad de estos temas véase [16],[1],[7]).

7.2. Conjuntos de puntos

Un conjunto A c R" se dice que es convexo, si para cualquiera par de puntos en A, el
segmento de recta que los une esta enteramente contenido en A.

Dado S c R", definimos la cerradura convexa de S (Conv(S)), como la interseccion
de todos los conjuntos convexos de R" que contienen a S. Dicho conjunto resulta ser el
menor conjunto convexo (por contencibn) que contiene a S. A la frontera de Conv(S), la
Ilamamos el casquete convexo de S.

Un conjunto finito de puntos S c R" esta en posicidn convexa, si S esta contenido en
su casquete convexo.Si para cuales quiera 3 puntos en S no hay una recta que pase por lo

tres, decimos que S esta en posicion general.
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