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Introducción

Los objetos básicos de estudio de la topoloǵıa son los espacios topológicos

y un problema muy importante es decidir cuando dos de ellos son homeo-

morfos, es decir, cuando dos de dichos espacios son equivalentes desde el

punto de vista de su estructura topológica.

El grupo fundamental de un espacio topológico es una construcción que

nos permite decidir negativamente si dos espacios X y Y son del mismo

tipo de homotoṕıa ya que a espacios del mismo tipo de homotoṕıa les co-

rresponden grupos fundamentales isomorfos, es decir, equivalentes desde el

punto de vista de su estructura de grupo. En particular, si los espacios son

homeomorfos, entonces son del mismo tipo de homotoṕıa, de modo que efec-

tivamente el grupo fundamental ayuda a responder si dos espacios no son

homeomorfos. Una ventaja del grupo fundamental es que en algunos casos

es relativamente fácil de calcular.

En esta tesis tratamos de exponer con un poco más de detalle y con

una notación un poco más actual los resultados que consideramos relevantes

(y entendibles) del art́ıculo On the fundamental group of a transformation

group de Frank Rhodes. Adoptamos un punto de vista, quizás más cercano

a las categoŕıas ya que en lugar de estudiar los grupos de transformaciones,

estudiamos acciones semicontinuas. Es decir, en lugar de pensar en parejas

(X,G) donde X es un espacio topológico y G un grupo que actúa en X,

pensaremos en la acción misma

Γ : G × X → X.

como objeto. Desde luego que dicho punto de partida tiene sus ventajas y

sus desventajas; en la mayoŕıa de los casos se simplifica mucho la notación y

también se tiene la ventaja de que las acciones semicontinuas incluyen tanto

a acciones continuas de grupos topológicos en espacios topológicos como a

grupos de transformaciones. Por otro lado no se toma en cuenta la continui-

dad del morfismo del grupo activo en el grupo de homeomorfismos del espa-

cio, lo cual es en cierto sentido una pérdida, pero en las construcciones que

estudiaremos no hace falta hacer ese tipo de consideraciones. Los primeros

dos caṕıtulos están dedicados a presentar algunos resultados muy famosos,

sobre homotoṕıa, trayectorias y el grupo fundamental, que son indispensa-

bles para hacer las construcciones que nos interesan debidas a Rhodes. El
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lector que tenga conocimientos sobre estos temas no encontrará nada nue-

vo en esta primera parte. Sin embargo decidimos incluirla por dos motivos:

primero, porque nos permite darnos cuenta de la estrecha similitud entre los

resultados clásicos para espacios topológicos y los resultados para acciones

semicontinuas y segundo porque en varias demostraciones de teoremas de

acciones semicontinuas están metidos o son necesarios los teoremas clásicos.

Es importante mencionar que el segundo caṕıtulo está basado en el libro de

Munkres de topoloǵıa [Munkres], mismo que es una gran influencia en toda

la tesis y con el cual estamos profundamente endeudados y agradecidos.

En el tercer caṕıtulo construimos el grupo fundamental de una acción

semicontinua. Dicho grupo, llamado el grupo fundamental equivariante de

Rhodes, resulta ser un grupo que contiene un subgrupo isomorfo al grupo

fundamental del espacio topológico en el cual se efectúa la acción. Se demues-

tra en este caṕıtulo que, con una definición apropiada de tipo de homotoṕıa

para acciones semicontinuas, se cumple que el grupo fundamental equiva-

riante de Rhodes es un invariante de ese tipo de homotoṕıa. Después estu-

diamos un grupo cociente del grupo fundamental equivariante de Rhodes,

llamado el grupo reducido, el cual Rhodes afirma es un invariante de los

grupos de transformaciones. Nosotros demostraremos una versión más débil

de este hecho, a saber, que cuando el grupo activo es fijo con respecto a los

espacios topológicos entonces el grupo reducido de Rhodes es invariante. En

esa misma sección veremos que, cuando el espacio topológico subyacente de

una acción semicontinua es un poliedro y la acción es simplicial, hay una

manera relativamente sencilla de calcular el grupo reducido de Rhodes. Este

hecho depende fuertemente de un teorema de Armstrong, el cual citamos

sin demostración, misma que puede consultarse en [Armstrong]. En la últi-

ma parte de el tercer caṕıtulo hablamos un poco de representaciones para

el grupo fundamental equivariante de Rhodes en términos del grupo funda-

mental del espacio subyacente de la acción y presentamos un teorema sobre

el producto de acciones semicontinuas.

Después de los tres caṕıtulos que conforman la tesis hay un apéndice so-

bre continuidad que escribimos con la intención de que los resultados presen-

tados en los primeros caṕıtulos estén un poco más completos sin desviarnos

mucho en la exposición de los mismos. Buen provecho.
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CAṔıTULO 1

Conceptos básicos

Las propiedades topológicas como compacidad, conexidad, metrizabi-

lidad o conexidad local de los espacios topológicos, nos permiten algunas

veces distinguirlos, es decir, podemos decidir (al menos, quizás, en princi-

pio) si no son homeomorfos revisando si difieren en alguna de las propiedades

mencionadas. Desde luego que también la cardinalidad de los conjuntos sub-

yacentes es una manera de decidir si son o no equivalentes. Sin embargo si

nos apegamos estrictamente a estas propiedades no podremos, por ejemplo,

distinguir entre espacios como R
2 y R

3, o la esfera y el toro. Es decir, necesi-

tamos otras cosas que nos permitan diferenciar a los espacios. Es posible que

en casos muy concretos y particulares encontremos alguna manera ingeniosa

de distinguir dos espacios, sin embargo hacer esto en un contexto más ge-

neral puede resultar un poco más complicado. Una propiedad que surge de

manera más o menos natural es la de ser simplemente conexo, es decir, que

toda curva cerrada en el espacio en cuestión pueda ser contráıda a un punto.

Esta propiedad nos permite, por ejemplo, distinguir entre R
2 y R

3 porque

si quitamos un punto de R
3 nos queda un espacio simplemente conexo, pero

al quitar un punto de R
2 esto no sucede. Pero el ser simplemente conexo no

nos permitirá distinguir entre el toro y el toro doble.

Es precisamente como respuesta a estas cuestiones que se introduce el

grupo fundamental de un espacio topológico, el cual de alguna manera mide

qué tan simplemente conexo es el espacio en consideración. En este caṕıtulo

probaremos algunos hechos indispensables para la construcción del grupo

fundamental. Varios resultados se basan en hechos conocidos de cálculo y

topoloǵıa general, algunos de los cuales pueden consultarse en el apéndice

de este trabajo.

Una de las nociones más importantes de la topoloǵıa algebraica (por lo

menos vista como actividad humana actual) es la noción de homotoṕıa, que

captura de manera más formal nuestra idea intuitiva de deformación entre

funciones. Prácticamente toda la tesis depende de este concepto aśı que
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no podŕıamos empezar más adelante. Veamos pues, la definición y algunas

consecuencias útiles de este concepto.

1.1. Homotoṕıa

Definición 1.1. Sean X y Y espacios topológicos. Llamaremos homo-

toṕıa de X en Y a cualquier función 1 continua H : X × I → Y.

Por ejemplo, la identidad en I × I se puede ver como una homotoṕıa de

I en I × I. O si tomamos un punto en un espacio Y digamos c y cualquier

espacio X, entonces κc : X × I → Y (la función constante de valor c), es

una homotoṕıa de X en Y . Más adelante veremos ejemplos menos triviales.

Lo importante es recordar que una homotoṕıa de X en Y es una función

continua del espacio X×I, que a veces llamamos cilindro de X, en el espacio

Y .

Figura 1. Homotoṕıa de la circunferencia en R
3.

Definición 1.2. Sean X,Y espacios topológicos, f, g : X → Y funciones

continuas y H una homotoṕıa de X en Y. Diremos que H es una homotoṕıa

en Top 2 entre f y g si:

H((x, 0)) = f(x)

H((x, 1)) = g(x).

Podemos pensar esto de la siguiente manera, H es una homotoṕıa entre

f y g si transforma la copia homeomorfa de X de la tapa de abajo del

cilindro X × I como f y manda la copia homeomorfa de X de la tapa de

arriba a Y como lo hace g.

1La palabra ’función’ es controversial y tiene muchas acepciones, en este trabajo

adoptamos la convención de que ’función’ significa un conjunto f de pares ordenados tal

que 〈x, y〉 ∈ f y 〈x, z〉 ∈ f implican y = z. El par ordenado 〈x, y〉 es por definición el

conjunto {{x}, {x, y}}.
2’Top’ denotará la categoŕıa cuyos objetos son espacios topológicos y cuyas flechas

son funciones continuas.
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Definición 1.3. Sean X y Y espacios topológicos, f, g : X → Y. Dire-

mos que f y g son homotópicas en Top, si existe una homotoṕıa de X en

Y que sea una homotoṕıa en Top entre f y g.

Ponemos énfasis en el hecho de que las homotoṕıas que consideramos

en esta sección son homotoṕıas en la categoŕıa de espacios topológicos y

funciones continuas porque en otras secciones estaremos interesados en otros

tipos de homotoṕıas, por ejemplo homotoṕıas equivariantes.

Notación 1.1. Si X y Y son espacios topológicos, f, g : X → Y son

funciones continuas y H es una homotoṕıa de X en Y, usaremos la fórmula

f ≃T g para indicar que f y g son homotópicas. La fórmula H : f ≃T g es

una abreviatura que usaremos para indicar que H es una homotoṕıa en Top

entre f y g.

Ejemplo 1.1. Sea X un espacio topológico no vaćıo; entonces las fun-

ciones

κ0, κ1 : X → I

son homotópicas en Top3.

Notación 1.2. Sean X y Y espacios topológicos. C(X,Y ) denotará al

conjunto de funciones continuas con dominio igual a X y codominio igual a

Y .

La siguiente proposición es quizás muy tediosa y trivial, pero la uti-

lizamos tanto que decidimos incluirla.

Proposición 1.1. Sean X, Y espacios topológicos. Entonces el subcon-

junto de C(X,Y ) × C(X,Y ), R = {(f, g) ∈ C(X,Y ) × C(X,Y ) | f ≃T g}

es una relación de equivalencia.

Demostración. Sean f, g, h ∈ C(X,Y ).

1. La función

T : X × I → Y , (x, t) 7→ f(x)

3Para ver esto consideremos la función H : X × I → I, (x, t) 7→ t. Recordemos que

H es una función continua porque dado un abierto U ⊆ I su imagen inversa bajo H

es el conjunto X × U que es un abierto básico en el producto X × I, y efectivamente

H((x,0)) = κ0(x) y H((x, 1)) = κ1(x), es decir, H es una homotoṕıa en Top entre κ0 y

κ1.
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es una homotoṕıa en Top entre f y f , de hecho es la composición

de la proyección en X con f , por lo que es continua y

T ((x, 0)) =f(x) = T ((x, 1))

por lo tanto (f, f) ∈ R .

2. Si (f, g) ∈ R, es porque existe una homotoṕıa, digamos F : X×I →

Y que es una homotoṕıa en Top entre f y g, entonces la función

F̂ : X × I → Y, (x, t) 7→ F ((x, 1 − t))

es una homotoṕıa en Top entre g y f , es continua por ser la com-

posición de las funciones continuas F y (x, t) 7→ (x, 1 − t) y

F̂ ((x, 0)) = F ((x, 1)) = g(x)

F̂ ((x, 1)) = F ((x, 0)) = f(x)

es decir, (g, f) ∈ R .

3. Si (f, g), (g, h) ∈ R es porque existen homotoṕıas en Top F y H

tales que F : f ≃T g y H : g ≃T h. Entonces la función K :

X × I → Y dada por la regla

K((x, t)) =







F ((x, 2t)) 0 ≤ t ≤ 1

2

H((x, 2t − 1)) 1

2
≤ t ≤ 1

es una homotoṕıa en Top entre f y h (compárese K con el producto

de trayectorias de la definición 1.7). Es continua por el lema de

pegadura y

K((x, 0)) = F ((x, 0)) = f(x)

K((x, 1)) = H((x, 1)) = h(x)

Aśı, (f, h) ∈ R.

�

Proposición 1.2. Sean X,Y,Z espacios topológicos, f, g : X → Y y

f ′, g′ : Y → Z funciones continuas. Si f ≃T g y f ′
≃T g′ entonces

f ′
◦ f ≃T g′ ◦ g.

Demostración. Por hipótesis existen homotoṕıas

H : X × I → Y

4



H ′ : Y × I → Z

tales que H : f ≃T g y H ′ : f ′
≃T g′. Entonces la función

K : X × I → Z, (x, t) 7→ H ′(H((x, t)), t)

es una homotoṕıa en Top entre f ′
◦ f y g′ ◦ g. �
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1.2. Trayectorias

Definición 1.4. Sea X un espacio topológico. Llamaremos trayectoria

en X a cualquier función continua σ : I → X, es decir, a cualquier elemento

σ ∈ C(I,X).

s(0)

s(1)

Figura 2. Una trayectoria en el plano.

A veces dibujaremos la imagen directa de la trayectoria para aclarar

algunos conceptos y no la función estrictamente, pero lo hacemos simple-

mente como ayuda a la comprensión y no como parte de los argumentos

matemáticos, es decir, se puede prescindir absolutamente de todos los dibu-

jos de esta tesis; decidimos incluirlos con el afán de que algunas ideas queden

más claras. Probablemente también sea pertinente aclarar que los dibujos

no pueden representar con toda exactitud los objetos de que se pretende

hablar, y por lo tanto no hay que esperar tal exactitud.

Ejemplos:

(a) Si X es un espacio topológico no vaćıo y x ∈ X entonces κx : I → X

es una trayectoria.

(b) La función identidad idI : I → I es una trayectoria en I.

(c) La isometŕıa ρ : I → I, t 7→ 1 − t es también una trayectoria en I.

Definición 1.5. Sean X un espacio topológico y σ una trayectoria en X.

A σ(0) se le llamará el origen o punto inicial de σ y a σ(1) se le llamará el

destino o punto final de σ.

Definición 1.6. Sean X un espacio topológico no vaćıo y σ una trayec-

toria en X. Diremos que σ es una trayectoria en X de x0 a x1 si el punto

inicial de σ es x0 y el punto final de σ es x1.

Notación 1.3. Si X es un espacio topológico no vaćıo, x0, x1 ∈ X, y

σ ∈ C(I,X), usaremos la fórmula σ : x0 ; x1 para indicar que σ(0) = x0 y

σ(1) = x1.
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Definición 1.7. Sean X un espacio topológico, σ y µ dos trayectorias

en X, tales que σ(1) = µ(0). Definimos el producto · de σ y µ como sigue:

(σ · µ)(s) =







σ(2s) 0 ≤ s ≤
1

2

µ(2s − 1) 1

2
≤ s ≤ 1

s(0)

s(1)=m(0)

m(1)

Figura 3. El producto · de σ y µ.

Observación 1.1. El producto · de dos trayectorias es una trayectoria

por el lema de pegadura (una prueba de este lema puede consultarse en el

apéndice al final de esta tesis).

Definición 1.8. Sean X un espacio topológico, τ y τ ′ dos trayectorias

en X; diremos que τ y τ ′ tienen los mismos extremos si

τ(0) = τ ′(0)

τ(1) = τ ′(1).

t

t’

t(1)=t (1)’
t(0)=t (0)’

Figura 4. Dos trayectorias con los mismos extremos.

Definición 1.9. Sean X un espacio topológico, σ, µ dos trayectorias en

X que tengan los mismos extremos y F una homotoṕıa de I en X. Diremos
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que F es una homotoṕıa en Top de trayectorias entre σ y µ si

F ((s, 0)) = σ(s)

F ((s, 1)) = µ(s)

F ((0, t)) = σ(0) = µ(0)

F ((1, t)) = σ(1) = µ(1)

Notación 1.4. Si X es un espacio topológico, σ, µ : I → X son trayec-

torias que tienen los mismos extremos y H es una homotoṕıa de I en X,

usaremos la fórmula

σ ≃
t
T µ

para indicar que hay una homotoṕıa de trayectorias en Top entre σ y µ. La

fórmula

H : σ ≃
t
T µ

es una abreviatura que usaremos para indicar que H es una homotoṕıa de

trayectorias en Top entre σ y µ.

Definición 1.10. Sean V un espacio vectorial real y A ⊆ V . Diremos

que A es un subconjunto asteroide de V si existe un a ∈ A tal que para todo

v ∈ A se tiene que {ta + (1 − t)v | t ∈ [0, 1]} ⊆ A.

Ejemplos:

(a) {σp : I → I, t 7→ tp | p ∈ Z
+
} es un conjunto de trayectorias en el

intervalo [0, 1], que tienen como origen a 0 y como destino a 1.

0.5

0.25

0.0

0.75

0.75

x

1.0

0.5

1.0

0.250.0

Figura 5. Algunas trayectorias de tipo t 7→ tp.

(b) Sean X un espacio topológico, f, g : X → R
2. Entonces la función

F dada por

F ((x, t)) = (1 − t)f(x) + tg(x)

es una homotoṕıa entre f y g. Se conoce como homotoṕıa por rectas

y también como homotoṕıa lineal. Nosotros la llamaremos homo-

toṕıa por segmentos. En general si A es un subconjunto convexo
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de R
n entonces cualesquiera f, g : X → A son homotópicas. Si σ

y µ son dos trayectorias en A que tienen los mismos extremos, en-

tonces la homotoṕıa por segmentos es una homotoṕıa en Top de

trayectorias entre σ y µ porque

F ((0, t)) = (1 − t)σ(0) + tµ(0)

= (1 − t)σ(0) + tσ(0)

= σ(0)

y análogamente para F ((1, t)).

Figura 6. Las trayectorias σ, µ y τ .

(c) Sea X = R
2
\ {0̄}, entonces las trayectorias

σ(s) = (cos(πs), sen(πs))

µ(s) = (cos(πs), 2 sen(πs))

son homotópicas; podemos usar la homotoṕıa por segmentos para

verificar esto: como

F ((s, t)) = (1 − t)(cos(πs), sen(πs)) + t(cos(πs), 2 sen(πs))

entonces la primera coordenada de F ((s, t)) sólo es cero si s = 1

2

pero en ese caso la segunda coordenada de F ((s, t)) es 1− t + 2t =

1 + t > 0 porque sen(π
2
) = 1 por lo que la homotoṕıa por segmen-

tos śı tiene como codominio a X. Es importante observar que no

podemos usar la homotoṕıa por segmentos para σ y la trayectoria

τ dada por

τ(s) = (cos(πs),− sen(πs))

9



ya que la imagen de esta homotoṕıa no está contenida en X porque

como tendŕıamos

F ((s, t)) = (1 − t)(cos(πs), sen(πs)) + t(cos(πs),− sen(πs))

vemos que F ((1

2
, 1

2
)) = (0, 0).

De la proposición 1.1 se obtiene el siguiente resultado:

Corolario 1.1. Sea X un espacio topológico. Entonces el conjunto

R = {(σ, µ) ∈ C(I,X) × C(I,X) | σ(0) = µ(0), σ(1) = µ(1) y σ ≃
t
T µ}

es una relación de equivalencia.

Demostración. Simplemente hay que notar que las homotoṕıas dadas

en 1.1 son, en este caso, homotoṕıas en Top de trayectorias. Sean σ, µ, τ ∈

C(I,X) que tengan los mismos extremos dos a dos. Efectivamente, la función

T : X × I → X, (s, t) 7→ σ(s)

es una homotoṕıa en Top de trayectorais entre σ y σ ya que por defini-

ción de T, T ((0, t)) = σ(0) y T ((1, t)) = σ(1). Si F es una homotoṕıa en

Top de trayectorias entre σ y µ, entonces la función F̂ : I2
→ X, (s, t) 7→

F ((s, 1 − t)) es una homotoṕıa en Top de trayectorias entre µ y σ, ya que

F̂ ((0, t)) = F ((0, 1 − t)) = µ(0) y F̂ ((1, t)) = F ((1, 1 − t)) = µ(1). Si F es

una homotoṕıa en Top de trayectorias entre σ y µ y H es una homotoṕıa en

Top de trayectorias entre µ y τ entonces la función K : I2
→ X dada por

K((s, t)) =







F ((s, 2t)) 0 ≤ t ≤ 1

2

H((s, 2t − 1)) 1

2
≤ t ≤ 1

es una homotoṕıa en Top de trayectorias entre σ y τ porque

K((0, t)) =







F ((0, 2t)) = σ(0) 0 ≤ t ≤ 1

2

H((0, 2t − 1)) = µ(0) 1

2
≤ t ≤ 1

K((1, t)) =







F ((1, 2t)) = σ(1) 0 ≤ t ≤ 1

2

H((1, 2t − 1)) = µ(1) 1

2
≤ t ≤ 1

�

La siguiente proposición nos servirá para probar que la operación del

grupo fundamental es asociativa.
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s(0)

s(1)=m(0)

m(1)=t(0)

t(1)

Figura 7. (σ · µ) · τ ≃
t
T σ · (µ · τ).

Proposición 1.3. Sean σ, µ, τ ∈ C(I,X) tales que

σ(1) = µ(0)

µ(1) = τ(0).

Entonces (σ ·µ) ·τ ≃T σ ·(µ ·τ) ,i.e., el producto de trayectorias es asociativo

salvo homotoṕıa. Mas aún (σ · µ) · τ ≃
t
T σ · (µ · τ) .

Demostración. Por definición de la operación · tenemos que

((σ · µ) · τ)(s) =







(σ · µ)(2s) 0 ≤ s ≤
1

2

τ(2s − 1) 1

2
≤ s ≤ 1

=















σ(4s) 0 ≤ 2s ≤
1

2

µ(4s − 1) 1

2
≤ 2s ≤ 1

τ(2s − 1) 1

2
≤ s ≤ 1

=















σ(4s) 0 ≤ s ≤
1

4

µ(4s − 1) 1

4
≤ s ≤

1

2

τ(2s − 1) 1

2
≤ s ≤ 1

(σ · (µ · τ))(s) =







σ(2s) 0 ≤ s ≤
1

2

(µ · τ)(2s − 1) 1

2
≤ s ≤ 1

=















σ(2s) 0 ≤ s ≤
1

2

µ(4s − 2) 0 ≤ 2s − 1 ≤
1

2

τ(4s − 3) 1

2
≤ 2s − 1 ≤ 1

=















σ(2s) 0 ≤ s ≤
1

2

µ(4s − 2) 1

2
≤ s ≤

3

4

τ(4s − 3) 3

4
≤ s ≤ 1
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Por lo tanto la función F : I2
→ X dada por

F ((s, t)) =















σ( 4s
t+1

) 0 ≤ s ≤
t+1

4

µ(4(s − t+1

4
)) t+1

4
≤ s ≤

t+2

4

τ( 4

2−t
(s − t+2

4
)) t+2

4
≤ s ≤ 1

es una homotoṕıa entre (σ · µ) · τ y σ · (µ · τ) y es de hecho una homotoṕıa

en Top de trayectorias entre (σ · µ) · τ y σ · (µ · τ). �

Notación 1.5. ρ denotará a la isometŕıa s 7→ 1 − s del intervalo en

śı mismo y para cualquier trayectoria σ, σ̄ denotará σ ◦ ρ.

Proposición 1.4. Sean X un espacio topológico σ, µ ∈ C(I,X). Enton-

ces se cumplen:

1. σ · κσ(1) ≃
t
T σ.

2. κσ(0) · σ ≃
t
T σ.

3. κσ(0) ≃
t
T σ · σ̄.

4. κσ(1) ≃
t
T σ̄ · σ.

Demostración. Las siguientes son homotoṕıas en Top de trayectorias

entre las funciones mencionadas:

1.

F ((s, t)) =







σ( 2s
t+1

) 0 ≤ s ≤
t+1

2

σ(1) t+1

2
≤ s ≤ 1

2.

F ((s, t)) =







σ(0) 0 ≤ s ≤
1−t
2

σ( 2

1+t
(s − 1−t

2
)) 1−t

2
≤ s ≤ 1

3.

F ((s, t)) =







σ(2st) 0 ≤ s ≤
1

2

σ(tρ(2s − 1)) 1

2
≤ s ≤ 1

4.

F ((s, t)) =







σ(ρ(2st)) 0 ≤ s ≤
1

2

σ(1 − tρ(2s − 1))) 1

2
≤ s ≤ 1

�

Definición 1.11. Sea X un espacio topológico. Llamaremos lazo en X

a cualquier trayectoria λ ∈ C(I,X) tal que λ(0) = λ(1).
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l(0)

Figura 8. La imagen directa de un lazo en el plano.

Definición 1.12. Sean X un espacio topológico no vaćıo, x ∈ X y λ un

lazo en X. Diremos que λ está basado en x si λ(0) = x.

Proposición 1.5. Sean X un espacio topológico, µ y σ dos trayectorias

en X tales que σ ≃
t
T µ, y ϕ : X → Y una función continua. Entonces

ϕ ◦ σ ≃
t
T ϕ ◦ µ.

Demostración. Si F es una homotoṕıa en Top de trayectorias entre σ

y µ entonces H : I2
→ X, (s, t) 7→ ϕ(F ((s, t))) es una homotoṕıa en Top de

trayectorias entre ϕ ◦ σ y ϕ ◦ µ. �

m

s

s

t

1

2

Figura 9. Sumamos a ambos lados de la ecuación.

Proposición 1.6. Si σ1, σ2, µ y τ son trayectorias en X tales que σ1

y σ2 tienen los mismos extremos y µ(1) = σ1(0) = σ2(0), τ(0) = σ1(1),

entonces

σ1 ≃
t
T σ2 ⇒ µ · σ1 ≃

t
T µ · σ2, σ1 · τ ≃

t
T σ2 · τ

Demostración. Si F es una homotoṕıa en Top de trayectorias entre

σ1 y σ2 entonces

H((s, t)) =







µ(2s) 0 ≤ s ≤
1

2

F ((2s − 1, t)) 1

2
≤ s ≤ 1

y

K((s, t)) =







F ((2s, t)) 0 ≤ s ≤
1

2

τ(2s − 1) 1

2
≤ s ≤ 1

son homotoṕıas en Top de trayectorias entre µ·σ1 y µ·σ2 y σ1 ·τ y σ2 ·τ . �

13



m

s

t

Figura 10. Ley de cancelación.

Corolario 1.2. Sean X un espacio topológico, µ, σ, τ ∈ C(I,X) tales

que σ y τ tienen los mismos extremos y µ(1) = σ(0), entonces

µ · σ ≃
t
T µ · τ ⇒ σ ≃

t
T τ.

Demostración. Por el resultado anterior tenemos que µ̄·µ·σ ≃
t
T µ̄·µ·τ

(omitimos los paréntesis en vista de la proposición 1.3), pero entonces, por

la proposición 1.4 tenemos que κµ(1) · σ ≃
t
T κµ(1) · τ lo cual implica por la

proposición 1.1 que σ ≃
t
T τ. �

El siguiente es un resultado técnico que será utilizado posteriormente:

Proposición 1.7. Si σ y σ′ son dos trayectorias en X que tienen los

mismos extremos, entonces (σ ·(σ′
◦ρ))◦ρ = σ′

·(σ◦ρ) (ρ denota la isometŕıa

t 7→ 1 − t).

Demostración.

(σ · (σ′
◦ ρ))(ρ(s)) =







σ(2ρ(s)) 0 ≤ ρ(s) ≤ 1

2

σ′(ρ(2ρ(s) − 1)) 1

2
≤ ρ(s) ≤ 1

=







σ(2ρ(s)) 0 ≤ 1 − s ≤
1

2

σ′(1 − 2(1 − s) + 1) 1

2
≤ 1 − s ≤ 1

=







σ′(2s) 0 ≤ s ≤
1

2

σ(2ρ(s)) 1

2
≤ s ≤ 1

(σ′
· (σ ◦ ρ))(s) =







σ′(2s) 0 ≤ s ≤
1

2

σ(ρ(2s − 1)) 1

2
≤ s ≤ 1

=







σ′(2s) 0 ≤ s ≤
1

2

σ(1 − (2s − 1)) 1

2
≤ s ≤ 1

=







σ′(2s) 0 ≤ s ≤
1

2

σ(2 − 2s) 1

2
≤ s ≤ 1

�
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CAṔıTULO 2

El grupo π1(X, x0)

En este caṕıtulo construiremos el grupo fundamental de un espacio

topológico y probaremos algunas de sus propiedades.

Notación 2.1. Si X es un espacio topológico no vaćıo y x0 ∈ X, deno-

taremos con Ω(X,x0) al conjunto de lazos en X basados en x0.

Observación 2.1. El producto · de cualesquiera dos elementos de Ω(X,x0)

es un elemento de Ω(X,x0).

Notación 2.2. A la clase de equivalencia de un lazo λ ∈ Ω(X,x0) bajo

la relación de equivalencia ≃
t
T (véase el corolario 1.1) la denotaremos [λ].

Al conjunto Ω(X,x0)/ ≃
t
T lo denotaremos π1(X,x0).

Proposición 2.1. π1(X,x0) con la operación [λ1][λ2] = [λ1 · λ2] es un

grupo.

Demostración. La operación está bien definida ya que si

H1 : λ1 ≃
t
T λ′

1

H2 : λ2 ≃
t
T λ′

2

entonces la función F dada por:

F ((s, t)) =







H1((2s, t)) 0 ≤ s ≤
1

2

H2((2s − 1, t)) 1

2
≤ s ≤ 1

es una homotoṕıa en Top de trayectorias entre λ1 ·λ2 y λ′

1
·λ′

2
. La operación

([λ1], [λ2]) 7→ [λ1 · λ2]

es asociativa ya que por la proposición 1.3 (λ1 ·λ2) ·λ3 ≃
t
T λ1 · (λ2 ·λ3), i.e.,

([λ1][λ2])[λ3] = [λ1]([λ2][λ3]). El neutro de esta operación es [κx0
] ya que por

la proposición 1.4 κx0
· λ ≃

t
T λ ≃

t
T λ · κx0

, i.e., [κx0
][λ] = [λ] = [λ][κx0

]. El

inverso de [λ] es [λ̄] ya que por la proposición 1.4 λ · λ̄ ≃
t
T κx0

≃
t
T λ̄ · λ. �

Definición 2.1. Llamaremos a π1(X,x0) el grupo fundamental del es-

pacio X basado en el punto x0.
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Observación 2.2. El grupo π1(X,x0) solamente depende de la compo-

nente conexa por trayectorias de X a la cual pertenece x0.

Teorema 2.1. Sean X un espacio topológico no vaćıo conectable por

trayectorias, x0, x1 ∈ X y σ : x0 ; x1. Entonces σ induce un isomorfismo

entre π1(X,x0) y π1(X,x1).

s(0)

s(1)

Figura 1. Un lazo desde σ(1).

Demostración. Sea σ̂ : π1(X,x0) → π1(X,x1), [λ] 7→ [σ̄ · λ · σ]. Esta

función está bien definida porque por la proposición 1.6 si λ ≃
t
T λ′ entonces

σ̄ · λ · σ ≃
t
T σ̄ · λ′

· σ̄.

σ̂ es inyectiva ya que si

[σ̄ · λ · σ] = [σ̄ · λ′
· σ] ⇒

σ̄ · λ · σ ≃
t
T σ̄ · λ′

· σ ⇒

σ · σ̄ · λ · σ ≃
t
T σ · σ̄ · λ′

· σ ⇒

σ · σ̄ · λ · σ · σ̄ ≃
t
T σ · σ̄ · λ′

· σ · σ̄

pero entonces, por el corolario 1.2, concluimos que λ ≃
t
T λ′, i.e., [λ] = [λ′].

La función también es suprayectiva; dado un [λ1] ∈ π1(X,x1) tenemos

que σ · λ1 · σ̄ ∈ π1(X,x0) y σ̂([σ · λ1 · σ̄]) = [σ̄ · (σ · λ1 · σ̄) · σ] = [λ1].

Finalmente la función es un homomorfismo de grupos:

σ̂([λ1][λ2]) = σ̂([λ1 · λ2])

= [σ̄ · λ1 · λ2 · σ]

= [σ̄ · λ1 · σ · σ̄ · λ2 · σ]

= [σ̄ · λ1 · σ][σ̄ · λ2 · σ]

= σ̂([λ1])σ̂([λ2])

�

Ejemplo 2.1. Sean A ⊆ R
n un conjunto asteroide y a0 ∈ A un punto

con respecto al cual A sea asteroide, entonces π1(A, a0) es el grupo trivial
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(consistente solamente del neutro) ya que si σ es un lazo en A basado en a0,

la homotoṕıa por segmentos es una homotoṕıa en Top de trayectorias entre

σ y κa0
. En vista del teorema anterior dado cualquier a ∈ A se tiene que

π1(A, a) es el grupo trivial.

Figura 2. Un conjunto asteroide.

Definición 2.2. Sea X un espacio topológico. Diremos que X es sim-

plemente conexo si X es conectable por trayectorias y π1(X,x0) es el grupo

trivial para algún x0 ∈ X.

Proposición 2.2. Sean X un espacio topológico simplemente conexo,

y σ y µ dos trayectorias en X que tengan los mismos extremos; entonces

σ ≃
t
T µ.

Demostración. Sean x0 el origen y x1 el destino de σ, entonces

(σ · µ̄) · µ ≃
t
T κx0

· µ

de donde se deduce que σ ≃
t
T µ. �

2.1. Espacios topológicos punteados

Definición 2.3. Llamaremos categoŕıa de espacios topológicos puntea-

dos a la categoŕıa cuyos objetos son parejas de la forma (X,x0) donde X es

un espacio topológico y x0 ∈ X y donde una flecha f con dominio (X,x0) y

codominio (Y, y0) es una función continua f : X → Y tal que f(x0) = y0.
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Proposición 2.3. Sea h : (X,x0) → (Y, y0) una flecha en la categoŕıa de

espacios topológicos punteados. Entonces podemos definir un homomorfismo

de grupos

h∗ : π1(X,x0) → π1(Y, y0)

mediante la fórmula

h∗([λ]) = [h ◦ λ]

Demostración. La aplicación h∗ está bien definida ya que si F es una

homotoṕıa de trayectorias entre σ y σ′ entonces h ◦ F es una homotoṕıa de

trayectorias entre h ◦ σ y h ◦ σ′. El hecho de que h∗ sea un homomorfismo

se deduce de la ecuación

(h ◦ σ) · (h ◦ µ) = h ◦ (σ · µ)

�

Definición 2.4. La aplicación h∗ de la proposición anterior se denomi-

na homomorfismo inducido por h relativo al punto básico x0.

Notación 2.3. El homomorfismo h∗ no sólo depende de la aplicación

h : X → Y, sino también de la elección del punto básico x0. Si es preciso

indicaremos el hecho de que el dominio de la flecha h∗ es (X,x0) escribiendo

(hx0
)∗.

Proposición 2.4. Podemos definir un funtor de la categoŕıa de espacios

topológicos punteados a la categoŕıa de grupos si asociamos a un espacio

topológico punteado (X,x0), el grupo π1(X,x0) y a una flecha h : (X,x0) →

(Y, y0) el homomorfismo (hx0
)∗ de la proposición anterior.

(X,x0)

hx0

��

π1(X,x0)

(hx0
)∗

��

7→

(Y, y0) π1(Y, y0)

Demostración. Sean (X,x0), (Y, y0), (Z, z0) espacios topológicos pun-

teados y f : (X,x0) → (Y, y0), g : (Y, y0) → (Z, z0) flechas en la categoŕıa de

espacios topológicos punteados. Las identidades van a dar a las identidades

porque por definición de id∗, id∗([λ]) = [id ◦ λ] = [λ]. La composición g ◦ f
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va a dar por definición al homomorfismo [λ] 7→ [(g ◦ f) ◦ λ] que es igual al

homomorfismo g∗ ◦ f∗ ya que

(g∗ ◦ f∗)([λ]) = g∗(f∗([λ]))

= g∗([f ◦ λ])

= [g ◦ (f ◦ λ)]

= [(g ◦ f) ◦ λ].

�

Proposición 2.5. Sea (hx0
) : (X,x0) → (Y, y0) una flecha en la cate-

goŕıa de espacios topológicos punteados. Si h : X → Y es un homeomorfis-

mo, entonces (hx0
)∗ es un isomorfismo entre π1(X,x0) y π1(Y, y0).

Demostración. Consideremos k : Y → X la inversa de h. Entonces se

satisface k∗ ◦ h∗ = (k ◦ h)∗ = (idX )∗ y h∗ ◦ k∗ = (h ◦ k)∗ = (idY )∗. Como las

identidades van a dar a las identidades k∗ es la inversa de h∗. �

Definición 2.5. Sean (X,x0), (Y, y0) espacios topológicos punteados.

Diremos que (X,x0) y (Y, y0) son del mismo tipo de homotoṕıa en la cat-

egoŕıa de espacios topológicos punteados si existen flechas en la categoŕıa

fx0
: (X,x0) → (Y, y0) y gy0

: (Y, y0) → (X,x0) y homotoṕıas H : X×I → X

y K : Y × I → Y tales que K : f ◦ g ≃T idY , H : g ◦ f ≃T idX y

H((x0, t)) = x0 y K((y0, t)) = y0 para toda t ∈ I.

Teorema 2.2. Sean (X,x0), (Y, y0) espacios topológicos punteados del

mismo tipo de homotoṕıa en la categoŕıa de espacios topológicos punteados.

Entonces

π1(X,x0) ∼= π1(Y, y0).

Demostración. Existen aplicaciones punteadas

fx0
: (X,x0) → (Y, y0), gy0

: (Y, y0) → (X,x0)

y homotoṕıas H : X × I → X, K : Y × I → Y tales que H((x, 0)) =

g(f(x)), H((x, 1)) = x, K((y, 0)) = f(g(y)), K((y, 1)) = y y H((x0, t)) = x0

y K((y0, t)) = y0 para toda t ∈ I. Sea λ un lazo en X basado en x0, entonces

la función F : I × I → X, (s, t) 7→ H((λ(s), t)) es una homotoṕıa en Top de

trayectorias entre gy0
◦ fx0

◦ λ y λ. �
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2.2. Espacios cubrientes

Definición 2.6. Sean E,B espacios topológicos y p : E → B una fun-

ción continua y suprayectiva. Diremos que un abierto U ⊆ B está pare-

jamente cubierto por p si la imagen inversa de U es una unión ajena de

conjuntos abiertos Vα tales que para cada α la restricción de p a Vα sea un

homeomorfismo de Vα en U . La colección {Vα} será denominada partición

de p−1[U ] en rebanadas.

Definición 2.7. Sean E,B espacios topológicos p : E → B continua y

suprayectiva. Diremos que p es una aplicación cubriente si para todo b ∈ B

existe una vecindad U de b que esté parejamente cubierta por p. En este caso

E se llama espacio cubriente de B.

Observación 2.3. Si p : E → B es una aplicación cubriente entonces

para cada b ∈ B se tiene que p−1[{b}] es un subespacio discreto porque cada

Vα intersecta a p−1[{b}] en un solo punto.

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0
−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

Figura 3. La función t 7→ (cos(2πt), sen(2πt)).

Teorema 2.3. La función p : R → S
1, x 7→ (cos(2πx), sen(2πx)) es una

aplicación cubriente.

Demostración. Consideremos el subconjunto U ⊂ R
2 de los puntos de

S
1 que tienen la primera coordenada positiva. El conjunto p−1[U ] consiste de

aquellos puntos x para los que cos(2πx) es positivo, es decir, es la unión de los

intervalos Vn = (n−
1

4
, n+ 1

4
) para todo n ∈ Z. La aplicación p restringida a

cualquier intervalo cerrado V̄n es inyectiva porque sen(2πx) es estrictamente

monótona en tales intervalos. Además p lleva V̄n suprayectivamente a Ū y a
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Vn sobre U por el teorema del valor intermedio. Dado que V̄n es compacto,

p ↾ V̄n es un homeomorfismo entre V̄n y Ū . En particular p ↾ Vn es un

homeomorfismo entre Vn y U . Análogamente las intersecciones de S
1 con el

semiplano superior, inferior e izquierdo están cubiertos parejamente por p,

por lo tanto p es una aplicación cubriente. �

Teorema 2.4. Sea p : E → B una aplicación cubriente. Si B0 es un

subespacio de B y si E0 = p−1[B0] entonces la aplicación p0 : E0 → B0

obtenida al restringir p es una aplicación cubriente.

Demostración. Dado b0 ∈ B0 sea U un conjunto abierto en B que

contiene a b0 y que está parejamente cubierto por p; sea Vα una partición

de p−1[U ] en rebanadas. Entonces U ∩B0 es una vecindad de b0 en B0 y los

conjuntos Vα ∩ E0 son abiertos ajenos de E0 cuya unión es p−1[U ∩ B0] y

cada uno de ellos se aplica homeomorfamente en U ∩ B0 mediante p. �

Teorema 2.5. Si p : E → B y p′ : E′
→ B′ son aplicaciones cubrientes

entonces p × p′ : E × E′
→ B × B′ es una aplicación cubriente.

Demostración. Dados b ∈ B, b′ ∈ B′, sean U y U ′ vecindades de

b y b′ respectivamente, que estén parejamente cubiertas por p y p′. Sean

{Vα} y {V ′

β} particiones en rebanadas de p−1[U ], p−1[U ′]. Entonces la imagen

inversa mediante p×p′ de U ×U ′ es la unión de todos los conjuntos Vα×V ′

β.

Estos conjuntos son abiertos ajenos de E ×E′ y cada uno de ellos se aplica

homeomorfamente en U × U ′ bajo p × p′. �

Cabe mencionar que el teorema anterior no se puede generalizar a un

producto infinito como se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2. Sean p : R → S
1, t 7→ 〈cos(2πt), sin(2πt)〉 y pω : R

ω
→

S
1ω

, f 7→ (p(f(0)), p(f(1)), ..., p(f(n)), ...), entonces aún cuando p es una

aplicación cubriente, pω no lo es. Esto podemos verlo por contradicción; su-

pongamos que hay un elemento f ∈ S
1ω

que tiene una vecindad parejamente

cubierta por pω. Entonces si q pertenece a la imagen inversa de {f}, habŕıa

un abierto básico de R
ω que contiene a q y tal que pω restringida a este

abierto es un homeomorfismo, pero esto no puede ser porque dicho abierto

básico es de la forma U1 × · · · ×Un ×R×R× · · · ×R× . . . y pω restringida

a este abierto no es una función inyectiva.
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2.3. El grupo fundamental de S
1

Definición 2.8. Sean E,B espacios topológicos y p : E → B una fun-

ción continua. Si f es una función continua de algún espacio topológico X

en B, un levantamiento de f es una función continua f̃ : X → E tal que

p ◦ f̃ = f , es decir, tal que conmuta el siguiente diagrama:

E

p

��
X

f̃
>>

~
~

~
~

f

// B

Lema 2.1. Sean p : E → B una aplicación cubriente, e0 ∈ E y b0 =

p(e0). Entonces cualquier trayectoria σ en B que comience en b0 tiene un

único levantamiento a una trayectoria σ̃ en E que comienza en e0.

Demostración. Cubramos B por conjuntos abiertos U que estén pa-

rejamente cubiertos por p. Encontremos una subdivisión de I, digamos

s0 = 0, s1, s2, ..., sn = 1 tal que para cada i el conjunto σ[[si, si+1]] esté con-

tenido en alguno de los conjuntos abiertos U (se puede por el teorema del

número de Lebesgue (ver A.2)). Primero definimos σ̃(0) = e0. Entonces,

suponiendo que σ̃(s) está definida para 0 ≤ s ≤ si, definimos σ̃ en [si, si+1]

como sigue: el conjunto σ[[si, si+1]] está contenido en algún conjunto abierto

U que está parejamente cubierto por p. Sea Vα una partición en conjuntos

abiertos de p−1[U ]; cada conjunto Vα es aplicado por p homeomorfamente

sobre U . Aśı σ̃(si) pertenece a alguno de estos conjuntos, pongamos en V0.

Definamos σ̃(s) para s ∈ [si, si+1] por la ecuación σ̃(s) = (p ↾ V0)
−1[{σ(s)}].

Como p ↾ V0 : V0 → U es un homeomorfismo, σ̃ será continua en [si, si+1].

Continuando de esta forma, definimos σ̃ en todo I. Es inmediato de la con-

strucción de σ̃ que p ◦ σ̃ = σ. La unicidad de σ̃ se prueba paso a paso.

Supongamos que µ es otro levantamiento de σ que comienza en e0. Enton-

ces µ(0) = e0 = σ̃(0). Supongamos que µ(s) = σ̃(s) para todo s ∈ [0, si].

Sea V0 como en lo anterior, entonces para s ∈ [si, si+1], σ̃(s) está definido

como (p ↾ V0)
−1[{σ(s)}]. Dado que µ es un levantamiento de σ, debe llevar

el intervalo [si, si+1] en el conjunto p−1[U ] =
⋃

{Vα}. Los Vα son conjuntos

abiertos ajenos; como el conjunto µ[[si, si+1]] es conexo, debe estar conte-

nido en sólo uno de estos Vα y como µ(si) = σ̃(si) que está en V0, µ debe

llevar todo el intervalo [si, si+1] en V0. Por lo tanto, para s ∈ [si, si+1], µ(s)

debe ser igual a un punto y ∈ V0 que esté en p−1[{σ(s)}], pero sólo hay un
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punto y en estas condiciones, concretamente (p ↾ V0)
−1[{σ(s)}]. Por lo tanto

µ(s) = σ̃(s) para toda s ∈ [si, si+1]. �

Lema 2.2. Sean p : E → B una aplicación cubriente, e0 ∈ E y b0 =

p(e0). Sea F : I×I → B una función continua con F ((0, 0)) = b0. Entonces,

existe un único levantamiento de F a una función continua F̃ : I×I → E tal

que F̃ ((0, 0)) = e0. Si F es una homotoṕıa en Top de trayectorias, entonces

F̃ también es una homotoṕıa en Top de trayectorias.

Demostración. Dada F definimos primero F̃ ((0, 0)) = e0. Por el lema

anterior extendemos F̃ al lado izquierdo {0} × I y al lado inferior I × {0}

de I × I. Entonces extendemos F̃ a todo el cuadrado como sigue. Elijamos

subdivisiones s0, ...sm y t0, ..., tn de I lo suficientemente finas como para que

cada rectángulo Ii × Jj = [si−1, si] × [tj−1, tj ] se aplique mediante F en un

conjunto abierto de B que esté parejamente cubierto por p (es posible hacer

esto en vista del lema del número de Lebesgue). Definimos el levantamiento

F̃ paso a paso que comienza con el rectángulo I1 × J1, continuando con los

otros rectángulos Ii×J1 de la fila inferior, después con los rectángulos Ii×J2

de la siguiente fila y aśı sucesivamente. En general dados i0, j0, supongamos

que F̃ está definida en el conjunto A determinado por la unión de {0} ×

I, I × {0} y todos los rectángulos previos a Ii0 × Jj0 (aquellos rectángulos

Ii × Ij con j < j0 y aquellos con j = j0 e i < i0). Supongamos también

que F̃ es un levantamiento continuo de F ↾ A. Definamos F̃ en Ii0 × Jj0 .

Escojamos un conjunto abierto U de B que esté parejamente cubierto por

p y contenga al conjunto F [Ii0 × Jj0]. Sea {Vα} una partición en rebanadas

de p−1[U ]; cada Vα se aplica mediante p homeomorfamente sobre U . Ahora,

F̃ está ya definida en el conjunto C = A ∩ (Ii0 × Jj0). Este conjunto es la

unión de los lados izquierdo e inferior del rectángulo Ii0 × Jj0 y por tanto

es conexo. Aśı F̃ [C] es conexo y debe estar totalmente contenido dentro de

uno de los conjuntos Vα. Supongamos que está contenido en V0. Denotemos

por p0 : V0 → U la restricción de p a V0. Dado que F̃ es un levantamiento

de F ↾ A sabemos que para x ∈ C, p0(F̃ (x)) = p(F̃ (x)) = F (x) de manera

que F̃ (x) = p−1

0
[{F (x)}]. Por tanto, podemos extender F̃ definiendo F̃ (x) =

p−1

0
[{F (x)}] para x ∈ Ii0 ×Jj0. Continuando de esta manera definimos F̃ en

todo el cuadrado I2.

Para comprobar la unicidad observemos que en cada paso de la construc-

ción de F̃ , como primero hemos extendido F̃ a los lados inferior e izquierdo

de I2 y entonces a los rectángulos Ii×Jj uno por uno, existe sólo una forma
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de extender F̃ de manera continua. De modo que, una vez especificado el

valor de F̃ en (0, 0), F̃ está completamente determinada.

Supongamos ahora que F es una homotoṕıa en Top de trayectorias. La

aplicación F lleva todo el lado izquierdo {0} × I del cuadrado a un solo

punto b0 de B. Como F̃ es un levantamiento de F , lleva todo este lado sobre

el conjunto p−1[{b0}]. Pero este conjunto tiene la topoloǵıa discreta como

subespacio de E. Dado que {0}× I es conexo y F̃ es continua, F̃ [{0}× I] es

conexo y por lo tanto debe ser igual a un conjunto singular (de cardinalidad

1). Análogamente F̃ [{1} × I] debe ser también un conjunto singular. Aśı F̃

es una homotoṕıa en Top de trayectorias. �

Teorema 2.6. Sean p : E → B una aplicación cubriente, e0 ∈ E y

b0 = p(e0). Sean σ y µ dos trayectorias en B de b0 a b1 y sean σ̃ y µ̃ sus

respectivos levantamientos a trayectorias en E que comienzan en e0. Si σ y

µ son homotópicas por trayectorias, entonces σ̃ y µ̃ terminan en el mismo

punto de E y son homotópicas por trayectorias.

Demostración. Sea F : I × I → B una homotoṕıa de trayectorias

entre σ y µ. Entonces F ((0, 0)) = b0. Sea F̃ : I × I → E el levantamiento

de F a E tal que F̃ ((0, 0)) = e0. Por el lema anterior F̃ es una homotoṕıa

en Top de trayectorias de manera que F̃ [{0} × I] = {e0} y F̃ [{1} × I] es un

conjunto singular {e1}.

La restricción F̃ ↾ I × {0} de F̃ es una trayectoria en E que comienza

en e0 y que es un levantamiento de F ↾ I × {0}. Por la unicidad de los lev-

antamientos de trayectorias, tenemos que F̃ ((s, 0)) = σ̃(s). Análogamente,

F̃ ↾ I ×{1} es una trayectoria en E que es un levantamiento de F ↾ I ×{1}

y comienza en e0. Por la unicidad de los levantamientos de trayectorias

F̃ ((s, 1)) = µ̃(s). Por lo tanto σ̃ y µ̃ terminan en e1 y F̃ es una homotoṕıa

en Top de trayectorias entre ellas. �

Definición 2.9. Sean p : E → B una aplicación cubriente y b0 ∈ B.

Elijamos e0 de forma que p(e0) = b0. Dado un elemento [σ] ∈ π1(B, b0),

sea σ̃ el levantamiento de σ a una trayectoria en E que comience en e0.

Denotemos por φ([σ]) a σ̃(1). Entonces φ es una aplicación bien definida φ :

π1(B, b0) → p−1[{b0}]. Denominamos a φ correspondencia del levantamiento

derivada de la aplicación cubriente p.

Teorema 2.7. Sean p : E → B una aplicación cubriente, b0 ∈ B y

e0 ∈ E tal que p(e0) = b0. Si E es conectable por trayectorias entonces la
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correspondencia del levantamiento φ : π1(B, b0) → p−1[{b0}] es suprayectiva.

Si E es simplemente conexo, entonces es biyectiva.

Demostración. Si E es conectable por trayectorias entonces dado e1 ∈

p−1[{b0}] existe una trayectoria σ̃ en E de e0 a e1. De modo que σ = p ◦ σ̃

es un lazo en B con base b0 y φ([σ]) = e1 por definición.

Supongamos que E es simplemente conexo. Sean [σ] y [µ] dos elementos

de π1(B, b0) tales que φ([σ]) = φ([µ]). Sean σ̃ y µ̃ los levantamientos de

σ y µ respectivamente a trayectorias en E que comiencen en e0; entonces

σ̃(1) = µ̃(1). Como E es simplemente conexo, existe una homotoṕıa en Top

de trayectorias F̃ en E entre σ̃ y µ̃. Entonces p◦ F̃ es una homotoṕıa en Top

de trayectorias entre σ y µ. �

Teorema 2.8. El grupo fundamental de S
1 es isomorfo al grupo aditivo

de los enteros.

Demostración. Sean p : R → S
1, x 7→ (cos(2πx), sen(2πx)), e0 = 0 y

b0 = p(e0). Entonces p−1[{b0}] = Z. Como R es simplemente conexo y la

función p es una aplicación cubriente (véase el teorema 2.3), entonces por

el teorema anterior concluimos que la correspondencia del levantamiento

φ : π1(S
1, b0) → Z es biyectiva. Dados [f ] y [g] en π1(S

1, b0), sean f̃ y g̃

sus respectivos levantamientos a trayectorias en R que comiencen en 0. Sean

n = f̃(1) y m = g̃(1), entonces φ([f ]) = n y φ([g]) = m por definición. Sea

τ la trayectoria en R dada por τ(s) = n + g̃(s). Como p(n + x) = p(x) para

todo x ∈ R, la trayectoria τ es un levantamiento de g que comienza en n.

Entonces el producto f̃ · τ está definido y es el levantamiento de f · g que

comienza en 0. El punto final de esta trayectoria es n + m. Entonces por

definición φ([f ] · [g]) = n + m = φ([f ]) + φ([g]). �

2.4. Retracciones, retractos por deformación y tipo de

homotoṕıa

Definición 2.10. Sean X un espacio topológico y A ⊆ X. Llamaremos

retracción de X en A a cualquier función continua r : X → A tal que r ↾ A

es la identidad de A. Si existe dicha función r diremos que A es un retracto

de X.

Lema 2.3. Sean X un espacio topológico, ∅ 6= A ⊆ X, a ∈ A. Si A

es un retracto de X, entonces el homomorfismo de grupos fundamentales

inducido por la flecha ja : (A, a) → (X,a), donde j : A → X es la inclusión,

es inyectivo y de hecho se escinde.
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Demostración. Si r : X → A es una retracción y j : A → X es la

inclusión, entonces la composición r ◦ j es igual a la identidad de A, además

ra : (X,a) → (A, a) es una flecha en la categoŕıa de espacios topológicos

punteados de donde se sigue, por las propiedades de funtor, que (ra)∗ ◦ (ja)∗

es la aplicación identidad de π1(A, a), es decir (ra)∗ escinde a (ja)∗, lo cual

en particular implica que (ja)∗ es inyectivo (si dos elementos de π1(A, a)

tuvieran la misma imagen bajo (ja)∗, al componer con (ra)∗ tendŕıan la

misma imagen, pero esto no puede ser porque (ra)∗ ◦ (ja)∗ es la identidad

de π1(A, a)).

π1(A, a)
(ja)∗

// π1(X,a)
(ra)∗

// π1(A, a)

�

Lema 2.4. Sean X,Y espacios topológicos, x0 ∈ X, h, k : X → Y dos

funciones continuas tales que h(x0) = k(x0) = y0. Si h y k son homotópicas

y si la imagen del punto base x0 de X permanece fija en y0 durante la

homotoṕıa entonces los homomorfismos h∗ y k∗ coinciden.

Demostración. Por hipótesis existe una homotoṕıa H : X × I → Y

entre h y k tal que H((x0, t)) = y0 para todo t ∈ I. Se sigue que si λ es un

lazo en X basado en x0, entonces la composición I × I
λ×id
−−−→ X × I

H
−→ Y es

una homotoṕıa de trayectorias, porque H aplica {x0} × I en y0. �

Teorema 2.9. La inclusión j : S
n
→ R

n+1
\ {0̄} induce un isomorfismo

de grupos fundamentales.

Demostración. Sean X = R
n+1

\ {0̄} y b0 = (1, 0, ..., 0). Sea r : X →

S
n la función dada por r(x) = x/‖x‖. Entonces r ◦ j es la identidad en S

n,

por lo que r∗ ◦ j∗ es el homomorfismo identidad de π1(S
n, b0). Consideremos

ahora la composición j ◦ r, de X en si mismo. Esta aplicación no es la

identidad pero es homotópica a la identidad. La homotoṕıa por segmentos

H : X × I → X dada por

H((x, t)) = (1 − t)x + tx/‖x‖

es una homotoṕıa entre la identidad de X y la función j ◦ r. H((x, t)) nunca

es igual a 0 porque (1− t)+ t/‖x‖ es un número entre 1 y 1/‖x‖. El punto b0

permanece fijo durante la homotoṕıa ya que ‖b0‖ = 1. Entonces por el lema

anterior (j ◦ r)∗ = j∗ ◦ r∗ es el homomorfismo identidad de π1(X, b0). �

Definición 2.11. Sean X un espacio topológico y A ⊆ X. Diremos

que A es un retracto por deformación de X si existe una función continua
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H : X × I → X tal que

H((x, 0)) = x

H((x, 1)) ∈ A

H((a, t)) = a

La homotoṕıa H se llama retracción por deformación de X en A. La fun-

ción r : X → A,x 7→ H((x, 1)) es una retracción de X en A y H es una

homotoṕıa entre la aplicación identidad de X y la aplicación j ◦ r donde

j : A → X es la inclusión.

Por ejemplo, la homotoṕıa H del teorema anterior es una retracción por

deformación.

Definición 2.12. Sean X y Y espacios topológicos y f : X → Y y

g : Y → X funciones continuas. Diremos que f y g son inversos homotópicos

si f ◦ g ≃T idY y g ◦ f ≃T idX .

Definición 2.13. Sean X,Y espacios topológicos. Diremos que X y Y

son del mismo tipo de homotoṕıa en Top, si existen funciones continuas

f : X → Y, g : Y → X que sean inversos homotópicos.

Lema 2.5. Sean h, k : X → Y dos funciones continuas tales que h(x0) =

y0 y k(x0) = y1. Si h y k son homotópicas, entonces existe una trayectoria

α en Y de y0 a y1 tal que k∗ = α̂ ◦ h∗. Si H : X × I → Y es la homotoṕıa

entre h y k entonces α es la trayectoria dada por α(t) = H((x0, t)).

π1(X,x0)
h∗

//

k∗ &&MMMMMMMMMM
π1(Y, y0)

α̂

��
π1(Y, y1)

Demostración. Sea λ : I → X un lazo basado en x0. Consideremos

los lazos λ0 y λ1 en el espacio X × I dados por las ecuaciones

λ0(s) = (λ(s), 0) λ1(s) = (λ(s), 1).

Consideremos también la trayectoria en X × I dada por la ecuación

c(t) = (x0, t).
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Entonces H ◦ λ0 = h ◦ λ y H ◦ λ1 = k ◦ λ mientras que H ◦ c es igual a la

trayectoria α. Sea F : I × I → X × I, (s, t) 7→ (f(s), t). Consideremos las

siguientes trayectorias en I × I, las cuales recorren los cuatro lados de I × I:

β0(s) = (s, 0), β1(s) = (s, 1)

γ0(s) = (0, t), γ1(s) = (1, t)

Entonces F ◦ β0 = λ0 y F ◦ β1 = λ1, mientras que F ◦ γ0 = F ◦ γ1 = c. Las

trayectorias rectas por pedazos β0 · γ1 y γ0 · β1 son trayectorias en I × I de

(0, 0) a (1, 1); como I × I es convexo, existe K una homotoṕıa en Top de

trayectorias entre ellas. Entonces F ◦K es una homotoṕıa de trayectorias en

X × I entre λ0 · c y c · λ1. Y H ◦ (F ◦ K) es una homotoṕıa de trayectorias

en Y entre:

(H ◦ λ0) · (H ◦ c) = (h ◦ λ) · α y

(H ◦ c) · (H ◦ λ1) = α · (k ◦ λ).

�

Teorema 2.10. Sean X y Y espacios topológicos, f : X → Y continua

con f(x0) = y0. Si existe una inversa homotópica de f , entonces

f∗ : π1(X,x0) → π1(Y, y0)

es un isomorfismo.

Demostración. Sean g : Y → X una inversa homotópica de f , x1 =

g(y0) y y1 = f(x1). Tenemos la siguiente sucesión de homomorfismos indu-

cidos:

π1(X,x0)
(fx0

)∗
// π1(Y, y0)

g∗

xxqqqqqqqqqq

π1(X,x1)
(fx1

)∗
// π1(Y, y1)

Por hipótesis g ◦ f : (X,x0) → (X,x1) es homotópica a la aplicación iden-

tidad, de manera que existe una trayectoria α en X tal que (g ◦ f)∗ =

α̂ ◦ (iX)∗ = α̂. Se sigue que (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ (fx0
)∗ es un isomorfismo.

Análogamente, dado que f ◦ g es homotópica a la identidad, el homomor-

fismo (f ◦ g)∗ = (fx1
)∗ ◦ g∗ es un isomorfismo. Lo primero implica que g∗

es suprayectiva y lo segundo implica que g∗ es inyectiva. Por lo tanto, g∗

es un isomorfismo. Aplicando la primera ecuación una vez más obtenemos
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(fx0
)∗ = (g∗)

−1
◦ α̂, de modo que (fx0

)∗ es también un isomorfismo. Obser-

vemos que, aunque g es una inversa homotópica para f , el homomorfismo

g∗ no es necesariamente inverso del homomorfismo (fx0
)∗. �

2.5. Producto de grupos fundamentales

Teorema 2.11. π1(X ×Y, (x0, y0)) es isomorfo a π1(X,x0)×π1(Y, y0).

Demostración. Sean p : X×Y → X y q : X×Y → Y las proyecciones.

Tenemos los homomorfismos inducidos:

p∗ : π1(X × Y, (x0, y0)) → π1(X,x0),

q∗ : π1(X × Y, (x0, y0)) → π1(Y, y0)

Definimos un homomorfismo

Φ : π1(X × Y, (x0, y0)) → π1(X,x0) × π1(Y, y0),

[λ] 7→ (p∗([λ]), q∗([λ])) = ([p ◦ λ], [q ◦ λ])

Veamos que Φ es un isomorfismo: Φ es suprayectiva: si σ : I → X es un lazo

basado en x0 y µ : I → Y es un lazo basado en y0 definimos τ : I → X × Y

por la ecuación

τ(s) = (σ(s), µ(s)).

Entonces τ es un lazo en X × Y basado en (x0, y0) y

Φ([τ ]) = ([p ◦ τ ]), [q ◦ τ ]) = ([σ], [µ]).

El núcleo de Φ es cero: Supongamos que λ : I → X ×Y es un lazo en X ×Y

basado en (x0, y0) y tal que Φ([λ]) = ([p ◦ λ], [q ◦ λ]) es el elemento neutro.

Esto significa que p ◦ λ ≃
t
T κx0

y q ◦ λ ≃
t
T κy0

; sean G y H las respectivas

homotoṕıas de trayectorias. Entonces la función F : I2
→ X × Y definida

por

F ((s, t)) = (G((s, t)),H((s, t)))

es una homotoṕıa en Top de trayectorias entre λ y el lazo constante basado

en (x0, y0). �
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CAṔıTULO 3

El grupo π1(Γ, x0)

En el caṕıtulo anterior enfocamos nuestra atención a un tipo muy parti-

cular de objeto matemático: los espacios topológicos. Construimos un funtor

de la categoŕıa de estos espacios (Top) a la categoŕıa de grupos (Grp). En este

caṕıtulo discutiremos algunas construcciones de Rhodes, análogas al funtor

grupo fundamental, para ciertos objetos que tienen que ver con espacios

topológicos y acciones de grupos. La manera que nos parece más convenien-

te de abordar estas construcciones es mediante las acciones semicontinuas.

Primero, recordemos la definición de G-conjunto.

Definición 3.1. Sean X un conjunto, G un grupo y Γ : G × X → X

una función. Diremos que Γ es una acción de G en X si se cumplen las

siguientes condiciones:

1. Γ(〈γ,Γ(〈δ, x〉)〉) = Γ(〈γδ, x〉) para todo γ, δ ∈ G y para todo x ∈ X.

2. Γ(〈e, x〉) = x para todo x ∈ X, donde e es el neutro de G.

Al conjunto X junto con la acción Γ de G en X se le llama G-conjunto.

Notación 3.1. En lugar de escribir Γ(〈γ, x〉) escribiremos simplemente

γx si no hay peligro de confusión. De esta manera los axiomas de acción se

pueden escribir como

1. γ(δx) = (γδ)x para todo γ, δ ∈ G y para todo x ∈ X.

2. ex = x para todo x ∈ X, donde e es el neutro de G.

Ejemplo 3.1. Sea X el cuadrado en el plano complejo con vértices en

los puntos 1, i,−1,−i junto con el grupo Z4 y la función Γ : Z4 × X →

X, ([n], z) 7→ inz. Entonces Γ es una acción de Z4 en X.

Lo siguiente es ver la definición de acción semicontinua y más adelante

será clara su relación con los grupos de transformaciones y las acciones con-

tinuas de grupos topológicos. Es posible, y de hecho es más común, tratar a

los grupos como grupos topológicos dándoles la topoloǵıa discreta y enton-

ces las que aqúı llamamos acciones semicontinuas son acciones de grupos y
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Figura 1. Cuadrado con vértices en 1, i,−1,−i.

continuas como funciones del producto topológico G×X. Pero de cualquier

modo seguiremos haciendo la distinción en este trabajo, porque para las

construcciones de Rhodes lo único que necesitamos es lo que aqúı denomi-

namos acciones semicontinuas. Veamos pues, su definición

Definición 3.2. Sean X un espacio topológico, G un grupo y Γ una

acción de G en el conjunto subyacente de X. Diremos que Γ es una acción

semicontinua (de G en X), o que G actúa semicontinuamente en X, si para

cada γ ∈ G la función θγ : X → X,x 7→ Γ(〈γ, x〉) es una función continua

de X en X.

Ejemplo 3.2. Γ : Z × R → R, (〈n, x〉) 7→ n+ x, es una acción semicon-

tinua.

Notación 3.2. Sean X un espacio topológico y G un grupo. La fórmula

GyX es una abreviatura que usaremos para indicar que G actúa semicon-

tinuamente en X.

Proposición 3.1. Hay una categoŕıa cuyos objetos son las acciones

semicontinuas y donde una flecha entre dos objetos Γ : G × X → X y

Ξ : H × Y → Y es un conjunto de funciones {ψ × ϕ,ϕ} tal que ϕ : X → Y

es una función continua y ψ : G → H es un homomorfismo de grupos y

además se cumple que

ϕ(γx) = (ψγ)(ϕ(x))

para todo x ∈ X y para todo γ ∈ G, es decir, conmuta el siguiente diagrama:

G×X
Γ //

ψ×ϕ

��

X

ϕ

��
H × Y

Ξ

// Y
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Demostración. Las identidades en los conjuntos subyacentes funcio-

nan como conjunto flecha identidad y dadas flechas entre Γ1 y Γ2 y Γ2 y

Γ3 podemos pegar los diagramas conmutativos en un diagrama conmutativo

más grande de la siguiente manera:

G1 ×X1

Γ1 //

ψ1×ϕ1

��

X1

ϕ1

��
G2 × Y2

Γ2 //

ψ2×ϕ2

��

X2

ϕ2

��
G3 ×X3

Γ3 // X3

Es decir, tenemos que la composición de funciones nos da una flecha com-

posición en esta categoŕıa. Escrito de otra manera tenemos:

ϕ2 ◦ ϕ1(γx) = ϕ2(ϕ1(γx))

= ϕ2(ψ1(γ)ϕ1(x))

= ψ2(ψ1(γ))ϕ2(ϕ1(x))

= ψ2 ◦ ψ1(γ)(ϕ2 ◦ ϕ1(x)).

�

Esta categoŕıa es la que nos va a interesar para las construcciones de

Rhodes. Usamos solamente la acción porque en ella está contenida toda

la información necesaria: El espacio topológico, el grupo que actúa en el,

y precisamente de que manera actúa dicho grupo. Veremos que hay una

correspondencia entre las acciones semicontinuas y otros objetos como los

grupos de transformaciones y las acciones continuas de grupos topológicos,

pero antes es conveniente recordar algunas definiciones.

Definición 3.3. Sea G un grupo. Diremos que G es un grupo topológico

si G tiene una topoloǵıa tal que:

1. la operación de grupo ⊛ : G × G → G, 〈γ, δ〉 7→ γ ⊛ δ es continua

en el producto topológico G×G.

2. la función ( )−1 : G→ G, γ 7→ γ−1 es continua en G.

Ejemplo 3.3. Sea G un grupo y consideremos a G con la topoloǵıa

indiscreta. Entonces G es un grupo topológico ya que cualquier función de

un espacio topológico a un espacio topológico indiscreto es continua, (sólo

tenemos que checar las imágenes inversas de dos abiertos, el vaćıo y el total
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(y ambas son abiertos)), en particular la multiplicación del grupo y tomar

inversos resultan ser funciones continuas.

Ejemplo 3.4. 〈R,+〉 es un grupo topológico.

Definición 3.4. Sean X un espacio topológico, G un grupo topológico

y Γ : G×X → X una función. Diremos que Γ es una acción continua de G

en X (o que G actúa continuamente en X) si Γ es una acción del grupo G

en el conjunto subyacente de X, y si además Γ es una función continua del

producto topológico G×X a X. Al espacio X junto con la acción continua

Γ de G en X se le llama G-espacio.

Observación 3.1. Si G actúa continuamente en X, entonces G actúa

semicontinuamente en X.

Definición 3.5. Llamaremos grupo de transformaciones a cualquier pa-

reja ordenada (X,G) donde X es un espacio topológico y G es un subgrupo

de 〈Homeo(X),◦〉 (el conjunto de homeomorfismos de X en X con la com-

posición como operación).

Ejemplo 3.5. Sea X un espacio topológico. Entonces (X, {idX}) es un

grupo de transformaciones.

Ejemplo 3.6. Sea X un espacio discreto de dos puntos, digamos a, b;

sea G = {idX , {〈a, b〉, 〈b, a〉}} con la composición de funciones como op-

eración de grupo y con la topoloǵıa indiscreta (〈G, ◦, τ〉 (τ = {∅, G})). En-

tonces 〈X,G〉 es un grupo de transformaciones, pero la acción Γ : G×X →

X, (γ, x) 7→ γ(x) no es una acción continua de G en X; la imagen inversa de

{a} bajo Γ es el conjunto {〈idX , a〉, 〈(a b), b〉} (donde (a b) = {〈a, b〉, 〈b, a〉})

y no es abierto en el producto topológico de G y X porque de serlo seŕıa

unión de abiertos básicos que son de la forma U × V donde U es abierto

en G con la topoloǵıa indiscreta y V es un abierto de X, y si esto pasara

tendŕıamos que o bien 〈idX , b〉 o bien 〈(a b), a〉 perteneceŕıa a Γ−1[{a}], lo

cual no sucede.

Proposición 3.2. Si (X,G) es un grupo de transformaciones entonces

la función

ev : G×X → X, 〈h, x〉 7→ h(x)

es una acción semicontinua de G en X.

Demostración. Veamos que ev es una acción:

ev(〈h, ev(g, x)〉) = h(ev(g, x)) = h(g(x)) = ev(〈h ◦ g, x〉)
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ev(〈idX , x〉) = idX(x) = x

La otra condición para ser una acción semicontinua se satisface porque cada

h ∈ G es un homeomorfismo (en particular es una función continua). �

Proposición 3.3. Sean Γ : G×X → X una acción semicontinua y sea

Homeo (X) el grupo de homeomorfismos de X en śı mismo. Entonces para

cada γ ∈ G la función θγ : X → X,x 7→ γx es un homeomorfismo de X en

X y θ : G→ Homeo(X), γ 7→ θγ es un homomorfismo de grupos.

Demostración. Sean x ∈ X y γ ∈ G, entonces la función θγ−1 es

inversa de la función θγ ya que por los axiomas de acción de grupo

θγ(θγ−1(x)) = γ(γ−1x) = (γγ−1)x = ex = x = (γ−1γ)x = γ−1(γx) = θγ−1(θγ(x)).

Entonces cada función θγ es continua porque GyX y tiene una inversa con-

tinua, i.e., cada función θγ es un homeomorfismo. Ahora, como θγ(θh(x)) =

γ(h(x)) = (γh)(x) = θγh(x), entonces θ es un homomorfismo de grupos. �

Estas proposiciones nos muestran, que si tenemos una acción semiconti-

nua Γ de un grupo G en un espacio topológico X entonces (X, θ[G]) (donde

θ es la función de la proposición anterior) es un grupo de transformaciones

y rećıprocamente, que para todo grupo de transformaciones (Y,H) la acción

evaluación ev es una acción semicontinua. El ejemplo 3.6 muestra que aunque

G sea un grupo topológico de homeomorfismos de un espacio X que actúa

semicontinuamente en X, no podemos decir que G actúe continuamente en

X.

A continuación definiremos algunos conceptos necesarios para las cons-

trucciones de Rhodes y lo haremos, en vista de las proposiciones anteriores,

en base a las acciones semicontinuas.

Definición 3.6. Sean Γ : G×X → X una acción semicontinua y x, y ∈

X. Una Γ-trayectoria en X de x a y es una pareja ordenada (σ, γ) donde

γ ∈ G y σ : I → X es una función continua tal que σ(0) = x, σ(1) = γy.

Un Γ-lazo en X basado en x es una Γ-trayectoria de x a x.

Si (σ, γ) es una Γ-trayectoria algunas veces diremos que σ es una trayec-

toria de orden γ en X o incluso que σ es una γ-trayectoria si no se presta a

confusión.

Notación 3.3. Si Γ : G ×X → X es una acción semicontinua, deno-

taremos con Ω(Γ, x0) al conjunto de Γ-lazos en X basados en x0.
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Ejemplo 3.7. Ω(ev : {idX} ×X → X,x0) es el conjunto de lazos en X

basados en x0.

Definición 3.7. Sean (σ, γ1), (µ, γ2) ∈ Ω(Γ, x0). Definimos el producto

⊙ de (σ, γ1) y (µ, γ2) como sigue:

(σ, γ1) ⊙ (µ, γ2) = (σ · γ1µ, γ1γ2).

(Por γ1µ entendemos la función t 7→ γ1µ(t).)

x
0

x
0

x
0

g

g

s

m

1

2

Figura 2. Dos Γ-lazos en el plano.

x
0

x
0

x
0

g

g
s m

1

2

g
1

g
1

Figura 3. El producto ⊙ de (σ, γ1) y (µ, γ2).

En las figuras vemos el ejemplo en el plano actuando en si mismo me-

diante traslaciones.

Observación 3.2. El producto ⊙ de cualesquiera dos elementos de Ω(Γ, x0)

es un elemento de Ω(Γ, x0).

Definición 3.8. Sean Γ : G × X → X una acción semicontinua y

(σ, γ), (σ′, γ′) dos Γ-trayectorias en X. Diremos que (σ, γ) y (σ ′, γ ′) son

homotópicas en la categoŕıa de acciones semicontinuas si γ = γ ′ y σ ≃
t
T σ

′.
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Notación 3.4. Si (σ, γ) y (σ ′, γ ′) son homotópicas en la categoŕıa de

acciones semicontinuas, escribiremos (σ, γ) ≃ (σ ′, γ ′).

Proposición 3.4. Sean Γ : G × X → X una acción semicontinua y

x0 ∈ X. Entonces el conjunto

{((σ, γ), (σ′, γ′)) ∈ Ω(Γ, x0) × Ω(Γ, x0) | (σ, γ) ≃ (σ ′, γ ′)}

es una relación de equivalencia.

Notación 3.5. a la clase de equivalencia de (σ, γ) bajo esta relación la

denotaremos [σ; γ]. Al conjunto Ω(Γ, x0)/ ≃ lo denotaremos π1(Γ, x0).

Proposición 3.5. Sean Γ : G × X → X una acción semicontinua y

x0 ∈ X. Entonces π1(Γ, x0) con la operación [σ; γ1][µ; γ2] = [σ ·γ1µ; γ1γ2] es

un grupo.

Demostración. La operación está bien definida ya que si (σ, γ1) ≃

(σ′, γ1) y (µ, γ2) ≃ (µ′, γ2) entonces hay homotoṕıas en Top de trayectorias

H1 y H2 tales que H1 : σ ≃
t
T σ

′ y H2 : µ ≃
t
T µ

′ entonces

F ((s, t)) =







H1((2s, t)) 0 ≤ s ≤ 1

2

γ1H2((2s − 1, t)) 1

2
≤ s ≤ 1

es una homotoṕıa entre (σ · γ1µ, γ1γ2) y (σ′ · γ1µ
′, γ1γ2).

La operación es asociativa:

([σ; γ1][µ; γ2])[τ ; γ3] = [σ · γ1µ; γ1γ2][τ ; γ3]

= [(σ · γ1µ) · γ1γ2τ ; γ1γ2γ3]

[σ; γ1]([µ; γ2][τ ; γ3]) = [σ; γ1][µ · γ2τ ; γ2γ3]

= [σ · γ1(µ · γ2τ); γ1γ2γ3]

[κx0
; e], donde e es el elemento neutro de G, funciona como neutro para la

operación:

[σ; γ][κx0
; e] = [σ · γκx0

; γe]

= [σ · γκx0
; γ]

[κx0
; e][σ; γ] = [κx0

· eσ; eγ]

= [κx0
· σ; γ]

y ya hemos visto que σ · γκx0
≃
t
T σ y κx0

· σ ≃
t
T σ.
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Dado [σ; γ], [γ−1σ̄; γ−1] es su inverso:

[σ; γ][γ−1σ̄; γ−1] = [σ · γγ−1σ̄; γγ−1]

= [σ · σ̄; e]

= [κx0
; e]

�

Definición 3.9. Sean Γ : G×X → X una acción semicontinua y x0 ∈

X. Llamaremos a π1(Γ, x0) el grupo fundamental equivariante de Rhodes

(o simplemente el grupo de Rhodes) de (Γ, x0).

Notación 3.6. A la componente conexa por trayectorias de X que con-

tiene a x0 la denotaremos X0.

Observación 3.3. π1(Γ, x0) solamente depende de X0 y de los elementos

γ ∈ G, tales que γx0 ∈ X0.

Notación 3.7. Si G y H son grupos, la fórmula G ≤ H es una abre-

viatura que usaremos algunas veces para decir que G es un subgrupo de H.

Proposición 3.6. Sea Γ : G × X → X una acción semicontinua y

x0 ∈ X. Entonces

G0 = {γ ∈ G | γx0 ∈ X0} ≤ G.

Demostración. Sean γ1, γ2, γ ∈ G0, como la función x 7→ γ1x es un

homeomorfismo de X en X debe mandar una componente conexa por tra-

yectorias de X en una componente conexa por trayectorias deX. Por hipóte-

sis resulta que γ1x0 ∈ X0 aśı que para toda x ∈ X0 debe de cumplirse que

γ1x ∈ X0 (de no ser aśı se estaŕıan mandando puntos de la componente X0 a

distintas componentes). Por lo tanto, como γ2x0 ∈ X0 entonces γ1γ2x0 ∈ X0

lo cual quiere decir por definición de G0 que γ1γ2 ∈ G0. Similarmente, x 7→

γ−1x es un homeomorfismo de X en X y como γ−1γx0 = x0 ∈ X0 debe de

cumplirse que para toda x ∈ X0, γ
−1x ∈ X0 en particular γ−1x0 ∈ X0. �

Teorema 3.1. Sean Γ : G × X → X una acción semicontinua, x0 ∈

X, x1 ∈ X0 y λ : x0 ; x1. Entonces λ induce un isomorfismo

λ♮ : π1(Γ, x0) → π1(Γ, x1).
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Demostración. Dado un (σ, γ) ∈ Ω〈Γ, x0〉 podemos construir una tra-

yectoria en Ω(Γ, x1) utilizando σ y λ de la siguiente manera: λ̄ · σ · γλ. Si

(σ, γ) ≃ (σ′, γ′) entonces γ = γ′ y σ ≃
t
T σ

′ lo cual implica que λ̄ · σ · γλ ≃
t
T

λ̄ · σ′ · γλ, por lo que [σ; γ] 7→ [λ̄ · σ · γλ; γ] es una función bien defini-

da que proponemos como λ♮. Esta función tiene como inversa a la función

[α;h] 7→ [λ · α · hλ̄;h]:

λ♮[σ; γ] = [λ̄ · σ · γλ; γ] 7→ [λ · λ̄ · σ · γλ · γλ̄; γ] = [λ · λ̄ · σ · γ(λ · λ̄); γ]

= [λ · λ̄ · σ; γ][λ · λ̄; e]

= [λ · λρ; e][σ; γ][λ · λρ; e]

= [σ; γ]

[α;h] 7→ [λ · α · hλ̄;h] 7→ [λ̄ · λ · α · hλ̄ · hλ;h] = [λ̄ · λ · α · h(λ̄ · λ);h]

= [λ̄ · λ · α;h][λ̄ · λ; e]

= [λ̄ · λ; e][α;h][λ̄ · λ; e]

= [α;h]

λ♮ es homomorfismo:

λ♮([σ; γ1][µ; γ2]) = λ♮([σ · γ1µ; γ1γ2])

= [λ̄ · σ · γ1µ · γ1γ2λ; γ1γ2]

λ♮[σ; γ1]λ♮[µ; γ2] = [λ̄ · σ · γ1λ; γ1][λ̄ · µ · γ2λ; γ2]

= [λ̄ · σ · γ1λ · γ1(λ̄ · µ · γ2λ); γ1γ2]

= [λ̄ · σ · γ1λ · γ1λ̄ · γ1µ · γ1γ2λ; γ1γ2]

pero λ̄ · σ · γ1λ · γ1λ̄ · γ1µ · γ1γ2λ ≃
t
T λ̄ · σ · γ1µ · γ1γ2λ, por lo tanto λ♮

es un isomorfismo. Si λ es un lazo en X basado en x0, λ(0) = λ(1) = x0 y

entonces λ♮ es conjugar por λ̄ ya que λ♮[σ; γ] = [λ̄·σ ·γλ; γ] = [λ̄; e][σ; γ][λ; e].

El isomorfismo λ♮ sólo depende de la clase de homotoṕıa de λ. De hecho

dos isomorfismos λ♮ y λ′♮ inducidos por dos trayectorias de x0 a x1 λ y λ′

respectivamente, están relacionados por el automorfismo inducido por el lazo

λ · λ̄′. Para cualquier [σ; γ] se tiene:
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λ′♮(λ · λ̄′)♮[σ; γ] = λ′♮[(λ · λ̄′) ◦ ρ · σ · γ(λ · λ̄′); γ]

= [λ̄′ · (λ · λ̄′) ◦ ρ · σ · γ(λ · λ̄′) · γλ′; γ]

= [λ̄′ · λ′ · λ̄ · σ · γλ; γ]

= [λ̄ · σ · γλ; γ]

= λ♮[σ; γ]

�

Teorema 3.2. Sean Γ : G×X → X una acción semicontinua, x0 ∈ X

y x1 ∈ GX0, supongamos además que G es un grupo abeliano. Entonces hay

un isomorfismo entre π1(Γ, x0) y π1(Γ, x1).

Demostración. Es suficiente probar que π1(Γ, x) ∼= π1(Γ, γx), porque

si x1 = γx′
0

con x′
0
∈ X0 tendŕıamos π1(Γ, x

′

0
) ∼= π1(Γ, γx

′

0
) y por el teorema

3.1 π1(Γ, x0) ∼= π1(Γ, x
′

0
). Supongamos entonces que x1 = γx0; como G es

abeliano,

(σ, γ1) ∈ Ω(Γ, x0) ⇒ (γσ, γγ1) ∈ Ω(Γ, x1),

entonces γ induce una función

γ♭ : π1(Γ, x0) → π1(Γ, x1), [σ; γ1] 7→ [γσ; γ1].

Esta función γ♭ tiene como inversa a la función [α;h] 7→ [γ−1α;h]; y además

γ♭ es homomorfismo dado que para cualesquiera [σ; γ1], [µ; γ2] ∈ π1(Γ, x0):

γ♭[σ; γ1]γ♭[µ; γ2] = [γσ; γ1][γµ; γ2]

= [γσ · γ1γµ; γ1γ2]

= [γσ · γγ1µ; γ1γ2]

= γ♭[σ · γ1µ; γ1γ2]

= γ♭([σ; γ1][µ; γ2])

�

El siguiente ejemplo muestra que el resultado anterior no necesariamente

se cumple si quitamos la hipótesis de que el grupo G sea abeliano.

Ejemplo 3.8. Sea X = {x0, x1, x2} con la topoloǵıa discreta y sea G el

grupo generado por los dos homeomorfismos γ1, γ2 donde

γ1x0 = x1, γ1x1 = x2, γ1x2 = x0,

γ2x0 = x0, γ2x1 = x2, γ2x2 = x1
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Entonces G ∼= S3 (el grupo de permutaciones de un conjunto de tres elemen-

tos), X0 = {x0}, G0 = {e, γ2} y π1(ev, x0) = {[κx0
; e], [κx0

; γ2]}.

Por otro lado X1 = {x1}, G1 = {e} y π1(ev, x1) = {[κx1
; e]}.
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3.1. Flechas y tipo de homotoṕıa

En la sección anterior vimos la construcción para la parte de objetos del

funtor grupo de Rhodes, veamos ahora la parte de flechas.

Proposición 3.7. Sean Γ : G×X → X y Ξ : H ×Y → Y dos acciones

semicontinuas y sea {ϕ,ψ × ϕ} una flecha entre ellas. Entonces hay un

homomorfismo de π1(Γ, x0) a π1(Ξ, ϕ(x0)) dado por

(ϕ,ψ)∗ : π1(Γ, x0) → π1(Ξ, ϕ(x0)), [σ; γ] 7→ [ϕσ;ψγ].

Demostración. Como {ϕ,ψ × ϕ} es un flecha entre Γ y Ξ tenemos la

siguiente igualdad:

ϕ(γx) = (ψγ)(ϕ(x))

y entonces

(ϕ,ψ)∗([σ; γ1])(ϕ,ψ)∗([µ; γ2]) = [ϕ ◦ σ;ψγ1][ϕ ◦ µ;ψγ2]

= [ϕ ◦ σ · (ψγ1)(ϕ ◦ µ); (ψγ1)(ψγ2)]

= [ϕ ◦ σ · ϕγ1µ;ψ(γ1γ2)]

= [ϕ ◦ (σ · γ1µ);ψ(γ1γ2)]

= (ϕ,ψ)∗[σ · γ1µ; γ1γ2]

= (ϕ,ψ)∗([σ; γ1][µ; γ2])

lo cual quiere decir que la función (ϕ,ψ)∗ es un homomorfismo. Las identi-

dades van a dar a las identidades y si tenemos otra flecha con dominio Ξ,

digamos {ϕ′, ψ′
× ϕ′

} entonces (ϕ′, ψ′)∗(ϕ,ψ)∗ = (ϕ′ϕ,ψ′ψ)∗ lo cual quiere

decir que las composiciones van a dar a las composiciones. �

Si λ es una trayectoria en X de x0 a x1, entonces ϕλ es una trayectoria en

Y de y 0 = ϕx0 a y1 = ϕx1. Las trayectorias λ y ϕλ inducen los isomorfismos

λ∗ : π1(Γ, x0) → π1(Γ, x1) y (ϕλ)∗ : π1(Ξ, y0) → π1(Ξ, y1), pero además

(ϕ,ψ)∗λ∗[σ; γ] = (ϕ,ψ)∗[λρ · σ · γλ; γ]

= [ϕ(λρ · σ · γλ);ψγ]

(ϕλ)∗(ϕ,ψ)∗[σ; γ] = (ϕλ)∗[ϕσ;ψγ]

= [ϕλρ · ϕσ · (ψγ)ϕλ;ψγ]

por lo que λ∗ es natural. De manera similar, si G y H son abelianos entonces

para cada elemento γ ∈ H, (ϕ,ψ)∗γ♭ = (ψγ)♭(ϕ,ψ)∗ por lo que γ♭ es natural.
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Definición 3.10. Sean Γ : G × X → X y Ξ : H × Y → Y acciones

semicontinuas y {ϕ,ψ × ϕ} : Γ → Ξ y {ϕ′, ψ′
× ϕ′

} : Ξ → Γ flechas en la

categoŕıa de acciones semicontinuas. Diremos que {ϕ,ψ×ϕ} y {ϕ′, ψ′
×ϕ′

}

son equivalencias homotópicas equivariantes si ψ y ψ′ son isomorfismos y

ϕ′ϕ ≃T idX , ϕϕ
′
≃T idY .

Teorema 3.3. Sean Γ : G × X → X y Ξ : H × Y → Y acciones

semicontinuas, x0 ∈ X, {ϕ,ψ × ϕ} : Γ → Ξ y {ϕ′, ψ′
× ϕ′

} : Ξ → Γ

equivalencias homotópicas equivariantes. Entonces π1(Γ, x0) ∼= π1(Ξ, ϕ(x0)).

Demostración. Sean y0 = ϕ(x0), x1 = ϕ′(y0) y y1 = ϕ(x1). Denote-

mos a los homomorfismos inducidos por {ϕ,ψ × ϕ} y {ϕ′, ψ′
× ϕ′

} de la

siguiente manera:

π1(Γ, x0)
((ϕ,ψ)x0

)∗
// π1(Ξ, y0)

((ϕ′,ψ′
)y0

)∗

zzvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

π1(Γ, x1)
((ϕ,ψ)x1

)∗
// π1(Ξ, y1)

Se tiene:

ϕ′ϕ(ψ−1ψ′−1γ)x0 = ϕ′(ψψ−1ψ′−1γ)ϕx0

= ϕ′(ψ′−1γ)ϕx0

= ψ′ψ′−1γϕ′ϕx0

= γϕ′ϕx0

= γx1

Por la homotoṕıa h : X × I → X, tal que

h((x, 0)) = ϕ′ϕ(x)

h((x, 1)) = x

tenemos las trayectorias: hγ : I → X, t 7→ h((ψ−1ψ′−1γx0, t)), en particular

he es una trayectoria de x1 a x0. Si σ es una trayectoria en X, de x1 a

γx1, entonces h̄e ·σ ·hγ es una trayectoria en X de x0 a (ψ−1ψ′−1γ)x0. Sean

F : I2
→ X, (s, t) 7→ h((heρ · σ · hγ)(s), t)) y
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K((s, t)) =















he(3st) 0 ≤ s ≤ 1

3

F ((3s − 1, t)) 1

3
≤ s ≤ 2

3

hγ(tρ(3s − 2)) 2

3
≤ s ≤ 1

K muestra que ϕ′ϕ(heρ ·σ ·hγ) ≃
t
T he ·heρ ·σ ·hγ ·hγρ y por tanto ϕ′ϕ(heρ ·

d
g

x

x0

0

x1

x 1

s

g

h

h

e

m

Figura 4. µ = ϕ′(ϕ(he · σ · hγ)) y δ = ψ−1(ψ′−1(γ)).

σ · hγ) ≃
t
T σ, es decir (ϕ′, ψ′)∗(ϕ,ψ)∗ es un homomorfismo suprayectivo que

manda clases de homotopia de trayectorias de orden γ con punto básico x0

a clases de homotoṕıa de trayectorias de orden ψ′ψγ con punto básico x1.

Como ψ y ψ′ son isomorfismos, solamente clases de homotoṕıa de orden e

con punto básico x0 van a dar a clases de homotoṕıa de orden e con punto

básico x1. El conjunto de clases de homotoṕıa de orden e con punto básico

x0 forma un subgrupo de π1(Γ, x0) isomorfo al grupo fundamental π1(X,x0)

y (ϕ′, ψ′)∗(ϕ,ψ)∗ restringido a este subgrupo es el isomorfismo del teorema

2.10. Por lo tanto (ϕ′, ψ′)∗(ϕ,ψ)∗ debe ser un isomorfismo. Análogamente

(ϕ,ψ)∗∗(ϕ
′, ψ′)∗ es un isomorfismo y entonces (ϕ′, ψ′)∗ es un isomorfismo.

�
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3.2. El grupo π̃1(Γ, x0)

En esta sección construiremos otro de los grupos de Rhodes, que llama-

remos grupo fundamental equivariante de Rhodes reducido, y hablaremos

un poco del caso en que el espacio topológico en consideración es un polie-

dro, para lo cual necesitaremos hablar un poco de complejos simpliciales.

También hablaremos de acciones simpliciales y su relación con las acciones

semicontinuas. Para esto es conveniente recordar algunos hechos de la teoŕıa

de grupos. Lo primero que veremos a continuación es una manera útil de

pensar el subgrupo generado por un subconjunto de un grupo.

Notación 3.8. Sea G un grupo, si B es un subgrupo de G escribiremos

B ≤ G. Si B es un subgrupo normal de G escribiremos B E G.

Notación 3.9. Sea A un conjunto. Denotamos con P(A) al conjunto

potencia de A.

Proposición 3.8. Sean G un grupo y A ⊆ G. Entonces el conjunto
⋂

{B ∈ P(G) | B ≤ G ∧A ⊆ B}

es un subgrupo de G y es el mı́nimo subgrupo de G con respecto a la con-

tención de conjuntos que contiene a A.

Demostración. Sea W =
⋂

{B ∈ P(G) | B ≤ G∧A ⊆ B}, observemos

que, por definición, el neutro de G pertenece a W . Sean a, b ∈ W y H ≤ G

tal que A ⊆ H. Entonces a, b ∈ H y como H es un subgrupo de G se cumple

que ab ∈ H. Además el inverso de a pertenece a H. Como H es un elemento

de {B ∈ P(G) | B ≤ G ∧ A ⊆ B} arbitrario concluimos que W es un

subgrupo de G. �

Definición 3.11. Llamaremos subgrupo generado por A a la intersec-

ción:
⋂

{B ∈ P(G) | B ≤ G ∧A ⊆ B}.

Notación 3.10. Denotaremos con 〈A〉 al subgrupo generado por A.

Proposición 3.9. Sean G un grupo y N ⊆ G. Entonces el conjunto

A = {a
i0
0
a
i1
1
...a

i
k

k
∈ G | k ∈ N, i0, ..., ik ∈ Z, aj ∈ N ∀j = 0, ..., k}

es un subgrupo de G y es igual al subgrupo generado por N . Es decir se

cumple la siguiente igualdad:

A =
⋂

{B ∈ P(G) | B ≤ G ∧N ⊆ B}.
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Demostración. A es un subgrupo de G, porque dados dos productos

finitos de elementos de N a ciertas potencias enteras el producto de ellos es

otra vez un producto finito de elementos de N a ciertas potencias enteras

y el inverso de ai0
0
a
i1
1
...a

i
k

k es a−ikk a
−i

k−1

k−1
...a

−i0
0
. Entonces

⋂

{B ≤ G | A ⊆

G} ⊆ A. La otra contención se da porque el producto finito de elementos de

N pertenece a todos los subgrupos de G que contienen a N . �

Lema 3.1. Sean G un grupo y N ⊆ G un subconjunto normal de G,

es decir N es un subconjunto de G tal que para toda n ∈ N y para toda

g ∈ G, gng−1
∈ N. Entonces el subgrupo generado por N es un subgrupo

normal de G.

Demostración. Sea a ∈ N, veamos que ∀g ∈ G y ∀i ∈ Z se cumple que

gaig−1
∈ 〈N〉: si i > 0 entonces como para toda g ∈ G, gag−1

∈ N tenemos

que gaig−1 = (gag−1)i ∈ 〈N〉 porque por hipótesis cada gag−1
∈ N . Si

i < 0, como ga−1g−1 es el inverso de gag−1
∈ N se tiene que ga−1g−1

∈ 〈N〉

y por lo tanto dado que gaig−1 = (ga−1g−1)−i se tiene que gaig−1
∈ 〈N〉.

Sea ai0
0
a
i1
1
...a

i
k

k ∈ 〈N〉 entonces

ga
i0
0
a
i1
1
...a

i
k

k g
−1 = ga

i0
0
g−1ga

i1
1
g−1...g−1ga

i
k

k g
−1

∈ 〈N〉.

�

Definición 3.12. Sea Γ : G × X → X una acción semicontinua. Lla-

maremos conjunto de órdenes fijos de Rhodes al subconjunto del conjunto

subyacente de π1(Γ, x0) definido de la siguiente manera:

N(Γ, x0) = {[λ · γλ̄; γ] ∈ π1(Γ, x0) | λ : x0 ; x y γx = x}.

Notación 3.11. Al subgrupo generado por N(Γ, x0) lo denotaremos π′
1
(Γ, x0).

l

g x

g

xg
x =

l
_

0

x0

Figura 5. Un elemento de N(Γ, x0).

π′
1
(Γ, x0) es el subgrupo generado por los elementos de la forma [λ ·γλ̄; γ]

donde λ es una trayectoria de x0 a x y x es un punto fijo de γ.
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Lema 3.2. π′
1
(Γ, x0) E π1(Γ, x0).

Demostración. Sean [σ1; γ1] ∈ π1(Γ, x0) y [λ · γλ̄; γ] ∈ N(Γ, x0), en-

tonces σ1 · γ1λ es una trayectoria de x0 al punto γ1x que es un punto fijo de

γ1γγ
−1

1
, por lo que

[σ1; γ1][λ ·γλ̄; γ][γ−1σ̄1; γ
−1

1
] = [σ1 ·γ1λ ·γ1γλ̄ ·γ1γγ

−1

1
σ̄1; γ1γγ

−1

1
] ∈ N(Γ, x0)

es decir N(Γ, x0) es un subconjunto normal de π1(Γ, x0), entonces por el

lema anterior π′
1
(Γ, x0) E π1(Γ, x0). �

Definición 3.13. Al cociente π1(Γ, x0)/π
′

1
(Γ, x0) se le llama el grupo

fundamental equivariante reducido de Rhodes de (Γ, x0).

Notación 3.12. Escribiremos π̃1(Γ, x0) como abreviatura de π1(Γ, x0)/π
′

1
(Γ, x0).

Proposición 3.10. Sean Γ : G × X → X una acción semicontinua,

x1 ∈ X y λ ∈ C(I,X) una trayectoria de x0 a x1. Entonces λ induce un

isomorfismo λ∗ : π̃1(Γ, x0) → π̃1(Γ, x1).

Demostración. Sabemos que λ∗ : π1(Γ, x0) → π1(Γ, x1), [σ; γ] 7→ [λ̄ ·

σ · γλ; γ] es un isomorfismo. Si tomamos [l · γl̄; γ] ∈ N(Γ, x0) se tiene que

λ∗([l · γl̄; γ]) = [λ̄ · l · γl̄ · γλ; γ] ∈ N(Γ, x1), i.e., es un generador de π′
1
(Γ, x1).

Si [σ · γσ̄; γ] ∈ N(Γ, x1) ⇒ [λ · σ · γ(λ · σ); γ] ∈ N(Γ, x0), entonces

λ∗([λ · σ · γ(λ · σ); γ]) = [λ̄ · λ · σ · γ(λ · σ) · γλ; γ]

= [σ · γ(σ̄ · λ̄) · γλ; γ]

= [σ · γσ̄ · γλ̄ · γλ; γ]

= [σ · γσ̄ · γ(λ̄ · λ); γ]

= [σ · γσ̄; γ]

Aśı, λ∗(N(Γ, x0)) = N(Γ, x1) y por lo tanto π′
1
(Γ, x0) ∼= π′

1
(Γ, x1), de

donde concluimos que π1(Γ, x0)/π
′

1
(Γ, x0) ∼= π1(Γ, x1)/π

′

1
(Γ, x1), es decir

π̃1(Γ, x0) ∼= π̃1(Γ, x1). �

La siguiente proposición es una consecuencia del teorema 3.2.

Proposición 3.11. Sea G un grupo abeliano y x1 ∈ GX0. Entonces

π̃1(Γ, x0) ∼= π̃1(Γ, x1).

Demostración. Sea x1 = γ0x0, veamos que la función γ0
♭

del teorema

3.2, restringida a N(Γ, x0) es suprayectiva:

γ0
♭
: N(Γ, x0) → N(Γ, x1), [l · γl̄; γ] 7→ [γ0l · γ0γl̄; γ]
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Sea l : x0 ; x tal que x es un punto fijo de γ. Entonces γ0l : γ0x0 ; γ0x, y

γ0x es un punto fijo de γ ya que, por ser G Abeliano γγ0x = γ0γx = γ0x,

i.e., γ0
♭

tiene codominio N(Γ, x1), y de hecho es suprayectiva porque dado

[l · γl̄; γ] ∈ N(Γ, x1), [γ−1

0
l · γ−1

0
γl̄; γ] ∈ N(Γ, x0) y su imagen bajo γ0

♭
es

precisamente [l · γl̄; γ]. Sabemos que γ0
♭

es un isomorfismo de π1(Γ, x0) a

π1(Γ, x1) (ver el teorema 3.2), entonces γ0
♭

es un isomorfismo de π′
1
(Γ, x0) a

π′
1
(Γ, x1) de donde se concluye que π̃1(Γ, x0) ∼= π̃1(Γ, x1). �

Definición 3.14. Sean G un grupo y (X,x0) un espacio topológico pun-

teado. Diremos que G actúa semicontinuamente en (X,x0) si G actúa semi-

continuamente en X.

Proposición 3.12. Hay una categoŕıa cuyos objetos son los espacios

topológicos punteados en los que actúa semicontinuamente un grupo G y

donde una flecha (fx0
)G : (X,x0)G → (Y, y0)G está dada por una función

continua f : X → Y tal que f(x0) = y0 y f(γx) = γf(x) para toda γ ∈

G,x ∈ X.

Demostración. La función idX : X → X,x 7→ x da origen a una flecha

que funciona como identidad. Si f : X → Y, h : Y → Z dan origen a flechas

entonces h ◦ f da origen a una flecha que cumple con lo requerido para ser

la composición de flechas ya que h(f(γx)) = h(γf(x)) = γh(f(x)). �

Notación 3.13. A esta categoŕıa la denotaremos G-Top∗.

Definición 3.15. Sean f, g : (X,x0)G → (Y, y0)G flechas en la categoŕıa

G-Top∗, diremos que h : X × I → Y es una homotoṕıa en G-Top∗ entre f

y g si

h((x, 0)) = f(x)

h((x, 1)) = g(x)

h((x0, t)) = y0

h((γx, t)) = γh((x, t))

para toda x ∈ X, γ ∈ G, t ∈ I.

De manera análoga a los casos anteriores se puede definir tipo de homo-

toṕıa en G-Top∗.

Definición 3.16. Sean (X,x0)G, (Y, y0)G objetos en la categoŕıa G-

Top∗, diremos que (X,x0)G y (Y, y0)G son del mismo tipo de homotoṕıa en

G-Top∗ si existen flechas f, : (X,x0)G → (Y, y0)G, g : (Y, y0)G → (X,x0)G
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y homotoṕıas en G-Top∗ entre f ◦ g y la identidad en (Y, y0)G y g ◦ f y la

identidad en (X,x0)G.

Proposición 3.13. Sean Γ : G × X → X y Ψ : G × Y → Y acciones

semicontinuas tales que (X,x0)G, (Y, y0)G con estas acciones son del mismo

tipo de homotoṕıa en G-Top∗. Entonces

π̃1(Γ, x0) ∼= π̃1(Ψ, y0).

Demostración. Sean f : (X,x0)G → (Y, y0)G, g : (Y, y0)G → (X,x0)G

inversas homotópicas en G-Top∗. Por 3.3, sólo tenemos que verificar que

f∗ : π1(Γ, x0) → π1(Ψ, y0)

es una función suprayectiva de el subgrupo π′
1
(Γ, x0) al subgrupo π′

1
(Ψ, y0)

y para eso solamente hay que ver que dicha función es suprayectiva en los

generadores de π′
1
(Ψ, y0). Sea [λ · γλ̄; γ] ∈ N(Ψ, y0) entonces [g(λ · γλ̄); γ] ∈

N(Γ, x0) por las propiedades de las flechas en la categoŕıa y [f ◦g(λ·γλ̄); γ] =

[λ · γλ̄; γ]. �

Figura 6. Un poliedro.

3.2.1. El grupo reducido de un poliedro.

Nuestro objetivo en esta subsección es demostrar que el grupo funda-

mental equivariante reducido de Rhodes de una acción semicontinua, cuyo

espacio subyacente es un poliedro, es isomorfo al grupo fundamental del es-

pacio de órbitas de la acción en dicho poliedro. Para esto vamos a necesitar

un teorema de Armstrong que enunciaremos sin prueba, su demostración se

encuentra en [Armstrong]. Utilizaremos también propiedades de los polie-

dros que pueden consultarse en [Hilton] (se recomienda ampliamente leerlo
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antes de continuar). Para evitar que la exposición se vuelva muy exten-

sa y complicada, seremos muy informales e incompletos en algunas cosas,

es decir, esta subsección no sólo no es autocontenida si no que supone un

conocimiento mucho mayor que cualquiera de las otras secciones. Primero

recordemos algunos hechos sobre las acciones de grupos.

Definición 3.17. Sean G un grupo y X un espacio topológico (no vaćıo)

x ∈ X y supongamos que GyX. Llamaremos conjunto de isotroṕıa de x (con

respecto a G) al conjunto:

{γ ∈ G | γx = x}

Notación 3.14. Si X es un espacio topológico y G un grupo tal que

GyX y x ∈ X, denotaremos con Gx al conjunto de isotroṕıa de x.

Proposición 3.14. Sean G un grupo, X un espacio topológico tales que

GyX y x ∈ X. Entonces el conjunto de isotroṕıa de x es un subgrupo de G.

Demostración. Sean γ, δ ∈ Gx elementos arbitrarios de Gx y e ∈ G el

elemento neutro de G, entonces

(γδ)x = γ(δx) = γx = x

γ−1x = γ−1(γx) = (γγ−1)x = ex = x.

�

Definición 3.18. Sean X un espacio topológico no vaćıo, G un grupo tal

que GyX y x ∈ X. Llamaremos órbita de x (con respecto a G) al conjunto

{γx | γ ∈ G}.

Notación 3.15. Sean X un espacio topológico, G un grupo tal que GyX

y x ∈ X. Denotaremos con orb(x) a la órbita de x.

Proposición 3.15. Sean X un espacio topológico (no vaćıo) y G un

grupo tal que GyX. Entonces

{orb(x) | x ∈ X}

es una partición de X.

Demostración. Sea x ∈ X entonces x ∈ orb(x) ya que ex = x. Su-

pongamos que para algún y ∈ X, orb(y) ∩ orb(x) 6= ∅, entonces hay un

w ∈ orb(x) ∩ orb(y), es decir, hay γ, δ ∈ G tales que w = γx = δy pero

entonces para todo γ′x tenemos que γ′x ∈ orb(y) porque

γ′x = γ′γ−1γx = γ′γ−1δy
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y análogamente para todo δ′y tenemos que δ′y ∈ orb(x). �

Definición 3.19. Sean X un espacio topológico y G un grupo tal que

GyX. Llamaremos espacio de órbitas de X (con respecto a G) al conjunto

{orb(x) | x ∈ X} con la topoloǵıa de identificación de la proyección x 7→

orb(x).

Notación 3.16. Denotaremos con X/G al espacio de órbitas de X con

respecto a G.

Ahora vamos a entrar un poco al mundo de los poliedros. Los poliedros

son objetos construidos topológicamente a partir de bloques básicos que lla-

mamos simplejos. Mediante un objeto combinatorio, que llamamos complejo

simplicial etiquetado, pegamos estos simplejos para formar nuestro poliedro.

Nuestro plan de ataque es el siguiente:

1. Vamos a definir simplejo.

2. Vamos a definir complejo simplicial y a hablar un poco de los es-

pacios que podemos construir con un complejo simplicial.

3. Vamos a definir complejo simplicial etiquetado.

4. Vamos a ver que dado un complejo simplicial etiquetado podemos

construir espacios topológicos (que llamaremos poliedros) asocia-

dos a estos complejos simpliciales etiquetados. Veremos que hay

dos maneras de construir un poliedro para un mismo complejo sim-

plicial etiquetado, y que ambas maneras dan espacios homeomorfos.

Definición 3.20. Sean n ∈ N \ {0} y {vni | i = 1, . . . , n} la base orde-

nada canónica de R
n. Llamaremos simplejo canónico de dimensión n− 1 al

conjunto

{

n
∑

i=1

λiv
n
i | 0 ≤ λi ≤ 1 ∧

n
∑

i=1

λi = 1}.

A la base canónica también se le llama el conjunto de vértices del simplejo.

Al conjunto

{

n
∑

i=1

λiv
n
i | 0 < λi < 1 ∧

n
∑

i=1

λi = 1}

lo llamaremos simplejo canónico abierto de dimensión n− 1.

Notación 3.17. A veces denotaremos con ∆n al simplejo canónico de

dimensión n y con (∆n)◦ al simplejo canónico abierto de dimensión n.

Notación 3.18. Denotaremos con vert(∆n) al conjunto de vértices del

simplejo canónico ∆n.
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Hablemos ahora un poco de complejos simpliciales.

Definición 3.21. Un complejo simplicial es una pareja (VK ,K) donde

VK es un conjunto no vaćıo y K es un conjunto no vaćıo de subconjuntos

finitos no vaćıos de VK tal que

1. Si k ∈ K y ∅ 6= w ⊆ k entonces w ∈ K.

2. ∀v ∈ VK({v} ∈ K)

Sean (VK ,K) un complejo simplicial y

A = {α : VK → I | α−1[(0, 1]] ∈ K ∧

∑

v∈VK

α(v) = 1}.

Entonces la función d : A×A→ R definida por la ecuación:

d(〈α, β〉) =

√

∑

v∈VK

(α(v) − β(v))2

es una métrica para A. Este espacio es uno de los que llamamos poliedro

del complejo simplicial. También es posible usar simplejos para dar una

topoloǵıa al conjunto

A = {α : VK → I | α−1[(0, 1]] ∈ K ∧

∑

v∈VK

α(v) = 1}.

Para cada k ∈ K, definimos

|sk| = {α ∈ A | α−1[(0, 1]] ⊆ k}.

Ahora, a cada |sk| podemos darle una topoloǵıa mediante un simplejo ya

que por cada biyección entre los puntos de k y la base canónica ordenada

del correspondiente espacio euclideano, heredamos por linealidad una biyec-

ción entre el conjunto |sk| y el simplejo cuyos vértices son la base canónica

ordenada mencionada. Es decir, si f : vert(∆n) → k es una biyección en-

tre la base canónica ordenada de R
n+1 y k, entonces la función f̂ : ∆n

→

|sk|,
∑

λivi 7→ {(x, y) | (x = f(vi) ∧ y = λi) ∨ (x /∈ f [vert(∆n)] ∧ y = 0)}

es una biyección entre ∆n y |sk|. Utilizando estas biyecciones podemos dar

topoloǵıas a cada |sk| y como estos cubren a A, podemos dar a A la topoloǵıa

coherente de estos subconjuntos. Estas topoloǵıas no dependen de las biyec-

ciones f que se tomen, y de hecho cuando de antemano especificamos que

biyecciones queremos usar es cuando tenemos un complejo simplicial etique-

tado. Las topoloǵıas de las que hemos hablado, la métrica y la coherente con

los |sk|, en general no son iguales, coinciden en el caso en que los espacios

resultantes son localmente compactos que es equivalente a que el comple-

jo simplicial sea localmente finito, (i.e., cada vértice sólo pertenece a una
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cantidad finita de elementos de K). Veamos ahora la definición de complejo

simplicial etiquetado.

Definición 3.22. Un complejo simplicial etiquetado es una terna (K,B,F )

donde K es un conjunto no vaćıo, B es una familia no vaćıa de subconjuntos

finitos no vaćıos de K que cumple:

1. Si s ∈ B y ∅ 6= c ⊂ s entonces c ∈ B.

2. ∀a ∈ K({a} ∈ B).

y F es un conjunto de funciones biyectivas cuyos codominios son los elemen-

tos de B y cuyos dominios son las respectivas bases canónicas ordenadas del

respectivo R
n.

Notación 3.19. Si (K,B,F ) es un complejo simplicial etiquetado, usa-

remos la fórmula S ≺ K para decir que S ∈ B. Y a los elementos de F los

denotaremos conb donde el sub́ındice indica el codominio de la función.

A cada punto de un simplejo canónico le podemos asociar una función

y a veces es más cómodo usar tales representaciones de los puntos del sim-

plejo en vez de los puntos mismos. ¿Qué función es la que asociamos? Pues

al punto
∑n

i=1
λiv

n
i le asociamos la función {(vni , λi)}. Y al conjunto de es-

tas funciones le damos la topoloǵıa que le pasa el simplejo y lo denotamos λn.

Notación 3.20. Sea A un conjunto. Denotamos con |A| al cardinal de

A.

Definición 3.23. Sea (K,B,F ) un complejo simplicial etiquetado. Lla-

maremos función de coordenadas (o función de coordenadas no cero) a la

función

V :
⋃

{{b}×λ|b| | b ∈ B} → P(K×I), (b, {(v
|b|

i , λi)}) 7→ {(conb(v
|b|

i ), λi) | λi 6= 0}.

Ahora vamos a tomar uniones ajenas de simplejos canónicos (uno por

cada elemento de B) y los vamos a pegar mediante una función. El espacio

que resulte es el que consideraremos como poliedro.

Definición 3.24. Sea (K,B,F ) un complejo simplicial etiquetado. Lla-

maremos realización de (K,B,F ) o poliedro de (K,B,F ) al espacio
⋃

{{b} × λ|b| | b ∈ B}

módulo la relación

{((b1, {(v
|b1|

i , λi)}), (b2, {(v
|b2|

j , µj)})) | V ((b1, {(v
|b1|

i , λi)})) = V ((b2, {(v
|b2|

j , µj)}))}.
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Notación 3.21. Denotaremos con |K| al poliedro de K.

Aśı como no hacemos referencia a la topoloǵıa cuando hablamos de un

espacio topológico, o a la operación cuando hablamos de un grupo, a veces

no haremos referencia al conjunto B de un complejo simplicial.

Otra manera de construir poliedros es dado un complejo simplicial eti-

quetado (K,B,F ) considerar el conjunto {α : K → I | α−1[(0, 1]] ∈ B ∧

∑

v∈K α(v) = 1} y utilizar la topoloǵıa coinducida por las funciones de F ,

como veremos a continuación.

Definición 3.25. Sea (K,B,F ) un complejo simplicial etiquetado. Al

conjunto

〉K〈= {α : K → I | α−1[(0, 1]] ∈ B ∧

∑

v∈K

α(v) = 1}

con la topoloǵıa coinducida por el conjunto de funciones

{f : {b}×∆|b|
→〉K〈, (b,

|b|
∑

i=1

λivi) 7→ {(x, y) | (x = conb(vi)∧y = λi)∨((x ∈ K\b)∧y = 0)} | b ∈ B}.

le llamaremos realización o poliedro de (K,B, F ).

Proposición 3.16. Sea (K,B,F ) un complejo simplicial etiquetado.

Entonces |K| y 〉K〈 son homeomorfos.

Demostración. Consideremos el conjunto

A = {〈[(b, {(v
|b|
i , λi)})], {(x, y) | (x = conb(vi) ∧ y = λi) ∨ ((x ∈ K \ b) ∧ y = 0)}〉}

Ahora,

(b1, {(v
|b1|

i , λi)}) ∈ [(b2, {(v
|b2|

j , µj)})] ⇔

V ((b1, {(v
|b1|

i , λi)})) = V ((b2, {(v
|b2|

j , µj)})) ⇔

{(conb1(v
|b1|

i ), λi) | λi 6= 0} = {(conb2(v
|b2|

j ), µj) | µj 6= 0} ⇔

{(x, y) | (x = conb1(vi) ∧ y = λi) ∨ ((x ∈ K \ b1) ∧ y = 0)} =

{(x, y) | (x = conb2(vj) ∧ y = µj) ∨ ((x ∈ K \ b2) ∧ y = 0)}.

Por lo que el conjunto A es una función inyectiva. Dada α ∈〉K〈 tenemos que

α−1[(0, 1]] ∈ B y
∑

v∈K α(v) = 1, entonces digamos que α−1[(0, 1]] = b y que

α(conb(v
|b|

i )) = λi, pues entonces [(b, {(v
|b|

i , λi)})] 7→ α por lo que la función
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es suprayectiva. La función A hace que el siguiente diagrama conmute:

⋃

{{b} × λ|b| | b ∈ B}

p

�� ''PPPPPPPPPPPPP

|K|
A

//
〉K〈

donde la flecha sin nombre es la función que a (b, {(v
|b1 |

i , λi)}) 7→ {(x, y) |

(x = conb(vi) ∧ y = λi) ∨ ((x ∈ K \ b) ∧ y = 0)}. Por la conmutatividad del

diagrama y el hecho de que |K| y 〉K〈 tienen la topoloǵıa coinducida por las

funciones del diagrama concluimos que son homeomorfos. �

Definición 3.26. Sea K un complejo simplicial etiquetado finito. Lla-

maremos trayectoria por aristas en K a cualquier sucesión finita de vértices

de K, a0a1...an, que cumpla aiai+1 ≺ K para toda i = 0, ..., n − 1.

Definición 3.27. Sean K un complejo simplicial etiquetado finito, y

s = a0a1...an una trayectoria por aristas en K con n > 0. Llamaremos

realización de s a la función dada por

|s|(t) = (1 − n(t−
i

n
))ai + n(t−

i

n
)ai+1

para i
n
≤ t ≤ i+1

n
, i = 0, ..., n − 1.

La realización de la trayectoria constante a0 es κa0 .

Definición 3.28. Sean K un complejo simplicial etiquetado, y w y w′

dos trayectorias por arsitas en K tales que el primer vértice de w′ es igual al

último vértice de w digamos w = ai0ai1...air y w′ = air ...air+s
. Definimos el

producto ⋆ de w y w′ como la sucesión ai0ai1 ...airairair+1
...air+s

. Definimos

el inverso de w, w̄ como la sucesión air ...ai1ai0 .

Sea K un complejo simplicial etiquetado. Vamos a decir qué es lo que

entendemos por operaciones admisibles en trayectorias por aristas: Dada

una trayectoria por aristas en K digamos w = ai0ai1 ...air , quitar de tres

vértices consecutivos en la sucesión el de en medio si los tres determinan

un simplejo de K, es decir, si en la sucesión w aparecen ai
k−1

ai
k
ai

k+1
y si

{ai
k−1

, ai
k
, ai

k+1
} determinan un simplejo de K podemos quitar el vértice

ai
k
. O bien entre dos vértices de la sucesión podemos insertar en medio de

ellos uno si al hacerlo los tres consecutivos que nos quedan determinan un

simplejo de K. La trayectoria por aristas ai0ai0 se puede reemplazar por ai0
y la trayectoria por aristas ai0 se puede reemplazar por ai0ai0 . En [Hilton]
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se declara una relación de equivalencia ≡ entre dos trayectorias por aristas

diciendo que dos son equivalentes si se puede obtener una de otra mediante

un número finito de aplicaciones de operaciones admisibles en trayectorias

por aristas. El conjunto subyacente del complejo simplicial etiquetado K̃

que triangula al cubriente universal de |K| tiene como puntos a las clases

de equivalencia bajo esta relación de trayectorias por aristas que empiezan

en a0 y como simplejos los conjuntos de clases de equivalencia tales que los

puntos finales de sus representantes determinan simplejos en K. La clase de

equivalencia de la trayectoria ai0ai1 ...air la denotaremos [ai0ai1 ...air ]≡.

Definición 3.29. Sean K un complejo simplicial etiquetado y f : K →

K una función. Diremos que f es una transformación simplicial si para todo

{a1, ..., ap} ⊆ K que determine un simplejo de K se tiene que el conjunto

{f(a1), ..., f(ap)} determina un simplejo de K.

Definición 3.30. Sean K un complejo simplicial etiquetado y G un

grupo que actúa en el conjunto subyacente de K (el conjunto de vértices

de K). Diremos que G actúa simplicialmente en K si para cada γ ∈ G la

función x 7→ γx es una transformación simplicial de K.

Definición 3.31. Sea Γ : G×K → K una acción simplicial, definimos

la realización de la acción como la función:

|Γ| : G× |K| → |K|, (γ,
n

∑

i=0

λiai) 7→
n

∑

i=0

λiγai.

Proposición 3.17. Una función simplicial f : K → K que tiene inversa

bilateral simplicial, induce una función continua ⌈f⌉ en
⋃

{{b}×λ|b| | b ∈ B}

dada por (b, {(vi, λi}) 7→ (f [b], {(con−1

f [b]
(f(conb(v

|b|

i ))), λi)}) y esta a su vez

induce una función continua en el poliedro de K dada por mandar a la clase

de x a la clase de ⌈f⌉(x).

Demostración. Sea U un abierto de
⋃

{{b} × λ|b| | b ∈ B}, entonces

la intersección de U y cada elemento de la unión ajena es abierto en dicho

elemento. Aśı, la imagen inversa de U es la unión de las imágenes inversas de

estas intersecciones. Observemos que la función con−1

b ◦ f−1
◦ conf [b] es una

permutación de los vértices del simplejo canónico, de modo que si el conjunto

de puntos correspondientes al conjunto de funciones {{(vi, λi)}, ...} (recorde-

mos que a la función {(v
|b|

i , λi)} corresponde el punto
∑

|b|

i=1
λiv

|b|

i ) es abierto

en el simplejo canónico, pues ciertamente lo es si permutamos los vértices del

simplejo canónico porque permutar los vértices de la base canónica de R
|b|
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induce una isometŕıa de R
|b|, es decir, {{(con−1

b ◦ f−1
◦ conf [b](v

|b|

i ), λi}, ...}

es un conjunto abierto y es la imagen inversa de U intersección {b} × λ|b|.

Sean (b1, {(v
|b1|

i , λi)}) y (b2, {(v
|b2|

j , µj)})) tales que V ((b1, {(v
|b1|

i , λi)})) =

V ((b2, {(v
|b2|

j , µj)})). Entonces

{(conb1(v
|b1|

i ), λi) | λi 6= 0} = {(conb2(v
|b2|

j , µj) | µj 6= 0}.

Aśı que

{(f(conb1(v
|b1|

i )), λi) | λi 6= 0} = {(f(conb2(v
|b2|

j )), µj) | µj 6= 0}.

entonces

{(conf [b1](con−1

f [b1]
(f(conb1(v

|b1|
i )))), λi) | λi 6= 0} = {(conf [b2](con−1

f [b2]
(f(conb2(v

|b2|
j )))), µj) | µj 6= 0}.

Pero esta última expresión es precisamente

V (⌈f⌉((b1, {(v
|b1|

i , λi)}))) = V (⌈f⌉((b2, {(v
|b2|

j , µj)}))).

Estas igualdades quieren decir que ⌈f⌉ efectivamente induce una función |f |

del poliedro de K en śı mismo y que el siguiente diagrama conmuta:

⋃

{{b} × λ|b|}
⌈f⌉

//

��

⋃

{{b} × λ|b|}

��
|K|

|f |
// |K|

por lo cual |f | es una función continua. �

Definición 3.32. Sea K un complejo simplicial etiquetado. Diremos que

K es conectable por trayectorias por aristas si para cualesquiera a, b ∈ K

existe un trayectoria por aristas en K tal que su primer vértice es a y su

último vértice es b.

Lema 3.3. Sean K un complejo simplicial etiquetado finito conectable

por trayectorias por aristas, a0 ∈ K y Γ : G×K → K una acción simplicial.

Si K̃ denota al complejo simplicial etiquetado que triangula al cubriente

universal de |K| (véase [Hilton] §6,8), entonces la asignación

m : π1(|Γ|, |a0|) × K̃ → K̃, ([σ; γ], [a0ai1ai2 ...air ]≡) 7→ [sγa0γai1γai2 ...γair ]≡

(donde s es una trayectoria por aristas en K tal que |s| ≃t
T σ) es una acción

simplicial.
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Demostración. La asignación es una función ya que si σ ≃
t
T σ′ en-

tonces |s| ≃
t
T |s′| y esto implica que s ≡ s′. Además si a0ai1ai2 ...air ≡

a0ak1ak2...aks
entonces sγa0γai1γai2 ...γair ≡ sγa0γak1γak2 ...γaks

. La re-

stricción de la función m a {[ |s|; γ]} × K̃ es una función inyectiva por-

que si sγa0γai1γai2 ...γair ≡ sγa0γak1γak2 ...γaks
entonces a0ai1ai2 ...air ≡

a0ak1ak2...aks
; es suprayectiva porque un [a0ai1ai2 ...air ]≡ ∈ K̃, se tiene que

[γ−1s̄γ−1a0γ
−1ai1γ

−1ai2 ...γ
−1air ]≡

es su preimagen. Veamos que m es una acción de grupos:

([κa0 ; e], [a0ai1ai2 ...air ]≡) 7→ [a0ea0eai1eai2 ...eair ]≡ = [a0ai1ai2 ...air ]≡

y

([σ; γ][σ′; γ′])[a0ai1ai2 ...air ]≡) = ([σ · γσ′; γγ′])[a0ai1ai2 ...air ]≡

= [sγs′γγ′a0γγ
′ai1γγ

′ai2...γγ
′air ]≡

Sea {[a0ai1ai2...air ]≡, ..., [a0ak1ak2 ...aks
]≡} un simplejo de K̃ entonces para

un elemento [ |s|; γ] ∈ π1(|Γ|, |a0|) tenemos que q([ |s|; γ][a0ai1ai2 ...air ]≡) =

γair y como G es un grupo de transformaciones simpliciales si llamamos m′

a la restricción de la función m a {[|s|; γ]} × K̃ entonces

m′({[a0ai1ai2 ...air ]≡, ..., [a0ak1ak2...aks
]≡})

cumple (i) de [Hilton]. Cumple (ii) porque si a0ai1ai2...airairaks
≡ a0ak1ak2 ...aks

entonces γa0γai1γai2 ...γairγairγaks
≡ γa0γak1γak2 ...γaks

porque γ es una

transformación simplicial de manera que todas las operaciones admisibles

que llevan de a0ai1ai2 ...airairaks
a a0ak1ak2...aks

son operaciones admisibles

de

γa0γai1γai2 ...γairγair a γa0γak1γak2 ...γaks

(recordemos que una operación admisible es quitar un vértice repetido o

quitar de tres seguidos el de en medio si los tres son un simplejo, esta última

operación es admisible porque si aiai+1ai+2 es un simplejo de K entonces

por ser γ una transformación simplicial, γaiγai+1γai+2 es un simplejo de

K). Por lo tanto la acción es simplicial. �

Lema 3.4. Sean K un complejo simplicial etiquetado finito conectable

por trayectorias por aristas, Γ : G × K → K una acción simplicial y K̃ el
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complejo simplicial etiquetado que triangula al cubriente universal de |K|

(véase [Hilton] §6,8). Entonces la asignación

f : orb(

n
∑

i=1

λi[a0aki1
aki2

...akis
i

]≡) 7→ orb(

n
∑

i=1

λiakis
i

)

es una función biyectiva y el siguiente diagrama conmuta

|K̃|

q̃
//

��

|K|

��

|K̃|/π1(|Γ|, |a0|)
f

//
|K|/G

Demostración. La asignación f es una función porque

orb([ |s|; γ]
n

∑

i=1

λi[a0aki1
aki2

...akis
i

]≡) = orb(
n

∑

i=1

λi[sγa0γaki1
γaki2

...γakis
i

]≡)

orb(
n

∑

i=1

λi[sγa0γaki1
γaki2

...γakis
i

]≡) 7→ orb(
n

∑

i=1

λiγakis
i

)

y
∑n

i=1
λiγakis

i

= γ
∑n

i=1
λiakis

i

. Esta función es inyectiva porque si

f(orb(

n
∑

i=1

λi[a0aki1
aki2

...akis
i

]≡)) = f(orb(

m
∑

j=1

µj[a0akj1
akj2

...akjr
i

]≡))

entonces

orb(
n

∑

i=1

λiakis
i

) = orb(
m

∑

j=1

µjakjr
i

)

o sea que
∑n

i=1
λiakis

i

= γ
∑m

j=1
µjakjr

i

=
∑m

j=1
µjγakjr

j

para algún γ ∈ G

y esto implica tres cosas: m = n, {akis
i

} = {γakjr
j

} y {λi | i = 1, ..., n} =

{µj | j = 1, ...,m}. Entonces por (ii) de [Hilton] y un reordenamiento de los

ı́ndices podemos decir que

[ |a0aki1
aki2

...akis
i

γ.akjr
i

...γakj2
γakj1

γa0|; γ]
m

∑

j=1

µj[a0akj1
akj2

...akjr
i

]≡

=

n
∑

i=1

λi[a0aki1
aki2

...akis
i

]≡

y entonces

orb(

n
∑

i=1

λi[a0aki1
aki2

...akis
i

]≡) = orb(

m
∑

j=1

µj[a0akj1
akj2

...akjr
i

]≡).
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La función f es suprayectiva ya que dado un orb(
∑n

i=1
λiari) ∈ |K|/G pode-

mos tomar una trayectoria por aristas s de a0 a ar1 , por la propiedad (ii) de

[Hilton] {[sari ]≡} es un simplejo de K̃ y entonces f(orb(
∑n

i=1
λi[sari ]≡)) =

orb(
∑n

i=1
λiari). El diagrama conmuta porque para cualquier

n
∑

i=1

λi[a0aki1
aki2

...akis
i

]≡ ∈ K̃

tenemos que

q̃(
n

∑

i=1

λi[a0aki1
aki2

...akis
i

]≡) =
n

∑

i=1

λiakis
i

�

Teorema 3.4. (Armstrong) Sean X un poliedro simplemente conexo,

x0 ∈ X, G un grupo que actúa en X simplicialmente y H el subgrupo normal

de G generado por los elementos de G cuyo conjunto de puntos fijos es no

vaćıo. Entonces

π1(X/G, x̂0) ∼= G/H.

Teorema 3.5. Sean K un complejo simplicial etiquetado finito y Γ :

G ×K → K una acción simplicial. Entonces para un vértice dado a0 ∈ K

se tiene que π1(|K|/G, â0) ∼= π̃1(|Γ|, |a0|).

Demostración. Supongamos que hay [a0...ar]≡ ∈ |K̃| y [σ; γ] ∈ π1(|Γ|, |a0|)

tales que |Γ̃|([σ; γ], [a0...ar]≡ = [a0...ar]≡, es decir, que hay un elemento de

π1(|Γ|, |a0|) cuyo conjunto de puntos fijos es no vaćıo. Esto ocurre si y sólo si

s ≡ a0...arγar...γa0 (donde s es una trayectoria por aristas tal que |s| ≃t
T σ)

es decir si y solo si [σ; γ] = [|s|; γ] ∈ N(|K|, a0). Entonces por el teorema

de Armstrong π1(|K̃|/π1(|Γ|, |a0|), [a0]≡) ∼= π̃1(|Γ|, |a0|) pero por el lema 3.4

|K̃|/π1(|Γ|, |a0|) es homeomorfo a |K|/G. �

Ejemplo 3.9. Tomemos una ráız n-ésima primitiva de la unidad en S
1

y sea Γ la acción dada por rotar S
1 multiplicando por esta ráız n-ésima.

Entonces el grupo reducido de esta acción es trivial porque podemos triangu-

lar la circunferencia de manera que estas rotaciones sean transformaciones

simpliciales y entonces π̃1(Γ, (1, 0)) ∼= π1(S
1/G, (1, 0)) pero S

1/G es homeo-

morfo a S
1 y por lo tanto π̃1(Γ, (1, 0)) ∼= Z.
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3.3. Acciones de grupos libres

En esta sección veremos que dada una acción semicontinua, podemos

extenderla a una acción semicontinua de un grupo libre y demostraremos

que dicha extensión no afecta al grupo reducido de Rhodes. Recordemos

algunos teoremas importantes de teoŕıa de grupos primero. Su demostración

puede revisarse en [Rotman].

Teorema 3.6. (Primer teorema de isomorfismo) Sean G,H grupos y

f : G → H un homomorfismo con núcleo K. Entonces K es un subgrupo

normal de G y G/K ∼= f [G].

Teorema 3.7. (Tercer teorema de isomorfismo) Sean G un grupo y

K,H subgrupos normales de G tales que K ≤ H. Entonces H/K es un

subgrupo normal de G/K y (G/K)/(H/K) ∼= G/H.

Proposición 3.18. Sea Γ : G×X → X una acción semicontinua. Sea H

un grupo y ψ : H → G un homomorfismo de grupos. Entonces la asignación

Ψ : H ×X → X, 〈ξ, x〉 7→ ψ(ξ)x.

es una acción semicontinua de H en X.

Demostración. Sean ξ1, ξ2 ∈ H y x ∈ X. Entonces

Ψ(〈ξ1,Ψ(〈ξ2, x〉)〉) = ψ(ξ1)(ψ(ξ2)x)

= (ψ(ξ1)ψ(ξ2))x

= ψ(ξ1ξ2)x

= Ψ(〈ξ1ξ2, x〉)

También por ser ψ un homomorfismo de grupos ψ(eH) = eG (el neutro de

H va a dar al neutro de G) y entonces Ψ(〈eH , x〉) = ψ(eH )x = eGx = x.

Aśı que Ψ es una acción de H en X. Ψ es una acción semicontinua porque

ψ(ξ1) ∈ G y para cualquier γ ∈ G, como G actúa semicontinuamente en

X, se tiene que x 7→ γx es una función continua de X en X, en particular

x 7→ ψ(ξ1)x es una función continua de X en X. �

Definición 3.33. Sean F un grupo y A un subconjunto del conjunto

subyacente de F . Diremos que F es un grupo libre con base A si para todo

grupo G y toda función f : A→ G existe un único homomorfismo ψ : F → G

que extiende a f .
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F
ψ

��@
@

@
@

A

OO

f

// G

El siguiente es un teorema que enunciamos sin demostración. Su demostración

se puede revisar en [Rotman].

Teorema 3.8. Sea X un conjunto. Entonces existe un grupo libre con

base X.

Corolario 3.1. Sea G un grupo. Entonces G es isomorfo a un cociente

de un grupo libre.

Demostración. Basta tomar un conjunto X tal que exista una función

suprayectiva de X a G (G mismo podŕıa funcionar), ya que por el teorema

anterior para X hay un grupo libre con base X y entonces por la definición

de grupo libre tenemos un homomorfismo (único) del grupo libre en G que

extiende a la función suprayectiva de X en G. Entonces dicha extensión es

suprayectiva y por el primer teorema de isomorfismo concluimos que G es

isomorfo al grupo libre módulo el núcleo del morfismo que extiende a la

función suprayectiva. �

Corolario 3.2. Si Γ : G×X → X es una acción semicontinua entonces

hay una acción semicontinua Ψ : F ×X → X donde F es un grupo libre.

Demostración. Por el corolario 3.1 sabemos que hay un epimorfismo

de un grupo libre F a G; y por la proposición 3.18 tenemos una acción

semicontinua de F en X. �

En lo que resta de esta sección Γ : G × X → X denotará una acción

semicontinua, si Θ : M × Z → Z es una acción semicontinua entonces

será conveniente denotar por iM , jM y pM a las funciones

Mz0 → π1(Θ, z0), ν 7→ [κz0 ; ν]

π1(Z, z0) → π1(Θ, z0), [σ] 7→ [σ; e]

π1(Θ, z0) →M, [σ; ν] 7→ ν.

respectivamente. F denotará un grupo libre (del cual hay un epimorfismo a

G), f denotará un epimorfismo de F en G, F0 denotará al núcleo de dicho

epimorfismo y Φ denotará a la acción semicontinua de F en X dada por

(φ, x) 7→ Γ(f(φ), x).
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Lema 3.5.

π1(Φ, x0)/iF [F0] ∼= π1(Γ, x0).

Demostración. Consideremos el homomorfismo inducido por la iden-

tidad en X y el morfismo f , es decir,

(idX , f)∗ : π1(Φ, x0) → π1(Γ, x0), [σ;φ] 7→ [idXσ; fφ].

Entonces como f es suprayectiva, para cualquier γ ∈ G existe un φ ∈ F

de modo que f(φ) = γ son las mismas aśı que (idX , f) es suprayectiva. El

núcleo de este homomorfismo es el subgrupo de los elementos de la forma

[κx0
;φ] tales que f(φ) = e, pero dicho subgrupo es precisamente iF [F0]

porque F0 es el núcleo de f ; entonces por el primer teorema de isomorfismo

π1(Φ, x0)/iF [F0] ∼= π1(Γ, x0). �

Lema 3.6. La función

jG : π1(X,x0) → π1(Γ, x0), [σ] 7→ [σ; e]

es un monomorfismo, la función

pG : π1(Γ, x0) → G, [σ; γ] 7→ γ

es un epimorfismo, y estos dos homomorfismos dan origen a una sucesión

exacta corta. También hay una sucesión exacta corta para π1(Φ, x0) y estas

encajan en el siguiente diagrama que es conmutativo y donde las sucesio-

nes de arriba a abajo también son exactas (las funciones sin nombre son

inclusiones u homomorfismos únicos):

0

��
F0

iF

zzvvvvvvvvv

��?
??

?
??

?
?

π1(Φ, x0)

(idX ,f)∗

��

pF // F

f

��

// 0

0 // π1(X,x0)

jF
88qqqqqqqqqq

jG

&&MMMMMMMMMM

π1(Γ, x0)

��

pG // G

��

// 0

0 0
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Demostración. La sucesión de arriba a abajo de la izquierda es exacta

por el lema anterior, la de la derecha por definición de F0 y porque f es

suprayectiva. Las de izquierda a derecha lo son ya que por ejemplo, pF ◦

jF ([σ]) = pF ([σ; e]) = e y solamente estos elementos están en el núcleo de

pF porque si tomamos la clase de una trayectoria de orden γ con γ 6= e, su

imagen es precisamente γ. �

Lema 3.7. El homomorfismo (idX , ǫ)∗ restringido al subgrupo π′
1
(Φ, x0)

es un epimorfismo sobre π′
1
(Γ, x0), cuyo núcleo es iF [F0] y los grupos π1(Φ, x0)

y π1(Γ, x0) encajan en un diagrama conmutativo de sucesiones exactas donde

los homomorfismos sin nombre son inclusiones de subgrupos y proyecciones

sobre grupos cocientes u homomorfismos únicos.

0

��
F0

iF

zzvvvvvvvvv
iF

$$HHHHHHHHH

0 // π′
1
(Φ, x0)

(idX ,f)∗

��

// π1(Φ, x0) //

(idX ,f)∗

��

π̃1(Φ, x0) //

(idX ,f)∗

��

0

0 // π′
1
(Γ, x0)

��

// π1(Γ, x0) //

��

π̃1(Γ, x0) //

��

0

0 0 0

Demostración. Las sucesiones horizontales son exactas por definición

de grupo reducido y lo visto en secciones anteriores. La de la derecha de

arriba a abajo es exacta por el lema anterior. La de la izquierda de arriba a

abajo es exacta: Es suprayectiva también porque f es suprayectiva y el núcleo

es el núcleo de la función (idX , f)∗ intersección π′
1
(Φ, x0), simplemente hay

que ver que el núcleo está contenido en dicho subgrupo normal y esto ocurre

ya que cada elemento [κx0
;φ] con φ tal que f(φ) = e lo podemos expresar

como un generador de π′
1
(Φ, x0) de la siguiente manera: [κx0

· φκx0
;φ]. �

Teorema 3.9. π̃1(Φ, x0) ∼= π̃1(Γ, x0).
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Demostración. Por el lema anterior se tiene que π1(Φ, x0)/iF [F0] ∼=

π1(Γ, x0) y que π′
1
(Φ, x0)/iF [F0] ∼= π′

1
(Γ, x0) entonces

(π1(Φ, x0)/iF [F0])/(π
′

1
(Φ, x0)/iF [F0]) ∼= π1(Γ, x0)/π

′

1
(Γ, x0).

El lado derecho es π̃1(Γ, x0) y por el tercer teorema de isomorfismo de grupos,

el lado izquierdo de la fórmula anterior es isomorfo a π1(Φ, x0)/π
′

1
(Φ, x0) que

es igual a π̃1(Φ, x0). �
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3.4. Representaciones de π1(Γ, x0) en términos de π1(X,x0)

Definición 3.34. Sean X un espacio topológico no vaćıo, x0 ∈ X y

Γ : G × X → X una acción semicontinua. Diremos que k es una función

de trayectorias selectas para Γ basada en x0 si k es una función k : G →

C(I,X) tal que

1. ∀γ ∈ G, k(γ) : γx0 ; x0.

2. k(e) = κx0
.

3. ∀〈γ, δ〉 ∈ G×G, k(γδ) ≃t
T γk(δ) · k(γ).

Notación 3.22. A veces usaremos los śımbolos kγ para denotar a k(γ).

x0

x0

x0

x0

g d

d

g

gd

g

d

k

k

k

Figura 7. Las trayectorias selectas k(γ), k(δ), k(γδ).

gk

k

x0g d

x0g

d
k

x0

g

gd

Figura 8. k(γδ) ≃t
T γk(δ) · k(γ).

Proposición 3.19. Sean X un espacio topológico no vaćıo, x0 ∈ X, Γ :

G×X → X una acción semicontinua y k una función de trayectorias selectas

para Γ basada en x0. Entonces para cada elemento γ ∈ G, la trayectoria

k(γ) : γx0 ; x0 induce un automorfismo

Kγ : π1(X,x0) → π1(X,x0), [σ] 7→ [k̄(γ) · γσ · k(γ)]

y la familia k induce un homomorfismo

K : G→ Aut(π1(X,x0)), γ 7→ Kγ .
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Demostración. Para cada par de elementos γ, δ ∈ G, los tres automor-

fismos Kγ ,Kδ ,Kγδ asociados a γ, δ y γδ respectivamente están relacionados

mediante la ecuación

KγKδ = Kγδ.

�

Definición 3.35. Dados ([σ1], γ1) y ([σ2], γ2) ∈ π1(X,x0)×G definimos

el producto ⋆K de estos dos elementos con la ecuación

([σ1], γ1) ⋆K ([σ2], γ2) = ([σ1 ·Kγ1σ2], γ1γ2)

Proposición 3.20. El producto cartesiano de π1(X,x0) y G con la regla

de multiplicación mencionada es un grupo cuyo elemento neutro es ([κx0
], e)

y donde el inverso de ([σ], γ) es ([γ−1(k(γ) · σ̄ · k̄(γ))], γ−1).

La función k también induce una función

k♭ : π1(Γ, x0) → (π1(X,x0) ×G, ⋆K), [σ; γ] 7→ ([σ · k(γ)], γ).

que es un isomorfismo.

Demostración. La operación está bien definida.

(Asociatividad)

([σ1], γ1) ⋆K (([σ2], γ2) ⋆K ([σ3], γ3)) = (σ1, γ1) ⋆K ([σ2 ·Kγ2
σ3], γ2γ3)

= ([σ1 ·Kγ1
(σ2 ·Kγ2

σ3)], γ1(γ2γ3))

= ([σ1 ·Kγ1
(σ2 · k̄γ2

· γ2σ3 · kγ2
)], γ1γ2γ3)

= ([σ1 · k̄γ1
· γ1σ2 · γ1k̄γ2

· γ1γ2σ3 · γ1kγ2
· kγ1

], γ1γ2γ3)

(([σ1], γ1) ⋆K ([σ2], γ2)) ⋆K ([σ3], γ3) = ([σ1 ·Kγ1
σ2], γ1γ2) ⋆K ([σ3], γ3)

= ([σ1Kγ1
σ2 ·Kγ1γ2

σ3], (γ1γ2)γ3)

= ([σ1 · k̄γ1
· γ1σ2kγ1

· k̄γ1γ2
γ1γ2σ3 · kγ1γ2

], γ1γ2γ3)

= ([σ1 · k̄γ1
· γ1σ2 · kγ1

· k̄γ1
γ1k̄γ2

· γ1γ2σ3 · γ1kγ2
· kγ1

], γ1γ2γ3)
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(Neutro)

([σ], γ) ⋆K ([κx0
], e) = ([σ ·Kγκx0

], γe)

= ([σ · k̄(γ) · γκx0
· k(γ)], γ)

= ([σ · k̄(γ) · (κγx0
· k(γ))], γ)

= ([σ · k̄(γ) · k(γ)], γ)

= ([σ], γ)

(Inversos)

([σ], γ) ⋆K ([γ−1(k(γ) · σ̄ · k̄(γ))], γ−1) = ([σ · k(γ)(γ−1(k(γ) · σ̄ · k̄(γ)))], γγ−1)

= ([σ · k̄(γ) · γ(γ−1(k(γ) · σ̄ · k̄(γ))) · k(γ)], e)

= ([σ · k̄(γ) · γγ−1k(γ) · γγ−1σ̄ · γγ−1k̄(γ) · k(γ)], e)

= ([κx0
], e)

Veamos que k♭ es un isomorfismo. Es una función bien definida porque si

[σ; γ] = [µ; δ] entonces σ ≃
t
T µ y γ = δ por lo que σ·k(γ) ≃t

T µ·k(γ) = µ·k(δ),

es decir, ([σ ·k(γ)], γ) = ([µ ·k(δ)], δ). Es suprayectiva porque dado ([σ], γ) ∈

π1(X,x0) × G el elemento [σ · k̄(γ); γ] es su imagen inversa. Es inyectiva

porque la trayectoria selecta de x0 a x0 es κx0
entonces si σ · κx0

≃
t
T κx0

es

porque σ ≃
t
T κx0

. Es un homomorfismo porque

k♭([σ; γ][µ; δ]) = k♭([σ · γµ; γδ])

= ([σ · γµ · kγδ ], γδ)

por otro lado

k♭([σ; γ]) ⋆K k♭([µ; δ]) = ([σ · k(γ)], γ) ⋆K ([µ · k(δ)], δ)

= ([σ · k(γ) ·Kγµ · k(δ)], γδ)

= ([σ · k(γ) · k̄(γ) · γµ · γk(δ) · k(γ)], γδ)

= ([σ · γµ · γk(δ) · k(γ)], γδ)

Los últimos renglones son iguales porque kγδ ≃
t
T γkδ · kγ . �

Los homomorfismos k♭ y K sólo dependen de las clases de homotoṕıa

de las trayectorias k(γ). Si k̃ es otra función de trayectorias selectas para

Γ basada en x0, entonces para cada γ ∈ G, [k̃(γ)ρ · k(γ)] ∈ π1(X,x0) y el

automorfismo interno [k̃(γ)ρ·k(γ)]∗,manda [σ] a [k(γ)ρ·k̃(γ)][σ][k̃(γ)ρ·k(γ)];

por lo tanto Kγ = [k̃(γ)ρ · k(γ)]∗K̃γ .

Si λ : x0 ; x1 entonces la función de trayectorias selectas k para Γ basada
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en x0 da origen a una función l de trayectorias selectas para Γ basada en x1,

siendo ℓ1 : γx1 ; x1 γλ̄ ·k(γ) ·λ. Si G es abeliano y γx0 = x1 entonces γk es

una familia de trayectorias selectas en x1, siendo γk(γ) la trayectoria selecta

de γx1 a x1. Los isomorfismos λ∗ y γ♭ restringidos a clases de homotoṕıa de

orden e son isomorfismos de π1(X,x0) en π1(X,x1) que inducen funciones

λ♮ : (π1(X,x0) ×G, ⋆K) → 〈(π1(X,x1) ×G, ⋆L),

([σ], γ) 7→ ([λ̄ · σ · λ], γ)

y

γ♮ : (π1(X,x0) ×G, ⋆K) → (π1(X,x1) ×G, ⋆γK),

([σ], γ) 7→ ([γσ], γ)

La representación es natural con respecto a cambio de punto básico en el

sentido de que los siguientes dos diagramas son conmutativos.

π1(Γ, x0)
λ∗ //

k
♭

��

π1(Γ, x1)

l
♭

��
(π1(X,x0) ×G), ⋆K)

λ
♮ // (π1(X,x1) ×G, ⋆L)

π1(Γ, x0)
γ

♭ //

k
♭

��

π1(Γ, x1)

(γk)
♭

��
(π1(X,x0) ×G, ⋆K)

γ
♮ // (π1(X,x1) ×G, ⋆γK)

Sin embargo, la representación no es categórica. Es posible que para alguna

flecha en la categoŕıa de acciones semicontinuas {ϕ,ψ × ϕ} : Γ → Ψ entre

acciones semicontinuas para las cuales se tengan fucniones de trayectorias

selectas, exista γ ∈kerψ tal que ϕk(γ) no sea homotópica a cero en Y, y

que por tanto la composición de k y ϕ no sea una función de trayectorias

selectas para Ψ basada en ϕ(x0).

Ejemplo 3.10. Sean X el toro y sea p : I×I → X la proyección natural.

Sea G el grupo ćıclico de orden 4 generado por el homeomorfismo T de X que

es inducido por la rotación de I×I un ángulo de π
2

con la topoloǵıa discreta.

Sean x0 = p((0, 0)), ℓ1 : I → X, t 7→ p(〈t, 0〉) y ℓ2 : I → X, t 7→ p(〈0, t〉).

Entonces T ◦ℓ1 = ℓ2 y T ◦ℓ2 = ℓ1◦ρ. Como x0 es un punto fijo de T, hay una

función de trayectorias selectas para ev basada en x0: para cada elemento

T i ∈ G la trayectoria selecta ki es κx0
. Los automorfismos K1,K2,K3 de
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Figura 9. Toro en R
3.

π1(X,x0) asociados con los homeomorfismos T, T 2, T 3 están definidos en los

generadores de π1(X,x0) por las ecuaciones:

K1[ℓ1] = [ℓ2] K1[ℓ2] = [ℓ1ρ],

K2[ℓ1] = [ℓ1ρ] K2[ℓ2] = [ℓ2ρ],

K3[ℓ1] = [ℓ2ρ] K3[ℓ2] = [ℓ1]

El grupo π1(ev, x0) está generado por los ocho elementos [ℓi;T
j ], i = 0, 1; j =

0, 1, 2, 3. Este grupo no es abeliano, ya que [ℓ1;T ][ℓ2;T ] = [κx0
;T 2] y [ℓ2;T ][ℓ1;T ] =

[ℓ2 · ℓ2;T
2]. El espacio se puede triangular de manera que G actúe como

un grupo de transformaciones simpliciales; aśı, en este caso π̃1(ev, x0) ∼=

Figura 10. Triangulación del toro.

π1(X/G, x̂0) que es trivial porque el cociente X/G es la 2-esfera. p((1

2
, 1

2
))

es un punto fijo de T y por lo tanto π′
1
(ev, x0) contiene a los elementos

70



[ℓ1;T ], [ℓ2;T ], [ℓ1 · ℓ2;T
2], [ℓ1;T

3] y [ℓ2;T
3]. p((0, 1

2
)) y p((1

2
, 0)) son pun-

tos fijos de T 2 y por lo tanto π′
1
(ev, x0) contiene a los elementos [ℓ1;T

2]

y [ℓ2;T
2]. Por tanto [ℓ1 · ℓ2;T

2][ℓ2;T
2] = [ℓ1; e] ∈ π′

1
(ev, x0) y también

[ℓ2; e] ∈ π′
1
(ev, x0). Aśı que π′

1
(ev, x0) ∼= π1(ev, x0) y entonces π̃1(ev, x0)

es trivial.

Ejemplo 3.11. Sea X como en el ejemplo anterior. Entonces el homeo-

morfismo inducido por la reflexión de I × I sobre la ĺınea y = 1

2
nos da una

acción en X y como vimos en el ejemplo anterior el grupo fundamental equi-

variante de Rhodes está generado por los elementos [ℓi; j], i = 0, 1; j = 0, 1.

Como X se puede triangular de manera que esta acción sea simplicial tene-

mos que el grupo reducido π̃1(ev, x0) es π1(X/Z2, x̃0) = Z, ya que el espacio

de órbitas es homeomorfo a un anillo.

Figura 11. Triangulación del toro para la reflexión.

En el ejemplo 3.10 G es discreto y el grupo (π1(X,x0) × G, ⋆K) no es

simplemente el producto directo π1(X,x0) × G. Para muchas acciones se-

micontinuas, el grupo fundamental equivariante de Rhodes π1(Γ, x0) es so-

lamente el producto directo del grupo fundamental con el grupo que actúa

en el espacio. Supongamos que 〈G,⊛〉 es un grupo topológico de homeo-

morfismos de X que actúa continuamente en X, i.e., la función (γ, x) 7→ γx

es continua en G × X; entonces, como G actúa en śı mismo de modo que

⊛ : G ×G → G es una acción semicontinua, se tiene que una función h de

trayectorias selectas para ⊛ basada en e induce una familia k de trayectorias

selectas para ev : G×X → X basada en x0 definida por la ecuación

k(γ)(t) = (h(γ)(t))(x0).
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Hay una función de trayectorias selectas para la suma de los números reales

basada en 0; si este grupo actúa continuamente en X, entonces hay una

función de trayectorias selectas para dicha acción basada en x0; la trayectoria

selecta de rx0 a x0 es la trayectoria k(r) : I → X, t 7→ (r(1 − t))x0.

Teorema 3.10. Sean X un espacio topológico x0 ∈ X y 〈G,⊛〉 un grupo

topológico de homeomorfismos de X en X que actúa continuamente en X,

supongamos además que ⊛ : G×G→ G admite una familia de trayectorias

selectas en e. Entonces el grupo de Rhodes de (ev, x0) es isomorfo al producto

directo del grupo fundamental de X y G, en śımbolos,

π1(ev, x0) ∼= π1(X,x0) ×G.

Demostración. Es suficiente demostrar que para cada elemento γ ∈ G,

el correspondiente automorfismo Kγ de π1(X,x0) es la identidad. Sean hγ

la trayectoria selecta en G de γ al neutro e, k(γ) la trayectoria selecta en

X de γx0 a x0 (dada por k(γ)(t) = (h(γ)(t))(x0)) y λ un lazo en X basado

en x0. Entonces la función H0 : I × I → G, (s, t) 7→ (h(γ)(t))(λ(s)) es una

homotoṕıa en Top entre el lazo γλ basado en γx0 y el lazo λ, tal que para

toda t ∈ I, H0((0, t)) = H0((1, t)) ∈ k(γ)[I]. Entonces la función H1 dada

por

H1((s, t)) =















k̄(γ)(3st) 0 ≤ s ≤ 1

3

H0((3s − 1, 1 − t)) 1

3
≤ s ≤ 2

3

k(γ)(ρ(tρ(3s − 2))) 2

3
≤ s ≤ 1

es una homotoṕıa en Top de trayectorias que muestra que λ ≃
t
T k̄(γ)·γλ·k(γ)

ya que para toda t ∈ I se tiene H1((0, t)) = H1((1, t)) = x0, lo cual quiere

decir que Kγ([λ]) = [k̄(γ) · γλ · k(γ)] = [λ], es decir, Kγ es la identidad de

π1(X,x0). �
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3.5. Productos

Definición 3.36. Si Γ : G × X → X y Ξ : H × Y → Y son acciones

semicontinuas definimos

Γ × Ξ : (G×H) × (X × Y ) → X × Y, ((γ, ξ), (x, y)) 7→ (γx, ξy).

Proposición 3.21. Si Γ y Ξ son acciones semicontinuas entonces Γ×Ξ

es una acción semicontinua en el producto topológico X × Y .

Definición 3.37. Sean X y Y espacios topológicos, σx : x1 ; x2 y

σy : y1 ; y2 trayectorias en X y en Y respectivamente. Definimos la función

k(σx, σy) : I → X × Y mediante la ecuación:

k(σx, σy)(t) =







(σx(2t), y1) 0 ≤ t ≤ 1

2

(x2, σy(2t− 1)) 1

2
≤ t ≤ 1

Figura 12. k de las proyecciones de una curva en el plano.

Lema 3.8. Sean X,Y espacios topológicos, y σ : I → X×Y una función

continua. Entonces si pX , pY denotan a las proyecciones de X × Y en cada

factor, se tiene que k(pX ◦ σ, pY ◦ σ) ≃t
T σ.

Demostración. La función

F ((s, t)) =



















(pX(σ(3s)), pY (σ(0))) 0 ≤ s ≤ t
3

(pX(σ(t), pY (σ(3(s − t
3
)))) t

3
≤ s ≤ 2t

3

σ(t+ 1−t

1−
2t

3

(s− 2t
3
)) 2

3
t ≤ s ≤ 1

muestra que k(pX ◦ σ, pY ◦ σ) ≃t
T σ. �

Lema 3.9. Sean σx : x1 ; x2 y σ′x : x2 ; x3 trayectorias en X y sean

σy : y1 ; y2 y σ′y : y2 ; y3 trayectorias en Y . Entonces

k(σx · σ
′

x, σy · σ
′

y) ≃
t
T k(σx, σy) · k(σ′x, σ

′

y).
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Demostración. En vista del lema anterior es suficiente demostrar que

sus imágenes bajo las proyecciones pX : X × Y → X y pY : X × Y → Y son

homotópicas. Tenemos que

pXk(σx · σ
′

x, σy · σ
′

y)(t) =















σx(4t) 0 ≤ t ≤ 1

4

σ′x(4t− 1) 1

4
≤ t ≤ 1

2

x3
1

2
≤ t ≤ 1

mientras que

pX(k(σx, σy) · k(σ′x, σ
′

y))(t) =



























σx(4t) 0 ≤ t ≤ 1

4

x2
1

4
≤ t ≤ 1

2

σ′x(4t− 2) 1

2
≤ t ≤ 3

4

x3
3

4
≤ t ≤ 1

Por tanto, estas trayectorias son homotópicas. Análogamente las proyec-

ciones en Y son homotópicas. �

Teorema 3.11. Sean Γ : G × X → X y Ξ : H × Y → Y acciones

semicontinuas. Entonces la función k∗ dada por

k∗ : π1(Γ, x0) × π1(Ξ, y0) → π1(Γ × Ξ, (x0, y0)),

([σx; γ], [σy ; ξ]) 7→ [k(σx, σy); (γ, ξ)]

es un isomorfismo, y su restricción a π′
1
(Γ, x0)×π

′

1
(Ξ, y0) es un isomorfismo

sobre π′
1
(Γ × Ξ, (x0, y0)). La función

k♭ : π̃1(Γ, x0) × π̃1(Ξ, y0) → π̃1(Γ × Ξ, (x0, y0)),

(π′[σx; γ], π
′[σy; ξ]) 7→ π′[k(σx, σy); (γ, ξ)]

es un isomorfismo.

Demostración. Sean [σx; γ], [σ
′

x; γ
′] ∈ π1(Γ, x0) y [σy; ξ], [σ

′

y ; ξ
′] ∈ π1(Ξ, y0)

entonces

k∗(([σx; γ], [σy ; ξ]) · ([σ
′

x; γ
′], [σ′y; ξ

′])) = k∗(([σx · γσ
′

x; γγ
′], [σy · ξσ

′

y; ξξ
′]))

= [k(σx · γσ
′

x, σy · ξσ
′

y); (γγ
′, ξξ′)]

mientras que

k∗(([σx; γ], [σy ; ξ])) · k∗(([σ
′

x; γ
′], [σ′y; ξ

′])) = [k(σx, σy); (γ, ξ)][k(σ′x, σ
′

y); (γ
′, ξ′)]

= [k(σx, σy)(γ, ξ)k(σ′x, σ
′

y); (γ, ξ)(γ
′, ξ′)]

= [k(σx;σy) · k(γσ′x, ξσ
′

y); (γγ
′, ξξ′)]
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El lema anterior aplicado a las trayectorias σx, γσ
′

x, σy, ξσ
′

y muestra que

estos dos elementos son iguales y por lo tanto k∗ es un homomorfismo.

Más aún, como una trayectoria σ : (x0, y0) ; (γx0, ξy0) es homotópica

a la trayectoria k(pxσ, pyσ), se sigue que k∗ es inyectiva y biyectiva y en

consecuencia un isomorfismo. Dados generadores [λx · γλ̄x; γ] ∈ N(Γ, x0) y

[λy · ξλ̄y; ξ] ∈ N(Ξ, y0)

k∗(([λx · γλ̄x; γ], [λy · ξλ̄y; ξ])) = [k((λx · gλ̄x, [λy · γλ̄y)); (γ, ξ)]

= [k((λx, λy)) · (γ, ξ)k(λx, λy); (γ, ξ)]

que es un elemento deN(Γ×Ξ, (x0, y0)). Rećıprocamente, si [λ·(γ, ξ)λ̄; (γ, ξ)] ∈

N(Γ × Ξ, (x0, y0)), [px(λ · (γ, ξ)λ̄); γ] = [pxλ · γpxλ̄; γ] ∈ N(Γ, x0) y [pyλ ·

ξpyλ̄; ξ] ∈ N(Ξ, y0). Aśı

k∗ : π′
1
(Γ, x0) × π′

1
(Ξ, y0) → π′

1
(Γ × Ξ, (x0, y0))

es también un isomorfismo de lo cual se sigue que

k♭ : π̃1(Γ, x0) × π̃1(Ξ, y0) → π̃1(Γ × Ξ, (x0, y0))

es un isomorfismo. �
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APÉNDICE A

Proposición A.1. Sean X,Y espacios topológicos con topoloǵıas τ y σ

respectivamente y sea f : X → Y una función. Entonces son equivalentes:

a. ∀A ∈ σ, f−1[A] ∈ τ .

b. Existe β base de σ tal que para toda B ∈ β, f−1[B] ∈ τ .

c. Existe γ subbase de σ tal que para toda G ∈ γ, f−1[G] ∈ τ .

d. Para todo B ⊆ Y, f−1[IntB] ⊆ Intf−1[B].

e. Para todo C ⊆ Y cerrado en Y, f−1[C] es cerrado.

f. Para todo A ⊆ X, f [Ā] ⊆ f [A].

g. Para todo B ⊆ Y, f−1[B] ⊆ f−1[B̄].

h. Para todo B ⊆ Y, Fr(f−1[B]) ⊆ f−1[Fr B].

i. Para toda x ∈ X y para toda M vecindad de f(x), existe una

vecindad N de x tal que f [N ] ⊆ M.

Demostración. Veamos una implicación a la vez:

(a. ⇒ b.) σ es base de σ.

(b. ⇒ c.) Toda base es subbase.

(c. ⇒ d.) Si f−1[IntB] = ∅ la contención se da por vacuidad. Sean f−1[IntB] 6=

∅ y x ∈ f−1[IntB], i.e., f(x) ∈ IntB, esto quiere decir que hay

un abierto al que pertenece x contenido en IntB, y en consecuen-

cia hay un abierto básico contenido en IntB al que pertenece x.

Como γ es subbase todo abierto básico es la intersección finita de

algunos elementos de γ, i.e., existen Gi ∈ γ (i = 1, ..., n) tales que

f(x) ∈ ∩Gi ⊆ IntB ⊆ B ⇒ x ∈ ∩f−1(Gi) y por c. ∩f−1[Gi] ∈ τ ,

además ∩f−1[Gi] ⊆ f−1[B] por lo tanto x ∈ Intf−1[B].

(d. ⇒ a.) W ∈ σ ⇒ W = IntW ⇒ f−1[W ] = f−1[IntW ] ⊆ Intf−1[W ] ⇒

f−1[W ] = Intf−1[W ] y entonces f−1[W ] ∈ τ.

(a. ⇒ e.) Sea C ⊆ Y cerrado, entonces (Y \ C) ∈ σ ⇒ f−1[Y \ C] ∈ τ pero

(X \ f−1[C]) = f−1[Y \ C] entonces f−1[C] es cerrado.

(e. ⇒ a.) Sea A ∈ σ, entonces f−1[Y \A] es cerrado pero como f−1[Y \A] =

(X \ (f−1[A])), f−1[A] es abierto.
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(e. ⇒ f.) Sea A ⊆ X ⇒ A ⊆ f−1[f [A]]. Por e. f−1[f [A]] es cerrado, entonces

Ā ⊆ f−1[f [A]]

es decir f [Ā] ⊆ f [A].

(f. ⇒ g.) Sea B ⊆ Y . Por f. f [f−1[B]] ⊆ f [f−1[B]] ⊆ B ⇒ f−1[B] ⊆ f−1[B].

(g.⇒ h.) Si B ⊆ Y, Fr(f−1[B]) = f−1[B]∩X \ f−1[B] = f−1[B]∩f−1[Y \ B] ⊆

f−1[B̄] ∩ f−1[Y \ B] = f−1[B̄ ∩ Y \ B] = f−1[Fr(B)].

(h. ⇒ e.) Sea C cerrado en Y ⇒ Fr(C) ⊆ C. Por h.Fr(f−1[C]) ⊆ f−1[Fr(C)] ⊆

f−1[C], por lo tanto f−1[C] es cerrado.

(a. ⇒ i.) Sean x ∈ X y M una vecindad de f(x), entonces existe W ∈ σ tal

que f(x) ∈ W ⊆ M ⇒ x ∈ f−1[W ] ⊆ f−1[M ]. Por a. f−1[W ] ∈

τ ⇒ f−1[M ] es una vecindad de x y f [f−1[M ]] ⊆ M.

(i. ⇒ a.) Sean W ∈ σ y x ∈ f−1[W ] ⇒ f(x) ∈ W entonces existe Nx una

vecindad de x tal que f [Nx] ⊆ W ⇒ Nx ⊆ f−1[W ] ⇒ f−1[W ] ∈ τ .

�

Proposición A.2. I es compacto y conexo.

DEM.- Sea U una cubierta abierta de I, consideremos el siguiente sub-

conjunto de I:

A = {x ∈ I | [0, x] está cubierto por un número finito de elementos de U}

Este subconjunto es no vaćıo ya que por ser U cubierta algún elemento de U

debe contener a cero y entonces contiene un intervalo [0, x]. El supremo α de

A pertenece a A porque α pertenece a un elemento de U (1 es cota superior

de A) y entonces hay un β tal que [β, α] es subconjunto de ese elemento

digamos W de U pero para todo x < α el intervalo [0, x] está cubierto por un

número finito de elementos de U , entonces en particular [0, β] está cubierto

por un número finito de elementos de U y en consecuencia agregando el

abierto W tenemos que el intervalo [0, α] está cubierto por un número finito

de elementos de U . α = 1 porque de ser menor habŕıa un intervalo [α −

k, α+k] ⊆ W pero entonces para cualquier punto x en (α,α+k] tendŕıamos

que [0, x] estaŕıa cubierto por un número finito de elementos de U lo cual

contradiŕıa el hecho de que α es el supremo de A. Ahora veamos de manera

similar que I es conexo. Supongamos que hay dos abiertos ajenos, no vaćıos

A y B tales que
⋃

{A,B} = I. Entonces sin pérdida de generalidad, 0 ∈ A y

por ser A abierto en I debe haber un número a > 0 tal que [0, a) ⊆ A, esto
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quiere decir que el conjunto

M = {x ∈ I|x > 0 y [0, x) ⊆ A }

es no vaćıo y por tanto existe su supremo, llamémosle µ. Hay dos casos

µ ∈ A o bien µ ∈ B. Si µ ∈ B entonces habŕıa un intervalo de la forma (x, µ]

contenido en B y por ser µ el supremo de M tendŕıamos un punto de M en

dicho intervalo lo cual contradice que A y B son ajenos. Si µ ∈ A entonces

o bien µ = 1 y B = ∅ o µ < 1 y hay un intervalo de la forma [µ, y) ⊆ A

contradiciendo que µ es el supremo de M .

Proposición A.3. Sean X un espacio topológico, A ⊆ R
n un convexo,

f, g : X → A dos funciones continuas. Entonces la función F : X × I →

A, (x, t) 7→ (1 − t)f(x) + tg(x) es continua.

DEM.- Sean x ∈ X, t ∈ I, ε > 0. Entonces existen vecindades de x y de

t tales que si (y, s) está en el producto de estas vecindades se tiene que

‖f(x) − f(y)‖ <
ε

8(1 + ‖f(x)‖ + ‖g(x)‖)
,

‖g(x) − g(y)‖ < ε/4

y

|s − t| <
ε

4(1 + ‖f(x)‖ + ‖g(x)‖)
y entonces

‖(1−t)f(x)+tg(x)−((1−s)f(y)+sg(y))‖ ≤ ‖(1−t)f(x)−(1−s)f(y)‖+‖sg(y)−tg(x)‖

= ‖f(x) − f(y) + sf(y) − tf(x)‖ + ‖sg(y)− sg(x) + sg(x) − tg(x)‖

≤ ‖f(x)− f(y)‖+ ‖sf(y)− sf(x) + sf(x)− tf(x)‖+ s‖g(x)− g(y)‖+ |t− s|‖g(x)‖

≤ ‖f(x) − f(y)‖ + s‖f(y) − f(x)‖ + |s − t|‖f(x)‖ + s‖g(x) − g(y)‖ + |s − t|‖g(x)‖

≤ 2‖f(x) − f(y)‖ + |s − t|‖f(x)‖ + ‖g(x) − g(y)‖ + |s − t|‖g(x)‖

< ε.

Proposición A.4. Sean X un espacio topológico, K un espacio topológi-

co compacto y f : K → X una función continua. Entonces f [K] es compacto.

DEM.- Sea {Uα}α∈β una cubierta abierta de f [K], entonces {f−1[Uα]}α∈β

es una cubierta abierta de K. Tomemos una subcubierta finita de {f−1[Uα]}α∈β ,

entonces las respectivas Uα son una cubierta de f [K].

Proposición A.5. Sean K un espacio topológico compacto y H un espa-

cio topológico Hausdorff. Si f : K → H es una función biyectiva y continua

entonces f es un homeomorfismo.
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Proposición A.6. Sean W,X, Y,Z conjuntos U ⊆ Y, V ⊆ Z, f : W →

Y, g : X → Z funciones. Entonces si f × g : W × X → Y × Z es la

función tal que f × g((w, x)) = (f(w), g(x)) entonces (f × g)−1(U × V ) =

f−1(U) × g−1(V ).

Demostración. Sea (w, x) ∈ (f×g)−1(U×V ) entonces (f×g)((w, x)) ∈

U × V pero como (f × g)((w, x)) = (f(w), g(x)) tenemos que f(w) ∈ U

y g(x) ∈ V por lo que (w, x) ∈ f−1(U) × g−1(V ). Rećıprocamente, si

(w, x) ∈ f−1(U) × g−1(V ) tenemos que f(w) ∈ U, g(x) ∈ V por lo que

(f(w), g(x)) ∈ U × V y como (f × g)((w, x)) = (f(w), g(x)) se sigue que

(w, x) ∈ (f × g)−1(U × V ). �

Corolario A.1. Sean W,X, Y,Z espacios topológicos, f : W → Y, g :

X → Z funciones continuas. Entonces f × g : W × X → Y × Z, (w, x) 7→

(f(w), g(x)) es una función continua.

Demostración. Por la proposición A.1 basta ver que dado cualquier

abierto básico de Y ×Z, su imagen inversa bajo f × g es abierto. Sea U ×V

un abierto básico de Y ×Z, entonces por la proposición anterior, su imagen

inversa es f−1(U) × g−1(V ) que es abierto en W × X. �

Proposición A.7. Sean X,Y dos espacios topológicos. Si Θ : X ×Y →

Y es una función continua, entonces para toda x ∈ X

θx : Y → Y , y 7→ Θ(x, y)

es una función continua.

Demostración. Sea x0 ∈ X; la restricción de Θ a {x0} × Y ⊆ X × Y

es una función continua en {x0} × Y que es homeomorfo a Y (y 7→ (x0, y)).

Y → {x0} × Y → Y

�

Proposición A.8. Sean X,Y,Z espacios topológicos. Si f : X → Y

y g : X → Z son funciones continuas entonces la función f × g : X →

Y × Z, x 7→ (f(x), g(x)) es una función continua.

Lema A.1. (Lema de pegadura) Sean X,Y espacios topológicos, A,B

subconjuntos cerrados de X y f : A → Y, g : B → Y dos funciones continuas

tales que ∀x ∈ A∩B, f(x) = g(x); entonces f ∪ g es una función continua.

80



Demostración. Sea C ⊆ Y cerrado, entonces f−1(C) es cerrado en A

y g−1(C) es cerrado en B. Es decir, existen dos cerrados de X, M y N tales

que f−1(C) = M ∩A y g−1(C) = N ∩B, pero como A y B son cerrados en

X entonces M ∩ A y N ∩ B también son cerrados en X. Entonces tenemos

que (f ∪ g)−1(C) = f−1(C) ∪ g−1(C) = (M ∩ A) ∪ (N ∩ B) es cerrado en

X y es un subconjunto de A ∪ B, por lo tanto es cerrado en A ∪ B. Por la

proposición A.1 tenemos que la función f ∪ g es continua en A ∪ B. �

Lema A.2. (Número de Lebesgue) Sean (X, d) un espacio métrico y A

una cubierta abierta de X. Si X es compacto, existe un número real δ > 0

tal que para cada subconjunto de X con diámetro menor que δ, existe un

elemento de A que lo contiene.

DEM.- Si X es un elemento de A, entonces el resultado se sigue para

cualquier δ > 0. Por tanto, supongamos que X no es un elemento de A.

Elijamos una subcubierta finita {A1, A2, ..., An} de A. Para cada i tomamos

Ci = X \ Ai y consideremos la función f : X → R dada por

f(x) =
1

n

n
∑

i=1

d(x,Ci)

f(x) > 0 para todo x porque si x ∈ X, podemos escoger un i tal que x ∈ Ai

y entonces hay un ε tal que la bola de radio ε con centro en x está contenida

en Ai, aśı que ε ≤ d(x,Ci) y entonces ε
n
≤ f(x). Como f es continua, tiene

un valor mı́nimo y este es la δ que buscábamos: Sea B un subconjunto de

X cuyo diámetro sea menor que δ. Elijamos un punto x0 ∈ B, entonces B

está contenido en la bola de radio δ con centro x0. Ahora bien,

δ ≤ f(x0) ≤ d(x0, Cm)

donde d(x0, Cm) es el mayor de los números d(x0, Ci). Entonces la bola de

radio δ y centro x0 está contenida en el elemento Am = X\Cm de la cubierta

A.

Proposición A.9. Sea D un conjunto no vaćıo de espacios topológicos

ajenos dos a dos. Entonces

τ = {u ∈ P(∪D) | ∀x ∈ D((u ∩ x) ∈ τx)}

es una topoloǵıa en
⋃

D (τx es la topoloǵıa de x).

Demostración.

⋃

D ∈ τ porque (
⋃

D) ∩ x = x para cualquier x ∈ D.

En palabras, el total intersectado con los totales es abierto porque cada total

es abierto en śı mismo. El vaćıo intersección lo que sea es vaćıo y está en todas
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las topoloǵıas. Sean A ⊆ τ y x ∈ D. Entonces (
⋃

A)∩x =
⋃

{y∩x | y ∈ A},

y entonces como cada y ∩ x es abierto en x, pues la unión es abierto en

x, y como x era arbitrario
⋃

A ∈ τ. Sean u,w ∈ τ y x ∈ D, entonces

(u ∩ w) ∩ x = (u ∩ x) ∩ (w ∩ x). �

Proposición A.10. Sean (VK ,K) un complejo simplicial y

A = {α : VK → I | α−1[(0, 1]] ∈ K ∧

∑

v∈VK

α(v) = 1}.

Entonces la función d : A × A → R definida por la ecuación:

d(〈α, β〉) =

√

∑

v∈VK

(α(v) − β(v))2

es una métrica para A.

Demostración. d(〈α, β〉) ≤ d(〈α, γ〉) + d(〈β, γ〉) porque

2(α(v) − γ(v))(γ(v) − β(v))(α(u) − γ(u))(γ(u) − β(u)) ≤

(α(v) − γ(v))2(γ(u) − β(u))2 + (α(u) − γ(u))2(γ(v) − β(v))2.

y

(
∑

(α(v)−γ(v))(γ(v)−β(v)))2 = (
∑

(α(v)−γ(v))2(γ(v)−β(v))2)+2(
∑

(α(v)−

γ(v))(γ(v) − β(v))(α(u) − γ(u))(γ(u) − β(u)))

entonces

(
∑

(α(v)−γ(v))2)(
∑

(γ(v)−β(v))2)− (
∑

(α(v)−γ(v))(γ(v)−β(v)))2 =
∑

(α(v)−γ(v))2(γ(u)−β(u))2−2(α(v)−γ(v))(γ(v)−β(v))(α(u)−γ(u))(γ(u)−

β(u)) + (α(u) − γ(u))2(γ(v) − β(v))2

Por lo tanto

(
∑

(α(v) − γ(v))2)(
∑

(γ(v) − β(v))2) ≥ (
∑

(α(v) − γ(v))(γ(v) − β(v)))2

pero como ambos lados de la desigualdad son no negativos tenemos que
√

(
∑

(α(v) − γ(v))(γ(v) − β(v)))2 ≤

√

(
∑

(α(v) − γ(v))2)(
∑

(γ(v) − β(v))2)

y entonces
∑

(α(v) − γ(v))(γ(v) − β(v)) ≤

√

(
∑

(α(v) − γ(v))(γ(v) − β(v)))2 ≤
√

(
∑

(α(v) − γ(v))2)(
∑

(γ(v) − β(v))2)

lo cual implica que
∑

v∈VK

2(α(v)−γ(v))(γ(v)−β(v)) ≤ 2
√

∑

v∈VK

(α(v) − γ(v))2
√

∑

v∈VK

(β(v) − γ(v))2

Y de este modo, al sumar a ambos lados de esta desigualdad
∑

(α(v) −

γ(v))2 +
∑

(γ(v) − β(v))2

obtenemos que

82



∑

v∈VK

(α(v) − γ(v))2 + 2(α(v) − γ(v))(γ(v) − β(v)) + (γ(v) − β(v))2 ≤

(
∑

(α(v)−γ(v))2)+2
√

∑

v∈VK

(α(v) − γ(v))2
√

∑

v∈VK

(β(v) − γ(v))2+
∑

(γ(v)−

β(v))2

pero el lado izquierdo de esta desigualdad es igual a
∑

v∈VK

(α(v) − β(v))2

y el lado derecho es igual a

(
√

∑

v∈VK

(α(v) − γ(v))2 +
√

∑

v∈VK

(β(v) − γ(v))2)2

y como ambos lados de la desigualdad son no negativos, tomando raices

cuadradas obtenemos que

√

∑

v∈VK

(α(v) − β(v))2 ≤

√

∑

v∈VK

(α(v) − γ(v))2 +

√

∑

v∈VK

(β(v) − γ(v))2

�

Proposición A.11. Sea (VK ,K) un complejo simplicial y sea

A = {α : VK → I | α−1[(0, 1]] ∈ K ∧

∑

v∈VK

α(v) = 1}

con la métrica

d(〈α, β〉) =

√

∑

v∈VK

(α(v) − β(v))2.

Entonces cada función f̂ : ∆n
→ |sk| es una isometŕıa.

Demostración. Sean
∑

λivi,
∑

µivi ∈ ∆n, entonces su distancia usual

es
√

∑

(λi − µi)2.

Ahora, sus imágenes bajo f̂ son α = {〈x, y〉 ∈ VK × I | (x = f(vi) ∧ y =

λi) ∨ (x /∈ f [vert(∆n)] ∧ y = 0)} y β = {〈x, y〉 ∈ VK × I | (x = f(vi) ∧ y =

µi) ∨ (x /∈ f [vert(∆n)] ∧ y = 0)} entonces

d(〈α, β〉) =

√

∑

v∈VK

(α(v) − β(v))2

pero esto es igual a
√

∑

(λi − µi)2.

�
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[Armstrong] Armstrong, G. P., On the fundamental group of an orbit space Proc. Camb.

Phil. Soc. (1965), 61, págs. 639–646..
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