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Resumen

En mecédnica cudntica, para particulas escalares, cargadas, en presencia de
campos electromagnéticos, Aharonov y Bohm predijeron un efecto de interfer-
encia debido al movimiento de particulas cargadas en regiones donde E y B son
nulos, pero no el potencial de norma. Se tienen generalizaciones del efecto a los
casos en que el grupo de norma es no abeliano, es decir en teorias de Yang-Mills.
Aqui se analiza la clasificacién de los haces fibrados principales correspondientes

a dicho efecto en los casos en que el grupo de norma es U(1), SU(2) y SU(3).






Introduccion

En mecénica clasica, la interaccién de particulas cargadas con el campo elec-
tromagnético es local, a través del acoplamiento de la carga eléctrica de las
particulas con los campos eléctrico E y magnético B, lo cual estd expresado en

la fuerza de Lorentz (h, ¢ = 1):
F=¢g(E+ vxB)

que es la fuerza sobre una particula de carga ¢ debida a un campo electro-
magnético.
Los campos eléctrico y el magnético se relacionan con los potenciales vector

A y el escalar ¢ por:

O0A
E = —— —
ot Vo
B = VxA.

A y ¢ son consideradas cantidades auxiliares, en términos de las cuales E y B

son expresadas de forma invariante ante transformaciones de norma:
1
Ay— A+ EOHA (1)

con Ay = ¢ y A una funcién del espacio-tiempo escalar, real y diferenciable (al
menos de clase C?). Por eso es usual decir que el tinico efecto fisico de un campo
electromagnético sobre una carga es la fuerza de Lorentz y ésta solo existe en
regiones donde E y/o B no son cero.

En mecédnica cudntica, para particulas escalares, cargadas, en presencia de
campos electromagnéticos, las ecuaciones son escritas en términos de los poten-

ciales y no de los campos. Y ya que la invariancia de norma se mantiene en el



Introduccion

caso cuantico, se pensd que los potenciales eran cantidades simplemente auxil-
iares como en el caso cldsico. Pero Aharonov y Bohm predijeron un efecto de
interferencia debido al movimiento de particulas cargadas en regiones donde E
y B son nulos, pero no A y ¢, lo que significa un efecto no local invariante de
norma, que en el caso magnético, depende del flujo del campo en una region
inaccesible para las particulas.

A lo largo del tiempo se han hecho extensiones al caso en que los campos de
norma se transforman bajo un grupo no abeliano, es decir en las teorias llamadas
de Yang-Mills.

Una parte importante que hay que recalcar es que tanto en el caso abeliano,
como en los de Yang-Mills, los efectos toman parte en una regién del espacio
que es multiplemente conexa, lo que implica usar la parte de las matematicas
concerniente a la topologia para lograr una buena descripcién de dichos efectos.

En los siguientes capitulos se va a dar una nocién general, tanto del efecto
abeliano, como de los no abelianos y determinar la clasificacién, por isomorfis-
mos, de los haces fibrados principales correspondientes. Razén por la cual, dichos

capitulos se estructuran de la siguiente forma:

Capitulo 1 Se establecen algunas definiciones matematicas ttiles para desar-

rollar la teoria de haces fibrados necesaria en los dos capitulos siguientes.

Capitulo 2 Se estudia el caso del efecto abeliano, determinando la clasificacién

de los haces fibrados principales sobre el espacio base correspondiente.

Capitulo 3 Se explican aspectos muy generales de las teorias de Yang-Mills,
para después describir un poco el efecto en este tipo de teorias y, por
ultimo, se hace la clasificacién de los haces fibrados principales correspon-

dientes a los casos en que los grupos de norma son SU(2) y SU(3).



Capitulo 1
Definiciones principales

La geometria diferencial se ha convertido en una herramienta cada vez maés
usada en la fisica tedrica lo que ha llevado a una mayor simplicidad y a un
entendimiento mas fundamental de la fisica. Las dos teorias donde se hace mas
evidente el uso de dicha herramienta es en relatividad general y en las teorias
de norma.

En este capitulo se establecen las definiciones matematicas basicas para en-
tender desde otro punto de vista los espacios utilizados en la fisica, simetrias,
campos de norma y algunos términos ya familiares como vector, tensor y campo

vectorial.

1.1. Relacién de Equivalencia

1. Una relacién R sobre un conjunto X es un subconjunto de X x X. Se
dice que z € X estd relacionado a y € X (denotado zRy) si el par (x,y)
pertenece a R C X x X.

2. Una relacién R sobre un conjunto X se llama relacién de equivalencia
si es:
= Reflexiva: tRx, Vax € X.
= Simétrica: si xRy = yRx, Vuz,y € X.

= Transitiva: si xRy y yRz = xRz, Vax,y,z € X.
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3. Sea X un conjunto donde existe una relacién de equivalencia, la clase de

equivalencia de z € X para la relacién R es el conjunto:
E(z,R) ={y € X| zRy}.
Las clases de equivalencia tienen las siguientes propiedades:
» Todo E(x, R) # 0.

» y€ E(x,R) <z € E(y,R) con x,y € X.

» FE(z,R) y E(y,R) o son idénticos o no tienen elementos en comun.
4. Sea F una familia de clases de equivalencia, entonces:

= Todo conjunto de F es no vacio.
= Todo z € X pertenece a uno y solo un conjunto de la familia.

= 1 estd relacionado con y si y solo si x y y pertenecen al mismo conjunto

de la familia F.

1.2. Espacio Topolégico

1. Una métrica en un conjunto X es una funcién d : X x X — R que satisface
las tres condiciones:
= d(z,y) =d(y,x), Vz,yeX.
» d(z,y) >0, eigualacero =y, Vz,yecX.

= d(z,y) <d(z,z) +d(2,y), Va9 z€X.
2. Un conjunto X junto con su métrica se dice que es un espacio métrico.

3. La coleccion de todos los conjuntos abiertos 7; en un espacio métrico
X es llamada la topologia 7 asociada al espacio y posee las siguientes
propiedades:

s )y Xer.
s Vr,mer, nlrner.

V7, mET, T2 €ET.
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4. El conjunto X junto con la topologia 7 es un espacio topoldgico.

5. Un espacio topoldgico es de Hausdorff si V z,y € X siempre existen

dos abiertos 7, y 7, conteniendo a x y a y respectivamente, tales que

T 1y = 0.

6. Un espacio topolédgico se dice que es conexo si no puede ser escrito como

la union de dos conjuntos abiertos disjuntos.

7. Sean dos espacios topoldgicos X y Y. Una funcién f : X — Y es un
homeomorfismo si:
= f es biyectiva.
» fy f~! son continuas.

8. Un espacio topolégico se dice que es conexo si no es una unién de dos

abiertos disjuntos no vacios.

9. Un espacio topolégico X se dice que es arco-conexo si dados dos puntos

cualesquiera p, ¢ € X existe una funcién continua f del intervalo [0,1] a
X que cumple f(0) =py f(1) =q.

1.3. Variedad Diferenciable

Se dard por hecho que M es un espacio topolégico de Hausdorff conexo.

1. Una carta coordenada m—dimensional en un espacio topolégico M es un
par (U, ¢), donde U es un subconjunto abierto de M y ¢ es un homeomor-

fismo de U a un subconjunto abierto de R™.

2. Un atlas de dimensién m sobre M es una familia de cartas coordenadas

m—dimensionales, (U;, ¢;) tales que:

= M es cubierto por toda la familia, es decir: M = |J, U;.
» Cada funcién de transicién ¢; o ¢; ! ¢;(U; NU;) — ¢;(U; N\ Uj) es

de clase C*°.
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Una variedad diferenciable M es un espacio topolégico que estd equipa-

do con un atlas.

Un punto p € U C M, respecto a la carta (U, ¢), tiene asociado el punto
(z'(p), 2*(p), ..., 2™(p)) € R™, donde las funciones z : U — R (con
pw=1, ..., m)estdn definidas en términos de los operadores de proyeccién
u? : R™ — R como:

z"(p) = u" (¢(p)) -

A los nimeros z#(p) se les llama las coordenadas de p.

Una funcién f: M — N, con M y N dos variedades diferenciables, es un

difeomorfismo si:

= f es biyectiva.

» fy f!son de clase C.

Una curva 7 sobre una variedad M es una funcién de clase C* que va de

un intervalo abierto en R a M.

7. Una derivada en un punto p € M es una funcién v : C*>°(M) — R definida

porl:

_df(v(A)
v(f) = A N

(con 7 una curva sobre M con pardmetro Ay Ag el punto donde v(\g) = p)
tal que:

w v(af+9g)=av(f)+v(g), Vf,geC®M)yacR.

= v(fg) = f(P)v(g) + g(p)o(f), VY [fgeC™(M).
El espacio tangente a M en el punto p € M, denotado T,M, es el

conjunto de todas las derivadas en p, que es un espacio vectorial real con

las definiciones:

(v1 +v2)(f) = wlf)+v(f)
(av)(f) = av(f)
Vo,veeT,M, feC®(M)yacR.

L0 (M) es el espacio de todas las funciones de M a R infinitamente diferenciables.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

El conjunto de m derivadas en un punto p € M, para una carta (U, ¢),

definidas como:

0 > 0 1
a0 fE(a)f:—ngb ’ ,LL:]., y M
<8m“ » Hop Out 5(0)
forma una base para T}, M.
Siv € T,M, entonces
v = Z Uﬂ (aﬂ)p
p=1

donde las componentes v# de la derivada v € T, M respecto al sistema

coordenado {xl, 2, ..., a:m} estan definidas como:

vhi=w(at) = % (x* o v)(N)

A=Xo

Sean M y N dos variedades, sea si h : M — N y sea v € T,M, la
funcién “push forward” h, toma valores en T, M y los lleva a Tj;,) N. Una

propiedad de la funcién h, es que es lineal.

Un vector cotangente en un punto p € M es una funcién k : T,M — R,

lineal, cuyo valor al actuar sobre T}, M se escribe k(v).

El espacio cotangente en p € M es el conjunto T,y M que consta de todas
las funciones lineales de T, M a R, es decir, es el espacio vectorial dual de
T,M. La base dual se denota {(dz'),, ..., (dz™),} y se define por:

(dz")p ((9y)p) =03,

Vo, v=1,..., m. Entonces cualquier k € Ty M se puede expandir como:

NE

E= 3 ku(da?),, con k= k((0),).

1

I

La funcion h* : T}

h(p)N — T;M es el dual de h,.
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1.4.

Campos Vectoriales y Formas Diferenciales

Un campo vectorial X en una variedad M es una funcién de C*°(M) a
C>°(M) que es lineal. La imagen de f € C*°(M), X(f), esté definida por:

(X(F)p) == Xp(f) €R,

con X, € T,M. De este modo se dice que el campo vectorial X asigna
un vector tangente a cada punto p € M. El campo X tiene las siguientes

propiedades:

» X(af +9) =aX(f)+X(g9) Vf geC®M)ya€cR.
= X(fg9) = fX(9) +9X(f) V[ geC®M).

Entonces X es como una derivada de funciones en C>°(M). Al conjunto

de todos los campos vectoriales sobre M se le denota Vect(M).
Sean X y Y dos campos vectoriales sobre M y a € R, definiendo:
(X +Y)f =aX(f)+Y(f)

V f € C®°(M), Vect(M) adquiere la estructura de espacio vectorial real,
denotado V{ld(M).

Sean X y Y campos vectoriales sobre M y g, h € C°°(M), se puede definir

un nuevo campo gX + hY mediante:

(9X +hY)[f(p) = g(p)Xp(f) + h(p)Y,(f)

Vpe My feC®(M) con lo que se tiene un médulo de campos sobre el
anillo C*(M).

Sea (U, ¢) una carta en M, entonces V p € U:

X(Hp)= DX | (Np) =D X(a")(p) (), f

A las funciones X* se les llama las componentes del campo vectorial X.
Los campos {0, } son linealmente independientes y forman una base para
Vild(M).
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5.  Se define el conmutador de dos campos vectoriales como:
(X, Y]=XoY —-YoX

que es lineal Yy €s un campo VectoriaIQ, cuyas componentes Son:
m m

X, Y]' =X, Y](@") =) _X"9,Y" =Y Y9, X"
v=1 v=1

y que satisface:

- [X, Y] = [, X).

(XY, Z)) 4 Y, (2, X]|+ 2, [X, Y]] =0.
VX,Y, Z campos sobre M.

6. Una 1-forma w sobre una variedad M es una funcién de Vect(M) a

C>(M) que es lineal sobre C*°(M), y esta definida por:
w(X)(p) == wp(Xp) €R

es decir, es una asignacién suave de un vector cotangente w,, a cada punto
peM.

7. Sean w y k dos 1-formas sobre M y a € R, definiendo:

(w+r)X = wX)+k(X)
(aw)X = aw(X)
V X € Vect(M), el conjunto de todas las 1-formas sobre M (denotado

Q' (M)) adquiere la estructura de espacio vectorial real. Si ahora se define

la multiplicaciéon de una 1-forma por una funcién suave como sigue:

(fw)X = fu(X)

QY (M) adquiere la estructura de modulo sobre C*°(M). La base {dz*}
para las 1-formas, en una representacion de coordenadas locales, se define
por:

dz*(9,) = o

*La composicién estd definida como: X oY = X(Y) y es lineal, pero no es un campo

vectorial.
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10.

11.

12.

con lo que cualquier 1-forma se puede escribir como:
m
_ H P
w= E wudat,  con wy i=w(0y).
pn=1

Se puede generalizar la nocién de vector cotangente al caso en que tome val-
ores en T, M y los lleve a un espacio vectorial real general V. Una 1—forma

que asigna este tipo de vectores se llama una 1—forma V —evaluada.

Si w es una 1—forma sobre N, el “pull-back”de w es la 1—forma h*(w)
sobre M definida por:

W (w)(X)(p) = (B (w))p(Xp) := (W)n(p)hs (Xp)
para todos los puntos p € M y todos los vectores tangentes X, € T, M.

El producto tensorial V' ® W de dos espacios vectoriales reales V' 'y W
es el espacio vectorial formado por todas las funciones bilineales del tipo
v@w:V xW* =R (conveV,weWyV*y W los espacios duales
de V' y W, respectivamente) definidos por:

(v@w) (k1) = k(v)l(w)
conkeV*yleWr

Un tensor de tipo (7, s), con 7, s > 0, en un punto p € M es un elemento

del espacio producto tensorial?:
Ty°M =@ "TyM @ @*T; M
es decir, es un mapeo multilineal:
x"Ty M x x*T,M — R.
Como casos especiales se tienen: Tg’lM =T,My Tpl’OM =T,M.
Un campo tensorial (7, s) es una funcién:
x"QH M) x x*VHd(M) — C*(M)

que asigna un tensor del tipo (r, s) a cada p € M.

3®"V significa multiplicar (con el producto tensorial) r veces el espacio V
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13. Una n—forma es un campo tensorial w del tipo (0, n), 0 < n < dimM,
que es totalmente antisimétrico, es decir, que para cualquier permutacién

P de los indices 1,2,...,n:
w(Xl, XQ, ey Xn) = (—l)degpw(XP(l), ey XP(n))

donde X; (con ¢ = 1,...n) son campos vectoriales arbitrarios sobre M y
degP es el grado de permutacion P, es decir 0 si P es par y 1 si P es
impar. El conjunto de todas las n—formas sobre M se denota Q" (M), con
QO(M) el espacio de las funciones en C*°(M).

14. Se pueden construir n—formas a partir del producto wedge de n 1—formas,

el cual se define:
= Para dos 1—formas wy y ws como la 2—forma
W1 N\Nwo i= w1 ®wo —wa ®wi
= Para tres 1—formas wi, wo y w3 como la 3—forma

wi AW ANws = W Qw2 Qw3 +wr®w3®wi + w3 ®wi ®ws

— W R®w Pws —w3®@uwy@w —w; ®wgQ wsy
s Para n 1—formas como la n—forma

P WAAN VN Z (_1)dengP(1) Qwp2) @ ... dwWpp)

permutaciones P

15. Siendo {dz*}una base para Q(M), una base para Q" (M) es
{dz"* A ... AdaFr}

que consta de C]" = - elementos (con m = dimM). En esta base

m!
n!(m—n)!

una n—forma se puede escribir

1

1

! Tl ] A A A dat
n: n!

_ 1 degP
donde Wing.pn] = 7l Zpermutaciones P(_l) & WP(p1)...P(pn)-

16. Siwe Q"(M)y ke QP(M), la (n+ p)—forma w A &:
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" WAKE= m(w ANE) g oo o) AT A oA AT Ad AL A datP
+
- (w N K)[ul...unul...up} = Cﬁ pw[ul...un Kuq..vp]

s wAR=(-1)"PKAw
17. Se define la derivada exterior como el conjunto tinico de mapeos:
d: QM) — Q""(M)
tal que las siguientes propiedades se cumplen:

o d: QM) — QY(M) para cualquier funcién f € Q°(M) es:

» d(ew + k) =cdw+de Vw, k€ Q"(M) y c e R.
» d(wAK)=dwAk+(—1)"wAdk para todaw € Q"(M) y k € QP(M).
» d(dw) = 0 para toda w € Q"(M).

1.5. Homotopia

1. Sean M y N dos espacios topoldgicos y sean f, g : M — N dos funciones
continuas. f es homotépica a g 4 (se denota f ~ g) si existe una funcién

continua h : M x [0,1] — N tal que para todo p € M :

h(p,0) = f(p)
h(p,1) = g(p)

2. Sean f y g dos funciones continuas del espacio M al N y sea U un sub-
conjunto de M, f es homotépica a g relativa a U (f ~grelU)si f~gy
si para h: M x [0,1] — N:

h(po, A) = f(po) = 9(po)

VAel0,1]ypoeU.

4 Homotopta es una relacién de equivalencia y puede usarse para dividir espacios en clases

de equivalencia llamadas clases de homotopfa.
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3. La funcién constante ¢ : M — N, con ¢(p) = qo para un gp particular y
toda p, siempre se puede definir y cualquier funcién homotdpica a ¢ se dice

homotdpica a una constante.

4. Para un espacio M si la funcién identidad, i : M — M, i(p) = p es

homotdpica a una contante, se dice que M es contraible.

5. Dos espacios M y N se dicen del mismo tipo homotépico® si existen fun-

ciones f: M — Ny g: N — M tales que:

= go f: M — M es homotdpica a la identidad en M.

= fog: N — N es homotdpica a la identidad en N.
6. Una trayectoria en una variedad diferenciable M es una funcién:
a:[0,1] - M
de clase C*°, con «/(0) el inicio y «(1) el final.

7. Una trayectoria se dice cerrada si a(0) = (1) (a este punto se le llama

punto base).
8. La inversa de una trayectoria es la funcién a=! = a(1 — \) con A € [0, 1].

9. La trayectoria «, se llama nula si «(\) = po para algin pg € M y
VA elo,1].

10. Dadas dos trayectorias a y 3 tales que a(1) = 3(0), la trayectoria producto

se define como:

ax(3:[0,1] - M

@+ BN ={ I
2

B(2A —1)

11. Dos trayectorias oy [ son homotépicas si o ~ [ rel {0,1}.

SLa relacién mismo tipo homotdpico es de equivalencia y por lo tanto hay clases de tipo

homotépico para espacios.
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12.

13.

14.

1.6.

1.

Las trayectorias cerradas sobre un espacio M y con punto base pg se dividen
en clases de equivalencia bajo homotopia relativa, las cuales forman un
grupo, el grupo fundamental, que se denota 71 (M, pg), con el producto

entre clases definido por:

[ [6] = [ G].

El elemento identidad es la clase de una trayectoria nula y el inverso de
una clase es la clase de la trayectoria inversa. En el caso de un espacio
arco-conexo M el grupo w1 (M, po) es independiente del punto base pg y se

denota simplemente 71 (M ).

Un espacio arco-conexo para el cual 71(M) consta solo de la identidad, se

dice que es simplemente conexo.

Sea M, := C(S™, M) el conjunto de mapeos continuos de la n—esfera, S™,
a un espacio topolégico M. Decimos que M es n—conexo si M,, (con su

topologia estandar) es conexo por trayectoria.

Grupos de Lie

Un grupo de Lie, real, G es un conjunto que es:

= Un grupo en el sentido algebraico usual (con la operacién ):

e Cerrado.

e Asociativo.

e decGtalqueVgeG: gxe=exg=yg.

e JglecGtalqueVgeG: gxg =g lxg=e.

= Una variedad diferenciable con las siguientes propiedades:

e Tomar el producto de dos elementos es una operacién suave, es

decir, la funcién p: G X G — G, definida por

(91,92) — g1 * g2

es de clase C°°.
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e Tomar el inverso de un elemento del grupo es una operacién

suave, es decir, la funciéon ¢+ : G — G, definida por:

g gt

es de clase C°°.

2. Un grupo de Lie es compacto si como espacio topolégico lo es 6.

3. Un algebra de Lie se define como un espacio vectorial real £ con una
funcién bilineal £ x £ — L, denotada (A, B) — [AB], que satisface para
todo A, By C en L:

» Antisimetria: [AB] = —[BA|.
» Identidad de Jacobi: [A[BC]]+[B[CA]]+[C[AB]]=0.

4. Latraslacién izquierda de un elemento de un grupo es la funcién [, definida
por l4(¢') = gg'. Similarmente la traslacién derecha se define por r4(g") =
9.

5. Sean M y N dos variedades, sea h : M — N, y sean X y Y dos cam-
pos vectoriales sobre M y N, respectivamente. Se dice que X y Y estan
h—relacionados, si para todos los puntos z € M: h.(X;,) = Y. En el
caso de que las variedades son un grupo de Lie G, y la funcién sea la
traslacién derecha o izquierda de G, se dice que un campo vectorial sobre

G es invariante por izquierda, si estd [;,—relacionado con él mismo para

todo g en G: 4 (Xy) = Xgg.

6. El conjunto de todos los campos vectoriales invariantes por la izquierda

sobre un grupo de Lie G es un espacio vectorial real.

7. Existe un isomorfismo entre el espacio tangente al elemento identidad de
G, T.G, y el conjunto de todos los campos vectoriales invariantes por la
izquierda sobre G: A — X4 donde A € T,G y X* es un campo vectorial
sobre (G, definido por Lg‘ = lg+ A, para todo g € G. T, G se conoce como
el algebra de Lie de G, g.

5Un espacio topolégico es compacto si es de Hausdorff y si de cualquier cubierta de él es

posible seleccionar una cubierta con un nimero finito de conjuntos.
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10.

11.

12.

13.

Sea G un grupo bajo * y V un espacio vectorial. Una representacién p del
grupo G sobre V' es un homomorfismo entre grupos, de G a Gy, donde
Gy es un subconjunto de transformaciones lineales de V a V. Si G es un
grupo de Lie y g su algebra, dada la representacion p : G — Gy, existe

0:g — gy, donde gy es el dlgebra de Lie asociada a Gy .

La representacion adjunta de un grupo de Lie GG es la representacion de G

sobre el espacio vectorial g (el dlgebra de Lie de G).

La representacién fundamental de un grupo de Lie es la representacion no

trivial, de menor dimensién, de dicho grupo.

Un grupo G tiene una accidon izquierda sobre un conjunto M si hay
un homomorfismo g — v, de G al grupo de biyecciones de M (denotado
Perm(M)). Entonces:

" Y.(p)=p, VpeM.

. (7920791)(1)):/792*91(]))? v91,92€G yp€M7.

Una accion izquierda de un grupo de Lie G sobre una variedad diferen-
ciable M es un homomorfismo de G a Diff(M) (con Diff(M) el grupo de
difeomorfismos de M) con la propiedad de que la funcién I' : G x M — M
definida por:

(9,p) = v9(p)

es una funcién suave que va de la variedad diferenciable G x M a M. En
términos de la funcién I', la accién izquierda queda dada por las condi-

ciones:
» I'(e,p) =p, VpeM.
» (g2, D(g1,p)) =T(g2% g1, ), Vg2, €G.

La accién de G (también llamada G—accién) es libre si Vp € M,

{9 € Glvy(p) =p} = {e}

"En una accién derecha se tiene un anti homomorfismo (en lugar de un homomorfismo) de

G a Perm(M), es decir, vg, © Vg, = Vg1 +go-
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14.

15.

1.7.

Esto quiere decir que dados dos puntos p y ¢ en M o no existe un g € G

tal que v4(¢q) = p o solo hay un tnico g € G tal que p = v4(q).

La érbita O, de la G—accién a través de p € M es el conjunto de todos

los puntos en M que pueden ser conectados a partir de p:
Op={qgeM[3Ige€G conq=r4p)}

Dada una G—accién sobre una variedad M, una relaciéon de equivalencia
en M es que dos puntos se dicen equivalentes si y solo si estan en la
misma 6rbita. Las clases de equivalencia que asi se obtienen son las érbitas.
El conjunto de clases de equivalencia se llama el espacio érbita de la
G—accién sobre M y se denota M/G.

Haces Fibrados

Un haz ¢ es un conjunto (E, 7, M) donde E y M son variedades difer-
enciales y m : E — M es una funcién de clase C*°. F se llama el espacio
total, M el espacio base, m la proyeccion y su preimagen F, es la fibra
sobre p € M. Una seccién transversal de un haz (E, 7w, M) es una funcién
s : M — FE tal que la imagen de cada punto p € M cae en la fibra £,
sobre p.

Un haz fibrado es un haz donde las fibras F, son todas difeomorfas a un

espacio comun F' llamado la fibra del haz.

El haz producto estd definido como (M x F, pr;, M) donde F es la fibra
(lamada fibra estdndar) y pry : M x F'— M la proyeccién definida por:

pry : (p, f) = p, conpe My fekF.

Una funcién entre haces (E, m, M) y (E’, 7/, M') es un par de funciones

(u, p) donde u: E — E'y ¢ : M — M’ tal que:
mou=gpom

Esto implica que (u, ¢) transforma fibras en fibras.
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10.

11.

Un isomorfismo entre haces (E, m, M)y (E’, 7/, M') es una funcién (u, ¢)

donde u y ¢ son biyectivas.

Dados dos haces con el mismo espacio base (aunque no mismo espacio total
ni proyeccién) la funcién (u, idas) es llamada una M —funcién de haces,

con idjs la identidad en M.
Un haz fibrado es trivial si es M —isomorfo al haz producto.

Dado § = (E, m, M) y N C M una subvariedad de M. Se define la restric-

cién de £ a N como el haz con espacio total:
Ely={qe E| 7(q) € M}
espacio base N y 7 restringida a N.

Se dice que un haz (E, m, M) es localmente trivial con fibra estandar F' si
para cada p € M existe una vecindad U alrededor de p y un isomorfismo
entre (E|y, 7y, U) y (U x F, m, U), mandando cada fibra E, a la fibra
px F.

Sea Z el conjunto de haces fibrados sobre M & con fibra F. Una relacién
de equivalencia R entre esos haces es que sean M —isomorfos. La clase de

equivalencia llamada clase de isomorfismos sobre M es el conjunto:

¢ = {n € E|{Rn}

El conjunto de clases de isomorfismos de haces sobre M con fibra F' se
denota Bp(M).

Sea P una variedad y G un grupo de Lie. Un haz fibrado principal,
denotado por (P, m, M), diferenciable, sobre M, con grupo de estructura
G, consiste de una variedad P y una accién de GG sobre P que satisface las

siguientes condiciones:

= (G actia libremente sobre P por la derecha: P x G — P es denotado

por (u, a) — ua.

8Con haz sobre M se quiere decir que el haz tiene a M como espacio base.
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12.

13.

14.

15.

1.8.

1.

= M es el espacio cociente de P por la relacién de equivalencia inducida
por G, M = P/G, y la proyeccién canénica w : P — M es diferencia-

ble.

= P es localmente trivial, esto es, cada punto z € M tiene una vecindad
U tal que la preimagen de m en U, 7(U) es isomorfa a U x G en el
siguiente sentido: existe un difeomorfismo ¢ : w(U) — U x G tal
que ¥(u) = (m(u), p(u)), donde ¢ es una funcién de 7(U) a G que
satisface p(ua) = ¢(u) - a para toda v € 7(U) y a € G.

El haz (M x G, pry, M) es un haz fibrado principal, bajo la accién derecha
de G: (p,g91)7g = (P, g1 * g) y se le llama el haz producto.

Una seccién transversal (global) de un haz fibrado principal, es una funcién,

s, del espacio base al espacio total, tal que 7(s(x)) =z Vo € M.

Sean U, y Ug dos abiertos de M, una funcién de transicién es un mapeo
Yag + Usy NUg — G. Tales funciones, cumplen que para todo x en la

intersecciéon U, N Ug N U,:
¢aﬁ (x) = Q/)a'y ('T)w’yﬁ ('T)
Esta condicién se llama condicion de cociclo.

Cualquier conjunto de funciones de transicién definido para una cubierta
{Uy} de M, que satisface la condicién de cociclo, determina de forma tinica

un haz fibrado principal.

La forma de conexién

Sea £ = (P,m, M) un haz fibrado principal. Sea T}, P el espacio tangente
a p € P. El subespacio vertical V,P de T),P se define como:

VpP = {re€T,Plr, =0}
dimV,P = dimg=dimG.
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Una conexién es una asignacion suave de un subespacio H,P de T,P en

cada p € P tal que:

T,P = V,P&H,P VpeP

Yee(HyP) = H, 2 P VYgeG

Y9(p)
Una 1-forma de conexién sobre P es una 1-forma evaluada en el algebra

de Lie de GG, que satisface:

wXY = A VAeg
Yyw) = adg1,w, esdecir, (y,w)(X)=adj1,w(X)

donde ady : G — G estd definido por adgg’ = 9dg 'y adgs« es un isomor-

fismo de g a si mismo.

Un vector horizontal se define entonces como:

v € HyP < wy(v) =0.

Sea {U,} una cubierta de M, sean o, un conjunto de secciones en el haz ¢,
definidas por o, (z) = Yoz (p) (p), donde x € Uy, p pertenece a la preimagen
de U, bajo la proyeccion 7, 7(Uy,), ¢u : 7(Us) — G,y @5 (p) € G es el
elemento inverso de ¢, (p). Y sean 1),z las correspondientes funciones de
transicion. Para cada «, se define una 1-forma sobre U, evaluada en g,

por:

Sea M de cuatro dimensiones, con coordenadas locales z, en U,. Sea w
una 1-forma sobre U,, que se puede escribir en sus componentes como:
W = Zu Aqp(z)dzt. La seccién o, se transforma por la accién de una

funcién g : M — G de la siguiente forma:

0';(.%') = Yg(z)Ca (.%')

entonces:

Y m
Wy = Agyde
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Y se tiene:
A, =g A g+9g g
Si se relaciona la transformaciéon y el cambio de seccién en el haz fibrado

principal, el potencial de norma naturalmente se convierte en las compo-

nentes de un objeto geométrico: una forma de conexién sobre P.

7. El “lift” X de un campo vectorial X sobre M es el campo horizontal sobre

P que se proyecta sobre X:

ﬂ*()zu) :Xﬂ(u) Yue P

8. Sean z* las coordenadas locales en una vecindad U,, sea o, una seccién

sobre Uy, el campo 0,, sobre U, tiene un lift 5# sobre 7(Uy):
gu‘u = O'a*au - XAauy

donde X“ex(*) denota el campo asociado a A,,(z) € gy u = 74. Identifi-
cando 04x0,, con d, y X Aar con Ay, se tiene la derivada covariante usual,

D, = 0, — Ay, que es una notacién corta para el lift de J,, en el punto

().

9. Se puede calcular [5,“ 51,] usando la expresion local D, = 9,,—A,,, obteniéndose
Dy, D)) = —(0,A, — 0, A, + [Ay, A]). El lado derecho de la ecuacién es
un campo vectorial sobre el espacio total escrito como un elemento del

algebra de Lie, denotado por:
Fu =0,A,—0,A,+ A, A

que es el campo de norma usual definido en U,. Entre U, y Ug se tiene

Fgu, = ad¢;é*Fauy.
10. Sea un conjunto de 2-formas:
1
F, = §Fawdm“ A dz”

evaluadas en el dlgebra, usando las funciones ¢,, de 7(U,) a G se construye

una 2-forma sobre el espacio total con valores en el dlgebra:

F = adw;1*(7r*Fa)
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11.

12.

13.

14.

15.

esta 2—forma es la llamada forma de curvatura, que en términos de la

forma de conexién se escribe:
1
F=dw+ §[w, w.

Sean X y Y campos sobre P, F(X,Y) = dw(X, Y) + 3[w(X), w(Y)] =

dw(Xp, Yy), donde X}, y Yy, son las partes horizontales de los campos.

Sea ¢ una r—forma sobre P, entonces D¢ es la (r + 1)—forma sobre P tal
que:

Do(X1, ...y Xog1) = dd(Xn1, ooy Xnry1)-

D es llamada la derivada covariante exterior. Nétese que D? # 0,

aunque d? = 0.

Usando la derivada covariante exterior, se tiene que F' = Dw, y aunque
D? # 0, siempre se cumple que DF = 0 para cualquier conexion. Esta es

la llamada identidad de Bianchi.

Sea ¢ el haz asociado a (P, m, M)¢ con fibra estdndar g, sobre la cual actia
G a través de la accién adjunta. Sea I'(§) el conjunto de secciones de &.
Sean X y Y dos campos vectoriales sobre M, los lifts X y Y son dos
campos vectoriales, invariantes por derecha, sobre P, entonces F ()Z' , 37) es

una funcién de P a g, con la propiedad de que

F()Z’i;”ua = ada—l*F(jZ’i;”U

9

Y se le puede asociar’ una seccién s de £. Se puede asociar a cualquier

conexién sobre P una 2-forma sobre M con valores en I'(§) por:

R(X,Y) =s.

El producto de dos g—formas a y (3, esta definido por

(o, B8) = /M tr(a A *f),

9Sea ¢ un haz fibrado principal con espacio base M, espacio total Py grupo de estructura G.

Sea F' una variedad sobre la cual actia G. Hay una correspondencia uno a uno entre secciones

transversales del haz asociado a £ (con espacio total F y fibra F') y las funciones ¢ : P — F

que tienen la propiedad: ¢(ua) = a ™ 'p(u) Vu € Py a € G.
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y en particular se tiene el producto
(R,R) = / tr(R A xR).
M

Pero en términos de componentes (R,R) = [F? es decir (R, R) es la

accién del campo de norma.

Notas bibliograficas

La mayoria de las definiciones en este capitulo se encuentran en el libro
Modern Differential Geometry for Physicists de Chris Isham, World Scientific,
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y parte de haces. Lo referente a formas diferenciales se puede encontrar en Gauge
Fields, Knots and Gravity de J. Baez y P. Munian, World Scientific, 1994. De
las ultimas dos secciones, los haces fibrados principales y la forma de conexién
fueron extraidos de The geometrical setting of gauge theories of the Yang-Mills
type escrito por M. Daniel y C. M. Viallet, Rev. Mod. Phys., 52, 175, 1980.. La
parte de homotopia se encuentra en Techniques and applications of path integral
integration de L. S. Schulman, Wiley N.Y., 1989, y en Topology and geometry
for physicists por C. Nash y S. Cen, Academic Press, 1983.






Capitulo 2

El haz del efecto

Aharonov-Bohm (abeliano)

2.1. Campos electromagnéticos (caso clasico)

El movimiento de particulas cargadas en presencia de campos electromagnéticos

estd gobernado por la ecuacion:
dp
T
donde p = mv es el momento mecanico de la particula con carga eléctrica ¢,

g(E + % x B) (2.1)

masa m y velocidad v = X. Los campos E y B se miden en el punto x al tiempo ¢
donde se encuentra la particula. La ecuacion 2.1 es la ecuacion de Euler-Lagrange

para la Lagrangiana L = Lg + Liyt, donde:

1
Ly = §mv2
L = LA
int — E 'V_Q¢'

La accién cléasica correspondiente a una trayectoria dada es:

to to to to
S = dtL = / dt(L() + Lint) = / dtLg + / dtLint = Sg + Sint-

t1 t1 t1 t1
Hay que notar que S es invariante de norma.

Si se define la 1-forma A = A, dz# (con dz® = cdt), entonces las componentes

de la 2-forma:

1 1
F=dA = 5(6;“4,, — 0,A,)dat ANda” = §Fuydx“ A dx¥



2. El haz del efecto Aharonov-Bohm (abeliano)

son precisamente los campos eléctrico y magnético. La ecuacion
dF =d?A=0

es una identidad, pero escrita en términos de E y B da las ecuaciones homogéneas

de Maxwell que son obedecidas por los campos:

V-B=0

10B
VXxE+-—=0
% +08t

asi que estas ecuaciones tiene un origen geométrico. El segundo par de ecuaciones

es dindmico y a partir de la densidad lagrangiana:
1 47
- pr o 20 1
L= 4CFWF + =2 AuJ
se obtienen las ecuaciones de movimiento para los campos:
0, Ft = 4—7TJ v
[0 e

o usando que la 4-corriente es J* = (cp, —J):

V-E = 4mp
VxB—la—E = 4—77.].
c Ot c

2.2. Campos electromagnéticos (caso cuantico)

En mecénica cudntica (no relativista), el movimiento de particulas cargadas
en presencia de campos electromagnéticos externos, esta gobernado por la ecuacién
de Schrodinger o por la integral de trayectoria de Feynman. En ambos casos es
el potencial de norma el que aparece en las ecuaciones y no E y B. Consideran-
do particulas escalares cargadas, la ecuacién de Schrodinger se obtiene de la

hamiltoniana clasica:

1 1 q
H=—p’+qp=-—(P—--A)P+q¢
2m 2m c

con P = p — ZA el momento canénico. Si se toma P +— —ihV y H — ih%, la

ecuaciéon de Schrodinger queda:
h2

indy— (g, C gy
ot 2m 2mc?

ihg

V-A+m—qA-v+q¢>¢. (2.2)
mc

2me
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La funcién de onda se transforma como:
, _igh
V' (t, x) = e he P(t, x) (2.3)
y junto con la transformacién de norma: A, — A, + %@A, son una simetria de
(2.2), es decir A, y ¢’ también obedecen (2.2). En cada (¢, x), e e pertenece
aU(1).

Desde el punto de vista de integral de trayectoria, el propagador K (t',x'; ¢, x)
(que da la amplitud de probabilidad de que una particula se propague del punto
(t,x) al punto (¢',x’), con t < t') estd dado por:
x(t')=x'

)
K, x';t,x) = / —
x(t)=x h

x(t")=x' i t/ 1 q
= / Dx(1)exp | — / dr (—m)'(Q +-A-v— q¢> (2.5)
x(t)=x h t 2 C

/x(t/)x/ D ( ) i /t' 4 1 9 Zq t/ A ok (2 6)
= x(7)exp [ = T-mx° | exp | — x .
x(t)=x h t 2 he t g

donde la integral [ Dx(7)--- es sobre todas las trayectorias continuas en el espa-

Dx(7) exp [ (So + Sint)] (2.4)

cio tiempo que unen los puntos (t,x) y (¢,x’). Una vez conocido el propagador
y si se conoce la funcién de onda en (¢,x), se puede entonces conocer en (t',x")

de la siguiente forma:

Pt x') = /dgx K, x';t,x)¥(t,x).

Restringiendo todo a campos magnéticos estéticos, es decir, a ¢ = 0y
A(t,x) = A(x), con x¢ un punto de referencia arbitrario, la integral f:o A(x')-
dx’ es independiente de la trayectoria de integracién de xg a x y si 1y es una

solucién de:

h

9 ,
Zhawo = —%V o
se puede mostrar que
$(t,%) = exp (h—q | aw): dx') Yolt, %) (2.7)
X0

es una solucién de (2.2).
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La condicién de independencia de trayectoria lleva a la condicién de que no
haya ningin campo magnético presente, ya que si [ A - dx dependiera de la

trayectoria, entonces para un par de trayectorias v y ~/de (t,x) a (t’ ,x/ ),

/A-dx—/A-dx = /A-dx+/ A-dx:j{ A -dx
gl v v s (=)
= /da-(VxA):/da-Bzé%O
3 3

donde ¥ es cualquier superficie con frontera v U (—7’). Entonces la suposicién
(2.7), para resolver (2.2) sélo se puede aplicar en regiones simplemente conexas

sin campo magnético presente.

2.3. El efecto Aharonov-Bohm

En 1959, Aharonov y Bohm propusieron un experimento para probar en
mecdanica cudntica, el acoplamiento de cargas eléctricas con campos electro-
magnéticos a través de una interaccion local con el potencial electromagnético
Ay, pero no con los campos. Como se vio antes no puede existir efecto fisico, a
menos que existan campos eléctricos y/o magnéticos en algin lugar, aunque no
se interpongan necesariamente a la funcién de onda de las particulas.

Considérese el experimento de doble rendija con electrones:

S es la fuente, P es el lugar donde inciden los electrones, L es la distancia
que separa la pantalla de las rendijas de la pantalla de incidencia. La distancia

entre las rendijas 1 y 2 es d. El plano que se muestra es el plano = — y.
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Debido a la naturaleza de onda de los electrones, como no se puede detec-
tar por donde pasan, producen un patrén de interferencia caracteristico. Si la

longitud de onda es A, la diferencia de fase de las dos rendijas es:

a
6= 27TX
siz <L = a= 7d entonces ¢ = 2772—‘;\, teniéndose el maximo cuando d = 27n
y el minimo en (2n + 1)m.
La idea de Aharonov y Bohm fue introducir un pequeno solenoide detras de

la pared entre las rendijas:

I T Z\7P
V

Hay lineas de campo magnético B dentro del solenoide pero no afuera, asi que
mientras el solenoide tenga un radio lo suficientemente pequernio, los electrones
viajan en una regién libre de campo.

El campo magnético que se requiere es:

B.=B,=0
dentro : " v
B,=B
fuera : { B=0
en coordenadas cilindricas.

La forma de A que da dicho campo es:

{ A=A, =0
dentro : B
Ap =5

. { A=A, =0
uera : )
Ap = BQIE
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donde R es el radio del solenoide.

Por otro lado, la funcién de onda del electrén en el espacio libre es:

i .
v =loles (301 = llexplia)
y el efecto de un campo electromagnético es cambiar:
P — p—€A

donde e es la carga del electrén. La fase a de la funcién de onda entonces cambia
como:
e
a—a——-A-r
h
y el cambio en la fase sobre una trayectoria entera es:

e
Aa=—— / A -dr
h trayectoria

sobre las trayectorias I y Il entonces se tiene:

Aa; = —%/A-dr
I

AO[[[ = —% A -dr
17

y el cambio en la diferencia de fase § es

AS = AO[] — AOJ[[

- ¢ A-dr=2< V x A -ds
h I71—-I I71—-I
(& [

- S B.as=%0
hd/ >~

donde @ es el flujo de campo magnético a través del solenoide. El patréon de

interferencia entonces se mueve por:

IAng = LA eg

Ap = 22
T ord ordh

El efecto neto es que la presencia del solenoide causa un corrimiento en el patron
de interferencia, aunque los electrones solo se muevan en regiones donde no hay

campo magnético.
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2.4. El haz

En el experimento anterior, la idea de un solenoide infinitamente largo hace
el problema bidimensional. Que el solenoide se suponga impenetrable para los
electrones, corresponde matematicamente a una regién que no es simplemente
conexa. Y desde el punto de vista de integral de trayectoria, la funcién de onda
estd compuesta principalmente de dos partes: las clases de homotopia corre-
spondientes a las trayectorias I y II, denotadas [y] (paraI) y [y/] (para II). Si la

funcién de onda en la fuente S es g, en el punto P estda dada por:

i ile| i , ile| dx
vp = [ []DX€ESO(’\/)6—}»LCf,YA.dx+ [ }DxeﬁSO(V)e_ o fﬂ/,Ad Vs
ol v
_ile|

= TR Ayl 1)+ PR (1)]
donde:
by = [ pretsion,
[v]

Vp(II) = / Dx ei$0 g
[v']

7{ A -dx = /da-B:<I>
YU(=") by

h
q)o = 27T—C.
le]

Entonces la probabilidad de encontrar al electréon en P es proporcional a:

62 = (R + WU + 2Re (" Fo g (10 (1))

lo que muestra un efecto de interferencia desplazado con respecto a aquel sin el

campo magnético. Este es el efecto Aharonov-Bohm, que es:
= Invariante de norma, ya que B y ® lo son.

= No-local, ya que depende del campo dentro del solenoide, donde no pueden

penetrar los electrones.

= Cudntico, ya que clasicamente las ecuaciones de movimiento solo involu-

cran a los campos.
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= Topoldgico, ya que los electrones no se mueven en una region del espacio

que no es simplemente conexa.

El grupo de norma del electromagnetismo es el grupo de Lie abeliano U(1).
En el limite de un solenoide infinitamente delgado, e infinitamente largo, se tiene
el plano menos un punto (llamado R?*), que es del mismo tipo homotépico que
el circulo S'.

Por otro lado, la clasificacion, por isomorfismos, de haces fibrados principales
con grupo de estructura G sobre esferas S estd en correspondencia uno a uno
con las clases de homotopia de mapeos de S®~ 1 a S™, donde S™~ ! es el ecuador
de S™.

Haciendo uso de esta afirmacién, se tiene que el conjunto de clases de iso-
morfismos de haces U(1) sobre R?* estd en correspondencia uno a uno con el
conjunto de clases de homotopia de mapeos de S° a S! que consta de un solo
punto, como se muestra a continuacién.

Sean f y g dos funciones arbitrarias de S a S! dadas por:

entonces H : S° x [0,1] — S* dada por:

H(1,t) = ¢l0-t1+10]
H(-1,t) = eil(1=t)p2+162]

es una homotopfa entre f y g.
Entonces el conjunto de clases de homotopia de funciones de S° a S tiene un
solo elemento. Por lo tanto, hasta isomorfismos, el haz relevante para el efecto

Aharonov-Bohm es el haz producto:
ta_p = (R* xU(1), m, R*).

Se pueden construir las funciones de transicion de este haz tomando al espacio
base como S! y tomando dos casquetes U; y Us como su cubierta, de tal forma
que Uy N Us conste de dos regiones abiertas, A y B, homotdpicas a un punto,

digamos a y b, respectivamente:
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U,

Entonces se tiene una funcién de transicién 119 : {a,b} — U(1), que se

puede escribir en forma general como ¥12(a) = g4 v ¥12(b) = gy, con g, y 9

dos elementos del grupo U(1). La clasificacién de las funciones de transicién por

homotopia se hace de la siguiente manera. Supongamos que existe otra funcién

de transicién llamada v , definida por ] ,(a) = g, ¥ ¥]2(b) = g;, con g, y g,
dos elementos de U(1), distintos de los anteriores. Sea H : {a,b} x [0,1] — U(1)

dada por:

donde ~(t) y +/(t) son dos curvas continuas en U(1), que siempre se pueden

construir porque el grupo es arcoconexo, y que pasan por gq, g, 9 y ¢, de la

siguiente forma:

Usando esto, tenemos que:
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Lo que nos dice que ¢12 y 9], son dos funciones homotdpicas. Entonces el
conjunto de clases de homotopia de estas funciones solo tiene un elemento. Pero el
conjunto de clases de isomorfismos de haces fibrados principales estd en biyeccién
con el conjunto anterior. Entonces el conjunto de clases de isomorfismos de haces
tiene un elemento, que es la clase del haz trivial, lo cual estd en perfecto acuerdo

con lo que se habia mencionado.

Notas bibliograficas

Los temas relacionados con campos electromagnéticos, casos cldsico y cuanti-
co, asi como la demostracién de que el haz del efecto Aharonov Bohm es trivial,
se puede consultar en Aharonov-Bohm effect, de Miguel Socolovsky en Ency-
clopedia of Mathematical Physics, Elsevier, Oxford, 2006. La descripciéon que se
hizo del efecto, en la tercera seccién, se encuentra en el libro Quantum field theo-
ry de L. Ryder. Y por ultimo una descripcién detallada del efecto, tanto tedrica
como experimentalmente, (que no se trata aqui), se puede encontrar en The

Aharonov-Bohm Effect de M. Peshkin y A. Tonomura, Springer-Verlag, 1989.



Capitulo 3

El efecto Aharonov-Bohm en

teorias de Yang-Mills

3.1. La teoria de Yang-Mills como teoria de norma

Una teoria de norma debe pensarse como una donde las variables dinami-
cas son especificadas con respecto a un cuadro de referencia cuya eleccién es
arbitraria en cada instante de tiempo. Las variables fisicas importantes son las
independientes de la eleccién del marco de referencia. Una transformaciéon de las
variables inducida por un cambio en el marco de referencia arbitrario es llamada
transformacién de norma. Las variables fisicas se dicen entonces invariantes de
norma.

En una teoria de norma, las ecuaciones de movimiento no determinan todas
las variables dinamicas para todos los tiempos aunque sean dadas las condi-
ciones iniciales, porque siempre se puede cambiar el marco de referencias en
el futuro manteniendo las condiciones iniciales y se tendra una evolucién en
el tiempo diferente. Entonces una propiedad de las teorias de norma es que la
solucién general de las ecuaciones de movimiento contiene funciones del tiem-
po arbitrarias. De lo cual se implica que las variables candnicas no son todas
independientes, hay relaciones entre ellas llamadas constricciones. Entonces un
sistema de norma es siempre un sistema con hamiltoniano con constricciones.

Aunque un sistema hamiltoniano con constricciones no siempre es un sistema
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con invariancia de norma.

Las teorias con un conjunto de campos vectoriales cuya lagrangiana es in-
variante bajo transformaciones de norma no abelianas son las llamadas teorias
de Yang-Mills.

La informacion contenida en las siguientes tres secciones fue, en su may-
oria, extraida de [1]. Algunas definiciones, aunque se encuentran en [1], fueron

transcritas de [2] por ser més claras.

3.2. Formas de conexién y transformaciones de nor-

ma

Se considera al espacio-tiempo como el espacio euclidiano tetradimensional
R*. Entonces se tratan teorfas de norma de Yang-Mills definidas en R*.

En una teoria de norma, una rotacién del espacio interno en cualquier punto
del espacio-tiempo, que afecta a los potenciales de norma y a los campos, lleva
a una descripcién de una misma realidad fisica. Un cambio de este tipo es rep-
resentado por una asignaciéon suave de un elemento del grupo de norma G no
abeliano a cualquier punto del espacio-tiempo, esto es, una funcién: R* — G.
Las gréaficas de estas funciones viven en el espacio P = R* x G, sobre el cual
actia G libremente.

La accién de G sobre P define una relacién de equivalencia entre puntos de P:
p~p < Ja € G tal que p’ = pa. Las clases de equivalencia se pueden etiquetar
por los puntos de R*. Tambien se define una proyeccién canénica: 7 : P — R?,
definida por n(z,g) = =.

El conjunto (P, G, 1) forma un haz fibrado principal sobre R%, con grupo de
estructura G y proyeccién 7. La fibra es la preimagen de 7 y es isomorfa a G.

Imaginese, en cada punto del espacio-tiempo, un espacio vectorial V,, es
decir, un espacio representacion de G. En dicho espacio vectorial se puede elegir
un marco de referencia y hacer una correspondencia uno a uno entre el conjunto
de marcos y el grupo: los elementos del grupo toman el marco de referencia
original y lo llevan a otro. Esta es la misma situacién con la fibra sobre x: una

vez elegido un punto en la fibra, se puede obtener cualquier otro punto sobre la
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misma fibra por la accién de un elemento del grupo.

El potencial de norma es dado, usualmente, como funciones, A,, evaluadas
en el dlgebra de Lie, sobre R*. Pero siempre es posible considerar a A, (z) como
las componentes de una forma de conexién sobre el haz trivial con espacio total
P = R* x G. Se define primero A = A,dz" como una 1-forma sobre R Y se
define en P la forma de conexién, unica, tal que w, = 0*(w). w es una forma
de conexién sobre P pero claramente depende de la eleccion de o. Esta libertad
estd relacionada con la libertad de norma.

La nocién de transformacién de norma es la de una funcién ~ : R* — G que
determina las rotaciones de isoespin en cada punto del espacio tiempo.

Supdngase que existe una seccién global en el haz fibrado principal (P, m, M) ¢.
Sea ¢’ una seccién sobre dicho haz definida por ¢'(z) = o(z)y(x). De A,(z) y o
uno puede construir w. Pero del mismo A, () pero usando o’ se puede construir

otra forma de conexién w’, con:

Se dice que w’ es la transformacién de norma de w por 4y~ ! y se denotaré como
7'w. Note que las componentes de w, con respecto a o, se transforman de
acuerdo con:

A, = ady Ay, + YOyt
Con esta definicién, la transformacion de norma se puede ver como una transfor-
macién de la seccién o a otra seccién sobre P, lo cual induce una transformacion
las conexiones.

Una transformacién de norma en P es una funcién continua f : P — P tal

que:

1. Yue P, 3ge G|f(u) =ug(u).

2. g(ua) = a tg(u)a.
Se dice que f es equivariante.
La accién de la transformaciéon de norma sobre una forma de conexion es
inducida por el “pull back”de P. La funcién g estd dada por v = g(o(z)). La

equivariacién de f es equivalente a la suposicién de que, para I': M — G,



3. El efecto Aharonov-Bohm en teorias de Yang-Mills

El requerimiento de que la accién [ trF? sea finita, lleva a un conjunto re-
stringido de conexiones, que posee una topologia no trivial.

Supoéngase que una seccion o de P es conocida. Ya que:
Fu =0,A,—0,A,+ A, A
el problema es estudiar el conjunto de A’s que verifican:
/ tr(0, A, — 0, A, + (AL, AJ])? < o0,

esto se hace por medio de una aproximacién.

3.3. El grupo de transformaciones de norma

Se puede definir el producto de dos transformaciones de norma como la
composicion de funciones de P a P. Esta composicién da una transformacion de
norma, y el conjunto G de transformaciones de norma adquiere la estructura de
grupo.

Cualquier transformacién de norma f : P — P puede ser descrita por una
funcién v : P — G. La operacién de grupo en G, si f1(u) = uyi(u) y fi(u) =

uy1(u), da el siguiente producto puntual para las +'s:

f20 fi(u) = u(v172)(u).

Estas se pueden expresar en términos de una familia de funciones locales v, :

U, — G con relaciones de compatibilidad:

16(%) = ¥ 35(%) Y0 (@) Yap(z) Y € Ua NUp.

Sea B el haz asociado al de P, con fibra estdndar G (G actuando sobre si
mismo bajo la funcién adjunta'). Tomando en cuenta la correspondencia uno a
uno entre las funciones « y las secciones de B, el grupo de transformaciones de
norma G puede ser identificado con el conjunto I'(*8) de secciones de B.

Sea s la seccién unidad constante del haz 9. Se puede identificar cada fibra

de este haz con el grupo G, y se pueden tener vectores tangentes a la fibra

adg(g') = 99’97 ' Vg, 9 €G
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en todos los puntos que se obtienen a través de s. La operaciéon de grupo y
su diferencial lineal permiten transportar estos vectores a cualquier punto del
espacio total de B, y definir campos vectoriales. La restriccién de dichos campos
a la fibra sobre x € U, se puede identificar con un elemento A, del dlgebra de Lie
de G (el conjunto de campos vectoriales sobre G invariantes por izquierda). Si
x € UyNUg, el mismo campo vectorial sobre la fibra sobre x, puede identificarse

con otro elemento Ag, pero estdn relacionados por:
Ag = ad w;é A,.

Como consecuencia se puede ver al campo vectorial sobre el espacio total de 8B,
como una seccién del haz asociado a (P, 7, M), (E,7g, M), con el dlgebra de Lie
de G como la fibra estandar, con la accién adjunta de G sobre g.

Sean I'(E) el conjunto de secciones del haz (E,7g, M). T'(E) es el dlgebra
de Lie de G =T'(B).

Cualquier seccién de B se puede escribir como exp(o), donde o € I'(E).

3.4. Ecuaciones de movimiento de la teoria pura de
Yang Mills

Las ecuaciones cldsicas de movimiento de los potenciales de norma son las

ecuaciones de Euler-Lagrange obtenidas al minimizar la accion:

s = /trF2d4x.

Supéngase un G—haz principal ¢ = (P,7,5%). La accién es una funcional
definida sobre el conjunto de conexiones sobre P.

Las soluciones a las ecuaciones clasicas de movimiento son puntos criticos de
la funcional s.

Note que la busqueda de puntos criticos de una funcién usualmente lleva al
estudio de la topologia del espacio sobre la cual estd definida. De todas formas
el espacio de conexiones sobre P ¢, es un espacio afin, y por lo tanto contraible
y con una topologia trivial.

Sea w una forma de conexién en P y sea w’ su transformacién de norma.
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Entonces:

a estd entonces definido sobre el cociente ¢/g.
La ecuacién de movimiento se puede calcular localmente de la expresion de

s= [trF 3V. Estas ecuaciones son:
D'F,, =0

donde D,, es la derivada covariante actuando sobre F,,. La forma global de estas

ecuaciones es:

*DF =0

o equivalentemente D x F' =0

3.5. Efectos Aharonov-Bohm no abelianos

Se estudia a una particula moviéndose en una regién que es una variedad M
multiplemente conexa, bajo la influencia de un potencial de norma asociado a un
grupo de norma G. Tal potencial de norma estd dado por A = AT, dz*, donde
T, son los generadores de GG. Debe de notarse que la posicién de la particula es
descrita en M, el tiempo se trata aparte. Se supone también que el potencial de
norma tiene curvatura cero, es decir, F' = dA+ 1[4, A] = 0. Este es el caso en el
cual una particula se encuentra en una regién del espacio donde las intensidades

de campos estdn confinadas.

3.5.1. El efecto

La forma de la suma de Feynman para el propagador no relativista para el
movimiento de una particula bajo la influencia de las componentes espaciales de
un potencial de norma A?Tadxi (la componente espacial ATy, se supone cero),

€es:

't )
K t;z,t) = / DT exp </ A?Tadxl> expiS(I) (3.1)
xz,t r
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que es la suma sobre todas las trayectorias T': [t,t'] — M de x a 2/, donde S es

la accién clasica de la particula libre y

exp ( /F AgTadxi> (3.2)

es el factor de fase de Yang. Siempre se considera que esta ordenado en el tiempo.

El propagador satisface:

K(m',t';x,t) = 5M(‘T,?‘T)
0
<i% — H> K@@' t;z,t) = 0, t >t
donde d5; y H son la funcién delta y el operador hamiltoniano, respectivamente,
sobre M, actuando sobre la variable z’. Se puede reescribir el propagador, de
acuerdo con Schulman, de la siguiente forma:
't

K/ tz,t) = Z Dyl exp (/ Aidmi> exp(iS(I)) (3.3)
[rjer ’ %t r

donde 7 es la coleccién de las clases de homotopia de las trayectorias T : [¢,t/] —
M, conT(t) =2y T'(t') =2', A; = A}T,. Djpjindica suma sobre las trayectorias
que se encuentran en la clase [[']. Para el caso de curvatura cero, de acuerdo con

Sundrum y Tassie, si IV € [I'], entonces

exp (/ Aidxi> = exp </ Aidxi>
I/ r

y se define el propagador de hotopia de la clase f como:
z' ¢
K tx,t) = / DiI" exp(iS(I))
x,t

Entonces el efecto Aharonov-Bohm se obtiene multiplicando el propagador de
homotopia por los factores de fase de norma. En general estos factores varian
para diferentes clases de homotopia, permitiendo que |K|? # |Ko|? (donde |Ky|?
es el propagador para el caso en que el potencial de norma es cero), y produciendo

un efecto observable.
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3.5.2. Caso SU(2)

Como anteriormente, se toman potenciales de Yang-Mills estaticos A;, con
F;j = 0. En este caso, la variedad (espacio base) donde se lleva a cabo el efecto,
de acuerdo con [4], es M = R?*. Esta variedad es del mismo tipo homotépico
que el circulo S'. El conjunto de clases de isomorfismos de haces SU(2) sobre
R?* est4 en correspondencia uno a uno con el conjunto de clases de homotopia
de las funciones de transicién que van del espacio base al grupo. La construccién
de estas funciones la hacemos tomando en cuenta que el espacio base es del
mismo tipo homotépico que S, que se puede dividir en dos abiertos: el casquete
superior denotado Uy y el inferior denotado U_. Su tnica interseccién es en dos

segmentos del circulo, que son del mismo tipo homotépico que un punto:

Entonces las funciones de transicién quedan definidas, en la forma més gen-

eral posible, por

Y :{a,b} — SU(2)
a = g

b'—>gg

donde g1 y g2 son dos elementos de SU(2)
Sean 1 y ¢’ dos funciones de transicién dadas por:
¥, ¥ {a,b} — SU(2)
P(a) = g1 V'(a) = g
¥(b) = g2 ¥'(b) = g5

con g1, g2, g1, g5 € SU(2).
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Sea H : {a,b} x [0,1] — SU(2) dada por:

H(at) = ()
H(bt) = A1)

donde 7,7’ son dos curvas continuas que van de un abierto en R, que contiene
al [0,1], a SU(2) y son tales que (0) = g1, ¥(1) = g1, ¥ (0) = g2 y 7/(1) = g5”.
Usando que en las variables a y b, H es continua®, y que por ser v y o' continuas

en t, H también lo es, lo que se tiene es que:

H(a7 0) = '7(0) =01 = w(a) H(b7 0) = 7/(0) =092 = 1/1(5)
H(a,1) =~(1) = g1 = ¢'(a) H(b,1) =+/(1) = g5 = ¢'(b)

entonces H(s,0) = 9(s) y H(s,1) = ¢'(s), entonces ¢ y 9’ son homotépicas.
Por lo tanto solo hay una clase de homotopias de funciones de transicién, lo que
implica una sola clase de haces SU(2) sobre R?*. El haz trivial siempre existe
en la clasificacién de haces, por lo que la tnica clase de isomorfismos da haces

es la correspondiente a la del haz trivial.

3.5.3. Caso SU(3)

Los potenciales de Yang-Mills A; se toman estéticos, con Fj; = 0. Descartan-
do la dimensién espacial z, tomamos como espacio base al plano R? menos dos
puntos [5], que es donde se colocan las lineas de flujo magnético no abeliano. Es-
ta variedad es del mismo tipo homotdpico que dos circulos (en en mismo plano)
con un punto en comin [7]: S v S!. El conjunto de clases de isomorfismos de
haces SU(3) sobre S v S! estd en correspondencia uno a uno con el conjunto
de clases de homotopia de las funciones de transiciéon que van del espacio base
al grupo, al igual que en el ejemplo anterior. El espacio base (partimos de tomar
como espacio base a S Vv S1) lo dividimos en cuatro abiertos como se muestra

en la figura:

*Estas curvas se pueden construir porque SU(2) es simplemente conexo y arcoconexo [6].
3Porque una funcién f : X — Y, con X y Y dos espacios topolégicos, es continua si dado

un abierto en la topologia de Y, su preimagen bajo f estd en la topologia de X [3]. En este
caso X = {a,b} y su topologfa es la discreta, entonces la preimagen de los conjuntos {y(s)} y

{¥'(s)} son {a} y {b} respectivamente, que estdn en la topologia de X
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U (‘ o

Las intersecciones que se tienen son:

Us,NUsg = AUB ~{a,b}
U.NU, = @
U.NUs = @
UsnNU, = {xo}
UsgnNUs = @
U,NnU; = CUD ~{c,d}
donde A, B, C, D son abiertos homotépicos a un punto, a saber, a, b, ¢, d re-

spectivamente; x( es el punto donde se intersecan los dos circulos. Entonces las

funciones de transicién son:

Yap : {a, b} — SU(3)
¢/3'\/ {xo} — SU@3)
%5 : {Cv d} - SU(3)7

como en el ejemplo anterior, la forma mas general en que se pueden escribir es::

Yap(a) = ga
Yap(b) = gb
Yay(20) = go
Pas(c) = ge
Vas(d) = ga

donde g4, 9, 90, ge, g4 son elementos de SU(3).



3.5. Efectos Aharonov-Bohm no abelianos 45

. . . . . ey / / /
Supongamos la existencia de otro conjunto de funciones de transicién v, 5 wﬁv’ 6>
dadas por:

Hopla,t) = ~(t)
Hop(b,t) = 7i(t)
Hpy(zo,t) = 70(t)
Hys(e,t) = ma(t)
Hys(dt) = ()

donde 1, 71, Y0, Y2, 74 son curvas continuas de un abierto (que contiene a [0, 1])

a SU(3) (que siempre se pueden construir por ser arcoconexo) y son tales que:

710) =90  m(1) =gq
MmO =g 1) =g,
0) =90 (1) =gy
12(0) =g 72(1) =g
%0) =g4  75(1) =gy

Vemos de la explicacién del ejemplo anterior que las funciones H.g, Hg, y
H.s son continuas en a, b, g, ¢ y d (segin corresponde) y ademds en ¢ por

ser Y1, Y1, Y0, Y2, V5 continuas. Al evaluar las H en 0 y 1 se obtiene, para H,ga:

Hap(a,1) = (1) = g, = Popla
Haﬁ(b, 0) = ’Y{(O) =9» = ¢aﬁ(b)
Hop(b,1) = 71(1) = g, = op(b)
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Por lo tanto ¥.g y 1/1;5 son homotopicas. Para Hg, se tiene:

Hpg(20,0) = 70(0) =
Hpg(20,1) = 70(1) =

H.5(c,0) = 72(0) = gc = ¥5(c)
Hys5(c,1) = 72(1) = g.. = ¢ 5(c)
H,5(d,0) = 75(0) = ga = ¥5(d)
Hy5(d, 1) = 75(1) = gg = ¢.5(d)

por lo tanto .5 y 1/):{5 son homotdpicas.

Con base en los cdlculos anteriores, se puede afirmar que Va5 Vg, ¥y ¥ys
son unicas hasta homotopias. O de otra forma, que el conjunto de clases de
homotopia de funciones de transicién consta de un solo elemento. Esto nos dice
que el conjunto de clases de isomorfismos de haces principales sobre S v S1
con grupo de estructura SU (3) solo tiene un elemento: el correspondiente al haz

trivial.

Nota

Hemos definido el efecto Aharonov-Bohm no abeliano con la condicién de que
G lo sea. Sin embargo Sundrum y Tassie exigen que también lo sea el subgrupo

que consiste en la holonomia [5] asociada al efecto.

3.6. Generalizacion a un grupo de norma conexo ar-

bitrario

Es posible mostrar que el efecto Aharonov-Bohm con cualquier grupo de
norma G, conexo, donde se cuenta con n lineas de flujo magnético paralelas en
R3, el haz fibrado principal correspondiente es equivalente al haz trivial (M x
G, 7, M)g [8].



Conclusiones

Hemos revisado que el efecto Aharonov-Bohm de los potenciales de norma
en una region libre de campos magnéticos, abelianos o no abelianos, es descrito
por los propagadores de homotopia, y que estd intimamente relacionado con la
topologia del espacio base. Es necesario tener una regién multiplemente conexa
para poder observar dicho efecto.

Se construyé una forma alternativa de mostrar que, en el caso abeliano, el
unico elemento del conjunto de clases de isomorfismos de haces fibrados princi-
pales es el correspondiente al haz trivial.

Para los dos ejemplos donde los grupos de estructura son no abelianos, se
construyeron las funciones de transicién, lo que nos permitié mostrar que, al
igual que en el caso abeliano, los conjuntos de clases de isomorfismos de haces
fibrados principales tienen como tnico elemento a la clase correspondiente al haz

trivial.
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