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Introduccion

Las integrales y derivadas ya eran conocidas antes de Newton (Inglaterra,
1642-1727) y Leibniz (Alemania, 1646-1716) pero, en general, se les da crédito
a estos dos matemaéticos por haber inventado el Célculo alrededor de 1670, pues
desarrollaron su Teorema Fundamental. M4s tarde Cauchy (Francia, 1789-1857)
estudié las integrales de las funciones continuas y, tiempo después, Riemann
(Alemania 1826-1866) redefini6 los conceptos de Cauchy e investigd sobre las
integrales de funciones discontinuas.

La integral de Riemann es de mas simple definicién que cualquier otra de
las integrales que vinieron después, por ejemplo la de Lebesgue (Francia, 1875-
1941). Es la integral que se ensefia en Licenciatura, incluso entre estudiantes que
no son del area de Matematicas, porque tiene muchas aplicaciones a problemas
fisicos. Pero no es del todo satisfactoria, pues muchas funciones importantes
no son integrables segiin Riemann, ni siquiera después de ampliar esta clase de
funciones a las integrales impropias. Los teoremas de convergencia necesarios,
aun para las funciones integrables, son dificiles de demostrar usando sélo la
herramienta de la teoria de integraciéon de Riemann.

Asi que, a finales del siglo XIX la Matematica ya habia alcanzado un de-
sarrollo tal, que resultaban insuficientes las formas de integracién con que se
contaba. La integral de Riemann era incapaz de trabajar con ciertas funciones,
por ejemplo las del tipo Newton-Leibniz, quienes requieren -en primer lugar-
que la funcién F' sea diferenciable, luego que la derivada F” sea integrable y, por
ultimo, que la primitiva pueda ser evaluada en los extremos del dominio donde
esta definida la funcién. Es decir, funciones de la forma:

IV F = F(b) - F(a)

La integral de Riemann tampoco podia trabajar con sucesiones de funciones
que son Riemann integrables pero cuyos limites no lo son.

Se inventaron, entonces, otras técnicas de integracién. La mads conocida
y usada en investigacién en la Matemadtica contemporédnea es la de Lebesgue
que amplia la clase de funciones integrables. Sin embargo requiere de un vasto
conocimiento previo que se conoce como Teoria de la Medida. Con ella se
logran mejores teoremas de convergencia, pero no logra dar solucién al conjunto
de funciones f: F' = F(b) — F(a) pues, aunque F’ exista, puede que no sea
integrable segiin Lebesgue. Cabe mencionar que al compararla con la integral
impropia de Riemann, no resulta ser estrictamente mas general. Ninguna de
estas dos integrales llevd a construir una teoria satisfactoria de antiderivadas.

Algunas nociones mas generales de la integral y resultados un poco mas satis-
factorios se obtuvieron gracias a Denjoy (Francia, 1882-1974) y Perron (Alema-
nia, 1880-1975,) cuyas definiciones fueron equivalentes pero muy complicadas.



En la década de 1950-1960, Ralph Henstock (Inglaterra 1923) y Jaroslav
Kurzweil (Checoslovaquia, 1926) desarrollaron, de manera independiente, la que
hoy se conoce como integral de Riemann generalizada. Dicha integral, permite
trabajar con un nimero de funciones ain mayor que las Lebesgue integrables
y es una formulacién mucho méas simple que la de Denjoy-Perron. En pocas
palabras, las integrales de Riemann y Lebesgue son casos particulares de la
integral generalizada de Riemann y basta con el Calculo Diferencial e Integral,
que se usa para entender la integral de Riemann, para poder estudiarla, pues
el tratamiento de Henstock y Kurzweil es sélo ligeramente diferente al que dié
Riemann en el siglo XIX.



1 La integral generalizada de Riemann

1.1 Definiciones previas

Comencemos por dar algunas definiciones bésicas.

Definiciéon 1.1.1

Sea I = [a,b] un intervalo cerrado.

Al conjunto finito P = {4, ..., I, } de intervalos cerrados que no se translapan donde I; =
[Tic1, @], Ul =1y a=129 <z <2z <..<x,=>selellama particién
de I.

Los puntos z; con i =0, ...,n se llaman puntos de la particién.

Definicién 1.1.2

Sea P una particién del intervalo [a, b] .

Al tomar t; € [z;—1,2;] Vi = 1,...,n la particién se llama etiquetada y se
[e]

denota como P, p)-
Los puntos t; se llaman etiquetas de la particién.

Definicién 1.1.3

Sea P una particién del intervalo [a, b] .

Para i = 1,...,n se dice que max {x; — z;_1} es la norma de P y se denota
como || P|.

Definicién 1.1.4 .
Sean f :[a,b] — R una funcién y P una particién etiquetada de [a, b].

Z f(ti)(x; —zi—1) es la suma de Riemann correspondiente a la funcién f y
i=1

e}

a la particién etiquetada P y se denota como S(f, P).



1.2 Calibrador

La parte central de la integral generalizada de Riemann es el calibrador, del
cual hablaremos en esta seccién.

Definicion 1.2.1
Una funcién ¢ : I — R tal que si x € T entonces ¢ (z) > 0 se llama calibrador
en [.

Definicion 1.2.2
Sea ¢ un calibrador en un intervalo I y sea P una particién etiquetada.

o
Se dice que P es § — fina cuando para cada uno de sus subintervalos I; =
[€i—1, ;] con 1 < i < n sucede que I; C [t; — (t;),t; + 6(t;)] .

Llamaremos a [t; — 0(t;),t; + 0(t;)] los intervalos generados por la etiqueta
t; v el calibrador § evaluado en t;.

La longitud de los subintervalos esta controlada por el calibrador y la eti-
queta. Este control se nota en el siguiente lema.

Lem% 1.2.1
Sea P una particién etiquetada d — fina del intervalo cerrado I. Sea x € I.

Entonces existe t; etiqueta de P tal que |z — t;| < §(¢;).

Demostracién .
Por hip6tesis « € I asi que existe el subintervalo I; = [z;_1, ;] de P tal que
x e [l’i_l,ﬂji] .

Como P es § — fina entonces
ti—0(t;) <wi1 <ax<a; <t +0(t)
Restando t; se tiene
—0(ti) <ximi—ti<z—t; <z, —t; <L)
Por lo que

|{E — til S (5(12‘)



Concluyendo asi la demostracién.

En la teoria de la integral de Riemann clasica el uso de calibradores es
frecuente. Por ejemplo, sea f : I — R una funcién continua en I y sea € > 0
dado. Para cada punto ¢ € I existe 0.(t) > 0 tal que si |z —¢| < 0(t) ysiz €I
entonces |f(z) — f(t)] < e. Como &, estd definido y es estrictamente positivo en
I entonces la funcién é. es un calibrador en I. En la teoria de la integral de
Riemann generalizada el uso de calibradores no constantes es esencial.

Mencionemos ahora algunos resultados sobre el calibrador.

Resultado 1.2.1
Si §; y 02 son calibradores en el intervalo cerrado I y si 6 = min{dy,d2}
Vx € I entonces § es calibrador en I

Demostracion

Como 47 y d2 son calibradores en I entonces d1 (x), 2 () > 0 para x € I asi
que min {1 (x),d2 (z)} > 0 para = € I.

Por lo tanto § es calibrador en I.

Resultado 1.2.2
Si ¢ y 7 son calibradores en el intervalo cerrado I tales que 0 < §(z) < v(x)

[e]
Vx € I entonces cada particién P etiquetada § — fina es también v — fina

Demostracion
Seal<i<n
Tenemos t; — 6(t;) < t; < t; + 6(t;)
Ademés, por hipétesis 0(z) < y(z) asi que t; +8(t;) < ti+v(t:) y ti—7(t:) <
ti —6(t:)
De las dos desigualdades anteriores se obtiene ¢; — y(t;) < t; — 6(t;) < t; <
t; + 5(@) <t; + ’Y(ti)
Por lo anterior podemos afirmar que [t; — 0(¢;), t; + 0(¢:)] C [ti — (&), & + v(E:)]
Ya que [x;-1,x;] C [t; — d(¢;), t; + d(t;)] entonces [x;—1,x;] C [t; —Y(t:), t: + v(t:)]

[e]
Asi que se concluye que P es una particién v — fina

Resoultado 1.2.3 .
Si P es una particién 6; — fina y d2 — fina y § = min {d1,d2} entonces P
es una particién § — fina

Demostracién

Por hipétesis [x;_1, x;] C [t; — 01(t:), ti + 01(t:)] ¥ [wiz1, xs] C [ti — d2(ti), ti + 02(ts)]
paral <1< n

Si 61 = min {(51,(52} entonces t; — (52(1‘4) < t; — (51(1‘4) <t < t;+ (51(?51‘) <
t; + 52(ti)

Por lo tanto [tl — (51(ti), t;i + 01 (tl)} C [t1 — 52(@), t; + 52(&)]



Y si 62 = min {d1,d2} entonces t; — 51 (t;) < t; — da(t;) < t; < t; + da2(t;) <
ti + 01(t;)
Asf que [t; — 2(t:), ti + 62(t:)] C [t: — 61(t:), 8 + 61(t:)]
Como ¢ = min {41, d2} entonces [t; — 0(t;),t; + 0(t;)] C [ti — d1(ts), +61( i)
4

y [ti = 0(t:),t: + 6(t;)] C [t; — 2(ti), t; + d2(t;)] por lo que se concluye que P es
una particién 6 — fina

Notemos que la construccién anterior puede extenderse a un nimero finito
de calibradores en I.
Veamos ahora algunos ejemplos de calibradores.

Ejemplo 1.2.1. Un calibrador ¢ y una particién § — fina de [0, 1].
Sean I = [0,1] y 6(t) = % para todo t € T

o]
Si P es una particién etiquetada d— fina entonces t; € [z;—1, ;] C [t; — d(¢:), t; + 0(¢:)]
conit=1,....n
Para I se tiene que g = 0 y x, = 1. Dividamos el intervalo en tres partes

iguales. Asi z; = % y T2 = 3.

Tomemos como primera etiqueta punto medio entre zo =0y 1 = %
Sea t; = % asf que t1 € [zg,x1] pues % € [07 %]
Pero [zg,21] € [t1 —6(t1),t1 +6(¢1)] porque [O, ﬂ ¢ [% — i, % + i] =

[~ 5
12712

Observemos que para t; < §(t;) con i = 1,...,n siempre sucederd que t; —
0(t;) < 0 por lo que debemos tomar siempre etiquetas que cumplan con ¢; > 0(t;)
parai=1,...,n ya que g =0

Sea t; = % >0(t) = i y veamos que tq € [xg,x1] pues % € [0, %]
Verifiquemos ahora que se cumple que [zo, xl] C [t1 = 6(t1),t1 + 0(¢1)]
[t —o(h),t +0(t)) =[5 — 5,5 + 1] = ['55 5] = [0 &

Por lo tanto % € [0, %} - [%, -z

Sea to el punto medio entre x; =

Veamos que to € [71, 2] pues 5 le [

Verifiquemos ahora que se cumple qu

002t +a(t)] = [§ 1+ 1] =

Por lo tanto % € [%7 %] C [i, %]

Para t3 no podemos tomar el punto medio entre x5 = %
toméramos, se cumpliria que t3 € [za, T3] pero no que [x2, 23]
porque t3 = % implica que [2 1] G [— — Zv g + ] = [1—72, %] .

Sea t3 =12> d(t3) = % y veamos que t1 € [xg,x3] pues 1 € [%, 1]

Verifiquemos ahora que se cumple que [z9, x3] C [t — d(t3),t3 + 6(t3)]

[ts = (ts) ta +0(ts)) = [1 - 5, 1+ 3] =[5, "] = [, 1]

Por lo tanto 1 € [%, 1] - [%, ﬂ .

Asf que con el calibrador §(t) = § y el intervalo dado, construimos una
particiéon y tomamos las etiquetas necesarias para que dicha particién fuera

0 — fina.

x3 = 1 pues, si lo
[ts — d(t3), t3 + 0(t3)]

m‘<

Ejemplo 1.2.2. Un calibrador ¢ y una particién § — fina de [0, 1].



Sean I = [0,1] y (¢) el calibrador definido por:

1
) 3 para t =0
5“)_{ it para0<t<1

Si P es una particion etiquetada 6 — fina entonces t; € [x;-1,x;] C [t; — 0(t;), t; + 0(¢;)]
cont=1,....n
Como estamos trabajando en el intervalo [0, 1] entonces ¢; debe ser mayor o
igual a cero.
Tomemos cualquier nimero mayor a cero como la etiqueta ¢; > 0, por ejem-
plo, sea t; = 1 y veamos que 6(t;) =6(3) =1 (1) =1
Se tiene que [ty — &(t1),t1 +0(t)] = [+ — 4, L + 4] = [$,2].
0 debe ser el primer elemento de la particion y 1 el ultimo,es decir zo =0y
x, = 1 donde n esta por determinarse.

Veamos ahora si se cumple que t1 € [xg, z1] C [t1 — 6(t1),t1 + 0(¢1)] -

thh = 1 € [0,21] sucede para x; > %, sin embargo nunca sucederd que
0 13
[0,21] € [5, §]

Es decir 1 € [0,21] ¢ [£,2].

De hecho, para cualquier niimero mayor a cero que se tome como etiqueta,
se tendrd [0, z1] como primer intervalo de la particién y nunca se cumplird que
[0,24] C [tl — %tl,tl + %tl] = [%tl, %tl] por lo tanto, nunca se tendria una
particién etiquetada & — fina.

Es por lo anterior, que la primera etiqueta debe ser t; = 0.

Asi § (tl) =0 (O) = % y [tl — 5(t1),t1 + 5(t1)] = [O — i,O + %] .

Por lo tanto 0 € [0,21] C [—],}] como puede apreciarse en la siguiente
figura:

Debemos elegir z; € [—A—lﬁ, %] y que también sea estrictamente mayor a 0.
Por ejemplo, tomemos z1 = 3.

Se cumple entonces que 0 € [0, %] C [-1, 1] .

La segunda etiqueta debe ser estrictamente mayor a % para no estar en [O, é]
pues los intervalos de la particién no deben traslaparse.

Sea ty = § y calculemos 6(t2) = 6(;) = 3 (1) = 3.

Entonces debe suceder que % € [%,mz .

Calculemos [to — d(t2),t2 + 0(t2)] =

Debe suceder que % € [%,xg] - [%,

Sea x5 = i.

Se cumple entonces que i € [%, i] - [%, %} .



De nuevo, elijamos la tercera etiqueta de tal forma que no esté en [%, i] por
ejemplo t3 = § y calculemos §(t3) = 6(%) =1(3) =1

Se debe cumplir que % € [i, s

Hagamos ahora el célculo de [t3 — 6(t3),t

Tiene que cumplirse que = € [1 ] C i %] .

Tomemos entonces x3 = 3.

Verifiquemos que se cumple % € [i, %] C [Z’ Z] .

Tomemos ahora t4 = % y apliquemos el calibrador a esa etiqueta §(t4) =
0(3)=5(3) =%

Entonces podemos calcular [ty — 6(tq),ta + 6(t4)] = [ — 2,2 + 3] = [3, 9] .

Debe cumplirse % € [%,m] C [%, %]

Por ejemplo, tomamos como udltimo punto de la particién x4 = 1

Vemos entonces que se cumple que % € [%, 1] C [%, %] .

Concluimos que la particién que se tomé es § — fina pues [r;_1,2;] C
[ti — 6(t;),t; + d(t;)] ‘para todo i =1,...,n

Tlustremos, con la siguiente figura, todo lo anterior.

CO
A
~
w
o
I
—
N =
|
=
N
+
N
[
I
—
=
NS
[

y resumamos en la siguiente tabla los valores que tomaron las etiquetas,
los elementos de la particién y los intervalos generados por las etiquetas y el
calibrador.

ti Iz = [(Eifl,ifz t — 5 tl),tz + (S(t )]
=0 I=]0,1 i1
et | 3
O 14
ta=3 la=31 808

Con este ejemplo se ha mostrado cé6mo, dado un calibrador d, pueden elegirse
las etiquetas y los puntos de la particién para que cumplan con [z;_1,2;] C
[ti — (5(751‘),72' + (5(%)} con i = 1, e, n.

Veamos ahora otro ejemplo con otro calibrador, pero de nuevo usando una
particiéon 6 — fina.



Ejemplo 1.2.3. Un calibrador ¢ y una particién § — fina de [0, 1]
Sean I = [0,1] y d(z) el calibrador definido por:

% z=0,1
o(z) = 5 0<z<3
s1-2) 3<z<1

o
Si P es una particién etiquetada 6 — fina entonces [x;_1,x;] C [t; — d(¢;), t; + 3(t;)]
cont=1,....n

Como en el ejemplo anterior, sea t; = 0 as{ que §(0) = % y hagamos
Il = [07 xl}

Calculemos [t — 6(t1),t1 + 6(t1)] = [0 — 4,0+ 15]

Propongamos z; = % y verifiquemos que t; = 0 E [O, 110] [_%’ 1—10}

0
Ahora sea ty = 1 y caulcuiemos1 6(1%0) :1% = 210 }gagamos I =[5, 3]
[t2 = 8(t2), t2 + 0(t2)] = [35 — 25 15 + 20) = (20> 30)

Si hacemos xo = % podemos ver que to = % € %, 5] C [2—10, 2%]

Para la tercera etiqueta tomemos t3 = , calculemos (5(%) = % = % y sea
Iy = g, 23]

ta— ot ta + 5] = [3 - 14 +4] = [1,4]

Para x3 = % se cumple que t3 = % S [%, %] C [%, %]

N|—
N~—
I
ool
I
N
<

Sea tg = % por lo que el calibrador para esta etiqueta es 6(
Iy =[5, 24]

[ta—6(ta), ta+0(ta)) =[5 - 5.2+ %] =[5, 3
Al hacer z4 = 3 sucede que t; = }

Hagamos t5 = % con lo que §(2) =

[ts — 8(ts) ts +6(ts)] = [§ — 5,5 + 5] = |
Sixs = g entonces t5 = % € P T ,
Tomemos ahora tg = 1—90 con lo que (1—90) = % (1 - i) = % vy Ig = [%,zﬁ]

—~
[
~

10
[tb‘ - 5(t6)vt6 + 5(t6)] = [1% 210’ % + io} [177) %9]
Haciendo x4 = % se tiene tg = -5 [8, 20} C [77) 79]

Como ultima etiqueta sea t; = 1 con lo que §(1)

~ 10
[tz = 3(ta), tr + 6(t2)] = [1 = 15,1+ 55] = [455 0]
Podemos tomar como tultimo punto de la particion x7 = 1 por lo tanto

tr =16 € [20+ 1] © [55> 10]

Situemos en la siguiente figura las etiquetas, los puntos de la particién y los
intervalos de la forma [t; — 6(¢;), t; + 0(t;)] -

o v I =[5, 27]

[e]
En resumen, con esto podemos definir una particiéon P etiquetada § — fina
de [0, 1] con los intervalos y etiquetas que se muestran en la siguiente tabla:



t; = = [0, L L
AN
td—l Is = l’ﬁ =3
Ot B i3
b=y hzhes N
5 5 I )

SR
tr=1 I;=[21 167 10

Con esta exposicién acerca de los calibradores podemos concluir las razones

por las que su uso en la integral generalizada de Riemann es tan adecuado y
util:.

1. Un calibrador puede forzarnos a tomar cierto punto como etiqueta, lo
cual resulta 1util cuando algin punto causa dificultades, asi que al tomarlo como
etiqueta se estd controlando dicha dificultad.

Recordemos los ejemplos 1.2.1., 1.2.2. y 1.2.3. En los tres casos vimos por
qué tomar ciertos puntos como etiquetas.

2. El uso de calibradores hace surgir un Teorema Fundamental del Célculo
para la integral generalizada de Riemann 'mejorado’ pues no se requiere la
hipétesis de que f € Rjq ) ni que f € Rf‘a’b] Esto se expondra en la seccién 2
del capitulo 3.

Pero el uso de calibradores no se restringe a la integral generalizada de Rie-
mann, si no que va mucho més alld. A continuacién daremos algunos teoremas
y definiciones que buscan dar una idea general de la afirmacion anterior.

Recordemos que al trabajar con la integral de Riemann, en general se eligen
primero los intervalos de longitud menor o igual que la constante § y luego la
etiqueta para éstos. No se cuestiona, siquiera, la existencia de la particién eti-
quetada puesto que, en realidad, no importa qué puntos se usen como etiquetas.
Pero el calibrador § hace que el proceso sea al revés: las etiquetas tienen que
elegirse primero y luego los intervalos del tamano adecuado para cada etiqueta,



de tal modo que se tenga una particién etiquetada d — fina. Por lo tanto para
una funcion arbitraria § hay que probar la existencia de una particién etiquetada
6 — fina.

Teorema 1.2.1
Si ¢ es un calibrador en [a, b] entonces existe una particién etiquetada 6 — fina
en [a,b]

Demostracién

Sea ¢ un calibrador en [a,b] dado.

Supongamos que no existe alguna particién etiquetada 6 — fina en [a, b]

Llamemos I al intervalo [a, b] y dividdmoslo en dos partes iguales. En estas
dos mitades no habrd una particién etiquetada § — fina en Ij.

Tomemos una de esas dos mitades y llamémosla I;. Si de nuevo la dividimos
en dos partes de la misma longitud, tampoco habra en ellas particiéon alguna
que cumpla con ser 6 — fina en I;.

Repitiendo el mismo proceso sucesivamente, tendremos una familia de inter-
valos Ip DI DI D ...

oo
Entonces existe un dnico zg € [a,b] con () I, = {zo}
n=0
Sea n € N tal que bz_n“ < 0 (z9) . El intervalo I, posee la particién etiquetada
6 — fina con etiqueta xy y extremos de .I,, como elementos de la particién, lo
cual es una contradiccién.

La demostracién de la existencia de particiones etiquetadas § — finas hace
uso directamente del Axioma del Supremo, que establece que todo conjunto
de numeros reales acotado y no vacio posee supremo, lo cual es equivalente al
teorema de los intervalos anidados.

El teorema anterior, relativo a los intervalos de particiones § — fina dado
un calibrador §, puede usarse para demostrar los resultados mas comunes sobre
funciones continuas que involucran al Axioma del Supremo, tales como el Teo-
rema del Valor Intermedio, el Teorema del Valor Extremo (conocido también
como Teorema del Méximo-Minimo) y el Teorema de Continuidad Uniforme.
Las demostraciones que en general se dan a estos teoremas utilizan algunas
propiedades de las sucesiones; las demostraciones usando particiones etique-
tadas § — finas no son ni mas faciles ni més dificiles, pero sirven para ilustrar
otra forma de pensar respecto a estos teoremas.

Veamos estas dos definiciones.

Definicion 1.2.3

Sean A C R un conjunto, f: A — R una funcién y c € A.

Se dice que f es continua en ¢ si dado € > 0 existe d > 0 tal que si x € A es
un numero que satisface |z — ¢| < § entonces |f(z) — f(c)] <e.



Definicién 1.2.4

Sean ACRy f: A—R

Se dice que la funcién f es uniformemente continua en A si para cada € > 0
existe d. > 0 tal que si z,u € A son nimeros cualesquiera tales que |z — u| < J,
entonces |f(x) — f(u)] <e

Hagamos uso de las definiciones anteriores para ver qué pasa en la de-
mostracién del Teorema del Valor Intermedio.

Teorema 1.2.2 (del Valor Intermedio)

Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a, b]

Si L es un niimero entre f(a) y f(b) entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal
que f(c) =L

Demostracién

Sin pérdida de generalidad, supongamos que f(a) < L < f(b)

Suponiendo que f(x) # L para todo x € [a,b] y tomando en cuenta que f
es una funcién continua en [a, b] entonces:

si f(z) < L entonces existe d(z) > 0 tal que f(¢) < L para todo t € [a, b
que satisface |t — x| < §(x)

Con esto se define una funcién positiva § en [a, b], es decir, un calibrador 4.

Sea {¢;, [xi—1,x;]} para 1 <4 < n una particién etiquetada § — fina de [a, b]

Como f(zg) = f(a) < L entonces f(x) < L para todo = € [r;_1, ;]

Luego f(z1) < L entonces f(z) < L para todo = € [x;—1, ;]

Y asi sucesivamente hasta llegar a que f(x,) = f(b) < L entonces f(z) < L
para todo x € [z;_1, z;] lo cual es contradictorio, asi que concluimos que existe
c € (a,b) tal que f(¢) =L

La demostracién para f(b) < L < f(a) es similar.

Notemos que, en la demostracién del Teorema del Valor Intermedio, la exis-
tencia de un calibrador § es una simple consecuencia de la definicién de funcién
continua, pero no proporciona un método para encontrar el punto c.

Demos ahora una definicién, para luego ver algunos teoremas cuyas de-
mostraciones, usando subsucesiones, son indirectas pero usando particiones eti-
quetadas § — fina se vuelven méas breves.

Definicién 1.2.5

Sean ACRy f:A—R

Se dice que f tiene un maximo absoluto en A si existe un punto y € A tal
que f (y) > f (x) para todo € A y que y es un punto maximo absoluto de A.

Se dice que f tiene un minimo absoluto en A si existe un punto z € A tal
que f(z) < f(z) para todo x € A.y que z es un punto minimo absoluto de A.

Teorema 1.2.3 (del Valor Extremo o del Méximo-Minimo)
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Sea I = [a,b] un intervalo cerrado y acotado y sea f : I — R una funcién
continua en /. Entonces f tiene un méaximo absoluto y un minimo absoluto.

Demostracion

Sea M =sup{f (z) : x € I} y supongamos que f (z) < M para todo = € I.
Es decir, siempre sucede que |M — f (z)| > 0.

Por hipétesis de continuidad, para cada t € T existe ¢ (t) > 0 tal que six €
ysi |z —t| <& (t) entonces f(z) < 5 (M +f(t)).

Como § es calibrador en I y si {t;, I;} para 1 < i < n es una particién etique-
tada 0— fina de I donde t; son las etiquetas, hagamos M = é max {M + f (t1), ..

Por el lema 1.2.1 afirmamos que, dado cualquier z € I existe i con |z — ;| <
& (t;) de lo que se sigue que f(z) < 5 (M f (t;)) < M.

Al ser x € I, entonces M es una cota superior de f en I, contradiciendo que
M =sup{f(x):xz €I}y demostrandose la existencia del maximo absoluto de
1.

La demostracion de la existencia del minimo absoluto de I es similar.

Teorema 1.2.4 (del Acotamiento)
Si f :[a,b] — R es una funcién continua en [a,b] entonces f es acotada en
[a,b]

Demostracion

Por hipétesis de continuidad para cada x € [a, b] existe un ndmero positivo
d(z) tal que |f(t) — f(x)] < 1 para todo t € [a,b] que satisfaga [t — z| < §(x).
Esto define una funcién positiva § en [a, b]

Sean {¢;, [x;-1, ;] tal que 1 <4 < n} una particién etiquetada § — fina de
[a,b] y M = max {|f(c;)|} tal que 1 <i<n

Dado un punto z € [a,b] existe un indice j tal que =z € [x;_1,x;] y asi
(@) < (@) — Flepl + f(e) < 1+ M

Esto demuestra que la funcién f esta acotada por 1+ M.

La demostracién anterior revela que la hipdtesis de continuidad es necesaria
pero no suficiente. La continuidad de f en el punto x sélo se usa para obtener
una cota local para la funcion f.

Teorema 1.2.5
Si f : [a,b] — R esuna funcién continua en [a, b] entonces f es uniformemente
continua en [a, b]

Demostracién

Sea e >0

Para cada z € [a,b] elijamos d(z) > 0 para que |f(t) — f(x)| < § para todo
t € [a,b] que satisfaga |t — x| < 26(x) -

Esto define una funcién positiva ¢ en [a, b], es decir, un calibrador.

Sea {¢;, [xi—1,x;]} para 1 <4 < n una particién etiquetada § — fina de [a, b]
donde ¢; son las etiquetas y sea g = min {d(¢;)} para 1 <i<mn

11
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Supongamos que s,t € [a,b] con [t —s| < Jp y elijamos un indice j tal que
§ € [xj1, ;]

Notemos que |s — ¢;| < 6(c;) y que |t —¢;| < |t —s|+]|s—¢;| < do+6(c;) <
26(c5)

Se sigue que [f(t) — f(s)| < |f(¢) = fle;)] + | f(¢;) = f(s)] <€

Esto demuestra que la funcién f es uniformemente continua en [a, b] .

Consideremos de nuevo A C Ry sea f : A — R. La definicién 1.2.3 establece
que los siguientes enunciados son equivalentes:

i) f es continua en cada punto u € A

1) dados € > 0 y u € A existe d(u,€) > 0 tal que para cada z que cumpla
z €Ay |x—u|l <d(u,e) entonces |f(x) — f(u)] <e

Lo que aqui se quiere enfatizar, es que 6 depende, en general, de ¢ > 0 y
u € A. Esta tultima dependencia muestra el hecho de que la funcién f puede
que cambie rapidamente sus valores cerca de ciertos puntos y lentamente cerca
de otros. Asi, el calibrador se adecuara segin se necesite, como en la funcién
f(z) = sen(L) para todo z > 0 cuya grafica se muestra a continuacién

También habra otras funciones para las cuales el calibrador ¢ pueda elegirse
independientemente del punto u € A para asi depender sélo de €. Por ejemplo,
considérese la funcién f(z) = 2z para todo x € R

[f(@) = f(u)] = 2|z —ul

Asi que podemos elegir d(e,u) = £ para todoe >0y ue€R

Como otro ejemplo, si g(x) = %parax ceA={zeR:z>0}
entonces |g(x) — g(u)| = |% — %| = |%|
Siu € A estd dado y si tomamos §(e,u) = inf {fu, 2u’e}
entonces si |z — u| < (e, u) tenemos |z — u| < Ju
asi que %u <zr< %u
y se sigue que % < %

u—=x

Perosi |z — u| < Ju entonces |g(z) — g(u)| = “*
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implica que |g(z) — g(u)| < & |o — u|
67

En consecuencia |z — u| < §(e,u) y §(¢, u) = inf {2u, 2ue} junto con |g(z) — g(u)|

2 (2 — u) implican que |g(z) — g(u)| < Zjule=¢
Podemos ver que la eleccién de d(e,u) = inf{%u, %u%} funciona, en el

sentido de que nos permite dar un valor § que asegure que |g(z) — g(u)| < €
cuando |z —u| < § y x, u € A. Notemos que el valor de d(e, u) = inf {%u, %u%}
depende del punto u € A. Si desedramos considerar todos los puntos u € A,
entonces d(e, u) = inf { $u, 3u?€e} no nos conducirfa a un solo valor §(e) > 0 que
funcione para todo u € A pues inf {d(e,u) : u > 0} =0

Claro que hay otras opciones para d, por ejemplo, podriamos tomar 6y (€, u) =
inf {$u, Lu?e} pero atn tendrfamos inf {1 (€, u) : u > 0} = 0. De hecho, no ex-
iste una forma de tomar un valor ¢ que funcione para todo u > 0 para la funcién
g(z) = L porque, para una vecindad de V,(3) donde 3 = g(2) y Vi(2) donde
2= g(%) los valores méaximos correspondientes de ¢ son considerablemente difer-
entes. Conforme u — 0, los valores posibles de § tienden a cero, como puede

apreciarse a continuacién en la grafica de g(z) = <.

Con estos teoremas y definiciones se espera haber dado una idea general
de los alcances del uso de calibradores (consultar [8] para una exposicién més
amplia). Estos, junto con particiones etiquetadas d — fina, son de gran utilidad
tanto para la integral generalizada de Riemann como para temas fundamentales
del Calculo y el Anélisis Matemaético.
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1.3 Definicion y propiedades de la integral

Haciendo uso de lo anterior, podemos definir la integral de Riemann generali-
zada.

Definicién 1.3.1
Sea f una funcién definida en [a, b]
Se dice que f es integrable en en [a, b] en el sentido generalizado de Riemann

o
si 3L € R tal que Ve > 0 3§ calibrador tal que si P, jjes una particién etiquetada

0 — fina de [a, b] entonces ’S(f, ]OD) —-L<e

Se denota como [ € RE‘G b

Como puede observarse, la definicién de una funcién integrable en el sentido
generalizado de Riemann difiere casi en nada de la definicién de integral de
Riemann clasica. Es sélo la introduccién del calibrador lo que la hace diferente
(v en consecuencia la eleccién de las etiquetas necesarias para trabajar con
particiones etiquetadas 6 — finas). Veamos en un ejemplo los cambios que éste
conlleva.

Ejemplo 1.3.1

Sea la funcién de Dirichlet D(z) = {
X b

D(z) R} v [, D(x)dz =0

Sea € > 0 dado

. | w5 xe{ri}y., tales que r, € QN[0,1]
Sea el calibrador § (x) = { 1 2 € 0,11\0N[0,1]

o
Sea Pjo 1) una particién etiquetada ¢ — fina en [0, 1]

Entonces
(l‘i — Jci,l) <0 (tl)
. D(ti)(w; — wi—1) < e(ti)5(ti)
Ademas
0< S(f.P) = - D(ti) (s — i)
0 S(F.P) = 32 D) (ws — 1) < 32 D)5 (1) < 3 25 =
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Asf que D(z) € R}, ¥ fabD(a:)dx =0.

Aunque en este trabajo no nos ocupamos de la integral de Lebesgue, cabe
mencionar que la funcién de Dirichlet es integrable en el sentido de Lebesgue y
su integral también es cero, pero no es integrable segiin Riemann.

A continuacién se exponen algunas de las propiedades de la integral de Rie-

mann generalizada.

Propiedad 2.3.1
Sea f € Ri‘ayb]

Entonces f: f =L con L tnico.

Demostracion

Supongamos que fabf =Ay f;f = A
Por demostrar que A; = A,

Sea e >0

b4, (x) > 0y Fda,(x) > 0 tales

que ‘S(f,loj) A<ty ‘S(f, P -

€
Ay <3

Sea P[, 5 una particién etiquetada § — fina

Tomemos § = min {d4,,04,} vy calculemos

Ay — Ay — ‘Al CS(f D)+ S(f, ) — As| < |4y —

’Al—S(f,I%)’Jr‘S(f,]%)—

Como € > 0 es arbitrario entonces A; = Ay

y se concluye que el valor de la integral es tnico.

Propiedad 1.3.2
Sean f1, fo € ]R*a ]

Entonces fi+ f2 € R, ;) yf fi+fo= ffflJff;f?

Demostracion

Dado € > 0 construimos un calibrador d, en [a, b} tal que si P, 3 es una par—

ticién etiquetada d.— fina en [a, b] entonces |.S

%
Tomamos 0, = min {d,,d¢,}

f17

- [ A<

Como S(f; + fg,Fo’) = S(fl,]o)) + S(fg,j%) entonces
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'S(fl + f2, P) — (f: fi+ f,f fz)
s+g=c b
Al ser e arbitrario se concluye que fi1+ fo € Rfa)b] y que ['fi + fo =
b b
fa fi+ fa )
Propiedad 1.3.3
Sean f € Rfavb] yceR
Entonces cf € R}, ;¥ f; cf = cf; f

S‘ f17 ffl

‘ f2, f;fz <

Demostraci(?)n
Sean A= [ fy e> 0 dado.
Consideremos ﬁ

o
Existe 0 (z) calibrador en [a,b] tal que si P es una particién etiquetada
0 — fina en [a,b] entonces se cumple que |S(f, P) — A

Sea 01 (z) =6 ().

_€
< el

Si P una particién etiquetada §; — fina en [a, b] entonces |S(cf, P) — CA’ =

e |S(f, P) —A‘ <e
* b b

Entonces cf € R, ;) ¥ [ ef=cl f

Propiedad 1.3.4

Sean f, fs € Rf‘mb] tales que f; < fo

Entonces f; fi < f; fa

Demostracién

Tomemos § = min{d,,dy, }

Dado e >0 35 en [a, b] tal que si P, b] es una particién etiquetada § — fina
entonces flv -/ fl' Sy |S(f2, P)— [, fz' <3

f17 f fi] < 7implicaquefabf1—§<5(f1, P)y ‘ f2» f fo| <

§ implica que fbfg -5< S(fg, pP)

Veamos que -5 <S(f1,P f fi <3 implica que fb fi—§<S(fi,P)y
que —5 < S( f2, f fo <5 1mphca que S( fg, ) < f fo+ 5

Y usando el hecho de que S(f1, ) < S(fe, ) entonces fa fi < f: fote

pues [V fir— < < S(fi,P) < S(fs, P) < [’ fo+ &
Y al ser € > 0 arbitrario, se concluye que f; fi< f; fa
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En particular, si f; = 0 entonces podemos concluir que 0 < f: fo

Propiedad 1.3.5 (Teorema de la aditividad)
Sea ¢ € (a,b)

Entonces f € Ry, <= f € R, , v [ € R, En este caso f;f =
Lt

Demostracién
)

Sean f1 € R}, ; tal que [Fh=Liyf2€ R, 4 tal que fcb fo=

Dado € > 0 307 en [a, c] tal que si Pl[a,c] es una particién etiquetada d; — fina
S(f1,P1) — Ly

entonces <3

Igualmente, 35 en [c, b] tal que si Py, p) es una particién etiquetada do — fina
o
entonces ‘S(fQ,PQ) — Lg‘ <3

Definamos ahora el calibrador d. en [a, b] con la propiedad de que cualquier
particién 6. — fina que contenga al punto ¢ debe tenerlo como etiqueta
min {61 (t), 3(c —t)} para t € [a,c)
de = ¢ min{d1(c ) d2(c)} parat=c
min {82(t), 3(t — )} para t € (¢, b]
[e]
Demostremos ahora que para cualquier particién @ en [a, b] etiquetada 6. —
fina
existen una particién etiquetada 01 — fina de Qlen [a, c} y una part1c1on

etiquetada 6y — fina de QQen [c, b] tales que S(f, Q) S(f1, Ql) + S(f, Qz)
Notemos que hay dos casos a considerar

[e]
Caso 1: c € Q
Aqu1 c estaria en dos subintervalos de Q de los que seria ethueta
Si Qles la parte de Q que tiene subintervalos en [a, ¢] entonces Ql es 61 — fina

Y si Qzes la parte de Q que tiene subintervalos en [c, b] entonces Q2es o —
fina

Entonces queda claro que S(f, é) =S(f1, 521) + S(fa, éQ)
Caso 2: ¢ ¢ Q

Aqui ¢ serfa la etiqueta de algtin subintervalo de la forma [z;_1, 2;]
Supongamos que lo es del subintervalo [x;_1, %] y consideremos los subin-
tervalos [zr_1,c] y [c, zk]

Sean @,y @,las particiones etiquetadas de [a, c] y [c, b] resultantes
Como f(c) = (xx —xk—1) = f(c)(c—2xk—1)+ f(c)(zr — ) entonces se cumple

aue S(f,Q) = S(f1,Q1) + S(f2, Qo)

En ambos casos se tiene que
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S(f,Q) — (L1 + L)

_ ‘(S(f, 1) + S(f, 0)) — (L1 + La)
< ‘S(f,él) L+ ‘S(f, 0,) -

o

Como 521 es 01— finay ézes d2— fina se concluye que ’S(ﬁ Q)— (L1 +Ly)| <

ﬁ)
Supongamos que f € Rf‘a b

Dado € > 0 3. que satisface que dadas dos particiones Ig[ai,] y é[aﬁ] etique-
tadas v. — finas se tiene que [S(f, ;7) - S(f, 6,02) <e
Sean fi la funcién f restringida a [a, ] y ]%1 y Cogllas particiones etiquetadas
— finas de [a, ]
Si agregamos puntos y etiquetas del 1ntervalo [c, b] podemos extender a P1
y thasta convertirlas en particiones P y Q etiquetadas v, — fmas de [a,b]

o

Si se usan los mismos puntos y ethuetab agregados para P1 y Qlen Py Q

S(f1,P1)—S(f17Q1)
S(fhfo’l) - S(fl,él) <e

entonces se tiene que [S(f, P) - S(f, Q) =

o [e]
Como Py @ son 7. — finas entonces

Asi que f; € Rf

[a,c]

De forma similar, definimos f> como la funcién f restringida a [¢, b] y 1(;’2 v
éQIas particiones etiquetadas v, — finas de [c, b]

Agregamos puntos y etiquetas de [a, ¢] para extender 1%2 y (j}zy hacerlas ](37
y 52 etiquetadas v, — finas de [a, b]

o] [e] [e] [e]
Luego, al usar los puntos y etiquetas agregados a P2 v Qgen Py @) se tiene

ave [S(7.P) = S(.Q)| = (72, P2) = 5(72, Q)| < € porser Py @~ finas
Y llegamos a que f5 € Rfc’b]
Podemos concluir ahora que f{f f=0r+ fcb f

Veamos ahora el siguiente teorema que nos muestra por qué la integral que
se discute en esta tesis es una versién generalizada de la integral clasica de
Riemann.

Teorema 2.3.1
Si f € R,y con integral L entonces f € R[C p con integral L.

Demostracion
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Sea € >0
o]
Existe § > 0 tal que para toda P particién etiquetada de [a, b] que cumpla

S(f.P)~L
Sea 0* : [a,b] — R calibrador definido como sigue §* (t) = }4 para t € [a, b]

o

P|| < § sucede que <€

o
Ahora, sea P una particién etiquetada §* — fina
Se tiene entonces que x; — x;—1 < §* (¢;) = ié paral <i<n
Asique0<xi—xi,1§i<6paral§i§n -

Entonces P es tal que PH <dy ’S(f,P) - L‘ <e
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1.4 Intervalos infinitos

En esta seccién discutiremos la integracion generalizada de Riemann en inter-
valos no acotados tales como [a,0), (—00,b] 0 (—o0, 0).

Comencemos por recordar que para integrar -segiin Riemann- funciones con
limites infinitos en algin punto ¢ € [a, b] o funciones que oscilan demasiado en
dicho punto, nos vemos obligados a calcular limites de integrales en subintervalos
cuyos extremos tiendan a c.

Esto es, supongamos que se tiene la funciéon f definida como sigue:

RN

Dicha funcién no es acotada en una vecindad a la izquierda de [0, 1] pero es
integrable segin Riemann en [, 1] para v € (0, 1]. S6lo basta definir la integral
impropia de f en [0,1] de la siguiente forma:

1
dr = lim —=dx
fO 2 Jx — fry f
Luego calcular la integral de la forma usual y posteriormente el limite.
El calculo de limites no es necesario cuando se trabaja con la integral gene-
ralizada de Riemann. Ilustremos esta afirmacién con un ejemplo que involucra
la funcién anterior.

Ejemplo 1.4.1
Sea F(x) =2¥x para z €10,1]

Entonces F' () = f(z) para z € (0,1]
A51quef€R[01yfo (x)dx = ) F(0)
es decir fo 2—ﬁdaj =F(1)-F(0) =

Como vimos, no se calcularon limites, simplemente se puede usar el Teorema
Fundamental del Célculo para la integral generalizada de Riemann, que se ex-
pondré en el siguiente capitulo, o el teorema que debemos al aleman Heinrich
Hake, en el cual una funcién no acotada u oscilatoria cerca del extremo derecho
del intervalo donde esté definida, pertenece a la clase de las funciones R* y, lo
mas importante, evita el cdlculo de limites para obtener su integral.

Antes de enunciar el teorema de Hake, demos una definicién.

Definicion 1.4.1

Sean f: A — B una funciony A; C A

La funcién f1(z) : Ay — B donde f1(z) = f(z) para x € A; se conoce como
la restriccion de f en Ay

A veces se denota como f1 = f | 4
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Teorema 1.4.1 (Teorema de Hake)
Si f : [a,b] — R entonces f € R[4 siy solo si para cada v € (a,b) la
restriccién de f en [a, 7] pertenece a Rl Y lirlrjl f; f=A€eR
A

En este caso f; f=A

La idea involucrada en este teorema, es -por un lado- construir una sucesién

() que converja a b para que R[*a Y lim f:” f = Ay -por otro- construir
’ n

calibradores en [a, b] para demostrar que f € ]Rf‘a ] (construyendo calibradores
adecuados para los intervalos [y;—_1,7vi])-

El Teorema de Hake implica que la integral generalizada de Riemann no se
necesita ’extender’ tomando limites, pues basta con examinar cémo se comporta
la funcién a integrar en subintervalos de la forma [a,~] con v < b.

Algo similar ocurre cuando en el extremo izquierdo del intervalo la funcién
es no acotada o hay oscilaciones cerca de él. Asi que pasemos, en seguida, a los
casos en los que el dominio es un intervalo infinito.

1.4.1 El intervalo [a, o0)

Al definir la integral generalizada de Riemann para una funcién f de [a,00) en
o]
R inmediatamente nos encontramos con un problema: si P, o)es una particion
[e]
etiquetada tal que P, o) = {0, %1, ..., Tn, Tny1} entonces se tendria que zo =

o
a4y Tpy1 = 00. Ademds la suma de Riemann serfa de la forma S(f,P) =
f(to)(z1 — @o) + f(t)(x2 — 21) + o + f(tn)(@n — 1) + f(tng1)(00 — zn)
Su ultimo término no tiene sentido en R. De esto surge la necesidad, ya sea
de asignarle un valor o de suprimirlo y dado que no encontramos una manera
util de darle un valor que no sea cero, elegimos suprimirlo. Hay dos formas de
hacerlo, una es definiendo la suma de Riemann de tal forma que contenga sélo
los primeros n términos y la otra es usando un procedimiento que nos permita
manejar los extremos +oo de los intervalos infinitos, de tal forma que eliminemos
el ultimo término.

Para evitar el uso de los Reales Extendidos, se opta por utilizar la primera
forma, es decir, hacemos que la suma de Riemann contenga sélo los n primeros
términos de la suma anterior, como ha sido hasta ahora (ver Definicién 1.1.4).
En vez de manejar particiones de [a, 00) en un nimero finito de intervalos que no
se translapan -pues uno de ellos necesariamente tiene longitud infinita-, mane-
jaremos sélo subparticiones de [a,00) que sean conjuntos finitos de intervalos
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que no se translapan y de longitud finita cuya unién esté propiamente contenida
en [a, 00).

Definicion 1.4.2
Definimos un calibrador en [a, c0) como el par ordenado (4, d*) formado por
d una funcién estrictamente positiva definida en [a, c0) y un ndmero d* > 0

Definicién 1.4.3

Sea una subparticién etiquetada P = {xq, z1, ..., 2, } de [a,00) con etiquetas
{tk:nggnfl}
Se dice que Pg o) €s (6,d") — fina cuando:
n
i) [a,00) = U [wi-1,2i] U [zs,00)
i=1
1) [wi—1,@) Cti — (i), t; +0(t;)] parai=1,..,n
iii) [zn,00) C [4r,00) o, equivalentemente que, 4+ < z,

Ahora definamos la integral generalizada de Riemann en [a, c0)

Definicion 1.4.4
Se dice que una funcién f : [a,00) — R es Riemann generalizada integrable
si existe A € R tal que para cada ¢ > 0 existe un calibrador J. en [a,o0)

tal que si P es cualquier subparticién etiquetada d. — fina en [a,c0) entonces
[e]
5(.P) - 4] <
En este caso f € Rf, )y [Zr=A

A continuacién enunciaremos el Teorema de Hake correspondiente a este
tipo de intervalo.

Teorema 1.4.2 (Teorema de Hake)

Si f : [a,00) — R entonces f € R}, 00y 81y sélo si para cada v € (a,00) la
restriccion de f en [a,7] pertenece a R* 'y lim [’ f=A€R
y—00

[a,7]
(oo}
En este caso [~ f=A
Utilicemos ahora el teorema en la resolucién de los ejemplos de esta seccion.

Ejemplo 1.4.2

Dados a > 1y fo(z) =% Va € [1,00) demostrar que f, € R} o0y

Sea v € (1,00) Larestriccién de f, en [1,~] es continua, por lo que f, € RFL’Y]
Ademés Wli_}rr;o [ fa= Wli_)rgo [ Lda

Por lo tanto [} Ldw = [ [ oot e 1 de = [ 1y (1- 50 )]
Y el limite es Tim 1y (1= i) = 25 lim 1 - 2y = Lo tim 10 =
y—00
a—1
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Por el teorema de Hake concluimos que ffo fa = ﬁ con o > 1

1.4.2 El intervalo (—o0,?]

Expondremos ahora la integracién generalizada de Riemann en el intervalo
(_Oovb]

Definicion 1.4.5

Seanb€ Ry f:(—o0,b — R una funcién.

Un calibrador en [—00, b] es un par ordenado (d.,d) que consta de un niimero
d. > 0y una funcién ¢ estrictamente positiva en (—oo, b]

Definicién 1.4.6 .
Una subparticién etiquetada P = {xg, z1, ..., 21} de (—00, b] cuyas etique-
tas son ty = {t1,t2, ..., tn} €s (d«,d) — fina si:
n

i) (=00,b] = (—00,z0] U U [zi-1,i]
i=1

ZZ) [131'_1,56@] C [ti — 5(157;),251' + 5(%)] parai=1,...,n

iii)  (—o0,xg] C (—o0, —d—l* 0, equivalentemente que, xg < —i

Y podemos definir ahora la integral generalizada de Riemann en (—oo, b]

Definiciéon 1.4.7
Se dice que una funcién f : (—oo, b] — R es Riemann generalizada integrable
en (—oo,b] si existe B € R tal que para cada € > 0 existe un calibrador . en

o]
[—o0,b] tal que si P es cualquier subparticién etiquetada . — fina en (—oo, b]

entonces ‘S(f,P) — B‘ <e

En este caso f € R?‘am) y ffoo f=B

1.4.3 El intervalo (—o0,00)

Definicion 1.4.8

Sea f : (—o00,00) — R la funcién que va a integrarse sobre el intervalo infinito
(—OO, OO)

Un calibrador en (—o00,00) es una terna (d, dy, d*) formada por la funcién §
estrictamente positiva en (—oo,00) y dos nimeros d, y d* estrictamente posi-
tivos.

Definicion 1.4.9
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Una subparticién etiquetada P = {zg, 1, ..., 2, } de (—00,00) con etiquetas
ty = {t1,t2,....,tn} €s (J,ds,d*) — fina si:

i) (—00,00) = (—00,z0] U U [Ti—1, 2] U [24,00)
1) [zi—1, @] C [t — 0(t), t +(5( J)] parai=1,...n

“Z) (7007‘%0] - <7OO>7d71*:| Yy [CEn,OO) - [d%?oo) 0 Zo S *dil* y d% S T

Podemos ya definir la integral generalizada de Riemann en (—o0, 00)

Definicién 1.4.10
Una funcién f : (—oo,00) — R es Riemann generalizada integrable en
(—00,00) si existe C' € R tal que para cada € > 0 existe un calibrador J. en

(—00, 00) tal que si P es cualquier subparticién etiquetada d. — fina en (—oo, 00)
o
entonces ’S(f,P) = C" <e
En este caso f € R ) ¥ [Z.fr=cC

De nuevo utilizaremos la definicién de restriccién de una funcién y el teorema
de Hake.

Teorema 1.4.3 (Teorema de Hake)
Si f:(—00,00) — R entonces f € R{___

(=00, 00) la restriccién de f en [3,7] pertenece a Ry, 'y ﬁ—»—oloigl—)-s-oo f;f =
CeR

En este caso [*_f=C

si y sélo si para cada 8 < vy €

Ejemplo 1.4.3

Sea f(z) = 21+1 Vz € (—o0,00)
Demostremos que f € R( 50,00)

f es continua en todo R por lo que f € RY

Sean 8 < 7y € (—00,0)

(=00,00)

Segtn el t de Hak li T f= lim d
egin el teorema de Hake | lim fﬁ f= g, dm fﬁ z2+1 x
fﬂ wQde = arctan (z) ‘g = arctan () — arctan ()
Calculemos ahora el limite
ﬁ—»—ol<i>§yl—>+oo fﬁ x2+1dm = ﬂ—>—<>1<i>gyl—>+oo arctan () — arctan (3)
Veamos ambos casos

lim arctan (y) — arctan (8) = arctan (y) — lim arctan (3) = —ix
B——o00 B——o0

lim arctan (y) — arctan (3) = arctan (3) — lim arctan(y) = 7
Y—+o0 y—+o00
Astque [% lqde = gm—(—4m) ==
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1 Capitulo 2: Similitudes y diferencias entre las
integrales de Riemann, generalizada de Rie-
mann y de Lebesgue

1.1 Seccién 1: Integrabilidad absoluta

Iniciemos hablando un poco de la integral de Lebesgue. Esta integral resuelve
algunos problemas, por ejemplo, hace que todas las derivadas acotadas sean in-
tegrables y que la integracién pueda usarse para expresar medidas. Sin embargo,
la integral de Lebesgue no es tan constructiva como la de Riemann pero puede
mostrarse con un enfoque descriptivo, un poco como la integral de Newton.
Veamos:

Definicién 2.1.1
Una funcién f es Newton integrable en [a,b] siy sélo si existe una funcién
continua F tal que F' = f en [a, b

Definicién 2.1.2
Una funcién f es Lebesgue integrable en [a, b] siy sélo si existe una funcién
absolutamente continua F tal que F' = f en casi todo [a, ]

Para la definicién segin Lebesgue la condicién de continuidad se refuerza
pero la condicién de la derivada se debilita. La integral de Lebesgue incluye a
la integral de Riemann pero no a la integral de Newton. En otras palabras, hay
derivadas que no son Lebesgue integrables. Por ejemplo:

Ejemplo 3.1.1 .
_ [ a®sen(3z) x#0
Hz) = { 0 z=0
2wsen(7z) — 2cos(Z5) x#0
0 z=0
H'(z) no es Lebesgue integrable en [0, 1] pues H no es absolutamente con-
tinua en [0,1].

Asi que H'(z) =

Surge entonces un problema interesante: encontrar un proceso de integraciéon
que incluya tanto a la integral de Lebesgue como a la de Newton y es aqui cuando
la integracién no absoluta viene a colacién. Una funcién f es Lebesgue integrable
si y sblo si | f| es Lebesgue integrable, pero hay derivadas tales como H' que no
son absolutamente integrables. Asi que cualquier integral que incluya tanto a
la de Lebesgue como a la de Newton ha de ser no absolutamente integrable.

Existen tres soluciones a este problema. Una de ellas es la integral que Den-
joy obtuvo en 1912 y que es, esencialmente, una integral de Lebesgue impropia.



Denjoy demostré que toda derivada tiene una integral impropia de Lebesgue
pero el proceso necesario es transfinito y requiere algunos conceptos profundos.

Otra solucién fue la que dié Perron en 1914 que no es ni descriptiva ni
constructiva. Las demostraciones de las propiedades de la integral de Perron
son tediosas a pesar de que la definicién es sencilla. Y resulté ser que esta
integral y la de Denjoy son equivalentes pero demostrar esto resulta tedioso y
complicado.

La tercera solucion fue dada por Kurzweil en 1957 en un articulo sobre
ecuaciones diferenciales. En él introdujo una integral generalizada de Perron
y, como caso especial, una integral generalizada de Riemann que no estudié
a fondo, si no simplemente derivé sus propiedades para las aplicaciones que
necesitaba. Por su parte, Henstock consideré en 1955 un concepto similar,
pero fue a principios de 1960 cuando hizo un estudio sistemadtico al respecto,
disenando asi una integral que incluyera todo tipo de integrales.

Llegamos asi a la integral generalizada de Riemann que, como dijimos en el
capitulo 1, se debe a los matematicos Kurzweil y Henstock y, muchas veces, se
refiere a ella con esos dos nombres. Y vemos que, en efecto, es una integral no
absoluta como se muestra a continuacién.

Definicion 2.1.3
Se dice que una funcion integrable f : I — R es absolutamente integrable en
un intervalo I si |f| también es integrable en I

Definicion 2.1.4
Se dice que una funcién integrable en un intervalo I pero no absolutamente
integrable en I es una funcién condicionalmente integrable en I

Definicion 2.1.5
Una funcién f € Ry, ;) tal que |f| € R[, ;) es Lebesgue integrable en [a, b]

Notacién
La clase de las funciones Lebesgue integrables en [a,b] se denota L, )

Veamos ahora qué integrales tienen esta propiedad.

Propiedad 3.1.1
Si f € Riq) entonces |f| € Riq )

Propiedad 2.1.2
Si f € Liq,p entonces |f| € Lig )

Propiedad 2.1.3

Existe f € R?‘mb] tal que |f| ¢ Rf‘mb] para alguna f



Estd claro que si f € Ry )y f(z) > 0 Va € [a,b] entonces |f| = f asi que
fe erb] y [ € L es decir, toda funcién no negativa f € Rfa,b] pertenece a
L, Lo anterior se puede ver claramente en la siguiente definicion.

Definicion 2.1.6
La clase de las funciones Lebesgue integrables en [a, b] se define como Ligy =

{f € Ry, ;) tales que [f| € Rf‘mb]}

Notemos la forma tan sencilla en que se relacionan las integrales de Lebesgue
y generalizada de Riemann: una simple definicién (integrabilidad absoluta) per-
miti6é derivar el resultado anterior.

Dado que la integral generalizada de Riemann no tiene esta propiedad, se
dice que no es una integral absoluta. A pesar de esto logra integrar un conjunto
mucho mayor de funciones. Para saber mas sobre la integrabilidad no absoluta,
se puede consultar [9].



1.2 Seccion 2: Teorema Fundamental del Calculo

Veamos ahora qué sucede con el Teorema Fundamental del Calculo (T.F.C.)
para cada una de las integrales de este capitulo.

Definicién 2.2.1
Una funcién f : [a,b] — R se llama integrable segiin Riemann si existe L € R
[e]
tal que para todo € > 0 existe § > 0 tal que si P es una particién etiquetada
n
<Z f ) (@i — zi—l)) —L
i=1

0 — fina entonces <e€

Teorema 2.2.1 (T.F.C. para la integral de Riemann)

Sean f : [a,b] — R una funcién integrable segin Riemann y F : [a,b] — R
una funcién tal que F'(z) = f(z) Vz eR

Entonces la integral de Riemann es f: f=F(@®)— F(a).

Demostracion

Sea P una particién de [a, ]

Si los subintervalos de P son [zy_1, 2] entonces al aplicar a F' el Teorema
del Valor Medio en dichos subintervalos existe un punto t; € (zr_1, ) tal que
F(ak) — Flzp-1) = F (t) (@e-1 — 21) = f(te) (@ - zp—1) pues F (t,) = f(ty)

Consideremos las sumas inferiores L(f, P) = > myg(xy — Tx—1) con my =
k=1

inf {f(z) : 2z € [xp—1,2k)} Y U(f, P) = kzijl My (xr—zk—1) con My =sup{f(x): x € [zr—1, 21|}

n

Como my < f(ty) < My entonces L(f,P) < > |F(ap)— F(zr—1)] <
k=1
U(f,P)

Notemos que Y F(xg) — F(zr—1) = F(x1) — F(xo) + F(z2) — F(z1) + ... +
k=1
F(IIJ”) — F(l‘n_l)
= F(xn) = F(xo)
= F(b) - F(a)
Asi que L(f, P) < F(b) — F(a) < U(f,P)
Al ser L(f) = U(f) se concluye que f:f = F(b) — F(a)
Como podemos ver, el Teorema del Valor Medio juega un papel muy impor-
tante en la demostracién de este teorema.

Observemos que las hipétesis del teorema recién demostrado son dos: f
integrable y F (x) = f(x). Veamos ahora cémo es el T.F.C. para la integral

generalizada de Riemann.

Teorema 2.2.2 (T.F.C. para la integral generalizada de Riemann)



Sean F : [a,b] — R una funcién diferenciable en cada punto de [a,b] ¥

f(z) = F'(2)

Entonces f tiene una integral generalizada de Riemann f; f=F()—F(a)

Demg)stracién
Sea P, una particién etiquetada de [a, b]

Tomemos kz: F(zy) — F(ap—1) = F(b) — F(a)

o
Sea {ck}_; el conjunto de etiquetas de P

Calculemos F(b)—F(a)—S(f, 103) = i (F(zg) — F(xi—1)) — few)(xg — 25—1)

[(F(2x) = Fer-1)) = f(er)(@r — 2r-1)]

NIE

<
k

1
Sea e >0
o

Necesitamos construir un calibrador §(c) tal que F(b) — F(a) — S(f, P < ¢

VP etiquetada 0(c) — fina.
Sean ¢ € [a,b] y ¢ un calibrador en [a, b]

Existe d(c) > 0 tal que ‘% —f(c)‘ <eV 0<|z—c|l<d(c) pues F

es diferenciable en todo [a, ]
d(c) es el calibrador que buscamos.

[e]
Para algin ¢, € [xp—1, 2] particular de P se tiene que

)M —f(ck)‘ < epara 0 < |z — c| < 6(ck)

T —Ck

|F(wg) — F(ex) — fler)(zr — cr)| < e(wp — cx)

F(cp)—F(rr—1)
e f(ck)‘ <epara 0 <|cp —xp—_1] < d(ck)

|F(ck) — F(rp—1) — fler)(cr — 2p—1)| < €(ck — Tp—1)

Ahora sumemos

|F(x) — Fler) = fer)(@re — cr)| < e(@r — cx)
+
|F(ck) — F(ak—1) — f(er)(er — zp—1)] < e(ck — 2p-1)
= [F(zx) — F(zp—1) — flew) (@ —zp-1)| <€

o

Y como F(b)—F(a)—S(f, P) <

NE!

|(F(zr) — F(zr-1)) — fler)(@r — 21|

k=1

entonces, por transitividad, se tiene que F(b) — F(a) — S(f,P) <€
es decir, f tiene integral generalizada de Riemann f: f=F(®)—F(a)

La tnica hipétesis de este teorema es que F' sea derivable, es decir, no necesi-
. 7 .7 . / .
tamos, en ningin momento en esta demostracién, pedir que F' (x) sea integrable,



pues al usar la integral generalizada de Riemann cada derivada es integrable y su
integral puede evaluarse usando la antiderivada de la forma usual. Recordemos
también que, en la demostracién del T.F.C. para la integral clasica de Riemann,
el Teorema del Valor Medio tiene un papel central, mientras que aqui, ni siquiera
se menciond.

Finalmente, veamos cémo es el T.F.C. para la integral restante.

Teorema 2.2.3 (T.F.C. para la integral de Lebesgue)
Sea f : [a,b] — R tal que:

i) f /leXiste, c.d.q. en [a,b]

i) f'eLy,

i7i) f es absolutamente continua en [a, b]

Entonces L — f:f (z)dz = f(b) — f(a)

Observemos que este teorema, para la integral de Lebesgue, consta de tres
hipotesis, siendo el que més condiciones necesita.

La demostraciéon de este teorema es algo complicada y, siendo otro el tema
de esta tesis, se omitird. Como ya se ha mencionado anteriormente, trabajar
con la integral de Lebesgue requiere desarrollar una teoria previa, cosa que no
se hard en este trabajo. La teoria necesaria para tratar con esta integral puede
encontrarse en cualquier libro de Anaélisis avanzado.

La razén por la que se mencioné la forma del Teorema Fundamental, para
cada una de las integrales mencionadas, es resaltar las hipétesis necesarias que
éste presenta en cada caso y mostrar que para la integral generalizada de Rie-
mann, sélo pide una hipdtesis.



1 Capitulo 3: Bibliografia adicional comentada

En este capitulo se expondran, de manera breve, algunos articulos relacionados
con la integral generalizada de Riemann, para asi mostrar el amplio alcance
de ésta en la Matematica. No se discutiran a fondo pues los temas en ellos
tratados requieren de un estudio més profundo de algunos temas no relacionados
directamente con este trabajo de tesis.

1.1 1. On Riemannian approach to integration

Este interesante articulo, cuyo titulo en espanol es Sobre el enfoque riemanniano
en la integracién, esta escrito por Jaroslav Kurzweil, creador junto con Ralph
Henstock de la integral generalizada de Riemann, y formé parte del Simposio
de Verano 2003 de la revista especializada Real Analysis Exchange.

Después de una brevisima introduccién Kurzweil inicia la primera de nueve
secciones exponiendo algunos conceptos basicos como medida de Lebesgue, par-
ticiones € — fina, base de integracion y figura. También involucra definiciones
como la de integrabilidad segin Young (Y) y menciona las equivalencias que
se han probado entre las diferentes formas de integraciéon. Por ejemplo, afirma
que la integracién Henstock-Kurzweil (HK) -bajo el nombre que también se
conoce la integral generalizada de Riemann- es equivalente a la de Perron y que
la integracion L* es equivalente tanto a la integracién de Lebesgue como a la
integracién Y. Por ultimo, en esta primera seccion, expone algunos resultados
elementales de las consecuencias de las equivalencias entre las integrales arriba
mencionadas y expone los intervalos de integracion con los que ha de trabajarse.
Hace notar que se pondré énfasis en el concepto de primitiva para evitar clases
de funciones equivalentes.

Para la segunda seccién, trata el tema de la convergencia en el conjunto
Y — integrable de primitivas al que denomina Py . Incluye resultados, para
este conjunto, de convergencia uniforme y convergencia controlada y, de nuevo,
menciona las equivalencias entre ellas.

En la siguiente seccion Kurzweil habla sobre la topologizacién del conjunto
Py. Menciona las propiedades sobre la monotonia de bases de integracién y
en sus teoremas habla sobre las topologias inducidas por Py y la completez de
éstas.

Ya en la cuarta seccién expone las sucesiones convergentes de funciones de
P, y plantea el problema de extender los teoremas presentados en esta seccion



a otras bases de integracién, pues muestra que existe alguna F' € Py para la
cual los teoremas no se cumplen.

En la quinta seccién el matematico checo expone el problema de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias que lo llevé a retomar el enfoque riemanniano en la
integracién y que es el siguiente:

Considérese la ecuacién
u(t) = g1 (u(t))e Bcos( ) + g2 (u(t)) e Psen (é)
donde g; : R” — R" son de clase C(), >0y e > 0 es pequefio

El lado derecho de la ecuacion anterior
9y t.€) = g1 (y) e P cos (L) + g2 (y) € Psen (L)

oscila en t con una frecuencia de 2* que deberfa dar soluciones de u(t) casi

constantes, es decir, cercanas a solu(nones de u(t) =0

Pero por otro lado el factor e~ hace que la amplitud sea grande y, a primera
vista, no permite saber qué tipo de comportamiento se puede esperar de las

soluciones de u(t) para e pequefio.

Considérese ahora lo siguiente:
Proposicién 3.1.1
u : [a,b] — R™ es una solucién de u(t) = gy (u (t)) €7 cos (

é)—f—gg )€ “Psen (1)
si y sélo si para cada [0, 7] C [a,b] y n > 0 existe £ : [0, 7] — (0

, 00 tal que

w(r) = (o) = X (G (u(t) 1) — G lu(t) x>>H <y

cuando {t;, [r;—1,2;]} con ¢ = 1,2,....,k es una particién £ — fina HK de
[0,7]

Resulta que el papel de g en la proposicion anterior es insignificante pues
todo puede formularse en términos de la primitiva G. Esto lleva al concepto de
Ecuacion Diferencial Generalizada.

Definicién 4.1.1
Sean F: R"t R —R"y u: [a,b] = R"
u se llama solucién de la Ecuacién Diferencial Generalizada u(t) = D, F (u (t) )

si para [0, 7] C [a,b] yn > Oexiste £ : [o,7] — (0, oo)talqueHu( ) — ( ) — Zk:(F( (ti),z;) — F(u(t;),z

1 cuando {t;, [x;—1,2;]} coni = 1,2,.... k es una particién £ — fina HK de [ o, ]



Nota.

D, indica que, en condiciones clasicas, es equivalente a u(t) = f (u(t),t)
donde f (y,z) = ;L F (y,x)

k
Observemos que ‘ u(r) —u(o) = > (F(u(ts),x) — F(u(t;) ,xi_l))H <7
i=1

es equivalente a u (7)) — u (o) = (HK) f[a T]g(u (t))dt si F es de la forma
Fly,z) =gy

En las dos secciones siguientes establece las hipétesis necesarias que le per-
miten demostrar un teorema que afirma la existencia de una solucién u para la
Ecuacién Diferencial Generalizada.

En la pentltima seccion define una funcién regulada y presenta dos teoremas.
Uno afirma que si existe la integral de Kurzweil-N, que el autor abrevia KN
(donde N es un sistema de subconjuntos con ciertas caracteristicas que, en inglés,
se nombra 'negligible’, de ahi la N), entonces existe la integral HK (generalizada
de Riemann) y ambas son iguales. El segundo teorema afirma que si existe la
integral de Young entonces existe al integral KN y ambas son iguales. Aunque
aqui no se mencionen, ambos teoremas tienen claramente definidos los intervalos
de integracion y las funciones a las que se aplican.

En la ultima seccién define cudndo una base integrable es diferenciable en un
punto y da numerosas notas -a manera de resultados- sobre diferenciabilidad.



1.2 2. Norm-convergence and uniform integrability for
the Henstock-Kurzweil integral

El articulo tiene por titulo en espafiol Convergencia a una norma e integrabilidad
uniforme para la integral de Henstock-Kurzweil. Lo escribié Charles Swartz de
la universidad del estado de Nuevo Mexico. En él se propone mostrar que una
sucesion, uniformemente integrable y convergente puntualmente, de funciones
integrables segiin Henstock-Kurzweil converge a la norma de Alexiewicz.

Inicia diciendo que el Teorema de Convergencia Dominada (T.C.D.) para
la integral de Lebesgue implica inmediatamente que la sucesiéon dominada es
convergente con respecto a la norma L' Sin embargo, como el T.C.D. para
la integral de Henstock-Kurzweil (HK) permite la convergencia condicional de
integrales, entonces dicho teorema no implica inmediatamente la convergencia
de sucesiones dominadas con respecto a la norma de Alexiewicz en el espacio
de funciones integrables HK. Argumenta que con el Lema Uniforme de Hen-
stock, recientemente formulado por Lee, Chew y Lee, se puede establecer la
convergencia a la norma de la sucesién dominada en el T.C.D. para la integral
HK.

Denota con I = [a,b] un intervalo en Ry con HK (I) al espacio de todas las
funciones integrables segiin HK en el intervalo I define varios conceptos:

Definicién 3.2.1
Si f € HK (I) entonces la norma de Alexiewicz de f estd definida por

sup {7 f] 0 < v <b)

Definiciéon 3.2.2
Una sucesién {fi} en HK (I) es uniformemente integrable (segin HK)
sobre I si para cada € > 0 existe un calibrador 6 : I — (0,00) tal que

m
[ fe =X fi (t:) |Li]| < € para cada k siempre que D = {(I;,t;) : 1 < i < m} sea
1 i=1

una particién etiquetada 6 — fina de I y |J| denota la longitud de un intervalo
J

Para demostrar que se da dicha convergencia a la norma de Alexiewicz, el
autor usa el siguiente hecho, asi como un lema y dos teoremas que se exponen
a continuacion:

Si {fx} € HK (I) es uniformemente integrable sobre I y {fx} converge
puntualmente a la funcién f : I — R entonces f es integrable sobre I y

lim [ fr = [ f
I I

Lema 3.2.1
Sean fe HK (I) y e >0



Si § es un calibrador en I tal que

[ £~ % f )1

I

< € para cada par-

m

Z{f(ti)ui nJl- fJf}

=1 I; N

ticién etiquetada d— fina D = {(I;,t;) : 1 < i < m} entonces

ey Y |f ()L N J— [ f| < 6e para cada subintervalo J de I y para
i=1 LnJ
cada particion D etiquetada § — fina de I

Teorema 3.2.1
Sea {fr} € HK (I) uniformemente integrable.
Si {fx} converge puntualmente a la funcién f : I — R entonces f es inte-

grable y | fx — fll = 0

Teorema 3.2.2

Sean {fx} C HK(I) y g € HK (I) y {fx} convergente puntualmente a la
funcién f en I

Si|fx — fi] < g en I para cada k y j entonces f es integrable y {fz} es
uniformemente integrable.

Se sigue del teorema anterior que la sucesién { fi} converge a f en la norma
de alexiewicz, estableciendo el andlogo de la conclusién en el T.C.D. para la
integral de Lebesgue y la norma L'.

1.3 3. Approximation theorems for generalized Riemann
integrals

El autor de este articulo es Jean-Christophe Feauveau, miembro del Instituto
Preparatorio para los Estudios Cientificos de Tunicia. Su titulo en espanol
equivale a Teoremas de aproximacion para integrales generalizadas de Riemann.

El contexto de este articulo es el de una integral generalizada de Riemann
(que él mismo desarrolld y, que dice, es quivalente a la integral de McShane)
en el que las funciones son evaluadas en una dimensién finita del espacio de
Banach.

Veamos algunas definiciones preliminares.

Nota.
(X, ]| |I) denota el espacio de Banach.

Definicién 3.3.1




Sea [a, b] un intervalo de R donde a < b
Un calibrador en [a,b] es una funcién 6 : [a,b] — R

Definiciéon 3.3.2

Una subdivisién del intervalo [a,b] es una sucesién x = (z;) de [a,b] con
0<i<ntalquea=2x9 <1 <..<x, =byhacemos 7 (x) = max {x; — z;_1}
conl<i1<n

Definicién 3.3.3
Una subdivisién etiquetada es un par (z,c) tal que z = (x;) con 0 < i <n
es una subdivisién y ¢ = (¢;) una sucesién de [a,b] con 1 <i<n

Definicion 3.3.4

Una subdivisién libre etiquetada y subordinada a un calibrador § es una
subdivisién etiquetada (x,c) que satisface para todo i € {1,...,n} la siguiente
condicién: ¢; — 4 (¢;) < @iy <2 < ¢ +6(¢;)

Definiciéon 3.3.5
Una subdivisién es acotada etiquetada y subordinada a un calibrador § si
para todo 7 € {1,...,n} sucede que ¢; — 6 (¢;) < xjm1 < ¢; <z < ¢+ ()

Definicion 3.3.6
Para una subdivisién etiquetada (z,c) de [a,b] la suma de Riemann de f :
[a’a b] — X es Sj = (Ievce) = Z (xl - zi—l) f (Ci)

i

Ahora veamos la definicién, desarrollada por el autor, de una integral gen-
eralizada de Riemann.

Definicién 3.3.7
Una funcién f : [a,b] — E es integrable si para cada e > 0 se puede encontrar

un calibrador J. tal que > H(IZ —Ti_1) (f ()= f (C;)) H < e cuando (z,¢) y

z, cl> son subdivisiones etiquetadas de [a, b] subordinadas a o,

Siendo f una funcién integrable, se dice que un calibrador que satisfaga
[ P
1

Para cada familia de subdivisiones etiquetadas ((z.,c.)) con € > 0 respecti-
vamente subordinadas a (d¢) con € > 0, la funcién € — S; (x, c.) tiene limite
cuando € — 0 y éste no depende de la sucesion elegida.

Por definicién es la integral de f en [a,b] y se denota por fab f

< € es € —adaptado a f

Luego Feauveau establece algunos resultados sobre aproximacién de fun-
ciones integrables usando funciones escalonadas.

Veamos ahora los teoremas de aproximacion.



Teorema 3.3.1
Sean f : [a,b] — R una funcién integrable y € > 0

Para un calibrador § que sea e—adaptado a f se tiene > f;_’;l If (@) — f ()] dt <

€ para todo t € [x;—1, 2]

Teorema 3.3.2
Sean f : [a,b] — X una funcién integrable y € > 0

Para un calibrador § que sea e—adaptado a f se tiene » H (xi — i) fei)— [ fH <

€ cuando (z,c) es una subdivisién etiquetada libre y subordinada a o

Teorema 3.3.3
Sea f € L' ([a,b], X)
Para todo € > 0 existe una funcién escalonada f. tal que ||f — f.

| <e

Teorema 3.3.4
Sea f € L' ([a,b], X)
Para todo € > 0 existe una funcién f. tal que f: If = fell <e

Teorema 3.3.5

Sea f € L' ([a,b], X)

Para todo € > 0 existe n tal que ||f — T (f,z)|| < € cuando z = (z;) con
0 < i < g es una subdivisién de [a,b] que satisface 7 (z) < n

Estos resultados sobre aproximaciones conducen a los conceptos de cali-
bradores y equiintegrabilidad para el espacio de la clase de funciones L', con-
ceptos que el autor usa para caracterizar las partes compactas de L'. Cabe
aclarar que algunos teoremas pueden expresarse usando la Teoria de Lebesgue,
mientras que otros requieren del formalismo de los calibradores. Finalmente,
usa los teoremas de aproximacion para demostrar la equivalencia de una inte-
gral generalizada de Riemann con las teorias de Lebesgue o Bochner.

1.4 4. Comentario final

Se espera que al haber leido estas breves sinopsis de algunos articulos relaciona-
dos con la integral generalizada de Riemann, se hayan podido percibir algunos
de los alcances de ésta.

Las posibilidades de las aplicaciones de esta integral son tan grandes como
las de cualquier otra integral que se haya desarrollado, con la ventaja de que
ésta posee mucha de la sencillez de la integral clasica de Riemann.

Ti—1



Existe gran cantidad de articulos relacionados con la integral de esta tesis
en las revistas especializadas de Matematicas, en particular en las dedicadas
al Anélisis Matematico. Como puede observarse en la bibliografia, una de las
fuentes més ricas en esta integral y sus avances recientes es Real Analysis FEx-
change.



Conclusiones

El punto central alrededor del cual gira la teoria de integracion en el sentido generalizado
de Riemann es el calibrador. La constante & que se usaba en la integral clasica de Riemann
se cambia por una funcion positiva £y es a partir de aqui que se desarrolla, no sélo la
integral de la que hablamos, sino una forma alternativa de demostrar teoremas basicos para
el Calculo y el Anélisis.

Como se menciond en el capitulo 3, las integrales de Perron y Denjoy son equivalentes y
es facil demostrar que la integral generalizada de Riemann es también equivalente a ellas.
Asi que esta integral incluye a las de Riemann, Lebesgue, Perron y Denjoy y su exposicion,
com se vid en esta tesis, no requiere mas que los conocimientos para entender la integral
clasica.

Uno puede preguntarse como es que, teniendo una definicion tan sencilla y parecida a la
integral clasica de Riemann ;por qué no fue ‘descubierta’ mucho antes la integral
generalizada de Riemann?. Parece haber varias razones. Para empezar, la definicion no es
descriptiva ni constructiva. Ademads, la definicién rompe con la tradicion de elegir primero
las particiones y luego las etiquetas, cuestion que en este caso, podria decirse que ocurre al
revés o, al menos, las etiquetas han de tomarse adecuadas para cada particion. También
tomemos en cuenta que se habria cuestionado el hecho de que las particiones dependieran
de L.

A favor se puede decir que, siendo tan parecida a la integral de Riemann, resulta una
integral muy familiar para la cual no se necesita introducir primero la Teoria de la Medida.
A la larga resulta una mejor integral pues integra todas las derivadas y hereda las
caracteristicas positivas de la integral de Lebesgue. Algunos dicen que se puede usar la
integral generalizada de Riemann para desarrollar la Teoria de 1a Medida.

En contra se puede argumentar que la integral generalizada no se extiende facilmente a
otros ambitos, que en muchos casos tales como los espacios = en los que necesitamos que
[ /[ sea integrable cuando f'lo es, esta integral coincide con la integral de Lebesgue y que,
eventualmente, la Teoria de la Medida se necesita en la Teoria de Integracion pues muchos
de los resultados mas avanzados de esta tltima teoria requieren de la anterior para que
queden expresados claramente.
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Y siguen surgiendo preguntas como, por ejemplo, si es cierto que la integral generalizada
de Riemann puede usarse para desarrollar la Teoria de la Medida, ;qué viene primero,
area/medida o integracion?, ;la integracion mide areas o las define?. Recordemos que, en
un principio, se asumia que el area era una propiedad que poseian las figuras
bidimensionales y el problema era encontrar esta area. El Célculo recorrié un largo camino
para resolver esta cuestion, pero cuando empezaron a surgir regiones mas extrafias la
propiedad de drea comenz6 a parecer menos obvia. Algunos matematicos piensan que el
area ha de definirse en términos de la integral; Lebesgue definié primero medida y luego
baso su Teoria de Integracion en ella.

Lo cierto es que la integral generalizada de Riemann, que ahora parece llenar vacios que
otras integrales no lograron, hace surgir mas preguntas que respuestas. Y hara también que
se desarrollen otros conceptos que probablemente la sustituyan en algunas décadas pero,
por lo pronto, no puede pasarse de largo la sencillez de su definicion y la magnitud de su
alcance.
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