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Introduccion

[Plantcamicnio, objelivo y justificacion

Mot; . s

La cromodindmica cudntica (QCD} es la teoria de lay interacciones fuertes. Sin|
embargo para bajas enervglas, la descripeidn de el espectro hadrénico basado en g
QCD resulta dilicil debido a la estructura no lineal de la teorfa, Una [orma de
atacar el problema es por medio de modelos esquématicos. Tl ugo de estos modelos

es comun en la [isica donde la estructura de muchos cuerpos pucde ser investigadal
introduciendo grados de libertad v osus acoplamientos. Xl modelo esquématico de
Lipkin [1] es uno de los mds [amosos en [isica nuclear. Los requerimicntos a cwuplir
de un modelo esquématico para la QCD sou:

= Poder describir estructuras hasicas de QCD para bajas v altas encrgias.

s Dche ser resoluble con exactitud, que signilica a lo mds diagonalizar nimeri-
camenie wna matriz.

Un modelo que cumpla estos requerimicntos probablemente no exista debido a lof
complicado de Ta estructura no lineal de la QCD. Sin cmbargo s puede construir
un modelo que sea tau cercano cono sea posible. En [2] se presenta un niodelo que
cumple los requerimientos anteriores. El modelo esta hasado en log modelos de tipol
Lipkin ¢ue congisten de dos niveles para Ta descripeidn de quarks v antiquarks. Del
manera similar a [1] en [3] el gector de fermiones es descrito por dos niveles, uno

a energiag —wr ¥ ofro a energla —w, (ver figura). Fstd es la imagen de THrac para
fermiones, donde los antiquarks son ohscrvados como agujeros ¢n ¢l nivel inferior. El
valor wy esta lijado a nn terco de L masa del nieleo (0,33GeV). Ll nivel o 1L6GeV

s ()(Tllpél.{i() PO [LIes de ghl()ll(!':& COIL (TS[)iIl (,'(‘l'().‘
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[GeV]

@y

HGH

La degencracion de cada nivel de fermidon es 2€2, que se refiere al espin, color,

sabor y eventualmente otros grados de libertad. Si consideramos tinicamente espin
(ns), sabor (n;) y color (n.), tenemos que, 200 = ny - ny - n.. [1] de donde obtenemos
tomando ng =2, n, =3 ynyp=3quc 20 =2-3-3 =18

Los quarks y antiquarks rcales son identificados de tal mancra que los quarks
reales son descritos por fermiones en ¢l nivel superior v los antiquarks reales por

agujeros cn ¢l nivel inferior.

Para temperatura cero vy sin interacciones el nivel de menor energia se llena
con fermiones. Los operadores de creacién (aniquilacién) de estos fermiones son
(c2L0foy ytilizando notacién covariante y contravariante para los indices.

('x(h())fai

El simbolo (1,0)f se refiere al sabor, donde (1,0) es la notacién de sabor para
SU(3), f es la notacién corta para hipercarga Y, isospin Ty tercera componente
T,, o representa los dos componentes del spin i%, ? denota ¢l nivel 1 0 2 v « los

C

restantes grados de libertad que en el caso de ser color tenemos 3 [4].
Los operadores asi definidos contienen log principales grados de libertad de QCD.

Estos grados de libertad aparecen a todas las energias. Aqui los quarks y antiquarks
son los constituyentes de las bajas energias entre 0 — 2GeV y tienen poco en comin
(excepto por los ntimeros cudnticos mencionados) con los quarks y antiquarks a altas
energias.

Los operadores de creacion y aniquilacion de quark (af, a) antiquark (b.b") que-
dan definidos en términos de los operadores ¢ y ¢f

aj’}.j‘o = Clﬁf{fl’ d@fo' = CL/(IQ’
aocfa — C(xfal7 d’i‘ocfa — C(xfa2? (1)

La descripcion de log pares quark-antiquark del modelo estan dados por las
ecuaciones de 37y 13 [1].

thaos  _ t Faoo2 _ i tafo.
Bj‘]fﬂz - anflmlc&foz _Za‘('yj'lmd'afzgzv

o4

«
20 :Ja021 :J20:
Ifﬁaf = (:Lflmz(:”/2 2= Z dofo a®l2o2 (2)
«




Estas dos ecuaciones describen la creacion v aniguilacion de pares guark-

2]. Esta descripeion es complicada para la construccion explicita de estados base
v ¢l calculo de los clementos matriz, ¢l cudl entra en conflicto con una idea de un)
modelo sencillo. Un camino para resolver este problemas es mapear a bosones.

FI mapeo a hosones ey

B 5

Jrere

bjfg; b, J:-:Z_] = d,ﬁ%f-z(sf‘tf'\ '50'3025040'1' (4)

Fstos pares s¢ pPue den ('I})T()‘(]Tllrl'[ CT1 pmnm a 1rstancia con bosones ht)\/\ AT =

o . .
!)T/\,"‘LH v MEM Donde A es tma notacion corta para el sabor (AL X) que puede

tomar los valores 0 & 1, S denota ol cspin giendo 0 para espin enlero solamen-
te v 1 sl ge incluye espin semientero. Esto da cuatro combinaciones posibles de
AST 10,00 [0 1.0 v 1,1]. Flcago con A = 1 v 8 = 0 va a jugar un pa-
pel importante en esta Lesis. ste caso licne ocho grados de libertad, por lo que
se ve involuerado (/{8). Una posible cadena de grupos es (8) D O(8) & SU(3) «
cual jucga un papel muy importante en sistemas de muachos gluones v en ¢l modelo
esquemdtico para QCD a bajas energias 2]

El grupo [7{8) se ve involuerado en varios problemas, por ejemplo un glion tiene
ocho colores de libertad v por tanto la parle de color pucde ser deserito por ol
grupo L{8). Como ol glion tene \spin {malemalicamente (res grados de liberlad),
un sistema de gluones es descrito por £(24) O U(8) 2 U(3)[5] ¥ he aqui ouro ¢je 111[)1()
donde aparece /(8. El grupo U/(8) es reducido al grupo de color SU(3) v el grupol
[7(3) es reducido al grupo de spin SO(3), con spin enteros solamente. T.a reduccion
esta dada en [B, 6]. Sin embargo la construccion de estados es menos conocida. Fn)

b

7.‘] encontramos el pT'h’T]E‘.T‘ IITITLBTIEOl

La neccgidad de Ia forma explicita de log estados es el cdleulo de Tos coelicien-
tos de Clebsch-Gordan primordiales para determinar las transiciones y propiedades
de decaimiento de los hadrones. Asi como para la cadena U(8) > O(8) > SU(3),
ol caleulo de de estos coclicientes licne relevancia debido a la necesidad de
caleular probabilidades de decaimiento. A menudo las propiedades del grupo v sy
algébra son usadas para la obtencidn de los coeficientes. por ejemplo en [8] encon-

tramos ¢l uso para ol grupo SU(2) v en [9, 10, 11] para el grupo SU(3). Sin cinbargo
estos metodos solo se practican con grupos de rango pequeo, cs por eso la necesidad
de hacer un bosaucjo de métodos mas praclicos,




4 INTRODUCCION

Objetivo y metas.

El caleulo de las prapicdades de decaimiento en el modelo esqueméatica de QCD
para bajas cuergias [2. 12] puede ser muy hmportante para decidir la existencia o no|
existencia del pentaquark en el modelo esquématico 13, 14, 13, 16. 17])

Un primer e importante paso hacia la construccion de estados de muachos glno-
nes o quarks-antiquarks es expresar los estados bage para las representaciones irre-
ducibles (irrep) de U/(8). Log coeficientes de Clebsch-Gordan {CGC) son entonces
obtenidos como infegrales sobre un producto de tres polinomios,

Solo se ilustrardn lag ideasg bisicag para obtener CGC para el ejemplo de SU/(3) ©

S0{3). lHay varios trabajos publicados para los grupos SU(3) v SO(3) en el que ol

cidleulo de los coclicientes de Clebsch-Gordan se hacen de manera clegante [18], pero|

ol método no ey aplicable para grupos de rango mayor,

En el caso del mdédelo métivo de este trabajo, para el grupo (/(8) (SU(8)) v en
general para el grupo U/ (n) (SU(n)) no es necesario conocer todag lag representacio-
nes irreducibles, ie. solo lag simétricas [N o [hhizhy) con tres renglones. Por tantol
los métodos directos son mas practicos]

Fl objetivo es construir los CGC de 17(8), en este trabajo consideraremos un|
problema mds sencillo SU(3) & O03), ol cual Ucene las siguicntes caraclerislicas|

importantes:

B Fs no trivial.

m Tos resultados son conocidos. Ademads que fueron descubiertos por métodos

mag elegantes va mencionados pero no extendibles.

La meta de este trabajo es mostrar apartir de ST/(3) el camino para obtener los
CGC de grupos mds grandes SU(n))

Un método similar al propuesto en este trabajo se utilizd para el grupo U(5)
19. 20]|

Liste trabajo consiste de cuatro capitulos en ol capitulo 1 se hace una revision|
de los conceptos de teoria de grupos necesarios para el desarrollo de los siguientes
capitulos, ademis de ilustrar un ejemplo concreto para SU(2) v se enuncidn algunos
resultados para SU(3). Eu el capitulo 2 se desarrolla el método propuesto paral
atacar el problema SU7(3) O O[3). se compardn log resultados obtenidos con los

va existentes v se senala la idea hasica. Fn el tercer capitulo se habla sobre Tos

avances en la generalizacidn del método a [/{8), finalmente en el dltimo capitulo]




Capitulo 1

Teoria de grupos.

Definiciones y nociones bdsicas.

1.1. Grupos

En este capitulo solamente haré mencion de la teoria de grupos bdsica y de
relevancia para cste trabajo. Si se requicre de justificacién o demostracion de los
teoremas mencionados dirigirse a [4, 21, 22|, ademds que en cada teorema mencio-
nado sc hara referencia a la hibliografia correspondicnte.

1.1.1. Grupos

Un grupo ¢s un conjunto no vacio (7, con una opcracion binaria x en (' tal que
six, ¥y, z € (G sc cumple que

(a) (xxy)xz=uxx(yx2).

(b) Existe e € G, tal que exx =z xe =z, se dice que e es el elemento identidad

en (4.

(c) Existex ' € G, talque xxx t =a txx=c. A 27! sc lc conoce como cl inverso

de z.

Si en el grupo ¢ se tiene que Va,y € ¢

» rxy =y*x scdice que G es un grupo conmutativo o abeliano.

Al cardinal de un grupo G lo llamamos el orden del grupo y se le denota |G/].

Si a, b son clementos de un grupo ¢ se dice que b es conjugado de a si y solo

b=uau . (1.1)
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Sea G un grupoy R = {(a,b) € G X G|b es conjugado de a}. R es una relacién de
cquivalencia en (v los conjuntos de la particion de ( inducida por IR sc llaman las

clases conjugadas de .

1.1.2. Ejemplos

1. Sea G ={1,—1} C Z y * la multiplicacién usual en Z. GG es un grupo abeliano
con respecto a la operacion x.

1 -1
1 -1
-1 -1 1

Vemos que 1 es la identidad y cada elemento es su propio inverso. El orden
del grupo es 2.

2. Sea GG ={0,1,2} C Z y = la adicién mddulo 3, es decir, si a,b € G tal que
a+b=3qg+rconq,r €7, el resultado de la operacion % es () < r < 2.

«|0 1 2
0l0 1 2
111 2 0
212 0 1

Vemos que la operacion es asociativa y conmutativa. (¢ con la operacion x cs

un grupo abeliano. El grupo es de orden 3.

1.2. Grupo Simétrico

Sea Jy = {1,2,3,..., N} el conjunto de los N primeros nimeros enteros positi-

vos. Definimos Sy como

Sy ={f:Jn — Jn | [ es biyectiva} (1.2)

El conjunto Sy con la composicion de funciones como la operacion x ¢s un grupo.
A Sy se le conoce como el grupo simétrico de grado N. Sy tiene N! elementos.
Si [ € Sy, a [ la podemos denotar como

: 12 ... N
jz(fl faon .:\'>?

donde f; = f(1).



1.2. GRUPO SIMETRICO 3

Un ejemplo de permutacion de grado 8 es

- 12345678
T\ 2 315476 8
Sean iy, iy, ..., i, distintos enteros en {1,2,3,...,n}. Si f € Sy es tal que

flin) =iy, flin) =g, [(ip1) =iy f(ir) = [(i1),

flo)=a Ve d {ig ... i}
S ¢s llamado un r-ciclo o un ciclo de longitud r, ¢l r-ciclo [ sc¢ denota como
(11,49, . .., iy). Los 2-ciclos son también llamados transposiciones, y estds solo mue-
ven a dos elementos en Jy.

Dos permutaciones «, 3 € Sy son ajenas si todo ¢ movido por una de cllas,
queda fijo por la otra: a(i) # i, entonces (i) = i, v 81 (i) # i, entonces a(i) = i.
Una familia 5y, 55, ..., 5 de permutaciones cs ajena si cada par de cllas son ajenas.

Toda permutacion « € Sy ¢s un ciclo o un producto de ciclos ajenos.

Decl cjemplo anterior descompongamos [ en ciclos ajenos, para ello observamos
que en el renglén superior tenemos el dominio de f, Sabemos que f(1) =2, f(2) =3
y f(3) = 1 cerrando un ciclo, el cual escribimos como (123). Ahora comenzamos con

cualquier otro nimero en la linea superior, digamos el 8, notamos que f(8) = 8
dando el ciclo (8). Continuando de la misma manera encontramos los ciclos (45) y
(67). Por consiguiente la permutacién f la podemos expresar como

[ = (123)(45)(67)(8) 6 f = (123)(45)(67).

Los ciclos de la descomposicion anterior son ajenos.

Si N > 2, entonces toda o € Sy es un producto de transposiciones [4, 21].

Cada r-ciclo (i1, s, ...,4,) se puede descomponer en transposiciones de la si-
guiente forma (iyds) (i123) . . . (i18r—1)(i14y)-

Decimos que dos permutaciones o, 3 € Sy ticne la misma estructura ciclica
si sus factorizaciones en ciclos ajenos ticnen el mismo nimero de r-ciclos para cada

r.

Si vy, a € Sy entonces aya~! ticne la misma estructura de ciclo que 7.
Por ejemplo. si v = (13)(247)(5)(6) v o = (256)(143)(7), entonces

aya = (alad)(a2ada7)(ab)(ab) = (41)(537)(6)(2).

Una permutacién de Sy actiia en un conjunto de N simbolos. Supongamos que
expresamos la permutacion en ciclos ajenos y sea v; el nimero de 1-ciclos, vy el
numero de 2-ciclos. ..., vy el nlmero de N-ciclog entonces

v +2v9+ -+ Ny = N (13)
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Si una permutacion esta expresada en ciclos ajenos, se dice que tiene la estructura
ciclica (171,22, ..., N¥¥), o brevemente, (v). Las permutaciones de Sy que tienen
la misma estructura (v) forman una clase conjugada en Sy.

Sea (X) = 2,29, ...,y una lista de enteros no negativos tales que

x1+ 209+ -+ Na,, = N (1.4)

la lista (X)) induce una clase conjugada de elementos en Sy, a saber, la clase formada
por todas las permutaciones de Sy que tiene la estructura ciclica (171,272, ..., N7V,
El ntmero s de listas (X) es el ndmero de clases conjugadas de Sy.

Si

Vit Vet Uyt Uy = A
Vo +V3+ -+ VUn = )\2«
vy = >\1\~ (15)
con
14} + 2V2 + 3V3 + v + j’\’YVi\s' = /\Y (16)
entonces
M+N+- Ay =N v M >2X>--->Ay >0, (1.7)

ALs A2, Az, ..., Ay es una particién de N que denotaremos como (A1, Ay, ..., Ay,
inversamente dada una particion hay una estructura de ciclo correspondiente:

veo= A= Ao,

Vo = Ao— A3,

Un = M. (1.8)
Cada particién (A1, Ag, ..., Ay) induce una clase conjugada en Sy.

Como otro cjemplo consideremos ¢ € Sz tal que

(123
“= V2 31

¢ es un 3-ciclo
o = (123).

Es claro que (123) = (312) = (231). Descomponiendo ¢ en transposiciones tenemos

o = (12)(13) (1.9)



1.3. REPRESENTACIONES DE GRUPOS.

Ot

Los elementos de S5 son e, (123), (132), (12), (13). (23). Las particiones (A\) de 3
son (300). (210) y (111). por comodidad denotaremos las particiones como (3), (21)

o

v (1%). Usando (1.8)encontramos la estructura ciclica correspondiente a cada parti-
cidn, siendo estds (1%), (1',2) y (3') respectivamente.

5109 (12) @)
e (13) (123)
(12) (132)

(23)

Cada columna cn la tabla cs una clase conjugada con la correspondicnte estruc-
tura ciclica en el renglon superior.

1.3. Representaciones de Grupos.

Sea G un grupo y F un campo. Una F-representacion D((G) de (¢ es un homomor-

(] .
fismo de ¢ en ¢l grupo de transformaciones lincales no singularcs de algiin espacio
vectorial V'osobre el campo I de dimension finita. La dimensién de V' es el grado de

D(G). Una F-representacion es fiel si es un monomorfismo. Dos F-representaciones
D(G), D'(G) son equivalentes si tienen como base un espacio vectorial V. y V/
respectivamente y existe una transformacion lineal no singular S de V a V'’ tal que

D(R) =S 'D'(R)S VR,

Una representacion de (U es una [7-representacion de (G para algin campo I

Si V' es un espacio vectorial n-dimensional sobre un campo I entonces el grupo
de transformaciones no singularcs lincales de V' es isomorfo al grupo de matrices no
singulares n X n con cocficientes en I, Una ['-representacion de grado n de () puede
ser igualmente definida como un homomorfismo de ¢ al grupo de matrices n X n no
singulares con cocficientes en I

Sea V el espacio vectorial de una F-representacién D(G) de . Un subespacio
D(G) invariante de V' es un subespacio W de V' tal que

D(RW CW VR €.

Si W es un subespacio D(G) invariante de V' entonces D((G) define una F-
representacion de (C con espacio vectorial base Wy otra representacion con espacio
base V/W. Estas representaciones son llamadas constituyentes de D(G). Una F-

representacion D(() de (G en un espacio vectorial V' es F-irreducible si @), V son
los tnicos subespacios D(G) invariantes de V. D(G) es F-reducible si no es F-
irreducible. D((G) es completamente reducible si

‘/’:‘/}%%e-..%‘/&. 821
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donde cada Vj es un subespacio D(G) invariante de V' y F-irreducible. Es claro que
F-reducibilidad, F-irreducibilidad v reducibilidad completa son todas preservadas
si D(G) es remplazada por una F-representacién similar,

En términos de matrices es de facil verificacion que la F-representacién D(G) de
(i cs [-reducible si v solo si existe una matriz no singular S con entradas en [ tal
que

AR) C(R)

sToms={ " g

VR € d,

donde A(R), B(R) son las constituyentes de D(G).
Ademds D((G) es completamente reducible si y solo si existe una matriz no sin-
gular S con cocficientes en I tal que

ST'D(R)S = VR e,
0 D™(R)

nde D¢ es F-irreducible.

Sea F'un campo. Sea G un grupo y sea () una F-representacion de GG. Para
R € G sea tra(R) la traza de D(R). La funcién tra(z) es llamada el caracter de G
en la F-representacion D(G) y se denotara x(R).

A partir de aqui todas las representaciones () de un grupo G con espacio
vectorial V' oseran sobre el campo C y cuando digamos reducibilidad o irreducibilidad
sc entendera C-reducibilidad o C-irreducibilidad a menos que se diga lo contrario.

Solamente trabajaremos con representaciones D(G) de un grupo G completa-
mente reducibles, por lo que una representacion () reducible significa una repre-
sentacién D(G) completamente reducible

Para hacer distincién entre representaciones de un grupo ¢ no similares haremos
uso de un superindice D(“)(G ) para distinguirlas, de manera similar, distinguiremos
los caracteres de una representacién DU (G de un grupo G con x W,

Representaciones similares de (¢ tienen ¢l mismo conjunto de caracteres, ademas
que clementos conjugados en ¢ siecmpre ticnen ¢l mismo caracter.

Si etiquetamos las clases de conjugacion de ¢ como Ky, Ky, ..., K, donde v es cl
nimero de clases en (4, la representacion es descrita por un conjunto de caractercs
X1, .-, Xv- Los caracteres de representaciones irreducibles son usualmente llamados
caracteres primitivos o caracteres simples.

Considerando una representacion arbitraria D reducible. D puede ser expresado
en términos de representaciones irreducibles

D(R) =Y a,DM(R), (1.10)

v



1.4. DIAGRAMAS DE YOUNG

~I

donde las a, son enteros > 0. Tomando la traza de esta ecuacidén para un elemento

R cn la clase K de un grupo ¢

xi= > anx!”. (1.11)

v

El caracter y; de una representacion reducible 1) es llamado caracter compuesto.
Como vemos un caracter compuesto es una combinacién lincal de caracteres simples
con cocficientes enteros positivos.

Para obtener ¢l cocficiente a, de una representacion irreducible en una repre-
sentacion D(G) de un grupo G con caracter y; para un elemento R en una clase
conjugada K; de G hacemos uso de la ecuacién [21]

1 e

Si una representacion D{G) de un grupo G es irreducible sus caracteres deben

satisfacer '
> gilil’ =g. (1.13)
i

La ecuacion (1.13) nos da un criterio simple de irreducibilidad [21].

En un grupo de orden finito ¢l nimero de representaciones no-similares ¢ irredu-
cibles es finito, ¢s mas, ¢l nimero de representaciones no-similares ¢ irreducibles de
un grupo finito cs igual al niimero de clases conjugadas cn el grupo.

Otro resultado importante dice que ¢l cuadrado de las dimensiones de las repre-
sentaciones irreducibles es igual al orden del grupo. esto es

g:Zn?, (1.14)

v

dondc g es ¢l orden de un grupo (' y n, cs la dimensién de la representaciéon v, la

suma es sobre todas las representaciones irreducibles.

1.4. Diagramas de Young

El problema de encontrar todos las representaciones irreducibles del grupo simétri-
co Sy cs uno de los cjemplos clasicos de téenicas algebraicas.

El teorema de Frobenius da una conexion entre los caracteres simples de un
grupo (i y los caracteres de cualquicra de sus subgrupos.

Scparamos los elementos de (f en clases conjugadas K, ¢l niimero de clementos

en K; es g;. Denotemos los caracteres simples de ¢ por X,,;“) de una representacion
DW((G) de (. Sea H un subgrupo de (7, para formar H tomamos h; clementos de los
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g; elementos de la clase K, de estos fi; elementos solamente f;, elementos estan en
la clase K ., hy, estdn en la clase K, ete., donde las K son clases conjugada de /7.
Denotemos los caracteres simples de /1 como (),(f ) y la correspondiente representacion
por AUW([1). Si al menos un elemento de la clase K; de (i estd en el subgrupo // se

cumple [21]

=S a0 (1.15)

v

Si la clase K; no tiene clementos en H tenemos que

Z(L,,pX;") =0 Vp, (1.16)

I

donde p denota todas las representaciones irreducibles de /1 no similares. Regresando
a considerar todas las clases conjugadas en (¢ que tienen al menos un clemento en

H

?

a 4 }/ T
07 =Y au ! =3 o (1.17)

hol
" Ko gi

donde del lado izquierdo tenemos un caracter compuesto ’1;‘)‘[(0) de G.

Hay un caracter simple el cual conocemos para cualquier grupo, llamado el ca-

racter de la representaciéon identidad, XEO) = 1 para toda . Esto implica que ()l(f) =1
para toda [, obteniendo en (1.17)
gl ()
— = E aX; - 1.18
g h - 10 X] ( )

Las cantidades gh;/g;h son un caracter compuesto de . La ecuacién (1.18) es
aplicable a cualquicr subgrupo H de .

Por cjemplo para cualquicr Sy conocemos dos caracteres simples, ¢l caracter
simétrico, con 1 para toda permutacion; y el antisimétrico, con 1 para permutaciones
parcs vy —1 para permutaciones imparcs.

Para Sy tenemos

(2

1

Y e
YU 1
1

1
)
1
1

Donde el numero de elementos en la clase es mostrado encima del simbolo de la
particion. Para S3 conocemos
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1 3002
(1%) (2.1) (3)
S Y 1 1 1
Y@ 1 -1 1
V)

La clase (3) de S3 no tiene elementos en Sy, por tanto el caracter compuesto es
0. Comenzando con ¢V (i.c., x™ en S,). (1.17) da

6 6
v, 2o 1.1
5 5 (1.19)

— ] =
el =

Vasy = =3 Ypy =

Obtuvimos los caracteres compuestos 3, 1, 0. Usando (1.12)

1 o1
§§:mMﬁ”:6u-&+&1+an:1 (1.20)
I

tenemos que y contiene a x una vez. Sustrayendo obtenemos los caracteres 2, 0, —1.
Estos son caracteres simples pues cumplen (1.13), (12 +3-0°+2- (=1)?] = 1.
Entonces la tabla para Sy cs

1 3002
(%) (2.1) (3)

Sy YU 1 11
2 J R |

3 2 0 —1

Dado un grupo (' de orden g, teniendo g; clementos en la clase K; de G. Si un
subgrupo H de ( tiene orden h y conticne h; clementos de la clase K, entonces cl
conjunto de nimeros

un gh
= 1.21
Xl qh ( )

formdn un caracter compuesto de G [21].

A partir de (1.21) se puede resolver completamente el problema de encontrar las
representaciones irreducibles del grupo simétrico.

La manera de resolver el problema es a partir de la ecuacién (1.21) que nos da un
caracter compuesto U0 de Sy para cada subgrupo H. Considerando una particién

(A) = (A, A0, ..., An) de N con
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se construye un subsrupo de & distribuvendo los simbolos 1,2, ..., N en la particion]
[A); agrupamos A simbolos por un lado, Ay simbolos distintos por olro lado. ele.
[la cleccion de simbolos en cada agrupacion es irrelevante). Counstruimos el grupd|
simétrico del conjunto de Ay simbolos al que Hamamos Gy . Se hace lo mismo para
cada uno de log otros conjuntos. Tomnamos el producto directo de grupos (recordemosy
que no tienen simnbolos en comtu). El producto directd

Gy =Gy X Gy XX Gy

es un subgrupo de Sy. Usando (1.21] se obtiene el caracter compuesto de Sy el cual
ctiquetatnos como o™, Cada particién (A} de (V) se puede operar con clla por este
Ll nduncro de particiones de N ¢s igual al aidmero de clases de Sy, S pruchal
que las ¢ son vectores linealmente independientes. Il resullado de Frobenius es unal
formula que da todos los caracteres simples de Sa.
Como cjemplo considercruos Sy v construyaimnos ¢l subgrupo correspondiente 4

la particién (27).

|(_;'['QJ‘] = (_;’2 X (.f,j

Donde formamos ¢l grupo simétrico de 1, 2 v multiplicamos con el grupo simétricol
[ormado de 3, 4. Gy = ¢, (12), (34), (12)(31). Ll orden del subgrupo es f = 212! =
1. Considerando las clases de Sy, (1), (31), (29), (1), la clase (1) no tiene clementos
cu el subgrupo v la clase (31) tampoco, la clase (27} ticne un elemento, la clase (217)
tiene dos elementos v la clase (:l“li) tiene un elemento. Con estos datos v usando|

[1.2T) obtenemos los caracteres compuestos

(1Y) 21 2 () ()
6 2 2 0 0

. ey Lo . . .
Las canfidades ¢, son los coeficientes de cierto multinomio el cual se construye

en 21 . Obteniendo la ceuacion|

Ney 1 99
SR DL DE R (1.22)

(A permy

dondel
o = 53 1.2
para cada clase [ con estructura ciclica {14,237, .. ),
5, = E o, r=1,...,n (1.2}
i

I'n la derivacion del enunciado general (1.22), se usaron N variables ;)
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Aplicamos (1.22) a S,

donde Z uLl etc., Hllph(d una suma sobre todas las permutaciones de indices la cual

)
De estas ecuaciones formamos la matriz de ()() transponemos la matriz y en-

tonces (A) senala renglones y (1) columnas:

(O =QY" (212)° (2°)° (31)° (4)°

) = (4) 1 1 1 I 1

(31) 4 2 0 10

(22) 6 2 2 0 0

(212) 12 2 0 0 0

(1) 24 0 0 0 0
ey

De estd matriz se pueden determinar los caracteres simples X -

A partir de la ecuacién (1.22) podemos encontrar el conjunto completo de ca-
racteres compuestos ™M para Sy. Froboniu% di6 una ccuacién similar la cual da
dircctamente todos los caracteres simples ™. A saber

D IRUD DU T St SRR D
A P

Donde D(x;) esta definido como

D(x;) = D(xy, ... 2p) = I—I(UL7 — )

i<j

= Z() 2 m 1, m 2 L llgn. (1.26)




12 CAPITULO 1. TEORIA DE GRUPOS.

A partir de 1.25 se pueden derivar métodos graficos.
Por cjemplo para la clase conjugada del clemento identidad en Sy, csto cs, la
clase (1™). Del lado izquierdo de (1.25) es solo D(x;)(> 7 ;)™. Comenzamos con D(x;)

RT . A s
y multiplicamos sucesivamente n veces con y | x;. Entonces ng)l) es el coeficiente de

T m

ATFm=1_ As+m—2 A
Ly Lo T dm

en (1.25). Comenzamos a partir de

, _ N m—1_.m—2 0
D(z;) = E dpPxl a1y,
P

Si multiplicamos por > x; incrementamos una de las potencias por una unidad.
Pero si en algtin momento dos de log exponentes llegan a ser iguales, el término se
hace cero. Notamos que si elevamos el grado del polinomio en uno en cada ocacion,
debemos siempre elevar la potencia de z; a lo menos tan rapido como s, etc.
El objetivo final cs clevar la potencia de x; por Ay, es decir, x; por A;. Micentras
hacemos esto un factor a la vez, debemos estar seguros que cada vez que ¢l niimero
de multiplicaciones por 2 es mds grande que el numero de multiplicaciones de
2y, ete. El niimero total de caminos por el cual podemos llegar es el grado de la
representacion (A).

Por ejemplo, supongamos que nosotros deseamos obtener la dimension de la
representacion irreducible de Sy correspondiente a (M) = (2,1?). Entonces debemos
elevar la potencia de xy por 2. x4 v 23 por 1. En otras palabras deseamos llegar a
r?7yws aplicando un z factor a la vez, siempre teniendo méds ) que xy, Ty que T3,
ete. Los posibles caminos de hacer esto son

L(ff;(fgl’g = X101 Xy T1XoX1X3 T1XoX3Tq.

Hay tres permutaciones, entonces la dimension de la representacion asociada
con (2,12) es 3. Si ahora remplazamos 2; por “punto cn la primera linca”, xy por
“punto cn la scgunda linca”, cte. Llegamos a un método grafico con dos puntos en
la primera linea (z?) y un punto en la segunda y tercera linea (zox3). Obtenemos
las graficas

° 0 o
o) ]
O
en el segundo diagrama usamos cajas en lugar de puntos. Por el mismo procedimiento
a cada particion corresponde una grafica:

... 000 =l
(4: D000 @) 5 2): 5 o
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(2,1):

(1)

0o
10100 O

Las maneras posibles de hacer aplicaciones regulares son:

(4) n=1

1] 1 i
(2,1%): |3 2 2 n=3
4 4 3
(14 n=1

Existe un método grafico similar al anterior que sc puede utilizar para calcular
A ..
caracteres. Para encontrar el caracter XE/)) en (1.25) debemos encontrar el coeficiente
MAm—1, Atm—2
de a2 T g2 TR L e

Lgy

Una aplicacion regular de [; puntos se obtiene aplicando puntos en la linea ¢-ésima
hasta que excede el nimero de puntos a el ntmero de puntos en la linea anterior

por uno. entonces vamos a la linea precedente y aplicamos el mismo procedimiento.
Si un conjunto de /; puntos ¢s pucsto en un nimero impar de lincas decimos que
es un aplicacion par, si los puntos son puestos en numero impar de lineas es una
aplicacion impar v da un signo negativo a la grafica.
La regla general para encontrar el caracter en la representacién (A) de la clase (1)
teniendo ciclos de longitud I, 1y, . .., s¢ hace considerando la grafica de la particién

(A) y mediante diferentes aplicaciones sucesivas de Iy, [5, . . ., etc., puntos, el caracter
A . , e . . ., ,

XEZ)) es igual al namero de grificas que contienen aplicacidnes pares mas el ntmero

de graficas que conticnen aplicaciones imparcs.
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: 3,1 : o coo e
Por ejemplo encontremos el caracter XEQ/lg)' Primero dibujamos la gréfica (3, 1)
0o o
0 .

Haremos una aplicacion regular de 2, 1 y 1 puntos. Estas aplicaciones pueden ser
hechas en cualquier orden. Aplicamos primero un par de puntos que etiquetamos
como 1, después un punto (2) y finalmente un punto (3). Los dos puntos pueden ser
agregados de dos maneras

) o 1] 00
(a).D o(b)m

Ahora hacemos la aplicacion regular de 2

LSmmm o, Mme  , [Eo
() (a2) (b)

Solamente tenemos una opcion en cada caso para 3

w MOE o DB [ B
b [ 2. [ 1

En (al) v (a2) los dos 1’s estdn en la misma linea, por tanto no contiene aplicaciones
impares. En (b) los 1's estdn en distintas lineas, por tanto (b) contiene una aplicaciéon
impar. Obtenemos +1 de (al) . +1 de (a2) y —1 de (b).

3.1
X =Hl+1-1=1 (1.27)

1.5. Grupos Continuos.

Un grupo continuo o un grupo topoldgico consiste de :

» Una variedad! n-dimensional .

= Una operacidén que mapea cada par de puntos a. b en la variedad a otro punto
:en la varieda

En general, un grupo continuo r-paramétrico tiene todos sus elementos etiquetados
por r-pardmetros que varian continuamente ap, as, . . . , @,, entonces los elementos del
grupo son R(ay,...,a,) = R(a). Grupos cuyos elementos pueden ser etiquetados por
un nimero finito de pardmetros que varian continuamente se dice que son un grupo

Wease [36, p.57] para la definicién de variedad
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condinuo finito. El rango de variacién de los pardmetros no esid especificado, estos
nueden varlar de —a¢ a +2¢ o pueden estar contenidos en 1n domino finito. 51 ¢
dominio de variacion es finito, la variedad del grupo se dice que es cerrada.

Los requerimientos para que los elementos f2{a) formen un grupo continuo son|
imnales que para el grupo [inito. Debe de haber un conjunto de valores de log pardime

tros a tal que

Ria®VR(a) = Rla)R{d") = R{a) (1.28)
para toda a. R(a”) cs el clemento identidad del grupo. Por convenicncia se to-
mard o’ = 0. Ademds para enalquier valor de a podemos encontrar un valor a tall

quc:

K@) R(a) = Rla)R(@) = R(0) (1.29)

cutonces (@) es el clemento inverso de i)

r@ [Rla) . (1.30)

El producto de dos elementos del conjunto debe pertenecer al conjunto. Dado los
ralores de los pardametros o v 0, podemos encontrar un conjunto de valores de los
parametros ¢ tal que:

|R{e) = R(b)R{a). (1.37)

El pardmetro ¢ cs una funcién real de los pardmetros reales a v b .

cp = plag. by b)) k=10 v, (1.32)

0, de manera abreviada|

e olah). (1.33)

Hasta aqul los requerimientos son log mismos tanto para grupos finitos o denu-
merables, pero ahora requerimos ademas que log pardmetros de un producto sean|
funciones analiticas de los pardmetros de los [actores. sto es, que la funcion anterior
posea derivadas de todos los ordenes con respecto a ambos arsumentos, Similarmente
requerimog que ¢ en la ecuacion (1.29) sea una funcidn analitica de a. Al grupo que
cumple con las condiciones anteriores se Ie conoce como Grupe de Lic r-paramétrico.

Fstamos interesados principalmente en grupos de transformaciones. Los resulta-

dos anteriores para oste tipo de grmpos los podemaos reescribir de la signiente forma.
Un grupo de Lic r-paramétrico de transformaciones s un grupo de transforma-

pedimos que [ sea una funcidn analitica de log pardmetros a.
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In prupo continuo de tranglormaciones debe satislacer todos los reduerimicnios
Un grupo continuo de transformaciones deb tisfacer todos los reauerimicnto
de grupo, entonces para una transformacidn etiquetada por un conjunto de parame-

Lros a. se pucde cncorntrar un conjurnlo de parametros @ lal que

= A= (S (sa)a) = (1.34)

ol aplicamos una sucesion de transflormaciones

ke = Ll as ., an) (1.35)
z, = [l o xsb L b (1.36)

se requiere que el resultado pertenezea al conjunto. Fs decir debe existiv un conjunte|
de valores de los pardmetros ¢, ..., ¢ tal que:

M I Ly R Y 3 { 07

X, = il ooomsen e (1.37)
los pardmetros ¢ deben ger funcién de log pardmetrog ¢ v

= Oplay, .o apr b b, (1.38)

se asume que lag funciones ¢ son analiticas v que a en la ecuacion {1.34) son|

[unciones analiticas de a. También existe un conjunto de valores de los pardimelros

a” ¢l cnal corresponde a la transformacién identidad

x’ flara™ (1.39)

0

cn general tomarcmos a” ignal a cerol

Haclendo ugo de las ecuaciones anteriores obtenermod

o, = [l 6 = LiGea), o fuleia)ib)
| filz. o)
E filz ola b)) (1.40}

abreviadamente escribiremos

Flflma)t)y = floréla; b)) (1.47)

’

esta 1ltima ecuacion es una identidad en @, a v b.

1.5.1. Transformaciones Infinitesimales.

El estudio de Ias propicdades infinitesimales de los grupos de Lic, csto cs, lag
propicdades del grupo cercanas al clemento identidad nos Hevard al conceplo de
gencradores infinitesimales v Algebras de Lic)
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Partiendo de la ecuacién (1.41) que expresa las restricciones para las funciones f;
que forman un grupo de transformaciones continuas. Vemos que la transformacion
@ = f(x;a) toma los puntos de la posicién z a la posicién z'. Suponemos que
la transformaciéon con pardmetros a toma a x vy lo manda a 2. Si tomamos un
pardametro cercano a a digamos a + da de tal forma que a z lo manda a 2’ + da’,
entonces hay dos alternativas de camino para ir de 2/ a 2/ + du’

' +dr’ = [(x;a+ da)

' = [(x;a) ' +dx’ = [(2';0a),

b

de manera general tenemos

o= filz, . xan,. . a) =1, n (1.42)

J P ",./ ol .
i+ da = fi(a, o w0,

dé(/l _ Z 0/17<;L/l cet *[;Lln* aly .oy ar’) 5@/{?
, Oay, _
k=1 a=0
T
= ) Un(a)day; (1.43)
k=1
a+da = oar,... a3 001, ..., 0a,), (1.44)

T :
Orlay, . ...ap by, . 0b -
da; = § ( . T’) 0y,

m=1 ([)bm a=0
r
= Z()lm<a>(5am; (145)
k=1
para a = 0, 0,,(0) = &y, Resolviendo (1.45) para las d’s en términos de da’s,
tenemos
,
k=1

donde las matrices v v 8 satisfacen

’(;“L‘Q = 1, Uk[(()) = Okl;
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sustituyendo en (1.43) obtenemos

= Z Use (2" (a)day, (1.47)

k=1

Z U (2" Vo (). (1.48)

(9(1 .

En la ecuacion (1.48) consideramos las 2”’s como funciones de los pardmetros a. La
coordenada x es el valor inicial de las x'’s para a = 0.

Si examinamos el cambio de una funcién F(x) bajo las transformaciones infini-
tesimales (1.42) encontramos

= 3 Gt =350 S ale

=1 =

r n ;) r

= ba [ Ul d(r r=>3"daXr. (1.49)

Los operadores

)
X, = Uppla) - (1.50)

son llamados los operadores infinitesimales del grupo.

Un resultado importante con respecto al comnmutador [X;, X;] = X;X; — X;X;
dice que el conmutador de operadores infinitesimales es expresable en términos de
operadores infinitesimales. Se tiene que

0
(X, Xo] = Ch Upp=— -—Xi (1.51)
Lj

donde los cocficientes C . son la estructura constante del grupo de Lic, claramente

e ==Ck (1.52)

ademas de que los operadores infinitesimales cumplen con la identidad de Jacobi.

(X X5], Xa] + [[XG X, X 4+ [Xe, Xo], X5 = 0. (1.53)

La representacion lincal de un grupo de Lic es difinido de igual forma que para
grupos finitos. Cada elemento R del grupo se asocia con un operador lineal D(R). Fl
operador D(R) actua sobre un espacio vectorial de vectores ¢, un espacio euclidiano
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de dimensién [inita o un espacio de Iilbert en el cudl un producio escalar positivo
delinido {47 #4) estd delinido.
La ropresentacion debe gatisfacer los reguerimientos usuales

(1) D{12,) D13y 1)
DEY = 1 (1.54)

12 problema de encontrar las represenlaciones irreducibles del grupo de Lic sc
pucide alacar dircctamente o se pucde considerar el problema relacionado de cn-

contrar la representaciones irreducibles de su algelrva de Tie. A cada elemento del
algebra A se le asocfa un operador lineal /2{A) en un espacio vectorial o de Hilbert
v requerimos que

DIATH = DA = DR
e A) a [ A)
DA B = DIATDIBT — DIBTDIAT = [DIAT, DR 155

La representacion del algebra sirve cowo intermediario v se muestra que la re-
presentacion del algehra se puede extender para dar una represcntacion del grupol
de Liel

Fn el proceso de encontrar las representaciones irreducibles de un aAlgebra serni-
sirnple, ¢l teorcina de Casimir es extremadamente usado)

Si los clementos base del dlgebra son X, ol operador de Cagimir ¢s delinido como

=" X,X, [1.56)

esle operador conmuta con todos los operadores de la representacion. Donde g7 es
I inversa de una forma bilineal simétrica asociada a dos clementos del algebra)
Considerando una representacion irreducible, ¢l operador €7 conmuta con todos|
log operadores de la representacion y por el lema de Schur e un multiplo del operador]
unidad. Entonces el operador ¢ tiene un valor niumerico [ijo ¢n una representacion
irreducible dada v el valor es usado para cavacterizar la representacidn irreducible.

PO —= —§" cn una base apropiada, ol operador de Casi-

C=> X, (1.57)
|

Para grupos compacltos g
mir para cste caso es

1.5.2. Representacion equivalente bosdnica

Il grupo unitario & {n) tiene n? generadores C5,, con (i,m = 1, ..., n) los cuales
satisfacen la regla de conmutacion]

1 1 iy -y T 5 i A
[(-'i-nu (-'jn} - ()jm(-'-i-n — ip S (\1'58;’
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En la naturaleza cencontramos bésoncs y fermiones. Cada uno de estos ticne sus
operadores que cumplen la relacion de conmutaciéon y anticonmutacién hosonica y
fermidnica respectivamente. Aqui tomaremos como ejemplo los operadores bosdnicos
los cuales nos serdn de utilidad para secciones posteriores de este trabajo.
Consideremos bosones y una posible representacion de C i = b'bm ComMo genera-

dores, si b- by, sON operadores de creacidon y aniquilacion con la regla de conmutacion

[?)m, bf] = i~ Se puede mostrar que satisfacen (1.58), es decir,
(Db, B0n] = 1 (b, 0110 + 108 (B, b) =+ [BF, D516 Dy = D1 (B, D1 b
- ?)Idmji)n - Eﬁdin?)m
- 5j7nl;j677 5inz);6m (1 59)

En general, son requeridos varios operadores de Casimir para caracterizar una
representacion irreducible completamente. El ntimero de operadores requeridos es
igual al rango del algebra cl cudl sc define como ¢l niimero maximo de gencradores
quec conmutan cntre si.

1.6. Series y coeficientes de Clebsch-Gordan.

El producto de Kronecker juega un papel importante en la teorfa de sistemas aco-
plados y en la derivacion de reglas de seleccion. El producto de dos representaciones
irreducibles del grupo GG debe ser en general reducible [21, 25].

Una de las ecuaciones principales es [21]

- é Y X RN RN (R) (1.60)

el cual da el namero de veces a, que la representacion irreducible /)7 es contenida
cn la representacién D&My x7) og ol caracter de la representacién adjunta o
Los nimeros g son los cocficientes en la expansion de DWW x DW) on represen-

DI s DW= N, D) (1.61)

g

2

Esta expansion es llamada la sceric de Clebsch-Gordan. Una notacidén mas conveniente
es:

DWW x DY =N (o)D) (1.62)

g

osto es, (puvo) es ol nimero de veces que D) ocurre en ol producto de Kronecker
de DWW y DW), Claramente, (juvo) = (vuo).
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Los cocficientes surgen del problema de cencontrar todas las representaciones
irreducibles las cuales estan contenidas en el producto de Kronecker de dos re-
presentaciones irreducibles. Para aplicaciones fisicas ¢l problema de encontrar las
funciones bases para las representaciones las cuales estan contenidas en el produc-
to de Kronecker es de suma importancia. Por ¢jemplo tomemos n, funciones bases

(}7 (j = 1.....n,) para la representacién irreducible D*(G). y n, funciones base
oy (I=1,...,n,) para la representacion irreducible D(G). Queremos encontrar ny
funciones \IJ’\( s = 1,...,n,) las cuales son combinaciones lincales de productos 1/5 o7,

y ¢stas forman una ba%o para la representacién DO (G) Sabemos que tal conjunto

cxiste solamente si DY estd contenida en DU x D™ esto cs |, s6lo si (uvA) # 0 o

si (urA) > 1, se van a formar conjuntos independientes W » Hay de hecho (uv))

“combinaciones lincales independientes” de funciones producto. Para distinguir es-
tos diferentes conjuntos, se usard la notacion \IJE )v s=1,....n5 a=1,....(rvpA)
que es las multiplicidades de A en el producto (vpA). Las funciones W ff“ deben ser
combinaciénes lineales de los productos ¢/7é) (Se usa la convencién de suma sobre

letras latinas repetidas, la suma sobre letm,b griegas serd mostrada explicitamente).

g = zﬁ )o,( V(1uj, VI ATys) (1.63)

s) son llamados Coeficientes de Clebsch-Gordan. (Otros

Los coeficientes (

nombres son coeficientes de Wigner en caso de SU(2) o coeficientes adicidn - vector).

(A7)

El total de funciones W™ es igual al nimero de funciones producto U op

Z(/w)\)n,\ = nun,. (1.64)

A

s) una matriz de grado n,n,,.

Entonces los coeficientes forman (u
A partir de ésta relacién y su inversa obtenemos lag siguientes ecuaciones :

(N8| g, v (g, v ATas) = daw (STA O (1.65)
Z<”jl= vl ATas)(ATas| g, vl) = 0j50u. (1.66)
ATy

1.7. El grupo SU(2).

Los generadores de un grupo de Lie son determinados por elementos del grupo
los cuales son infinitesimalmente cercanos al elemento unidad [4, 21, 22, 23].

Los generadores de SU(n), pueden ser elegidos como (nxXn) matrices hermitianas
linealmente independientes con traza igual a cero [4].
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Un caso que estudiaremos mas a profundidad c¢s con n = 2. En este caso los
generadores de SU(2) pueden ser matrices 2 x 2 matrices hermitianas y traza igual
a cero, teniendo 22 — 1 = 3 gencradores.

Proponemos
. 0 1
g1 =
10
. 0 —
Oy = .
: 0
. 10 ,
O3 = 1.67
0 —1 ( )
Estas son matrices linealmente independientes. La relacion de conmutacion de las
0; es
[(37;, (ATJ] - Q’L'G,;jk,a'k. (1()8)
En lugar de trabajar con d;, es més convenientes usar S; = 14;, como generadores
n lugar de trabajar con ;. es mas convenientes usar S; = 50;, como generadores,

simplificando las reglas de conmutacion

[Si,Sj] == ie,;jk,Sk. (1()9)

donde ¢ cs el tensor Levi-Civita y tiene las propiedades

1 si(igk) = (123), y permutaciones ciclicas
cijr = & =1 s8i (ijk) = (213), y permutacines ciclicas (1.70)
0  en los demas.

No existe un par de generadores que conmuten {5, S5, S3}. El nlimero méximo
de generadores que conmutan es trivial, i.e. 1, lo cual determina el rango de SU(2)
a uno. Por tanto existe un solo operador de Casimir [4] que es

52 = 82452482 (1.71)

A partir de lo presentado en esta seccion deduciremos en lo siguiente, los nimeros
cudnticos y su espectro de eigenvalores [4, 26, 27].

1.7.1. Definiciones.

En mecanica cldsica, el vector de momento angular ¢s definido como ¢l producto

cruz del vector de posicién r y el vector momento lineal p,

L = rxp (1.72)
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-

La transicion a la Mecanica Cuantlica se hace reemplazando la variable de mo-
mento por el operador 27]

—ihV, (1.73)

=N

implicando

Ly, py] = ihdy a.74)

Usando (1.72), es inmedialo oblener las relaciones de conmutacidn para los compo-
nentes del operador del mowmento angular.

(L L) ihl.

[[ f.‘;_} — ?:hn(.‘i.;‘

‘i

(Lo L] ihly, (1.75)

Estos conmutadores definen ol momento angular en mecanica cudntica y esta defini-

¢ion es mds general pues admife nimeros cudnficos semienteros COmo veremos s
adelante. Si ol momento angular total L es la suma de momentos angulares L 1g

relaciones de conmutacion (1.75) son validas para la suma también. Con [1

n) , (my ,{ndy g {n} ‘- -
f = E I A [ P L | = ihcn sy G, (1.76)
e

Para este proposito. denotaremos los operadores del momento angular por J v usa-
remmos la convencidon de expresar el momento angular en unidades de A, Para Tas
relaciones de conmutacion vegultal

e dy] = it

Ayl i

T = i, 177

La cenacion (1.77) es ol punto de partida de nuestra investigacion v el objetivo os
sacar toda la Informacidn posible de csta definicidn)
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1.7.2. Interpretacién fisica del dlgecbra de SU(2).

Aunque Tos componentes del operador momento angular no conmmutan consigol
mismos, ¢s [Acil mostrar que ol cuadrado de operador del momento angulay

2 2 2 2 g
2= A+ (1.78)

conmuta con cada uno de sus componentes
V2.0 = 0, k=uxy, 2 (1.79)

Las ccuaciones [1.77) v {1.79) estan sujelas a interpretaciones fisicas. 125 posible
T - ) T
cncontrar log cigenvalores simultancos de J° v de uno de los componcentes, digamos

J, unicamente, pero es imposible de encontrar los eigenvalores de J/,. v J, al mismo]
tiempo. Pensando los operadores como matrices podemos decir que J7 v .. pueden)
ser diagonalizados en Ia misma representacién pero no los otros componentes J,. v]
Jy. Fisicamenie esto signilica que podemos saber a lo mucho, la magnitud del veetor]
del momento angular v su proveceion cn uno de los cjes. La proveceion sobre log
otros dos cjes no pucden ser determinados. 51 %5, os la eigenfuncidon del operador
J? v J. , catonces

i

U 21/' am Ty i]» m. ( L. 80)

J z 75‘"’} e = W '3“"{5{;f-rr'ﬁ,- (1 A1 }

Cn la ccuacion anterior, j v m son los nimeros clanticos usados para definir 1o
cigenluncion v los correspondientes cigenvalores del log operadores son 1, v m . No-
SOLIOS8 CSLAILOS illlj(ll'(fSEl(.{(Jri QI QLGOI rar que \f'ElJ.()L'(TS [)ll(ld()ll Lomear j Yy enlonees

los cligenvalores 71y v o,
Definimos dos operadores diferenves J, vy o/ los cuales amaremos operadores

de ascenso v descenszo.

Jo il (1.82)

Fsta nomenclatura Megard a ser obvia. ¥ su rol comprendido. Tas siguientes relaciones
O > =]

de conmutacion pueden ser facilniente obtenidas)

—J25 )Tj:] — Ul

[l do] = +Jg

[Jed ] = 24, (L.83)
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-

Generamos una nueva [uncion ¢ para permitir a Jy operar sobre ¢y, v saber si esta)
nucva funeién cs una eigenfuncién de los operadores J2 v J,. Sca

'}:t.(-"f"j?n = ¢y, (\18,1)
entonced

JE(T’L — ,fz,fl'fijfj-:-rJ,

= .)r:t ej u’(“:‘",’.j?”_

l

9(;.
iU

= ;%L (.

donde se usd la ecuacidn {1.80). Ahora se aplica. ./,

|J2‘ N ot Wim
— (j:)rz j— Ji)'t,’i:jm-

Usando la cenacion (1.81) oblencmos

E U T

| [+ 1)y (1.86)

Encontramos que @ es una cigenfuncién de los operadores J? v J,. El eigenvalor

de los operadores J2 no camhia pero ol cigenvalor de el operador W/, o8 aumentado
o digminuido por una unidad. Es precisamente por esta razén que log operador Jy
son lamados operadores de ascenso v descenso.

1.7.3. Espectro de los eigenvalores.

De la discusion anterior es obvio que m puede tomar un espectro de valores
diferentes por una unidad para un valor dado de 7. Es facil de mostrar que los

alores que m puede fomar estan acotados para un j dado. Para esto, congideremos
la signiente relacidn:

2 2y 0 o I a N
(J:f.‘ + Jq)@"jm = | Jo— Jz)f_;'-"j-m
7 _
‘= (7 . (1.87)

Donde los elementos diagonales del operador cuadrado Hermitiano W/, v .J, son po-
sitivos o cero,

n;om® >0 (1.88)

Esto significa que los valores de m son acotados para un valor dado de ;. Denotemos
el valor minimo de m por my v el valor mas alto por my, entonces tenemos

LT — Lo, 1. (1.89)
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Y sc sigue que se deben satislacer las relaciones

Sy, = O (1.90)

J g, 0. (1.91)

Ovperando J_ sobre la Izquierda de la ecuacion (1.90) v J4 en la izquierda de la|
ecuacion (1.91), obtenemos

J_d = O (1.93)

Donde
J_J JE— 0= 1), (1.94)
JyJ =g, =) (1.95)

De ahi salen las siguientes relaciones

by — tnalma + 1) 0, (1.96)
1 — (g — 1) 0. (1.97)
De las ecuaciones {1.96) v (1.97), obtenemos
Ima(ma +1) = mq(myg — 1). (1.98)
[rig +ma)(mg —mg — 1) = 0. (1.99)
donde my — my ¢s positivo en nuestra cleccion, de ahi se sigue que m, = —my. S

cliquetamos los valores mas altos por f cntonees ol espectro de los valores de meoes
dado por

—j =i+ 1. =17 (1.100}

Hay 27 + 1 valores de my entonces 25 - 1 debe ser un entero. Esto significa que 25

es un entero v entonces § debe ser entero o semlentero. Usando la ecuacion {1.96) o
—~ . . ~ o . q.. . o 2

(1.97), obtencmos los valores del operador J

= G T (T.707]

ca del momento angular dado por la ccuacidn (1.77), hemos mostrado que ol cigen-

valor del operador J2 cs j(j + 1) donde j puede tomar valores enteros o semienteros
y para un § dado. ol cigenvalor del operador J, queda acotado por .
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Sc¢ ha mostrado que a partir de una cigenfuncion ¢, se pueden generar todas
lag 27 + 1 cigenfunciones para un cigenvalor fijo j por los operadores Jy. También
se puede mostrar que son definidas univocamente excepto por un factor de fase [4],
y acorde a la cleccidon de la fase se satisface

JA+’1;‘;jm = \/] + 1) —m(m+ 1)¢ Vimt1 Y
jg(;‘;‘jm = \/1 (j+1)—m(m— 1)),y con
L%jztﬁwﬁzo (1.102)

Los 2j + 1 cigenvectores son transformados unos a otros por los operadores Jo, J2 y
J,. Aplicando estos operadores, i.e. en el contexto de operadores de rotacion, siem-

pre obtenemos eigenvectores o sus combinaciones lineales como resultado. En otras
palabras, cl cspacio vectorial de dimension 25 + 1 creado por las 1y, cigenfunciones
es invariante bajo la aplicacion de los operadores del momento angular. Por tanto
podemos llamar a este un subespacio invariante. Esto nos lleva a la expresion de
una representacion irreducible del grupo de rotaciones.

En general hay muchos estados ¢, para un par de valores j v m los cuales pueden
ser denotados por 1,,;,,. Donde n es un nuevo nimero cudntico que distingue entre
estos estados.

A continuacién usando las relaciones obtenidas con anterioridad (ver ecuacién
1.102), se puede calcular la representacién matricial de los operadores del momento

angular [4].
En el caso del momento angular j = i obtenemos

2
(o)t 5% (1) (1)
R P
s — 8 % (1) i)l (1.103)

Ahora consideremos el caso en el cual combinamos dos momentos angulares J; v Jo
los cuales forman un momento angular total J

J=Jy+Jo. (1.104)

Ya vimos que el operador suma del momento angular obedece las mismas relaciones
de conmutacién que ¢l momento angular individual., Scan ; Jums Y Vj,m, €l conjunto
de cigenfunciones ortonormales de los operadores ]1 , ]1, y ] Jb respectivamente,
tenemos que

/2,(/(1)

Jim1

(j + 1)/(*'517)”(71 y ]2 (}§23772 (]2 + 1) ;gzng

S (1) , ,i(2) ,(2) r
Ji Uiy = TS y /24(*,}27,12 = 20500, (1.105)
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Pensemos por ejemplo en un problema de dos electrones, en el que cada particuls
simple es deserita por la funcion de onda 2,5, (1) v @5,m, (2). La luneidn de onda)
total del momento angular de los dos cleetrones esta dada por 42;,,(1.2), con un|

mormento angulay total § v s componente . Las cigenfinciones de los operadaores
del momento angular total J2 v J, son denotados por im(1, 2). Escribimos 42y,
i)

% jomia

Fimy

cowmwo ¢l producto La funcion de onda total puede ser deserita como unsy

combinacion lincal de productos i) ‘
< - I Sy g
ey Ly (9 o
tim(l,2) = E (Jimiforma ) ey Cigma (L106)
M,

Los coclicicutes (i jorns|jm) muestran la depencia de los miuneros cudnticos. 12s-
tos son los ya conocidos cocficientes de Clebsch-Gordan. Segtin el acoplamicnto del
momento angular 8] tenemozg 1 — ju| < 7 < jy — fu como veremos mds abajo.

La relacidn {1.106) da la transformacion del espacio de Hilbert, generado por los
vectores ortonormales ¥, ¥ @y, al conjunto generado por ¢y, A continuacion|
encontraremos lag condiciones para la evaluacién de los coeficientes {jymy joma|jm).

Aplicamos .J, a la parte desacoplada 12y, %5,

;o 7 P S N SN S SN 421
St = (1. — o) E (Grmmy oy SIS o 8
|7req .
- i . " " ',;',(l.) ,;',(2.) l“)*-r}
= (roy + iz ) (Frmzjoma| i) 655 Chm,- (1.107)

mi.my

Dec la misma forma actuando, sobre la parte acoplada i, tencmos

7o i N N S
JaWim M E i Jamal| fin) G
LT TED

La suma sobre my va de —j; < my < j; analdgamente para el caso de my que

toma Tos valores —7, < my < §5. De las condiciones anteriores v Ta condicién de

independencia Tineal tenemos que

Ko — wnq — o) (v Jarns | i) 0. (1.109)

Fsto implica que Tog coeficientes (jimyjoma|im) se hacen cero para m # mq + mo.

Lo rn debe satislhcer 70 = ) + 1. Poderos reducir Lo doble sumatoria de {1.106)

hacicndo e = — niy, legando a

ot ¢ f _ A ey A meye A ,;.(l) .
'?r’”_',i"im(,]:2> - E (Jl”’-‘lj?”l‘if”'1|-}'r”>¢-’jnm'l

iz

(1.110}

El siguiente paso es calcular los valores posibles para el nimero cuantico j. Usamos|
que

‘Jz'wjﬂ'i = jij+ 1:]'?7’{".1"7”' (1.111)
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Sabcmos que —7 < m < j. De la relacién anterior que m = m, + ms tenemos

Mmaz  — /l +]2 (1112)

lo que implica que

A partir de estos resultados los valores que j puede tomar son [4]:

Ji+ J2
J1+2—1

j= (1.114)

J1— Jol-

Para simplificar ¢l siguiente procedimicnto haremos uso de la notacién de Dirac, cl
bracket. La ecuacion (1.106) se escribe como (suma sobre indices repetidos)

gmy = |myma)(myms|jm). (1.115)

Aqui |myms) representa el producto |mimy) = |jima)[jame). Los ndmeros ji v jo
son omitidos, y deben ser considerados como nimeros fijos para cualquicr my y me
que aparezca. El elemento matriz es

Jorna

(mimy|jm) = //L,);-‘”m(l)l,)* (2)1m (1, 2)dVidVs. (1.116)

Acorde a nuestra notacién previa (1.106), el coeficiente de Clebsch-Gordan es

(mamsljm) = (jimayjems|jm). (1.117)

De la ortogonalidad de ambos conjunto base deducimos

8iiOmm = {jm J'm’) (1.118)

J'm’y = Gmlmims) {mims

En lo siguiente buscarcmos una relacion de recurrencia para los cocficientes de
Clehsch-Gordan. Comenzando por

~

j = j] + JQ.

El opcrador de momento angular cn componentes csféricas cs

A

Ji = Jie+Jo = Jp+idy = (Jip + Jop) il Sy + Joy)
Jo = o+ dog = Jo = (i + Jo2) (1.119)
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Aplicando ./ a (1.115) obtenemos

Ueljmd = (e + b)) = (i + Jo)mymns (o i)
= Ul [rmis) + j2| lmyms | {myms | jmn). (1.120)

Usando (1.102) encontramos que

+ 13 {[JI(}] + 1) =y {my + 1 ] |l + lirQ)—H
L)} (myprmns|jni) (1.121)

G+ D) —mim+ l')];
e(da + 1) — mna(mg + 1) }

Sustituvendo (1.115) del Iz

‘[ (j4+ 1) —mlm+1) } [narrig) Genyms|jm + 1)

vl L) — oty — D] mgmaant, — L gl )
—[jaa + L) — my(ony — L)]® mneynnily fmganty — L. (1.122)

Aqui se introdujo m! my + 1 en el primer término del lado derecho v en el segundo|
término se hizo m), = my + 1. La suma de m! va desde —j; a gy, y m) va desde —js
A ju. La razén es poraue el factor de log términos m| = ji +1 v mi = ju+ 1 se hacen|
cero en (1.121). Entonces en (1.122), Tos términog con m| = j1 + 1 v m§ = jo + 1 no
conlribuyen. Similarmente encontramos que los erminos con il = —7 v mil, = — 3
cn (1.122) pertenceen al vector nulo | — j) — Lome) v |my, —js — 1) en {(1.121) v

no contribnyen al resultado, m] v ol son indices de [a smmatoria que podenr

renombrarlos de nuevo como my ) vy mi. Comparando el factor del mismol
|7y,

g+ 1) —min+ l)]?\mlmg g+ 1}

=[G+ 1) —mylmy — l)]%(:'.'nl — Loy |yn)
}—H} (J2+ 1) —molms — 1:)}%}{7'1'3,1?712 — 1|7m). (1.123)

=

Repitiendo ol proceso con /- nos da un resulvado andlogo

G+ 1) —m(m—1)]7{n
=10 — L) —m(my + L} {my — Lme

jm)
+7a (e + 1) = mis{ne + 1) ’ (imymey + L jm). (1.124)

Lstds relaciones de recurrencia nos permiten derivar los coclicientes de Clebsch-
Gordan para un momento angular . pero diferente m.

ceuaciones podemos evaluar los coclicicntes de Clebsch-Gordan (s |jim).
Fata idea fue usada también para construir Cocficientes de Clehsch-Gordan de
SUE) 10




1.8 TEOREMA DE WIGNER-KCKART al

1.8. Teorema de Wigner-Eckart.

. . i =ik
Definimos 2k+1 operadores T, (g —k, —k+1..... k) que gon log componentes
de un operador irreducible de la signiente forma [8],

E
Lo T = 2: T ke

o/=—H

LT (1.123)

- . . . k) .
Scan los vectores base |[7jm), v ol clemento matriz (751" mim), de uu‘
operador irreducible. Fste estd dado por el producto de un elemento matriz reducido

TN T 755, el cual no depende de nr, m’ v g, v un cocliciente de Clebsch-Gordan
(T'.j’vrl’\ﬂ;\k;‘ rimy = (jmkg jm V) TH |75, (1.126)

.a demostracion se puede encontrar en [8].

1.8.1. Cocficicntes de Wigner para SU(3).

Laletra ov la vamaos a usar para representar un conjunto de etiquetas usadas parval
distinguir bases ortonormales dentro de una representacion irreducible T (Ap) de
SU(3). El coeficiente de Wigner (T'yovy; Tyan|Ta), es definido como un elemento de
una transformaciéon unitaria entre representaciones irreducibles ortonormales aco-
pladas v no acopladas de SU(3). Fl indice p es una etiqueta de multiplicidad v es
usada para digtinguir entre multiples ocurrencias de T en el producto Ty x Ty [28].

Aqui a0 = eAAM, para la cadena de grupo candnica SU(3) D STU(2) & U(1) o
o = kLM para SUB)  SO(3) donde & os ol indice de multiplicidad para (A, g

[23].

L5l teorcma de Wigner cn ol caso SU(3) = SU(2) % U{1) estd dado por 28]

;

(Lall,;

o) = Z(l‘l(},l:1‘2(},2|I'(,}')P(l‘1|||'1'r2\
1

1), (1127

El cocticiente de Clebseh-Gordan se puede factorizar comao

f\rl £ A 1 .”1"}15\1 Tz =) \2 fl"fl,\) TeA ;\.’\> o
|: (l‘l('li’\l; l‘g(,gf\g| l‘{-ﬁ’\;\"p(\j\l ;‘H’,\t . Agf‘r?;\z 1\"11’\) (ll28)

L2l primer lactor del lado derecho de la ccuancidn {1.128) se lamea cocliciente isoescalar
v ol scgundo factor es simplomente un cocliciente de Clebsch-Gordan de SU/(2) [28].
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1asta agqul hemos dado un repaso a la Leoria de grupos necesaria para compren-
der ¢l tema central de Ia tesis. Comenzamos con la definicidon del grupo finito. Como
cierplo trabajamos con el grupo simétrico. Introdujimos las definiciones de la fabld
y diegrama de Young haciendo una distincion entre estds dos. Uno de los puntoy

importantes que se menciond es la representacion de grupos, caracteres e irveduci-
hilidac de una representacion, Con este tltimo punto terminamos la revision sobre
arupos finitos. Posteriormente de una mancra hreve abordamos ol tema de grupos
continuos rparamétricog de Lie v sus generadores. De estos nltimos vimos dos def
sus propiedades, la conmutatividad y la identidad de Jacobi., Continuamos con una)
representacion equivalente e el espacio de bosones v el porgue de la utilizacion de
cste espacio. Vimos una nocidn del operador de Casimir.

Do las secciones més importantes o5 ol que se refiere a cocficientes v series de
Clehbseh-Gordan pucs son parte relevante para sceciones posteriores.

Finalmente trabajamos con mds detalle el ejemplo del grupo SU(2) haciendo|
chflzgls en su importancia dentro de la lsica cudntica, Mencionamos lag férmulas def
recurrencia importantes para la obtencion de cocficientes de Clebsch-Gordan.

Como scccion final de este capitulo hablamos del Teorema de Wigner-Eckart
para ¢l grupo SU{3) que jugard un papel importanie deniro de la generalizacion)|
del método propucsto a grupos mayores. Para mayvor facilidad en se introdujo 13
notacién de Dirac.




Capitulo 2

El caso SU(3).

Después de haber revisado todos los elementos bdsicos y necesarios procederemos al

desarrollo matemdtico para la obtencidn de los cocficientes de Clebsch-Gordan que nos
servird de ejemplo para un trabajo posterior con U(8)

2.1. Reduccién de SU(3).

Como cjemplo tomaremos la cadena de grupos

SU3) 5 SO3) S SO©)
(A, p)k [ m, (2.1)

donde (A, ) denota a las representaciones irreducibles de SU(3) y k la multiplicidad,
[ c¢s ¢l momento angular v m su proyeccion. Consideraremos solo representaciones

irreducibles de tipo (N,0), las cuales son simétricas. Esta consideracién se debe
a que para el caso de la cadena de grupos U(8) D SU(3) solo nos interesan las
representaciones irreducibles [N] totalmente simétricas. Asi como también en el caso
mds sencillo, i. e. SU(3) D SU(2) para las representaciones irreducibles (N, 0) hay
soluciones analiticas con que comparar [11]. Para este tipo de representaciones el

indice de multiplicidad es k& = 1 siempre.
El primer paso es la construccién de polinomios representando estados de méximo
peso en SO(3), i.e. Necesitamos resolver las ecuaciones de eigenvalores con m = [

NPy (b") = NPyy(b")
L.P sz(bT) = I PNll(bT)
L_Pyy(b') = 0. (2:2)

Para esto, los acoplamientos elementales (también llamados epd’s, “elementary per-
misible diagram” o “Integrity basis”) [29] tienen que ser construidos, es decir, un

33
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conjunto completo de acoplamientos béasicos en términos de operadores bosdnicos de
creacion bl (m = 0,+1) de tal forma que todos los estados de maximo peso para

un momento angular sean obtenidos por un nimero de oscilacion de quantas total
N [30, 31]. Hay dos epd’s [30, 31], i.e.

B = —V3bt bl
= (b -bh). (2.3)

donde la ultima igualdad de (2.3) se define como

(b'bt) = Z(ilynbinbtm
m=0
= 200,00, + (b))% (2.4)

La relacién entre indice covariante y contravariante es la siguiente

m m

b= (=1)"b_,, (2.5)
y ademds sabemos que por ser bdsones cumplen las relaciones de conmutacién

D™ 0] = Gpm. (2.6)

Reescribiendo (2.4) tenemos

(b]L ' bT) - Z brTan "
m=0

— Popt +1 Ty2
= 200,07 T+ (by)". (2.7)
Por la regla de conmutacién (2.6) podemos interpretar los operadores b como de-
dvada 2 Chacemos b4 — —9- ¢ +1 8 MO
rivada T Si hacemos by = 5= by = z- v b = 7, tenemos
0? ok !
(b-b) = 25—+ 5. (2.8)
Orixs  0xs
El estado de maximo peso no normalizado esta dado como
) N—I L
- — T T S | l
max peso : [N ITm=1)~ (b -0") > (b,)10). (2.9)

Esto nos permite generar todos los estados del momento angular para un N fijo.
Con referencia a [8] un estado en general [N [ m) se escribe como

INTm) = A, (b7 6" Y (b))]0) (2.10)



2.1. REDUCCION DE SU(3). 35

donde A,; es la normalizacion v Yy, son arménicos esféricos sélidos. Tomando en

cuenta que n = \Til para A, tenemos que [8, 31]
A = in : (2.11)
T @20+ D) '
, QU+ .
Yu(bh) = R ) (2.12)

Por conveniencia no hemos tomado en cuenta la fase (—1)" en A, que estd en la

referencia [31]. Ahora construyamos el estado |N [ [) usando la ecuacién (2.10) con

m = [ cl cual serd un estado de maximo peso y de donde podremos sacar su factor

de normalizacién. As{ tenemos

NI = A (6507 Y, (01)0)

o wa [0 DY ‘
= A, l(bt ’ b'> ? W(bil>l|0> (213}

Haciendo la sustitucién de (2.11) y simplificando el factor obtenemos

[

VLD = {(271+(22ZZ++11)?!!2271)!IZ!1 -5 (0L)'10) (2.14)

Esta dltima ecuacién (2.14) nos da el estado de médximo peso en SO(3) normalizado
con un factor de normalizacion N,

(20 4+ 1) 1 (2.15)

N = [(27z+21+1)!!(2n)!!l!

Hasta aqui ya construimos los estados de maximo peso normalizados.
El mismo resultado se puede obtener partiendo de (2.10), aplicando el hermi-
tiano conjugado del lado izquierdo y usando métodos algébraicos manuales [31] o

algébraicos numéricos [32]. Es importante notar que para el caso de U(8) hay que
usar métodos algébraicos numéricos porque los manuales dejardn de ser manejables.

2.1.1. Construccion de un estado con m # [.

Ahora continuaremos con la construccién de estados. El estado |N [ m) con
m # 1 lo expresamos como

INIm) =NL"™IN L) (2.16)

donde |N 1) es el estado de médximo peso normalizado, N es el factor de normali-
zacion del nuevo estado y L5™ es el operador de descenso aplicado (I —m) veces.
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Para cncontrar el [actor de normalizacion hacemos el producto con su conjugado y|

ohtenemaos

2N TILT™ LN LD (2.17)

Antes de continuar con la deduccidn veamos como eg la aplicacién de un operador]

de ascenso 1, a un estado L™[N 1 m)

frr—T
Ly PN UL = Y L7 7ML L LN 1 (2.18)
E=0
ln—1
= IR0 RVLE NI, (2.19)
k=0
Fn 1a dltima igualdad nsamos que
[IJ+: ].1_: 2-[.1(]. (220)
¥
LolX NI = (L kLY NI, (2.21)

Continuando con el algebra a partir de (2.19) tenemog|

n—=1 17— 1]
Do kN T = 1772 2) KN T (2.22)
k0 el

=T
20— 2 Z ko= 2n—nln— l:(
E=0

| w(20—n+1). (2.23)

Obtenemos finalmente que la aplicacidén del operador de creacién os

Lo P NTD = a2 —an+DL"ND (2.24)

Para darnos una idea si hay alsuna [ormula para ol ¢aso seneral hacemos una segundal

aplicacion del operador de creacidn v observamaos que

[2LPINLD = Lin2l—n— 1L YN LD
= uln— 02 —n+ 1020 —n—=23L"7N 1), (2.25°

5D
5
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Con estos resultados en cuenta hacemos la propuesta de la formula para p < n

n!' (20 —n +; -
HC LSRRI (2.26)
(n—p)l(2l — n)!
La demostracion la haremos por induccién. La base de induccién ya la comprobamos
con las ecuaciones (2.24) y (2.25). Suponemos la formula (2.26) vdlida para p, queda
por demostrar que es valida para p+ 1, i. e.
, , nl2l—n+p)t _,_
LPYIMN LD = L RL=ntpl puwy gy
(n—p)l(2l — n)!
n!(2l —n + p)! I
- p) 2l —n+p+ DL PN
(n—p)!(?l—n)!(n p)(2l—n+p+ LTPIN 1)
_ 2l —n+(p+ 1)) //Tf(p+1)|N L)
(n—(p+1)I2—n)!

(2.27)

que es lo que queriamos demostrar y por tanto es vélida la formula (2.26).

Ahora ya podemos continuar con la construceién del estado arbitrario. Usando la
ecuacion (2.26) tomando a p = [—m y n = [ —m. sustituyendo en (2.17) obtenemos
(I —m)l(2])!
2l =1+ m)!

NAUN UL LE™N LD = N2 NIIUNITD =1. (228
+

Para encontrar el factor de normalizacion usamos que (NU|NI) =1

(I —=m)20)!
(IL+m)

N* (2.29)

v despejando N tenemos

(Il +m)!

N (I —m)!(2D)!

(2.30)

En este punto hemos obtenido aparte de la expresion de los estados de méaximo

de descenso [._.

2.1.2. Coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3) D SO(3) D
SO(2).

Los CGC de SU(3) D SO(3) D SO(2) estdn relacionados con la integracion de
tres polinomios normalizados para el caso de representaciones irreducibles totalmen-

te simétricas.

<0 ‘PNS l3 TWI:&(b)PNl l Tfll(bj.)PNz lo o (b')|0> (231)
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La notacion {2.31) la podemos ver coma:

f: 1’1\4’73 1?3 ??’?.3| r);\;,‘ I iy Ehl) 1’1\4’7-3 3,2 ??’J,g) IQJQI

Si aplicamos el Teorcma de Wigner-Eckart de SU(2) [1] a (2.32) oblenemos:

i:: [\’73 n?j TTJ.S‘ P\‘ Iy Ehl) [\’73 n?z TT?,3> = (’2 M, Zl T ]j;\rL i- (bl\”

Ly VIV 1

Ny 1.
(2.33)

Del lado derecho de la ignaldad tenemos un cocficiente de Clebsch-Gordan v oun|
elemento doble reducido de 5T7(2). Pero por otro lado podemos aplicar a (2.32) el
Teorema de Wigner-Fckart de SU{(3) [28

KN:; Iy 3| Pyy o (:bii' N2 b ) =
<[i\’,-__;.‘ 0/|J. Ly Ty, f:.i\’,| , 0/|J. L my (;.”\r;.‘}s 0})1 Jg 'I'H,3>| <.”\r"3 JL)M; (\b]\” |£\2> |

Gordan y un clemento vriple reducido de SE{3). 1n esle caso solo hay multiplicidades

igual a1 en el producto (N, 0) x (N, 0) v por lo tanto no aparece la sumatoria de
la ccuacion (1.127). Sin cibargo mantendremos p = 1 en la notacion del coeliciente

de Clebsch-Cordan v el elemento triple redncidol

Analizaremos un caso muy particular donde log polinomios de indices T v 3 son|
de mdximo peso en SO(3) de esta manera el elemento (Nalals|Px i, (07 Nololy — 11)
puede ser calenlado usando arménicos esféricas 8. Para esto tomamaos

My = i3
my o= 1
WL T Ta = g
4 ms = s (2.35)

A parlir de (2.35) podemos deducir que

e — {,';g—zl (236}

adermds que s debe cumplir con las desigualdades
[l —1 <l <h+1s (2.37)
Tomando estos valores v sustituvendo en (2.32), (2.33) v {2.34) tenemos

<~*’\"31313|H\-‘lflll(m]|f'\"21313 hy=(ts 14
= {(No, )L Laly — 1y, (N, OV L

Lsls (N Ly Py zl(:fﬁ;l Ny ly)
(1\‘1—3, ()] llgh)] f:(i“\”—-g, ()] ‘ H-P[::\-’_ 03 ({]JT)‘ (\j\?’h [”> 1.
2.38
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El elemento matriz puede ser obtenido usando los resultados para arménicos

esféricos sélidos dado en [8] esta manera de obtenerlos de forma analitica se vuelve
complicado para grupos dec rango mayor. Otra forma mdas practica cs aplicando
dircctamente el polinomio (| Py, (b) al lado derecho y usando la relacion 6™ = ﬁ
para calcularlo algebraicamente a través de un programa como MATHEMATICA
[32].

La ecuacion (2.38) es nuestro punto de partida para la generalizacién a U(8). Sin
embargo para fines de U(8) el elemento correspondiente serd calculado algebraica-
mente, usando las relaciones de conmutacion de los operadores de ascenso-descenso y

las expresiones equivalentes de . en términos de operadores bosdnicos que veremos

De la primera linea de la ecuacién (2.38) mostraremos como calcular el elemento
del lado izquicrdo para un caso cn particular. Y como ya conocemos los cocficientes
de Clebsch-Gordan de SU(2) entonces el elemento (N3 I3][ Py, 1, (b7)]|Na I3) doble
reducido puede ser calculado. A partir de este elemento doble reducido podemos
obtener todos los elementos { Nalgms| Py, 1,m, (b7)|Nalymy) los cuales ya no son estados
de maximo peso. Este es el primer paso.

El segundo paso se hace a partir de la misma ecuacién (2.38) pero en la se-
gunda linea en donde tenemos que determinar el elemento de matriz triple reducido
N3 ||| Py, (b7)]||N2),. Para realizar cl cdlculo de este elemento haremos uso de un caso
especial en el que queda igualado a (Nslzms|Px,1im, (b7)| Nalyms). Del paso anterior
este ultimo elemento ya es conocido para cualquier caso, por lo que podemos calcu-
lar el elemento triple reducido. En este punto tenemos lo necesario para calcular los
coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3) para estas representaciones particulares.

En lo que resta del trabajo procederemos a encontrar la forma analitica de los
cocficientes y comparar con resultados existentes.

Para realizar el cdlculo del elemento (Nslslz| Py, (b)) Nalols — 11) usando el

operador de descenso 1. necesitamos conocer su aplicacion al estado de maximo
peso. Entonces definimos
£ £ l .
L = V2[b x b1 (2.39)

Y [._ esta dado por

L. = V2 Z (1 my
= V2(10,1 —1]1 =B +(1 —1,10[1 — Db (=1
= b+ 0
o 0
2();51 5(‘91;2

1 my|l — 1) (1) m2pme

mi

(2.40)

Usando L_ podemos calcular

<O |PN3 l3 l:&(b)PNl b h (b')P\'z by Is—l1 (bt)‘o> (241)
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donde |Py,u,1, 1, (b1)]0) se obtiene aplicando I/lff(lgfll)\I{szlzlz(b7)|()>. Por tanto el
estado normalizado que se obtiene es

<0|P\'31313(b)szlzl(bT)LhHQZI‘PA\*QZQZQ(?)T)0>\/<212 llz!)!(QIQ)!' (2.42)
Si hacemos
bil = I
b('J = Iy
b= (2.43)

Podemos hacer el cdlculo del elemento (Nslsls| Py, (1) Nalols — 11) de manera
algébraica, usando la representacion de operadores bosonicos de .

Por otro lado ese mismo elemento como ya habiamos mencionado anteriormente
es calculado en [8] con normalizacién A, y arménicos estéricos sélidos YV, haciendolo
de esa manera tenemos que

<N:sl:sl:s|P\11111 (bj.)‘szl:s — ll> = <0‘An%l%yl%l%<b)(b : b>n3‘4”111 <bT i bwmyllh(bw :
ATLQZQ (b" . b’l—)nleglgfll (b))|0>
AnlhAnsznxl% O|yl%l% <b> (b ) b)’fl-‘% (bt : bT)nthQ :

1
2

5 {(2[1 +1)(20y + 1)} (I Liylo by — |1 m)

A7 (20 + 1)

Im,

1 Hlo—t

(L0 1, 0[L0)(B' - b") = W, (b1)]0) (2.44)

donde se utilizd

1
] ] 20 - D) (21, - 1) ]2
y,lml(b*)ylm(b*) = Z {( 1417(2)1(—1—21) )} (lymy, lams]|lylslm)

Im

[+

S (100,0[1 110 (5T - ) ™5 Yy, (0) (2.45)

De la ortonormalidad de los armonicos esféricos obtenemos las condiciones para
[ y m. Siendo cstas condiciones [ = I3 y m = I3 que implica

Aty Ay [+ 120+ 1)]2
Anzal:a 47‘_<2l3 + 1)
(L Ly Iy — Llls 13)(1L 0,15 Ofls 0).  (2.46)

En el dltimo renglén el elemento ({4 11y I3 — 11|13 l3) aparece nuevamente por lo tanto
comparando con la ecuacion (2.38) se tiene que

Aniy Anois [ (20 +1)(20 4+ 1)
Anzal:s 47‘_<2l3 + 1)

<Msl:sl:s|R\11111([)T)\Nzlﬂs*11> = (51\“'3,Nl+1\“'2

<‘N313||PNlll HN2]2> = (ss\“':a,NhLNz

(2.47)
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Hasta aqui ya resolvimos la primera parte de la ecuacién (2.38). Para la segunda

parte es decir con referencia al segundo renglén de la misma ecuacion (2.38) toma-
remos nuevamente un caso particular para facilitar el calculo, i.e. Ny =1, Ny =1y
y N3 = [3. La ccuacién sc escribe de la siguiente forma

(N3 N3 Ns| Py, ny v (01)[ No Ny Ny =
(N2, 0)1 NaNo, (N1, 0)1 NNy [(Ny, 001 NyNa) (N, 0)[[| Py 0y (61| (N, 0))
Ny D)L Ny, (N, D), [[(Ns. 0)1N),
(NaNo, Ny N1 [Ny Ng) (N3, 0)[[| Py 0y (61| (N, 0)) (2.48)

La ultima igualdad salié usando la ecuacion (1.128) en donde aparece un factor
isocscalar. La mancra de calcularlo ya fue mencionado con anterioridad al hablar
del elemento (Nslsls| Px,p,1, (b7)[Nalals — 1)), Pero en el caso considerado el factor
isoescalar y el coeficente de Clesbeh-Gordan de SU(2) son iguales a 1 por ser aco-
plamicntos lincales teniendo finalmente

(N3NsNs| Pry vy v, (00)[NaNoNy) = (N3, 0)[[| Prav, 0y (00 ][ [ (N2, 0))

2.49

De la ecuacion (2.47) sustituyendo los nuevos valores para [y, [y y [3 tenemos

1
. - A N A N 2]\' 1 2/\7 1 2
(NS Ny Ny P,y (0D [ NaNoNp) = gy, gy 0% {( 1+ 1)(2Ne )]

Ao, A7 (2N; + 1)
(N 0, Ny 0[N3 0)
5 (2N — 1) 2
- N NN {(QM — DI2N, — 1)!!] '
(N} 0. Ny 0[N3 0). (2.50)

conocida que esta dddd por

3'\“'1+3'\.“'273'\“'3 (24,\}% + 1)(%)!
’ ( 1\72+1§1%*AN1 )[ ( s\“'th\;:a*WE ) ! ( W‘Yl+s\_“"2*s\“'3 ) ! '

(N,0, 0| N;0) = (1)

(;"\““YQ + 1/\“‘(3 - ’\l)'(/\vl + 1/\“‘(3 - ,\ ) (/\l + ,\2 - ,\ )
(;/\“‘(1 + No + N3 + 1)

NI

(2.51)
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Sustituimos (2.51) en (2.50) y usando el resultado (2.49) obtenemos

1
‘ (2N, — 1)1 ;
N‘.O Pss’ Nqo — ()ssﬁs‘s" N
(e 0Pl 01 = o, | Siane = 1
( 1) N Ny Ny (2;/\“‘(3 + 1)(%)'
( AW‘Y2+“;3*A‘VL )[ ( Nﬁr“;:s —Ny )[ ( s\“'hLAEQ*NS ) !

|:(A/\72 + j’\“‘rg - ,\l)’<,\l + j’\“‘rg - NYQ)’<\1 + 1/\“‘(2 - /\73)' 2
(N} + Ny + Ny + 1)!

(2.52)
Tomando ahora Ny = Ny 4+ Ny, N3 — Ny = Ny v Ny — Ny = Ny para una mayor
@Nsg+1)t 1
simplificacion y sabiendo que (ONsi1) = N3 — Vs Ny podemos escribir la ecuacion
2.52) como
1
< ARE |
(No. O)[ [Py, ol | (N, 00}y = mwxﬁb{AMNd}. (2.53)

A partir de (2.47) obtuvimos

(Nala|[| x| Nalo)
1
:()' N+ 4+ N R 2 l Ol 0] 0
1\(%:‘\1+1\2 4\7414 47?(2[(3 + 1) ( 1 3 62 ‘ 3 )

. 47(2713"’2[3"—1)"(2[1+1)(2[2+1
(2ny + 20 + D20 )1 (209 + 21, + DHN2n) 47 (203 + 1)
.<_1)11 a iy [(213 + D)l + =)L+ 1= )L+ —13) ]

(L+lL+ 1+ 1)
L+la+l3 \y
()

(2.54)

’ (12+1;711 )!([14»[5712)!(114»[5713)!

Para obtener la dltima igualdad escribimos de forma explicita ¢l cocficiente de
- : : Ne—l
Clebsch-Gordan de SU(2). Definimos para fines posteriores (nj, = =% L )

Y — (71>/1+’§*’3 (ll + 122 + lg>‘

(N3 =+ Ly + DN — B)N2L + 1)(2ls + 1) (o + Iy — L)Wl + Lo — L)L+ 13 — 1)1 2

1
(12+l§711 )!([14»[5712)!(114»[5713)!

(2.55)
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Usando (2.33) y la segunda igualdad de (2.48) tenemos
(Lo, Lyma |lsms) N:sl:sHPlel(bT)HNzlz) =

((N20) (N1, 0) 11 [[(N30) L) (Iamma, Ly [Lsmig) (N, O[] Prav, 0y (611 [[ (N2, 0))
(2.56)

En esta ultima ecuacion ya conocemos los elementos doble v triple reducido,
ecuaciones (2.55) y (2.53) respectivamente, notamos que aparece en ambos lados el

mismo coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(2) por lo que se anulardn cuando des-
pejamos el elemento isoescalar y sustituyendo las ecuaciones (2.55) v (2.53) llegamos
a

1
NN, 2
. 2] (2.57)

(N, 0) L5 ( Ny, 0) 114 || (N3, 0)l3), = X{Aw!

Con esta Ultima ecuacién y los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(2) ya

conocidos podemos calcular los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3) que es
nucstro objetivo final.

A continuacion haremos comparaciones con resultados particulares. En [9] tene-
mos

A= L+2)L ]
hA+n@L+nw

Para obtener ese resultado tomamos los siguientes valores

(A O)L — 1: (1,0)1]|(A + 1,0)L) (2.58)

2.59

y sustituimos en (2.55) obteniendo

X:

/) A+ L+ 2N+ 1 — L)I3(2L — 1)1012!
(L—1)12100 | 3101\ + DA — 2+ DI(2A + 1)!

Finalmente hacemos las sustituciones correspondiente en (2.57)

?[avn] - [l (e
{ LA+ L +2) F
A+ D2L+1)

]; (2.60)

(2.61)
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Estd tltima ecuacion es igual a (2.58).
Por otro lado en [18] se tiene la siguiente formula analitica

1
{(A0) Ly, (A0) L[ (A0) L) = 1[1 + (=DM (= 1)) (L101,50]10)-

(201 + 1)(2Ls + DA — LU+ A+ D)l :
(20 + DM — LU — L) + Ly + DU (Ao + fp + 1)1

2.62

Usando la ecuacion (2.54) sin expresar de forma explicita el coeficiente de Clebsh-
Gordan de SU(2) y la ecuacion (2.57) en donde sustituimos N; = A, ; = [; con

<<)\l()) ]/1, ()\2()) I/Q ()\0) ]/3> — (]/10]/20 I/())

(201 + )20 4+ DA — Ly)I(A = X + 1!
(2L + DA — LU — L)y + Ly + DU + Ly + DI

=

2.63

que es igual a (2.62) excepto por el factor 1[1 + (=1)MH4][1 + (=1)**2] que se
anula pues N mas [, es siempre par.

De esta manera terminamos las comparaciones con resultados anteriores. En con-
clusién cl método cs efectivo v facil de generalizar para grupos mayores, cumpliendo
asi el objetivo de este trabajo.




Capitulo 3

Futuro.

Obtencion de coeficientes de Clebsch-Gordan de U(8) D O(8) D SU(3).

Después de haber concluido con ¢l ejemplo donde obtuvimos los cocficientes
de Clebsch-Gordan para representaciones irreducibles (N, 0) de SU(3) de manera
analitica dentro de la cadena

SU(3) S SO(3) > SO(2) (3.1)

y haber hecho una comparacion con los resultados existentes, el siguiente paso es
aplicar estas ideas a el grupo U(8) con la cadena de grupos

U(8) D O(8) D SUB) D SU(2)® U(L). (3.2)

Continuando con la idea presentada comenzarcmos por expresar los acoplamicntos
elementales (epd’s por sus siglas en ingles) del grupo U(8). Estos epd’s serdn ex-
presados en términos de operadores bosénicos, de tal forma que los epd’s dan una
completa representacion de todos los estados del grupo U(8).

Posteriormente despucs de tener la forma explicita de los estados procederemos
a calcular los cocficientes requeridos.

Este calculo planeamos hacerlo con el paquete de computo MATHEMATICA
apovechando su facil mancjo y aplicacién, para posteriormente hacer una transfe-
rencia de los programas a algin otro lenguaje que podria ser C++ o FORTRAN.

El objctivo de los programas es gencrar archivos de datos que scan facilmente
rctomables por otrog programas v asi realizar con cllos, por cjemplo, la verificacion

de la validez del modclo esquematico de QCD.
En un futuro mucho mds Icjano sc continuaria con la aplicacion del método a la
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cadena
U@24) > UB)x  U(3)
U U
08) 5S0(3)
U
S0(3), (3.3)

que aparece en en sistemas de muchos gluones [33].
En las siguientes secciones se da una descripcion de los avances realizados en el
trabajo propuesto.

3.1. Estados de U(8) D O(8) D SU(3).

Los bdsones bajo consideracion tiene ocho grados de libertad y pertenecen a la
irrep (1, 1). La cadena de grupos es

UR) 5 08) D SUB) > U1) & SU2)

N (¥000) (A, 1) Y T. Ty (3-4)

Donde N e¢s ¢l ntmero de particulas v v es ¢l seniority que significa ¢l ntimero de
bésones no acoplados a pares con (A, 1) = (0,0). El grupo U(8) ticne n? = 82 = 64
generadores como ya vimos en la parte de teorfa de grupos.

3.2. Polinomios.

Tenemos que hacer la construccién de acoplamientos elementales (epd’s) de U(8),
en analogfa a los acoplamientos elementales en SU(3) [7] los cuales estdn en méximo
peso en SU(3). Los acoplamientos elementales en términos de operadores bdsonicos
estdn dados por [7]

A = b, (3.5)
i 5o K100 -

B = [b'® by (3.6)
¢ = bl oblg)” (3.7)
D= b bl bl (3.8)
)

F = [bf« bl % bl

Nl s

Hacemos uso de la siguiente tabla de pesos 3.1 asignando el nimero 1 al mayor peso
v asl sucesivamente hacia pesos menores.



3.2. POLINOMIOS.

Cuadro 3.1: Valores para - Y T Tj

S WY \T T
1 0] 1] 1

1 1
R
Sl N
40170
57 0[0] 0
3 1 1
Sl
(=N
810 1] -1
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Con esta notacion obtenemos nucvas ccuaciones mas faciles de mancjar algebrai-

camente usando MATHEMATICA

is L 17 3 - 4 2 4 K
[bf & bi){!s = 2. \ gt bl — %bg b (3.11)
L 17 6 + 4 3 + L
bl =y [2b] b — /20 0]
1
+%b§ by (3.12)
i 2017 6 L 3 i
b bl = —\/;b{b%t \@bgbg
1,
+—=bib} (3.13)
\/5 5 s
K L 3 4 - 3 4 L
[l b =y [ bk 4/ Cbih
—ibibz (3.14)
\/5 o] .
A 4 1 4 - 1 ! 4
bt e bl = —plpl — —_plpl
[ } \/6 376 \/6 72
2 .. 1
+Ebibé - E(bZ)Q
1.
+ﬁ(b§)2 (3.15)
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S £ (_) {5
bt @b = \/:bgbg+ Zbib)
J J
1

(3.16)

(3.17)
+2(1] 3 4 2 +
(b s bil{ =2/ 35000~ \/gbgbg (3.18)

) : ‘ 1 3 [3
[bf &b« b = ——Qjm(b1)2b§+—\/_(b§) + 50/ 1 bhoit

3 5 13 3
DEBLDL + 24 ) - bibibE — — bbb
TovTo 2 T o 0™ 2y/10 271

3
——\[b%*b'——\ﬁ Tb'+—bTb'bT (3.19)
9]

B = 3 L B S
[N A AV
. \/TO 1Y2%5

J
3o 3o
—\[5(51)25)2,- + 1/ T50ibhol. (3.20)

3 Loy 3 Loy
—\/ = (b))% + —=blbibL
\/g ( 1) 7 + \/E 1¥3Y5

3 ¢ 3 4o .
—\@(bg)zbl + 4/ Tob{b;gbl. (3.21)

Hasta este punto tenemos desarrollados todas los estados base, desde la ecuacion
3.5) a (3.10).

Esto es en primera instancia lo hecho hasta el momento como adelanto del trabaj
que espera.
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Conclusiones.

El propdsito del trabajo cs calcular cocficientes de Clebsch-Gordan para grupos
representaciones irreducibles particulares, mediante métodos méds practicos. Calcular
los cocficientes de forma explicita obedece a la necesidad de determinar propiedades
de transicion y decaimiento.

Grupos como U(8) aparecen con frecuencia. Por ejemplo en el modelo propuesto
en [1]. Este es un modelo esquématico que se usa para describir el espectro hadrénico.
En un sistema de gluones aparece la cadena de grupos U(24) D U(8) % U(3)[5]. En
general el grupo U(8) aparece cuando tenemos 8 grados de libertad.

Abordar el problema directamente en (/(8) resulta complicado. Es por este mo-
tivo que preferimos atacar un problema mads sencillo. Teniendo en mente una gene-
ralizacion de forma mds natural y practica.

El ejemplo SU(3) D SO(3) aqui presentado cumple con dos caracteristicas im-
portantes. Primero ser no trivial, es decir, tener una importancia en la fisica. Su
segunda caracteristica es la existencia de resultados anteriores [9, 11] con los cuales

poder comparar la cfectividad del método propuesto.

De esta manera mostramos con la cadena de grupos SU(3) D SO(3) el proce-
dimiento a seguir para la cadena UU(8) D O(8) & SU(3) para representaciones [N]
de U(n). Para ello desarrollamos la expresion de epd’s de UU(8) en términos de los
operadores bosénicos b! (1=1,2,...,8).

Tomando como base este trabajo el siguiente paso consiste en la generalizacion
del método para la cadena de grupos U(8) D O(8) D SU(3) . Ademds de crear
programas para computadora que realicen los calculos de los cocficientes buscados.
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