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Introducción

El presente trabajo está enmarcado en la Teoría de Continuos e Hiperes-
pacios.
Uno de los problemas que abordamos en este trabajo es el de caracterizar

a los continuos X para los cuales existen retracciones de C(X) a X o de 2X

a X: Este problema tiene su punto de partida en 1970 cuando S. B. Nadler
Jr. en [32] plantea el siguiente problema.
¿Bajo qué condiciones X es la imagen continua de 2X o de C(X)?:
Por ejemplo ningún continuo que no sea arco-conexo puede ser la imagen

continua de C(X) o de 2X ya que estos espacios son siempre arco-conexos.
Como caso particular, S. B. Nadler Jr. planteó el problema de encontrar

condiciones necesarias y su�cientes para que un continuo X sea un retracto
de 2X o de C(X):
Aún no se conocen condiciones que caractericen por completo a estos

retractos.
Una de las principales aportaciónes en esta tesis es la siguiente:
Si un continuo X es retracto de C(X), entonces X no es de tipo N:

Donde intuitivamente ser de tipo N signi�ca, tener un arco y dos sucesiones
de arcos convergiendo a dicho arco. Donde intuitivamente cada uno de los
elementos de una sucesión tiene forma semejante a "V " y los elementos de la
otra sucesión, tiene la forma semejante a "�": En el capítulo 3 presentamos
la demostración de este resultado.
La tesis está organizada de la manera siguiente:
En el primer capítulo presentamos de�niciones de conceptos y resultados

relacionados con los hiperespacios C(X); 2X y F2(X) de un continuo X:
En el capítulo 2, presentamos conceptos y resultados relacionados con

dendroides.
Tanto en el capítulo 1 como en el 2 surgieron algunas preguntas cuya

respuesta no encontramos en la literatura. Así que en esta tesis se encontrarán

i
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nuevas aportaciones al tema.
En el capítulo 3 presentamos la demostración del teorema siguiente: Si

un continuo X es retracto de C(X), entonces X no es de tipo N: Con
una demostración similar, probamos un resultado relacionado con funciones
promedio que generaliza a un Teorema de Bell y Watson [1, Teorema 3.5, p.
42]. Exponemos también, ejemplos que nos muestran que la propiedad ser
de tipo N es necesaria, pero no su�ciente. Más aún, damos ejemplos que nos
muestran las propiedades no ser de tipo N (resp. no ser de tipo N general-
izado) y ser uniformemente arco-conexo, aunque son ambas necesarias para
que un continuo X sea retracto de C(X), juntas no son su�cientes.
En el capítulo 4 exponemos resultados que relacionan las propiedades tipo

N, tipo N generalizado y propiedad de intersección doblada. Relacionamos
también estas tres propiedades con la contractibilidad y la existencia de re-
tracciones, selecciones y funciones promedio. Con esto damos respuesta a
algunas preguntas que encontramos en la literatura y a otras planteadas por
nosotros mismos.

El capítulo 5 está dedicado a responder preguntas sobre qué tipo de fun-
ciones preservan la selectibilidad y la no selectibilidad. Estas preguntas fueron
planteadas por J.J. Charatonik en [8, Pregunta 14.15].
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Capítulo 1

Continuos y sus Hiperespacios

En este capítulo se introducen algunas de las de�niciones generales y
teoremas sobre continuos y sus hiperespacios, que se utilizarán en el desarrollo
del presente trabajo. Aunque al lo largo del mismo, se de�nirá también la
herramienta correspondiente a cada uno de los capítulos.

De�nición 1.1 Un continuo es un espacio métrico no vacío, compacto y
conexo. Un subcontinuo de un continuo X es un subespacio de X que
también es un continuo. Si el espacio topológico tiene más de un punto se
dirá que es no degenerado.

Existe una gran gama de continuos, por ejemplo los siguientes son sub-
continuos de R2. Un arco I es homeomorfo al intervalo cerrado [0; 1] ; una
curva cerrada simple S es cualquier espacio homeomorfo a la circunferen-
cia unitaria, el abanico de Cantor C es el cono sobre el conjunto de Cantor,
el abanico armónico A, es el cono sobre la sucesión armónica junto con su
límite, al continuo F! se le suele llamar el punto peludo. Consiste de la unión
numerable de arcos cuya sucesión de longitudes converge a 0. Véase la Figura
1, pag 2.
Muchos de los espacios con los que trabajaremos serán arco-conexos.

Veamos que dice esta propiedad.

De�nición 1.2 Un espacio topológico X es arco-conexo si para cualquier
par de puntos a, b 2 X; existe un arco contenido en X cuyos extremos son a
y b.

1



CAPÍTULO 1. CONTINUOS Y SUS HIPERESPACIOS 2

Todos los subcontinuos de la Figura 1 son arco-conexos.

Sean X un espacio arco-conexo y x; y 2 X; denotaremos por xy a cada
arco que une a x con y. Como muchos de los continuos con los que trabajamos
están contenidos en Rn; para alguna n 2 N, denotaremos a tal arco por xy
si es rectilíneo.
De�namos el hiperespacio de un continuo X:
La colección de todos los subconjuntos cerrados no vacíos de X se denota

por 2X ; y la colección de todos los subcontinuos de X se denota por C(X):
En símbolos,
2X = fA � X : A es cerrado y no vacíog y
C(X) =

�
A 2 2X : A es conexo

	
:

Si X tiene métrica d, x 2 X y " > 0, la bola de radio epsilon con centro
en x será denotada por B"(x) y se de�ne por
B"(x) = fy 2 X : d(x; y) < "g :
Por otro lado si A � X, la nube de radio epsilon alrededor de A denotada

por N"(A) se de�ne como
N "(A) = [a2AB"(a):

De esta manera, si A y B son elementos de 2X se de�ne el siguiente
número
H(A;B) = inf f" > 0 : A � N"(B) y B � N"(A)g :
La función H es una métrica en 2Xy por lo tanto en C(X) (ver [33,

Teorema 4.2, p. 53].
A H se le conoce como la métrica de Hausdor¤.

De�nición 1.3 Los espacios 2X y C(X) con la métrica de Hausdor¤ son
llamados hiperespacios de X. En particular, C(X) es llamado el hiperes-
pacio de subcontinuos de X.

Los hiperespacios 2X y C(X) son también continuos, la compacidad de
estos hiperespacios es probada en [33, Teorema 4.13, pp. 59-61], más aún, 2X

y C(X) son arco conexos, ver [21, Teorema 14.9, p. 113].
Gracias a que C(X) es un continuo, también podemos hablar de

C(C(X)) = fA � C(X) : A es conexo, cerrado y no vacíog :

Es claro que este espacio también es un continuo con la métrica de Haus-
dor¤ generada por H, que es denotada por H2:
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Por otra parte se sabe que en un espacio métrico y compacto, toda suce-
sión tiene al menos una subsucesión convergente. Como consecuencia de esta
a�rmación y de la compacidad de C(X) tenemos el siguiente resultado [33,
Corolario 4.18, p. 61].

Teorema 1.4 Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, cada sucesión
de subcontinuos de X tiene una subsucesión de subcontinuos que converge a
un subcontinuo de X y por lo tanto cada sucesión convergente de subcontinuos
de X tiene un subcontinuo de X como límite.

Consideremos también los siguientes hiperespacios:

F 2(X) = ffx; yg : x; y 2 Xg, y F 1(X) = ffxg : x 2 Xg.
Este último espacio topológico es homeomorfo a X. Así pues X será identi�-
cado con F1(X): Note que en la forma está de�nido C(X); X es un punto de
C(X); pero en algunos casos en lugar de decir F1(X) � C(X), abusaremos
de la notación y diremos que X � C(X) con el entendido de que se está
usando F1(X) y no X. En su momento cuando se utilice este hecho se harán
las aclaraciones pertinentes.
Sea I = [0; 1]. Entonces C(I) es homeomorfo al triángulo� con su interior

en el plano que tiene como vértices a los puntos del plano (0; 0); (0; 1) y (1; 1):
La regla de correspondencia del homeomor�smo h : C(I) ! � es como

sigue: Para cada [a; b] 2 C(I), [a; b] h! (a; b) 2 R2; donde 0 � a � b � 1:
El lector puede ver en [21, Ejemplo 5.1, p. 33] una demostración de que h es
efectivamente un homeomor�smo.

Con la misma regla de correspondencia se puede probar que F2(I) es ho-
meomorfo al triángulo �, de esta manera F2(I) es homeomorfo a C(I).

En los hiperespacios se puede hablar de un tipo especial de arco, llamado
arco ordenado.

De�nición 1.5 Sea X un continuo y sea H � 2X . Un arco ordenado en
H es un arco A tal que para cualquier par de elementos A y B de A se tiene
que A � B ó B � A: Si H y K denotan los puntos extremos de un arco
ordenado y H  K decimos que A es un arco ordenado en H; desde H hasta
K.
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Gra�camente un arco ordenado no lo podemos imaginar así

Con el �n de trabajar con límites de sucesiones en hiperespacios, de�nire-
mos los conceptos de límite inferior y límite superior.

De�nición 1.6 Sea fCng1n=1 una sucesión de subconjuntos de un espacio
topológico X. De�nimos el Limite superior (Limsup) de la sucesión fCng1n=1
como el conjunto

Limsup(Cn) =

�
x 2 X j si U es un abierto que contiene a x; entonces

U \ Cn 6= �; para una in�nidad de índices n.

�
y de�nimos el límite inferior (Liminf) como el conjunto

Liminf(Cn) =

8<:
x 2 X j si U es un abierto que contiene a x; entonces
U \ Cn 6= � para toda n 2 N; excepto para un conjunto

�nito de índices.

9=;.
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Claramente Liminf(Cn) �Limsup(Cn); y no es difícil probar que si fCnkg
1
k=1

es una subsucesión de fCng1n=1 ; entonces
Liminf(Cn) �Liminf(Cnk) �Limsup(Cnk) �Limsup(Cn):
Además si Liminf(Cn) =Limsup(Cn) = C, diremos que la sucesión fCng1n=1

converge a C y escribiremos LimCn = C:
Esta de�nición de convergencia coincide con la convergencia respecto a

la métrica de Hausdor¤ en el hiperespacio C(X); véase [33, Teorema 4.11, p.
57].

Algunas consecuencias inmediatas son las siguientes.

Proposición 1.7 SeanX un espacio topológicoy fHng1n=1; fGng1n=1 dos suce-
siones de subconjuntos de X
i) Si Limsup(Hn) = H, Limsup(Gn) = G y Hn � Gn para toda n 2 N;
entonces H � G:
ii) Si Liminf(Hn) = H 0; Liminf(Gn) = G0 y Hn � Gn para toda n 2 N;
entonces H 0 � G0:
iii) Si Cn = Hn [Gn para toda n 2 N; entonces
Limsup(Cn) =Limsup(Hn)[Limsup(Gn):
iv) Si Cn = Hn [Gn para toda n 2 N; entonces
Liminf(Cn) =Liminf(Hn)[Limsup(Gn):

Demostración. Probaremos i) ya que ii) es análoga a i). Sea x 2 H,
entonces para cada abierto U � X con x 2 U , U \Hi 6= � para una in�nidad
de índices. Como Hn � Gn se tiene que U \ Gi 6= � para una in�nidad de
índices. Así x 2 G: Por lo tanto, H � G:

Prueba de iii)
�) Se sigue de i) que Limsup(Cn) �Limsup(Hn) y Limsup(Cn) �Limsup(Gn):
Por lo tanto, Limsup(Cn) �Limsup(Hn)[Limsup(Gn):
� ) Sea x 2Limsup(Cn): Si x =2Limsup(Hn), entonces existe un abierto W
que contiene a x tal que W \Hn 6= � para un número �nito de índices n. Sea
U un abierto que contiene a x; entonces U \W \ Hn 6= � para un número
�nito de índices n. Por lo tanto U \W \Gn 6= � para una in�nidad de índices
n: Lo cual implica que U \Gn 6= � para una in�nidad de índices n. Esto nos
dice que x 2Limsup(Gn).

La prueba del inciso iv) es semejante a la anterior.
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Como un corolario de los incisos i) y ii) tenemos lo siguiente.

Corolario 1.8 Sea X un espacio topológico. Si fHng1n=1 y fGng1n=1 son dos
sucesiones de subconjuntos de X tales que LimHn = H, LimGn = G y
Hn � Gn para toda n 2 N; entonces H � G:

El siguiente resultado es muy usado en espacios métricos compactos cuan-
do se requiere saber si Limsup(Ci) es un continuo.

Teorema 1.9 [23, § 47. II, Teorema 6, p. 171] Sea fCng1n=1 una sucesión de
subcontinuos de un espacio métrico compacto. Si Liminf(Ci) 6= �; entonces
Limsup(Ci) es un continuo.

Otra forma de obtener el LimCi; en espacios métricos es por medio de
convergencia de sucesiones punto por punto de la siguiente manera.

Proposición 1.10 Sean X un espacio métrico con métrica d, y fCng1n=1
una sucesión de subconjuntos de X. Si LimCn existe, entonces

LimCn =

�
x 2 X j x = Limxn

n!1
con xn 2 Cn; para cada n 2 N

�
:

Demostración. �:Sean

A =

�
x 2 X j x = Limxn

n!1
con xn 2 Cn; para cada n 2 N

�
;

x 2 A y U un conjunto abierto que contiene a x: Como xn ! x, existe N 2 N
tal que para toda n > N; xn 2 U: Es decir, U intersecta a Cn; para toda
N 2 N salvo un número �nito. Por lo tanto, x 2 Liminf(Cn) =LimCn:

�: Sea x 2LimCn: Entonces, x 2Liminf(Ci): Si "1 = 1; existe N1 2 N tal que
para toda n � N1; B"1(x) \ Cn 6= �: Sean xN1 2 B1(x) \ CN1 ; y sea xn 2 Cn
para cada n � N1: Para "2 = 1

2
; existe N2 2 N con N2 > N1 tal que para toda

n � N2; B"2(x) \Cn 6= �: Sean xN2 2 B"2(x) \CN2 y xn 2 Cn \B"1(x) para
cadaN1 < n < N2: En general para "m = 1

m
; existe Nm 2 N tal que para toda

n � Nm; B"m(x) \Cn 6= �: Sean xNm 2 B"m(x) \CNm y xn 2 Cn \B"m�1(x)
para cada Nm�1 < n < Nm: Por construcción la sucesión (xn) converge a x,
ya que para cada " > 0; existe m 2 N tal que B"m�1(x) � B"(x) y para toda
n � Nm�1; xn 2 B"m�1(x): Así, x 2 A:
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En general, dado un continuo X; no es cierto que si una sucesión de arcos
fAng1n=1 (An � X) converge a B � X; entonces LimC(An) = C(B): Esto
puede verse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.11 Consideremos a la circunferencia unitaria S1, p un punto en
S1; y fAig1i=1 una sucesión de arcos en S1 de�nida de la siguiente manera:
An = pnqn; donde p =2 An para cada n 2 N y Limpn

n!1
= Limqn

n0!1
= p: Esta

sucesión así de�nida satisface que LimAn
n!1

= S1, (ver Figura 4). Sea A un

arco contenido en S1 que contiene a p como punto medio, entonces A no es
límite de arcos contenidos en los An. Por lo tanto la sucesión fC(An)g1n=1 no
converge a C(S1).

Sin embargo, si una sucesión de arcos fAng1n=1 (An � X) converge a
B � X; entonces la igualdad LimC(An) = C(B) es verdadera si B es un
arco (Teorema 1.15).
Probaremos que la contención LimC(Bn) � C(B) siempre es cierta.
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Proposición 1.12 Sean X un continuo, fBng1n=1 una sucesión de subcon-
tinuos de X y A 2 C(X). Si LimBn = A. Entonces, LimC(Bn) � C(A):

Demostración. Sea B 2LimC(Bn). Entonces, por la Proposición 1.10
existe una sucesión fHng1n=1 tal que Hn 2 C(Bn) para cada n 2 N y
LimHn = B: Así, por el Corolario 1.8, B � A: Es decir, B 2 C(A). Por
lo tanto, LimC(Bn) � C(A):

Demostraremos que si fBng1n=1 es una sucesión de arcos que converge a un
arcoA; entonces sí se cumple que LimC(Bn) = C(A): Para ésto necesitaremos
los siguientes dos resultados.

El siguiente teorema fue probado por T. J. Lee en [24, Lema 4, p. 123]
cuando el espacio X es un dendroide. Sin embargo, la misma demostración
que presenta T. J. Lee prueba que el resultado es cierto en la siguiente forma
que es más general.

Lema 1.13 Sean X un continuo y fAng1n=1 una sucesión de arcos de X que
convergen a un arco A en X. Si p0q0 es un subarco de A, entonces existen
dos subsucesiones de puntos fp0nkg

1
k=1 y fq0nkg

1
k=1 con p

0
nk
y q0nk en Ank con-

vergiendo a p y a q respectivamente, tal que la sucesión de arcos fp0nkq
0
nk
g1k=1

converge al arco p0q0:

Lema 1.14 Sean X un espacio métrico compacto y fxng1n=1 una sucesión
en X. Si toda subsucesión convergente fxnkg1k=1 de fxng1n=1 converge a x,
entonces fxng1n=1 converge a x:

Demostración. Supongamos que fxng1n=1 no converge a x. Entonces
existe " > 0 tal que para cada m 2 N existe nm � m tal que xnm =2 B"(x):
De esta manera podemos tomar la subsucesión fxnmg1m=1 de fxng1n=1; para
la cual ocurre que

fxnmg
1
m=1 \B"(x) = �: (1)

Por otra parte, comoX es un espacio métrico compacto, entonces fxnmg1m=1
tiene una subsucesión convergente. Por hipótesis tal subsucesión debe con-
verger a x: Pero esto contradice (1): Esta contradicción prueba que la sucesión
fxng1n=1 converge a x:
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Teorema 1.15 Sea X un continuo. Si fAng1n=1 es una sucesión de arcos de
X convergiendo a un arco A 2 C(X): Entonces, LimC(An) = C(A).

Demostración. Probaremos primero que toda subsucesión convergente
fC(Ank)g1k=1 de fC(An)g1n=1 converge a C(A): La prueba de este hecho la
haremos por contenciones. Observemos que la familia de subsucesiones con-
vergentes de fC(An)g1n=1 es no vacío ya que C(C(X)) es un espacio métrico
compacto.
Sea fC(Ank)g1k=1 una subsucesión convergente de fC(An)g1n=1: Como fAnkg1k=1
converge a A, entonces por la Proposición 1.12, LimC(Ank) � C(A): Para
probar que LimC(Ank) � C(A), consideremos p0q0 un arco contenido en A:
Entonces por el Lema 1.13, existe una subsucesión de arcos fp0nklq�nklg

1
l=1

con p0nklq�nkl � Ankl tal que Limp
0
nkl

l!1
= p0, Limq0nkl

l!1
= q y Limp0nklq

0
nkl

l!1
=

p0q0: Esto es equivalente a decir que p0q0 2Limsup(C(Ank)) : Por lo que,
C(A) �Limsup(C(Ank)) =LimC(Ank). Por lo tanto, LimC(Ank) = C(A):
Entonces, el Lema 1.14 garantiza que LimC(An) = C(A).
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Capítulo 2

Dendroides
La �nalidad de este capítulo es presentar de�niciones y resultados rela-

cionados con dendroides. Se incluyen algunos resultados que responden a
preguntas que surgieron a lo largo de esta investigación.

De�nición 2.1 Un continuo X es unicoherente si siempre que X =
A[B con A y B subcontinuos de X se tiene que A\B es conexo. Si cada
subcontinuo de X tiene esta propiedad, entonces se dirá que X es heredi-
tariamente unicoherente.
De�nición 2.2 Un dendroide es un continuo arco-conexo y hereditari-

amente unicoherente.
En la Figura 1, pag 2, casi todos los continuos son dendroides excepto la

circunferencia S.

Es fácil ver que dados dos puntos cualesquiera en un dendroide, el arco
que los une es único.

De�nición 2.3 Sea X un espacio métrico arco-conexo. Diremos que X
es uniformemente arco-conexo, si para cada " > 0 existe k 2 N tal que
cada arco ab = A contenido en X contiene k puntos a = a1; a2; a3; :::; ak = b
que dividen a A en subarcos ajaj+1 cada uno de ellos con diámetro menor
que ":
El abanico del Ejemplo 3.9, pag 42, no es uniformemente arco-conexo.

De�nición 2.4 Sean X un dendroide y p 2 X.
a) Las arco componentes de Xn fpg ; son las clases de equivalencia de la
siguiente relación de equivalencia: x � y; si x = y o si existe un arco en
Xn fpg que va de x a y.

b)El grado de p en X lo denotamos y de�nimos por gr(p;X) =número de
arco componentes de Xn{p}:
c) En consideración con b); si gr(p;X) = n � 3 llamamos a p punto de
rami�cación, donde n no necesariamente es un número natural, n puede
ser también @0 o 2@0 : Si n = 2 le llamaremos punto ordinario y si n = 1 le
llamaremos punto terminal o extremo.
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d) O(X) denota el conjunto de puntos ordinarios, R(X) denota el conjunto
de puntos de rami�cación y E(X) denota el conjunto de puntos extremos.

Entre los dendroides que más nos interesan están los abanicos.
De�nición 2.5 Un abanico es un dendroide con exactamente un punto

de rami�cación. A tal punto le llamaremos el vértice del abanico. Un abanico
X es un n-odo simple si gr(v;X) = n 2 N; donde v es el vértice de X:

Ejemplo 2.6 Describiremos el siguiente dendroide en coorde-
nadas cilíndricas. Esto es; las dos primeras coordenadas están en
coordenadas polares y la tercera coordenada es la usual. Sean v =

(0; 0; 0); p = (1; 0; 0); qm = (1;
�
2m
; 0): De�namos como A = (

1S
m=1

vqm)[vp .
A este abanico se le conoce como el abanico armónico. Obviamente
lo descripción se puede hacer en el plano. Lo de�nimos así, ya que
lo necesitamos de esta manera en el Ejemplo 2.12, pag 17.
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De�nición 2.7 Se dice que un dendroide X es suave en p si para cada
a 2 X y para toda sucesión fang1n=1 contenida en X con an ! a ocurre que
la sucesión de arcos pan converge al arco pa: Se dice que un dendroide X es
suave si hay algún punto en el cual X es suave.

En [26, pp. 35-38] se caracteriza a los dendroides no suaves de la manera
siguiente:

Un dendroide no es suave si y sólo si contiene subdendroides de tipo 1 o
de tipo 2 que se de�nen como sigue (véase también [18, p. 194]. )

El dendroide Y =
1S
n=1

pan es un dendroide del tipo 1 si:

1. Lim
n!1

an = a;

2. la sucesión de arcos fpang1n=1 converge a un dendroide L; y

3. existen un punto extremo s de L; distinto de a , y un conjunto abierto

D que contiene a s tales que Cs \ (
1S
n=1

pan) = �; donde Cs es la componente

de D\L que contiene a s. Al punto p se le llama punto de emanación de
Y:

Un dendroide Y = (
1S
n=1

san) [ sabt [ (
1S
n=1

tbn);( donde sabt es un arco que
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va de s a t que pasa primero por a y luego por b ) es un dendroide del tipo
2 si:

1. Lim
n!1

an = a; Lim
n!1

bn = b;

2. Lim
n!1

san = sa; Lim
n!1

tbn = tb; y

3. Lim
n!1

(diam(san \ st)) = 0 y Lim
n!1

(diam(tbn \ st)) = 0:

El arco st es llamado arco básico de Y:

Con el �n de responder a una pregunta que se sugiere en [26, pp. 32];
diremos lo que es un dendroide de tipo 4:

El dendroide Y =
1S
n=1

pan es un dendroide del tipo 4 si

1. Liman = a;

2. la sucesión de arcos fpang1n=1 converge a un dendroide L; y

3. existe un punto extremo s de L; distinto de a, tal que Y no es localmente

conexo en s y s =2
1S
n=1

pan.

Note que tanto en los dendroides de tipo 1 como los dendroides de tipo
4, el punto p no necesariamente es un punto de rami�cación como se puede
apreciar en el dendroide de la Figura 6.
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En [26, pp. 32] se prueba que un dendroide de tipo 1 es un dendroide de
tipo 4. Muestran con un ejemplo que no todo dendroide de tipo 4 es de tipo 1,
ver [26, Ejemplo p. 33]. Se cree que los dendroides planos de tipo 4 son de tipo
1. Nosotros probamos que al menos en los abanicos, no necesariamente planos,
estos dos tipos coinciden. Esto lo enunciamos en la siguiente proposición.
Proposición 2.8Todo abanico del tipo 4 es un abanico del tipo1.

Demostración. Sea Y =
1S
n=1

pan un abanico del tipo 4. Sea s un punto

extremo de L distinto de a tal que Y no es localmente conexo en s. Entonces,
a partir de cierta " > 0; cada abierto con diámetro menor que " contenido
en Y y que contiene a s no es conexo. Cada arco de la sucesión fpang1n=1
contiene al vértice v del abanico ya que de lo contrario Y =

1S
n=1

pan no sería

un abanico. Por otra parte, s 6= v ya que la sucesión fpang1n=1 contiene al
vértice y por hipótesis s =2

1S
n=1

pan. Además s 6= p, s 6= a y s 6= an para

toda n. Como X es métrico, existe un abierto V con a 2 V tal que s =2 V y
como an ! a entonces, existe N 2 N, tal que para toda n � N , an 2 V : De
aquí, existe un abierto U conteniendo a s tal que an; v; p; a =2 U para toda
n 2 N. De esta manera la componente C de U \ L que contiene a s es un
arco semiabierto con un punto extremo en s, (ya que solo hay un punto de

rami�cación). Así, C \ (
1S
n=1

pan) = �: Por lo tanto, Y es de tipo 1.

A lo largo de este trabajo, utilizaremos los conceptos de contractibilidad
en X, selectibilidad en C(X) y retracciones de C(X) en X:
De�nición 2.9 Sea X un espacio topológico.

a) Decimos que X es contraíble si existe una función continua H : X� I !
X y un punto p 2 X tal que para cada x 2 X tenemos que H (x; 0) = x y
H (x; 1) = p. A tal función se le suele llamar una contracción.
b) Sean X y Y dos continuos, y f:X ! Y una función continua . Diremos
que la función f es monótona si para cada B 2 C(Y ); la imagen inversa de
B es un continuo.
c) Sean X y Y dos continuos, y f:X ! Y una función continua . Diremos
que la función f es con�uente si para toda B 2 C(Y ); cada componente C
de la imagen inversa de B es tal que, f(C) = B:
d) Sean X y Y dos continuos, y f:X ! Y una función continua . Diremos
que la función f es débilmente con�uente, si para cada B 2 C(Y ); existe
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una componente C de la imagen inversa de B; tal que f(C) = B:
e) Diremos que X es monótono contraíble, si X es contraíble y para cada
t 2 [0; 1] la función H restringida al conjunto X� ftg es una función monó-
tona.
f) Diremos que X es con�uente contraíble, si X es contraíble y para cada
t 2 [0; 1] la función H restringida al conjunto X� ftg es una función con�u-
ente.
g) Diremos queX es débilmente con�uente contraíble, siX es contraíble
y para cada t 2 [0; 1] la función H restringida al conjunto X� ftg es una
función débilmente con�uente.
h) Sea A un subconjunto cerrado de X. Una retracción de X en A es una
función continua r : X ! A que restringida a A es la identidad en A. Si
existe tal función se dice que A es un retracto de X:
i) Una selección es una función continua s : H ! X tal que s(A) 2 A
donde H � 2X :Decimos que X es selectible si existe una selección de�nida
en C(X): En particular una selección C(X) es una retracción de C(X) en
X:

Uno de los conceptos que determinan la no contractibilidad en abanicos
es el de Q�punto: Analizaremos esta propiedad en dendroides y en abanicos.

De�nición 2.10Un arco ab en X es irreducible entre dos conjuntos A
y B si ab \ A = fag y ab \B = fbg:

De�nición 2.11 SeaX un dendroide. Diremos que p 2 X es unQ� punto
si existe una sucesión de puntos fpng1n=1 contenida en X convergiendo a p
tal que Limsup(ppn) 6= fpg ; y si pnqn denota el arco irreducible entre pn y
Limsup(ppn); entonces qn ! p:
Observación. A partir de la de�nición, tenemos que si p es un Q-punto;

entoncesX no es localmente conexo en p; ya que de serlo, Limsup(ppn) = fpg.
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.

Los abanicos con Q�puntos que encontramos en la literatura, y otros más
que analizamos, muestran únicamente al vértice como Q�punto. Dada esta
observación planteamos la siguiente pregunta.

Si un abanico tiene unQ�punto p entonces ¿es p necesariamente
el vértice del abanico ?

El siguiente abanico responde negativamente a esta pregunta.
Ejemplo 2.12 En la descripción del abanico F (Figura 9) las dos primeras

coordenadas estarán dadas en coordenadas polares: Sean qm = (1; �
2m
; 0);

hm = (0; 0;
1
m
); pm = (1; 0;

1
m
) para cada m 2 N y para cada n;m 2 N sean

vn;m = (
1
m
; 3�
2n+1

; 1
m
) y sn;m = (1; �2n ;

1
m
):

Además para m � 2; de�namos
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pmqm = pmhm[hms1;m[(
S
fsn;mvn;m [ vn;msn+1;m j n+ 1 � mg)[vm�1;mqm:

F = A [ (
[
m2N

pmqm);

donde A es el abanico armónico que se de�nió en 2.6.
Note que Lim

m!1
pm = p; Limsup(ppm) = A y el arco irreducible entre pm y A;

es el arco pmqm que satisface que Lim
m!1

qm = p. Por lo tanto, p es un Q�punto
de F con p 6= v. En este ejemplo se puede ver que v también es un Q�punto
de F:
En la Figura 9, pag 18, sólo se muestra el arco pq6 [ q6p6:
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Una vez encontrado este ejemplo, se analizaron más abanicos conQ�puntos
distintos al vértice del abanico. Notamos entonces, que el vértice también lo
era. Por otra parte, hay abanicos en los cuales sólo el vértice es un Q�punto:
Así planteamos la siguiente pregunta como problema abierto.

Sea X un abanico.
¿Si p es un Q�punto de X distinto del vértice, entonces será el

vértice un Q�punto de X?

Por otra parte L. G. Oversteegen prueba en [36, Teorema 3.1, pp. 498, 499]
que, en abanicos, la conexidad local en el vértice es equivalente a la llamada
propiedad P �; que a su vez, tiene relación con el concepto de Q�punto.

Veamos primero que dice la propiedad P �:

De�nición 2.13 Un abanico X con vértice v tiene la propiedad P�; si
para toda sucesión fxng1n=1 que converge a v; se cumple que Limsup(vxn) =
fvg:

Teorema 2.14[36, Teorema 3.1, pp. 498, 499] Sea X un abanico con
vértice v: Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. X tiene la propiedad P �:
2. X es localmente conexo en v:
Como consecuencia inmediata se tiene lo siguiente.

Corolario 2.15Si X es un abanico localmente conexo en v; entonces v
no es un Q-punto de X:
Demostración. Se sigue de la observación anterior.

El siguiente teorema muestra que si un abanicoX es localmente conexo en
el vértice entonces no solo el vértice no es Q�punto de X, si no que ningún
otro punto de X es Q�punto: Dicho de otra manera, si hay Q�puntos;
entonces el abanico no es localmente conexo en el vértice.

Teorema 2.16 Si X es un abanico localmente conexo en el vértice v:
Entonces, X no contiene Q-puntos.
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Demostración. ComoX es localmente conexo en v, v no es un Q�punto
(Corolario 2.15). Basta mostrar ahora que todo punto p 6= v no es un
Q�punto: Sean p 2 X, p 6= v y fpng1n=1 una sucesión convergiendo a p:
Probaremos primero que Limsup(ppn) = fpg ó Limsup(ppn) = A, donde A
es un arco con un extremo en v que contiene a p. Sea s un punto extremo
de X tal que p 2 vs. Ahora bien, si a partir de cierta n los puntos pn están
en el arco vs entonces Limsup(ppn) = fpg. Podemos suponer que todos los
pn no están en vs y que pnv \ vp = fvg : Como X es localmente conexo en
el vértice, existen conjuntos abiertos y conexos Vm que contienen a v tal que
el diam(Vm) es menor o igual que 1

m
. Por otra parte para cada m �ja y cada

n 2 N; sea rmn el primer punto que está en el arco vpn y en el conexo Vm;
moviéndonos del punto pn hacia el vértice v . De esta manera para cada m
�jo tengo una sucesión de arcos frmn png1n=1 que satisface lo siguiente:
rmn pn � ppn para cada n y para cada m. Más aún, rmn pn � vpn. Por lo que si
Am = Limsup(rmn pn

n2N
); entonces Am es un subconjunto de limsup(vpn) donde

v =2 Am ya que rmn pn � XnVm para toda n: De aquí que Am � XnVm para
cadam �ja. Además como p 2 Liminf(rmn pn)

n2N
; entonces Am es un subcontinuo

de XnVm que no contiene al vértice v: Por lo tanto, Am es un arco contenido
en vs. Por otro lado para cada n �ja la sucesión frmn g1m=1 converge a v.
Por la conexidad local de X en v; los arcos vrmn estan contenidos en Vm. Por
lo tanto Lim diam(vrmn )

m!1
= 0: Además vpn = vrmn [ rmn pn y Limrmn pn

m!1
= vpn.

Probaremos que Limsup(vpn) � vs: Supongamos lo contrario. Es decir,
supongamos que existe x 2Limsup(vpn)nvs. Como v =2Limsup(vpn)nvs;
entonces x 6= v; así podríamos encontrar un abierto W tal que x 2 W y
W \ vs = �: De esta manera, como x 2Limsup(vpn), entonces W \ vpn 6= �
para una in�nidad de índices. Por tanto, existe una m tal que Vm\ W = �:
De aquí y del hecho de que x 2Limsup(vpn); se tiene queW\ rmn pn 6= � para
una in�nidad de índices. Esto es, x 2Limsup(rmn pn); pero Limsup(rmn pn) �
vs: Por lo que x 2 vs; lo cual es un contradicción, ya que se supuso que
x =2 vs: Asì, Limsup(vpn) � vs.
Por otra parte sabemos que el arco pv esta contenido en vs: Como
Limsup(vpn) � vs;se tiene según la Proposición 1.7 inciso iii), que
Limsup(ppn) = vp[Limsup(vpn) � vs: Esto es, Limsup(ppn) es un arco con-
tenido en el arco vs con v como uno de sus extremos ya que v 2Limsup(ppn):
De esta manera los arcos qnpn que son irreducibles entre Limsup(ppn) y cada
pn satisfacen que qn = v para toda n: De aquí que la sucesión fqn = vgn2N no



11

converge al punto p. Por lo que se concluye que p no puede ser un Q�punto:

Con este resultado damos una demostración alterna al siguiente resultado
probado por L. G. Oversteegen en [37, Teorema 3.2, p. 393].
Teorema 2.17 Si X es un abanico contraíble, entonces X no tiene

Q�puntos:

Demostración. Si X es contraíble entonces por [38, Teorema 6.1, p.
394], X es localmente conexo en el vértice y por el Teorema 2.16, X no tiene
Q�puntos:

Una vez analizadas la propiedad P �; conexidad local del abanico en el
vértice y los Q�puntos en abanicos. Planteamos las siguientes preguntas
como problemas abiertos.

Sean X un abanico y v el vértice del abanico.

¿Si v no es Q�punto, entonces tendrá X la propiedad P �?

o equivalentemente

¿Si v no es Q�punto, entonces será X localmente conexo en v?

¿Si X no tiene Q�puntos, entonces será X localmente conexo en
v?

Con el �n de generalizar el Teorema 2.16 probaremos tres resultados.
Lema 2.18 Sea X un dendroide. Supongamos que R(X) es un conjunto

�nito y p 2 XnR(X): Si X es localmente conexo en cada punto de R(X) y
fpng1n=1 es una sucesión que satisface
i) Limpn = p;
ii) para alguna v 2 R(X); ppn = pv [ vpn para toda n 2 N y
iii) vpn \ vpm = fvg si n 6= m;
entonces Limsup(ppn) \ R(X) = fvg y L =Limsup(ppn) es un arco con un
extremo en v:
Demostración. Por ii) y iii) de la hipótesis y la Proposición 1.7 inciso

iii); L = pv[Limsup(vpn): Más aún como v; p están en Limsup(vpn): En-
tonces, pv �Limsup(vpn):
Por lo tanto L =Limsup(vpn) ....................(*)
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Supongamos que existe u 2 L \ (R(X)nfvg): Sea " > 0 tal que B"(u) \
[(R(X)nfug)[fpngn2N [fpg] = �: Por (*), u 2Limsup(vpn). Así, existe una
subsucesión fxnkgk2N tal que xnk 2 vpnk para cada nk y fxnkgk2N converge
a u: Por lo tanto, toda vecindad abierta W de X con W � B"(u) y que
contiene a u no puede ser conexo, ya que por hipótesis xnj ; xnk están en
distintos arcos, para k 6= j; y a partir de cierto momento los puntos xnj están
en W y v =2 W: Contradiciendo el hecho de que X es localmente conexo en
u:
Note también que, como pv �Limsup(vpn); entonces vp \ R(X) = fvg:

Con la misma prueba que la dada del Teorema 2.16, concluímos que L es un
arco con v como uno de sus extremos.
Lema 2.19 Sea X un dendroide. Supongamos que R(X) es �nito. Si X

es localmente conexo en cada punto de R(X) y fpng1n=1 es una sucesión que
satisface
i) Limpn = p;
ii) ppn \ ppm 6= fpg para toda n 6= m y
iii) ppnnppm 6= �; si n 6= m;
entonces existe un único v 2 R(X) tal que ppn = pv [ vpn para toda n 2 N
con vpn \ vpm = fvg para toda n 6= m:
Demostración. Por ii) y iii) de la hipótesis y del hecho de que R(X)

es �nito, existe v 2 R(X) con v 2 ppnk para una in�nidad de índices nk y
vpnk \ vpnk0 = fvg: Así, por la Proposición 1.7 inciso iii); Limsup(ppnk) =
pv[Limsup(vpnk) =Limsup(vpnk) ya que pv �Limsup(vpnk): Así, el Lema
2.18 garantiza que Limsup(ppnk) \ R(X) = fvg: Sea M = fnk 2 Nj ppnk =
pv [ vpnk g: Consideremos la subsucesión f ppnkgnk2M : A�rmamos que f
ppnkgnk2M = fppngn2N; si no, existiría una subsucesión fppnigi2N de fppngn2N
la cual cumpliría que ppni = pv

0 [ v0pni y v0pni \ v0pnj = fv0g: Por lo tanto,
tendríamos que Limsup(ppni) = pv

0[Limsup(v0pni) =Limsup(v0pni):
Consideremos ahora los arcos pv y pv0:Nótese que por el Lema 2.18 no

es posible pv � pv0 ni pv0 � pv así que, pvnpv0 6= � y pv0npv 6= �: Esto
signi�ca que los arcos pv0 y pv forman un triodo, lo cual es imposible ya que
pv0 \ R(X) = fv0g y pv \ R(X) = fvg: Por lo tanto, ppn = pv [ vpn para
toda n 2 N con vpn \ vpm = fvg para toda n 6= m:
Corolario 2.20 Sea X un dendroide. Supongamos que R(X) es �nito. Si

X es localmente conexo en cada punto de R(X) y fpng1n=1 es una sucesión
que satisface
i) Limpn = p;
ii) ppn \ ppm 6= fpg para toda n 6= m y
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ii) ppnnppm 6= � si n 6= m
Entonces Limsup(ppn) \ R(X) = fvg y L =Limsup(ppn) es un arco con un
extremo en v.
Demostración. Por el Lema 2.19, se tiene que existe un único v 2 R(X)

tal que ppn = pv [ vpn para toda n 2 N con vpn \ vpm = fvg para toda
n 6= m: Así por el Lema 2.18; L =Limsup(ppn) es un arco con un extremo en
v que contiene a p y Limsup(ppn) \R(X) = fvg:

Así, el Teorema 2.16 se puede generalizar de la manera siguiente.
Teorema 2.21 Sea X un dendroide. Si R(X) es �nito y X es localmente

conexo en cada punto de R(X), entonces X no tiene Q�puntos:
Demostración. Note que; si p es un Q�punto entonces X no es lo-

calmente conexo en p. Por tanto como X es localmente conexo en cada
v 2 R(X); v no es un Q�punto: Sean p =2 R(X) y fpng1n=1 una sucesión
que converge a p: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que cada pn
está en diferentes arcos ppn. Observemos que puede ocurrir ppn \ ppm = fpg
para dos índices n 6= m; pero no puede pasar que
ppn \ ppm = fpg;
ppn \ ppk = fpg y
ppk \ ppm = fpg si n 6= m, n 6= k y k 6= m ........(1)
ya que p no es un punto de rami�cación.
Sean J = fm 2 Nj ppm\pp1 ) fpgg y J� = NnJ = fk 2 Nj ppk\pp1 = fpgg:
Se sigue fácilmente que las subsucesiones fppmgm2J y fppkgk2J� satisfacen

i); ii) y iii) del Corolario 2.20 para algún v 2 R(X) y v0 2 R(X) respectiva-
mente, con v 6= v0: De lo anterior tenemos que

Limsup(ppn) = Limsup(ppm) [ Limsup(ppk) = vs [ v0s0;
donde vs y v0s0 son arcos que como p 2 vs \ v0s0 están contenidos en el arco
vv0: Así Limsup(ppn) = vv0 con p 2 vv0: Por lo tanto, el arco irreducible qnpn
entre pn y el Limsup(ppn) = vv0 es tal que qn = v o qn = v0. Como v 6= p y
v0 6= p; entonces la sucesión fqng1n=1 no converge a p: Por lo que p no es un
Q�punto:

El siguiente dendroide muestra que el inverso a este teorema no se cumple.
Esto es, si X es un dendroide con R(X) �nito, no es cierto que el no haber
Q�puntos implique que X sea localmente conexo en cada p 2 R(X):
Ejemplo 2.22 Descripción del ejemplo: Sean v = (0; 0), p = (1; 0);

q = (1
2
; 0); r = (1

2
;�1) y pn = (1; 1n) para cada n 2 N . De�namos un continuo
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K de la siguiente manera K = qr [ vp [ (
S
n2N
vpn): K no tiene Q� puntos; q

es punto de rami�cación, peroK no es localmente conexo en q (ver Figura 10):

El siguiente ejemplo muestra que no podemos generalizar el Teorema 2.21
al caso en que R(X) no es �nito.
Ejemplo 2.23 (Figura 11)Descripción del ejemplo. Sean p = (0; 0);

q = (1; 0) ; r = (0; 1), an =
�
1
n
; 0
�
; pn =

�
� 1
n
; 0
�
; sn =

�
1
n
; 1 + 1

n

�
y rn =
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� 1
n
; 1 + 1

n

�
para cada n 2 N . De�namos el dendroide

H = pr [ pq [ (
S

n2N
(ansn [ snrn [ rnpn)): Claramente R(H) = fan :n�2g y H

es localmente conexo en an; para cada n�2.

p es unQ�punto ya que la sucesión fpng converge al punto p, Limsup(ppn) =
pr y el arco irreducible qnpn entre pn y el Limsup(ppn) es tal que qn = p para
toda n 2 N: Por lo que la sucesión fqng1n=1 converge al punto p:

Los conceptos de continuo de "tipo N" y "tipo N -generalizado"se utilizan
en este trabajo para determinar entre otras cosas la no existencia de retrac-
ciones de C(X) en X. El concepto de continuo de tipo N fue introducido en
1978 por L. G. Oversteegen para probar la no contractibilidad de continuos,
ver [35, Corolario 2.2, p. 839].
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De�nición 2.24 Sean X un continuo; p y q 2 X: Diremos que X es de
tipo N entre los puntos p y q si se satisface lo siguiente: existen un arco
A=pq, 2 sucesiones de arcos fAig1i=1 ; fBig

1
i=1 contenidas en X donde

Ai = pip
0
i; Bi = qiq

0
i y puntos p

00
i 2 Bin fqi; q0ig ; q00i 2 Ain fpi; p0ig para i 2 N ,

tales que:

1. A = LimAi
i!1

= LimBi
i!1

2. p = Limpi
i!1

=Limp0i =
i!1

Limp00i
i!1

,

3. q = Limqi
i!1

=Limq
0
i =

i!1
Limq00i
i!1

,

4. cada arco en X que une a qi con q0i debe contener a p
00
i ;

5. cada arco en X que une a pi con p0i debe contener a q
00
i :

Si X es de tipo N entre dos puntos, diremos simplemente que X es de tipo
N:
Intuitivamente X es de tipo N si contiene �algo parecido� al siguiente

subconjunto.

Ejemplo 2.25 Mostraremos dos continuos Z y W que son de tipo N
(Figura 13, pag 28): El continuo Z es conocido como escoba doble. Lo
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describiremos en coordenadas cartesianas como sigue. Sean p = (�1; 0);
q = (1; 0); pn = (�1;� 1

n
); qn = (1; 1

n
): Consideremos ahora los siguientes

segmentos de rectas A = pq; An = qpn y Bn = pqn para cada n 2 N .
Entonces Z es el conjunto

Z = A [ (
[
n2N

An) [ (
[
n2N

Bn):

El continuo W está descrito como sigue: Sean a = (0; 0); b = (0; 1);
ai = (1= i; 1); bi = (�1= i; 1) y ci = (�1= i; 0) para i = 1; 2; 3; ::: .

Denotemos por Si al conjunto
Si = f(x; y) : x2 + (y � 1)2 = 1= i; y � 1 g que une los puntos ai y bi para
i = 1; 2; 3; ::: .
Entonces,

W = ab [ (
1[
i=1

(aai [ Si [ bici)):

Note también que el continuo del Ejemplo 2.23 es un continuo de tipo N:

Note que para el continuoW las sucesiones de arcos faiai+1g1i=1; facig1i=1
junto con el arco ab; forman una sucesión de tipo N:
De�nición 2.26 Se dirá que un espacioX es de tipoN generalizado entre

los puntos p y q; si existen un continuo K, con p y q 2 K; dos sucesiones de
arcos fAig1i=1; fBig1i=1 contenidas en X, donde Ai = pip0i; Bi = qiq0i y para
cada i; puntos p00i 2 Bin fqi; q0ig y q00i 2 Ain fpi; p0ig tales que:

1. p = Limpi
i!1

=Limp0i =
i!1

Limp00i
i!1

,

2. q = Limqi
i!1

=Limq0i =
i!1

Limq00i
i!1

,

3. cada arco en X que une a qi con q0i debe contener a p
00
i ;

4. cada arco en X que une a pi con p0i debe contener a q
00
i y

5. K = Limpiq
00
i

i!1
= Limq00i p

0
i

i!1
= Limqip

00
i

i!1
= Limp00i q

0
i

i!1
.
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.
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Nótese que los continuos de tipo N son de tipo N generalizado, pero no
necesariamente ser de tipo N generalizado implica ser de tipo N; incluso en
abanicos esto no pasa; el Ejemplo 2.29 muestra este hecho.
Cabe notar que en el caso particular en que X es un dendroide, las condi-

ciones 4 y 5 ( 3 y 4) en la De�nición 2.24 (De�nición 2.26) están de más,
pués los arcos que unen a los puntos p0n y pn son únicos. Por tanto cualquier
arco que contenga a p0n y a pn deben contener en forma natural a q

00
n.

La siguiente propiedad, muy semejante a las anteriores, fue introducida
por T. Máckowiak en [27] para determinar la selectibilidad de ciertos den-
droides.
De�nición 2.27 Sean X un continuo y A, B subcontinuos de X tales

que B � A: Diremos que B es un conjunto de doblez de A; si existen dos
sucesiones fAng1n=1 y fA0ng1n=1 de subcontinuos de X tales que:

1. An \ A0n 6= � para cada n,

2. A = LimAn
n!1

= LimA0n
n!1

y

3. B = Lim( An
n!1

\ A0n):

Diremos que X tiene la propiedad de intersección doblada si para cada
subcontinuo A de X, la intersección de todos los conjuntos de doblez de A
es no vacía.

T. Máckowiak probó en [27, Corolario, p. 548],el siguiente teorema, uno
de los más importantes resultados para probar la no selectibilidad de algunos
dendroides.
Teorema 2.28 Cada dendroide selectible tiene la propiedad de intersec-

ción doblada.

Observación: En el artículo [8] la de�nición de continuo tipo N gene
ralizado [8, p. 78] es la misma que la nuestra, excepto que el inciso v) de [8]
que dice K = Limqiq0i

i!1
= Limpip0i

i!1
lo cual es más débil. Sin embargo con esa

de�nición, los resultados en [8, Proposición 141] que coinciden con nuestro
Teorema 4.1 y Teorema 4.21 no resultan ser verdaderos como puede apreciarse
en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.29 Descripción de un abanico Y � R2 que muestra que la
de�nición de tipo N-generalizado que aparece en [8] no satisfacen el Teore-
ma 4.1 y el Corolario 4.21. Consideremos las coordenadas de cada punto; en
coordenadas polares.
Sean p = (0; 0); an = ( 1

2n�1 ;
�
2n
); bm = (

1
m
; �);

an;m = ((
1

2n�1 )(1 +
1
m
); �
2n
); y pn;m = ( 1

(m)(2n)
; 3�
2n+2

); para cada m; n 2 N ,

F! = [fpanj n 2 Ng y para cada m 2 N �jo, sea

pbm = bma1;m [
S
f an;mpn;m [ pn;man+1;m j n 2 Ng [ fpg

así Y = F! [
S
fpbmjm 2 Ng (Ver Figura 14):
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Es fácil ver que el abanico Y satisface solo los primeros cuatro puntos de
la de�nición 2.26, tomando como K = F!, q = a1; p = pi, p0i = bi; qi = a1;2i�1
y q0i = a1;2i para cada i 2 N . Además satisface el inciso v) de [8], descrito
arriba. Sin embargo, sólo el conjunto fpg es un conjunto de doblez de K; y
Y tiene la propiedad de intersección doblada. Más aún Y es selectible, ver
[2, Ejemplo 3.10, p. 367].

El concepto de suavidad a pares es estudiado en [37] para determinar la
no contractibilidad en abanicos.
De�nición 2.30 Sean X un dendroide, r un punto de X y fr1ng

1
n=1 ;

fr2ng
1
n=1 dos sucesiones de puntos cada una de ellas convergiendo a r. Diremos

que fr1ng
1
n=1 domina a fr2ng

1
n=1 si dada una sucesión fs1ng

1
n=1 que converge a

otro punto s, con la propiedad de que la sucesión de arcos fr1ns1ng
1
n=1 converge

al arco rs, existe una sucesión fs2ng
1
n=1 que converge a s tal que la sucesión

de arcos fr2ns2ng
1
n=1 converge al arco rs:

Si para cada punto s de un dendroide X y para cada sucesión s1n ! s; el
límite de la sucesión de arcos r1ns

1
n no es un arco, entonces diremos que la

sucesión fr1ng
1
n=1 domina a todas las sucesiones fr2ng

1
n=1 :

De�nición 2.31 Diremos que un dendroide es suave a pares siempre
que dado un par de sucesiones convergiendo a un punto en común, alguno de
lo dos elementos del par domina al otro.

De�nición 2.32 Sea X un continuo. Diremos que X contiene un zig-zag,
si existe un arco ab cuatro sucesiones de puntos fang1n=1, fbng1n=1, fcng1n=1
y fdng1n=1 tales que la sucesión de arcos fanbn [ bncn [ cndng1n=1 converge al
arco ab y cada sucesión de arcos fanbng1n=1; fbncng1n=1 y fcndng1n=1 convergen
también al arco ab.

En abanicos se conocen una serie de proposiciones equivalentes a la con-
tractibilidad. En la lista siguiente, nosotros aportamos dos nuevas condiciones
que son las condiciones 2) y 3).
Teorema 2.33 Sea X un abanico, entonces las siguientes proposiciones

son
equivalentes:
(1) X es contraíble.
(2) X es localmente conexo en el vértice, X no es de tipo N y X es suave a
pares.
(3) X no contiene Q�puntos; X tiene la propiedad de intersección doblada
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y X es suave a pares.
(4) X no contiene Q�puntos, X no es de tipo N y X es suave a pares.
(5) X no contiene Q�puntos, X no contiene zig zag y X es suave a pares.
(6) X es monótono contraíble. (Ver de�nición 2.9 inciso e)
(7) X es con�uente contraíble. (Ver de�nición 2.9 inciso f)
(8) X es débilmente-con�uente contraíble. (Ver de�nición 2.9 inciso g)
Demostración. (1) ) (2) La conexidad local en el vértice se sigue de

[38, Teorema 6.1, p. 394]. De [35, Corolario 2.2, p. 839], obtenemos que X no
es de tipo N: Para demostrar que X es suave a pares, aplicamos [17, Teorema
2.4, p. 82].
(2)) (3) Por el Teorema 2.16; X no contiene Q�puntos, y como X no es de
tipo N , se sigue de [25, Teorema 2] que X tiene la propiedad de intersección
doblada.
(3)) (4) Como X tiene la propiedad de intersección doblada. Entonces, X
no es de tipo N:
(4)) (5)) (6)) (7)) (8)) (1) son demostradas por L. G. Oversteegen
en [37, Teorema 3.4, p. 393].
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Capítulo 3

Retracciones de C(X) sobre X
Desde que S. B. Nadler Jr. en 1970 planteó en [32] el problema de carac-

terizar a los continuos X que son la imagen continua de C(X) a X o de 2X ;
han surgido diversas respuestas parciales a dicho problema. Como C(X) y
2X son espacios arco-conexos, ningún continuo que no sea arco-conexo puede
ser la imagen continua de estos. Posteriormente S. B. Nadler Jr restringe el
problema al caso particular de caracterizar a los continuos que son retractos
de 2X o de C(X):
No se conocen condiciones que caractericen por completo a estos retrac-

tos. Por ejemplo, se sabe que si X es un dendroide suave, entonces existen
retracciones de C(X) sobre X. De hecho, en este caso existen selecciones
para C(X), ver [39].
Cuando X es localmente conexo se tiene lo siguiente:
Sea X un continuo localmente conexo. Entonces X es un retracto de 2X

si y sólo si X es un retracto absoluto ver [30, p. 413] o [32, Teorema 6.4, p.
270].

Un continuo localmente conexo, 1-dimensional X es un retracto de 2X si
y sólo si X es una dendrita, ver [30, p. 413] o [32, Teorema 6.4, p. 270].

Por lo tanto, el problema abierto se encuentra en aquellos continuos que no
son suaves y no son localmente conexos. Sin embargo hay resultados parciales
y ejemplos que se pueden consultar en [32], [34] y[31]. En [19] y en [20] A.
Illanes construye un ejemplo de un continuo X que es un retracto de C(X)
pero no de 2X , J. T. Goodykoontz muestra en [16, p. 122] que si un continuo
uno dimensional es un retracto de 2X o de C(X); entonces es un dendroide.
Posteriormente en [6] se prueba que, con las mismas hipótesis, el espacio es
un dendroide uniformemente arco conexo.

En este capítulo demostraremos uno de los principales teoremas de la tesis
(Teorema 3.8) Si existe una retracción de C(X) sobre X, entonces X
no es de tipo N.
Este teorema se realizó conjuntamente con el Dr. W. J. Charatonik de la

Universidad de Missouri-Rolla, Estados Unidos.
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Se prueba también que X no es de tipo N en cualquiera de los
siguientes casos.
i) Si existen retracciones de F2(X) sobre X:
ii) Si X admite funciones promedio. (Ver de�nición 3.1)
iii) Si X admite retracciones de 2X sobre X:

Por otra parte damos un ejemplo que muestra que el resultado
inverso a 3.8 no es verdadero.

Damos también un ejemplo de un dendroide X que es la imagen
continua de C(X) pero no es un retracto de C(X) por ser de tipo N:

Sabemos que si para un dendroide X, existen retracciones de C(X) en
X, entonces X es uniformemente arco-conexo. (véase [6, Teorema 3.1, 3.3,
pp. 9 y 10])

Damos un ejemplo de un dendroide X uniformemente arco-
conexo (véase 3.20) que no es de tipo N; para el cual no existen
retracciones de C(X) en X

Con este ejemplo mostramos que dos de las condiciones necesarias que
se conocen para que existan retracciones de C(X) en X aún juntas, no son
su�cientes.

Más aún, damos un ejemplo de un dendroide X uniformemente
arco-conexo que no es de tipoN generalizado para el cual no existen
retracciones de C(X) en X.
De�nición 3.1 Una función promedio es una función continua m :

X �X ! X que satisface las siguientes condiciones:

1. m ((x; x)) = x para cada x 2 X.

2. m ((x; y)) = m ((y; x)) para cada x, y 2 X:
Observación. Nótese que si r es una retracción de 2X sobre X, entonces

rjF2(X) : F2(X) ! X es una función promedio. Por lo que, si X no admite
funciones promedio entonces no hay retracciones de 2X sobre X.
También sabemos que una retracción r : F2(X) ! X de�ne una función

promedio m : X � X ! X de la siguiente manera: m(x; y) = r(fx; yg);
y viceversa, toda función promedio m : X � X ! X de�ne una retracción
r : F2(X)! X de la misma manera.
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Los siguientes resultados serán utilizados en este capítulo.
Teorema 3.2 Sea X un continuo 1-dimensional. Si existe una retracción

de C(X) ó de 2X a X; entonces X es un dendroide uniformemente arco-
conexo. (ver [6, Teorema 3.1, 3.3, pp. 9 y 10])
De�nición 3.3 Se dice que un espacio topológico X es conexo entre

dos subconjuntos A y B si no hay un subconjunto abierto-cerrado F tal
que A � F y F \ B = �. Un subconjunto C de un espacio X separa a A
y B (ó C es un separador entre A y B) si XnC no es conexo entre A y B,
en otras palabras si hay dos subconjuntos M y N tales que XnC =M [N ,
(clX(M) \ N) [ (M \ clX(N)) = �; A � M y B � N(ver [23, § 46, II, p.
154]).
El siguiente espacio topológicoX (ver Figura 15) tiene la topología hereda-

da de R2:

X = pqnfqg [D [ xynfxg:
Donde D es un disco sin su frontera. El disco D es un separador entre los
conjuntos pqnfqg y xynfxg. X no es conexo entre pqnfqg y xynfxg: Debido
a que si F = pqnfqg [D; entonces pqnfqg � F y F \ xynfxg = �:
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.

Teorema 3.4[?, § 57, II, Teorema 2, p. 438] Sea X un continuo localmente
conexo y unicoherente. Sean F0 y F1; dos conjuntos cerrados y ajenos de X
y para cada j = 0; 1 sea pj 2 Fj: Entonces, existe un continuo localmente
conexo C separador entre p0 y p1; que es ajeno a F0 [ F1:
De�nición 3.5 Una � � curva en el plano consiste de tres arcos L0; L1 y

L2, teniendo cada par de arcos en común exactamente los extremos o puntos
�nales de cada arco.

Teorema 3.6 [23, § 61. II, Teorema 2, p. 511] (�� curva) Si C es una
��curva, entonces R2nC = D0[D1[D2 , donde Fr(Dj) = Lj[Lj+1 (módulo
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3) y el conjunto D2 junto con los discos D0 y D1 son las componentes de
R2nC: Donde Dj = Lj [ Lj+1 [ int(Lj [ Lj+1) Para J = 0; 1:
Proposición 3.7 Sea X un continuo. Si fBng1n=1 es una sucesión de

subcontinuos de X, A 2 C(X) y LimBn = A: Entonces, C(A) [ (
1S
n=1

C(Bn))

es compacto.

Demostración. Probaremos que C(A)[ (
1S
n=1

C(Bn)) es cerrado; esto es,

probaremos que:

C(A) [ (
1S
n=1

C(Bn)) = C(A) [ (
1S
n=1

C(Bn)).

Nótese que C(A) [ (
1S
n=1

C(Bn)) = C(A) [(
1S
n=1

C(Bn))=C(A) [ (
1S
n=1

C(Bn)):

Demostraremos que

(
1S
n=1

C(Bn)) � C(A) [ (
1S
n=1

C(Bn)):

Sea H 2 (
1S
n=1

C(Bn)): Supongamos que

H 2 (
1S
n=1

C(Bn))n (
1S
n=1

C(Bn)).

Entonces, existe una sucesión (Hn)
1
n=1 � (

1S
i=1

C(Bi)) tal que Lim (Hn) = H:

A�rmamos que no puede haber una in�nidad de Hn contenidos en un solo
C(Bi) ya que de ser así H estaría contenido en C(Bi) por la compacidad de
C(Bi): Así, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Hn 2 C(Bin)
y para cada in 6= im,Hn 6= Hm:De esta manera comoHn � Bin, LimHn = H;
y LimBin = A; se tiene que H � A: Por lo tanto, H 2 C(A): De aquí que

(
1S
n=1

C(Bn)) � C(A) [ (
1S
n=1

C(Bn)):

Por ello C(A)[(
1S
n=1

C(Bn)) es un conjunto cerrado de C(X); en consecuencia

C(A) [ (
1S
n=1

C(Bn)) es compacto.
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Para la demostración del Teorema 3.8 requeriremos la siguiente notación:
Sean w, w� puntos de X y T = ww� un arco contenido en X. Denotemos por
wT = fwt � T j t 2 Tg : Por lo tanto wT es un arco ordenado en C(X) cuyos
extremos son fwg y T: En esta parte utilizaremos X � C(X) en lugar de
F1(X) � C(X) por razones de no complicar la notación: De esta manera, si
escribimos A � X; estamos diciendo realmente que A � F1(X); obviamente
estamos incluyendo el caso cuando se escriba x 2 X; que es equivalente a
fxg 2 F1(X).

Teorema 3.8 Sea X un continuo. Si existe una retracción de C(X) sobre
X, entonces X no es de tipo N .
Demostración. Sea r : C(X)! X una retracción. Como C(X) es arco-

conexo y r es una función continua y suprayectiva, entoncesX es arco-conexo.
Supongamos que X es un continuo de tipo N (utilizaremos la notación de la
De�nición 2.24). Sea A = pq 2 C(X):
Sea C la componente de r�1(p) \ C(A) que contiene a fpg.

A�rmación: C \ qA 6= �: (1)

Supongamos que C \ qA = �: (�)
Sea Ci la componente de r�1(p00i )\C(Bi) que contiene a p00i : Como cada Ci es
un elemento del espacio métrico compacto C(C(A)[(

1
[
n2N
C(Bi))), entonces la

sucesión (Ci)1i=1 contiene una subsucesión (Cij) que converge a un continuo
T (según la Proposición 3.7) contenido en r�1(p) \ C(A): Como p 2 T , (ya
que p00ij 2 Cij), entonces T es un subcontinuo de C.
Ahora supongamos que para una cantidad in�nita de índices i, Ci \ (qiBi [
q0iBi) 6= �: Como (qiBi [ q0iBi)

1
i=1 converge a qA; entonces T \ qA 6= �; pero

T � C: Así C \ qA 6= �; contradiciendo (*).
De esta manera, a excepción de un número �nito de índices k 2 N , se tiene
que
Ck \ (qkBk [ q0kBk) = ������������ (2)
Sea k alguno de los índices para el cual se satisface (2). Sean
L = qkBk [ q0kBk;
E = r�1(p00k) \ C(Bk) y
Z = E [ L:
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Probaremos que la componente K de Z que contiene a p00k 2 ZnL no inter-
secta a L: Consideremos dos casos:

1ercaso : K * E: Entonces K \ E es un subconjunto cerrado del continuo
K y p00k 2 K \ E: Por lo tanto, la componente K 0 de K \ E que contiene a
p00k intersecta a la cerradura del conjunto KnE ([33, Teorema 5.6, p. 74]) y
como KnE � ZnE � L tenemos que K 0 \ L 6= �:

2docaso : K � E: Tomamos K 0 = K:
En ambos casos obtenemos un continuo K 0 contenido en E que contiene al
punto p00k tal que K

0 \ L 6= �: Por otra parte K 0 debe estar contenido en Ck:
Esto implicaría que Ck \ L 6= �; contradiciendo lo que se supuso en (2).
Lo anterior prueba que Z no es conexo entre L y p00k por lo que el cerrado
C(Bk)nZ separa al disco C(Bk) entre L y p00k: Como C(Bk) es unicoherente
y localmente conexo entonces, por Teorema 3.4 existe un subcontinuo local-
mente conexo H � C(Bk)nZ que también separa a C(Bk) entre L y p00k:
Ahora el punto p00k corta al arco qkq

0
k en dos subarcos B y B0 donde qk 2 B

y q0k 2 B0 cada uno de los cuales une a p00k con L. Entonces, podemos elegir
puntos x 2 H \ B y x0 2 H \ B0: Sean R y R0 subarcos de B y B0 respecti-
vamente cuyos puntos extremos son x, qk y x0, q0k respectivamente. La unión
Y = H [R [ R0 es un continuo localmente conexo.
Por otra parte

H � C(Bk)�Z � C(Bk)�E = C(Bk)�
�
r�1(p00k) \ C(Bk)

�
� C(X)�r�1(p00k):

Esto implica que H\r�1(p00k) = � lo cual es equivalentea decir p00k =2 r(H):Más
aún R [ R0 � qkqk�� fp00kg de aquí, r(R [ R0) � qkq0k� fp00kg ya que r es una
retracción. Todo lo anterior implica que r(R [R0) no contiene a p00k.
Además qk; q0k 2 (R [ R0) � Y , así qk; q0k 2 r(Y ) � X y r(Y ) es un con-
tinuo localmente conexo, debido a que la conexidad local entre continuos es
preservada bajo funciones continuas. Pero los continuos localmente conexos
son arco conexos, por tanto r(Y ) es arco conexo. En particular cada arco en
r(Y ) que contiene a qk y a q0k debería de contener a p

00
k por (5) de la De�nición

2.24. Pero esto es imposible porque p00k =2 r(Y ). Esta contradición prueba que
C \ qA 6= �.
Sea D la componente de r�1(q)\ C(A) que contiene a q. Entonces

pA \D 6= � (3)
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La demostración de (3) es similar a la demostración de arriba intercambiando
q por p y reemplazando Bi; C; p; p00i ; q; qi y q

0
i por Ai; D; q; q

00
i ; p; pi y p

0
i

respectivamente.
Como p 6= q; entonces r�1(p)\ r�1(q) = �.

Como C(A) es un espacio normal existe un conjunto abierto U de C(A) tal
que C � U � C(A) y U \D = �: Sea V la componente de U que contiene a
C: Como C(A) es localmente conexo se sigue de [33, Ejercicio 5.22, p. 74] que
V es un conjunto abierto y por [33, Teorema 8.26, p. 132], V es arco conexo.
Como V � U y U \D = �; (D \ pA)�V 6= �. Sea w 2 (D \ pA)�V y � un
arco contenido en V que une a p con z 2 qA \ C: Sea � = pA [ qA [ A: El
lector podrá veri�car que existen puntos a y b en � \ � tales que si �ab es
el subarco de � cuyos extremos son a y b; entonces � [ �ab es una ��curva
y �ab separa a q de w en C(A); lo cual contradice que q y w están en la
componente D de C(A) \ r�1(q).

El siguiente dendroide no es de tipoN y no es uniformemente arco conexo.
Entonces por [6, Teorema 3.1, 3.3, pp. 9 y 10]) no admite retracciones de
C(X) sobre X, mostrando así que el inverso del teorema anterior no se
cumple.
Ejemplo 3.9 (Figura 17) En este ejemplo describiremos un abanico X

con las propiedades que mencionamos arriba. Aunque X es un subespacio
del plano euclideano, lo describiremos como subconjunto de R3:
Para puntos p; q 2 R3, denotemos por pq el segmento rectilineo que une a p
con q.
Consideremos
a = (0; 0; 0), L1 = f(0; y; 0) : 0 � y � 1g � R3: Sean wn = (0; 1=2n; 0) y
W = fwn : n 2 Ng:
Para cada z 2 wnwn+1 de�namos z� 2 wnwn+1, tal que d(z; wn) = d(z�; wn+1).

L2 = f(0; 0; z) : 0 � z � 1g:

Sean pnj = (1= j; 0; 1= n) y qnj = (1= j; 1; 1= n), para cada �jo y j 2 fn; n +
1; n+ 2; n+ 3; :::; 2n� 1g y sea pn = (0; 0; 1= n) para cada n 2 N:
Nótese que fpnj g2n�1j=n y fqnj g2n�1j=n están contenidos en el plano

Pn = f(x; y; 1= n) : x; y 2 Rg.

De�namos

Ln = pnnq
n
n [ qnnpnn+1 [ pnn+1qnn+1 [ qnn+1pnn+2 [ pnn+2qnn+2 [ ::: [ qn2n�1pn:
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Así, Ln � Pn; para cada n 2 N:
Sea

X 0 = L1 [ L2 [ (
1[
n=1

Ln):

El abanico X es el espacio cociente X 0= � obtenido de de�nir la siguiente
relación de equivalencia: Sean y1; y2 2 X 0, y1 � y2 si y sólo si y1; y2 2 L2[W
o y1; y2 2 L1 y y1 = y�2 donde y�2 es como se de�nió arriba. El espacio cociente
X = X 0= � es como en la Figura 17, pag 42.
La dendrita F! (ver pag 2) es un abanico cuyo vértice a tiene orden in�nito.

No es difícil ver que X = F! [ (
1S

n=1

Wn); donde a = (0; 0; 0) es el vértice de F!

y para cada n 2 N,
1. Wn es un arco, donde uno de sus puntos extremos es a.
2. LimWn = F!:
3. Wn \Wm = fag si n 6= m.
4. Wn �da vueltas�a F!, 2n veces (véase la Figura 17).
Se puede observar fácilmente que X es un continuo que no es de tipo N . Para
demostrar que no hay retracciones de C(X) en X, probaremos que X no es
uniformemente arcoconexo y aplicaremos el Teorema 3.2. En la �gura se han
dibujado los arcos W1;W2 y W3 y se distinguen por el grosor de las líneas.
Denotemos por wmn los puntos en Wn, m = 1; 2; 3; :::; n los cuales están
marcados por un punto � en la Figura 17 y Limwmn

n!1
= b; donde b es un

extremo del primer arco de F!: Cada wmn es un punto extremo de dos ar-
cos Amn = wmn u

m
n y Bmn = wmn v

m
n , (m = 1; 2; :::; n) donde umn y vmn �Wn son

marcados con un cuadrito � en la Figura 17 y Lim umn
n!1

= a =Lim vmn
n!1

.

Los arcos Amn y Bmn están ambos contenidos en Wn, si suponemos que el
diámetro del arco ab es 1 y dado que LimAmn

n!1
= ab =LimBmn

n!1
; entonces

Lim(diam Amn
n!1

) = 1 =Lim(diamBmn
n!1

). Elijamos " > 0 tal que necesitemos al

menos cuatro puntos en cada arco Amn y B
m
n , m = 1; :::; n. Sean ak puntos

en el arco Wn tales que cada subarco akak+1 tenga diámetro menor que "
(aquí estamos usando la notación de�nición 2.3. Entonces necesitaremos al
menos 2n(4) = 8n puntos fa1; a2; :::; a8ng en el arco Wn, para que cada sub-
arco akak+1 � Wn tenga diámetro menor que ". Esto prueba que X no es
uniformemente arcoconexo.
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También el inverso al Teorema 3.2 no se satisface para C(X); basta con
pensar en un dendroide uniformemente arcoconexo que sea de tipo N. Así
por el Teorema 3.8 no hay retracciones de C(X) sobre X:

Ejemplo 3.10 Para ilustrar esto último consideremos el siguiente ejem-
plo: la escoba doble Z del ejemplo 2.25 es de tipo N y uniformemente arco-
conexo.

Si en el Teorema 3.5, intercambiamos C(X) por F2(X) tenemos que todos
los pasos de la demostración siguen siendo válidos. En efecto, esto es gracias a
que, para un arco I; C(I) y F2(I) son homeomorfos. De esta manera tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 3.11 Si X es un continuo de tipo N , entonces no hay retrac-
ciones de F2(X) sobre X:
Otro problema clásico que se ha desarrollado en la Teoría de Continuos

es el de encontrar condiciones para la existencia de funciones promedio en
espacios topológicos. Si recordamos la observación posterior a la De�nición
3.1, el teorema anterior nos da una condición necesaria para la existencia
de funciones promedio, y como consecuencia también, una condición nece-
saria para la existencia de retracciones de 2X sobre X:. Así, obtenemos los
siguientes corolarios.

Corolario 3.12 Si X es continuo de tipo N , entonces X no admite
funciones promedio.
Demostración. Si X admite una funcion promedio, entonces por la ob-

servación anterior podemos de�nir una retracción de F2(X) sobre X. Pero,
esto implica según el teorema anterior que X no es de tipo N:

Corolario 3.13 Si X es un continuo de tipo N , entonces no existen
retracciones de 2X sobre X:
El resultado anterior también se sigue de que no hay retracciones de C(X)

sobre X; si X es de tipo N

Por otra parte, también el inverso al Teorema 3.2 no se satisface para 2X ;
basta con pensar en un dendroide uniformemente arcoconexo que sea de tipo
N. Así por el Corolario 3.13 no hay retracciones de 2X sobre X:

Bajo la siguiente de�nición podemos enunciar el Teorema 3.15
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De�nición 3.14 Sea (X; d) un espacio métrico y compacto. Diremos que
una función continua f entre dos subespacios de X es
"� cercana a la identidad; si para cada x, d(x; f(x)) <". Diremos que una
sucesión de arcos fanbng converge fuertemente a un arco A = ab; si para cada
" > 0, existe n0 tal que para cada n � n0 existe una función hn : ab �! anbn;
"-cercana a la identidad tal que hn(a) = an y hn(b) = bn.
En la de�nición no son lo mismo que anbn converja fuertemente a ab y que
anbn converja fuertemente a ba

El siguiente teorema probado por Bell y Watson en [1, Teorema 3.5, p.42]
se sigue del Corolario 3.12.
Teorema 3.15 Sea (X; d) un continuo. Sean A = ab un arco en X y

cuatro sucesiones de arcos contenidos en X;
fancng; fandng; fcnbng y ffnbng. Supongamos que
1. cada sucesión converge fuertemente a A:
2. Para toda n, cada subcontinuo que contiene a cn y dn contiene a an y cada
subcontinuo que contiene a en y fn contiene a bn. Entonces X no admite
funciones promedio.
Demostracion. Las hipótesis implican que X es un continuo de tipo N .

Así por el Corolario , X no admite funciones promedio.

Consideremos ahora las siguientes de�niciones.
De�nición 3.16 Sea (X; d) un continuo. a) Una cadena en X; es una

colección �nita C = fU1; U2; :::; Ung de subconjuntos abiertos de X tales que
Ui \ Uj 6= �, si y solo si ji� jj � 1: Si C = fU1; U2; :::; Ung es una cadena en
X, entonces los miembros de C son llamados eslabones de C; Ui es llamado
el i-ésimo eslabón de C: Si C es una cadena en X y maxfdiam(Ui); 1 �
i � ng < ": Entonces, diremos que C es un "-cadena en X: Diremos que
el continuo X es encadenable si para toda " > 0; existe una " � cadena
cubriendo a X:
b) Se dice que un punto p de un continuo encadenable X es un punto �nal,
si para toda " > 0; existe una "� cadena que cubre a X y p está en el primer
eslabón de la "� cadena.
c) Se dice que dos puntos a, b son dos puntos �nales opuestos, si para toda
" > 0; existe una "�cadena que cubre a X donde a está en el primer eslabón
de la "� cadena y b está en el último eslabon de la "�cadena.
A los continuos encadenables también se les conoce como continuos de

tipo arco.
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De�nición 3.17 Sean X un continuo y A un subcontinuo X de tipo
arco el cual tiene un punto �nal a. Diremos que una sucesión fAng1n=1 de
subcontinuos de X es una sucesión doblada con respecto al punto a si és-
ta satisface las siguientes condiciones: hay dos sucesiones de subcontinuos
fEng1n=1 y fFng1n=1 de An tales que En; Fn � A y
1. An = En [ Fn, y
2. Lim(En \ Fn)

n!1
= fag; LimEn

n!1
= LimFn

n!1
= A.

El siguiente teorema fue probado por Kawamura y Tymchatyn en [22,Teo-
rema 2.2, p. 99] para determinar otro tipo de continuos que no aceptan fun-
ciones promedio.
Teorema 3.18 Sea X un continuo hereditariamente unicoherente. Si X

contiene un subcontinuo A, de tipo arco con dos puntos �nales opuestos a y
b, y existen dos sucesiones dobladas fAng1n=1, fBng1n=1 con respecto a a y a
b respectivamente, entonces X no admite funciones promedio.
El Corolario 3.12 es similar a este teorema pero no requiere la hipótesis

de que X sea hereditariamente unicoherente. Sin embargo nosostros requer-
imos que el subcontinuo A de tipo arco sea exactamente un arco, que es un
caso particular de un continuo de tipo arco. Note que el Corolario 3.12 y el
Teorema 3.18 coinciden cuando el espacio X es un dendroide.
Daremos ahora un dendroide W de tipo N que es la imagen continua

de C(W ) y que no es un retracto de C(W ): En efecto existe una función
continua y suprayectiva F : C(W ) ! W: Sin embargo ya que W es de tipo
N; por el Teorema 3.8 no existen retracciones de C(W ) enW . En particular,
ser de tipo N no es un impedimento para que un espacio X sea la imagen
continua de C(X).

Ejemplo 3.19 Consideremos el dendroide W del Ejemplo 2.25. Sea dn
el punto medio del conjunto Sn Para cada n 2 N y sea � : W ! f(0; y) :
y 2 Rg de�nida como �(x; y) = (0; y); para cada (x,y)2 W:
De�namos ahora una función f : C(W ) ! C(A) donde A es el abanico
armónico determinado (bajo la misma notación del Ejemplo 2.25) por el
siguiente conjunto A = ab [

S
n2N
adn:

Sea C 2 C(W ): Si C � acn; entonces f(C) = ��1(�(C)) \ adn: Note que si
C � adn entonces de�nimos f(C) = ��1(�(C))\adn = C: Si C � A; entonces
de�nimos f(C) = C: Si C = H [ K con H � A y K �

S
i2M
dnicni ; donde
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M � N y K \ dnicni 6= � para cada i 2 M; de�nimos f(C) = H [
S
i2M
adni :

En esencia esta función es como una re�exión"de la familia fadn : n 2 Ng
como subconjunto del semiplano dado por la desigualdad x � 0 a la famillia
fdncn : n 2 Ng subconjunto del semiplano dado por la desigualdad x � 0; la
cual es un función continua.

De hecho, esta función, es una retracción de C(W ) en C(A):

Ahora de�namos una función g : C(A)! A: De�namos un orden parcial en
A de la siguiente manera. Sea p = a: Entonces x �p y; si xp � yp:
Si C � adn; entonces g(C) = x 2 C donde x �p y; para toda y 2 C: Así, si
C = fxg; entonces g(C) = fxg: Por último si a 2 C; entonces g(C) = a:
Esta función es una selección en C(A) y por lo tanto una retracción de C(A)
en A:

Finalmente, si para cada t 2 [0; 1
2
]; identi�camos los puntos de la forma

(0; t) 2 A con los puntos (0; 1� t) 2 A respectivamente, entonces el espacio
cociente, que le llamaremosW;0 es homeomorfo al espacioW: De esta manera,
si h es la función de identi�cación de A enW 0 y H es el homeomor�smo entre
W y W 0 tenemos que F = H � h � g � f es una función continua que tiene
como dominio C(W ) y como imagen W:

Por otra parte, los Ejemplos 3.10 y 3.9 muestran que las propiedades de
ser uniformemente arcoconexo y no ser de tipo N son independientes una de
la otra. Como independientemente cada una de estas propiedades no implican
la existencia de retracciones de C(X) sobre X; nos planteamos la siguiente
pregunta; la cual está encaminada a dar condiciones para la existencia de
retracciones de C(X) sobre X:

¿Si X es un dendroide uniformemente arco conexo y no es tipo
N , entonces existen retracciones de C(X) a X ?

El siguiente dendroide nos muestra que la respuesta a la pregunta anterior
es negativa.
Ejemplo 3.20 Descripción del dendroide Y (Figura 18): Consideremos

el espacio Z del ejemplo 2.25 y sea A0 el subarco de A cuyos puntos extremos
son �b = (�1

2
; 0) y b = (1

2
; 0): Ahora identi�quemos los puntos de la forma



14

�x = (�t; 0) con los puntos x = (t; 0) para cada t 2 [0; 1
2
]: Entonces Y es la

imagen de Z bajo el mapeo cociente g dada por la identi�cación anterior. Y
es el dendroide de la Figura 18, pag 48.

Note que Y tiene las propiedades requeridas. Es decir, Y no es de tipo N y
es uniformemente arco conexo.
A�rmación: El dendroide Y del ejemplo 3.20 no acepta retrac-

ciones de C(Y ) en Y .
La demostración se hará en tres pasos:
Paso 1. Demostraremos que Y no es contraíble.
Paso 2. Demostraremos que C(Y ) es contraíble.
Paso 3. Aplicamos el Teorema .
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Teorema 3.21 [23, § 54 VI Teorema 3, p. 371] La contractibilidad es
preservada bajo retracciones. Esto es, si X es un espacio contraíble y existe
una retracción de X a un subespacio A de X, entonces A es contraíble.
Para probar el primer paso, usaremos la siguiente de�nición y enunciare-

mos algunos teoremas auxiliares, que permitirán decir de manera inmediata
por qué Y no es contraíble.
En la De�nición 3.22 y el Teorema 3.23, p; pi; p0i; p

00
i ; q; qi; q

0
i; q

00
i son como

en la de�nición 2.24
De�nición 3.22 Sea X un continuo de tipo N entre p y q: Se dice que

(X; g; Y ) tiene la propiedad (�) si Y es un continuo hereditariamente unico-
herente y g : X ! Y es una función continua tal que
a) g(p) 6= g(q);
b) g(piq

00
i ) \ g(q00i p0i) = fg(q00i )g y

c) g(qip
00
i ) \ g(p00i q0i) = fg(p00i )g :

Se dice que un espacio X es contraíble con respecto a Y siempre que
cada función f : X ! Y sea homotópica a una función constante.

Teorema 3.23 [15, Teorema 1, p. 121] Sean X y Y dos continuos y g :
X ! Y una función continua. Si (X; g; Y ) tiene la propiedad (�); entonces
para cada función f : X ! Y homotópica a la función g tenemos que g(p),
g(q) 2 f(pq) � f(X):

Como una consecuencia, de este teorema tenemos que si (X; g; Y ) satisface
la propiedad (�); entonces X no es contraíble con respecto a Y: Así por [23,
§54, VI, Teorema 2, p. 374] Y no es contraíble .

Paso 1. Veamos que el dendroide Y del ejemplo 3.20 no es contraíble. En
efecto, si Z; g y Y son como en el Ejemplo 3.20, entonces (Z; g; Y ) satisface
la propiedad (�) ya que Z es de tipo N; g es la función de identi�cación y al
ser Y un dendroide, es hereditariamente unicoherente. Así, por el Teorema
3.23, Y no es contraíble.

Paso 2. Para probar que C(Y ) es contraíble, de�niremos el siguiente con-
junto

�0(X) =

�
arcos ordenados en C(X) que

unen a un elemento de F1(X) con X

�
� C(C(X)):
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Utilizaremos el siguiente teorema para probar que C(Y ) es contraíble. Es
decir, de�niremos una función continua del espacio Y en �0(Y ):
Teorema 3.24 [21, Teorema 78.8, p. 398]Para un continuo X; las si

guientes proposiciones son equivalentes:
(a) C(X) es contraíble.
(b) Hay una función continua � : X ! �0(X).
Por comodidad, pensaremos que el dendroide Y está contenido en R3 y

es homeomorfo al siguiente dendroide al que también llamaremos Y:

Sean o = (0; 0; 0); p = (�1; 0; 0); q = (1; 0; 0); r = (0; 1; 0) y para cada n 2
N; sn = (0; 0; 1

23n�2 ); rn = (0; 1;
1

23n�1 ); wn = (0; 0;
1
23n
), qn = (1; 0; 1

23n�2 ); an =
(0; 0;� 1

23n�2 ); bn = (0; 1;�
1

23n�1 ); zn = (0; 0;�
1
23n
), pn = (�1; 0;� 1

23n�2 ).

Sea T = pq [ or.

Consideremos ahora, para cada n 2 N; los siguientes arcos:

ln = qzn [ znbn [ bnan [ anpn y

Ln = pwn [ wnrn [ rnsn [ snqn.

Entonces el dendroide Y queda de�nido como

Y = T [ (
[
n2N

Ln) [ (
[
n2N

ln):

Consideremos las siguientes funciones proyección de Y en el triodo T; �1 :
Y ! T y �2 : Y ! T; de�nidas como siguen: �1(x; y; z) = (x; 0; 0) y
�2(x; y; z) = (0; y; 0).

Dado un punto de la forma (x; 0; z) 2 (pwn[snqn)[(qzn[anpn); de�nimos
su simétrico como sigue: s(x; 0; z) 2 snqn, si (x; 0; z) 2 psn o s(x; 0; z) 2
pwn si (x; 0; z) 2 snqn o s(x; 0; z) 2 anpn si (x; 0; z) 2 qzn o s(x; 0; z) 2
qzn si (x; 0; z) 2 anpn y �1(s(x; 0; z)) = (�x; 0; 0).
Si (0; y; z) 2 (snrn[rnwn)[(znbn[bnan); de�nimos su simétrico s(0; y; z) 2

rnwn si (0; y; z) 2 snrn ó s(0; y; z) 2 snrn si (0; y; z) 2 rnwn y �2(s(0; y; z)) =
(0; y; 0).
Si (x; 0; 0)2 pq de�nimos su simétrico s(0; y; z) 2 pq como s(x; 0; 0) =

(�x; 0; 0) y si (0; y; 0) 2 or, entonces su simétrico es él mismo.
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De�namos también los siguientes puntos:

un es igual al punto medio del arco psn; dn es igual al punto medio del arco
qan, c = (�1

2
; 0; 0) y d = (1

2
; 0; 0): Obtenemos así, los siguientes límites

Liman
n!1

= Limzn
n!1

=Limsn =
n!1

Limwn =
n!1

o; Limrn
n!1

= Limbn
n!1

= r; Limqn
n!1

=

q, Limpn
n!1

= p, Limun
n!1

=Lim s(dn) =
n!1

c y Limdn
n!1

= Lim s(un) = d
n!1

:

Si x y y están en un mismo arco rectilíneo A � Y , y si existe yx 2 A
tal que d(x; y) = d(x; yx) con y 6= yx; diremos que yx es el re�ejo de y con
respecto a x.

Consideremos también los siguientes conjuntos:

Para cada � 2 [�1; 0]; sean A� =
1S
n=1

ptn y B� =
1S
n=1

q�n tales que tn 2 psn;

�n 2 qnwn, �1(tn) = (� ; 0; 0) = ��1(�n); y B� = A
� [B� :

Para cada � 2 [0; 1]; sean C� =
1S
n=1

sn�n yD
� =

1S
n=1

an�n tales que �2(�n) =

(0; �; 0) = �2(�n); �n 2 snrn, �n 2 anbn; y C� = C� [D�:

Para cada � 2 [0; 1]; sean E1�� =
1S
n=1

rn�n y F 1�� =
1S
n=1

bn&n tales que

�2(&n) = (0; 1��; 0) = �2(�n); �n 2 rnwn y &n 2 bnzn yD1�� = E
1��[F 1��:

Para cada � 2 [0; 1]; sean G� =
1S
n=1

wn�n y H
� =

1S
n=1

znn tales que

�1(�n) = (�; 0; 0) = ��1(n); �n 2 wnqn; n 2 znpn y E� = G� [H�:

Construcción de la función � : X ! �0(X): Denotaremos por Ax = �(x)

Si x 2 or entonces Ax tendrá la siguiente forma.
Ax =

�
xt j t 2 xr

	
[
�
xr [ xt j t 2 xo

	
[ for [ ot [ os(t)jt 2 opg

[ fT [B� j � 2 [�1; 0]g [ fT [B0 [ C�j � 2 [0; 1]g
[ fT [B0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g [ fT [B0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g.

Si x 2 po consideremos dos casos:
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Caso 1. x 2 pc.
Ax =

�
ttxj t 2 xp

	
[ fppx [ pxtj t 2 pxrg

[
�
pr [ otj t 2 oq

	
[ fT [B� j � 2 [�1; 0]g [ fT [B0 [ C�j � 2 [0; 1]g

[ fT [B0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g [ fT [B0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g.

Caso 2. x 2 co:
Ax =

�
txtj t 2 xo

	
[
�
oxo [ otj t 2 or

	
[foxr [ otj t 2 os(ox)g [ foxs(ox) [ or [ oxt [ s(ox)s(t)j t 2 ox; pg
[ fT [B� j � 2 [�1; 0]g [ fT [B0 [ C�j � 2 [0; 1]g
[ fT [B0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g [ fT [B0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g :

Si x 2 oq la de�nición de Ax es similar al caso anterior.

Ahora de�namos los arcos ordenados para x 2 pqnnfpg.

Primero consideremos el caso en que x = un:
Ax =

�
txtj t 2 unp

	
[ fpsn [ sntj t 2 snqng

[ fpqn [ ptj t 2 prg [
�
qnr [ otj t 2 oq

	
[ fpqn [ T [B� j � 2 [�1; 0]g
[ fpqn [ T [B0 [ C�j � 2 [0; 1]g
[ fpqn [ T [B0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g
[ fpqn [ T [B0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g :

Si x 2 unsnnfung; entonces
Ax =

�
txtj t 2 xsn

	
[ fsnxsn [ sntj t 2 sns(snx)g

[ fsnxs(snx) [ snxt [ s(snx)s(t)j t 2 snxpg [ fqnp [ ptj t 2 prg
[
�
qnr [ otj t 2 oq

	
[ fpqn [ T [B� j � 2 [�1; 0]g

[ fpqn [ T [B0 [ C�j � 2 [0; 1]g
[ fpqn [ T [B0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g
[ fpqn [ T [B0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g :

Si x 2 snrn; entonces
Ax = fxtj t 2 xs(x)g [ fxs(x) [ xt [ s(x)s(t)j t 2 xpg

[ fqnp [ ptj t 2 prg [
�
qnr [ otj t 2 oq

	
[ fpqn [ T [B� j � 2 [�1; 0]g
[ fpqn [ T [B0 [ C�j � 2 [0; 1]g
[ fpqn [ T [B0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g
[ fpqn [ T [B0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g :



20

Si x 2 rnwn; entonces
Ax = fxtj t 2 xs(x)g [ fxs(x) [ xt [ s(x)s(t)j t 2 xqg

[ fqnp [ ptj t 2 prg [
�
qnr [ otj t 2 oq

	
[ fpqn [ T [B� j � 2 [�1; 0]g
[ fpqn [ T [B0 [ C�j � 2 [0; 1]g
[ fpqn [ T [B0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g
[ fpqn [ T [B0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g :

Si el punto x 2 wns(un); entonces el arco
Ax =

�
txtj t 2 xwn

	
[ fwnxwn [ wntj t 2 wns(wnx)g

[ fs(wnx)wnx) [ s(wnx)t [ wnxs(t)j t 2 s(wnx)pg [ fqnp [ ptj t 2 prg
[
�
qnr [ otj t 2 oq

	
[ fpqn [ T [B� j � 2 [�1; 0]g

[ fpqn [ T [B0 [ C�j � 2 [0; 1]g [ fpqn [ T [B0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g
[ fpqn [ T [B0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g :

Si x 2 s(un)qn; entonces
Ax = fttxj t 2 s(un)qng [ fqnqnx [ qnxtj t 2 qnxrg

[
�
qnr [ otj t 2 oq

	
[ fpqn [ T [B� j � 2 [�1; 0]g

[ fpqn [ T [B0 [ C�j � 2 [0; 1]g [ f[p; qn] [ T [B0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g
[ fpqn [ T [B0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g :

Para el caso cuando x 2 pun; vamos a determinar para cada n 2 N, un
homeomor�smo �n entre el arco pun y el arco pqn, �n : pun ! pqn tal que
�n(p) = p y �n(un)=qn. Si x 2 pun, y 2 pum con �1(x) = �1(y); entonces
�i(�n(x)) = �i(�m(y)); i = 1 o i = 2.

Ax =
�
ttxj t 2 xp

	
[ fppx [ pxtj t 2 px�n(x)g

[ fp�n(x) [ ptj t 2 prg [ f�n(x)r [ otj t 2 oqg
[ f�n(x)r [ oq [B� j� 2 [�1; 0]g
[ f�n(x)p [ T [B0 [ C�j � 2 [0; 1]g
[ f�n(x)p [ T [B0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g
[ f�n(x)p [ T [B0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g :
Debido a que el continuo X tiene cierta simetría entre los arcos pqn y los

arcos qpn; de�nimos Ax si x 2 qpn;de manera simétrica a como se hizo para
los puntos x 2 pqn.

Así, hemos asignado para cada x 2 X; un arco Ax:
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Para probar la continuidad de � mostraremos que para cada x 2 X y para
toda " > 0, existe � > 0 tal que si d(x; y) < �, entonces H2 (Ax; Ay) < ":
Esta última desigualdad es equivalente a probar que Ax � NH

" (Ay) y Ay �
NH
" (Ax) : Probaremos entonces que para cada C 2 Ax; existe K 2 Ay tal

que H (C;K) < " y para cada K 2 Ay; existe C 2 Ax tal que H (K;C) < ".
Consideremos el conjunto A = fsnj n 2 Ng[fwnj n 2 Ng[fanj n 2 Ng[

fznj n 2 Ng [ fog :
Consideraremos varios casos dependiendo de la elección de x 2 Y:

Sea " > 0:
Caso 1: x 2 orn fog : Observemos primero que para "; existe �0 > 0

tal que si y 2 pqn [ qpn y d (x; y) < �0; entonces H(pqn [ qpn; T ) < ": Sea
0 < � < min f"; d (x;A) ; �0g, por demostrar que si d(x; y) < �; entonces
H2 (Ax; Ay) < ".
Sea y 2 Y tal que d (x; y) < �: Consideremos los subcasos i) y ii).

i) Si y 2 or y C 2 Ax: Basta considerar cuando o =2 C y o 2 C:

Si o =2 C; y C = xt con t 2 xr: Si C � xy; entonces de�nmos K = fyg
o si xy está contenido en C o en yt, de�nimos K = yt o bien si C = rt con
t 2 xo y y 2 tr; entonces de�nimos K = C y por último si y 2 to, entonces
de�nimos K = yr.

Si o 2 C; entonces de�nimos K = C ya que y 2 C:
Por lo tanto H (C;K) < " en todos los casos: De esta manera Ax �

NH
" (Ay) : De forma análoga se prueba que Ay � NH

" (Ax) :

ii) y =2 T: Entonces, y 2 pqn [ qpn para alguna n 2 N.
Pensemos sin pérdida de generalidad que y 2 pqn:Más aún, por la elección

de la �; y 2 snrn[rnwn: Supongamos que y 2 snrn: Consideraremos los casos
a), b), c) y d).
a) Si C = xt con t 2 xr; de�nimos K = yz � snrn con �2(z) = t:

b) Si C = rt con t 2 xo, de�nimos K = zs(z); donde �2(z) = t:

c) Si C = or [ ts(t); t 2 op; de�nimos K = zs(z) � pqn;donde �1(z) =
t = ��1(s(z))
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d) Si fp; qg � C de�nimos K = C [ pqn.
Es fácil ver que en todos los casos H (C;K) < ": Por lo tanto, Ax �

NH
" (Ay) :

Probemos ahora que, Ay � NH
" (Ax) : Para K 2 Ay; se analizarán los

casos siguientes.
a) SiK = yz � yrn (puede ser z = y), de�nimos C = xt; donde �2(z) = t:

b) Si K � ys(y); de�nimos C = rx:

c) Si K = zs(z) con z 2 ysn; de�nimos C = rt con t 2 xo y �2(z) = t:

d) Si K = zs(z) con z 2 snp; de�nimos C = or [ ts(t); donde �1(z) =
t = ��1(s(z))

e) Si K � T [ pqn; de�nimos C = T:

f) Si K = T [ pqn [H;donde
H 2 fB� j � 2 [�1; 0]g [ fB0 [ C�j � 2 [0; 1]g [ fB0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g
[ fB0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g : Entonces de�nimos C = T [H:
Por lo tanto H (K;C) < " en todos los casos:
Por lo que Ay � NH

" (Ax) ; así H
2 (Ax; Ay) < ":

Caso 2: x = o: Elijamos � < minf "
2
; 1
2
; �0g, donde �0 es como en el Caso

1. Sea y tal que d(x; y) < �:
Consideraremos los casos i), ii), iii) y iv)

i) y 2 or. Aquí basta considerar los casos en que C = ot con t 2 or o
or � C:

Si C = ot � oy; entonces de�nimos K = fyg y K = yt si oy � ot:

Si or � C; de�nimos K = C: Así H (C;K) < " en ambos casos.
Por lo tanto, Ax � NH

" (Ay) :

De manera análoga podemos probar que Ay � NH
" (Ax) :
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ii) Si y 2 opn fog : Consideremos los casos a), b) y c).

a) Si C = ot � or; entonces de�nimos K = oyt:

b) Si C = or[ts(t); entonces de�nimosK = or[oys(oy); si or[oys(oy) *
C:

c) Si or [ oys(oy) � C; entonces de�nimos K = C: Así H (C;K) < " en
todos los casos. De manera análoga podemos probar que Ay � NH

" (Ax) :
Similarmente si y 2 oqn fog ; y C 2 Ax; la construcción de K es similar a la
anterior.
Por lo tanto, Ax � NH

" (Ay) y Ay � NH
" (Ax) :

iii) Si y 2 snrn consideraremos los siguientes casos.

a) Si C = ot � or; entonces de�nimos K = yz � snrn; donde �2(z) = t:

b) Si C = or [ ts(t) con t 2 op; entonces K = zs(z) � pqn; donde
�1(z) = t = �1(z)

c) Si fp; qg � C; entonces de�nimos K = pqn [ C: Así H (C;K) < ";
para todos los casos.
Por lo tanto, Ax � NH

" (Ay) :

Probemos que Ay � NH
" (Ax) : Para K 2 Ay; se analizarán los casos

siguientes:
a) Si K = yz � yrn; entonces de�nimos C = ot donde �2(z) = t:

b) Si K = yz con z 2 rnwn; entonces de�nimos C = or:

c) Si K = zs(z) con z 2 snp; entonces de�nimos C = or [ts(t); donde
�1(z) = t = �1(s(z)):

d) Si K = pqn [M con M � T; entonces de�nimos C = T:

e) Si K = T [ pqn [H; donde
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H 2 fB� j � 2 [�1; 0]g[fB0 [ C�j � 2 [0; 1]g[fB0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g
[ fB0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g ; entonces de�nimos C = T [H:
Por lo tanto, H (K;C) < " en todos los casos:
Así Ay � NH

" (Ax) : De manera similar podemos probar lo anterior si
y 2 rnwn:

iv) Si y 2 psn determinamos los siguientes casos:
a) Si C = ot � or; entonces de�nimos K = snyz donde �2(z) = t:

b) Si C = or [ ts(t) con t 2 op; entonces de�nimos K = zs(zn) (z puede
ser igual y) donde �1(z) = t:

c) Si fp; qg � C; entonces de�nimos K = pqn [ C: Así H (C;K) < " en
los tres casos: Por lo tanto, Ax � NH

" (Ay) :

Para probar que Ay � NH
" (Ax) ; sea K 2 Ay:

a) Si K = zyz con z 2 ysn; entonces de�nimos C = fog :

b) Si K = oyz con z 2 snrn; entonces de�nimos C = ot donde �2(z) = t:

c) Si K = oys(z) con z 2 rnwn; entonces de�nimos C = or.

d) Si K = oys(oy)[ zs(z) con z 2 oyp; entonces de�nimos C = or[ ts(t);
donde �1(z) = t = �1(s(z)):

e) Si K = pqn [M con M � T; entonces C = T .

f) Si K = T [ pqn [H;donde
H 2 fB� j � 2 [�1; 0]g [ fB0 [ C�j � 2 [0; 1]g [ fB0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g
[ fB0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g : Entonces de�nimos C = T [ H: Por lo
tanto H (K;C) < " en todos los casos:
Por lo tanto, Ay � NH

" (Ax) : De manera similar podemos probar lo an-
terior si y 2 wnqn:
Así, H2 (Ax; Ay) < "; si x = o:
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Supongamos ahora que x 2 con fc; og.
De�namos 0 < � < min

n
"
2
; d (x;A) ; d(x;c)

2
; �o

o
; donde �o es como en el Caso

1. Sea y tal que d(x; y) < �: Consideraremos los siguientes casos.

i) y 2 po:

a) Si C 2 Ax es tal que C = ttxcon t 2 xo; entonces de�nimos K = aay
donde 0 < d(a; t) < � ó 0 < d(ay; ty) < �.

b) Si C = oxt con t 2 or; entonces de�nimos K = oyt:

c) Si C = or [oxo [ot con t 2 os(ox); entonces de�nimosK = or[oyo[oa
con a 2 os(oy):

d) Si C = or [ ts(t) con t 2 oxp; entonces de�nimos K = C si oy 2 C ó
K = oys(oy) [ or si oy =2 C.

e) Si p; q 2 C; entonces C = K: Así H (C;K) < " para todos los casos.
Por lo tanto, Ax � NH

" (Ay) : De manera similar se puede probar que Ay �
NH
" (Ax) :

ii) y =2 T: Entonces y 2 pqn [ qpn para alguna n 2 N: Sin pérdida de
generalidad supongamos que y 2 pqn: Más aún y 2 unsn por la elección de
la �.

a) Si C = ttx con t 2 xo; entonces de�nimos K = zzy; donde �1(z) = t:

b) Si C = oxt con t 2 or; entonces de�nimos K = snyz, donde �2(z) = t:

c) Si C = or [oxo [ot con t 2 os(ox); entonces de�nimos K = snyz
donde �1(z) = t.

d) Si C = or [ts(t) con t 2 oxp; entonces de�nimos K = zs(z); donde
�1(z) = t:

e) Si p; q 2 C; entonces de�nimos K = C [ pqn y H (C;K) < " para
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todos los casos:
Similarmente se de�nen los arcos, si y 2 qpn:
Por lo tanto, Ax � NH

" (Ay) :

Ahora probaremos que Ay � NH
" (Ax) :

a) si K = zzy con y 2 ysn; entonces de�nimos C = ttx; donde �1(z) = t:

b) Si K = snyz con z 2 snrn; entonces de�nimos C = oxt, donde
�2(z) = t:

c) Si K = snyz con z 2 rnwn; entonces de�nimos C = oxr:

d) Si K = snyz con z 2 wns(sny); entonces de�nimos C = oxr[ot; donde
�1(z) = t:

e) SiK = snys(sny)[snyz[s(sny)s(z) con z 2 snyp; entonces C = ttx[or;
donde �1(z) = t:

f) Si K = pqn [M con M � T; entonces de�nimos C = T:

g) Si K = T [ pqn [H; donde
H 2 fB� j � 2 [�1; 0]g[fB0 [ C�j � 2 [0; 1]g[fB0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g

[ fB0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g : Entonces de�nimos C = T [ H: Por lo
tanto, H (K;C) < " en todos los casos: Similarmente podemos garantizar la
continuidad para y 2 qpn:
Así, Ay � NH

" (Ax) :
De lo anterior, H2 (Ax; Ay) < "; si x 2 con fc; og :

Supongamos que x = c: Sean 0 < � < min
�
"
2
; d (x;A) ; 1

4
; �1
	
donde si

y 2 pqn [ qpn y d (x; y) < �1; entonces H(pqn; T ) < " y H(qpn; T ) < " y
además d (qn;�n(y)) < �1: Sea y tal que d(x; y) < �. Consideremos los si
guientes casos.

i) y 2 pc

a) Sea C = ttx con t 2 pc; entonces de�nimos K = tty si y 2 tc y si
y 2 tp;entonces K = xxy:
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b) Si o 2 C, entonces de�nimos K = C:
Así, en ambos casos se tiene que H (C;K) < ".

Ahora consideremos K 2 Ay con y 2 pc
a) Si K = zzy con x 2 zzy; entonces de�nimos C = zzx o si x =2 zzy;

entonces de�nimos C = yyx:

b) Si K = ppy [ pyz con z 2 pyo; entonces de�nimos C = po:

c) Si o 2 K, entonces de�nimos C = K: Así H (K;C) < ".

ii) y 2 co: Consideremos los siguientes casos:

a) Si C = ttx con t 2 pc; entonces de�nimos K = xxy si tx 2 yc y
K = tx(tx)y si tx 2 yo:

b) Si C = pt con t 2 or; entonces de�nimos K = oyt:

c) Si C = pr [ ot con t 2 os (oy); entonces de�nimos K = oyr [ ot:

d) Si C = pr [ os (oy) [ s (oy) t con t 2 s (oy) q; entonces de�nimos
K = oyr [ os (oy) [ s (oy) t [ oys(t):

e) Si fp; qg � C; entonces de�nimos K = C:
Así H (C;K) < " en todos los casos.

Ahora para y 2 co consideramos los casos siguientes

a) Si K = zzy con z 2 co;entonces de�nimos C = zy(zy)x si p 2 zzy; y si
no C = yyx:

b) Si K = oyz con z 2 or; entonces de�nimos C = pz:

c) Si K = oyr [ oz con z 2 os(oy); entonces de�nimos C = pr [ oz:
d) Si K = oys(oy) [ or [ oyz [ s(oy)s(z) con z 2 oyp; entonces de�nimos

C = T:
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e) Si fp; qg � K; entonces de�nimos C = K:
Así, H (K;C) < " en todos los casos.

iii) Si y 2 pun consideraremos los siguientes casos:

a) Si C = ttx con t 2 pc; entonces de�nimos K = zzy � psn; donde
�1(z) = t:

b) Si C = pt con t 2 or; entonces de�nimos K = pz � prn; donde
�2(z) = t:

c) Si C = pr [ ot con t 2 o�1(�n(y)); entonces de�nimos K = pz; con
z 2 wn�n(y) y �1(z) = t:

d) Si fp; qg � C; entonces de�nimos K = p�n(y) [ C:
Así H (C;K) < " en todos los casos:

Por otra parte, para y :

a) si K = zzy con z 2 py; entonces de�nimos C = ttx donde �1(z) = t:

b) Si K = pz con z 2 snrn; entonces de�nimos C = pt donde �2(z) = t:

c) Si K = pz con z 2 rnwn; entonces de�nimos C = pr donde �2(z) = t:

d) Si K = pz con z 2 wn�n(y); entonces de�nimos C = pr [ ot; donde
�1(z) = t:

e) Si K = p�n(y) [M con M = pt � pr o M = pr [ ot � T; entonces
C = T:

f) Si K = T [ p�n(y) [H; donde
H 2 fB� j � 2 [�1; 0]g [ fB0 [ C�j � 2 [0; 1]g [ fB0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g
[ fB0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g ; entonces de�nimos C = T [H:
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Por lo tanto, H (K;C) < " en todos los casos:

Similarmente podemos garantizar la continuidad para y 2 qpn:
iv) y 2 unsn:

a) Si C = ttx con t 2 co; entonces de�nimos K = zzy � psn; donde
�1(z) = t:

b) Si C = pt con t 2 or; entonces de�nimos K = snyz � prn; donde
�2(z) = t

c) Si C = pr [ ot con t 2 oq; entonces de�nimos K = snyz � snys(sny)
donde �1(z) = t:

d) Si fp; qg � C entonces K = pqn [ C:
Así H (C;K) < " en todos los casos:

Por otra parte para y tenemos los siguientes casos:

a) Si K = zzy con z 2 ysn; entonces de�nimos C = ttx; donde �1(z) = t:

b) Si K = snyz con z 2 snrn; entonces de�nimos C = pt donde �2(z) = t:

c) Si K = snyz con z 2 rnwn; entonces de�nimos C = pr:

d) Si K = snyz con z 2 wns(sny); entonces de�nimos C = pr[ ot; donde
�1(z) = t:

e) Si K = snys(sny) [ zsny [ s(sny)s(z) con z 2 snyp; entonces de�nimos
C = T:

f) Si K = pqn[M conM = pt � pr oM = pr[ot � T; entonces C = T:

g) Si K = T [ pqn [H; donde
H 2 fB� j � 2 [�1; 0]g [ fB0 [ C�j � 2 [0; 1]g [

fB0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g [
fB0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g ; entonces de�nimos C = T [H:
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Por lo tanto, H (K;C) < " en todos los casos:

Similarmente podemos garantizar la continuidad para y 2 qpn:
De lo anterior Ay � NH

" (Ax) y Ax � NH
" (Ay) : Así, H

2 (Ax; Ay) < "; si
x = c:

Ahora bien, si x 2 pcnfp; cg, existe �0 > 0; existe N 2 N tal que
H(pqn; T ) <

"
2
para toda n � N: Sea �00 < d(x; pqN):

Sea 0 < � < min
8
f"; d (x; p) ; d (x; c) ; �0; �00g : Supongamos ahora que x 2

pcnfp; cg: Si d (x; y) < �: Entonces consideremos los siguientes casos:

i) y 2 pc:

a) Si C = ttx con t 2 xp; entonces de�nimos K = fyg si t 2 xy y, si no,
K = tty.

b) Si C = pt con t 2 pxo, entonces de�nimosK = C si py � px óK = ppy
si px � py:

c) Si o 2 C entonces K = C: Así H(C;K) < " en todos los casos.

De la misma manera se puede probar que para cadaK 2 Ay existe C 2 Ax
tal que H(K;C) < ":

Recordemos que para cada y 2 punnfpg y para cada n determinamos el
punto �n(y) 2 pqn; entonces �n(y) tiene las siguientes posibilidades: �n(y) 2
wnqn ó �n(y) 2 rnwn o �n(y) 2 snrn ó �n(y) 2 psn:

ii) y 2 punn fung :

1. �n(y) 2 wnqn:

a) Si C = ttx con t 2 xp; entonces de�nimos K = zzy donde �1(z) = t:

b) Si C = pt con t 2 pxr, entonces de�nimos K = pz � prn donde
�1(z) = t o donde �2(z) = t:
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c) Si C = pr[ot con t 2 o�1 (�n(y)), entonces de�nimosK = pz � p�n(y)
donde �1(z) = t:

d) Si C = pr[ot con �1 (�n(y)) 2 C; entonces de�nimos K = C[p�n(y):
Por lo tanto, H(C;K) < ":

2. �n(y) 2 rnwn

a) Si C = ttx con t 2 xp; entonces de�nimos K = zzy donde �1(z) = t:
b) Si C = pt con t 2 pxr, entonces de�nimos K = pz � pr donde

�1(z) = t o donde �2(z) = t dependiendo en donde se encuentre z:

c) Si pr � C; entonces de�nimos K = C [ p�n(y):

3. Si �n(y) 2 snrn.

a) Si C = ttx con t 2 xp; entonces de�nimos K = zzy donde �1(z) = t:

b) Si C = pt con t 2 px�2 (�n(y)), entonces de�nimos K = pz � p�n(y)
donde �2(z) = t:

c) Si p�2 (�n(y)) � C; entonces de�nimos K = C [ p�n(y):

4. �n(y) 2 psn:

a) Si C = ttxcon t 2 xp; entonces de�nimos K = zzy donde �1(z) = t:

b) Si C = pt con t 2 px� (�n(y)), entonces de�nimos K = p�n(y):

c) Si p�1 (�n(y)) � C; entonces de�nimos K = C [ p�n(y):

Por otra parte, para y y
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1�. �n(y) 2 wnqn tenemos lo siguiente.

a) Si K = zzy; entonces de�nimos C = ttx donde �1(z) = t:

b) Si K = pz con z 2 pyrn; entonces de�nimos C = pt; donde �1(z) = t
o �2(z) = t dependiendo en donde se encuentre z.

c) Si K = pz con z 2 rnwn; entonces de�nimos C = pr:

d) Si K = pz con z 2 wn�n(y); entonces de�nimos C = pr [ ot donde
�1(z) = t:

e) Si K = p�n(y) [M con M = pt � pr o M = pr [ ot � T , entonces
C = pr [M:

f) Si K = T [ p�n(y) [H;donde
H 2 fB� j � 2 [�1; 0]g [ fB0 [ C�j � 2 [0; 1]g [ fB0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g
[ fB0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g : Entonces, de�nimos C = T [H:
Por lo tanto, H (K;C) < " en todos los casos:

2�. �n(y) 2 rnwn

a) Si K = zzy; entonces de�nimos C = ttx donde �1(z) = t:

b) Si K = pz con z 2 pyrn; entonces de�nimos C = pt donde �1(z) = t
o �2(z) = t dependiendo la posición de z.

c) Si K = pz con z 2 rn�n(y); entonces de�nimos C = pr:

d) Si K = p�n(y) [M con M = pt � pr o M = pr [ ot � T , entonces
C = pr [M:

e) Si K = T [ p�n(y) [H;donde
H 2 fB� j � 2 [�1; 0]g [ fB0 [ C�j � 2 [0; 1]g [ fB0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g
[ fB0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g : Entonces, de�nimos C = T [H:
Por lo tanto, H (K;C) < " en todos los casos:
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3�. Si �n(y) 2 snrn

a) Si K = zzy; entonces de�nimos C = ttx; donde �1(z) = t:

b) SiK = pz con z 2 py�n(y); entonces de�nimos C = pt donde �1(z) = t
o donde �2(z) = t

c) Si K = p�n(y) [M con M = pt � pr o M = pr [ ot � T , entonces
C = p� (�n(y)) [M:

d) Si K = T [ p�n(y) [H;donde
H 2 fB� j � 2 [�1; 0]g [ fB0 [ C�j � 2 [0; 1]g [ fB0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g
[ fB0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g : Entonces de�nimos C = T [H:
Por lo tanto, H (K;C) < " en todos los casos:

4�. Si �n(y) 2 psn:
a) Si K = zzy; entonces de�nimos C = ttx donde �1(z) = t:

b) Si K = pz con z 2 py�n(y), entonces de�nimos C = pt donde
�1(z) = t:

c) Si K = p�n(y) [M; con M = pt � pr o M = pr [ ot � T; entonces
de�nimos C = pt [M:
Así, H (K;C) < " en todos los casos:
Por lo que Ay � NH

" (Ax) y Ax � NH
" (Ay) :

Por lo tanto H2 (Ax; Ay) < "; si x 2 pcnfp; cg:

Sea x = p y 0 < � < min
�
"
2
; 1
2
; �000

	
(donde �000 es tal que �n(z) 2 B�000(p)

para toda n 2 N). Sea y tal que d(x; y) < �; entonces tenemos los siguientes
casos:

i) y 2 T:

a) Si C = pt con t 2 ppy; entonces de�nimos K = ppy.

b) Si ppy � C; entonces de�nimos K = C: En ambos casos H(K;C) < ":
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Probemos ahora que Ay � NH
" (Ax) :

a) Si K = zzy con z 2 yp; entonces de�nimos C = pzy:

b) Si p 2 K; entonces C = K:

ii) Supongamos ahora que y 2 pqn. Observemos primero que por la elec-
ción de � se cumple que d(x; zy) < � y d(x;�n(y)) < �

a) Si C = pt; y t 2 p�1(�n(y)) entonces de�nimos K = zyz donde
�1(z) = t:

b) Si �1(�n(y)) 2 C entonces de�nimos K = p�n(y) [ C: En estos casos
H(C;K) < ":

Probemos ahora que Ay � NH
" (Ax) :

a) Si K = zzy, con z 2 y�n(y); entonces C = p�1(z):

b) Si K = p�n(y) [M con M = pt � pr o M = pr [ ot � T , entonces
C =M:

c) Si K = T [ p�n(y) [H;donde
H 2 fB� j � 2 [�1; 0]g [ fB0 [ C�j � 2 [0; 1]g [ fB0 [ C1 [D1��j � 2 [0; 1]g
[ fB0 [ C1 [D0 [ E�j � 2 [0; 1]g : Entonces de�nimos C = T [ H: Por lo
que H (K;C) < " en todos los casos:
Así, Ay � NH

" (Ax) y Ax � NH
" (Ay) :

Por lo tanto H2 (Ax; Ay) < "; si x = p:

Por último si x 2 pqn; existe � > 0 tal que B�(x)\ ( [
n6=m

pqm [ T ) = �. En
estos casos la continuidad es inmediata.
Por lo tanto � es continua. Lo que demuestra que C(Y ) es contraíble.

Nuestro continuo es un dendroide que no es de tipo N; pero sí es de tipo
N generalizado. Así que es natural preguntarse:
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Si X es un dendroide uniformemente arco-conexo y no es de
tipo N generalizado, entonces

¿Existirán retracciones de C(X) sobre X?

El siguiente dendroide K muestra que la respuesta es también negativa.
Ejemplo 3.25 Descripción del dendroide K: Consideremos el espacio

Z del Ejemplo 2.25 y sea A0 el subarco de A cuyos puntos extremos son
�b = (�1

2
; 0; 0) y b = (1

2
; 0; 0): Al igual que en el Ejemplo 3.20, identi�quemos

los puntos de la forma �x = (�t; 0; 0) con los puntos x = (t; 0; 0); para cada
t 2 [0; 1

2
]: De�namos la proyección �0 : Z ! pq como �o(x; y) = (x; 0; 0):

Si (t; y; 0) 2 qpn; con t 2 [0; 12 ]; identi�quemos los puntos de esta forma con
su simétrico s(t; y; 0); bajo la proyección �0: Entonces, K es la imagen de Z
bajo el función cociente h; dado por la identi�cación anterior. De esta manera
K es homeomorfo al dendroide de la �gura 19, al cual denotaremos con la
misma letra.
Note que K no es de tipo N generalizado y es uniformemente arco-conexo.
A�rmación El dendroide K del Ejemplo 3.25 no acepta retrac-

ciones C(K) a K.
La demostración es similar a la anterior y también se hará en tres pasos.

Probaremos que:
1. K no es contraíble.
2. C(K) es contraíble y
3. Aplicamos el Teorema 3.21.
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1. En efecto si Z; h y K son como en el Ejemplo 3.25,. Entonces (Z; h;K)
satisface la propiedad (�) y por el Teorema 3.23, K no es contraíble.

2. De�niremos una función continua del espacio K sobre �0(K) y al �nal
usaremos el Teorema 3.24.

Por comodidad, pensemos al dendroide K en R3 de�nido de la siguiente
manera: Ln; T , o; p; q; c; d, r; sn; rn; wn; un, pn y qn son como en el Ejemplo
3.20. Aquí bn es el punto medio del arco qpn; zn = (0; 1;� 1

23n
) y dn es igual

al punto medio del arco qbn.

Consideremos ahora los siguientes triodos para cada n 2 N,

Tn = qpn [ bnzn:

El dendroide K queda de�nido como

K = T [ (
[
n2N

Ln) [ (
[
n2N

Tn):

Al igual que en el ejemplo anterior c0onsideremos las si
guientes funciones proyección deK en el triodo T; �1 : K ! T y �2 : K ! T;
de�nidas como siguen: �1(x; y; z) = (x; 0; 0) y �2(x; y; z) = (0; y; 0).

Dado un punto de la forma (x; 0; z) 2 (psn[wnqn)[(qbn[bnpn); de�nimos
su simétrico s(x; 0; z) 2 wnqn si (x; 0; z) 2 psn o s(x; 0; z) 2 psn si
(x; 0; z) 2 wnqn o s(x; 0; z) 2 bnpn si (x; 0; z) 2 qbn o s(x; 0; z) 2 qbn si
(x; 0; z) 2 bnpn, como aquel punto que satisface �1(s(x; 0; z)) = (�x; 0; 0):
Si (0; y; z) 2 (snrn [ rnwn) [ znbn; de�nimos su simétrico s(0; y; z) 2

rnwn si (0; y; z) 2 snrn o s(0; y; z) 2 snrn si (0; y; z) 2 rnwn o
s(0; y; z) = (0; y; z) 2 znbn como aquel punto que satisface �2(s(0; y; z)) =
(0; y; 0).
Si (x; 0; 0) 2 pq de�nimos su simétrico s(x; 0; 0) 2 pq como s(x; 0; 0) =

(�x; 0; 0) y si (0; y; 0) 2 or, su simétrico es él mismo.

Obtenemos así, los siguientes límites

Limbn
n!1

=Limsn =
n!1

Limwn =
n!1

o; Limrn
n!1

= Limzn
n!1

= r; Limqn
n!1

= q,

Limpn
n!1

= p, Limun
n!1

=Lim s(dn) =
n!1

c y Limdn
n!1

= Lim s(un) = d
n!1

:
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Si x y y están en un mismo arco rectilíneo A � K, y si existe yx 2 A
tal que d(x; y) = d(x; yx) con y 6= yx; diremos que yx es el re�ejo de y con
respecto a x.

Usaremos algunos de los conjuntos de�nidos anteriormente junto con otros
que de�niremos a continuación:

Para cada � 2 [�1; 0]; B� es como en el Ejemplo 3.20, H� =
1S
n=1

ptn;

donde �1(tn) = (� ; 0; 0). De�namos I� = B� [H�

Para cada � 2 [0; 1]; sean C� =
1S
n=1

sn�n y S
� =

1S
n=1

bn�n tales que �2(�n) =

(0; �; 0) = �2(�n); sn�n � snrn y bn�n � bnzn; así S� = C
� [ S�:

Para cada � 2 [0; 1]; sea E1�� como en el Ejemplo 3.20 y F 1�� = S1��:

Para cada � 2 [0; 1]; sean G� =
1S
n=1

wn�n y R
� =

1S
n=1

bnn tales que

�(�n) = (�; 0; 0) = ��(n); �n 2 wnqn: De�namos así para cada � 2 [0; 1];
K� = G

� [R�:

Donde tn; �n; y �n 2 pqn y �n y n 2 qpn para cada n 2 N:
Establecido lo anterior, de�namos la función � : K ! �0(K); esto es,

asignemos a cada punto x 2 K un arco ordenado que va de fxg a K, que
denotaremos también por Ax:
También será necesario considerar varios casos dependiendo donde esté

colocado el punto x 2 K:

Si x 2 or entonces Ax tendrá la siguiente forma:

Ax =
�
xt j t 2 xr

	
[
�
xr [ xt j t 2 xo

	
[ for [ ot [ os(t)jt 2 opg

[ fT [ I� j � 2 [�1; 0]g [ fT [ I0 [S�j � 2 [0; 1]g
[ fT [ I0 [S1 [ E1��j � 2 [0; 1]g [ fT [ I0 [S1 [ E0 [ K�j � 2 [0; 1]g.

Si x 2 po=fpg consideremos dos casos: x 2 pc �o x 2 co:
Si x 2 pc,
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Ax = fttxj t 2 xpg [ fppx [ pxtj t 2 pxrg

[
�
pr [ otj t 2 oq

	
[ fT [ I� j � 2 [�1; 0]g [ fT [ I0 [S�j � 2 [0; 1]g

[ fT [ I0 [S1 [ E1��j � 2 [0; 1]g [ fT [ I0 [S1 [ E0 [ K�j � 2 [0; 1]g.

Si x 2 co;
Ax =

�
txtj t 2 xo

	
[
�
oxo [ otj t 2 or

	
[foxr [ otj t 2 os(ox)g [ foxs(ox) [ or [ oxt [ s(ox)s(t)j t 2 oxpg

[ fT [ I� j � 2 [�1; 0]g [ fT [ I0 [S�j � 2 [0; 1]g

[ fT [ I0 [S1 [ E1��j � 2 [0; 1]g [ fT [ I0 [S1 [ E0 [ K�j � 2 [0; 1]g.

Si x 2 oq=fqg la de�nición de Ax es similar al caso anterior.

Ahora de�namos los arcos ordenados para x 2 pqnnfpg;

Primero consideremos el caso en que x = un:
Ax =

�
txtj t 2 unp

	
[ fpsn [ sntj t 2 snqng

[ fpqn [ ptj t 2 prg [
�
qnr [ otj t 2 oq

	
[fpqn [ T [ I� j � 2 [�1; 0]g [ fpqn [ T [ I0 [S�j � 2 [0; 1]g

[ fpqn [ T [ I0 [S1 [ E1��j � 2 [0; 1]g

[ fpqn [ T [ I0 [S1 [ E0 [ K�j � 2 [0; 1]g :

Si x 2 unsn; Ax =
�
txtj t 2 xsn

	
[ fsnxsn [ sntj t 2 sns(snx)g

[fsnxs(snx) [ snxt [ s(snx)s(t)j t 2 snxpg [ fqnp [ ptj t 2 prg

[fqnr [ otjt 2 oqg [ fpqn [ T [ I� j � 2 [�1; 0]g
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[fpqn [ T [ I0 [S�j � 2 [0; 1]g

[ fpqn [ T [ I0 [S1 [ E1��j � 2 [0; 1]g

[ fpqn [ T [ I0 [S1 [ E0 [ K�j � 2 [0; 1]g :

Si x 2 snwn;
Ax = fxtj t 2 xs(x)g [ fxs(x) [ xt [ s(x)s(t)j t 2 xpg

[
�
qnp [ ptj t 2 pr

	
[ fqnr [ otjt 2 oqg

[ fpqn [ T [ I� j � 2 [�1; 0]g [ fpqn [ T [ I0 [S�j � 2 [0; 1]g

[ fpqn [ T [ I0 [S1 [ E1��j � 2 [0; 1]g

[ fpqn [ T [ I0 [S1 [ E0 [ K�j � 2 [0; 1]g :

Si el punto x 2 wns(un) entonces
Ax =

�
txtj t 2 xwn

	
[ fwnxwn [ wntj t 2 wns(wnx)g

[fs(wnx)wnx) [ s(wnx)t [ wnxs(t)j t 2 s(wnx)pg

[ fqnp [ ptj t 2 prg [ fqn; r [ otjt 2 oqg

[ fpqn [ T [ I� j � 2 [�1; 0]g [ fpqn [ T [ I0 [S�j � 2 [0; 1]g

[ fpqn [ T [ I0 [S1 [ E1��j � 2 [0; 1]g

[ fpqn [ T [ I0 [S1 [ E0 [ K�j � 2 [0; 1]g :

Si x 2 s(un)qn entonces
Ax =

n
ttxj t 2 s(un)qn

o
[ fqnqnx [ qnxtj t 2 qnxrg

[fqnr [ otjt 2 oqg [ fpqn [ T [ I� j � 2 [�1; 0]g
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[fpqn [ T [ I0 [S�j � 2 [0; 1]g

[ fpqn [ T [ I0 [S1 [ E1��j � 2 [0; 1]g

[ fpqn [ T [ I0 [S1 [ E0 [ K�j � 2 [0; 1]g :

Para el caso en que x 2 pun; utilizaremos de igual manera a la función
lineal �n : pun ! pqn que se de�nió en la página 48. Así

Ax =
�
ttxj t 2 xp

	
[ fppx [ pxtj t 2 px�n(x)g

[ fp�n(x) [ ptj t 2 prg [ f�n(x)r [ otj t 2 oqg

[f�n(x)r [ oq [ I� j� 2 [�1; 0]g

[ fp�n(x) [ T [ I0 [S�j � 2 [0; 1]g

[ fp�n(x) [ T [ I0 [S1 [ E1��j � 2 [0; 1]g

[ fp�n(x) [ T [ I0 [S1 [ E0 [ K�j � 2 [0; 1]g :

Falta de�nir los arcos cuando x 2 Tn:
Primero describamos para cada n 2 N, el siguiente arco ordenado de fqg

a Tn que denotaremos por

qTn = fqtjt 2 qzng [ fqzn [ bntjt 2 bnpng
y de�namos un homeomor�smo Fn : qdn ! qTn de tal manera que Fn(q) =
fqg, Fn(dn) = Tn; y si y0 2 Tn, y 2 Tm con �1(y0) = �1(y): Entonces
�i(Fn(x)) = �i(Fm(y)); i = 1 o i = 2.

Usando la notación anterior, determinemos los Ax para cada x 2 Tn:
Si x 2 qdn; consideremos dos casos:
Caso 1. x 2 c1ndn; donde c1n es el punto tal que Fn(c1n) = qzn
Ax =

�
ttxj t 2 xq

	
[ fqqx [ qxtj t 2 qxzng

[fqzn [ bntj t 2 bnFn(x)g [ fqzn [ bnFn(x) [ qtj t 2 qrg
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[fqzn [ bnFn(x)[ qr [ otj t 2 opg [ fqzn [ bnFn(x)[ T [ I� j � 2 [�1; 0]g

[fqzn [ bnFn(x) [ T [ I0 [S�j � 2 [0; 1]g

[ fq; zn [ bnFn(x) [ T [ I0 [S1 [ E1��j � 2 [0; 1]g

[fqzn [ bnFn(x) [ T [ I0 [S1 [ E0 [ K�j � 2 [0; 1]g:

Caso 2. x 2 qdn:
Ax =

�
ttxj t 2 xq

	
[ fqqx [ qxtj t 2 pxFn(x)g

[ fqFn(x) [ qtj t 2 qrg [ fqFn(x) [ qr [ otj t 2 opg

[fqFn(x) [ T [ I� j � 2 [�1; 0]g

[ fqFn(x) [ T [ I0 [S�j � 2 [0; 1]g

[ fqFn(x) [ T [ I0 [S1 [ E1��j � 2 [0; 1]g

[ fqFn(x) [ T [ I0 [S1 [ E0 [ K�j � 2 [0; 1]g :

Si x 2 dnbn;
Ax =

�
txtj t 2 xbn

	
[
�
bnxbn [ bntj t 2 bnzn

	
[fbnxbn [ bnzn [ bntj t 2 bns(bnx)g

[f[bnzn [ bns(bnx) [ bnxt [ s(bnx)s(t)j t 2 bnxqg

[ fTn [ qtj t 2 qrg [
�
Tn [ qr [ otj t 2 op

	
[fTn [ T [ I� j� 2 [�1; 0]g [ fTn [ T [ I0 [S�j � 2 [0; 1g

[ fTn [ T [ I0 [S1 [ E1��j � 2 [0; 1g

[ fTn [ T [ I0 [S1 [ E0 [ K�j � 2 [0; 1]g :

Si x 2 bnzn;
Ax =

�
xtj t 2 xzn

	
[
�
xzn [ x; tj t 2 xbn
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[fbnzn [ bnt [ bns(t)j t 2 bnqg [ fTn [ qtj t 2 qrg

[
�
Tn [ qr [ otj t 2 op

	
[ fTn [ T [ I� j� 2 [�1; 0]g

[ fTn [ T [ I0 [S�j � 2 [0; 1g [ fTn [ T [ I0 [S1 [ E1��j � 2 [0; 1g

[ fTn [ T [ I0 [S1 [ E0 [ K�j � 2 [0; 1]g :

Si el punto x 2 bns(dn); entonces el arco Ax se de�ne de manera similar
al caso en que x 2 dnbn:

Si x 2 s(dn)pn; entonces
Ax = fttxj t 2 s(dn)png [ fpnpnx [ pnxtj t 2 pnxzng

[
�
pnzn [ bntj t 2 bnq

	
[ fTn [ qtj t 2 qrg

[
�
Tn [ qr [ otj t 2 op

	
[ fTn [ T [ I� j� 2 [�1; 0]g

[ fTn [ T [ I0 [S�j � 2 [0; 1g [ fTn [ T [ I0 [S1 [ E1��j � 2 [0; 1g

[ fTn [ T [ I0 [S1 [ E0 [ K�j � 2 [0; 1]g :

De esta manera hemos de�nido para cada x 2 K un arco ordenado Ax.
La continuidad de la función se prueba de manera semejante al Ejemplo

3.20.
Por lo tanto, usando el Teorema 3.24, C(K) es contraíble.

Note que en ambos casos, los dendroides K y Y no tienen la propiedad de
intersección doblada Lo que hace pensar que si un espacio X acepta retrac-
ciones de C(X) sobre X; entonces X debe tener la propiedad de intersección
doblada. Este problema aparece en la literatura como un problema abierto.
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Capítulo 4
Interrelaciones
Las propiedades ser selectible,ser de tipo N o de tipo N�generalizado,

selectibilidad y tener la propiedad de intersección doblada están muy rela-
cionadas entre sí.
Dedicamos este capítulo a determinar en que tipos de continuos una

propiedad implica a la otra. Además, construimos ejemplos que dan respues-
ta a preguntas planteadas en diversos artículos y a algunas planteadas por
nosotros.
Por otra parte dichas propiedades están relacionadas con la existencia

de retracciones de C(X) sobre X, con la existencia de retracciones de 2X

sobre X, con la selectibilidad, con la contractibilidad de espacios, y con la
existencia de funciones promedio. Por mencionar algunos resultados:
Los continuos contraíbles no son de tipo N [35].
Los dendroides selectibles tiene la propiedad de intersección doblada [27].
Los abanicos contraíbles tienen la propiedad de intersección doblada [25].
No hay funciones promedio si el espacio tiene dos sucesiones dobladas con

respecto a dos puntos p y q respectivamente (ver De�nición 3.17). En este
capítulo, se probarán algunos resultados en esta dirección.
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4.1. Continuos de Tipo N y
Propiedad de Intersección Doblada

Como puede observarse, la propiedad de intersección doblada y no ser de
tipo N (generalizado) son muy parecidas. Es natural plantearse en que tipos
de continuos estas propiedades implican una a la otra.
Sabemos por ejemplo, que lo siguiente siempre se cumple en continuos en

general.
Teorema 4.1 Sea X un continuo. Si X tiene la propiedad de intersec-

ción doblada, entonces X no es de tipo N� generalizado.
Demostración. Supongamos que X es de tipo N -generalizado. Sean p;

q y K como en la De�nición 2.26. Los conjuntos fpg y fqg son conjuntos de
doblez de K. Así la intersección de los conjuntos de doblez de K es vacía.
Por lo tanto, X no tiene la propiedad de intersección doblada.
Corolario 4.2 Sea X un continuo. Si X tiene la propiedad de intersec-

ción doblada, entonces X no es de tipo N .
Demostración. Se sigue de que todo continuo de tipo N es de tipo N�

generalizado.

T. J. Lee en [24, Ejemplo 7, p.126] da un ejemplo de un dendroide que no
es de tipo N; pero no tiene la propiedad de intersección doblada, probando
con esto que el inverso al Corolario 4.2 no es válido en dendroides.
Por otra parte T. J. Lee en [24, Teorema 5, p.124] demuestra el siguiente

resultado.
Teorema 4.3 Un continuo X no es de tipo N si y sólo si para cada arco

A en X; la intersección de todos los conjuntos de doblez de A es no vacía.
Como se puede observar, el teorema anterior muestra una condición más

débil que la propiedad de intersección doblada ya que solamente utiliza arcos.

Los resultados de esta sección tienen como �n el de encontrar en que tipos
de continuos ser de tipoN (generalizado), y tener la propiedad de intersección
doblada son equivalentes

Debido a que el dendroide de T. J. Lee dado en [24, Ejemplo 7, p.126]
tiene 2 puntos de rami�cación, él plantea la siguiente pregunta en [24].

¿Existirá un abanico que no sea de tipo N y que no tenga la
propiedad de intersección doblada?
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En el siguiente ejemplo construimos un abanico (plano) que no es de
tipo N y no tiene la propiedad de intersección doblada. De esta manera la
respuesta a dicha pregunta es a�rmativa.
Ejemplo 4.4 Descripción del abanico W 0

Para la descripción de este abanico usaremos las notaciones de la De�nición
2.26, del Ejemplo 2.12 y del abanico dado en 2.25. SeaW como en el Ejemplo
2.25. El abanico W 0 = W= � es el espacio cociente obtenido de de�nir la
siguiente relación de equivalencia en W:
Sean z1; z2 2 W . z1 � z2 si y sólo si z1 = z2 o z1; z2 2 ab y z1 = z�2 o
z1; z2 2 W = fwnj n = 1; 2; 3; ::g [ fag; donde wn fue de�nido en el ejemplo
3.9 como un punto en R3 aquì no hay problema si los pensamos en R2; ya que
la tercera coordenada es 0. El espacio cociente W 0 = W= � es el espacio que
es homeoemorfo al espacio de la Figura 20, pag 80, que también llamamos
W 0.

El lector puede ver fácilmente que W 0 no es de tipo N: Por otra parte, los
conjuntos fag y fbg son conjuntos de doblez de F!, ya que si Ai = abi,
A0i = bici, A = F! y B = fbg; entonces fAig1n=1, fA0ig1n=1 y B satisfacen
los incisos 6), 7) y 8) en la De�nición 2.27. Por lo tanto, B = fbg es un
conjunto de doblez de F!. Por otro lado, si Ai = cia, A0i = aci+1, A = F! y
B = fag, entonces fAig1n=1, fA0ig1n=1 y B satisfacen los incisos 6); 7) y 8) en
la De�nición 2.27. Así, B = fag es un conjunto de doblez de F!. Por tanto,
la intersección de los conjuntos de doblez de F! es vacía. De todo lo anterior,
el abanico W 0 no tiene la propiedad de intersección doblada.
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(ver Figura 21, pag 83).
En la Figura 21 sólo se muestra un arco vbm [ bmd1m.
No es muy difícil ver que los conjuntos fa1g y fvg son conjuntos de doblez del
triodo T = va1 [ va2 [ va3. Por lo tanto, la intersección de los conjuntos de
doblez de T es vacía. Así, H no tiene la propiedad de intersección doblada.
Por último, H no es de tipo N�generalizado ya que no hay forma que se
cumplan las condiciones de la De�nición 2.26. Por lo tanto, H es un abanico
que no tiene la propiedad de intersección doblada.
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Por otra parte T. J. Lee demuestra el siguiente resultado ([25, Teorema
1, p.])
Teorema 4.7 Sea X un abanico. Si X no es de tipo N y X no tiene

Q�puntos; entonces X tiene la propiedad de intersección doblada

Observemos que los abanicos dados en 4.4 y en 4.6 tienen Q- puntos y no
son localmente conexos en el vértice. Así el inverso al teorema anterior no se
cumple.
En el siguiente Teorema probamos que si el abanico es localmente conexo

en el vértice, entonces la propiedad de intersección doblada es equivalente a
no ser de tipo N .
Teorema 4.8 Sea X un abanico localmente conexo en el vértice. En-

tonces X tiene la propiedad de intersección doblada si y sólo si X no es de
tipo N .

Demostración. =)) Corolario 4.2
(=) Como X es localmente conexo en el vértice, por el Teorema 2.16, X no
tiene Q�puntos y por el Teorema 4.7, X tiene la propiedad de interseción
doblada.

Como corolario podemos enunciar lo siguiente.
Corolario 4.9Sea X un abanico localmente conexo en el vértice. Las si

guientes proposiciones son equivalentes:
1. X no es de tipo N:
2. X no es de tipo N y no tiene Q� puntos:
3. X tiene la propiedad de intersección doblada.
4. X no es de tipo N generalizado.

Los Teoremas 4.12 y 4.19 relacionan la propiedad de intersección doblada
y no ser de tipo N en casos más generales.

Lema 4.10 [24, Lema 1, p. 122] Sean X un continuo y B un conjunto
de doblez de A 2 C(X). Si las sucesiones fAng1n=1; fA0ng1n=1 satisfacen las
condiciones de la De�nición 2.27, entonces para cada p 2 AnB y para cada
par de sucesiones fpng1n=1 y fqng1n=1 tal que pn 2 AnnA0n y p0n 2 A0nnAn y
Limpn
n!1

= Limp0n
n!1

= p se tiene que existe un punto a 2 B y una sucesión de

puntos ank 2 A0nk \ Ank para cada k 2 N, tal que Lim ank
k!1

= a y ank 2
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I(pnk ; p
0
nk
) � A0nk [Ank ; donde I(pnk ; p

0
nk
) es algún continuo irreducible entre

pnk y p
0
nk
:

Se sabe que si un continuo es hereditariamente unicoherente entonces
el continuo irreducible I(pnk ; p

0
nk
) es único. Si además, el continuo es un

dendroide entonces I(pnk ; p
0
nk
) es el único arco que une a pnk con p

0
nk
:

De aquí en adelante usaremos la siguiente notación.

L(X) = fx 2 Xj X es localmente conexo en xg:
Lema 4.11Sean X un continuo hereditariamente unicoherente.

Si K 2 C(X)nF1(X) y B es un conjunto de doblez de K; entonces K \
L(X) � B:
Demostración. Sea K 2 C(X)nF1(X). Supongamos que B es un con-

junto de doblez de K tal que (K \ L(X))nB 6= �: Sea v 2 (K \ L(X))nB:
Como B es un conjunto de doblez de K existen sucesiones fAng1n=1; fA0ng1n=1
como en la De�nición 2.27. Como (K\L(X))nB � KnB; entonces v 2 KnB
y por el Lema 4.10 para cada par de sucesiones vn 2 AnnA0n y v0n 2 A0nnAn
con Limvn

n!1
= Limv0n

n!1
= v, existe un punto b 2 B y puntos bnk 2 A0nk \ Ank ;

para cada k 2 N, tal que Lim bnk
k!1

= b y bnk 2 I(vnk ; v0nk) � A0nk [ Ank ;

donde I(vnk ; v
0
nk
) es el único continuo irreducible entre pnk y p

0
nk
: Por otra

parte, como v 2 K \ L(X); existe un abierto y conexo W que contiene a v
tal que W \ B = �: Dado que Limvn

n!1
= Limv0n

n!1
= v y Lim bnk

k!1
= b; existe

N 2 N tal que para toda k � N; bnk =2 W y vnk ; v
0
nk
2 W: Note que W es

un subcontinuo de X hereditariamente unicoherente que contiene a vnk ; v
0
nk

para cada k � N . Para cada k � N; sea Ink el continuo irreducible enW que
contiene a vnk ; v

0
nk
: Por estar contenido en W; Ink no contiene a bnk : Esto es,

Ink 6= I(vnk ; v0nk); lo cual contradice que X es hereditariamente unicoherente.
Por lo tanto, (K \ L(X)) � B:

En los siguientes teoremas, A denota al conjunto

A = fA 2 C(X)j A es un arco en Xg:
Teorema 4.12 Sea X un continuo hereditariamente unicoherente. Si

para cada K 2 C(X)n(A [ F1(X)); K \ L(X) 6= � y para cada A 2 A la
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intersección de sus conjuntos de doblez es no vacía. Entonces, X tiene la
propiedad de intersección doblada.
Demostración. Como cadaK 2 C(X)n(A[F1(X)) satisfaceK\L(X) 6=

�; entonces por el Lema 4.11, cada conjunto de doblez B de K contiene a
K \ L(X): Por tanto, la intersección de los conjuntos de doblez de K es no
vacía, y como para cada A 2 A la intersección de sus conjuntos de doblez es
no vacía, se tiene que X tiene la propiedad de intersección doblada.

En el teorema anterior, no basta con pedir que para cada

K 2 C(X)n(A[F1(X)); K \ L(X) 6= �;

para que X tenga la propiedad de intersección doblada. Como puede obser-
varse en los continuos Z y W del Ejemplo 2.25.

Por otra parte, si únicamente pedimos la condición de que para cada
K 2 C(X)n(F1(X)), K\L(X) 6= �; obtenemos que X es localmente conexo.
Para probar esto, utilizaremos el Lema 4.14 [33, Ejercicio 5.22, p. 84].
Primero necesitaremos la de�nición de conexo en pequeño.
De�nición 4.13 Sean X un espacio topológico y p 2 X: Diremos que

X es conexo en pequeño en el punto p; si para todo conjunto abierto U
existe una vecindad abierta y conexa V contenida en U y que contiene a p:

Note que si X es localmente conexo en un punto p, entonces X es conexo
en pequeño en p: Se sabe que si X es conexo en pequeño en todos sus puntos,
entonces X es localmente conexo. Ver [33, Ejercicio 5.22].
Lema 4.14 Sean X un continuo y F = fx 2 Xj X no es localmente

conexo en xg: Si F 6= �, entonces existe un subcontinuo K no degenerado
contenido en F:
Demostración. Probaremos primero que el conjunto N = fx 2 Xj X

no es conexo en pequeño en xg 6= �;si F 6= �. Supongamos que N = �: Esto
es, XnN = X = fx 2 Xj X es conexo en pequeño en xg: Por lo tanto, X es
localmente conexo, pero esto contradice el hecho de que F 6= �: Así, N 6= �:
Aplicando el Corolario 5.13 de [33], existe un subcontinuo K no degenerado
contenido en N . Como N � F; entonces K � F:
Teorema 4.15 Sea X un continuo. Si para cada K 2 C(X)nF1(X),

K \ L(X) 6= �; entonces X es localmente conexo.
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Demostración. Supongamos que X no es localmente conexo. Entonces
debe de existir un punto p 2 X tal que X no es localmente conexo en p:
Esto es, el conjunto F del Lema 4.14 es no vacío, por lo tanto, existe un
subcontinuo K no degenerado de X contenido en F: Es decir, K \L(X) = �
lo que contradice la hipótesis. Por lo tanto X es localmente conexo.

De esta manera tenemos en el contexto de continuos la siguiente equiva-
lencia:
Corolario 4.16 Sea X un continuo. Entonces X es localmente conexo

si y sólo si para cada K 2 C(X)nF1(X), K \ L(X) 6= �.

El teorema anterior da lugar también a una nueva caracterización de
dendritas.
Corolario 4.17 Un continuo hereditariamente unicoherente X es una

dendrita si y sólo si K \ L(X) 6= � para todo K 2 C(X)nF1(X):
Demostración. La prueba se sigue de la de�nición de dendrita y de los

Teoremas 4.16 y [23, § 57, III, Corolario 8, p . 442].

Corolario 4.18 Sea X un continuo hereditariamente unicoherente.
Si para cada K 2 C(X)n(A [ F1(X)); K \ L(X) 6= � y X no es de tipo N .
Entonces, X tiene la propiedad de intersección doblada.
Demostración. La condición: "Para cada A 2 A la intersección de sus

conjuntos de doblez es no vacía"es equivalente a que X no es de tipo N:
(Teorema 4.3)

El abanico del Ejemplo 2.29 tiene la propiedad de intersección doblada.
Por lo tanto, no es de tipo N; pero cada K 2 C(F!)n(A[F1(X)) satisface
K\L(X) = �: Con esto probamos que el inverso a este corolario no es cierto.

Corolario 4.19 Sea X un dendroide. Si R(X) � L(X) y X no es de tipo
N; entonces X tiene la propiedad de intersección doblada.
Demostración. Como X no es de tipo N; entonces por el Teorema 4.3

basta probar que para todo K 2 C(X)n(A[F1(X)) la intersección de sus
conjuntos de doblez es no vacía. Sea K 2 C(X)n(A[F1(X)): Entonces, K
debe contener un triodo simple. Esto es, K \R(X) 6= �; pero R(X) � L(X):
Por lo tanto, K \ L(X) 6= �: Así por el Lema 4.11, la intersección de sus
conjuntos de doblez es no vacía. Por aquí,X tiene la propiedad de intersección
doblada.
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Note que la condición, para cada K 2 C(X)n(A[F1(X)) , K \L(X) 6= �
no necesariamente implica que R(X) � L(X):El dendroide del Ejemplo 2.2
muestra este hecho. También se puede ver que en el dendroide del Ejemplo
2.2 y en el abanico del Ejemplo 2.29 no necesariamente R(X) � L(X) a
pesar de que ambos tienen la propiedad de intersección doblada.

Como corolario obtenemos de manera más sencilla el Teorema 4.8 que ya
probamos anteriormente en el cual se utilizó el concepto de Q�punto.
Corolario 4.20 Sea X un abanico localmente conexo en el vértice. Si X

no es de tipo N; entonces X tiene la propiedad de intersección doblada.
Demostración. Sea v el vértice del abanico. Como fvg = R(X) � L(X)

y X no es de tipo N; entonces por el Corolario 4.20, X tiene la propiedad de
intersección doblada.
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4.2. Selectibilidad y Continuos de Tipo N

La selectibilidad está estrechamente relacionada con los conceptos de tipo
N (generalizado) y la propiedad de intersección doblada..
Por ejemplo podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 4.21 Si un dendroide X es de tipo N generalizado entonces
no es selectible y no es suave.
Demostración. Por el Teorema 4.1, X no tiene la propiedad de inter-

sección doblada, por el Teorema 2.28, X no es selectible y por [39, Teorema
2, p. 1043], X no es suave.

Para la de�nición de suavidad ver la De�nición 2.7.

Se conocen dendroides (con más de un punto de rami�cación) que tienen
la propiedad de intersección doblada pero que no son selectibles. Véase [27].
A partir de esto, y del hecho de que los abanicos no selectibles encontrados

en la literatura son de tipo N; J. J. Charatonik plantea en [8, Pregunta 3,16,
p. 368] la siguiente pregunta.

¿Existirá un abanico X no selectible el cual no es de tipo N ?

El Ejemplo 4.4 responde a�rmativamente a la pregunta anterior como
veremos enseguida.
El lector podrá observar que una vez que se conoce un ejemplo, se puede

dar una familia in�nita de abanicos con esta propiedad.
Ya probamos anteriormente que el abanico W del Ejemplo 4.4 no es de

tipo N; pero es de tipo N generalizado. Por lo tanto no tiene la propiedad
de intersección doblada. Así por el Teorema 2.28, W no es selectible.

Como el abanico W es de tipo N -generalizado, es natural plantearse las
siguiente pregunta.

¿Existirá un abanico no selectible el cual no es de tipo N-
generalizado?

Un ejemplo que responde a�rmativamente a esta pregunta es el abanico
del Ejemplo 4.6.
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Observemos �nalmente con estas respuestas que la propiedad de intersec-
ción doblada es muy fuerte incluso en abanicos, que son dendroides relativa-
mente"sencillos.

4.3. Propiedad de Intersección doblada Vs.
Retracciones, Contracciones y
Funciones Promedio

Como se observó en el Teorema 2.28 la selectibilidad en un continuo
implica la propiedad de intersección doblada. Ahora queremos determinar
en qué casos, la existencia de retracciones de C(X) en X; la existencia de
retracciones de 2X en X; la existencia de funciones promedio en X y la con-
tractibilidad de X implican la propiedad de intersección doblada, problemas
que ya han sido planteados en la literatura y que enunciamos en seguida.

Sea X un continuo.

¿Si existen retracciones de 2X sobre X; entonces X tiene la
propiedad de intersección doblada ?[3, Pregunta 5.19, p. 19].

¿Si existen retracciones de C(X) sobre X; entonces X tiene la
propiedad de intersección doblada ?[3, Pregunta 5.19, p. 19].

¿SiX admite funciones promedio entoncesX tiene la propiedad
de intersección doblada ?[3, Pregunta 3.27, p. 12].

¿Si un dendroide X es contraíble, entonces X tiene la propiedad
de intersección doblada?[24, p. 126].

Los siguientes teoremas dan respuesta parcial a estas preguntas,
Teorema 4.22 Sea X un continuo y supongamos que se cumple cualquiera

de las siguientes condiciones:
a) Existen retracciones de C(X) en X:
b) Existen retracciones de 2X sobre X:
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c) X acepta funciones promedio.
d) X es contraíble.
Entonces para cada arco A 2 C(X); la intersección de todos los conjuntos de
doblez de A es no vacía.
Demostración.Cada una de las propiedades a), b), c) o d) implican que

X no es de tipo N . Para esto, véase el Teorema 3.8, el Corolario 3.12, el
Corolario 3.13 y [35, Corolario 2.2, p. 839], respectivamente. Por el Teorema
4.3 se concluye que para cada arco arco A 2 C(X) la intersección de todos
los conjuntos de doblez de A es no vacía.

El inciso d) del Corolario anterior aparece demostrado en [35, Corolario
2.2, p. 839]

Corolario 0.1 Corolario 4.Sea X un continuo hereditariamente unicoher-
ente. Supongamos que para cada K 2 C(X)n(A[F1(X)); K \ L(X) 6= �:
Entonces X tiene la propiedad de intersección doblada si se satisface alguna
de las condiciones siguientes:
a) Existen retracciones de C(X) sobre X:
b) Existen retracciones de 2X sobre X:
c) X admite funciones promedio.
d) X es contraíble.

Demostración. Demostración. Cada una de las propiedades a), b),
c) ó d) implican que X no es de tipo N . Para esto, véase el Teorema 3.8, el
Corolario 3.12, el Corolario 3.13 y [35, Corolario 2.2, p. 839], respectivamente.
Como por hipótesis K 2 C(X)n(A[F1(X)); K \ L(X) 6= �; entonces por el
Corolario 4.18, X tiene la propiedad de intersección doblada.

Corolario 4.23 Sea X un dendroide. Supongamos que R(X) � L(X).
Entonces X tiene la propiedad de intersección doblada si se satisface alguna
de las condiciones siguientes:
a) Existen retracciones de C(X) sobre X:
b) Existen retracciones de 2X sobre X:
c) X admite funciones promedio.
d) X es contraíble.
Demostración.Cada una de las propiedades a), b), c) ó d) implican que

X no es de tipo N . Para esto, véase el Teorema 3.8, el Corolario 3.12, el
Corolario 3.13 y [35, Corolario 2.2, p. 839], respectivamente. Como R(X) �
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L(X); entonces por el Corolario 4.18, X tiene la propiedad de intersección
doblada.

Como caso particular, en abanicos tenemos lo siguiente.
Corolario 4.24 Sea X un abanico localmente conexo en el vértice, X

tiene la propiedad de intersección doblada si X satisface alguna de las condi-
ciones siguientes:
a) Existen retracciones de C(X) sobre X:
b) Existen retracciones de 2X sobre X:
c) X admite funciones promedio.

Demostración. Como R(X) = fvg � L(X); entonces este resultado se
sigue del corolario anterior.

Corolario 4. 25 Sea X un abanico contraíble. Entonces X tiene la
propiedad de intersección doblada.
Demostración. Se sigue de que todo abanico contraíble es localmente

conexo en el vértice [38].

Este último corolario fue probado por T. J. Lee [25], aquí resulta corolario
a nuestros resultados.

Por otro lado el Ejemplo 2.29 muestra un abanico que a pesar de tener la
propiedad de intersección doblada y ser selectible, no es localmente conexo
en el vértice.
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Capítulo 5

Funciones
De�nición 5.1 Sean X; Y espacios topológicos y f : X ! Y una función

continua.

1: Se dirá que f es una función abierta, si para cada conjunto abierto U de
X, f(U) es un conjunto abierto en Y .

2: Se dirá que f es un función ligera, si las componentes de la imagen inversa
de cada punto q de Y tienen un sólo punto.

En 1978 T. Máckoviak en [27] dió ejemplos que muestran que las funciones
abiertas entre dendroides no preservan la no selectibilidad. Los dendroides
mostrados por Máckoviak no son abanicos. Dió también ejemplos de abanicos
que muestran que las funciones monótonas ( ver De�nición 2.9 inciso b) no
preservan la sectibilidad.

Por otra parte se sabe que tanto las funciones abiertas como las monótonas
son funciones con�uentes. Ver [33, Teorema 13.14 y Teorema13.15 p.p. 284,
285]
Debido a que los dendroides presentados por T. Máckoviak no son nece-

sariamente abanicos y las funciones con�uentes ( ver de�nición 2.9 inciso c)
entre esos dendroides no son ligeras, J. J. Charatonik, W. J. Charatonik y S.
Miklos en [8, Pregunta 14.15] plantean las siguientes preguntas:

¿Es la selectibilidad y la no selectibilidad invariante entre aba
nicos, bajo funciones:

a) abiertas y ligeras?
b) abiertas?
c) con�uentes y ligeras?

Se obtuvieron las siguientes respuestas:
1) Las funciones de los incisos a); b) y c) no preservan la no

selectibilidad.
2) Las funciones del inciso c) no preservan la selectibilidad.
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Construiremos tres abanicos X; Y 0 y Z; y dos funciones f : X ! Y 0 y
g : Y 0 ! Z; tales queX no es selectible, Y 0 es selectible, Z no es selectible
y tanto f como g son con�uentes y ligeras. Probando así, que ni la no se-
lectibilidad ni la selectibilidad son preservadas entre abanicos bajo funciones
con�uentes y ligeras.

Descripción de los abanicos X; Y 0 y Z � R3. Consideremos las dos
primeras coordenadas de cada punto de R3 en coordenadas polares.
Sea cn = (1; �2 ;

1
2n
) para cada n 2 N. Entonces

Y 0 = Y � f0g

donde Y es el abanico del Ejemplo 2.29 y

X = Y 0[
[
fpcnjn 2 Ng:

Para de�nir el abanico Z; consideremos primero un homeomor�smo h entre
los arcos pa1 y pa2 del abanico Y 0; tal que h(p) = p y h(a1) = a2: Ahora
de�namos la siguiente relación de equivalencia en Y 0. Sean x; y 2 Y 0; x � y
si y sólo si y = h(x) ó x = y. Sea

Z = Y 0= �
el espacio cociente de Y 0 bajo esta relación de equivalencia.

Determinemos ahora las propiedades que satisfacen cada uno de los abanicos
antes descritos. X es de tipo N; ya que de la familia de arcos fpcng1n=1 y de
la familia de arcos

�
bma1;m [ a1;mp1;m

	1
n=1

podemos obtener alternadamente
una sucesion de tipo N; que converge al arco pa1: De aquí X no tiene la
propiedad de intersección doblada y por lo tanto, X no es selectible [Teore-
ma 2.28]

Note que Y 0 no es de tipo N . J. J. Charatonik probó en [2, Ejemplo 3.10. p
367, 368] que Y es selectible.

Por otra parte, Z es de tipo N; ya que de la familia de arcos�
bma1;m

	
[
S
f an;mpn;m [ pn;man+1;m; n = 1; 2g podemos obtener una suce-

sión de tipo N , que converge al arco pa1 y entonces al igual que X; Z no es
selectible.
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De�namos ahora a las funciones f y g:
De�namos f : X ! Y 0 bajo la siguiente regla de correspondencia: f(x; y; z) =
(x; y; 0); que es la proyección en el planoR2: Tal función es continua. Además
f es ligera, ya que para cada y 2 Y , #(f�1(y)) � �0 y f es con�uente
porque si K 2 C(X) con K\(

S
pan[

S
pbm) 6= � entonces f�1(K) tiene una

sola componente. Por lo tanto, f(f�1(K)) = K y si K � pa1nfpg entonces
f�1(K) =

S
Ki que por de�nición de f; .f(Ki) = K.

La función g : Y 0 ! Z es la función de identi�cación antes descrita bajo la
relación de equivalencia en Y 0. Esto es, g(y) = h(y) si y 2 pa1 y g(y) = y
si y =2 pa1: Las funciones de identi�cación son continuas. Por lo tanto g
es continua. Además #(g�1(y)) � 2 para toda z 2 Z. De esta manera,
g es una función ligera. Más aún si H 2 C(Z) con H � pa2nfpg; en-
tonces g�1(H) = H [ H 0; donde H 0 = h�1(H). Por lo tanto g(H) = H y
g(h�1(H)) = h(h�1(H)) = H: Por otra parte si p 2 H; entonces g�1(H) tiene
una sola componente y como tal se tiene g(g�1(H)) = H: Así g es con�u-
ente. Con esto queda demostrado que las funciones con�uentes y ligeras no
preservan la selectibilidad ni la no selectibilidad.
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Ahora probaremos que la no selectibilidad no es preservada bajo funciones
abiertas y ligeras. Para esto, construiremos un abanico no selectibleW , una
función G :W ! Y 0 abierta y ligera. Por un lado sabemos que Y 0 es
selectible.
Descripción deW :
Por comodidad, en esta parte, expresaremos cada punto x 2 Y 0 en coorde-
nadas cartesianas (x; y; 0):
Sean

C1 = f(x; y; 0)j x � 0g;
C2 = f(x; y; 0)j x < 0g

y para cada n 2 N, sean

Y 0n =

�
(x; y;

1

n
y)j (x; y; 0) 2 Y 0 \ C1

�
;

Y 00n =

�
(x; y;� 1

n
x+

1

n
y)j (x; y; 0) 2 Y 0 \ C2

�
y

Y n = Y
0
n [ Y 00

n:

De�nimos
W =

[
n2N

Y n [Y 0 :

De la familia de arcos fbma1;m [ a1;mp1;mj m 2 Ng junto con la familia de
arcos f(0; y; 1

n
y)j (0; y; 0) 2 pa1; n 2 Ng podemos extraer una sucesión de

tipo N; que converge al arco pa1: Así W no es selectible.
La función G :W ! Y 0 está de�nida como sigue. G(x; y; z) = (x; y; 0); que
como proyección es una función continua. Si U es un conjunto abierto en W;
entonces para cada n �jo, si U 0n = U \ Yn; entonces
U 0n = f(x; y; 1ny)j (x; y; 0) 2 Un\C1g[f(x; y;�

1
n
x+ 1

n
y)j (x; y; 0) 2 Un\C2g;

donde Un es un abierto de Y 0: Por tanto, G(U) = G(
S
n2N
U 0n) =

S
n2N
Un que

es un conjunto abierto en Y 0: Con esto queda demostrado que las funciones
abiertas (ligeras) no preservan la no selectibilidad entre abanicos.
Agradezco la colaboración del Dr. Alejandro Illanes M. del Instituto de Maté-
maticas de la UNAM en la obtención de este último ejemplo.
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De esta manera sigue abierto el problema de determinar si las
funciones abiertas ó abiertas y ligeras preservan selectibilidad entre
abanicos.
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Lista de símbolos

F! p. 2
xy; xy p. 2
C(X); 2X ; N"(A); H(A;B) p. 2
F1(X); F2(X) p. 4
Lim inf (Cn), Lim sup(Cn), Lim(Cn) 1.6
O(X); R(X); E(X) 2.4
wT p. 32
�0(X) p. 44
�n p. 47
wTn p. 68
I(pnkp

0
nk
) p. 77

L(X) p. 77
A p. 77
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