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Introduccion.

Un equilibrio en un juego estd definido como una asignacién para cada jugador de una

estrategia que es Sptima para £l cuando los otros jugadores usan estrategias asignadas a ellos.

Uno de los razonamientos mis antiguos para este concepto es que cualquier teoria
normativa que aconseje a los jugadores como jugar juegos debe escoger o seleccionar un
equilibrio en cada juego. Una teorfa recomendando cualquier otra cosa que no sea un equilibrio
seti descartada por si sola, en el sentido de que un jugador que cree que los demas jugadores
estan siguiendo la teorfa algunas veces estar motivado a desviarse de ella. Esto se sostiene solo

si la teoria recomienda una {inica estrategia para cada jugador (seleccione dinamica).

En general, en un juego dado hay muchos equilibrios. El concepto de equilibrio de
Nash es sin duda alguna herramienta teérica de juego mis aplicada en Economia, y tiene
sentido solo si cada jugador conoce cuales son las estrategias que esta utlizando los otros
jugadores. Asi es esencial para cada juego, una teoria que seleccione un equiibrio dnico del
conunto de equilibrios de Nash. Una consecuencia de la disponibilidad de la teoria de
seleccién de equilibrio es la habilidad de implementar lo que es Jamado el programa de Nash o

solucién de Nash,

Un juego es lamado cooperativo cuando existe un mecanismo que asegura acuerdos o
arreglos entre los jugadores, tales como una corte. Un resultado del juego puede ser alcanzado
si los jugadores se unen al acuerdo apropiado de Nash que especificando y modelando el
proceso de negociacién por el cual los acuerdos pueden ser alcanzados, uno puede ver los

Juegos cooperativos como casos especiales de juegos no cooperativos.

Incluso cuando el proceso de negociacién es completamente especificado y modelado,
el juego no cooperativo resultante tiene muchos puntos de equilibrio que son muy diferentes
entre si, en este caso el programa de Nash no es muy informativo. Seleccionando uno en
particular de los muchos que aparecen en tales modelos, la teoria Flarsanyi - Selren remueve

esta dificultad.



El objetivo de esta tesis es presentar la teoria de dos algoritmos para la seleccion de
equilibrio. El primero de Harsanyi y Selten, el segundo por Seleccién Dinimica, el segundo se
presenta como los mismos autores indican, su teoria no es la {inica posible o razonable, aunque

la teoria selecciona un equilibrio Unico, esti teoria no es la dinica.

El cuerpo general de la tesis es el sigutente:
Capitulo 1. Juegos Rectangulares.

Gapitulo 2. Seleccidn de Harsanyl.
Capitulo 3. Seleccién Dindmica.

Capitulo 4, Generalizacion.

La tesis consta de 4 capitulos en donde se introducen conceptos que ayudan a la
comprensidn de varos resultados o conclusiones utilizados para la seleccidn o descarte de

equilibrios en el juego.

En el capitulo 1 se presenta la teoria bisica, conceptos ules y necesarios para el
desarrollo del algontmo de seleccién, a que se llama juegos rectangulares, estrategias mixtas,
estrategias conservadoras y puntos de equilibrio. También se encuentra las propiedades de los
juegos exhaustivos y como ayudan estas propiedades la el inicio del algontmo: la existencia de

puntos de equilibrio en el juego.

En el capitulo 2 se presenta ya propiamente de las bases para la seleccidn de puntos de
equilibrio, las primeras conclusiones para aceptar o descartar puntos de equilibrio, la formacién
de conjuntos admisibles y la relacion nesgo dominancia para la construccién de juegos
reducidos de los cuales se obtiene la solucién det juego: Ia seleccidén de un solo equilibrio, Y

por supuesto de las soluciones V y T de los juegos vocales y tacitos y respectivamente.

En el 3er capitulo se habla del segundo enfoque se seleccion de equilibre en el cual se
hace uso de dindmicas darwinianas, matrices de Markov, algontmos que incluyen subdigrificas
conocidas como z - arboles h y los pesos minimos de los mismos como herramientas para el

empleo de este enfoque. Su diferencia con el primero y como mas adelante en la tesis e




hablara con mas detalle, es que los jugadores no necesitan ser tan racionales ni expertos en lo

que sucede a su alrededor.

Y en el capitulo 4 como su nombre lo dice se hace una generalizacion del enfoque de
Kandor Et. Al para la seleccién de equilibrios a juegos con mas de dos estrategias y con mas

de dos jugadores involucrados.

La tesis comparara los distintos resultados que tienen ambos autores respecto a la

seleccién en juegos del mismo tipo.
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Capitulo 1
LOS JUEGOS RECTANGULARES

1.1 Juegos Rectangulares.

El trabajo que estamos presentando se encuentra dentro de la teoria de juegos. John
Von Neumann concibid esta teoria como la matemética adecuada para los conflictos

humanos, econémicos, politicos, sociales, militares, etc.

Habjando en forma gruesa, entenderemos por un juego a un conflicto en el que se
encuentran envueltos algunos individuos o grupos de individnos a los que se conoce como
jugadores. Cada uno de ellos persigue objetivos y para lograrlos debe llevar a cabo
elecciones restringidas a un conjunto dado. El resultado que se obtiene en el conflicto
depende de las elecciones de todos los participantes. Estos resultados pueden ser muy
complicados, por ejemplo, en un conflicto electoral, supongamos que los votantes son
jugadores y que el resultado es que un partido que lievaba gobernando muchos afios pierde
las elecciones. ;Qué valor le asigna cada jugador a ese hecho? Puede ocurrir qué
simplemente le importe si gand o perdié el partide por el que votd o que la satisfaccidn o
insatisfaccién que esto le produzea sea mucho mas dificil de traducir a términos numéricos.
Para realizar esta traduccién hay que meterse en la teoria de la utiidad. En este trahajo
supondremos que los resultados se presentan en forma de un vector de reales, cuyas

coordenadas son los pagos de los jugadores ganancias o pérdidas.

La teoria de Juegos se divide en la que estudia los jucgos cooperativos y la que
estudia los no cooperativos, este trabajo se encuentra dentro de la ultima. En la teoria de los
Juegos No cooperativos se desarrollan dos modelos, los llamados juegos extensivos y los

lamados juegos rectangulares o estratégicos, a los que nos limitaremos nosotros.

El concepto de solucién de los Juegos No Cooperativos se debe a John Nash y se

conoce como Equilibrio de Nash. Este concepto aparece en los juegos rectangulares y para



cada juego rectangular finito existe al menos uno de estos equilibrios, pero no siempre es

ttnico, de alli la necesidad de introducir criterios de seleccién.

En este capitulo introducimos las definiciones y resultados basicos de los juegos

rectangulares.

1.2 Definiciones.

Definicién 1.2.1
Un juego en forma rectangular (estratégica, normal) consta de:

i. Unconjunto N= {1, 2, .......n } de jugadores.
ii. Paratodaj € Nexiste Dj={1, 2, ....1j } conjunto de estrategias puras de j.
iil. p:DixDiX e x Dn 2 R" funcién de pagos en donde
¢:D1xD2x ... xDn SR

¥ { G, 02 cvoenne , On) € R es la j-ésima componente de ¢(c), o2, -........On}

En adelante se utilizara la notacién (N, {Dj}, ¢} ¥ fo I para referirnos a un juego.

Sea D=D x Dy % wererrnne x Dn, a los elementos de D les llamamos perfiles de
estrategias. Dado un perfil de estrategias o cuando uno de los jugadores decide cambiar su

estrategia o por la estrategia @

mientras que los demdas permanecen con la estrategia del

perfil o utilizamos la notacion (¢ | o' ) que significa (¢', &7, ......, S, a"

Para los juegos bipersonales, los juegos rectangulares se pueden describir a través
de matrices, en donde a cada uno de los renglones se le asigna una de las estrategias puras
del jugador | y a cada una de ias columnas, una de las estrategias puras del jugador 2 y el
término correspondiente al renglon 1 y a la columna ) es ¢l vector de pago ¢( i, j ). En
realidad, los juegos bipersonales 'fucron los primeros en ser trabajados y después se

generalizé la idea a cualquier nimero de jugadores, conservando el nombre de



rectangulares, a pesar de que ya no pueden describirse a través de un arreglo rectangular o

matriz

Ejemplos.
Estados Unidos y la desaparecida Unién Soviética en su participacién por la elaboracién de

un mismo producto. La matriz de pago es la siguiente

URSS
Produce No produce
Produce (1,1 (3,-10)
EU
No produce {(-10,3) (2,2)
N={ EU, URSS}.

Dy, D2 = { Produce, No produce}.

b= D\ xD;={ (P, NP), (P, P), (NP, F), (NP, NP} }.
o(P, P)=(L,1)

¢ (P, P)=1

(P, P)y=1

Juego bipersonal con mas de dos estrategias para cada jugador.

Ejemplo.
E! baile de Shapley.
a b c d
al 2,1) (0, 0) (1,2) ¢-1.-1
b| (1,2) 2,1 0,0 -1,-1)
c| (0,0 (1,2) 2.1 -1,-1)
di (-1,-1 (-1,-1) -1,-1) -1,-1)

Juego n - personal,
Ejemplo.
El semaforo de una avemda en donde el transito de coches es enorme se

descompone, cada automovilisia tiene dos estrategias, una egoista y una solidaria, dejando



pasar a otros coches para favorecer la fluidez del trafico (el dilema del prisionero). Cuando
los automovilistas que son egoistas y buscan avanzar ellos mismos a como de lugar rebasan
el nimero k tal que n > k > 0 se provoca un embotellamiento. Sea h; el nimero de
automovilistas que escogen sea egoistas en un perfil de estrategias s. La funcién de pago ¢

se define como sigue:

-5 si Gj_= egoista ¥y hs <k
o (', c¢%, ...0oN = 30 si o' =egoista y hy >k

-10  si d=so]idaﬁo y he <k
60 si o =solidario y hs >k

1.3 Las Estrategias mixtas.

En algunos juegos reclangulares no podremos encontrar equilibrios de Nash en
estrategias puras, como veremos mas adelante, entonces cada uno de los jugadores deber
incorporar una tactica racional que envuelve una aleatoriedad voluntaria entre las opciones

que representan sus estrategias puras.

Defipicién 1.3.1

Dado un juego rectangular (N, {Dj}; e, ¢), una estrategia mixta para el jugador i es
un vector X' e R", con I; = #D;, tal que

X520y ZXj=1.

Notacién:
Mi={X'eR' [Xj=0yZGaryX;=1}

A las estrategias puras del jugador j las podemos identificar con las estrategias
mixtas de j representadas por los vectores candnicos, es decir a la estrategia pura o la

podemos pensar como el vector gl v = {0, 0,...1,., 0, 0), en donde la coordenada uno



corresponde a la estrategia pura o y significa que el jugador j estd dando probabilidad

voluntaria o peso uno a la estrategia pura o

Definicion 1.3.2

La funcién esperanza de pago en el juego rectangular (N, {Dj}i e n, @) €5

E:Myx MaX oo, x M, = R" definida come
E(X', X% o, X'}=ZsepPi{0) ¢ (o)
=E(g|qz_,__¢me[)) X]Cl‘i XIO'Z .......... chn(p(ﬂ')
Denotamos comoM a M) x Ma x ............. X M, , cada elemento de M se llama un perfil

de estrategias mixtas.

Ejemplo.

Tenemos la siguiente matriz,

A ((-1D) Q,-1)

s la,-n (-1,
Si Xi=(1/5,4/5)y
Xa = (273, 113)

_ Entonces
E((1/5, 4/5), (2/3, 1/3)) = (1/5) (2/3) (-1, D)+ {U5) {1/3) (1, -1) +
(4/5)y (23 (1, -+ @5 (1) (-1, 1)
= (1/5, -1/5)

El ejemplo del juego Montmort.

A finales del siglo XVIII, el matemético francés René de Montmort describié la

siguiente situacion. Para hacer un regalo a su hijo, un padre hizo lo siguiente “Tengo una



moneda de ore en mi mano derecha o en mi mano izquierda y tu deberds nombrar una
mano; si tu suposicion es correcta y estd en mi mano derecha tu tendrds la moneda de oro;
51 tu suposicién es correcta y estd en mi mano izquierda, tu recibirds dos monedas de oro,
de otro modo no obtendras nada”. Entonces Montmort pregunta cuanto vale realmente este
regalo para ¢l hijo mientras sefiala que en este juego los jugadores son igualmente astutos y
perspicaces, no hay marnera de que podamos establecer una regla de conducta, es decir no
hay estrategias puras optimas en este juego. De hecho un contemporineo de Montmort,

James Waldegrave si propuso utilizar estrategias mixtas en un juego similar.

La matriz de pago es la siguiente:

Padre
Izquierda  Derecha
Hijo Izquierda 2,-2) 0,0
Derecha [ 0,00 (1,-1) ]

Si ambos pudieran ponerse de acuerde en elegir sus estrategias para obtener sus
pagos asegurables ambos escogerian tener (0, 0) como pago asegurable en sus esirategias
puras,

La manera de prevenir que una opcidén o eleccidén sea descartada es hacer esta
eleccion al azar (aleatoriamente). Eslo es, en lugar de escoger una estrategia pura, tal como
izquierda o derecha, el hijo debe usar una estrategia aleatoria x; tomando los valores de
izquierda o derecha con una respectiva probabilidad p;, 1 — p;. Escogiendo py = 1/3, ¢l hijo

esta seguro de un pago esperado al menos dos tercios.

La situacion para el padre es simétrica. Jugando con estrategias aleatorias izquierda
o derecha con una respectiva probabilidad py, | — p2 su pérdida méaxima esperada es (2 p,, 1
- Pz)

Escogiendo p; = 1/3, el padre esta seguro de una pérdida a 1o mas de dos tercios.
Asi incorporando incertidumbre tictica en las elecciones estratégicas sugiere el valor de dos

tercios como una estimacion justa de la generosidad del padre.



1.4 Equilibrio de Nash.

Por equilibrio de Nash de un juego (N, {Dj}; cn, ), entenderemos un perfil de
estrategias, es decir una estrategia para cada jugador, de tal manera que el jugador que
abandona unilateralmente la estrategia del perfil no mejora su page. Se puede pensar a un
equilibrio como un pacto de que estrategia escogera cada uno, con la propiedad de que
ningiin jugador tiene aliciente para traicionar el acuerdo, ¢l sélo, mientras los demas

permanecen fieles al pacto.

Definicién 1.4.1.
Sea <g> e D, se dice que g, €5 una mejor replica a <o;> si
¢;(<0j>lo)) = 9; (<6>| 5;) ¥V gjeD
Sea <X >e Msedicequeg e D €s una mejor réplica o respuesta pura de un
Jjugadorj a un perfil <X> si
E (<X |d)2E (<X o)) Vo e D
Sea <X > e Mdecimos que X € M es una mejor réplica o respuesta mixtade j a
<X>si

E("X |~X))>E(~X|X) vV X'eM,

Definicion 1.4.2

Un perfil de estrategias puras o* es un equilibrio de Nash en estrategias puras, si
paratodaj € N, o* es una mejor réplica o respuesta pura a ¥,
Un perfil de estrategias mixtas X* es un equilibrio de Nash, siparatodaje N, X

I* g5 una mejor réplica o respuesta mixta a X*.



Ejemplos de equilibrios de Nash en estrategias puras y mixtas.

{Dilema del prisionero)

C NC
C (-10, -10) (0, 20)
NC (-20,0) (-2,2)

El perfil de estrategias (C, NC) es un equilibrio de Nash, tanto en estrategias puras
como mixtas, ya que si cualquiera de los jugadores mueve su estrategia no mejora. Una de
las estrategias se considera agresiva o egoista (NC: no cooperar) y la otra conciliadora o
solidaria {C: cooperar). Este gjemplo es un juego simétrico, es decir los jugadores pueden

cambiar sus papeles uno con otro.

Eljuego ya mencionado antes de EU y la antigua Unidén Soviética

URSS
Produce No produce
Produce (1,1) (3,-10
EU
No produce \(-10,3) (2.2)

Solamente tiene un equilibrio en estrategias puras: el perfil {(producir, producir}.
También los ejemplos del baiie de Shapley y el juego n — personal tienen un solo equilibrio
en estrategias puras: el perfil (d, d} en la matriz de pagos del baile de Shapley y el perfii

egoista en el juego de los conductores atrapados en ¢l trafico n - personal.

La matriz
A )
A (-1, (1,-1)
8 (1,-1) (-LD



No tiene equilibrios en estrategias puras pero tiene equilibrio en estrategias mixtas: {(*%, ¥2),

(%A, 12)). Y el ejemplo de! padre, el hijo y 1as monedas:

Padre
Izquierda  Derecha
Hijo Izquierda [ (2,-2) {(0,0) J

Derecha 0,0y (1,-1)

Tiene como equilibrio ((1/3, 2/3), (1/3, 2/3)) en estrategias mixtas.

Proposicidén 1.4.3

Sio* € Dy x....... x Dy es un equilibrio de Nash en estrategias puras de (N, {Dj},

¢ ), entonces “a*” es un equilibrio de Nash en estrategias mixtas.

Demostracién.
Si o* es un equilibrio de Nash en estrategias puras entonces
¢(c*y > o(c |]) VYoeD
Si “o*” es un equilibnio de Nash en estrategias mixtas entonces
E("o*"} = E(a |} VjeN
pero E("a*”) = o(c*)
entonces

¢(c*) > E(c | 1) VjeN

por lo tanto si 6* es un equilibrio de Nash en estrategias puras entonces “o*” es un

equilibrio de Nash en estrategias mixtas

QED

Recordando que o ¢s PE de Nash si para cada jugador j la estrategia g es la mejor

réplica contra las demas estrategias de los jugadores, esto es:



A continuacién enunciamos el teorema de exislencia de equilibrios de Nash,
teorema fundamental de los Juegos No Cooperativos Finitos. La demostracién se basa en
un teorema de punto fijo y fue encontrada por J. Nash [} y se puede consultar en cualquier

libro de teoria de juegos, en particular et de G.Owen [] y el de K. Binmore [].

Teorema 1.4.4

Sea (N, {Dj}, ¢ ) un juego finito, entonces existe al menos un perfil de estrategias

mixtas X* que es Equilibrio de Nash del juego (N, {Dj}, ¢ ).

1.5 ElMétodo de la Cruz Gamada.

Existen varios métodos y algoritmos para calcular un equilibrio de Nash de un juego
finito, muchos de ellos sirven para juegos especiales, otros se aplican a cualquier juego,
pero no siempre convergen o son muy ineficientes. Los algoritmos simpliciales que inicié
Scarf [] encuentran un punto fijo de una funcién y son algeritmos que siempre encuentran
un equilibrio de Nash en cualquier juego. En este trabajo nos limitaremos a exponer un
método llamado de la cruz gamada que permite calcular todos los equilibrios de Nash de un
juego bipersonal, donde cada jugador tiene dos estrategias (juegos 2 x 2), pues la mayoria

de tos jucgos que ilustran este trabajo son de este tipo.

Consideremos un juego arbitrario, si (X*, ¥*) es punto de equilibrio entonces las dos

condiciones siguientes se cumplen:

a. E/(X*Y*)>E (X, ¥*)paratoda X e M
b. E;(X*, X¥*)>E; (X*,Y)paratoda Y eMM;

Ahora para cada Y en M, consideremos todos los puntos (X, Y) tales que cumplen la

propiedad a, para construir el conjunto

10




Li={,Y) | YeMyyE (X, Y) > E (X,Y) paratoda X ¢ M)}

Sea (X', Yo) con Yy arbitraria y X' tal que
ExX, Yo} = max x Ei(X, Yy)

Es evidente que
Ei(X7, Yo} > Ei(X, Xo) vXeM

Por tanto (X", Y;) cumple con la condicidn a.

Mas ann, si (X, ¥) cumple con la condicidn 1, entonces
EQLN=2EX, D v XeM y
Ei(X, X) = max x E+«(X, X)

De tal modo que

L={@.XY)YeM; y maxx E(X, Y)=Ei(X, X}}

lgualmente para que el jugador 2,

L= {(X, X)X eM y maxyExX, Y)=ExX, I'}}

Es claro que el conjunto de puntos de equilibrio es la interseccidn entre Ly y Ls.

Para cualquier juego, entonces, la interseccién de todos los conjuntos L es el

conjunto de equilibrios de Nash, sin embargo no siempre es ficil tener a la mano ese
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conjunto. Para los juegos 2 x 2, por el contranie, podemos representar los conjuntos Ly y Ly

¥ su interseccién en ef cuadrado [0, 1] x [0, 1].

Supongamos entonces que la matriz de un juego para dos jugadores, cada uno con

dos estrategias es
[ {ai, bn) (242, bi2)
{az1, b)) (222, b))

Consideremos el cuadrado, cuyos puntos tienen coordenadas (x, y) talesque 0 <x <
1 y 0<y< 1 Lacoordenada x de un punto (x, y) de dicho cuadrado se puede interpretar,
en forma Unica, como la estrategia (x, 1-x) del jugador 1 y, reciprocamente, cualguier
estrategia mixta X del jugador 1 es de la forma (x, 1 - x), con x en el intervalo [0, 1] y se
le puede asociar el mimero x que la caracteriza totalmente. Analogamente con las
estrategias mixtas del jugador dos que son de 1a forma ¥ = (y, 1 — y). Entonces se puede
establecer una correspondencia biunivoca entrc los puntos del cuadrado y los perfiles,

parejas en este caso, de estrategias mixtas del juego.

Los pagos de los jugadores cuando estos han elegido la pareja (X, ¥) son:

Para el jugador uno
Ev(X, Y) = anxy +apx(l - y) +ay (1 -x)y +an(l -x)(1-y)

=x{ayy—anpy—-any+tanyta-an) +a)y—anytan

Para el jugador dos
E: (X, Y) = buxy + bix(l — y) + by {1 - x)y + ba(1 = x)(1 - ¥)
=y {bx —bizx — by x + byex + byz — b)) + byx —baax + b

Para calcular tos puntos de L, buscamos la x que maximiza E;(X, Y) para cada

valor fijo de y. Observemos que la x que maximiza esa esperanza de pago, solo depende de



12 funci6n lineal [y (a5~ a2 —ay + ay) + a;; — ap]. Llamaremos ¢(y) a esa funcion. Es

decir,

o(y) = [y (au- a;2—an +ap) + az ~ ax)

St 9(y) < 0, el maximo se alcanza cuando x = 0, si @(y) > 0, el maximo se alcanza
cuando x = | ysi ¢ (y}=0, el valor de E(X, Y) es any - any + ay que es constante, puesto

que y es fija y por lo tanto el maximo se alcanza para todo valor de x.
De manera semejante se calculan los puntos de L5

Ejemplos.

1) (1,1)
(1,0) (3.2)

o) =(2-1-1+3)y+1-3 =3y -2

o(y) esigual a cero si ysolo si y es igual a dos tercios, @(y) es mayor que cero si y solo
si y esmayor que dos tercios y ¢(y) es menor que cero si y solo si y es menor que dos

tercios

L= {(x23)[02x< B U{(LY)1283<y<1} U{({0, 0 [0=<y<2/3}
P(X)=(1-1-0+2x+1-2=2x-1

¢(x)es igual a cero si ysolosi x esigual a un medio, ¢{x) es mayor que cero si y solo si
X es mayor que un medio y ¢{x) es menor que cero si y solo si X es menor que un

medio.

L= {(12,y)|0sy<l}uix )} 12<x<l }U{(x,b)l()fx<l/2}



(1L1)

Y

Zfy y

Entonces la interseccién de Ly y Ly y por lo tanto e} conjunto de equilibrios de Nash
es {(1/2, 213), (0, 0), (3, 1), (1/2, 0), (172, 1), (0, 2/3), (1, 2/3)}..

Juego de Montmort
Padre
Izquierda  Derecha
Hijo Izquierda (2,-2) (0,0)
Derecha [ 0,0y (1,-1) J
oly)=3y-1
p(x)=-3x+1

o(y)esigualacerosiysolosi y esiguala 1/3, ¢(y) es mayor que cero si y solo si y

es mayor que 1/3 y ¢(y) es menor que cero si ysolo si y es menor que ¥z .

Li= {(x13)[0<x<1}u{(Ly |13 <y<1} U {(0,y)] 0<y<1/3}

@(x) es iguat a cero si ysolo st x esigual a 1/3 | ¢(x) es mayor que cero si ysolosi x

es menor que /3 y ¢(x) es menor que cero si ysolosi X es mayor que 1/3 .

L= {13, 9N)0sy<Huix, D] 0<x<1B}u{(x, 0|1 <x<!}
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(1.0

is

A J

Con la matriz

A (-1, 1) (1,-1)
8 (,-1) (-1 1)
Pplyy=-4y+2
P(x)=4x-2

¢(y)esigual acerosi ysolosi y esiguala %, o(y) es mayor que cerosiysolosi y es

menor que ¥2 ¥ ¢(y) es menor que cero si  y solo si y es mayor que %2 .
Li={x%)0sx=2 1 wi(l,n|0<y<h)u {0y <y=sl}

¢(x) es igual a cero si ysolosi x esiguala ', ¢(x) es mayor que cero si ysolosi x es

mayor que %y @(x) es menor que cero si ysolo si x es menor que 5.

2= {(%, 0syshu{x, D[0sx<h}u{x,0)|%2<x<1}
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i.6 Maximo Asegurable y Estrategias Conservadoras.

El concepte de equilibrio de Nash, come deciamos anteriormente, se puede interpretar
como un pacto entre los n jugadores para que cada uno de ellos escoja una estrategia,
aunque este pacto puede ser tacito. En esta seccién nos preocupamos por el maximo que un
jugador puede asegurar con sus propias fuerzas. A las estrategias que le aseguran ese
maximo las llamaremos  estrategias conservadoras, cada una de éstas le aseguran al
jugador j ese pago que los demas jugadores, aunque se hubieran confabulado contra j, no
pueden aminorar. Asi en caso de que los jugadores lleguen a un acuerdo por parte de para
alcanzar entre todos un pago para cada uno, siempre tendran ese pago que es el mejor de los

minimos que le asegura cada estrategia.

Definicién 1.6.1,

Dada una estrategia X' para el jugador j, en el juego rectangular (N, {Di}, o),
decimos que el real a estd asegurado por j con la estrategia X s E; (X| Xiyza para

todo perfil X.

Es claro que lo maximo que puede asegurar j utilizando la estrategia X es el

m\;’n E J,(XIX K ) Si ahora queremos el pago mas grande que puede asegurar un jugador

tomando en cuenta todas sus estrategias, buscariamos una estrategia tal que m:‘n EJ.(X IX g ]
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sea el mas grande de todos, el famose maxmin. Este tipo de estrategias existe puesto que la

funcién E es continua en todas sus variables y las M; y M son compactos.
Definicion 1.6.2

El maximo asegurable para el jugador j es vj= max (m‘::n E j[X |X / ))
x! /

Definicién 1.6.3

Una estrategia conservadoraparaj € N es <<X>>e M j tal que

E(X|<X>)>v; VYV XeM

Los conceptos de méaximo asegurable y estrategias conservadoras se pueden definir

también para las estrategias puras
Ejemplos.
Tenemos la matriz

(-5,-5) (1,0)
(0’1) ('l"l)

En donde el maximo asegurable en estrategias puras es —} para los dos jugadores.
En este juego hay dos equilibrios de Nash e en estrategias puras que son (0,1) y (1,0}, en
ambos los jugadores ganan mas que su maximo asegurable. Ahora utilizando el método
geométrico para encontrar una estrategia conservadora en estrategias mixtas asignamos

probabilidades a la matriz, esto es:

para ¢l jugador |

Pl (-5’_5) ( 11 0 )
P2 (0,1) (-1,-1) en donde prtpa=1



y podemos cambiar p; y p; por x y (1-x) respectivamente para obtener la siguiente

ecuacidn asociando las probabilidades a las funciones de pago del jugador 1:

-5 + 0(1-x) = (1)x + (-1) (1-x)

tenemos que (x, 1-x),con x = 1/7 y {1-x)=6/7 es estrategia conservadora para el
jugador 1 yE, ((1/7, 6/7), (y, 1-¥) ) =-5/7, para toda estrategia (y, 1-y) del jugador j,
porlo que vy =-5/7.

Para el jugador 2, el resultado es andlogo v los resultados son los mismos porque es

una matriz simétrica.

Como podemos ver los jugadores pueden asegurar una ganancia mayor en
estrategias mixtas que en estrategias puras, ese es un resultado general para todos los

juegos.
Dilema del prisionero.
C NC
C (-10,-10) {0, 20)
NC (-20,0) (-2,2)
Méximo asegurable para el jugador 1: -2
Méximo asegurable para el jugador 2: -2

Estrategias conservadoras
Para el jugador 1: 2
Para el jugador 2: 2

18



Juego de Montmort

Padre
Izquierda  Derecha
Hijo Izquierda (2,-2) (0,0)
Derecha [ (0,0 (1,-1) ]

Miximo asegurable para el jugador 1: 0

Miximo asegurable para el jugador 2: -1

Estrategias conservadoras
Para el hijo: izquierda y derecha

Para el padre : derecha

Matniz de pago:
A S

A (-1,1) (L.-1) ]
5 [(1.-1) (-1LD
Méximo asegurable para el jugador 1: -1
Maximo asegurable para el jugador 2: -1

Estraiegias conservadoras
Para el jugador 1; Ay §
Para el jugador2: Ay S

URSS
Produce No produce
Produce (1,1} (3,-10)
EU
No produce \ (-10,3) (2,2)
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Miximo asegurable para el jugador 1: 2

Miximo asegurable para ¢l jugador 2: 2

Estrategias conservadoras
Para EU : No Producir
Para URSS : No producir

Como veremos més adelante Harsanyi [ ], en su método de seleccidn de equilibrios,
considera que un jugador usard sus estrategias conservadoras, cuando ninguno de los

equilibrios le otorga un pago estrictamente mayor o que su maximo asegurable o maxmin.
Proposicitn 1.6.4.
Si x* es un Equilibrio de Nash entonces E; (x*) > v

Demostraci6n.

Sea xJ una estrategia conservadora para j. Como x* es equilibric de Nash
oi(x*) > gx* | X) >y
QED

1.7 Los juegos Exhaustivos

En los juegos bipersonales de suma cero, los jugadores tiencn intereses opuestos, por lo
que ninguno de ellos puede esperar llegar a un acuerdo o pacto que permita ganar mas de
lo mdximo que puede asegurar por sus propias fuerzas. Es intuitivamente esperable que
los equilibrios de Nash en dichos juegos estan formados por estrategias conservadoras y
que en ellos se obliene como pago el maxmin. En esta seccidn veremos que esto es asi y
ademds caracterizaremos otros juegos que no son bipersonales de suma cero, pero en los

que existe un antagonismo de intereses entre los jugadores que estd oculto. Liamaremos a
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estos juegos exhaustivos y en ellos también habrd un fuerte relacién entre estralegias

conservadoras y equilibrios de Nash,
Definicién de Juego Exhaustivo.
Decimos que (N, {Dj}, ¢) es exhaustivo (antagdénico) en estrategias puras si

Ej eN V'j = Max(u D) z ‘Pj(s)

exhaustivo: se agotan todas las posibilidades o recursos existentes.

Ejemplo
Japoneses
N S
Aliados N | @2-2) 2,-2)
S (1,-1) 3,-3)

El ejemplo de aliados contra japoneses es exhaustivo, puesto que el maximo
asegurable para los aliados es 2, mientras que para los japoneses es —2 y como es juego de

suma cero entonces Max es cero.
Proposicién 1.7.1.
Sea (N, {Dj}, @) exhaustivo (antagénico) {c.p.) entonces
a) sio* € D es un equilibrio de Nash (e.p) 9j (c*)=v'; Vje N,
b) si<o> es tal que <o'> es conservadora (e.p) para cada j, @j(<o>) = v T VieN
Si estos perfiles sdlo son capaces de proporcional el maximo asegurable pero no los

salvan del riesgo de ganar menos (conservador) , entonces no tendrian interés en los

jugadores, pues escogiendo estrategias conservadoras aseguran dicho pago.
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Ejemplo.

1 2 3 4
1{(3, 6) (5, 2) “1 1)
2L {1,3) (5,2) 4,2)
3/(0,8) 4,1) {5.-1) (1,-1)

Es un juego exhaustivo que no es de sumacero, v’ =3, v’ =6 y max=9.(1, 1)
es un equilibrio de Nash pero también es un perfil de estrategias conservadoras puras y los

jugadores obtienen su maximo asegurable en este punto.

Lo que sabemos es que un juego bipersonal de suma cero tiene equilibrio de Nash
(e.p) si y solamente si fa funcién de pago del jugador | tiene punto silla y una pareja de
estrategias puras es punto silla sii es punto de equilibrio de Nash, Veremos que en los
juegos exhaustivos el punto silla es equivalente a pareja de estrategias conservadoras y que

el que la funcidn de pago del jugador 1 tenga punto silla es equivalente a ser exhaustivo.
En los juegos bipersonales de suma cero exhaustivos, los equilibrios de Nash, las
parejas de estrategias conservadoras y los puntos silla, todos en estrategias puras son
conceptos equivalentes.
Definicion. 1.7.2.
Sean Dy y D; dos conjuntos y funa funcidn f: Dy x D; = R, (i*,j*)} en Dy xD;
es un punto silla de f si se cumple que f(x*, y)= f (x*, ¥y*) 2 f(x, y*) paratodaien D y
paratodaj en Dy

Proposicion 1.7.3.

En un juego bipersonal de suma cero exhaustivo {(antagonico) las tres afirmaciones

son eguivalentes:
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a)

b)

a} o*={(i*, j*) es punto silla de 1, la funcién de pago del jugador 1
b) o* es un equilibrio de Nash (e.p)

c) i*yj* son estrategias conservadoras para 1 y 2 respectivamente
Proposicion 1.7.4.

Un juego bipersonal de suma cero exhaustivo tiene al menos un equilibrio de Nash

€n estrategias puras.

Hablemos de los equilibrios de los juegos exhaustivos que no son bipersonales de
SUmMa cero.
Pongamos un ejemplo
1 2
11(-1,0} (0,0
2 (0, 0) (©, -1)

En cste juego el maximo asegurable para los dos jugadores es cero, lendriamos que
decir que el juego es exhaustivo, pero no lo es porque en (2, 1) hay un punto silla que es un
perfil de estrategias conservadoras que también es equilibrio de Nash, mientras que (1, 2)
es un equilibrio de Nash pero no es un punto silla de ninguna de las dos funciones de pago

ni tampoco es un perfil de estrategias conservadoras,
Proposicion 1.7.5.

Si (N, {Dj}, ¢) es exhaustivo (¢.p) entonces se cumple:
<g> ¢s punto silla de ¢@f para toda j € N si y solamente si <c'>es estrategia
conservadora (e.p)paraj e N

51 <g> es punto silla de ¢j para toda j € N entonces <a> es equilibrio de Nash (e.p)

Pero en algunos de estos juegos existen equilibrios que no estan formados por

estrategias conservadoras. En los juegos antagdnicos el pago en todos los equilibrios
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es el méaximo asegurable, con eso se hizo claro que los jugadores preferiran
estrategias conservadoras, para los equilibrios de Nash que no aseguran v'j no
podran formar parte del conjunto solucidn. En los juegos exhaustivos €l conjunte selucidn
del juego es jugar conservadoramente y es un subconjunto del conjunto de equilibries de
Nash,

1. 8 La seleccion de equilibrios

En este capitulo han aparecido varios ejemplos de juegos y en algunos de ellos, los
equilibrios no eran dnicos. En algunos juegos, como los exhaustivos, los equilibrios tienen
el mismo resultado y no se puede discriminar entre ellos, cualquiera tiene et mismo papel.
Pero en muchos juegos esto no es asi, se tienen varios equilibrios que significan pagos muy
distintos para los jugadores, ; como decidir si alguno de dichos equilibrios resulta mas
“fuerte” que los demas?, en el sentido de que es el que se esperaria que se realizaria, pues
bajo algin crilerio resulta mas realista, o cumple condiciones de algin tipo de dominancia

sobre los otros equilibrios.

Pensemos, por ejemplo, en un conflicto que es muy comun observar en la
circulacion de vehiculos: En una calle muy estrecha circulan en sentidos opuestos,
acercandose uno al otro, una enorme pipa y un pequeiio vocho. El conductor de cada uno de
estos vehiculos debe decidir si se empecina en pasar a como de lugar, o se hace a un lado
para dejar pasar al otro. Supengamos que el jugador que escoge renglones es la pipa y el
que escoge columnas es el vocho y que los resultados gue provocan las parejas de

estrategias se describen en la siguiente matriz:

Pasar a como de lugar Dejar pasar al otro
Pasar a como de logar {-1, -100) (1,0)
Dejar pasar al otro (0, 1) -t,-D
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Los equilibrios de Nash del juego son {{(1, 0), (0, 1)), ((0, 1), (1, 03}, ({2/3, 1/3},
(1/51, 50/51})}. Pero para todo mundo es claro que el inico equilibrio creible es el primero,

cs decir el vocho se hard a un lado para dejar pasar a la pipa y ésta pasar.

Para muchos juegos no es tan evidente cual equilibrio seria el mas realista, pero
siempre ha preccupado a los tedricos de los juegos tener criterios para decidir si se puede
discriminar entre los equilibrios de un juego que tiene varios de ellos. En los siguientes

capitulos expondremos dos enfoques muy distintos para elegir entre los equilibrios de Nash

de un Juego.
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Capitulo 2.
LA SELECCION DE EQUILIBRIOS SEGUN HARSANYL

2.1  El enfoque normativo en la seleccion de equilibrios de un juego

Los conceptos de solucion de los juegos Cooperativos estan basados en supuestos
de racionalidad muy fuerte de los jugadores, no en la descripcidn de un comportamiento
realista de los jugadores, mis en lo que “debe ser”, que en lo que “es”, por eso podemos
decir que son normativos. En cambio los juegos No Cooperativos tienen pretensiones mas

descriptivas, tratando de ajustarse a la accion de personas reales.

Sin embargo el mismo concepto de equilibrio de Nash, que es la base misma de la
solucion de los juegos No Cooperativos, parte de supuestos relativamente fuertes de
racionalidad, lo que limita el logro del objetivo de la teoria de los juegos No Cooperativos.

2

Es famosa la descripcion de estos supuestos implicitos en el equilibrio de Nash: “...

En el problema de la seleccion ocurre lo mismo, los primeros trabajos para escoger
dentro de! conjunto de equilibrios un subconjunto “solucidén” estan llenos de supuestos de
racionalidad. Aunque la preocupacién por desprenderse de todos esos supuestos estaba
presente en Nash y en otros de los autores que iniciaron el tema, Harsanyi entre ellos, es
relativamente reciente al enfoque de los Juegos Evolutivos que busca superar ese
problema.

Este capitulo lo dedicamos a un articulo pionero de J. Harsanyi que es muy
representativo del enfoque “racionalista”. Pero iniciamos con la primera seleccion de

equilibrios que fue la que realizo Nash,
2.2  La Selucidn de Nash de un juego
Obviamente los perfiles de estrategias conservadoras tienen la propiedad de ser

intercambiables, en el sentido de que si tenemos dos perfiles de estrategias conservadoras

distintos y tomamos arbitrariamente una estrategia para cada jugador de alguno de los dos
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perfiles, obtendremos otro perfil de estrategias conservadoras, pues la propiedad de ser
conservador no depende del perfil en que se sumerja, a diferencia de lo que ocurre en un
equilibric de Nash. Los equilibrios de Nash no tienen dicha propiedad, pues es facil
encontrar dos equilibrios de Nash que al escoger una estrategia de equilibrio para cada
jugador de alguno de elios, no se obtiene un nuevo equilibrio. Nash consideraba que el
subconjunto de equilibrios de un juego que recibiera el nombre de solucion de éste tendria

que tener dicha propiedad. Fue Nash quien establecio la seleccion de equilibrios pionera.
Definicion 2.2,1.

Un perfil de estrategias X es una recombinacién de los equilibrios de Nash Y y
Z, si para cada jugador i, X' = Yo X'=Z'. Dos puntos de equilibrio Y y Z son
intercambiables si cada posible recombinacion X de Y y Z, es también un equilibrio de

Nash.
Definicion 2.2.2 (Solucion de Nash).

Un conjunto y de equilibrios de Nash es una subsolucidn de Nash, si cualquier
parela ¥ y Zen y son intercambiables y ademas w es un conjunto maximal con respecto
a esta propiedad. Si todos los equilibrios de Nash de un juego son parejas intercambiables

entonces el conjunto de equilibrios del juego se llama una solucién de Nash,

Las soluciones de Nash, cuando existen, son tnicas, sin embargo no siempre existen.

La solucion que construyen Harsanyi y Selten [ ], aunque también toma en cuenta la
propiedad de intercambiabilidad, es el resultado de un complicado método de eliminacién
de equilibrios cuyos vectores de pago estin dominados, segiun varios criterios, por el

vector de pago de otro equilibrio.
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Para cualquier subsolucion o solucién de Nash v , definimos, para cada jugador i, el
pago mas alto Ei* (w) v el pago mas bajo E’; () dentro de una subsolucién o solucion de

Nash y como

E* (&i TV ) =max g fxyixy Ei (2_{/__&')
E' (X' y))=min o /iy B (X /X

Lema 2.2.3.

Para cualquier subsolucién v y para cualquier X v, el pago asegurablie dei
en w de X i equivale al pago mas bajo de y paraiestoes

E* (X w)=E'i(y)
Demostracién.
Sabemos que X es un punto de equilibrio de Nash si
Ei(X| X) 2 E(Y| X) VieN

Entonces

Para dos puntos de equilibrio cualesquiera Xy Yen y
E{X: X) =E(Y | X) con E(Y}X) siempre el mas pequeiio.
Recordemos que los puntos de equilibrio en y son intercambiables, por lo que ademas
EXXw) = B*(Y; W) =E'i (¥)

E*X ;)= E% (w) QED
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2.3 Los supuestos de racionalidad de Harsanyi.

El método de seleccion que expondremos en este capitulo se encuentra en el articulo
“A GENERAL SOLUTION FOR FINITE NON — COOPERATIVE GAMES, BASED ON
RISK - DOMINANCE” de john Harsanyi [1963], uno de los primeros trabajos en este tipo
de direccion. Este articulo es un buen representante de uno de los enfoques de la seleccion
de equilibrios, basada no tanto en el aprendizaje de los jugadores, sino en supuestos de
racionalidad muy fuerte para estos. “La racionalidad de Harsanyi” se sitha frente a la

seguridad, el equilibrio y el riesgo.

Los  supuestos que apareceran en esta secctdn, los relativos a seguridad y al
equilibrio, son el fundamento de las 2 primeras relaciones de dominacion de Harsanyi. En
esta dominacidn, todos los jugadores “coinciden”, pues cada uno de ellos preferird entre
dos equilibrios tales que uno “domina al otro”, al “no dominado”.  En la seccién 2.4,
introduciremos nuevos supuestos de racionalidad sobre como se comportan jugadores que
tienen preferencias distintas por equilibrios, en donde la clave es el riesgo y esto dard lugar
a otra relacion de dominacién. Por ultimo, tendremos supuestos para distinguir [a accion de
fos jugadores en un juego donde existe alglin tipo de comunicacion entre ellos, de la accion

cuando no existe ninguna comunicacion.

El primer supuesto estd relacionado con la actitud de los jugadores ante equilibrios y
no equilibrios. Supongamos que un perfil de estrategias mixtas X no es equilibrio de Nash,
entonces algiin jugador j tiene incentivos para utilizar una estrategia Y no perteneciente a
X, incluso si los demas jugadores utilizan las estrategias X* pertenecientes a X. Es decir,
ningun jugador puede esperar que todos los jugadores van a utilizar simultineamente

estrategias pertenecientes a X. De aqui obtenemos el primer supuesto:
Supueste de racionalidad 1

En un juego no cooperativo, si E’; es un pago para el jugador i que es mayor que

<E, el miximo asegurable 0 maxmin de dicho jugador, entonces el jugador i puede
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esperar alcanzar el pago E’;, utilizando la estrategia X , solosi X forma parte de un

equilibrio de Nash X* que tiene como pago E’; para el jugador i.

Al discutir las estrategias conservadoras, argumentamos que para obtener un pagoe
més alto que el pago maxmin, un jugador necesita cooperacion de los otros jugadores. En
un juego no cooperativo la cooperacién estable de los jugadores solo es posible en un
equilibrio de Nash. £n cambio, para obtener su pago maxmin, un jugador no necesita
cooperacién de los otros jugadores, ni tampoco tiene por que escoger estrategias que

formen parte de algin punto de equilibrio.
Supuesto de Racionalidad IL

Sea <E> el pago maxmin del jugador i. Entonces el jugador i puede estar seguro de
obtener al menos el pago <E> si usa cualquier estrategia conservadora <_X>, incluso i

<X>no es una estrategia de equilibrio.

En un juego I un jugador i no puede esperar obtener un pago mds alto que <Ei>, si
usa una estrategia conservadora <X*> o cualquier otra estrategia. Pero si usa < X>, puede
estar seguro que obtendré al menos <E;>, mientras que si usa cualquier otra estrategia X',

corre el riesgo. de obtener menos que <E3>.
Supuesto de Racionalidad I

Supongamos que en un juego no cooperativo T no hay un equilibrio X, donde el
pago Ei(X) del jugador i exceda su pago maxmin <E;>. Entonces utilizard su estrategia
conservadora <X*> (aunque <X> no sea una estrategia de equilibrio) en lugar de una

estrategia de equilibrio X' (si X' no es una estrategia conservadora) .
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Definicion 2.3.1
Un equilibrio de Nash X es rentable, si para todo jugador i,
Ei(X) > <E;>.
Los juegos exhaustivos no tienen equilibrios rentables.
Ejemplo de un juego no exhaustive, sin equilibrios rentables.
Considérese el siguiente juego:

B Ba
o) (5,3) (2,4)
o (3.6) (4,2)
Este juego solo tiene un punto de equilibrio en estrategias mixtas estrictamente
hablando, X = (X°, X*) = (4/5 ot + 0z 1/5, Y3y + Y4Bz ), el pago para este par de estrategias

es E; = 7/2 y E; = 18/3, los cuales también los obtienen con sus estrategias conservadoras,

K> = Vi + %0 y < X>=4/50; + 1/5B;.

Vemos que si el jugador | utiliza su estrategia conservadora <X'> puede estar
seguro de obtener por lo menos E; = 7/2, pero si el jugador 1 utiliza su estrategia de
equilibrio X', su ganancia podria caer a 12/5, ya que si el jugador 2 decide utilizar su
estrategia 3, el pago es 23/5 pero si utiliza su estrategia 32 el pago es 12/5.  Aungue, es

cierto que el jugador 2 no tiene incentivos para utilizar X* en caso de que el jugador 1

decidiera utilizar X* porque cualquier estrategia le produce como pago 18/5.
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Conjuntos admisibles.

Sea I el conjunto de todos los equilibrio de Nash de un juego I', y sea A un

subconjunto no vacio de I” (posiblemente el mismo 7). Para X' una estrategia del

jugador i, denotamos como A( X') al conjunto de equilibrios de Nash Y en A tales que Y
=X

Definicién 2.3.1

E! pago asegurable de! jugadorien A usando la estrategia X (o su equivalente,

desde cuatquier equilibrio Y perteneciente a A(X) es
E* (X, A)=E*(¥Y;A)=MinYe A(s) Ei (V) 23.1)
Definiciéon 2.3.2

Dado el perfil de estrategias X, el subconjunto A de equilibrios de Nash sera llamado un
conjunto admisible respecto a X, si el pago de seguridad de la estrategia ¥ relativo a

A estd bien definido para todo jugador j,

El vector n-cuya i - ésima componente es E*(¥; A)yparai=1, 2 ..n se denota
como E*(¥; A) v se llama el vector de pago asegurable asociado con el equilibrio Y en el

conjunto admisible A. El pago Ei(Y) se llamara el pago definicional de i, en T.
Supuesto de racionalidad IV

Sea A un subconjunto de equilibrios de Nash de un juego I'. Supongamos que todos

los jugadores, excepto i, no tienen razones para evitar a ningln equilibrio que estd en A
Entonces i no puede contar con cualquier pago mayor que su pago asegurable Ei* ( Y7 ;

A), cuando el usa la estrategia Y.
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Sean ambos Yy Z € A, con E;(Y) > E(2). Pero supongamos que aparte de i, los
otros jugadores no tienen razones para preferir el equilibrio Yal equilibrio Z Entonces i
no puede actuar esperando que si escoge lfa estrategia Y, los otros jugadores escogeran
estrategias Y7 pertenecientes a Y en lugar de escoger estrategias 2 pertenecientes a Z Si el
juego fuera cooperativo, entonces i podria alcanzar un acuerdo con los otros jugadores para
que todos usaran las estrategias correspondientes al equilibrio ¥, pero en un juego no

cooperativo el jugador i no puede obtener un arreglo de esta clase.

Considérese el siguiente ejemplo.

B 47]
oy (2, 2) ( 3: 2)
o (2,3) (3,3)

Tenemos 4 equilibrios en estrategias puras (o, Bu), (o, B2), (02, B1) y {0z, B2). La
opcion del jugador 2 entre i) y Bz no hara diferencia a su pago. Nuestro conjunto admisible
A esta formado por estos 4 puntos. Aqui la mejor opcion para ambos jugadores seria si
pudieran entrar en un acuerdo para usar estrategias o2 y P2, pero como es un juego no
cooperativo tal acuerdo no sucede. Incluso el jugador 1 no tendra intenciones de utilizar o
en lugar de ¢ porque cualquier estrategia que su opornente use no hard diferencia en su
ptopio pago. He aqui que para el jugador 1 cualquier estrategia que el use, a; o ¢z no

puede esperar un pago mas alto que 1, esto es

Y=(a1B) Z=(c2 By Y' =2
AY") = f{ar. B1), (o B2))

min ¢ e av) E1 (X) = min {Ey(cty, 1), E2((ou, B2))
=min {12} = 1
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SiX=(az.B1) y V=(azPB2), AK")={(02,B1), (@2 B2)} ¥

min ; eax’} Ei (2) = min {E (a2, B1), Bz (02, B2)}
= min{1,2} =1

Por ultimo min{1,1} =1.
Dos definiciones que utilizaremos mas adelante con el concepto de dominancia por

riesgo son las de pagos equivalentes y equivalentes seguros:

Definicién 2.3.3.
Dos equilibrios de Nash Yy Z son equivalentes por pago si

E (V) =E©.
Definicién 2.3.4.

Dos equilibrios de Nash Yy Z son equivalentes por seguridad en algin

conjunto admisible A si

E*(Y;A)=E*(Z;A)

Proposicion 2.3.5
Sean Yy Z_ dos equilibrios de Nash intercambiables y equivalentes por seguridad y

sea X una recombinacion de ambos, entonces X es un equilibrio de Nash equivalente por

seguridadaYya Z
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Demosiracidn:

En primer lugar como Yy Z_ dos equilibrios de Nash intercambiables, X es un equilibrio

de Nash.

Por otro lado, Yy Z_ son equivalentes por seguridad, si
EXY. A) = E*(Z A).

Para cualquier recombinacién X y para cualquierie N, X' = Yoxi=7

Supongamos primero que X' =¥ entonces

EXX A =E% (X 1 2% A =E% (K] 1) A)
=E* (X AFE% (£ A)
donde la segunda igualdad proviene de (2.3.1).

Llegariamos a lo mismo si X'=Z", entonces
E* (X, A= E% (1 A=E*(Z; A)

este argumento se aplica a tede i € N. Por lo tanto
E* (X, A= E* (X, A=E* (Z; A)

y X es equivalente por seguridadaY y a Z.
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La racionalidad ante el riesgo. El Principio de Zeuthen y El Postulado de aceptacion

de pagos mayores.

La racionalidad de los jugadores ante el riesgo de Harsanyi tiene su base en dos
principios, por un lado el de Zeuthen que da lugar al concepto de dominancia por riesgo
que es una generalizacion de dicho dicho principio y por otro lado, el postulado de
aceptacion de pagos mayores que da lugar al postulado de la Monotonia del Riesgo usado

¢n este contexto de seleccion de equilibrios.

El Principio de Zeuthen

E! principio establecido por Zeuthen para una negociacién entre dos personas, 1y
2, se puede resumir como sigue:

El individuo i hace la oferta de que se tomen las acciones X; , que provocarian
pagos esperadas de E«{x;), con i=1,2. Suponiendo que el objetivo de 1 y 2 es maximizar su
pago esperado y que si, no se ponen de acuerdo, arriesgan que se de la accion ¢ que provoca
el pago esperado Ei(c), entonces ¢l maximo riesgo que corme i por tratar de imponer x;,

en lugar de que le impongan x; esté da por :

Ri =R (i, %) = Ei(x) — E(x))
E{x) - Ei(c)

Es decir, la regla de decisidn seria :

a) Elindividuo i debe ceder y aceptar la proposicion de j y este ltimo no hacer

concesiones, si R <R;,

b) Ambos individuos deben hacer algunas concesiones, si Ri =R;.
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2. El Postulado de aceptacion de pagos mayores.

Este postulado diria que si un jugador dado esta dispuesto a aceptar algun resultado
particular x entonces estd dispuesto también a aceptar cualquier resultado que le produzca

un pago mayot.
Este postulado que interesa a Harsanyi, junto con el principio de Zeuhten dan lugar a:
El postulado de la Monotonia del Riesgo.

“Si un negociador o un jugador estd dispuesto a aceptar un riesgo al menos de p
para tratar de alcanzar x en lugar de y, entonces no aceptard un riesgo mayor para evitar

un pago menos favorable que y, para alcanzar la misma x”

Si se tomara como supuesto racional el principio de Zeuthen y no se
satisficiera la Monotonia de Riesgo, entonces se obtendria una violacion a la regla de
decision del Postulado de Aceptacidon de pagos Mayores. Algin jugador i podria ser capaz
de rechazar un equilibrio X aunque tuviera que aceptar otro equilibrio Y, el cual podria ser

inconsistente con el postulado de la Aceptacion de Pagos Mayores.

Otra consideracion a ta que Harsanyi da gran importancia, ademas de los supuestos
de racionalidad anteriores, es el hecho de que si en un juego es posible la comunicacién

entre los jugadores, aungue sea minima, o esta no es posible.

2.4 Problemas de Coordinacidn: diferencias entre juegos Tacitos Semivocales y

Vocales y entre sus soluciones.

En los juegos no cooperativos, los jugadores no pueden tener acuerdos previos que
sean obligatorios y los dnicos puntos que representan situaciones estables son los
equilibrios en el sentido de Nash, no importando si la comunicacién entre los jugadores

es permitida (juegos vocales) o no lo es (juegos tacitos). También se puede hablar de



juegos semivocales cuando los jugadores estan dispuestos a hacer alguna concesion, pero

no se pueden comunicar lo suficiente para permitir la total coordinacion de sus estrategias.

Supongamos que en un juego I, los jugadores tienen que escoger entre los
equilibrios de Nash Yy Z Diremos que hay opciones coordinadas, si todos los

jugadores escogerian las estrategias correspondientes a Y o si todos escogerian estrategias

correspondientes a Z .

Decimos que un juego T involucra un preblema de ceoerdinacion, si contiene al
menos dos  equitibrios de Nash ¥y £ tales que son equivalentes por seguridad en algun

subconjunto A de equilibrios de Nash, pero no son intercambiables.
Supuesto de racionalidad ante la comunicacién.

Solo si el juego I incluye un problema de coordinacién existe diferencia entre

si el juego es completamente vocal por un fado o es tac¢ito o semivocal por el otro lado.

Esto es porque si dos  equilibrios de Nash Yy Z producen diferentes vectores
de pago asegurables E* ( Y, A ) y E* ( Z ; A), entonces 2 eleccién enire Y y Z siempre
podra ser decidida por criterios de seleccion basados en consideraciones de dominancia y
negociacion. Si los jugadores siguen estos criterios entonces todos ellos haran la misma

eleccion entre ¥ y Z, incluso sin comunicacion y no habra un problema de coordinacion

de estrategias.

En cambio, cuando los vectores de pago asegurables son iguales en el conjunto
admisible A, E* { ¥; A ) =E* ( Z; A), los jugadores no tienen un criterio a priori para
escoger Y o Z Incluso si los jugadores estuvieran dispuestos a aceptar el vector de pago
asegurable asociado con Y y con Z, en la ausencia de comunicacion, haran elecciones no

coordinadas, algunos jugadores 1 elegiran estrategias Y pertenecientes a Y mientras que
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otros jugadores j escogeran estrategias Z pertenecientes a Z Asi el resultado en general no
serd Yni Z sino alguna recombinacion X de Y y Z Si Y y Z son intercambiables,
no habrd ningln problema, por falta de comunicacién, porque cualquier recombinacion X
de Y y Z'sera un equilibrio de Nash que produce el mismo vector de pago de seguridad que

Y yZ ydiremos que ne se genera un problema de coordinacion.

El problema se presenta, cuando ¥y Z son de equilibrio de Nash equivalentes por
seguridad, pero no son intercambiables, pues si no existe comunicacion, los jugadores
seran en general incapaces de alcanzar el vector de pagos E* = E* (¥; A= E* (Z; A). Esto
es porque una eleccion no coordinada puede producir una recombinacién de Yy £ que no
sea equilibrio de Nash y, lo sea o no, tenga un vector de pago de seguridad diferente de E*.
Asi los jugadores podrian tener que escoger algin punto de equilibric menos favorable que

Y vy Z o podrian tener que recurrir a usar sus estrategias conservadoras. Por esto, si puede

haber gran diferencia entre un juego vocal y otro que no lo sea y diremos que la

eleccion entre ¥ y Z envuelve un problema de coordinacién.

Ejemplo.

Considérese el siguiente juego:

Bt B2
oy {a,n [{UR)]
V5] 0,0 (LD

Este juego tiene tres equilibrios de Nash: Y={o, 1), Z= {2, B) y X = (Ve oy + Yo et

V2 By + %2 B2), el vector de pagos para ¥ y Z es (1, 1) mientras que para X es (12, 14).

Si fuera un juego vocal, los jugadores escogerian ¥ o Z, no importando cual, porque

estos dos dominan a X . Pero si ¢l juego fuera tacito o semivocal, entonces los jugadores
serian incapaces de coordinar sus elecciones entre ¥ y Z v esto no les dejaria otra

alternativa que escoger una recombinacion.
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Soluciones de Harsanyi para los juegos Ticitos y Vocales.

Para cada juego, Harsanyi define dos conceptos de solucion uno Hamado solucion

V (si el juego fuera vocal), el otro solucién T (si el juego fuera no vocal). Para casi todos

los juegos las dos soluciones coincidirdn, no asi para los que envuelven un problema de

coordinacion,

El propésito de estos conceptos de solucion es seleccionar un Onico vector de pago
asegurable como la solucidn de! juego, suponiendo un comportamiento racional, de acuerdo
a lo descrito en 2.3, por parte de los jugadores, y sefialar el perfil o perfiles que podrian

elegir los jugadores, en los cuales este vector de pago se alcanzaria,

Al considerar los postulados de racionalidad 1II y ITE, concluimos que en ciertos casos
el jugador tendra que utilizar sus estrategias conservadoras. Pero en los otros casos, el
supuesto I, nos dice que dichas soluciones tendran que ser un subconjunto de equilibrios

de Nash, con ciertas propiedades.

La solucion V para juegos vecales consistird o bien de M, ¢l conjunto de perfiles de
estrategias conservadoras o puntos maxmin, o bien de un subconjunto L de

equilibrics de Nash equivalentes por seguridad, con respecto a algin conjunto
admisible A.

La equivalencia por seguridad requerida para la solucién V y la intercambiabilidad
requerida para la solucion T, se siguen de los supuestos IV y del supuesto de racionalidad

ante la comunicacion.

En el caso de los juegos vocales suponemos que los jugadores siempre pueden
coordinar sus estrategias cuando ellos asi lo requieran, por ello sera suficiente que la
solucién sea un conjunto L de equilibrios de Nash equivalentes por seguridad y ya que los

jugadores pueden comunicarse, no tendran dificultad en alcanzar una eleccion coordinada.
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Para construir las soluciones V y T, Harsanyi defini¢ dos tipos de relacionas de
dominancia, unas basadas en los supuestos de racionalidad por seguridad y equilibrio, las

otras en los supuestos de racionalidad ante el riesgo.

2.5 Relaciones de dominacién por seguridad y equilibrio,

De los supuestos de racionalidad de la seccién 2.3 definiremos dos relaciones de

dominio entre los equilibrios de Nash de un juego, la dominancie simple y la

dominancia estricta.

Definicién 2.5.1

El equilibrio de Nash ¥ domina simplemente al equilibrio Z dentro de algin
subconjunto de equilibrios admisible A, escrito como
Y-z
A
Si
EX Y, A)>EXZ A)

es decir si para todo jugador j, tenemos que Ej* ( Y, A)>E* (Z; A).

El equilibrio de Nash ¥ domina estrictamente al equilibrio Z dentro de algin

subconjunto de equilibrios admisible A, escrito como

Si
EY(Y,A)>E*Z).

es decir si para todo jugador j, tenemos que Ei* ( Y; A) >E; ( Z).
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Como consecuencia de [a definicidn de pago asegurable de las estrategias de los

jugadores (2.3.1), tenemos que se cumple:
Proposicién 2.5.2

Y, entonces lo

Si el equilibrio de Nash X domina estrictamente al equilibrio

domina simplemente. Ademassi A" Cc A

En cambio, Si el equilibric de Nash X domina simplemente al equilibric ¥, no

necesariamente 1o domina estrictamente, con A’ C A

~Z no implica ¥Y>Z
A A

Por ejemplo, considérese un juego de tres personas, en el cual las estrategias del
jugador 1 son iguales en dos equilibrios de Nash: X "X X2 X9y Y=(¥?,6¥2 ¥3) es

decir X7 = ¥?. Supongamos, ademés que E; (X) =2y E; (¥) =1 vy sea Z, un tercer

equilibrio, en el que el jugador 1 no usa la misma estrategia.

§i Xy Y pertenecen a un conjunto admisible A, entonces E*; (X; A)=1. Perosi ¥
ne pertenece a dicho conjunto A, entonces E* (X ; A) = 2. Asi puede ocurrir que Z
domine simplemente a X, si Y est4 en A, pero no domine simplemente a X, si ¥ no esta en
A

Esto es:

SiA={X Y Z}
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Entonces

E* (X, A)=1

Porque Xe=Y entonces Y € A(XD)
y E*) (X, A)=min yeanEi (D=1,

En cambig, si A = { X, ¥}, entonces

E* (X;A)=2
y podria suceder que

=X
A

Ya que es posible que

E*(Z, A)>E* X A)=1, cuandoA={X ¥, Z}

Pero

E*( X; A)noseamayorque E¥(Y; A}=2, cuando A={ X Y}

Por el contrario, la dominancia estricta de Z sobre X, no depende de si

equilibrio Y esté 0 no en A, pues esta relacion se define a través del pago E, (X) =

no del pago asegurable E*; (X; A)

Definicién 2.5.3

Un equilibrio de Nash X es simplemente no dominado ( o estrictamente no

dominado) en algin conjunto admisible A, si no existe ninglin equilibrio de Nash en A

que lo domine simplemente (estrictamente).
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Como deciamos el procedimiento de seleccion de Harsanyi consiste en depurar los
equilibrios no dominados, por la proposicion 2.5.2. es conveniente llevar a cabo primero la
depuracion relativa a la dominancia estricta y posteriormente la relativa a la dominancia
simple. Con estas dos depuraciones, en las que, como mencionamos anteriormente, los
jugadores tienen intereses comunes, s¢ construye un juego mas pequefio que el original, en
el que se enfrentarin intereses contrapuestos y se medird la fuerza que tiene cada jugador

para imponer el equilibrio que le conviene.
2.6 Dominacién Por Riesgo. La Funciones de Riesgo Directa y Extendida.

La relacién de dominacién por riesgo que definiremos en esta seccibn esta basada

en los supuestos de racionalidad por flesgo de 2.4

Sean X y Y dos equilibrio de Nash pertenecientes a un subconjunto factible de
equilibrios A y que tienen estrategias distintas para el jugador i y cuyo pago de seguridad,
para este jugador s mayor en el primero que en el segundo dentro de A. Al llevar a cabo el
proceso de seleccion de equilibrios de Harsanyi, la relacion de dominacion por riesgo no se
trabgja dentro de un conjunto A de equilibrios cualquiera, sino con subconjuntos de
equilibrios  del llamado juego reducido que se coﬁstmye en la seccion siguiente, aplicando

las relaciones de dominacidn que aparecieron en 2.5.

Como las relaciones de dominacion por riesgo se determinan por el page de
seguridad dentro de un mismo conjunto admisible A, usaremos la notacion E*(Y), en vez

de E*(Y A) que es la que estard involucrada.

Supongamos que, en e} contexto con el que iniciamos la seccidn, todos los
jugadores excepto el jugador i estén dispuestos a aceptar su pago de seguridad E*(Y) yen
cooperar para alcanzar el equilibrio Y . Si el jugador i propone a los otros jugadores
(suponiendo que esto es posible en el juego) que €] esta también dispuesto a aceptar E*;
(Y} y a utilizar, por ello, Iz estrategia Y !, entonces los otros jugadores utilizaran estrategias

Y pertenecientesa Y y el jugador i obtiene al menos E*; (Y.
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Pero si insiste en utilizar la estrategia Y tratando de asegurar el pago E*; (X)), no
podré hacerlo, porque los otros jugadores pueden aferrarse a sus estrategias YJ. Por lo que

i corre el riesgo de obtener solamente E%; (Y | X¥).

Definicion 2.6.1.

La funcién de riesgo directa del jugador i es una funcion P;: A x AR,
definida como
P(X, N=E%X)-E%Y) ,
EX(X) -EXY | X

para X y X tales que E*(X) > Ex(Y | X i)y

Pi(X, =0, SiESX)<E%(Y |XY).

El valor de P; en la pareja (X, ¥) se interpreta como el maximo riesgo que el

jugador i esté dispuesto a correr para alcanzar el equilibrio de Nash X en contra de que le

impongan el equilibrio Y.

Es claro que el jugador i no correra ningun riesgo para alcanzar el equilibrio de
Nash X en contra de que le impongan e! equilibrio Y, si no prefiere claramente a X que a

Y, eslo que expresa la ultima condicion de la definicion.

Sea W; (¥) el conjunto de todos los equilibrios de Nash Zen A tales que
Z=Y o0 E* (2 < E* (Y). Asi Wi(Y) contiene al equilibrio Y y a todos los equilibrios

de A menos favorables que Y, desde el punto de vista del jugador 1.




Definicién 2.6.2

El jugador i estd dispuesto uniformemente a corer el riesgo r en R para alcanzar

el equilibrio X en contra de cualquier equilibrio en W; (Y), si

Pi(X, D>r para todo Z € Wi(Y)

Definicién 2.6.3

La funcién de riesgo extendida es una funcion Ri: A x A—R definida como,

Ri (‘Kl X) = minZeWimPi (_X: @
La funcién R; esté bien definida, pues el conjunto de valores de la funcion P; esta
acotado inferiormente y por lo menos contiene al 0.

R; (X, Y) se interpreta como el maximo riesgo que el jugador i esta dispuesto a
tomar para alcanzar X en contrade Yy todos los equilibrios Z que son cuando mucho

tan faverables como Y.

Dominacién Primaria por Riesgo.

Definicién 2.6.4

Sean Xy Ydos equilibrios de Nash en A Se dice que X domina débilmente por

riesgo a Y, en el nivel r* | si

r* =max ;R (X, ¥) > max;R; (Y, X).



Sir* =max R; (X, ¥) > max;R; (¥, X,

decimos que X domina fuertemente por riesgo a Y, en el nivel de riesgo

Estas relaciones se llaman {a relacién de dominacidn por riesgo primaria débii y

fuerte respectivamente.

Si para un jugador i*, r* = R;* (X, 1), se dice que su oposicién a Y es fuertemente

(débilmente) decisiva en e} nivel de riesgo r

Dominacién Secundaria por Riesgo.

Las relaciones primarias de dominacioén por riesgo no seleccionan, en general, una
solucién determinada para el juego, porque en muchos jueges no habra ningln equilibrio
de Nash X que domine por riesgo a todos los demas equilibrios, ni fuerte, ni débiimente

usando la relacion de dominacidn primaria.

Para que un equilibrio de Nash X tenga una relacion de dominacion por riesgo
sobre cada uno de los demis equilibrios de A, es necesario y suficiente que, con la relacion
primaria, X no sea dominado fuertemente por riesgo por ningin otro equilibrio de
A. Pero en muchos juegos, para cualquier equilibrio X, existird un equilibrio Z que lo
domina fuertemente por riesgo. Esto se debe 2 que la dominancidn por riesgo no es una
relacién transitiva. Es decir, puede ocurtr que X domine fuertemente a Y mientras que ¥

domine fuertemente a Z, pero ocurra que Z domine fuertemente por riego a X .

La dominacion por riesgo que define Harsanyi como secundaria tiene la ventaja de

ser trapsitiva.
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Supongamos que en un conjunto factible A, cada equilibrio de Nash Y es
dominado fuertemente por riesgo por al menos otro equilibrio X, en algin nivel de riesgo
r* Seai=1* (X, I) el jugador cuya oposicion a ¥ es decisiva en establecer una relacion de

dominacién por riesgo, es decir, el jugador i para el cual R; (X, }) = r*.

Pero X | el equilibrio de Nash favorecido por el jugador i, estd dominado
fuertemente por riesgo por algiin otro punto de equilibrio Z Ahora, supongamos que el

jugador j = i* (Z, X) es el jugador cuya oposicién a X es decisiva, etc.

En las relaciones de dominacidn por riesgo primarias, puede que cada equilibrio
de Nash esté sujeto al poder de veto de uno o mas jugadores, cuya oposicion activa a dicho
equilibrio serfa decisiva. Consecuentemente los jugadores pueden ser capaces de llegar a
un acuerdo sobre un equilibrio de Nash X, solo si el jugador o jugadores con el poder de
veto en contra de X se abstienen de usar este poder, porque consideren que no pueden

alcanzar otro equilibrio ¥ que les sea mas favorable que X.

Recurriendo al principio de Zeuthen se puede decidir en una situacion asi. Si  un
jugador i y un jugador j compiten por imponer dos equiltbrios de nash distintos, por el
Principio de Zeuthen tas concesiones deben venir del jugador que esté menos dispuesto a
aceptar el riesgo para descartar el punto de equilibrio al que se opone, es decir, dichas
concesiones deben venir def jugador que tenga asociado el nivel de riesgo mas baqjo. Si
ambos jugadores tienen asociados el mismo nivel de riesgo, entonces los dos deben hacer

concesiones.

Dado un conjunto factible A de equilibrios de Nash, consideremos la funcion H: A x

A—R, definida como

HX H=r* si X domina fuertemente por riesgo (relacién
primaria) a ¥ en el nivel de riesgo r*.
HX D=0 si X domina fuertemente por riesgo (relacién

primaria) a ¥ en todo nivel de riesgo .
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Definicién 2.6.5

Dado un equilibric de Nash X, ¢l nivel mas alto de resgo al que estd  sujeto X por

una doeminancion fuerte (primaria) por cualquier equilibrio en A es

max IEAH (..}_,: I_Y)

La funcién de nivel maximo K: A x A—R, definida como

K(K):maer(Z-&

Definicion 2.6.6

El nivel més alto de riesgo en el que ¢l jugador i se opone al equilibrio de Nash Xa

favor de algin equilibrio ¥ es

Ki (X) = max yR; (7, X)

X domina débilmente por riesgoa Y, en el nivel r* s

r* =max ; R; (X, Y)>max;R; (¥, X).

X domina fuertemente por riesgoa Y, en el nivel de riesgo r*, si

r* =max iR; (X, ¥) > max ;R; (¥, X),

Entonces se puede definir K en forma equivalente como
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K (X) =max ymax ;R; (¥, X) = max;max yR; (¥, X) = max ;K; (X)

Es decir K (X) es el nivel de riesgo mas alto R, (¥, X') que esta dispuesto a correr
alguno de los jugadores para oponerse a X. Representa, de alguna manera, la mayor
oposicion con que cuenta el equilibrio de Nash X.

Definicién 2.6.7

Un equilibrio de Nash X domina débiimente por riesgo (secundaria)a?,
siK (X <K ().

Un equilibric de Nash X domina fuertemente por riesgo (secundaria)a ¥,
siK (X)) <K ().

La dominancia por riesgo secundaria es una relacién transitiva.

Usando los dos tipos de relacion de dominacion expuestos en estas dos Gitimas
secciones Harsanyi construye un proceso sistematico de eliminacidn de estrategias de los

diversos jugadores.

2.7 Kl proceso de Seleccién de equilibrios de Harsanyi. Construccién det Juego
Reducido.

Dado un juego [’ Harsanyi procede a construir ¢l lamado juego reducido,
borrando o descartando mis y mds estrategias de los jugadores, en base al primer conjunto
de supuestos de racionalidad (2.3) y a las relaciones de dominacién de la seccién 2.5,
Posteriormente ya construido el juego reducido, dentro de éste se usa otra seleccion basada

en la dominacion por riesgo.

Para construir €l juego reducido, en cada etapa de este proceso de seleccion, se

obtendrd un conjunto admisible A que consiste de los equilibrios de Nash que han
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sobrevivido hasta ese momento. Las relaciones de dominancia simple y estricta (2.5) se

consideraran en términos de dicho conjunto admisible A
Pasos para construir el juego reducido I'*:
1., Se borran las estrategias que no son parte de ningin equilibrio de Nash.

2-. Se borran todas las estrategias que no son parte de algin equilibrio de Nash
rentable. Si después de estos dos pasos todas las estrategias de alguno de los jugadores

han sido borradas termina el proceso

3-. Si para todo jugador i, el conjunto de estrategias no borradas no es vacio, se

define el conjunto de todos los equilibrios de Nash sobrevivientes como el conjurito
admisible A(1) y se borran todas las estrategias que no forman parte de algin equilibrio

no dominado estrictamente dentro de A. Se define A(2) como el conjunto de los

equilibric de Nash restantes. Se repite este proceso de tal manera que st A(k) estd
construida, A(k+1) es el conjunto de los equilibrios de Nash que sobreviven después de
borrar las estrategias que forman parte de equilibrios dominados estrictamente dentro de
Alk).
Definimos A'=ﬂA(!) que es el conjunto de equilibrios contenidos todavia en el
=]

juego, después del proceso del punto 3.

4-, Se borran todas las estrategias que no forman parte de algan equilibrio de
Nash no dominado simplemente dentro de A y se construye A'(1) como el conjunto

de equilibrios que permanecen, después de ello. Se repite este proceso de tal manera que si
A'(k) esta construida, A'(k+1) es el conjunto de los equilibrios de Nash que sobreviven

después de borrar las estrategias que forman parte de equilibrios dominados simplemente

dentro de A(k). Llamaremos A"" al conjunto [ A'(D).

1=1
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5-. Para cada equilibrio de Nash X en A™", se reemplaza el vector de pago de la
funcién E, por el vector de pago asegurable E*(X; A’"), si X es un equilibrio de Nash del
juego original I' (denotaremos E*(X) a E*(X; A"")) y si X no es un equilibrio de Nash de

T, el pago se mantiene como antes (denotaremos E* (X) a E (X)

Observaciones:

a- El proceso puede terminar después del paso dos, por haber eliminado todas las-
estrategias de algunos de los jugadores y la solucidén tendra que establecerse en términos de
perfiles de estrategias conservadoras, aunque no sean equilibrios de Nash.

b.- ﬂA(I) es no vacio, puesto qgue en el conjunto  de los equilibrios beneficiosos,
=1
existe al menos un vector X*, cuyo vector de pagos E{ X*) no esta dominado, coordenada a

coordenada, por ningin otro vector de pagos. Por lo tanto, X™* esta en todos los conjuntos

Ay [} A() no es vacio,
i=]

c.- nA'(l) es no vacio._

I=]

Demostracién
Supongamos que ) A'(/) es vacio, entonces para cada equilibrio X* en [)A(}),
I=1 =1
existe un altime A'(k) tal que contiene a X*. Es decir X* pertenece a todos los conjuntos
del encaje
A(K)C A'(k-1) & .cA (1), pero no a A'(k+1),

Definamos V: ﬂA(I) — R°, como V(X)=U*(X, A’(k)), donde A’'(k) es e! dltimo

Il

conjunte del encaje en el que se encuentra X .
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Pensemos en el conjunto de vectores V(X ) tales que X _estad en A'(1). En este
conjunto existe al menos un vector X~ que no estd dominado por ningiin otro vector del
mismo conjunto. Sea A'(k) el Gltimo conjunto del encaje generado por la dominancia débil

en el que se encuentra X ™.

En A'(g) debe haber algin equilibrio X =  tal que domina débilmente a X 7,
relativamente a A'(g) , pues de lo contrario, X ~ estaria en A'(g+1). Entonces X esta

dominado contrario al supuesto de que no estaba dominado.

d- El cambio de funcidon de pago se introduce, pues las relaciones de dominacidn
por riesgo se definen en términos del pago de seguridad, debido al supucsto de
racionalidad IV,

El juego obtenido por los pasos 1 al 5 es llamado el juego reducido I'*. El

conjunto de todos los puntos de equilibrio en I'* sera denotado por I'**.

Para cualquier juego I” que contiene solamente un nimero finito de subsoluciones
de Nash ¥, el proceso descrito siempre termina de un nimero finito de iteraciones. Ya
que los pasos 3 y 4 son los imicos que pueden provocar un proceso infinito de pasos y
siempre que se borren las estrategias dadas o' también se borran las estrategias X en el
mismo conjunto similar “X{”, pero el namero de tales conjuntos similares en I es finito, si

I" contiene solamente un finito nimero  subsoluciones.

Demostracién,

SiT contiene un finito nimero subsoluciones ¥ entonces el rango de una estrategia
X' dada de todas ias subsoluciones ‘P existe y es finito. Por lo que los conjuntos de
estrategias similares “X7” son finitos si es que existen porque el rango de las subsoluciones

es finilo.

QED

53



Sin embargo, si en un juego dado T el niimero de subscluciones es infinite ( incluso

un juego finito puede contener muchas subsoluciones infinitas) entonces los pasos 3 y 4

puede crear dos secuencias infinitas de conjuntos admisibles A, A1), A(2), ... ¥ A'(1),

A’(2), ... respectivamente. Pero ambas secuencias siempre convergen

Después de llevar a cabo los 5 pasos, estaremos en uno de los siguientes cuatro

casos posibles:

1°. El juego reducido I'* es vacio después de Hevar a cabo el paso 2.

Ejemplo.

1
6

G.D
G n
G. 1
G 1)
G,
5.1)

N b W N e

G, D*
G, 1
1
G,y
2.2)
(0,-1)
(2.2)

(4, -1
(0.2)
G, D
(©,-1)
G, 1)
s, ¥
G

(1,-1
©,2)
(©.-1)
©.-1)
@2
(0, -1)
(2,2)

Paso 1. Borrar las estrategias no pertenecientes a algin punto de equilibrio. Entonces

borramos la estrategia 2 det jugador L.

Paso 2. Borrar las estrategias que no pertenecen a un punto de equilibrio rentable. Pago

asegurable del jugador I: <E((x)> =2

Pago asegurable del jugador I1: <Ey(x)> =1
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Entonces borramos las estrategias S y 7 para el jugador I y las estrategias 1, 2, 3, y 4 para el

jugador IL

Paso 3. Se define A con los puntos de equilibrio restantes y borrar las estrategias no

dominadas estrictamente en A.

Entonces A esta vacio porque no hay puntos restantes y las soluciones V y T para los dos

jugadores es escoger sus estrategias conservadoras

2°. Todos equilibrios de Nash en I'* son intercambiables, es decir, ¢l juego

reducido I'* tiene una solucidn de Nash.

Ejemple.
1 2

1 (0, 100) (0, 100)
2 (0, 100) (0, 160)
3 (0, 100) (0, 100)
4 (0, 100) (30, 100)
5 {40, 90) (30, 100)
6 (0, 100) (0, 100)
7 (0, 100) (180, 190)*
8 (270, 100)* ©, 0)
9 (0, 100) (180, 190)*
10 | (270, 100) (180, 190)*
11 | (270, 100)* (0, 0)
12 | (40,90) (150, 190)
13 | (0, 100) (30, 100)
14 | (40, 90) (0, 100)
15 | (270, 100)* (30, 100)
16 | (0, 100) (30, 100)
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Paso 1. Borramos las estrategias 1, 2, 3, 4, 5, 6, 12, 13, 14 y 16 del jugador L

Paso 2, Borramos la estrategia 2 del jugador IT porque
<Ei(x)> = 180 y <Ei(x)>=90

Paso 3. A={(8, 1), (i1, D), (15 1)}, A(Q)=A
Entonces
Min x ¢ acz) E1(X) = min{270, 270, 270} =270

E*(X; A) = (270, 100)

Borratnos las estrategias 7 y 9 del jugador I porque (0, 100) no ¢s mayor que (270,
100), no hay dominancia simple, i.e. E¥(X; A) = E*(¥; A)=E*Z; A)

Entonces solo nos quedan tres puntos de equilibrio en el juego por discriminar los

cuzles son intercambiables. Cualquiera de ellos es la solucion del juego, Z* = (270, 100)

3* Todos los equilibrios en I'* son equivalentes, pero no intercambiables,

ninguno de ellos.

Ejemplo.
1 2 3
1 2, 0* (5,-1) 2,-10
2 {-2,0) 3,-1 (8, 0)*
3 (©, 1) 5,1 4, 8)

Paso 1. Borramos estrategias 2 del jugador If y 3 del jugador 1

Paso 2. Borramos la estrategia 1 del jugador L, porque
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<E1(X)> =2 Yy <E2(X)> =0
X =(2, 3) es el anico equilibrio rentable.
Si seguimos aplicando el algoritmo estrictamente para ejemplificar los pasos restantes
tenemos
Paso3. A= {(2,3)} = A(Y)
Min Xe A(\'z) EQ_(X) = min {0} =0

Entonces
E*X; A)=(8,0)

No esta dominado por ningn otro punto
Paso 4. No hay paso 4.

Paso 5. E*(X; A)= (8, 0) = E*(X). X es la solucidn del juego.

Es equivalente con su propic pago y no se intercambia con ningiin otro punto porque es el

unico.
4" Los equilibrios en {™ no son ni intercambiables ni equivalentes,
Ejemplo:
B Bz

o (1,-10) (3 1)
o (2,3)* (0,0)

Paso I. No se borra ninguna estrategia



Paso 2. Se borran las estrategias mixtas pertenecientes al equilibrio ((3/14, 11/14), (3/4,
1/4)} porque no s un equilibrio rentable, es decir, vi = 3/2 = E;{(3/14, 11/14), (3/4, 1/4)} ¥
v = 3/14 = Ex((3/14, 11/14), (3/4, 1/4)). En estrategias puras no se borra ninguna estrategia
porque <Ei(x)> =1 y <Ea(x)> = 0y ambos equilibrios (&, B2), (a2, 1) son rentables.

Paso 3. No hay dominancia estricta. No se borran estrategias, esto es
A= {(a1,B2), (az, B}, Ar = {(ar,B2) }, Az= {(z, B1)}
E*X: A =(23), E*¥ A)=(, 1)
E*(X; Az) no es mayor que (3, 1) i (3, 1} = E*(Z), ni tampoco E*(Y; A) es mayor
que(2,3)si(2,3)=EXU)

Paso 4. No se borran estrategias porque tampoeco hay dominancia simple. No se pueden

comparar entre si, porque no pertenecen al mismo A;, i=1,2
Paso 5. Definimos pagos

E*(X: A) = E*(az, B1)

E*(Y; A)=E*a.,B)

Entonces

Pi((c, B2)(@z, Br)} = E*j(ay, B2) —EX oz, $1)
E* (o, B2) - E* 1oz, B2)

=3-2=173
3-(0)

Pa((ot1, B2). (@2, B1)) = E*ylan, B2) = E*a(02. Bi)
E*y{cti Ba) - E*2{ct2 B2)
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Pi((oz. By), (o, Ba)) = E*j(oes, B —E*1(oy B2}
E*i(a2, B1) - E*i(a. Br)

Pa((az, B), (@1 Ba)) = E*a(ot2, B1) = E*y{ot B2)
E*y(02. Br) — E*p{ou, Bi)

=3-1= 2/13
3 - (-10)

Entonces

max R; {(a, B2),(ctz2, B1)) = max {Ry ({0, B2), (a2, B1)), Rz ({01, B2), (02, Bi))} = max {1/3,
2y =173

max R; (02, B1), (ou, B2)) = max {Ry ((az, B1), (1, B2)), Rz ({02, 1), (o, B2)} = max {-1,
213} =2/13

Como 1/3 es mayor que 2 /13, entonces (o, B2) domina fuertemente a (o, By)

(relacién primaria de niesgo dominancia). La solucidn del juego son las estrategias (o, B2).

Para los casos 1 y 2, ya no sera necesario aplicar las relaciones de dominacion por
riesgo, en cambio en el caso de 3 y 4, el proceso de seleccion debe continuar ahora
considerando las relaciones de dominacién por riesgo secundaria débil y fuerte dentro del
conjunto ['*. Es decir las ideas manejadas en 2.6 se consideran tomando como conjunto

admisible A al conjunto T* de los equilibrios de Nash del juego reducido
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Para las relaciones de dominacién por riesgo secundaria tenemos los resultados

siguientes, importantes para el proceso de seleccion, que son corolario de lo estudiado en
26

¢ La dominacién débil por riesgo es un cuasi - orden completo en I'**.

* En cualquier juego reducido I'* existe al menos un equilibrio de Nash X que
domina por riesgo débilmente a todos los demds puntos equilibrios, con X
satisfaciendo K (X) = min K (I).

4

¢ Un equilibrio de Nash X domina fuertemente por riesgo a todos los demas

equilibrios si y solo si Xes el Ginico equilibrio que domina débilmente por

riesgo a todos los demas equilibrios.

2.8 Definicion de las soluciones Vy T.

Recordemos que para Harsanyi, resulta muy distinto que en un juego se permita la
comunicacion entre los jugadores (juego vocal) o no se permita (juego tacito) y que tendra,
por ello, des tipos de soluciones, la solucién V, para juegos vocales, y la solucion T, para

los juegos tacitos.

Dependiendo de en cudl de los cuatro casos nos encontremos, después de construir

el juego reducido tenemos:

1-En el caso en que después del paso 2, T* es vacio, entonces de acuerdo al
supueste de racionalidad III, la solucion V y la solucion T son el conjunto M de todos los

perfiles de estrategias conservadoras en el juego original I,

2- Todos equilibrios de Nash en T'* son intercambiables, entonces ambas

soluciones V y T se define como el conjunto ['** de todos los puntos de equilibrio en T+



3- Todos los equilibrios en I'** son equivalentes, pero no intercambiables,
entonces se define 1a solucién V como el conjunto I'** de todos los puntos de equilibrio en

I'*, pero la solucion T se define en términos de la dominancia por riesgo.

4-Los equilibrios ™** no son intercambiables, ni equivalentes, entonces se

definen ambas soluciones V y T en términos de las refaciones de dominancia por riesgo.

Entonces, basandonos en todos tos supuestos de racionalidad podemos definir las

soluciones en los dos casos posibles, cuando I'™** es vacio y cuando no lo es.
Definicidn 2.8.1

a) SiT** es vacio, entonces la solucién V  y la solucion T es el conjunto de perfiles de

estrategias conservadoras o puntos maxmin.

b) 81 I"™* es no vacio, entonces
la solucién V es el conjunto L. de todos los puntos de equilibrio en el juego

reducido I'* tales que una de las dos afirmaciones se cumple

1. Si X* esta en L, X* domina fuertemente por riesgo a todos los demas

equilibrios de Nash de I'*

2. Si X* esta en L, X* domina débilmente por riesgo a todos los demas
equilibrios dc Nash de I'™* y domina fuertemente por riesgo al menos a aquelios

equilibrios que no son equivalentes a X*,

y la solucién T es el conjunto L* de todos los puntos de equilibrio en el juego

reducido I'* tales que una de las dos afirmaciones se cumple
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I'. Si X* estd en L*, X* domina fuertemente por riesgo a todos los demas

equilibrios de Nash de I'*

2. Si X* esta en L*, X* domina débilmente por riesgo a todos los demas
equilibrios de Nash de IT'* y domina fuertemente por riesgo al menos a aquellos

equilibrios que no son intercambiables con X*;

Para que la definicion en el caso b sea valida es necesario garantizar que L y L*
sean no vacios y que cada recombinacién de dos equilibrios de Nash que pertenezcan a

L* también pertenezca a L*.

El segundo corolario que se menciona al final de la seccidn anterior garantiza que
L y L* no son vacios. Por otro lado, el tercer corolario asegura que, si un solo equilibrio
de Nash domina débilmente por riesgo a los demis entonces los conjuntos L y L*

constarian de ese solo equilibrio que satisfaria ambas soluciones Vy T.

Pero existen dos o mas equilibrios de Nash que dominen débilmente a tedos los
demis, entonces puede pasar que ningitn subconjunto no vacio L { o L*) va a satisfacer

la definicion de ta solucion V (o la definicién de la solucién T respectivamente).

En tales casos este criterio no permite a los jugadores escoger entre los
equilibrios de Nash alternativos. Se dice que el juego esta en un punto muerto cntre los
puntos de equilibrio. Sin embargo tales situaciones de punto muerto pueden ocurrir sélo en
casos especiales, que representan un conjunto de medida cero en el espacio de todos los
posibles juegos no cooperativos finitos. Y debido a ello, dejaremos aqui este problema, los

interesados en ver como lo resuetve Harsanyi pueden consultar su articulo.
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Para terminar este capitulo estudiemos las soluciones de Harsanyi de algunos juegos

especiales.
2%  Soluciones V y T de algunes juegos

Juegos cuya soluciones V y T es el conjunto de puntos maxmin

Proposicion 2.9.1

En i juego 2x2, sin equilibrio de Nash en estrategias puras, la solucion Vy la sofucion T

constan d el conjunto de perfiles de estrategias conservadoras o purfos minmax.

Demestracion:

(a..5,) (a,, bu)}

El juego puede expresarse con la matriz [ ( ,
& bzl) (a:zv bzz)

con 4, —a, -0, +a, 0, b, —b,—b, +b,#0.

El tnico equilibrio del juego es de la forma
(X, &)=

bzz — b?] b“ - biz
bn —blz _‘bzl “”bzz bu “blz _bZI "‘bn

ay — 4 a, —dy

(

X0

r
ay — Gy ~ 0y +ay G, — 0y —a, +ay

Sea a= (o, —a,—a, +a,}y b= (b, —h, - b, +4,,), entonces
Sy 1

Ui & L X7 = w ((by, _b.’!l)(all _axz)an + (b, - bzz)(an _“21)[’12 +

(b - blz)(azz - a;:)azl +

i |
(3, -b,z)(a” _azl)azz )=;‘5((bn —by, —by +by, )(an“li _alza:i))=‘c; (az_,a“ “alzazl)="l-

Andlogamente se demuestra que £ (X', £ )=,
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Entonces el juego no tiene equilibrios rentables, I'+ es vacio y las soluciones Vy T
son el conjunto de perfiles de estrategias conservadoras.

Q.D.

Para algunos de estos juegos 2 x 2, el equilibrio esta formado por estrategias
conservadoras, en cambio para otros no. En los primeros, la solucion seria el equilibrio, en

los segundos la pareja de estrategias conservadoras,

Proposicion 2.9.1

SiT" esun Juego Exhaustivo, tanto la solucién V, como la solucién T son el
conjunto de equilibrios de Nash que estan formados por estrategias conservadoras, para

cada jugador.

Demostracion,

En el capitulo 1, se demostré que en todos los equilibrios de MNash de un juego

exhaustivo, cada jugador gana su maximo asegurable.

Por lo tanto no existen equilibrios rentables y las soluciones V' y T son el conjunto
de perfiles de estrategias conservadoras.

Pero también se demostré que en estos juegos, cada perfil de estrategias
conservadoras forma un equilibrio de Nash, por lo tanto las soluciones V y T son un

conjunto de equilibrios de Nash.

Q.D.
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Los Juegos simétricos 2x2.

Los resultados que obtiene Harsanyi en los tres tipos de juegos simétricos son los

siguientes:

Consideremos el juego simétrico 2 x 2

(a, a) (b, ¢}
(c.b) (d, d}
L Juegos con una estrategia dominantes (a-c){(d-b) <0.

Si (a-c)d-b)<o0,

Entoncesa<c yd>b o a>c yd <b

ler Caso. Sia<c y d > b, el inico equilibrio del juego es (d, d) que es dominante.

2do. Case.Sia>c¢ y d < b, el inico equilibrio del juego es (a, a} que también es

dominante.

No se construye ningin juege reducido puesto que solo hay un equilibrio en el

juego en cada caso.

IL Juegos de coordinacion. (a > ¢) ¥ (d > b).

Tanto (g, a) como (d, d) son equilibrios del juego, entonces

Paso 1. No se borra ninguna estrategia

Paso 2. No se borra ninguna estrategia
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Paso 3. A= {(1, 1), (2, 2)}. No se puede construir A (i), i=1, 2.

Paso 4 y 5. Redefinimos los pagos E*(X; A) = (a, a), E*(¥Y; A) = (d, d), no se puede

aplicar la dominancia estricta pero aplicaremos la dominancia simple, entonces

Caso 1, Si E*(X; A) > E*(Y; A) se borran las estrategias (2, 2) y el equilibrio (1, 1) es la

solucion del juego.

Caso 2. Si E*(Y, A) > E*(X; A) se borran las estrategias (1, 1) y el equilibrio (2, 2) es la

solucion del juego.
IIl.  Juegos con equilibrio simétrico dnico en estrategias mixtas (a<c¢)y(d <b)

Los equilibrios del juego son (b, ), {c,d) y el equilibrio en estrategi.as mixtas R
=(b-d){(c-~a+b-d)1-(b-d)Ac-a+b-d))

Paso | y 2. No se borra ninguna estrategia.

Paso 3. A={(2, 1).(1, 2)}. E*(X; A) = (¢, b), E*(Y; A)= (b, c). Se borran las estrategias
mixtas porque estdn dominadas estrictamente, el valorde ((b-d) /{(c -a+b - d) se
encuentra entre cere y uno y cuealquier numero entero multiplicado por este valor es menor

o0 igual a ese numero , es decir

E*(X; A)> E*R; A) y
E*(Y; A)> E*R; A)

Dependiendo de los valores de b y ¢ se aplican los pasos 4 y 5 para seguir

construyendo el juego reducido y aplicar la definicidn de relaciéon riesgo dominancia

primana y conocer cual es la solucion del juego.
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CAPITULO 3
SELECCION DINAMICA DE EQUILIBRIOS DE NASH
EN JUEGOS SIMETRICOS 2 X 2

3.1 Planteamiento del problema.

El enfoque de Harsanyi y Selten para la seleccion de equilibrios, expuesto
anteriormente, resulta normativo, en cierto sentido, ya que no describe la forma de
comportarse que tendrian los participantes en un conflicto, ni la de corregir este
comportamiento, sino que establece una serie de criterios matematicos que debe cumplir un
equilibrio de Nash, para ser considerado solucion. Necesita, por eso mismo, supuestos muy
fuertes de racionatidad de los involucrados. La verdad es que estos mismos defectos los
tiene el concepto de equilibrio de Nash que es el concepto de solucién en la Teoria de
Juegos No Cooperativos, a pesar de que esta teoria pretende describir como se

comportarian jugadores reales.

El segundo enfoque de seleccion de equilibrios de Nash que nos proponemos
exponer en este trabajo, esta situado dentro de los llamados Juegos Evolutivos. Con éste, se
trata de subsanar el problema anterior, no sdlo para responder cuales equilibrios serfan
seleccionados por jugadores “reales”, sino que, al mismo tiempo, pone a prueba si la ley
natural del conflicto consiste en que los jugadores tienden a actuar en algin equilibrio de
Nash, Este enfoque tedrico fue introducido en la Biologia, especificamente en 1a Teoria de
la Evolucion, por Maynard Smith y de alli fue trasladado a las Ciencias Sociales, en

particular a la Economia.
Empezamos la exposicion de este enfoque, siguiendo a M.Kandori, G.J Mailath vy
R.Rob [1993], con los juegos mas simples, es decir los juegos simétricos dos por dos, para

después generalizar las ideas a cualquier juego rectangular finito

Supondremos que hay una poblacion N, con mas de dos elementos que estan

enfrentados en dicho juego, a lo largo del tiempo, v estudiaremos la evolucion  del
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comportamiento de los miembros de N, al ir utilizando su experiencia. Los miembros de N
tienen las caracteristicas de personas reales, es decir tienen muchas limitaciones, por
ejemplo de informacion y de capacidad de calculo, pueden tener, ademas, fuertes inercias
que dificultan el cambio, etc. Pero, a pesar de estas limitaciones, ellos aprenden. El
aprendizaje provocard una dinimica que conducird a la poblacion a ciertos patrones de
conducta que cuando se alcanzan, ya no se abandonan, ;Que relacidn tienen estos patrones
de conducta con los equilibrios de Nash? ;qué relacion tienen con los equilibrios

seleccionados por Harsanyi y Selten en un juego simétrico 2 x 27,

3.2 Kl modelo

Considérese un juego simétrico 2 x 2, es decir, ({1, 2}, {Dj} j=1,2, @), con
Di=D; = {s1, 52} y @i(8i %)= 920 5,5 ), 0 5 % )= 0u( s, 8i), parai=1,2 y k=
1, 2. Ademis tenemos una poblacion N = {}, 2, __, n}, n> 2. Dos miembros distintos de N

seran escogidos al azar para levar a cabo partidas de! juego.

Cualquiera de los juegos simétricos 2 x 2 se puede describir con una matriz de la forma

51 Sz

$ (a,a) (bc)
s:{ (cb) (dd)

cona, b,cydeRy
@(s1, 51)=(a, 2), p(s1, $2)=(b, ©), P{s2, 51)=(c, b), O(S2, 52)7(d, d)

Como deciamos, no se asume que los miembros de N sean tan racionales o sabios
como para anticipar correctamente las elecciones de ios otros jugadores. Cada jugador
escoge, en cada periodo, una estrategia “Optima”, desde el punto de vista de sus creencias
acercz de su ambiente. Las dinimicas de aprendizaje que apareceran son estacionarias, es

decir de tal manera que el resultado del proceso de aprendizaje sea semejante cuando se
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enfrenta a las mismas conductas sociales, sin importar el periodo en que se encuentre. Las
creencias se forman observando lo que otros agentes han hecho en el pasado. Las
siguientes caracteristicas pueden aparecer, total o parcialmente, en las diversas dinamicas

de aprendizaje.

1 No todos los agentes necesitan reaccionar instantaneamente a su ambiente (hip6tesis
de inercia)

1L Cuando los agentes reaccionan, lo hacen de forma miope ( hipdtesis de miopia)

IIl.  Hay una pequefia probabilidad de que los agentes cambien sus estrategias

aleatoriamente (hipdtesis de experimentacion, de equivocacion o mutacién)

Las observaciones de los jugadores son imperfectas, su conocimiento de come los
pagos dependen de los perfiles de estrategias puede requerir un esfuerzo excesivo ¥
cambiar la estrategia puede ser costoso, 0 quiza existan miedos al cambio, la presencia de

inercia es sugerida por la existencia de tales incertidumbres y ajustes de costos.

Entonces, quiza solo hay una pequefia fraccion de miembros de la poblacién que
cambian sus estrategias simultineamente, y cuando lo hacen, actian en forma miope.
Ellos saben que solamente un pequefic segmento de {a poblacion cambia su
comportamiento en un punto y tiempo dado y, por lo tento, las estrategias que probaron ser
efectivas en el presente es muy probable que permanezcan efectivas por algin tiempo en el

futuro.

La segunda caracteristica supone que las personas en conflicto son comunes y
corrientes, es decir miopes, no genios sabelotodo, por lo que usan mucho la imitacion. El
mundo es un tugar muy complicado y los agentes no pueden calcular las mejores respuestas
a su ambiente. La gente aprende que ciertas estrategias son buenas, observando que le han
servido a otra gente. El supuesto de la miopia se basa, ademas, en que las personas no
pueden tomar en cuenta las implicaciones a muy largo plazo de sus elecciones de

estrategias, asi los agentes actiian como si cada etapa del juego fuera la Oltima.
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Por dltimo la tercera caracteristica es que las personas cometen errores y tienen

deseos de experimentacion, por €sos no se ajustan estrictamente al proceso de aprendizaje.

El proceso o dinamica de aprendizaje transcurre en el tiempo, el cual se considerard
en forma discreta, es decir t =0, 1, ... En el periodo t, cada miembro de N escoge una de sus
estrategias, {a que utilizard al participar en numerosos conflictos (partidas del juego) que

le tocara jugar, en dicho periodo, al ser seleccionado al azar como uno de los competidores.

<Que es un estado del conflicto en un periodo?.

Por un estado del conflicto, en el periodo t, entendemos una seleccion de una de sus

posibles estrategias por cada miembro de N.

Es decir, un “estado del conflicto en ¢l periodo t” describe cuantos miembros de la
poblacion eligieron la primera estrategia y cuantos la segunda, es claro que si decimos que
q personas escogieron la primera estrategia y hay n personas dentro de N, entonces, n-q

escogieron la segunda, Entonces establecemos la
Definicién 3.2.1
Un estado z del confiicto, en el tiempo t, es un elemento del conjunto {0, 1, .., n}.
Observacion 1 Un estado no distingue quiénes eligieron la primera estrategia y
quienes la segunda, sino solo cuantas personas eligieron cada una de ellas. Por ejemplo, el
estado 1, puede tomar, entre otras formas, las dos siguientes, 17 ) Sélo Juan escoge s,
mientras que todos [os demas escogen s;, 2°) solo Pedro escoge sy, mientras que todos los

demas escogen sz,

Observacion 2: Al estado z le asociamos la estrategia mixta (z/n, (n-z)/n) y el perfil z
={(z/n, (n-z)/n), (z/n, (n-z)/n}).
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Al principio del periodo t, cada jugador escoge su estrategia pura para todo el
periodo  esto es parte de la hipotesis de inercia), quedando determinado el estado z, Los
jugadores evaluarin, en forma miope, la conveniencia o no de seguir con la misma

estrategia 0 de cambiarla, de acuerdo a como funciond ésta en el periodo anterior,

Supongamos que z es el estado del conflicto en un periodo, y un miembro de N ha
escogido la estrategia s; para el periodo t y ha jugado un nimero muy grande de partidas,
con dicha estrategia; tendrd, entonces, un pago promedio esperado. Este pago esperado es
el mismo que el de un jugador que, en €l juego simétrico 2 x 2 que estamos estudiando,
hubiera escogido la estrategia pura s, mientras el jugador contrario ha escogide la

estrategia mixtaz, QO seaE; (z | s)=Ei G ) cone'=(1,0)y e’= (0, 1). Recordemos,

Eiz|si)=(_ z)a+ {n—-2)b y

n n

Exzls)=_2z c+(n-z)d

n n

Supongamos que en el periodo t, se ha establecido el estado z, a través del
aprendizaje miope de los miembros de N, se pasaré a otro estado z,,, Esto ¢s, s¢ establece
una dinimica de aprendizaje, a la que podemos describir con una funcion b: Z 27,

Z, .17 b(z)
Las dinamicas que usaremos son estacionarias, como dijimos, en el sentido de que

independientemente del periode que se presente ¢l estado z, €ste tendra la misma imagen
bajo b.
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Dindmicas Parwinianas

Exigiremos a b que cumpla una propiedad que provoque que las mejores estrategias
estén mejor representadas dentro de la poblacién, en el siguiente periodo. A dicha

propiedad se le llamarad Darwiniana, formalmente:

Defipicién 3.2.2
La dinamica de aprendizaje b tiene la propiedad Darwiniana (D), si

(D) Parazdistintode 0y den,
signo (b(z) — 2) = signo (E(z | s1) ) - Eiz | s2)),

b(0) >0 si Ei( 51, 82) *Ea(s2, 52),

b(0)=0 i Ei(si, 52) < Falsz s2),

b(n)<n si Ei 51, 51) < Eu(s2, 51)
y b(n)=n s Ei(s1, $1) > Ei(s2, 51)

La anterior definicion indica que si el signo de (Ey(z | 51} )- Ei(z | s2)) es positivo, en
el siguiente periodo habrd mas gente que atiliza s;, porque también es positivo el signo de

b(z) — z. Analogamente para los otros dos casos.

zt = 0, significa que nadie escogid sy, ent, si Ei(z | s1) > Ei(z | s2), la propiedad
Darwiniana exige que 2.1 > 0, es decir que algunos miembros de N, la escojanent + |;
en cambio, si {Ei(z{s1) ) - Ei(z | 52)) < 0, como nadie puede abandonar s;, ya que ninguno
la habia escogido, en t + 1 seguiran siendo cere los miembros de N que escogen esa

estrategia. Ocurre algo semejante cuando z=n.
Definicion 3.2.3

z en Z es un estade estacionario de b, si €s un punto fijo de b, es decir
b(z)=1z.
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Proposicién 3.2.4

z es un estado estacionario de una dindmica Darwiniana b, si y solo si z es un

equilibrio de Nash de (K, {Dj}. ¢).

Demosiracion.

Como b es Darwiniana, si b(z)=z, entonces paraj =1, 2, Ej{z | 5;) ) < Ej(2), parai=
1, 2, entonces z es un equitibrio de Nash.

Por otro lado, si z es un equilibrio de Nash, para j=1, 2, Ej(z | s;) ) <Ej(z), parai=|,
2 y entonces, b{z) = z

QD

Observacion: Los estados estacionarios representan estados importantes porque al
ltegar a ellos, la dindmica de aprendizaje ya no empuja a nadie hacia otro lado. Ademas de
los estados estacionarios, otros subconjuntos de estados que ya no son abandonados son los
ciclos. En general de lo que se trata es de detectar una coleccion de subconjuntos de estados
que tengan la propiedad de que, bajo la dinamica de aprendizaje, al llegar a ellos ya no se
sale y que desde cualquier estado se llegue a uno de estos subconjuntos. Este tipo de
subconjuntos representan patrones de conducta socialmente aprendidos. Ya determinados
estos patrones de conducta, buscaremos alguna forma de discriminar entre ellos, para

localizar tos que tienen una probabilidad de prevalecer.

Una dindmica de aprendizaje particular que se usara es la de mejor respuesta o

réplica. Serd denotada por B y esté definida por la regla
n si El( Z._t S]) > E](& | Sz)

B(z)=% z si Ei(z|s1)=Ei(z]|s)
0 si Eizis))<Edz]|s)
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Que se podria considerar como una dinamica de “panico”, es decir, todos “corren” a
escoger la primera estrategia (estado m), si ven que les iria bien con esa estrategia y salen

“huyendo”, si ven que les iria mal (estado cero).
Proposicidn 3.2.5
B cumple con la propiedad Darwiniana,

Demostracién
B(z)>z o B(z)=nyzdistintoden < E;(zs1) > Ei( z s 2} y z distinto de n.
B(z) <z <> B(z)= 0y z distintode 0 <> Ey( 2 [s 1) <Ei( z[s 2) y z distinto de 0.
B(z)=zyzdistintode 0 yden < E|(2|s ) =El{ z|s z) y z distinto de 0 y distinto
den.
Ademas B(0) = 0 < Ei(s, 52) € Ei(s), 52) v
B(n) =n < El(s), 51) 2Ei(sz, s1}.

Por lo tanto, si z distinto de 0y de n, entonces
sign (B(z)-z} =sign (E:«(z[s ) -Ei(z]s 2))

z=n B{n)<n si Ei(s1, 51) <Ei(s3, 51)
y B{n)=n si Ei{s1, s1) 2Ei(s3, s1)
B(O) >0 si E[(Sz, 52) > El(S], 52)
y B(B)=0 si Ei(s1, s2) < EI{s3, 52).

Es decir B cumple la propiedad Darwiniana

QD
Damos a continuacidon un ejemplo de una dinamica, también darwiniana, pero
donde el cambio de estrategia, por parte de los de los miembros de N, es mas gradual,

pues existe inercia:
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para z distinto de Oy n

z+1, 51 Efzl|s)>Ei(zis1)
B'(z) = z, si Ezls)=Ezls2)
z—-1, s Ei(zis ) <Eizls2)
paraz=n
B'(n)=n si Ei(s1, 51) ZEi(s2, 51}
B'(n)=n-1 si Ei(s1, 51) <El(s3, 81)
BY(0)=0 si Ei(sy, 52) <Ei(s2, 52)
B (0)=0+1 si Ei(st, 52) >Ei(s2, 52)

Proposicién  3.2.6,

B’ es darwiniana.

Demaostracion.

B(z)>z<>B(z)=z+lyzdistintodeno Elz]|s ) >Ez(s2)

y z distinto de .

B(z)<zoB(z)=z-1yzdistintode 0 E|(z(s ) <Ei(zis2)

y z distinto de 0.

B(z)=z y zdistintodeOyden<>Ei(z|s1})=Ei{zl|s3)
y z distinto de 0 y distinto de n.

Ademds B(0) =0 ¢ Ei(s;, sz) <Ei(s, 82) y
B'(n} = n < Eilsy, 51} > Ey(sz, 51)

Por lo tanto, si z distinto de O y de n, entonces

Sign (B'(2) - z) = sign (Ei(z s 1) - Ei(z[s2)) ¥
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Siz=n,

B'(m<n o Ei(si, s1) <Ei{sz, s1) ¥
B'(n)=n o Ei(s1, 51) 2 Ei(sz, 51
Siz=0,

B'(0)>0 si Eifsi, 52) >Eifsz, s2) y
B(0)=0 si Ei{s1, s2) <Eisa, 52).

Por lo que cumple con la propiedad Darwiniana.

QD
Ejemplo 1.
Juego simétrico 2 x 2 de coordinacion.
Sea
(22) (0,0}
(0.0) (LD

con una poblacién n=11

y la dinamica

b(z)

Los puntos fijos de b son tres 0, 11 y 11/3. Este gltimo no tiene sentido como
estado, mientras que O y 11, ademas de ser estados, los perfiles de estrategias

correspondientes son equilibrios de Nash. En esta dinamica no existen ciclos.

Es interesante construir una digrafica para representar el proceso de aprendizaje,

para o que definimos:
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Definicion 3.2.7,

Dado un juego simétrico 2 x 2, una poblacién N y una dindmica Darwiniana b, la

digrafica asociada al proceso es

(V,A), donde V=Z y A={{(x,y) e ZxZ|b(x}=v}.

Con esta digrafica se pueden estudiar los “patrones de conducta socialmente aprendidos™.

Para el gjemplo 1 tenemos:

P S

C0e1 2 3

4 5 6 7
N*

8 9 10 51D
— >

Nuestros patrones de conducta buscados son C; = {0} y C; = {11} que representan a los
dos equilibrios de Nash en estrategias puras que son de los puntos fijos de b. Si la
poblacién fuera de 12 miembros, apareceria como otro de estos patrones [4} que

representaria al equilibrio en estrategias mixtas ((1/3, 2/3), (1/3, 2/3)).

Ejemplo 2

Juego sin equilibrios de Nash simétricos en estrategias puras.

an G.2)
(2,3} (0,9

con una poblacion N = 8

suponigamos que se mueven con la dindmica de lento aprendizaje
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z+ 1 si z<6
b(z) = z si z=6

z-1 si Z>6

El unico punto fijo de b es 6 y no hay ciclos. La digrafica asociada es:

C6e—— Ta—— 8

El unico patron de conducta que obtenemos es {6} que corresponde al equilibrio
en estrategias mixtas ((2/3, 1/3), (2/3, 1/3)) que si es simétrico. Si para el mismo juego y la
misma poblacién, tomaramos como dinimica de aprendizaje la de mejor réplica,

tendriamos ademas del punto fijo 6, el ciclo {8, 0}.

El contexto que hemos establecido, hasta ahora, es el una poblacion inmersa en un
conflicto, compuesta con personas de carne y hueso que son limitadas en cuanto 2 su
conocimiento de la situacion en que se encuentran, también en cuanto a su capacidad de
encontrar decisiones optimas, pueden fener miedos y otros motivos que producen inercia
para cambiar su forma de actuar y sin embargo aprenden con su experiencia y la de sus
vecinos a medida que transcurre s¢ desarrollan enfrentamientos diversos a lo largo del
tiempo. Hemos detectado, en estas condiciones, ciertos patrones de conducta sociales que
son producto del aprendizaje, pero ain no sabemos si algunos de ellos tienen mas
probabitidad de perdurar o estar mas presentes como conductas acostumbradas de la
poblacion estudiada. Como se hace en otros contextos tedricos sometamos a prueba la
fuerza de los patrones de conducta que hemos localizado, perturbando la situacion,

metiendo ruido. Este ruido se ocasionard por pensar que la gente se equivoca y tiene deseos
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de salir de la rutina que le marca el aprendizaje, experimentando, también puede haber
cambios externos no previstos. En el terreno de 1a biologia, en el que apareci este enfoque

de los juegos evolutivos, este ruido representa €l concepto de mutacién.
3.3 Errores, Experimentos Mutaciones

Hasta ahora s6lo han aparecido las hipotesis de inercia y miopia, pero deciamos que
las personas que componen la poblacion también se equivocan o experimentan.
Supongamos que, por ejemplo, cada miembro de fa poblacién N, a través de un volado
escoge su estrategia s;, pero, con probabilidad 2e, e positiva y menor que un real a, es
reemplazado por otro miembro de N, en cada tiempo t, {(de tal modo que ¢l nimero de
elemento de la poblacién se mantiene fija). El nuevo participante no sabe nada del juego y

simplemente escoge cada estrategia con igual probabilidad.
Con esto obtencmos una nueva dindmica, que es una perturbacién de b.

El nuevo conjunto de estados serd el de las distribuciones de probabilidad en Z, es

decir el simplejo unitario n- dimensional Q.
n+l a
Q={geR \q,- 20y _Zoqi=l}-
I=

Ei sistema dindmico perturbado consiste en una cadena de Markov definida en el
espacio de estados finito Z ={0, 1, 2, ..., n]. Las probabilidades de transicién estin dadas

por
py(e) = prob (Zz 1 =iz =1)

que se refiere a la probabilidad de que se pase del estado z,, donde 1 miembros de

N escogieron 8 en t , al estado z.,; , donde j miembros de N, la escogieron ent+ 1}

ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLICTECA 7



P (€)= [p;} es la matriz de Markov.
La nueva diniamica o dindmica perturbada sera P(g):Q—Q.

A la dinamica original, sin perturbar, también la podemos representar con fa matriz

de Markov P(0), £ =0, de la siguiente manera:

L sib()y=j
P!f(o)_ {0, sibf)# j

Supongamos que para £ > 0, todos los términos de P {(g) son estrictamente positivos,
asegurando que hay una probabilidad positiva aunque sea muy pequefia de que los agentes
cambien de cualquier estado i a cualquier otro estado j. P (g) seria no negativa,

irreducible, aperiddica y los términos de cada renglén sumarian uno.
Definicidén 3.3.1

Una distribucién estacionaria (o invariable) es un vector renglén p= (i, fy, ...co... ,

) € Q satisfaciendo p(e)P(e) = p(e)

Los resultados de Perron Frobenius , que enunciamos a continuacidn, van a asegurar
que las matrices P(g) tienen una unica distribucién estacionaria y que esta tiene una

importante propiedad de estabilidad.
Teorema (Perron-Frobenius)

Si A es una matriz cuadrada de orden n, no negativa se cumple:
a) Sia es el valor propio de A de mddulo mayor, entonces oo es no negativo y tiene

asociado un vector propio x no negativo, es decir, Ax =aou.

. ) <
b} n:fnZaﬂ. fa s quxZa,j y mj{n Zaij fa< mfchal.j .
¥ i i i



¢) Si A esunamatriz cuadrada de orden n, nonegativa e irreducible,
i) o ¢s positivo y tiene asociado un vector propio x positivo.
it) Si existe B valor propio de A no negativo que tiene asociado un vector propio
no negativo « =
iii)  Si Ay =ay, entonces y = cx, con ¢ un real
d) Si A es una matriz cuadrada nonegativa, de orden n, irreducible y aperiédica (primitiva),

entonces para todo vector y no negativo en R", se cumple que lim A'y/¥ ;= x/ Z.tj
14—

Entonces se tiene respecto a todas las matrices P(g), cuando £ > 0

Proposicion 3.3.2.

Para cada € en (0, a], P(g) tiene una distribucién estacionaria Unica p.(g), es decir

u(e)P(e) = p(e).
Demostracion.

P(g) es una matriz cuadrada no negativa e irreducible, entonces tiene un valor propio
positivo o (\inico) y un vector propio (inico excepto escalares) X > 0 asociado a o, es
decir

xPle) =ax

Ademas,

(x P(e)YExi = (a %)/ IXi
Sea p.g)=x/Ex;
entonces

pe) P(e) = o p.(g).

Por otro fado, como o < max Zj=¢ Ny pij(e) = max {1, 1, 1,.., 1}

y, también
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o >min Zg=o,5 P () =min {1, 1, 1,...., 1}
entonces

1=min Z=o,n py{€) < o < max Zgaon Pi=l
porlotantoa =1

entonces

u.(e) P (e)= n.(e).

Como la matriz es irreducible, p.(g) es dnico y tiene todas sus coordenadas
positivas

Q.D.

Observacién P(0) es también una matriz no negativa, por lo que también por los
resultados de Perron Frobenius podemos asegurar que tiene al menos una distribucién
estacionaria, sin embargo como no es una matriz irreducible no se garantiza la unicidad. No
es dificil darse cuenta que las distribuciones estacionarias de P(0} corresponden a los
patrones de conducta socialmente aprendidos, tanto los puntes estacionarios como los
ciclos. En estos iiltimos, la distribucién estacionaria tiene coordenada cero para los estados
que no pertenecen al ciclo y 1/k para las que si pertenecen, dende k es el numero de estados

del ciclo, es decir todos los estados del ciclo tienen la misma probabilidad.

Proposici6én 3.3.3

Para cualquier q € Q, q(P(e)) ' ~ p.(e) sit— o,

Demntostracion.
La matriz P(£)} es primitiva, por lo que se cumple ta propiedad mencionada

Q.D
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Los resultados anterieres, nos dicen que la introduccién de choques estocasticos
produce una estabilidad global. w.(2) que puede ser interpretada como la proporcién de

tiempo que la soctedad pasa en cada estado.

Denotaremos como ¢;; a la velocidad de convergencia a cero del término ij de la

matriz P(g), cuando ¢ tiende a cero, es decir
pij (©)= 0 (7).
Proposicién 3.3.4.
ci=IbGi)4 |
Demostracion

La probabilidad de pasar del estado 1 al j tiene la forma

minl i N=50) ( (i) )[ N-— b(l’)] By 2k N+ j-b{i)-2k
pif = . . x 1-¢
H k-m«(;z'-b(.').o)[b(’) +k—jNKk & ( )

Si dividimos el polinomio entre ¢ 12! ohtenemos un polinomio que converge a un

nimero cuando € tiende a cero, en cambio si dividimos entre una potencia menor de

polinomio resultante seguiria convergiendo a cero. Por lo tanto ¢;; = | b(i)- |

£ el

QD

Es decir, ¢;j 1a resistencia de pasar de un estado { a otro j o costo de transicidn (i— j)

puede ser interpretado como el grado de mutacidn requerido para transitar de 1 aj. Ya que

en ausencia de mutacidn, b(i) seria el estado alcanzado después de i, ¢l ntimero minimo

de elementos de N que tiene que equivocarse, para pasar de i a j, en vez de hacerlo a b(j) es

Ib(i) - I
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Construimos una nueva digréfica, ahora asociada al proceso con errores, que le
llamaremos la digrifica perturbada, ademas ponemos un peso o costo a cada uno de los

arcos de ella.

Dada una poblacién N, un juego simétrico 2 x 2, proceso de aprendizaje by un
sisterna de perturbaciones regular {c}, la digrifica perturbada asociada es(V/, A), con

V=2 y A=Vx V.

Para cualquier arco (i, j), ¢; es el costo de transicién de i a j. Cualguier arco de la

forma (i, b{i)) tiene costo (c;, b{i) = 0)

Dentro de la digrafica perturbada, nos interesan “los mapas” que indican como
alcanzar z desde cualquier estado, sin pasar por cada uno de ellos mas de una vez y el costo
relacionado con dichos mapas. A estos mapas se les llama z-drbol y damos a continuacién
la definicién formal.

Recordemos que una trayectoria que une a z con z° es una sucesidn de nodos
{Z1yemrene: y L), talque zi=2z,z,=2" y (%, 2i+1) € A, para i=l, ..., s-1 el costo de una

trayectoria es la suma de los costos de sus arcos.

Si existe una trayectoria de costo cero que une al estado x con el estado z, decimos

que X estd en la cuenca de z y lo escribimos como x € C (z)

Definicion 3.3.5.

Para toda z € Z, un z — arbol h es una subdigrafica de (V, A) tal que desde

cualquier vértice z’ distinto de z hay una (inica trayectoria que unec a z’ con z.

Denotamos como H; al conjunto de todos los z — arboles
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El costo total de transicién desde todos los estados hasta z de acuerdo con un

drbolhes jyen Cj y lo denotamos como c(h).
Definicién 3.3.6

El potencial del estado z, v, es el minimo costo total para tlegar a 2, es decir

v, =min £ (i.jye hbe Hz |b(|) _.}l
La forma de p.{¢) queda establecida en la signiente proposicidn:

Proposicion 3.3.7.

> Trsle)

hel, (v 3k

Hz(e)= S 1176

62 hel, (v, y)ek

Demostracion.

Sea 4= X (e Ha) H(x.x‘)eh Py (‘3), Y q= (C[o, Qs ooveny q“)

P.D. qP(s)=q

(@P(e)): = Zueny QxPxzfe) = Q:Pufe) + Zuin  Qx Piode)

Zom P8 = Zoa Puel®) £ aeno Hipyien Py (€)

= E(xiz) sz(g) E(hqlh) n(ty.y'lehl Pyy‘ (E)

=X inG; PoulE)
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=q: Ly Pule)

= g1 — Px(e))

=4q; - q; Px(€)

QPE)+ ey QuPofe) = 4Pnle) + q:- q.Pxle) = q.

por lo tanto
qPe)=¢q
ahora
(q/Zq.)P(e) = (1/Zq,)qP(c)
=(1/Zq.)q
= p{e)
por lo tanto
we)=q/ Zq,,

Q.D

Se examinard ahora el comportamicnto en el largo plazo dc las distribuciones
estacionarias de P(e), cuando la probabilidad de mutacion es baja, es decir, cuando & tiende
a cero. Sin embargo pediremos algo maés al sistema de perturbaciones de lo que hemos
pedido hasta ahora, para poder disponer de un teorema que nos dard luz sobre las
distribuciones estacionarias, cuando el ruido producto de las equivocaciones no es muy

grande.
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Definicion 3.3.8

Un sistema de perturbaciones {P(e)}, «(0.a] €S regular, si para cada ¢ € (0, a), P(e)

es irreducible y primitiva, {P(¢)} converge a P(0) cuando e tiende a cero y para cada pareja
de estados (i, }) existe r tal que el limite de gt P; (g), cuando € tiende a cero, existe y es

positivo.

A nuestro sistema de perturbaciones le habiamos pedimos gque cada P(g) tenga
teminos positivos, eso determina que se cumpla la primera condicion de la regularidad, es
decir cada P(g) es irreducible y primitiva, tenemos que pedir que cumpla también ias otras

dos condiciones. Es claro que rjj es c= b ~ il-
Definicién  3.3.9.
La distribucidn limite p* es el limite de pt(g), cuando € tiende a 0.
Tenemos que demostrar que esta distribucidn limite existe y con base en ella
definiremos nuestro concepto de equilibrio a largo plazo.
Definicion 3.3.10

z e Z, es llamado un equilibrio de large plazo, sila coordenada de la distribucién

limite correspondiente a z es positiva.

Un caso particular del teorema de Freidlin y Wentzell establece que la distribucién
limite existe y que los estados que reciben peso positivo bajo pu* son aquetlos en los que las
z-coordenadas de {p{e)} convergen a cero a la tasa mds baja. Si s6lo existe un estado z que
cumple dicha propiedad, fa distribucién limite serd un vector candnico cuya coordenada

uno corresponde a ese estado.
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Teorema 3.3.11
(Wentzell y Freidlin.)

Sea P(0) una cadena de Markov estacionaria definida en un espacio finito de estados
Z, {P(€)}« < (0. o) una perturbacion regular de P(0) y p(e) la tinica distribucién estacionaria

de P(¢), para cada £ positivo, entonces:

i. El limite de {u()} existe, cuando € tiende a cero. Denotemos como | a ese
limite,

. . - - .
il. px >0slysolosixestal que min vz=vx.
el

Demostracién.

Definamos y: Z—R, como y(z}=min Z; ;s cnnem: i b(i) —j|

ysea 1* =min, 1z)
Y

> [1este)

heH, {y. yieh

22 [lp,le)

x€Z heH, (y.y)ch

7Y [lr,(e)

heH; (y.y)eh

22, &7 []p, ()

xaZ hatf, . y)eh

Recordemos que pz(e}=

Escribamos a pz{g), como y estudiemos el comportamiento de ¢

I M py(e), cuando € tiende a cero.

Consideremos primero que h es un z — drbol con costo mayer o igual a ¥(z) y pensemos en

la siguiente igualdad

(a) e g netiz L] uyyen Pxy (B} = € c®-ry etz Ll g ypen € ) Pxy(E)
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como el sistema de perturbaciones es regular, se cumple,
(b) limge oy € —r{x, ¥} P2} > 0 Y yeh

Veamos que sucede para arbotes con costo mayor que y* y para los que tienen costo igual a

dicho valor.
si c(h) 2y(z) > v* sesiguede{(a) y (b) que
limy, Loy € i o yyen Pry (8) = limeng € e-rt Mipen € e y) Pyy(€)

=limg . & “™ 7 limg gy Mo e € 7Y PrylE)

=0(limean Tapae ™ Pyle)

c) Cuando el costo de un arbol es mayor que y*,

lm o€ 7T P, (£)=0.
En cambio, si c (h) = y(z) = v*, tenemos de nuevo,
lim on € 7 1 Py (€)= limy o ™" Tl ™Y Pofe)
= liMy; o) E o limyg g [laypen € ) Pute)
= limg oo L(limg 2o 20z (0 aof B Py(e)) >0

=S1{limMy ey Z My pent ) Pu(e)) >0
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d) Cuando el costo de un arbol es igual a y*,

lim e Y TI Py {e)>0.

Entonces de c y d cbtenemos que lim > Y &7 ] p,, (€) es positivo, ya que al menos
=0 x€Z helf, (¥ y)ah 7

un irbol tiene costo igual a y».

Por lo tanto, p* el limite de { pz(e)}, cuando ¢ tiende a cero, existe para toda z

Y
hm (--W)l‘lz(e) = 0: Si ‘Y(Z) > Y*
im ey oMa(e) > 0 si y(z) = v*
Por lo tanto la coordenada n*, es no negativa si y sélo si  z es un estado de costo
minimo.

Q.D.

El teorema en cuestion nos dice que los estados de menor potencial forman el
conjunto solucion de equilibrios a largo plazo. Intuitivamente se puede conjeturar que
dichos estados son nodos de alguno de aquellos subconjuntos especiales de la digrafica
asociada al proceso de aprendizaje. Estos subconjuntos corresponden a distribuciones
estacionares de la matriz P(0), es decir, la intuicidn nos dice que n’ es una distribucion

estacionaria de P(0). Todo esto lo justificaremos en el siguiente capitulo.
Pasemos ahora al estudio sistematico de todos los jucgos simétricos 2 x 2, para lo

que nos serd de gran utilidad la siguiente proposicién que tiene también un gran valor

técnico para el calculo de v, .
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Proposicién 3.3.12

Seanzyz' doselementos de Z, tales que z con estd en z', entonces una
trayectoria de minimo costo que une a z C(z") es de la forma:
S
h* ={(z, x)} U1 (™), BN,
nm=

conxenC (z') y tal que fg’“ i(z, y) = (z, x) ys tal que b5(x)=z".

n
yeCue

El costo de pasar de z a z" es igual a 1(z, x).
Demostracidn:

Para cualquier trayectoria h’ que une a z con z’, definimos como k(h') el nimero de
vértices de h’ que no estdn en la cuencade z .

Para cada entero positivo k que representa el nimero maximo de vértices fisera de 1a
cuenca de z' que admitimos en las trayectorias de costo minimo que unen a z con Z/,
denotamos como

c(z, )al min {c (h) | h"uneazconz’ y kih")<x}.

Probaremos por induccidn sobre x que c{h*)= c{z, «} para toda .

Supongamos que &=l, si h’ es una trayectoria que une z con z' de minimo costo y
tal que k(h’) es menor o igual que uno, entonces z ¢s el Gnico vértice de  h' que no
pertenece a la cuencade 2" y ¢ ( h') = r(z, u)=c(z, x), con
(z,u)enh' vu enlacuencadez

Como h’ es de minimo costo, r (z, u) = r{z, x), pues X es uno de los vértices de la
cuencade z' que minimiza (z, y). Los demas arcos de h’ tienen costo cero, entonces ¢
(h’) = c(h*) y, porlo tanto, ¢ (h*}= c(z, 1).

Supongamos, por hipétesis de induccién, que para alguna k2, c(h*)=c(z, k) y
sea h’ de minimo costo, con a lo mas x +1vertices fuera de la cuenca de z', es decir ¢

(h")= C(z, k+1).
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Si(z z%) estd en h' y 2° esta en la cuenca de z’, entonces por los argumentos
anteriores ¢ (h')= ¢ (h*).

Supongamos entonces que z° no estd en la cuenca de z”,
eh) =r(z, 2% + CZ°, ¥)=r (z, 2% +c(h"), donde
oy 5, 0
b ={(2", x°)} Y (™60, BTN,
m=

con x° en la cuenca de z’, tal que rm'n( , 1(2°, y) = (2", x% y s tal que b(%)=z".
ca(z

yeCuen

Es decir,

ch)=r(z, 2 +r(x%.

Consideremos la trayectoria h™'={z, 2, x% d(x%,d*(x"), ...,d* %=z},
k(h')=2 <x, por lo tanto c(h"")=c(z, K)=c(h*).

Pero, por otro lado c(h™)=r (z, 2 +1 (2 %) =c(h’) = c(z, k+1).

Es decir ¢(z, k+1) = ¢ (h*), para toeda x. O lo que es lo mismo h* es una trayectoria

de costo minimo gue une a z con z° ¥ el costo de transitar de z a z° €s 1(z, X).

Q.D.
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34  Comparacién De Los Resultados Obtenidos Con Los Dos Enfoques En Los
Juegos Simétricos 2 X 2.

En esta seccion estableceremos, para cada uno de los tipos de juegos simétricos 2 X
2 existentes, los equilibrios a largo plazo de dinamicas de aprendizaje Darwinianas y los
compararemos con los equilibrios de Nash seleccionados, para estos mismos juegos, por

Harsanyi y Selten (ver capitulo 2).

Un juego simétrico 2 x 2 se expresa por una matriz de la forma:

]

Suponiendo que a # ¢ y d # b, tenemos los dos casos siguientes:

i) (a-c)(d-b) > 0 y

it} (a-c)fd-b) <0

En el caso i, tenemos, a su vez, dos posibilidades:

1" a>cyd>b,en cuyo caso el juego se llama de coordinacion y tiene dos equilibrios
de Nash simétricos en cstrategias puras, (s, 5;) ¥ (82, 52) ¥ uno también simétrico en

“estrategias mixtas estrictas”™.

2') a <cyd<b, entonces el juego tiene dos equiiibrios de Nash no simétricos en

estrategias puras (s, 1} ¥ {51, $2) ¥ uno simétrico en “estrategias mixtas estrictas”.

En el caso ii) se tienen otras dos posibilidades:
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1 a>cyb>d encuyocasosl esuna estrategia dominante y e} Gnico equilibrio de

Nash del juego es (s, 51) que es equilibrio simétrico en estrategias puras.

27 e>ayd>byentonces s; es dominante, (s, $2) €s un equilibrio de Nash simétrico en

estrategias puras y es el tinico equilibrio del juego.

Veremos los resultados en cada uno de los casos, con una poblacion N enfrentada en

el juego y con alguna de las dinamicas de aprendizaje Darwiniana.
Por simplicidad, empecemos con ii). Sus dos casos son andlogos.
Teorema 3.4.2

Supongamos que en un juego siméirico 2 x 2 la estrategia 5; es dominante,
entonces, cualquier dindmica Darwiniana tiene como distribucién limite p* un vector
canénico de R’. La coordenada 1 de u* corresponde al estado n, si la estrategia dominante

es s; yalestado 0, si es s;.

Demostracién:

Supongamos que sl es dominante entonces

a=@i(si, 51) > c=@i(s, 1) ¥ b=@i(sy, 52) >4,

O lo que es lo mismo, Ei{s), 51} > E (s2, s1) ¥ Ei(s1, s2) = Eilsz, s).

Por lo tanto E{z | 51)>Ei(z | sy), paratodazen {0, 1, ..., n}, entonces vn=0ycsel
inico estado tal que v, es cero. Entonces la {inica coordenada positiva de v* corresponde a

ny tiene que ser 1.

La demostracidn es analoga, si es s; la que es dominante.

QE.D.
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Comparando con lo estudiado en el capitulo 2, supongamos que la estrategia
dominante es s;, tenemos dos casos:

i) a <b, entonces el juego tiene punto silla en (s, ;) que es el unico equilibrio de
Nash, los jugadores obtienen como pago su maximo asegurable que es a y la
solucion de Harsanyi es jugar con estrategias conservadoras. Pero s es
conservadcra para los dos jugadores, entonces la solucion de Harsanyi es el tnico
equilibrio de Nash del juego.

i1} b < a, entonces el maximo asegurable de los dos jugadores es b. En el tnico
equilibrio de Nash, (s), s), ambos obtienen un pago mayor que su maximo
asegurable. La solucidn de Harsanyi es el tinico equilibrio de Nash del juego.

Es decir, la selucién de Harsanyi cs el unico equilibrio de Nash que es el mismo que se

obtiene con las dinadmicas de aprendizaje Darwinianas.

Ejemplo
Sea
$1 s;
51 (2,2 0,1
3] (1,00 (-1,-1)

con una poblacion N = 12

y la dindmica
N si z2>3
b(z) = z si =3

0 si z<3

la digrafica (V,A)donde V=Z v A={(x,y) € Zx Z|b{x) =y}

queda asi
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="

Los z-arboles son los siguientes

0 - drboles
0 0 0
/ e e
12 3 —7* 12 34— 12
Zc;j =11 Ecij =11 ECU =10
Vg=10
3 —arboles
3 3 3
2 N4
2 00— 12 0t 12
Zey = 12 Ze = 13 Zgi=13
V3=12
12 - arboles
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12 12

NN

0% "3 073
Cij=5 ZCi}'=4 Zng=5
Vg=4
min v, = vy

El equilibrio del juego es la estrategia s) que es dominante,

Si ahora s; es la estrategia dominante tenemos

5] 52
S (1,1) {2,0)
Sz (0,2) (3;3)

con la poblacion N=8

y la dindmica
N si z>4
b(z) = z si z=4

0 si z<4

Los estados con posibilidad a ser el equitibrio del juego son 9,4 y 0, convg=4, v,

=7 yvg=7, min v, = vy El equilibrio del juego es la estrategia (s, s2).

Vayamos ahora al primer caso de i), los juegos de coordinacién.
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Juegos de Coordinacién.

Como deciamos anteriormente, en los juegos de coordinacion (si, s1) ¥ (S2, S2) son
equilibrios de Nash. Si, ademas, a>d (d >a), entonces el equilibrio (s, 51) ({S2, 52))

domina a (s3, 83) ((s1, 51)), es decir, es dominante de Pareto.

Segtin Harsanyi, si los jugadores pudieran comunicarse, aunque fuera a sefias
(juegos vocales), posiblemente escogerian (s1, s1) ((S2, 82)), pero, siguiendo con ese autor,
en la ausencia de esta comunicacién, no es obvio que lo escojan, porque ¢l riesgo de si

relativo a s; (el riesgo de s; relativo a s5; ) también cuenta para tomar una deciston.

Cual de los dos equilibrios, en estrategias puras, es dominante por riesge depende

de lo que llamaremos el nivel critico de 1a poblacién.
Definicién 3.4.1

El real positivo z* es el nivel critico de la poblacién, si la siguiente ecuacion es

vilida para toda z en Z.
signo (Ei(z | s1)- Elz | s2)) = signo (z - z*)
(z* no es necesariamente un entero)
Proposicién 3.4.2
Dado un juego simétrico de coordinacidn existe el nivel critico de la poblacién

n(d -b)

z* yesiguala
Y evd
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Demeostracion.

Denotamos como & a la estralegia mixta que es solucién de la ecuacion

(@-b) | _(d-b)
a-b~c+d’ a-b-c+d’

Eg | s))=Ei(g | ), entonces £=(

Siz< M, tenemos que E!(g.l s1) <Ei(z | 53).

a—-b—c+d
Siz> M,cnmnces El(gl s1)> Eifz | s2).

a~b-c+d
Porlo signo de (z - —M)=signo de (Eiz| s)-Eiz | sy

a-b-c+d
e n(d—b)
a-b-c+d’

QED
Observacion: Supongamos que z* es menor que n/2, entonces

Evw2 | s)>Ei@2 | s,
Edn2 | sp=@a+m2)b y Ei@2l s)=@2)c+ @?2)d

Entonces El(ﬂl sl) > El(n/2 | $3) implica que 2 - ¢ > d - b y {51, 1) domina por
riesgo a (8y, 8p).

Si z* es mayor que n/2, la situacion es analoga.

Teorema 3.4.3

Supongamos que el juego es de coordinacidn y z* es distinto de n/2. Para cualquier
poblacion N y cualquier dindmica Darwiniana de aprendizaje b, la distribucion limite tiene

coordenada uno en el estado que corresponde ansi z* <n/2 y en 0 si z* > n/2.

Supongamos que el juego es de coordinacion, nimpar y z* =n/2, o npar mayor o

igual a 4 y z* entero, entonces, para cualguier dindmica de aprendizaje Darwiniana, los
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equilibrios de largo plazo son (s), S;) y ($z, 2} y la distribucién limite tiene coordenadas ¥

en cada uno de ellos.
Demostracidn,

4=Enl s))yEin | s)=¢, porlo que Ey(nl s1)>Ei(n | 5,) y el conjunto

{ze Z|Es(z!| $)> Ey(z | s2)} es no vacio.

Z* es una cota inferior del conjunto {z € Z | Ei(z] §1})> Eiz | s3)} que es finito,

entonces existe o< z*, a=min {z € Z | E\(z | s1)>Eiz | s2)}.

Ademis, b = E1(Q| si)yd= E(0 | s2), por lo que EI(Q| 51)<E|© | s2))} yz*es
una cota superior de {z € Z | Ex(z } 5,) <Ey(z | 52)}, entonces existe

p=max {ze Z| Eiz| sp<Eiz | s;)}, B <2*.

Entonces se cumple:

p<z*<a

Sea h un n- arbol. Denotemos como h' a la trayectoria que perteneceah yunea Oconn,

ycomoh  ah-h'

Entonces
c(h) =c{h’) + c(h™)

Por la proposicién 3.3.1
tenemos que el min c(h’), sobre todas las trayectorias que unen a 0 con n, se alcanza en la
trayectoria

h* = { (0, &) }u {(b™'(c), b™(@))}, m=1, ..., s, con b* (o)=n.

c(h*)=a.
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Entonces

cthy=ch)+ch’)=a+ch”)>a
o ¢s una cota inferior de c(h) para cualquier n-arbol.

Si z* no es un entero, los vértices de Z, estin en la cuenca de 0 0 en la de n,
Construiremos un n-arboles h de costo a. En h, las trayectorias que unen a cualquier
vérlice z, en la cuenca de cero, con n, son de la forma h,"Uh*, con h', = v {p™'(2),
b™(2))}, m=1, ...s", con b*(z)=0. Las trayectorias h, " que unen vértices en la cuenca de n,
conn, seran de la forma  L{(b™'(z), b™z))}, m=1, ...s"", conb® (z)=n.

H={h; }:e Cuenca(0) \“ {h. "'} z& Cuenca(n) v h*, c(h)=c.

Si z* es entero, z*= a—1, consideramos

h**= { (0, z%) }u{(z*, )y w{(b™'(a), b™(@))}, conm=1, ..., 5, donde
b* (a)=n.

El n-arbol h = h={ h', }ze Cuenca(O)U {hz ”} 26 Cuenca(n) U h**, estal que C(h)=(1.

Por lo tanto,

Vi = MIN g ¢ ywgijyen 2 €1 = &
Luego considérese el valorde v, para a<z<n.
Cen los argumentos anteriores se demuestra que « es cota inferior de los costos de

las trayectorias que unen al estado O con el z, pero no podremos encontrar una trayectoria

que una a 0 con z y que tenga costo «. Es decir, v,>a.
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Pracediendo con el estado 0, como se hizo con n, se demuestra que

VO=H-B

yque para O0<z<f,vz>n-p.

cuando z* es un entero (que €5 un estado)

vz* > {n-z*+z*}=n

Nos resta comparar a, § y n- z* para decidir cual estado tiene asociado menor “costo

total” . Tenemos tres casos:

a} z*<n/2,
b) z*>nly
c) z¥ =n/2.

Parael caso a) tenemos que P<z*<a<n/2y

n-frn-z*>n2>a.

Por lo que v,* yvp=n-f sonmayores que ¢« y ne¢s el estado con menor “costo
total” y el equilibrio a largo plazo tiene coordenada 1 en el estado n. Lo que se puede

interpretar como que a largo plazo el equilibrio que aparecera casi siempre es (s4, 1)

Para el caso b) tenemos que /2 <P <z*<a y

o>z*>n/2>n-§.

Por lo que vz* y vn = o son mayores que n - B y O es el estado con menor “costo
total” y el equilibrio a largo plazo tiene coordenada 1 en el estado 0. Lo que se puede
interpretar como que a largo plazo el equilibrio que aparecera casi siempre s (s, 5;). Uno
de los dos equilibrios puede ser déptimo de Pareto, pero solo prevalecera en el largo plazo si

es dominante por riesgo.
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Para el caso ¢), tenemos § <z* =n/2 <q.
Siz* noesentero, a= W2} + 1, f=[n/2), n-Pp=n-[n2}=[n/2] + 1 =c. Yel
equilibrio a largo plazo es (1, 0, 0,..., 0, % ).

Siz* escnteroyn>4,a= 2+ 1,=n2-,n-f=n2+l=n2+1=q
También el equilibrio a largo plazo es (4, 0, 0,..., 0, ¥ ).
Q.D.

Recordando que si el nivel critico de la poblacién se alcanza con menos de la mitad
de la poblacion, el equilibrio formado por la primera estrategia pura para ambos jugadores
domina por riesgo al formado por las segundas estrategias y por el contrario si ese nivel de
la poblacién se alcanza con mas de la mitad la dominancia es contraria, podemos establecer

el
Corolario 3.44

Supongamos un juego simétrico 2 x 2 es de coordinacion y z* es distinto de n/2, el
Unico equilibrio de largo plazo es el equilibrio que domina por riesgo.
Coralario 3.4.5

Supongamos que el juego simétrico 2 x 2 es de coordinacion y b = ¢. Para cualquier
poblacién N y para cualquier dindmica de aprendizaje, el tnico equilibrio de largo plazo es
el equilibrio eficiente de Pareto.

Si solo uno de los dos equilibrios es eficiente de Pareto, el nivel critico de la

poblacién no puede ser igual a o/2. z* serd menor que n/2, si el equilibrio eficiente de

Pareto es (s, s,) y mayor que n/2, si lo es (s, s2).
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Tomemos el gjemplo

8 S2
s | @2 (0,0)
) 0,0 (1,1)

con una poblacién N =9

y la dinamica
N si z>3
b(z)= z s z=3

0 si z<3

la digrifica (V,A)donde V=2 y A={(x,y) e Zx Z|b(x) =y}

queda asi

Los z-arboles son los siguientes

0 — arboles
0 0 0
VAN N
9 3 AT 3¢9
Zcij =8 ECij =8 EC,'J' =7
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VQ=7

3 - érboles
3 3
3 'Y \o
—_—p
9 0 *9
ZC.‘J' = ECij =10
Vi= 9
9 — érboles
9 9
A \4 )\1
3 0 = ”3
C,‘j =5 ZC,‘j =4
Vo= 4
minv, = vy

0 9

Zg =10

Entonces vemos que uno de los equilibrios del juego es (s, s1). Este equilibrio es

también eficiente de Pareto y domina por riesgo a (s, 53) que es el otro equilibrio del juego.

Vayamos, por ultimo, al caso restante de los juegos simétricos, aquel en el que a <

¢ yd < b. Como sabemos, estos juegos no tienen equilibrios de Nash simétricos en

estrategias puras y el Unico de estos equilibrios que resulta simétrico esta formado por

“estrategias mixtas estrictas” para los dos jugadores.

En los juegos de coordinacion, las cosas funcionan como en Harsanyi.
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Juegos cuyo tinico equilibrio simétrico es en estrategias mixtas, en sentido estricto.

n{d —b)

Sigamos denotando con z*a ———~
a~-b-c+d

, aunque no cumpla las propiedades de un nivel

critico de la poblacién.
Definicién 3.4. 6
Una dindmica Darwiniana b es una contracci6n relativaa z* si paratodazenZ,
[ibz)-z*{1<[|z-2*|}

con la desigualdad estricta si z* € Z y z distinto de z*,

ztalque [|z-2*|] >0y b(z) distinto de z y la igualdad en los otros casos.
Teorema 3.4.7

Supongamos n >4 yb una contraccion relativa a z* , en un juego simétrico 2x2, en
donde a<cyd<b. Siz+* € Z, entonces la distribucién limite tiene coordenada uno en z*.
Si z* no pertenece a Z, entonces la distribucion limite puede tener coordenadas % en [z*]

+1y % en [z*] o | en alguno de esos dos estados.
Demostracidn:

Supongamos que z* es un entero, entonces b{z*) =z* , ya que b es Darwiniana y
{z*} es la nica clase de comunicacion recurrente de la dinAmica b. Para cada z existe s,

tal que b™ (2) = z*.

Sea h* = {(z, b(z)) | z es distinto de z*}, h* es un z*- arbol y ¢(h*)=0. Por lo tanto

h* es un z*-irbol de costo minimo y vz = 0. Ademis, para cualquier vértice z distinto de
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z*, un z-arbol arbitrario tiene costo estrictamente mayor que cero, pues por lo menos lendrd

una flecha (z*, z') con costo positivo. Es decir, z* es ¢l tinico equilibrio a largo plazo.

Ahora supongamos que z* no es un entero.

[z*]+ 1y [z*] son enterosen Z.

[[z*]+1-2z*] =0y [{z*]-2*] =0 y si [z-2z*]=0, entonces z=[z*] o0 z=[z*}+ 1.
Por otro lado,

sz = [z*] + 1, entonces [z - z*] < 1, entonces { b{[z*] + 1) - z*] =0, pues b es una

contraccion. Tenemos dos casos excluyentes:

1) b({{z*]+ 1}=[z*]+ 1 y[2*] + 1 es una clase de comunicacién de recurrencia
0
2) b{{[z*] + 1) ={z*].

Siz=[z*], de nuevo [z - z*] <1 tenemos dos casos excluyentes:
17y b([z*]) = [z*] ¥ [2*] es una clase de comunicacion recurrente o
)bz ) =[z*]+ 1.

Si se cumplen 1) y 1), tenemos que las dos unicas clases de comunicacién
recurrente son {{z*]} v {[z*] + 1} ¥ v[z*] + 1 = v[z*] = 1. Por lo que la distribucidn limite
tiene coordenadas ¥4 en dichos estados y ellos son los tinicos equilibrios a fargo plazo.

Si se cumplen 2) y 2°) tenemos una tnica clase de comunicacidn de recurrencia que

es el ciclo {fz*], [z*]+1} v la distribucidn limite y los equilibrios a largo plazo son los

mismos que en el caso anterior,

107



Si se cumplen 1) y 2°), la tnica clase de comunicacion de recurrencia es {[z*]+1} ¥
la distribucién limite tendria coordenada 1 en dicho estado que seria ¢l tnico equilibrio a

largo plazo.

Si se cumplen 2) ¥ 1), la vinica clase de comunicacion de recurrencia es {[z*]} yla
distribucién limite tendria coordenada 1 en dicho estado que seria el tinico equilibrio 2

largo plazo.

El juego tiene dos equilibrios en estrategias puras que a Kandori, ... no le interesan

porque solo constdetan los equilibrios simétricos. ;Qué diria Harsanyi de este problema ?

Supongamos que b y ¢ son mayores que el maximo asegurable de los jugadorces,
entonces Harsanyl eliminaria el equilibrio en estrategias mixtas estrictas, pues en dicho
equilibrio, los jugadores ganan el méximo asegurable. Entonces, se preocuparia por
estudiar los otros dos equilibrios, para estudiar sus relaciones de dominio. La solucién seria
el equilibrio en estrategias puras que domine por riesgo. Si no hay dominancia por riesgo,

la solucién seria el conjunto de los dos equilibrios.
En ¢l caso de que el jugador i ganase su maxmin en uno de los equilibrios en
estrategias puras, el jugador i lo haria en el otro y la solucién de Harsanyi no seria ninguno

serian las estrategias conservadoras que no forman equilibrio.

Un ejemplo de un juego simétrico 2x2, sin equilibrio simétrico en estrategias puras,

una poblacién N y una contraccion b.

Sea el juego

(2,2) (1.3)
(3.1) {0,0)

N={0,1,2,..10}
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=04 %)

z*=5 que es un entero

y nuestra dindmica b:Z—Z, definida como

z+1 51 z<5
b({z)= z 51 z=5
z—-1 si z>5

Entonces b es Darwiniana.
Veamos que b es una contraceion relativaa z* =5,
Si z<5, b(z)=z+ 1, entonces
[{z+1-51] ={iz-4|]1=4-2< 5-z=|z-5|z-5|}.
Siz>5, bz)=z-1
[tz-1-5}] =iz-6|=z-6 <z-5=|z-5=[|z-5{]
b(5)=5y {|b{5)-5|]}=0.
Entonces b cumple todas las condiciones de una contraccion relativa a z*.
En este caso, desde cualquier nodo la dindmica conduce a 5 que representa al inico
equilibric de Nash simétrico, entonces es el nodo de menor potencial y la distribucidn

limite es el vector (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0). Mientras que la solucion de Harsanyi es el

equilibrio (s1, 52)
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Veamoslo en la digrifica
0—p1l-p2—p)—pd4—p5¢— 6 4 74— 8 4 94— 10
QU
Ahora consideremos N = 11 para el mismo juego entonces la dindmica es
z+1 si z<1iR2
b(z)=
z—1 st z>11/2

Entonces b es Darwiniana.

Veamos que b es una contraccion relativa a [z*} =5 y [z*]+ 1 =6 porque z* = 11/2 no

estien Z .

Si z<5, b(z)=z+1,entonces

[lz+1-5]] =[|z-4|]1=4-z2< 5-z=|z-5<[|z-5]].

Siz»6, b@=z-1

[lz-1-6|)=tz-T=2z-7 <z-6=|z-6=[|z-6]]

Entonces b cumple todas las condiciones de una contraccion relativa a z*,

En este caso, desde cualquier nodo se Hega a 5 0 a 6 y comienza un ciclo entre ellos,

los nodos de menor potencial son 5 y 6 y la distribucién limite es el vector (0,0, 0, 0, 1/2,
1/2,0,0,0,0).
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CAPITULO 4
SELECCION DINAMICA DE EQUILIBRIOS. EL CASO GENERAL.

4.1 El Sentido de la Generalizacion.

El teorema 3.3.11, que es un caso particular del de Friedlin y Wentzell, nos permite
generalizar el tratamiento dinamico del capitulo 3 a cualquier juego rectangular finito. Otro
aspecto que generalizaremos es que las dinidmicas admitidas no son necesariamente
funciones, sino que pueden ser correspondencias, pues desde un estado del conflicto podran
existir varios estados siguientes. Ademds, en el momento de admitir los errores de los
miembros de la poblacion estudiada, no quedarin por necesidad unidos por un arco de la
digraftca perturbada dos estados cualesquiera, pero esta digrafica si sera conexa, es decir
las matrices P(g) serdn, por supuesto no negativas, pero no necesariamente positivas, lo que

si les pediremos es que sean irreducibles y primitivas.

Por otro lado, el modelo y muchas de las ideas siguen lo hecho por Kandori, Mailath
y Rob y en este capitulo trataremos de seguir el mismo orden de las secciones 3.2 y 3.3,

para facilitar la comparaci6n (Paloma Zapata. NOTAS, Impresion en proceso.)
4,2 El Modelo General

Sea (K, {D;}, @), K=1{1,2,..k}, Dj={L, 2.4}y ©:DxD -=2R" un juego

finito cualquiera.

Sea N, una poblacion que esta envuelta en el conflicto expresado por el juego
anterior, como éste no es simétrico, las personzs que componen nuestra poblacién no son
del mismo tipo, desde el punto de vista de! conflicto (juego). Consideraremos, entonces,
que dentro de la poblacion hay subconjuntos ajenos entre si, ya que suponemos que cada
persona puede ocupar el papel de uno sélo de los jugadores y de ninguno mis. Es decir, N
estd partida en k subconjuntos, N), N3, ..., Nx de manera que cada jugador pertenece a uno

y solo un grupo.
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Formalmente, N = U(i = 1, K) N; y la interseccion entre N; y N; es igual al vacio

paratoda i y j distintas.

Siguiendo a Kandori et al, las personas de nuestra poblacién no son sabelotodos,

sino personas miopes, con inercia y propension a cometer errores.

Como antes, el conflicto se desarrolla en tiempo discreto y en cada instante los

estados z representan la composicion estratégica de la poblacion, esto es, z especifica
cuantos pobladores j de cada grupo escogieron cada una de sus estrategias k, pero ahora
un estado no es tan sencillo mateméticamente, como en el caso simétrico, z ya no es un
niimero natural, sino que es una “matriz”, cuyas columnas tienen tamafios diferentes, pues

cada jugador tiene un numero diferente de estrategias.
Definicion 4.2.1

Un estado z del conflicto, en el tiempo t es una k-ada
z=(2, 2 ... , 25), tal que
. L . i
Z=(n/, ne,. ..., ), con Zn,j = #Nj=n

i=

Interpretamos a n' como el numero de personas del grupo j que escogieron la

estrategia pura i de! jugador j.

Denotamos como Z al conjunto de estados posibles en el conflicto.

QObservacion, A cada estado z le podemos asociar el perfil de estrategias mixtas de
frecuencias z = (2, 2%, ..., 2,

gj = (n,j/nj, nzj/nj, ......... , m,jlnj)

Es decir,
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z=(2"m, Z¥m,......, 20)

Denotaremos como (N, (K, {D;}, ¢)) a una poblacién N que enfrenta el conflicto

X, {0}, ¢).

Igual que antes se establece, en el modelo, una dindmica de aprendizaje b para
determinar como se pasa de un estado a otro. La imagen de 2z no depende del tiempo solo
del estado, entonces b es fija con respecto al tiempo.

Tiempo discreto quiere decir que e! tiempo toma valores 0, 1, 2, ..., a diferencia det
tiempo continuo que toma valores en la semirecta de los reales no negativos o en un

intervalo de reales, etc.
Definicidn 4.2.2,

Una dinémica de aprendizaje en ¢! conflicto (N.(K, {1}, ¢)) es una
cotrespondencia
b:Z—0Z, » bz @ V z

A una poblacion envuelta en un conflicto y con una dindmica de aprendizaje la

denotamos como (N, (X, {D;}, ¢), b).

Continuamos con las hipotesis de que estas dindmicas son proptas de personas
miopes, tienen  miedo al cambio o éste tiene un alto costo (inercia) y se equivocan
frecuentemente, lo que refleja la forma en que personas comunes y corrientes aprenden,
lo iinico que se les exige es que las estrategias més aptas relativamente se fortalezcan frente

a las que lo son menos.
Definicion 4.2.3.

Una dindmica de aprendizaje es Darwiniana

si 2 eblz) y z7>7 implicaE;(z{D>Eg) y
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Ej(z|)<Efz) = z€ b(2) Vi

Definicion 4.2.4.

Los patrones de conducta acostumbrados bajo la dinimica de aprendizaje b es la

coleccion de subconjuntos Zy, Z,, ... Z, de Z, ajenos dos ados y tales que

I- para toda z € Z que no esta en ninguna Z;, existe {z,, 25, ....z,} tal que z1=1z, ;€ Zn,

paralagunam=1,2, r y z.+1€ b(z) Vi=1,.,q-1

2-si z estd en Zj y 2’ no esta en Zj no existe una sucesion {7y, 7a, ....%} tal que 1=z, z, =

Zyzaebz) Vi=l, ., s-L

3-Sizyz estanen Zj, existe {z;, 7, ...zgjtalque zy =2, 2,=2", y z. estden b{z) V

i=1,.,g 1

Definicion 4.2.5

zenZ esun estado estacionario de b, si es un punto fijo de b, es decir si z € b(z).

zenZ es un estado absorbente de b, si {z} es uno de los patrones de conducta

acostumbrados bajo b

Proposicion 4.2.6

Si b es una dinamica Darwiniana, las tres afirmaciones son equivalentes:
i) z es un estado estacionario de b,

it) z esun estado absorbente de b,

i)  z es un equilibrio de Nash.
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Demostracion

Como b es Darwiniana, si z € b(z), entonces para todo jugador j y para toda

estrategia pura s; dej, Ejz | si) ) < Ej(2), entonces z es un equilibrio de Nash.

Por otro lado, si z es un equilibrio de Nash, para todo jugador j y para toda
estrategia pura s; de j, Ej(z | si)) < Ej(z), entonces, z esta en b(z) , por lo que i) y iii) son

equivalentes.

Por otro fado si z es zbsorbente, no existe z’ distinta de z tal que z’ est4 en b(z), por lo

que 2z esta en b(z). Por lo que ii) implica i).

Es claro que si z es equilibrio de Nash, entonces es absorbente, pues b{z) = z v iii} implica
i),
Q.D.

Ejemplo De Dindmicas Darwinianas,

Ejemplo 1.

Dindmica de Mejor Réplica

Sea 2’ € B(z), entonces

32

si(z’!, 2%, _z’) es distinto de z, paratoda j, existe una i mejor respuesta de

jaz talque z¢/=n; yz') =0 parai distintade 1
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Ejemplo 2.

Dinfimicas con Inercia Débil.

B’ tal que, en cada periodo, para toda j, una sola persona de N; cambia de

estrategia para “mejorar” y todas las demas permanecen con la misma estrategia.
Es decir, si z'estd en B'(z), paratoda j y z” distinta que z,

> z) para una T mejor réplicadejaz,
i 2] ] . .y . .
z} <zj! parauna i no mejor réplica estrictadejaz

= z,j, parai distinta de iy de H

Ejemplo 3.
Dinamicas con Inercia Fuerte

Si z° en B '(z) y z'distinta de 2, existe j tal que

>z, para una T mejor réplica estricta deja z,
2 <z}, parauna 7 no mejor réplica estricta deja z

=z para i distinta de T y de H
y z %= 2" para k distinta de j.
Proposicion 4.2.7.
Ladindmica B, B’y B’ son Darwinianas.
Demostracion.

Supongamos que z’ € B(z) y z distinta de Z, entonces existe j y una Ginica 7 tal que n;=

zi{>z
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i mejor réplica estricta de j a z, por lo tanto E; (z | 1} > Ej( 2)

De otra maneraz'= z.

Por lo tanto B es5 una dinamica darwiniana

Las demostraciones para B y B"" son anélogas a la demostracién para la dinamica
de mejor réplica.
QED

De nuevo, serd de gran utilidad la digrafica asociadz a { N, (K, {D;}, ¢}, b}, que
tomara la forma (V,A), conV=Z y A={{xy)eZxZ|yeb(x)}

Definicién 4.2.8

Dada una digrafica (V, A), los subconjuntos de V, Ci, C,,......, Cs son sus Clases de

Comunicacion Recurrente si:

I. Lainterseccion entre C; y C; es igual a vacio sii es distinta de j.
Para toda x € V, existe una trayectoria dirigida que une a x con algin vértice en C;.

Si x € G y y ¢ en C; no existe ninguna trayectonia dirigida que unaa x con y.

.

Si x y y € G existe una trayectoria gue un¢ a x con y.

Observacion: Claramente las clases de comunicacion recurrente de Ja digrafica asociada
a (N, (K,{D;}, @), b} corresponden a los patrones de conducta acostumbrados bajo la

dinimica de aprendizaje b.
Ejemplos:

Sea

* cljuego (K, {Dj}, @) representado por la matriz
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G b (0, 2)
(L4 (2,0)
= una poblacion N con 7 miembros, 5 de los cudles pertenecena Ny y 2 a Nay

+ ladinamica de aprendizaje de mejor réplica, es decir, si

B(zi, 2} = ("1, 2'2)

5 s >
Z,i =4 2 si D= I
0 si <l

2 si 71 <4
2= 22 si 2z =4

0 si Z;>4

La digrafica asociada es como sigue

0.0 on — » 02
/(1,0) < (1,2)

(2,0 20N 5 (2.2

(3,0 G.1) —» (3.2
D /

4, 0) 4,1 4,2)

v

{5,0 5,1) ——» (5,2)
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El Gnico punto fijo de B es (4, 1), representa al tnico equilibrio de Nash del juego
((4/5, 1/5), (1/2, 1/2)). Es una de las clases de comunicacién recurrente, la otra  es el ciclo
{(5, 2), (5, 0}, (0, 0), (0, 2), (5,2)}. Por el momento aunque no podemos discriminar entre
ellas, observamos que el equilibrio de Nash es débil, pues no hay un solo nodo distinto,
desde el que se llegue a nuestro equilibrio. Harsanyi hubiera eliminado este equitibrio,
pues no es beneficioso, ya que determina el vector de pagos (3/2, 8/5) que es el de los
méximos asegurables de los jugadores. La solucion de Harsanyi sefialaria a la pareja de
estrategias conservadoras que es ((1/4, 3/4), (2/3, 3/5))

Estudiemos el mismo ejemplo con una dinimica de lento aprendizaje, por ejemplo,

la de mejor réplica, con inercia débil.
Entonces para z'1distitode @y de5 y para 2’2 distinto de O y de 2,
z+1 51 z> 1

Z) si =1

z1-1 si 2 <1

22 si = 4

z’l={
y zz+ 1 si <4
z'2=

z-1 si >4

para z'y =N
5 sl Z >
zZ'l=
4 st ;<1
para z'; =0
0+1 si z2>1
'l =
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para 2'2 =Ns

2 si z1 <4
z' ={
1 .

§1 Z1> 4
para z’2=0
0+1 si Z1 <4
2’2{
0 si 7 >4

0.0 ———» O.1) ——» (0.2

v
9 ?:(1, ) ———> (L2

v
(2,0) 2,0) — (2,2
/ v
3,0 (3. 1} —»(3,2)
(4, 0) g(4, 1) (4, 2)
4 '

{(5,0) &——(5, 1) —— (5,2)

Las clases de comunicacion recurrente son {(4,1}} v el ciclo {(5, 2), (5, 1), (5, 0,

(4.0),(3,0), (2, 1),(2,2), (3, 2), (4. 2), (5, 2)} que es un cerco més estrecho en tormo de {4,

1), pero este sigue siendo un nodo aisiado.



Empleamos, por ultimo, una dinimica de ain mas lento aprendizaje, la de mejor
réplica con inercia fuerte, en la que nada mas una persona se pueda mover y no dos al

mismo tiempo, como en la anterior. La digrafica resultante es

0.0) —* ©0.1) —> (0,2

f '

L) —— (L) —mp (1,2)

! }

2,00 —» (2,1) ———3 (2,2

f '

(B.0) — (3,1)—* (3.2

t ~ v

(4.0 ———p 4 ]) —— (42

t '

5.0 —— (5, 1) geeou— (5,2)

Esta dindmica tiene como unica clase de comunicacion recurrente la que contiene a

RUEStTo equ:llibrio {(4,1)}.

Pasemos, ahora al estudio de cOmo se compona el proceso general con las

perturbaciones que causan los errores de la gente.
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4.3 Mutaciones, El Proceso Con Perturbacion.

Como vimos en la seccidn anterior, cuando ya se tiene una dinamica de aprendizaje
el proceso determina las clases de recurrencia o patrones de conducta, pero no podemos
discriminar entre eflas, Para resolver esta indeterminacion y sacar a flote, de entre  ellas, a
las  mas fuertes, introducimos la hipdtesis de que los miembros de la poblacion se

equivecan con cierta probabilidad, lo que introduce perturbaciones en nuestro sistema.

Para trabajar en forma méas comoda las perturbaciones, le damos forma de matriz a

nuestro proceso de aprendizaje, como en el capitulo anterior.

Dado (N(K, {D;}, @), b) un proceso de aprendizaje bajo la dindmica b, construimos

una matriz de probabilidad P° cuadrada de orden # Z, definida asi

P’ =1z s z € bz)
t] si z’ & b(z)

P° es una matriz markoviana (sus elementos son no negativos y sumtan uno por
renglones) de un proceso fijo con respecto al tiempo. Nos referimos a P como el proceso
sin perturbacion o sin ruido. Cuando un renglén no es un vector candnico, sino que tiene
varios términos positivos, estos son iguales, lo que significa que desde un estado o nodo

hay la misma probabilidad de pasar a cualquiera de los siguientes.

Ahora consideramos que cada miembro de N puede equivocarse respecte a lo que
marca la dindmica b. Se modela este ruido como lo hizo Young, a través de una ¢ € [0, a),
a € R ¢ representa la probabilidad de que cada miembro de N se desvie de las estrategias
aprendidas, entonces, con probabilidad 1 — € no se equivocan. Las probabilidades de

equivocarse son independientes de persona a persona y de periodo a periodo.



Llamaremos a (N, (K, {Dy}, ¢), b, €) un proceso de apren&izaje perturbado. A este
proceso le asociamos una mattiz de Markov P(g) cuadrada de orden # 7, es decir, py(e) >0
paratodaiyparatodaj, y I py(e)= 1 para todai. p(g); es la probabilidad de que
partiendo del estado i, el proceso pase al estado j después de aplicada la dinamica b y la

perturbacién e.

Vamos a interpretar a P(g) como una nueva dinimica en donde el conjunto de
estados serd el conjunto de distribuciones de probabilidades en Z, al que denotaremos por

Q, es decir
Q={qeR%|qi>0,Iq=1}
La nueva diniamica a la que llamaremos dinimica perturbada es:
P(e). Q 20

Definida como

P(e)(m) = (q)P() = qi+y

Trabajaremos con sistemas de perturbaciones regulares, como las de la definicion
3.3.8, es decir, {P()} tales que para toda e y cada parejaz, z' e Z, existe upa sucesion
de estados {z| z, ...z} conz| =z, 2= 2" ¥ Py, +1(€) > 0, ademés P(e) no provoca ciclos y
si € es muy pequefio P(e) se parece mucho a P°. Por dltimo si para z y z' hay una
probabilidad positiva bajo alguna P(g) de pasar de z a z’ podremos hablar de una resistencia
finita entre estos dos estados. Ya que el limite de &€ ~"*? P(e) cuando ¢ tiende a cero,

existe y es positivo, podemos entender a r{z, z') como dicha resistencia.

Proposicion  4.3.1

1z, 2"} = Zg =150 L= 1,5)Minx € bezy | X} —2'{
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La demostracion es analoga a la  de la proposicién que expusimos en ¢l capitulo
334

El siguiente paso es estudiar los nuevos esquemas de comportamiento bajo P(g) para

buscar algin estado especial dentro de Q por ejemplo, un punto fijo de P(g)
Definicién 4.3.2
Para & [0, a], decimos que pi{e} es una distribucion estacionaria de P(g), si
u(e)P(e) = p(e).

Es decir, un elemento de Q es una distribucion estacionaria si es un punto fijo de

P(e).

Como P(g) es no negativa, para £ en [0, a] y sus renglenes suman uno, los resultados
de Perron — Frobenius [ | garantizan que exista al menos una de estas distribuciones, si
ademas & no es cero, P(g } es irreducible y primitiva (g} es tnica, para cada € y se tiene la

propiedad de estabilidad. Expresamos en el siguiente tecrema dichas propiedades.
Teorema 4.3.3
Existe al menos una distribucién estacionarias de P
Para cada g € (0, a], existe yu(e) € Q Gnica tal que
HE)P(E) = p(e)

ademds si q € Q entonces

limo , oo q(P(E)" = u(e)



Observaciones:
. . P . (1]
e Las distribuciones estacionarias de P° corresponden a los esquemas de
comportamiento acostumbrados o clases de comunicacion recurrente.
e Gracias a que la gente se equivoca, obienemos un solo esquema de
comportamiento especial {(e) tal que partiendo, desde cualquier otro estado q, fa

dindmica perturbada nos lleva a pu(e).

Nuestra preocupacion ahora es  estudiar el comportamiento de la dinamica de
aprendizaje, cuando la probabilidad de equivocarse tiende a cero. Especialmente si existe
el limite de {u(e}) cuando € — 0, y si es asi, estudiar la relacidn que tiene dicho limite

con las clases de comunicacion o esquemas de comportamiento relacionadas con b .

Para resolver ese problema nos servira el tratamiento de digraficas con

perturbaciones,

Definicion 4.3.4

Dado (N,(K, {Dj}, @), b, €) un proceso de aprendizaje perturbado, la digrafica
asociada a este proceso perturbado es (V, A)conV=Z y A={{(z, ) € Zx Z| Pu(e}> 0}

y la funcion resistencia es r: A-2{0, 1, ..., #N} definida como
1z, 27) = T - 1y Sii- LyMings e by | 54— 277 |
QObservaciones:

e (V, A) es una subdigrafica de (V, A).
¢ La resistencia definida en 4.3.4 de pasar de z a z', 1(z, z') cuenta el minimo de
personas que tienen que equivocarse para pasar de z a z” y es igual a la resistencia t‘:lue
aparece en e} proceso perturbado regularmente, cuando la probabilidad de pasarde z a

z’, después de la perturbacion es positiva.



Dada la digréfica perturbada y la resistencia para cada flecha (z, z') el sigutente

paso ¢s identificar los estados que ofrecen la menor resistencia total para llegar a ellos.
Si tenemos una trayectoria {zi,........ . Zs}. SU costo es:
Lg=ts-nMZ Zivt)
Dados z y 2 existe al menos una trayectoria que une a z con z', pues P(g) €3
irreducible, es decir (V, A) es conexa, Definimos el costo de pasar de z a 2z’ (¢(z, z'))

como el minimo de los costos de todas las trayectorias que unena z con z’.

Como en el capitulo 3, mediremos el costo total para llegar a un estado z

considerando los z — arboles, definidos en 3.3.5 y buscaremos los de minimo costo.
Denotamos como Hz al conjunto de todos los z — arboles
Comoen3, elcostodeh, unz-arbol, esc(h)= L e F(Z2) i, ()
Y el potencialde z € Z, v, es miny, cwc(h).

El potencial de un estado va a ser la resistencia total que usaremos, para llegar a él,
entonces queremos encontrar los estados que tienen el minimo potencial. Demostraremos
que los estados de minimo potencial pertenecen a alguna de las clases de comunicacion
recurrente y luego estudiaremos su relacion con el limite de p*.

Proposicion 4.3.5.
Sean z y z’ en C, una clase de comunicacion recurrente de (V,A) y x un estado

de Z cualquiera, entonces el costo de pasar de x a z esigual al costo de pasarde x a 2z’

y elcostode pasarde z a x esigual que el costo de pasarde z” a x.
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Demostracion.

Tomemos una trayectoria de costo minimo que une a x con z y undmosle una de
las trayectorias de costo cero que une a z con z’. Obtenemos una trayectoria que une a X

con ' cuyo costo es cfx, z), por lo tanto ¢fx, z") < c(x, Z).

Anzlogamente se demuestra que c{x, z) < c(x, z'), es decir e{x, z') = ¢(x, z).

Por otro lado, sea una trayectoria de costo minimo que une a una z Con X,
construyamos otra trayectoriz uniéndole una de costo cero queunaa z’ con z. La nueva
trayectoria tiene costo c{x, z), por lo tanto ¢(z’, x) < ¢z, x), y en forma analoga c(z, x) <
e(z’, x), por lo tanto son iguales.

QED

Proposicién 4.3.6.

Sea z un estado de una clase de comunicacion recurrente C, 2z’ enla cuenca de
C y x unestado cualquiera de Z, entonces el costo de pasar de X a z es menor o igual
que el costo de pasarde x a z'.
Demostracién

Se considera una trayectoria de costo minimo que une a X con z’ y se le une una
trayectoria de costo cero que una a z’ con z, esta nueva trayectoriaunea x conz y tiene
costo c(x, z), por lo tanto ¢(x, ') < ¢(x, z).

QED

Corolario 4.3.7

Si z € Z tiene minimo potencial, entonces z esta en alguna clase de

comunicacion recurrente de (V, A).

128



De nuevo, estamos en el contexto del teorema caso particular de! teorema de
Wentzell — Friedlin, es decir, P’ es una cadena de Markov estacionaria definida en un
espacio finito de estados Z, {P(E)}< e (0. o) € Una perturbacion regular de P’y pe)esla

unica distribucion estacionaria de P(g), para cada € positivo, entonces se cumple:
Teorema 4.3.8.

El timite de p{e), cuando & tiende a cero existe y si p* =lim,_, u(g), entonces,

w*>0 siysolosi z es de minimo potencial.

A p* le llamamos la distribucion limite y a los estados correspondientes a las
coordenadas positivas de p* les llamaremos los estados de equilibrio a largo plazo y
forman el conjunto de soluciones del proceso de aprendizaje. Hemos demostrado que los
estados de equilibrios a largo plazo, pertenecen a alguna clase de comunicacion recurrente

y, por lo tanto * es una distribucion estacionaria de P°.

En la siguiente seccion aprenderemos como localizar a la o las clases de

comunicacion recurrente que contienen a los estados de equilibrio a largo plazo.
4.4. La Digrifica de las Clases de Comunicacién Recurrente.

Consideramos la digrafica asociada al proceso de aprendizaje perturbado (N,(K,
{D}, @), b, €), podemos definir dentro de ésta digrafica el costo de pasar de una clase de

comunicacion recurrente C a otra C denotado como R(C, C').

Sean z y z” dos estados distintos, denotaremos como T(z, z") al conjunto de las

trayectorias que unen a zcon z'.
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Sean zen C y z'en €, definimos R(C, C’) como he!;!(ff{_}c(h), Este costo esta bien

definido, pues no depende de los estados z y z° escogidos, lo que se puede demostrar

usando ia proposicion 4.3.5
Definicién 4.4.1.

Dado (N,(K, {Dj}, ¢), b, £), la digrafica de las clases de comunicacién recurrente de
(NK, {D5), @), b) es (V, A) talque ¥V ={Cy C,, ...C.} donde Cy, Cy, .., C; son las
clases de comunicacion recurrente, A =VxV y R A {0, 1, ., #N), R(C,  )es

el costo de pasar de C; a C;

En esta digrafica con una funcidn de costo, podemos tener el mismo tratamiento
que con la digrafica asociada a un proceso de aprendizaje perturbado. Podemos considerar

Cj — arboles, costo de un Cj — arbol y potencial de C; .
Denotemos como Hg;j al conjunto de todos los C; — arboles. El potencial de Cj e (V,
A)es
Vg = min g . ye; o(h).
Con la introduccion de la digrafica de las Clases de Comunicacién Recurrente

podemos unificar el corolaric 4.3.7 y una de las afirmaciones de 4.3.8 y obtener el

siguiente corolario:
Corolario 4.4.2.

pz* >0 si y solo si z estd en una clase de comunicacién recurrente de potencial

minimo.

Observacion: La proposicion 3.3.12 se puede generalizar para todo tipo de juegos,

su demostracion estd hecha para tener validez general. Recordemos que esta proposicion
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nos dice como calcular el costo de pasar desde z hasta cualquier z° que no pertenezca a la
cuenca de z, que es el caso entre dos vértices cualesquiera de dos clases de comunicacion
recurrente. Entonces el costo, entre dos clases de comunicacion C y C', se calcula, como se
prueba en 3.3.12, encontrando el “salto” de minimo costo, desde un nodo de C hasta un

nodoen la cuenca de C'.

Ejemplos:

La misma matriz

3,1 0,2)
1,4 (2,0)

con una poblacion N de 7 miembros, 5 de los cuales pertenecena Ny y2 a N,

Con la dinidmica aprendizaje de mejor réplica obtuvimos dos clases de
comunicacion recurrente: Cy = { (0, 0), (0, 2), (5, 0), (5, 2)} vy Ci = {(4, 1)}.

Busquemos la clase de comunicacidn recurrente de minimo potencial para la

solucion del conflicto.

C;—»C Ci, —» C:

v;=min=1 v, =min=2

Solo hay un C-arbol para cada clase, el de menor costo es el Cy — arbol, pues tiepe
costo es 1, mientras que €l costo del (4, 1) ~ arbol es 2, es mas facil entrar al circuito (Cy)
que salir de él. Para esta dinimica, la clase de minimo potencial es el ciclo C; v los
equilibrios a largo plazo son los estados que pertenecen a dicho ciclo, la distribucion limite

te da la misma probabilidad a cada uno de ellos

Pensemos en la dindmica de mejor réplica con inercia débil, para el mismo ejemplo.

Las clases de comunicacion recurrente son de nuevo Ci-{(4,1)} y el C';, el ciclo
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{(52),(5.1(50,(40,(3.0,(21)(22). (32,4 2))

El C-arbol de minimo es el de C'; . Es decir la clase de potencial minimo es Cz y
sus estados son los equilibrios de largo plazo, la distribucién limite le da la misma

probabilidad a cada uno de ellos

En la digrafica correspondiente a la dindmica de mejor réplica con inercia fuerte,
del mismo juego vy la misma poblacion que los anteriores, la Gnica clase de comunicacion
recurrente es Cy, que es por tanto la de minimo potencial y (4, 1) es el unico equilibrio a

largo plazo, fa distribucion limite le da probabilidad uno a este equilibrio.

Considérese ahora el juego

(-1,-9) {2,-2)
.1 0,0
#N: =6
#Nz =3

Y

B(zi, ) = (21", z2"), definida como

6 si ;<2
' = z; si =12

0 si > 2
Y

3 si 71<2
= 3 s1 z1=2

1] si 21 >2
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las clases de recurrencia que obtenemos son Cy = {(6, 0)}, C3 = {(0, 3)}, C3 = {(2,2)} v el

ciclo C4 = {(0,0), (6, 3}

G

veamos cual es el C-arbol de menor costo

Cy - arboles
3
C
1 T \
Cs C
a
Cl C2

4t
Cs Cs

4

3
CGCE— G
{

C;—T—b Cq

Ct—

-



VC] = 4
C; - arboles

2
Cy—» C;

G Cq

a2 _,G

of f-
CJ C4

C1~—£—+CQ
o1

Ciga—C,
4
C; C;
o
<
Cs Ca

Ci~2a C

i
C C
3‘—-—“4-‘"—' 4

ch=5

C3 - arboles

=2
C—C

Cs '—'—T—Pc-z

G _._2__’(:2

Cy —/—»(C,

CJQ-—-;——— C4

Cs Cs
C _.__l_p Ca
/ TZ
Cs Cy
C C,
“ ‘L / Jz
G 4
C C:



C: ¢+————C,

2z
G

Z
C3 4

Vo3 =8

C4 — arbol

C;'q
2,
41\_
Cs

C;

Cs

C,

Cs

Cy Q—Q—Cz

Cs 4 G
Cy Ca
« + ‘/ T 2
Cs Cq4
C| C2 2
NG
Ci Ca
C1>< ?2
2
- 2
Cs Ca

c, % C2

z
Cs Ca

C: «—— C4

G -2 , G

St
o Ca



CG— 9 C4 CG—rp C
2
Cy Ca C— >,
v i / -4
C3—4—’ Ca C; "'{—*Ca
Ci C: Ch —— »C;
< :
G5 C G **1—' 4
{

VC4=5

Cs Cs
C; Ca
{ 2
t><a
Ca Cs

C: ——5—C

La clase de minimo potencial es C; = {{6, 0}}, v el unico equilibrio a largo plazo es (6, 0}

que corresponde al equilibrio de Nash ((1, 0), (0,1)).

Ahora veamos el mismo ejemplo con la dindmica de mejor réplica en la que solo una

persona de cualquier grupo se mueva a la vez, tenemos
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00 ——» (Oll) — (0,2) ——» (0, 3)?

(L) — 3 L) (L) (1L}

l ! T

2,0 2.1 (2.2) @2.3)
! 7 T

60— G1) —» (3,2) ————» (3,3)

| }

(4,0 » (4 1) » (4.2) » (4.3)

} ! !

! ' !

@(6, 0) 4——— (6,1) * (6, 2) (6, 3)

Las clases de recurrencia de esta digrafica son C; = {(6, 0}}, C; = ({0, 3} y C; =
{(2, 2)}, las cuales tiene los potenciales v¢y =3, ve2 =3 y vz = 5. Por lo que tiene min Vg
=3, esto indica que tenemos dos Clases con potencial minimo, entonces los equilibrios a
largo plazo serian: (6, 0) y (0, 3), la distribucion limite pondria probabilidad un medio a

cada uno.

Veamos, por dltimo el juego simétrico 2 x 2,

Sy 5y
S 2,2y (O,0
S 0,0 (1)
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con una poblacién N, con 12 miembros y en B, la dindmica de mejor réplica. Podriamos
dividir a la poblacién en personas renglén y personas columna, pero la técnica de las
digraficas de las clases de comunicacién recurrente es valida para el contexto del capitulo 3

y respetaremos ese contexto.
Entonces V, el conjunto de nodos, es {0, 1, ..., 12}

La dinamica de mejor réplica toma la forma:

12 siz>4
B(z)=4{z siz=4
0 siz<4

A={(x,v)e ZxZib(x})=y}

La digrafica del proceso de aprendizaje sin perturbar es

/\

@04———-1 2 3

~3

€4 5 6

|

Las clases de recurrencia son {0}, {4}, {12}

La digrafica de las Clases de Comunicacién Recurrente .

V={{0}, {4}, (12}} yA =Vx V.

138



Cao=Cpn=1, Cyz2=Cys=1, Coa =4, Co1p=Cos=7, Cj20=Cin=9, C12a=8.
Los 0- arboles son:
0 0 0
v N\ VAN
4 412 4 e 12 a 12

LC;=9 LC;=10 ZCi=10

Vo=miny L Cj=9

Los 4-arboles:
0 0 0
4
/ YN
44512 4 12 4 12
LCy=12 LC;=13 IC;=13
V4=m.inheﬁz£Cij= 12
Los 12-arboles:
¢] 0 0
4./ ‘ 1/‘ X:
4 —p12 4 212 4 12
ZC;J:S ZCij'—'G EC',J':G

Vi= min pou L Cj= 5



Porlotanto min,v, = vy2

Esto implica que la clase de comunicacion recurrente de potencial minimo es {12},
es decir el equilibrio a largo plazo es que todos escogen la estrategia ). Esto corresponde a
{81, 51) €l equilibrio de Nash que es dominante de Pareto y es la solucién de Harsanyi para

este juego.

4.5 Comparacion de los Resultados Obtenidos con los Dos Enfoques en et Contexto

General

Para los dos enfoques expuestos en esta tesis, la diferencia entre los dos conceptos
puede ser resumida asi: el proceso de riesgo dominancia setecciona el equilibrio mas facil
de flotar por cada otro equilibrio considerado en aislamiento (asumiendo que dicho
equilibrio existe), el proceso de la distribucion limite selecciona el equilibrio mas facil de
flotar dentro de todos los demds estados combinados, incluyendo ambos equilibrio y

estados de no equilibrio.

El segundo enfoque es mas realista puesto que no pide a los jugadores que sean
sabios o expertos en cuanto a {0 que sucede a su entorno y modela las reacciones normales
que tendria un jugador en la vida real. En ambos procesos la base para que exista un
equilibric optimo para todos los jugadores es la coordinacion, en tales casos los dos
enfoques coinciden en que el equilibrio perdurable es el de riesgo dominancia, El mismo
equilibrio de riesgo dominancia es la solucidén para juegos en donde hay un jugador que
domina como lo es la guerra de los sexos ¢ el problema entre una pipa y un coche
compacto para ganar el paso en una calle estrecha, como el nombre lo indica, domina la

pipa y arriesga mas el coche compacto.

Hablando especificamente del tercer capitulo vemos como el teorema de Wentzell y
Friedlin es la base de todo el proceso estocastico para obtener el equilibrio a largo plazo,
reduce todo el problema estocastico a una sencilla solucion de redes, y esta misma base se

aplica a juegos en general,
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Cuando el juego tiene dos equilibrios de Nash simétricos estrictos, el limite de la
distribucidn pone probabilidad uno en el equilibrio que satisface el criterio de riesgo
dominancia de Harsanyi y Selten para poblaciones grandes. Pero si ambas estrategias tienen
los mismos niveles de seguridad el limite de la distribucion pone probabilidad uno en &l
equilibrio de Pareto aunque haya otro equilibrio de Nash estricto. Este resultado requiere
solamente de la Condicion Débil de Monotonia y por eso es independiente de la
especificacion precisa de la dindmica Darwiniana (cuando el comportamiento individual es

perturbado por choques independientes).

Hablando de un juego simétrico 2 x 2 con dos equilibrios en estrategias puras que a
Kandori et al, no les interesan porque solo consideran los equilibrios simétricos Harsanyi
elimina el equilibrio en estrategias mixtas estrictas, pues en dicho equilibrio, los jugadores
ganan el maximo asegurable en un juego simétrico suponiendo que b y ¢ son mayores que
el maximo asegurable de los jugadores. Entonces, estudiaria tos otros dos equilibrios, para
conocer sus relaciones de dominio v la solucion seria el equilibrio en estrategias puras que
domine por desgo. Si no hay dominancia por riesgo, la solucion seria el conjunto de los dos

equilibrios.

Por otro lado supongamos que en un juego simétrico 2 x 2 la estrategia s; es
dominante, la coordenada 1 del vector p* cormresponde al estado n, si la estrategia
dominante es s; y al estado 0, si es s;. Comparando con lo estudiado por Harsanyi
supongamos que la estrategia dominante es s, tenemos a < b, entonces el jJuego tiene punto
silla en (s1, s1) que es el unico equilibrio de Nash, los jugadores obtienen como pago su
maximo asegurable que es a y la solucion  de Harsanyi es jugar con estrategias
conservadoras. Pero s; es conservadora para los dos jugadores, entonces la solucion de
Harsanyi es el dnico equilibrio de Nash del juego. Si b < a, entonces el maximo asegurable
de los dos jugadores es b y en el tinico equilibrio de Nash, (s, s1). ambos obtienen un pago
mayor que su maximo asegurabte. La solucion de Harsanyr es el inico equilibrio de Nash

del juego que es el mismo que se obtiene con las dindmicas de aprendizaje Darwinianas,
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CONCLUSION.

Los Juegos Cooperativos, como deciamos, al principio buscan los acuerdos que
resulten mas adecuados, para todos los jugadores y como estos resultan obligatorios a
priori, pues esta sera la solucion. Desde el punto de vista de su realizacién en la vida,
tendria que existir una fuerza externa a los jugadores que los obligara a cumplir el acuerdo
solucion. Desde un punta de vista de la teoria no aparece explicitamente la fuerza que
obliga a cumptlir los acuerdos, el papet de esta fuerza lo cumplen los axiomas que debe
cumplir ia solucion y  para apegarse a etlos tos jugadores deben cumplir muy fuertes
supuestos de ra-ionalidad. Los juegos cooperativos tieten un papel normativo y se ocuparn,

mas bien de lo que debe ocurrir, no tanto de o que ocurre.

Los Juegos No Cooperativos, en cambio son un instrumento para estudiar las leyes
que ngen los conflictos reales que ocurren entre gente con racionalidad muy limitada y
problemas para informarse hacer calculos, etc. Sin embargo el camino para que esta teoria
vaya logrando esta meta ha. sido larga. El equilibrio de Nash (concepto de solucién en los
juegos no cooperativos) requeria de muchos supuestos de conocimiento comin y de
confianza de cada jugador sobre como actuaran los demés para fundamentarlo, En cuanto al
problema de la seleccidon de equilibrios, en el sentido de cual de ellos es la situacion”
esperada en un conflicto, las cosas eran peores para los supuestos de racionalidad

requeridos, como se puede apreciar en el trabajo picnero de Harsanyi.

Por el contrario, en el segundo enfoque que expusimos, el de Kandori Mailath y Rob
los supuestos corresponden a actitudes humanas cotidianas y los jugadores no necesitan
aprendérselos o conocerlos. Este enfoque es mas realista puesto que no pide a los
jugadores que sean sabios ¢ expertas en cuanto a lo que sucede a su entorno y modela las
reacciones normales que tendria un jugador en la vida real, pero su dificultad seria que las
redes (z- arboles) que describe el proceso para la seleccion de equilibrios puede llegar a ser
obsoleto si el mimero de jugadores es muy grande. Es el enfoque de los lfamados juegos

evolutivos que han seguido, no sélo nuestros tres autores, sino muchos otros como Young,
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Binmore, Canning, Friedman, etc. Con este enfoque se construye un enfoque realista para

discutir lo que ocurre en cualquier conflicto que se repite en grupos de personas reales.

Algunos autores que trabajan en juegos evolutivos se basan en contextos distintos
al del teorema de Wentzelt y Freidlin. El enfoque de Kandori, Mailath y Rob que también
utiliza Young es muy llamativo pues transforma problemas muy complicados de procesos

estocésticos en problemas relativamente sencilla de redes.
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