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INTRODUCCION

El siguiente trabajo esta basado en un articulo realizado por Ravi. S.
Kulkarni ([KP]), donde se estudian las nociones de Estructuras Conformes
y de M&bius en variedades.

El estudio comienza con la Teoria de Superficies de Riemann y la ob-
tencién de éstas por la accién de un subgrupo discreto en la esfera de
Riemann, que actia proplamente discontinuamente ahi, llevandonos de
manera natural al estudio de las transformaciones de Mobius sobre la es-
fera v su clasificacién por las propiedades geométricas que éstas tienen.
Se estudiardn después las bases bajo las cuales esta teoria descansa. Esto
nos remite al conocido Teorema de Uniformizacidn, el cual dice que el
cubriente universal de una superficie de Riemann es, la esfera 2, el plano
complejo C 6 el plano hiperbdlico D?. Lo cual nos da una manera natu-
ral de definir estructuras sobre las superficies de Riemann, modeladas en
los tres tipos de espacios con curvatura seccional constante igual a 1, 0
6 —1,asociados respectivamente a los cubrientes universales S%, C y D%
Un hecho que se mostrard en el transcurso del trabajo, es que el grupo de
transformaciones de Mohius tiene relacién con las teorfas de Geometria
Hiperbélica y la Geometria Conforme en el caso de dimensién 2.

Después estudiaremos con un poco mds de profundidad lo que significa



tener algin tipo de estructura en una variedad, llevindonos de manera
natural a lo que se entenders por una Estructura Conforme, asi, al poder
definir un grupo, que llamaremos €l Grupo de Mobius en dimensién 7,
podremos definir también lo que entenderemos por una Estructura de
Mobius en una variedad. Y al igual que en el caso de dimensién 2, veremos
que este grupo de Mobius tiene una estrecha relacién con la geometria
Conforme y con la geometria Hiperbélica en dimensién n. Posteriormente
veremos como el Teorema de Liouville nos dard Informacién sobre las
Estrucuras Conformes y de Mibius; y se obtendré un reciproco parcial de
este teorema, lo cual nos permitiré estudiar a las variedades con relacién
a sus cubrientes universales, estudiando las nociones de Desarrollamiento
y Holonomia de una Variedad, y las condiciones bajo las cuales se puede
efectuar este estudio. Para finalizar; se definird lo que se entenderd por la
Trontera Ideal de una variedad con Estrucrura Conforme y la clasificacién
de Estructuras de Conformes sobre variedades de dimensién n. Lo cual en
cierta manera extender4 las nociones que se tiene para el caso de dimensidn

2.
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Capitulo 1

TEORIA CLASICA DE GRUPOS

KLEINTANOS

1.1  Preliminares

Recordemos que una n-variedad topolégica X de dirensién n es un espacio
topoldgico Hausdorff con una base numerable para su topologia la cual es localmente

homeomorfa a B®, es decir:

Para cada punto p € X existe una pareja (U, z), donde U es una vecindad del punto

3






Py 2 es un homeomorfismo de U sobre un subconjunto abierto V de R", con n fija.

X

Figura 1.1 Cartas Coordenadas de una Variedad
A las parejas (U,z) con U C X se les llaman Cartas Coordenadas de X ¥ un

Atlas en X es una familia A = {(Us, 2a)} 4 de cartas coordenadas de X que cubren
a ésta. Empezaremos nuestro estudio con variedades de dimesién 2 ¥ consideraremos

el codomirio de las cartas coordenadas que sea C en lugar de R2.

Definicién 1.1.1 Sea X una 2-variedad y consideremos las cartas coordenadas de la
sigutente forma z, : U, T X >V, CC

1) SiUa NUg # @ para dos cartas de X, a las Sfunciones
Zap = 2302, : 20 (Ua NUs) > 25 (Ua 1 Us),

se les llama Funciones de Transicion o Cambios de Coordenadas.

2) Un atlas A = {{Ua, 2a)} oop en X se llama un Atlas Holomorfo o Complejo
si todas sus funciones de transicion son funciones holomorfas.

8) Dos atlas complejos A = {(Uasza)}oer ¥ B = {(Ve,wa)}lsen en X se llaman
Egquivalentes si siempre que U, M Vs # 8, los cambios de coordenadas z, o wg} Y
1

g 0 27" son holomorfos.



X

Zer(UaU)

Zp(Uentp)

Figura 1.2 Funciones de Transicién en una Variedad

Es facil ver que la relacién anterior entre atlas complejos sobre X es una relacién de
equivalencia y la unién de dos atlas complejos equivalentes sobre X es de nuevo un

atlas complejo sobre X equivalente a cada uno de éllos.

Definicién 1.1.2 Una Superficie de Riemann es unc pareja (X, T) donde X es
una 2-variedad coneza y T es una clase de equivelencia de atlas complejos en X. A

5 se le llama una Estructura Compleja en X.

Ejemplo 1.1.3 Superficics de Riemann

1) El plano complejo

Este es claramenie el ejemplo mds sencillo de una superficie de Riemann, su
estructura compleje estd dada por el atlas A= {{C,id)}, consistente solamente de la

carta coordenada id : C — C dada porid (z) = 2.



2) La 2-esferg

De las 2-variedades compactas, la 2-esfera S? definide por
S*={zeR: |z =1},

es el ejemplo mds sencillo. FEsta superficie, que es claramente coneza, posee una
estructura compleja de la siguiente manera:

Sean N y § los polos norte y sur de la esfera S®. Consideremos los abiertos
Uy = 8% — {N} y U, = 8% — {5}, y observemos que estos dos abiertos cubren a la
esfera. Las cartas correspondientes estdn definides como sigue

z1: Uy — C es la proyeceion estereogréfica desde el polo norte.

Asi z1 es un homeomorfismo cuya inversa 27! : C —U; estd determinade de la
sigutente manera:

Identifiquemos a C con el plano XY ; sea pues w = z+iy = (z,y, 0) € C. Entonces
21 (w) es el punto sobre S? determinado por la inlerseccion de la recta que pasa por
w=(z,y,0) y el polo norte N = {0,0,1). Observemos que z, (§) =0 € C.

La otra carta 2y : Uy — C estd dada por

2 (p) :=ﬁ)—sip?‘:N y 22 {(N)y=0.

Notemos que como p # S entonces z: (p) # 0 y ast 2z, es una funcion bien definida.
FEs claro ver que 2, es biyectiva y ademds es un homeomorfismo.

Finalmenie los cambios de coordenadas son de la forma:

zp=zmoz iy (Thaly) = z(Uinl),



donde Uy Uy = §*—{N, S}, yz: (Uy N Uz) =C— {0} ya que 21 (S) = 0y 2 (N)y=0.
Por lo que para todo w € C— {0} se tiene que:

1 1
= -1 e —— I —
12 (w) == (zl (w)) 4 (21— ! (w)) w
De aquf se sigue que zip s holomorfa. Un edlenlo similar muestre que el cambio

de coordenadas zy, resulta ser también holomorfo, por lo que la esfera 52 tiene una

estructura de superficie de Riemann.

Figura 1.3 Proyeccién Estercogréfica desde ¢l Polo Norte N

Una pregunta natural que resulta de la construecién anterior serfa ¢l por qué en lugar
de usar la carta (U, 20) anterior, que es poco © natural ”, no usamos la proyeccicn
estereogréfica desde el polo sur S. La respuesta es sencilla; si escribimos explicita-
mente &sta. proyeccién estereogréfica, el cambio de coordenadas zy» estarfa dado por
la siguiente expresién

1
2g () == = ——z +1i .
T a4y T4y

,dw=z+iy#0,



que es claramente diferenciable, pero no ¢3 holomorfo.

Un hecho importante es que la esfera §% también lo podemos considerar como la
Esfera de Riemann que se denota gencralmente por C = CP! = C {oc}.
Introduscamoes la siguiente topologia en € = CPY:

Los conjuntos abiertos son los conjuntos usuales abiertos U ¢ € Jjunto con conjuntos
de la forma V U {oc}, donde V C C es el complemento de un conjunto compacto
K cC. Con ésta topologfa sobre € = C P! » que &8 un espacio compacto de HausdorfF
homeomorifo a 52, via la Proyeccién estereografica y extendiendola de tal manera que
23 (N} = 0.

Consideremos Jos conjuntos U, := CP! \{oo} y Uz := CPY\ {0} = C* U {oo}; donde
C* =C - {0}.

Definamos las siguientes aplicaciones ¢, : U; = C, i = 1, 2 como sigue:

$1=Tdey ¢, (z) =} para 2 € C, y 9, (2) = 0 para 2 = oo,

Claramente éstas aplicaciones son homeomorfismos y por lo tanto C = CP! ¢S una
2-veriedad. Ya que I; ¥ Uz son conexos y tienen interseccién no vacia CF! es tam-
bién conexo. La estructura compleja sobre € = CP! es ahora definida por el atlas
consistente de las cartas (7, ,) con f = i, 2

Debemos entonces mostrar que las dos cartas son holomorfamente compatibles. Para
esto observemos que @, (U)NT,) = o (U1NUs) = C* y ademds se tiene que la
funcién @, 0 7 : O — C*, es de la forma » — ;f- que es biholomorfa, con lo cual;
hemos mostrado de otra manera alternativa que 5%, que es homeomorfa a P! tiene

ademds una estructura cornpleja la cual la hace una superficie de Riemann.

De ahora en adelante consideraremos el plano complejo extendido C U {0} que de-
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uotaremos por @, como la esfera de Riemann cuando es identificado via la proyeccién
estereografica con la esfera unitaria §% ¢ RS,

Es claro que las 2-variedades son espacios topolégicos, por lo que resulta natural ahora
preguntarnos cuales son €l tipo de funclones que se pueden definir en estos espacios,
¥y més especificamente para superficies de Riemann, ecuales funciones preserven la
estructura de una superficie de Riemann y si se puede extender la teorfa de Variable

compleja a una superficie de Riemann.

Definicién 1.1.4 Sean X y Y superficies de Riemans.
Una Aplicacion Holomorfa entre X y Y es une funcion continua f : X — Y,
tal que para cada punto p € X y para cualesquiera cartas (U, ¢) alrededor depe X y

{V,%) alrededor de f{p) €Y, la funcidn
Pofogl: o (UNF V)= (V),

es holomorfa en el sentido usual, es decir, como funcion de C en C.

Definicién 1.1.5 Sea X una superficie de Riemann. Una Funcién Holomorfa en
X es una aplicacién holomorfa [ : X — C, considerende a C como una superficie de
Riemann, es decir, f : X — C es una funcién holomorfa si para todo punto p € X
y cualguier carta coordenada (U7,z) del punto p, la funcién foz 1 : z(U) — C, es

holomorfae en el senfido usual.

Es facil ver que el conjunto de funciones holomorfas definidas en un abierto {7 de una

superficie de Riemann forman un anillo con las operaciones definidas puntualmente,
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a este anillo lo denotaremos por @ (U) y es conocido como el Anillo de Funciones
Holomorfas en U,

Observemos que la propiedad de que ura funcién entre superficies de Riemann sea.
una funcién holomorfa, es una propiedad local, ¥ como localmente toda superficie de
Riemann es como C, esto nos lleva a pensar que muchas de las propiedades usuales de
funciones holomorfas de C en C sean también vilidas en lag superficies de Riemann.
En efecto tememos que muchas de éstas propiedades se siguen conservando entre
superficies de Riemann como por ejemplo: El teorema de Singularidad Removible
de Riemann, Teorema de Identidad, Teorema de la funcién abierta, Teorema del
Médulo Mdximo y el Teorema de Liouville. Para mayor informacién al respecto y
demostraciones de estos resultados puede consultarse (Fo).

En resumen tenemos que las funciones holomorfas en una superficie de Riemann
son la generalizacién natural de las funciones holomorfas en C, por lo que ahora es
ignalmente natural preguntarnos si exite una generalizacién a superficies de Riemann
de Ja teorfa de funciones meromorfas en C, ya que éstas funciones son en cierta manera

muy parecidas a las funciones holomorfas en C.

Definicién 1.1.6 Sea X una superficie de Riemann. y U C X un subconjunto abierto.
Una Puncion Meromorfa en U es una funcion holomorfa f: U — C, donde U es
un swbcongunto abierto contenido en U tal que:

1) U = U contiene sdlo puntos aislados, a los que llamaremos Polos de f.

2) Para cada polo p € U — U se tiene que

lim 17 (2)] = oo,



11

Denotemos por M (U) al conjunto de funciones meromorfas en IJ. Observeros que st
U C X es un subconjunto abierto , entoces f: U — X es una funcién mercmorfasiy
sélo si para cada carta coordenada (V, 2} en X, la funcién foz l:z(VNU)CC—C
es meromorfa en el sentido usual, es decir, holomorfa salvo polos, que neoe;aﬁament?
son aislados. También es importante observar que una funcién meromorfaen U € X
no es propiamente hablando una funcion de U en C, sino que en general sélo estd
definida en un abierto [ C U. Por lo que en principio el conjunto M (U} no es
comparable con €l anillo O (U). Para salvar &ta dificultad vemos que definiendo el
valor en los polos de una manera continua a un punto se resolverfa este problema,
esto nos lleva a pensar que una funcién meromorfa se puede pensar ahora como una

funcién, sélo que su codominio no es C sino € como veremos a continuacion:

Teorema 1.1.7 Sea X una superficie de Riemanm.

1) Sea f una funcién meromorfa en X . Si para cada polo p de f se define

- o~

flp)=x€C,

entonces se obtiene una aplicacion holomorfa f:X— c , que exiiende a f.
2) Rectprocamente, 5i f : X — € es una aplicacion holomorfa, entonces:
i) f es una funcidn constante con valor 0o &

i) £~ (o) consiste de puntos aislados, y la funcidn
flx—pi@yr X — 1 (e0) = C,

es holomorfa, es decir, f: X — C es una funcidn meromorfa.

([Fo], Teo. 1.15, pag. 7)
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El teorema anterior nos dice que éxiste una biyeccion entre el conjunto de funciones
meromorfas f: X — C y el conjunto de funciones holomorfas f X - C , ¥y en
consecuencia, podemos identificar las funciones meromorfas en X con las aplicaciones
holomoerfas de X en C.

De éste resultado se desprende corno corolario el Teorema de Identidad en su-
perficies de Riemann que dice que si J ¥ g son dos funciones meromorfas en X que
coinciden en un subconjunto 4 C X que tiene un punto de acumulacién en X, en-
tonces f = g.

Demos ahora una caracterizacién de las funciones meromorfas sobre € , para esto
recordemos que una Funcién Racional en €, es una funcién de la forma, f (z) = nz)

wz)?

donde p{z) y q(z) son polinomios con coeficientes en C ¥y a(#) # 0 para algin z £ C.

Proposicién 1.1.8 Toda funcién meromorfa en C es una Juncion racional, (es de-
cir, que toda funcion holomorfa f : € —C esuna Suneion racional ) y reciprocamente,

toda funcion racional es una funcién meromorfa en .
([Be], Teo. 1.4.1, pag. 9).

Definicién 1.1.9 Un Automorfismo de la Esfera de Riemann es una aplicacisn

biyectiva T : C—C la cual es holomorfa,
Denotemos al conjunto de todos los automorfismos de © por Aut (@) .

Teorema 1.1.10 Aut (@) consiste de los funciones de la formd: T(z) = %ﬁ’ core

6,b,c,d € C yad —bc # 0.

(78], Teo. 2.1.1, pag. 17).
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Definicién 1.1.11 A los elemenios de Aut (@) se les [lama Transformaciones

Lineales o Tranaformaciones de Mdbius.

Nota.:v

Observemos que un elemento T' € Aut (@) no estd determinado de manera dnica
por los coeficientes @,b,¢ ¥ d, ¥a que si A € C — {0} entonces para los coeficientes
Ae, Ab, Ac ¥ M tenemos:

(Aa)z+(A)  AMaz+b) az+db
(A)z+{M) Mcz+d) cz+d

T(z) = =1(2),

es decir 7' y 7 son la misma transformacion.
Estas tranformaciones forman un grupo ya que si U(z) = Z21h onn a,bédeCy

ad &b # 0, tenemos que:

. _ (8a +bc)z + (@b + bd)
Wel)z) = (Ga +de)z + (b + dd)
(Ga -+ be) (&b + dd) — (@b + bd)(éa + de) =
= {ad — bc)(ad — b) # 0.
Porlogque U oT € Aut (@)

La trensformacién Identidad Id (z) = z se obtienealhacera =d £ 0yb=¢=0,7la

transformacién inversa de T(Z) = 212 es la transformacién dada por T-1(2) = 222

El Grupo Aut (@) es también conocido por el Grupo de M&bius y de ahora en
adelante lo denotaremos por M. Noterncs ademnds que las funciones holomorfas son

continuas, por lo que tenemos
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Corolario 1.1.12 M es un grupo de homeomorfismos de C en si misma.

([JS], Cor 2.1.2, pagl8).

Denotemos por GL(2,C) al Grupo General Lineal que consiste de matrices de

tamafio 2 X 2 con coeficientes en C y determinante distinto de cero, es decir:

a b
NeGL2,C)siysblosi N = )
¢ d
con ¢,b,¢,d€Cyad—bc#0.

Definimos I1: GL(2,C) — M dada por:

a b az+b

n = .

cz+d

¢
Por lo que si denotamos por:
i b a b da+be @b +bd
A= , B = yC= a estas matrices,

& d ¢ d fa+de #h+dd

de tal manera que II{A4) = U y II{B) = T, tenemos entonces que:
I(4) 0 T(B) = U(T(z)) = (U o T)(2) = TI(C).

Con lo cual tenemos que II es un homomorfismo de grupos y por los comentarios

anteriores y el Teorema 1.1.11, es ademds epimorfismo. Si denotamos por H al nucleo

de T1, vemnos que consiste de las matrices N € GL(2,C) tales que II{N) = T(z) ==

para todo z € @, o equivalentemente que sus coeficientes sean de la forma o = d #0
azib

y ¢ =b=0, ya que estos son lo que cumplen que £57 = z.

Asi tenemos que:

H={NecGL(2,C): N =Xd, AeC— {0}}.
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Por lo que obsevamos anteriormente tenemos que: L,N € GL(2,C) determinan el
mismo autotnorfismo de C bajo I si y sélo si LN™> € H es decir L = AN con
A € C— {0}, Por el primer teorema de isomorfismo para grupos, que dice que si se
tiene 1n homomorfismo de grupes f : G ~ K donde el micleo de f es el subgrapo H
de G, entonces H es un subgrupo normel y G/H £ im f, obtenemos de esta manera
que

M=GL(2,C)/H =GL(2,C)/{Md. 2T — {0}}.
El grupo cociente GL(2,C)/{A\Ild, A € C — {0}} es llamado el Grupo Proyectivo
General Lineal y es denctado por PGL(2,C).
Por otro lado tenemos que la funcién determinante cumple con las siguientes propiedades:
1) det(N L) = det{N) det(L) para toda L, N € GL(2,C).
2) det : GL(2,C) — C* , es un homomorfismo de grupos, donde C* = £ - {0} estd
pensado como el grupo multiplicativo de los mimeros complejos distintos de cero.
El nucleo del homomorfismo det es un subgrupo normal de GL(2,C). Este grupo
es llamado el Grupo Especial lineal, se denota por SL(2,C) y consiste de todos
las matrices N € GL{2,C) tales que det(N) = 1. Como el homomorfismo det es
suprayectivo tenemos nuevamente por el primer teorema de isomorfismo para grupos

ques
GL(2,C)/SL(2,C) = C".

Si L € GL(2,C) entonces podemos escribir a L como L = AN, donde A = det(L) y

N € SL(2,C). De las observavciones hechas anteriormente vemos que:

Ti(L) = (V).
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A partir de lo cual podemos entonces decir que todo elemento T € M tiene la forma
T{(z) = 222 con ad — ke = 1, que es lo mismo que decir que IT aplica SL(2,C) sobre
M. Ast PGL(2,T) coincide con el grupo cociente SL(2,C)/{xId}, que es Nlamado
el Grupo Proyectivo Especial Lineal, que es denotado por PSL(2,C). De aqui

se tiene:
M= PGL(2,C) = PSL(2,C).

Dado un grupo G en general , siempre es bueno saber si este grupo es generado por
algunos de sus elementos, pues esto facilita en cierta forma su estudio.
Consideremos los siguientes tipos especiales de transformaciones de Mabius:

1) R(z) = ez donde |a| = 1 es decir, a = exp (i) con # € R. Esta transformacidn
representa geométricamente una rotacién de C por un dngulo @ alrededor del eje
vertical que pasa por los puntos (0,0,1) ¥ (0,0,—1) en R,

2)J(z) = 1 que geométricamente representa una rotacién de € por un dngulo 7
alrededor del eje horizontal que pasa por los puntos {1,0,0) y (—1,0,0) en R®.
3)5:{z) = rz donde r € R con 7 > 0 fija; esta transformacién es una similitud en el
plano complejo y actda expandiendo o dilatando en un factor r.

4)Ti(z) = z+t con t € C, que es una traslacién en C.

La importancia de estas transformaciones la tenemos explicitamente en el signiente

resultado

Teorema 1.1.13 Toda transformacién de Mébius es composicidn de un nimero fini-
to de transformaciones de Mobius de los tipos 1),2),3) y 4).

(7S], Teo. 2.8.1, pag. 21)
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Observemos que una de las tantas propiedades que posee la proyeccién estereogréfica
de Cen G, es que aplica a los circulos de C sobre circulos de , y la imagen de una
recta en C es una recta sobre C, de donde si a esta ultima recta se le afiade el punto
{ea}, @lta ser topolégicamente equivalente lo mismo que un circulo en €, por lo
que los circulos en C son de los siguientes dos tipos:

1)Circulos en € en el sentido Euclidiano usual.

2)Conjuntos de la forma A U {oo}, donde A es una linea recta en C.

Figura 1.4 Circules en la esfera de Riemann

Una propiedad importante de la aplicacidn de un elemento det grupo PG L(2, C} sobre

los circulos en © est4 dada en el siguiente

Teorema 1.1.14 i denotamos por G a un céreulo en C y si T € PGL(2,C), en-
tonces T(O) es un ctreulo en €.

(f38], Teo. 2.4.1, pag. 22)
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Consideremos un conjunto Q y un grupo G.

Definicién 1.1.15 Decimos que un grupe G Acttia en 0 (por la izquierda), si se
cumple lo siguiente:

Si eziste una funcion © : G x Q — Q, que denotaremos por: ©(g,z) = g(z) o
simplemente gz, tal que satisface lo siguiente:

1} e(z) =z, para tode = € §} donde e € G denota al elemento identidad del
grupo G,

2) ¢ (¥ () = ¥ (x) , para toda = € Q y para todas @y € G

Definicién 1.1.16 Sea G un grupo que actia sobre un conjunto §2.

Decimos que la Aecidén es Transitiva si para cada par de puntos x,y € Q; exste
algin elemento g € G tal que g(z) = y. De modo mds generd, decimos que G Actia
k-transitivamente sobre  siempre que se tengana, y 3, coni=1 ...k, elementos
distintos de ), es decir, o; # ; y fB; # B; parai # j, exwiste algin g € G tal que

glos) =g, parai =1, . k.

Dada. la nocién de que un grupo actde transitivamente sobre un conjunto tenemos el

siguiente resultado y algunas de sus consecuencias:

Teorema 1.1.17 i z;, 23 y 2z son elementos distintos de C entonces eriste una
inica T € PGL(2,C) tal que T(z) =0, T{z) =1y T(23) = co.

([JS], Teo. 2.5.1, pag. 23)

Corolario 1.1.18 i (21, 22, 23) (w1, we, ws) son dos ternas de puntos distintos

en T entonces, eziste una unica T € PGL(2,C) tal que T{z) = 1w, parai=1,2,3
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Es decir; la accién de PGL{2,C) en C es S-transitive y a su vez, todo elemento
T € PGL(2,C) queda determinado por su valor en cualesquiera fres puntos distintos
de C.

({JS], Cor 2.5.2, pag. 23)

Definicién 1.1.19 Decimos que un punio z € C es un Punto Fijo de algin ele-

mento T € PGL(2,C) si T(z) = z, y de igual manera decimos que T fija a z.

Corolario 1.1.20 Si T € PGL(2,C) y T fija tres puntos distintos de C, entonces T
es la transformacion tdenitidad.

([75], Cor 2.5.3, pag. 23)

Este dltimo corolario nos dice ademds que PGL(2,C) no es 4-transitivo pues no
existe una transformacién de Mobius que aplique por ejemplo a los puntos 0,1,00 y 2
en los puntos 0,1,00 ¥ —1 respectivamente, pues esta transformacion tendria que ser
la. identidad.

Por otro lado tenemos que tres puntos distintos en R?® determinan un nico plano
II C R3, por lo que cualesquiera tres puntos distintos de € estan en un tnico cireulo
O = INC. Usando la 3-transitividad de la accién de PGL(2,C) sobre € tenemnos el

siguiente resultado

Teorema 1.1.21 PGL(2,C) permuta los cfreulos en C transitivamente, esto es, si
O y ¥ son circulos en € entonces existe T € PGL(2,C) tal que T{O) = 0.

([78], Tes. 2.6.1, pag. 26)
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Deflnicién 1.1.22 Si G es cuclquier grupo entonces los clementos g, h € 7 son

Conjugados en G si existe a € G tal que g = aha™L.

La conjugacién da una relacién de equivalencia sobre @, y sus clases de equivalencia
son lamadas Clases de Conjugacién.

Analizaremos ahora clases de conjugacién en PGL(2,C) . Como ya hemos visto estas
transformaciones tienen muchas propiedades geométricas y las clases de conjuga.ciéh
determinan, por ejemplo, el nimero de puntos fijos de estas transformaciones.

En efecto, si 2 € C es un punto fijo de algtin T € PGL(2,C) y si U € PGL{2,C), se
tiene que U(z} es un punto fijo de la transformacién conjugada UTU ! € PGL(2,Q).
Para realizar nuestro andlisis de clases de conjugacién y puntos fijos, trabajaremos

con transformaciones de Mobius representadas en el grupo PSL(2,C) , es decir con

transformaciones de la forma T'(z) = 222 con ad — be = 1.

Consideremos ahora una transformacién de Mobius T (2} = &2k representada por
a b

alguna matriz 4 = . Recordemos que la traza de la matriz 4 est4 definida

e 4

por tr{A) = a+d.

Supongamos primeramente que ¢ # 0, y sea z € C un punto fijo de T. Por definicién
z € € un punto fijo de T si y sSlo si c2? + (d — ¢)z — b = 0. Esta ecuacién tiene
dos raices, que corresponden a dos puntos fijos de la transformacién, a menos que
(d — a)? + 4bc = 0 en cuyo caso se tiene una sola raiz de multiplicidad 2. Usando la
condicién ad -~ bc = 1, la ecuacién anterior equivale a la ecuacion (a + d): — 4 =0 y
observemos que ¢ +d es la traza de la matriz A. Por lo que T tiene un tinico punto

fijo si y s6lo st (@ + d)? = 4, es decir; si la traza de T s +2.
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Ahora si ¢ = 0 entonces T fija co ya que T(co) = £, y asi T fija a co siysblosic=0.
En este caso tenemos que ad = 1 y T es de la forma T(z) = a%z + ab, por lo que su
segundo punto fijo debe satisfacer z = fd;f # o0 y esto sucede si ¥ slosia®#16
equivalentemente si {a+ d)? # 4 por las observaciones hechas anteriormente. Cuando
a? = 1 tenemos que T(z) = z£bcon lo que T es la transformacién identidad para
b =0, y tiene un tnico punto fjo en oo para b#£0.

Consideremos ahora el término {a+d)? en los elementos de PSL(2, C) para determinar
las clases de conjugacién en PSL(2,C).

Por céleulos directos se puede obsarvar que tr(AB) = tr(BA), con lo que st B es
invertible entonces s tiene que tr(BAB™1) = tr{ BB~ 4) = tr(A).

Obteniendo asi que tr(A) depende solamenie de la clase de conjugacidén de A en
GL{2,C).

Ahora cada transformacién de Mobius T es representada por un par +A de matrices

en SL(2,C) y ademds se tiene que tr(—A) = —tr(A); por lo que tenemos
tr2(T) = (tr(A))? = (a + @)%,

obteniendo de esta manera una funcién bien definida de T' dependiendo solamente
sobre la clase de conjugacién de T en PSL(2,C).

Todo lo anterior podemos resumirlo en el siguiente

a b
Teorema 1.1.23 SeaT(z) = &2 conad—bc =1, y sea Ar = e SL(2,C)

una matriz que representa a T

Sitr(Ar) # £2 entonces T tiene dos puntos fijos en c.
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Si tr( Ar) = £2 y T no es la transformacién identidad, entonces T tiene un solo

punto fijo en C.

({JS], Teo. 2.9.1, pag. 32)
Consideremos el siguiente ejemplo que ilustra los resultados anteriores.
Ejemplo 1.1.24 Consideremos las transformaciones de Mébius de la forma
U(z) =Xz con A€ C-{0}.

Tenemos entonces que en SL(2,C) , la transformacién U estd representada por las

matrices:

VX 0 1

2 _ 1
,asz’tr(U)—(\/:\--i-ﬁ

)2=A+5+2.

' %
Describamos ahora las clases de conjugacién en PSL(2,C).
En cualquier grupo, el elemento identidad forma una clase de conjugacion; las clases

de conjugacién restantes de FS L{2,C) se describen seleccionando representantes de

cada clase. 5i A € C — {0} definimos las siguientes transformaciones:
Ejemplo 1.1.25 Us(2) =Xz si A £ 1y U(z) =2+ 1 si A=1.

Teorema 1.1.26 Si T no es la transformacidn identidad de PSL(2,C) , entonces
existe algin A € C— {0} tal que T es conjugada a Uy,

(98], Teo. 2.9.2, pag. 33)

Por ltimo para describir completamente a las clases de conjugacién nos falta deter—

minar ceando Uy y U, son conjugadas.
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Teorema 1.1.27 Uy y Ux son conjugadas si y sélo sik =X 6 k= A"\,

(7S], Teo. 2.9.3, pag. 34)

Corolario 1.1.28 Dos elementos que no sean la identidad Ty, T € PSL(2,C) son
conjugados si y sélo si tr? (1) = t2(Ty).

{JIS], Cor 2.9.4, pag. 84)

Definicién 1.1.29 FI par {}, %} gue estd determinado de manera inice pera un

elemento T € PSL(2,C), es llamado el Multiplicador deT.

De los resultados de esta seccién tenemos que, dos transformaciones de Mébius que

no sean la identidad son conjugadas si y sélo si éllas tienen los mismos muitiplicadores.
De esta manera obtenemos que el multiplicador es un metodo igual de efectivo que
la funcién tr? para determinar las clases de conjugacién. La relacién que existe entre

estos dos invariantes es quer
1
(7)) =t (Us) = A+ X +2,

de donde vemos que A y + son las raices de [a ecuacion cuadrética

2+ 2-t*HT)Hz+1=0.

1.2 Clasificacién geométrica de las transformaciones

de Mdbius

Empecemos por analizar el comportamiento de una transformacién de Mabius T' que
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no sea la identidad, y en particular el comportamiento de T™ cuando n tiende a oo,
donde T™ denota la n-ésima iteracién de T, es decir T = T o ..o T , N-Veces,
Anteriormente observamos que T' s conjugada 'en PSL(2,C) a alguna transformacién
Uy con A # 0. Observamos ademés que 7" no esta determinada de manera iinica por
A ya que T es también conjugada a U*.

Consideremos primeramente que 7" tiene un tnico punto fijo z5 € @, es decir que
tr*(T) = 4 & equivalentemente que A = 1; llamaremos a una de estas Transforma-
ciones T Parabédlica.

En este caso tenemos que T = V-1,V para alguna V € PSL(2,C) que satisface
Vizm)=coy Ui(z) =z +1.

Ahora
lim UT'(2) = lim (2 +n) = co para toda z € C,
¥ asi tenermos que:

lim T"(z) = lim V7PV (z) = V™ Hoo) = 2

n—oo

paratoda z € @, de donde podemos observar que cada z € Ces eventualmente movido

por 1™ hacia zp conforme la n anmenta. Es decir que zp €s un Punio Atractor.

Consideremos ahora el casc en T que tiene dos puntos fijos 2 ¥ 23, asi consideremos
la transformacién V(z} = -((%% que transforma estos des puntos fijos en 0 e co.

Entonces tenemos que VTV-! = [, para alguna A # 0,1 y fija los puntos 0 e co.

Por otro lado tenemos que

Ul (z) = A"z,
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asi, si |A] < 1 entonces lim, .o UP{2) = 0 para teda z # co, obteniendo de esta

manera

lim T™(z) = z; para toda z # 2.

n—oo

Similarmente st [A} > 1 tenemos que
lim U7 (z} = oo para toda z # 0,
a0

es decir que lim,_.o, T™(2) = z; para toda z # z; donde claramente estos dos casos
son esencialmente los mismos al intercarnbiar z; por 23 pues corresponde a reemplazar
A por +.

Obtenemos asf que si || # 1, entonces T™ progresivamente mueve todos los puntos
z # 21,22 lejos de uno de estos puntos fijos y acercdndolos hacia el otro punto fijo.
Es decir que uno de élios, digamos z;, es un Punto Repulsor mientras que z; es un
Punto Atractor. Llamaremos 2 una de tales Transformaciones T Hiperbélica
si A es un nimero real positivo ¥ ‘Transformaciones Loxodrémica en otro caso.
Ahora para |A| = 1 tenemos que Uy es una rotacién Ry de C. Haciendo A = exp z'é

observamos que:

lim U}(z) = lim exp(inf)z, no existe para z # 0,00,

n—ro0

por lo que tampoco existe el de T™(z) para z # z1, 2p; llamaremos a una de estas

Transformaciones " Eliptica.

Resumniendo tenemos que: Como T es conjugada a U, si y sélo si t02(T) = tr(Us) ¥

ademd4s como tr2(Uy) = A -+ 3 + 2 tenemos asf el siguiente resultado:
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Teorema 1.2.1 Sea T(z) = 24 conad - be =1 y sea tr(T) su traza. Entonces:
1) T es elfptica si y s6lo 51 0 < $3(T) < 4.
2) T es parabslica si y sélo si te2(T) = 4.
3) T es hiperbslica si y sélo si tr2(T) > 4.

4) T es lozodromica si y s6lo i tr2(T) < 0 ¢ tr¥(T) ¢ R.

1.3 Geometria del Grupo M*

Definicién 1.8.1 Una transformacion de € en € de lo forma g(z) = &£, cwn
a,b,¢,d € C yad—be # 0, es llamade una Reflezién Racional o Anti- Automorfismo

de C.
Estas transformaciones se pueden ver de la siguiente manera:
T(z) = (U o Inw)(z) donde Im(z) =3y 0 e M.

Como ambas son homeomorfismos de C en si misma ( 1a conjugacién compleja en T
se puede entender como la reflexién en el plano a través de R U {00} en € pensando
a RU {oo} como la imagen de la copia de R < C union {co} bajo la proyeccién
estereogrifica), y anélogo al caso de los automorfismos de © estas transformaciones
no estdn determinadas por sus coeficientes de manera tinica, as{ que procediendo de
igual manera podemos suponer que ad — be = 1 y como las reflexiones cambian l
orientacién en RR3, teneros que estas transformaciones cambian la orientacién de I
esfera de Riemann C.

Tenemos asf que los automorfismos ¥ los anti-automorfismos de € forman un grupo
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denotado por M™ en ¢l cual M es un subgrupo normal de fndice 2. Al igual que
los elementos del grupo de transformaciones de Méhins que poseen uno o dos puntos

Gjos, las reflexiones racionales cumplen con tener ciertos subconjuntos de puntos fijos.

Proposicién 1.3.2 El conjunie de puntos fijos de une reflexién racional es vacto,

un punto, dos puntos o un cfreulo en C. ({M%], pag. 2)

Ejemplo 1.3.3 Los siguientes ejernplos ilustran que todas las posibilidades anteriores
puede ocurrir:

1) f(2) = z tiene a un cérculo de puntos fijos, a saber RU {co}.

2) J{z) =z +1 Hiene un punio fijo que es co.

8) f(z) = 2z tiene dos puntos fijos, que son {0,00}.

4) f(z) = ~(3) no tiene puntos fijos.

Estas reflexiones racionales curnplen también con propiedades gecmétricas similares

a las del grupo M sobre L.

Proposicién 1.3.4 Sez L un cireulo en € , entonees eziste ung dnica reflezicn
racional p cuye conjunte de puntos fijos es L (que es llamada la reflexidn en el

ctreulo; si éste es Euclidiano entonces es [lamada Inversidn en el Circulo].

Demostracién: Si L es un cfreule Euclidiane con centro o y radio r , entonces

p es de la forma:

,'..2

,o(z}——-a—!—-(z:ja—)-.
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Si L es una linea que pasa por ¢ en la direccién arg (z) = 8, entonces la reflexién
es dada por:
p(2) =exp (26) (2~ &)+
[ |
Nota: Observemos que p* € M y tiene un circulo invariante, asi que g? es la identidad,

es decir p es una involucién.

Proposicién 1.3.5 5i C es cualquier cfroulo en C, ¥ g es una reflexidn racional,
entonces g(C) es un cérculo en C.

([MFk], pag. 3)

Definicién 1.3.6 Sea X un conjunto y f : X — X una funcién biyectiva. Decimos

que un Subconjunto A de M es Invariante bajo f si f(A) = A.

Definicién 1.3.7 Sea C un cfreulo enC y 2 un punio que no esté sobre C. FEntonces
el punto z* = re(z) es llamado el Punto Conjugado de z, donde vo es la reflerion
racional gue tiene a C como conjunto de puntos fijos. En este caso decimos que z y

z* son. Puntos Conjugados.

Mucha de la geometria de los elementos de M se refleja en las siguientes observaciones:
1) Describamos la accién de la tra:nsform;a.cién parabdlica 2 — z+ 1. Toda familia de
lineas paralelas al eje real en C es invariante bajo esta transformacién. La familia de
lineas paralelas al eje imaginario permanece fija como familia, pero la transformacién
permuta a los miembros de esta familia. Una transformacién parabélica general con

punto fijc z tiene igualmente dos familias:
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1.1) Existe una familia de horociclos que son cfrculos tangentes en x; cada miembro
de esta familia permanece invariante bajo la transformacion.
1.2) Existe una familia de trayectorias ortogonales a la familia anterior que es también
una familia de circulos tangentes en .

Esta familia es fija como familia, pero cada elemento s¢ mueve por la transformacién

en otro de tales circulos.

Figura 1.5 Dindmice de una Transformacién ParabSlica general en la esfera
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Figura 1.6 Geometria de una Transformacién Parabélica general ¢con punto fijo £

en la esfera y en el plano , y donde G representa a la Proyeccién Dstereografica

2) Las transformaciones de la forma z — Az, A € (1,00), que son dilataciones pueden
tarnbién describirse en términos de un par de familias ortogonales:

2.1} La familia de lineas a través del origen que es invariante como conjunto; ademss
cada rayo de cada linea es invariante.

2.2) Las trayectorias ortogonales a la primers familia son la familia de cfreujos centra-
dos en el origen v cada uno de estos es aplicado por la transformacién en otro circulo
de la familia.

2.a) Para una transformacicn hiperbdlica g con puntos fijos z y y, el elemento de M
el cual aplica 0 — z e 0o — ¥, transforma estas dos familias en otras dos farnilias:
2.a.1) Existe una familia de circulos que pasa a través de = y y , donde cada cfrculo
invariante como conjunto.

2.2.2) La familia de cfrculos ortogenales a la primera ; denotemos por = a dicha

familia.
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Para cada C € E Ia reflexién en C intercambia 2 y ¥ , y si C* es un circulo que
intercambia T ¥ ¥, como puntos conjugados entonces C* € 5; ey decir £ es 1a familia
de circulos para los cuales T y ¥ son punios conjugados. La transformacion hiperbdlica

aplica cada circulo de E por otro de tales circulos en Z.

Figura 1.7 Dindmica de una Transformacién Hiperbélica general en la esfera
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Figura 1.8 Geometria de una Transformacién Hiperbélica general en la esfera

2.b) La rotacién centrada en el origen es de la forma z — exp(i?)z. Las mismas
dos familias de circulos en la dilatacién pueden ser usadas para. describir a las de lzs
rotaciones, pero los papeles de las familias son intercambiados. Todos los cfrculos
centrados en el origen son ahora cada uno invariantes , pero los rayos que parten del
origen son intercambiados.

Para una transformacién eliptica general con puntos fijos x ¥ ¢ tenemos:

2.b.1) La familia de circulos que pasan por z ¥ ¥ que es invariante como familia,
donde cada circulo en la familia es aplicado por la transformacién a otro circulo de
esta familia.

2.b.2) Las trayectorias ortogonales; es la familia de trayectorias para las cuales T yy
son puntos conjugados son fijas una a una bajo la transformacisn eliptica, es decir
cada elemento de est4 familia es invariante bajo la transformacién.

S5i g es un elemento eliptico de orden 2 entonces deja a cada circulo que pasa a través
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de sus puntos fijos invariante, y los puntos fjos cortan a cada circulo en dos arcos

que son intercambiados por g.

Figura 1.10 Geometria de una Transformacién Eliptica general en la esfera
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3) El elemento loxodrémico general con puntos fijos 0 e co tiene la siguiente forma
z — pexp(if)z, con p € (0,00) y p £ 1.

Para estas transformaciones tenemos:

3.1) La familia de circulos centrados en el origen es invariante como familis pero
ningin miembro es invariante.

3.2} Las lineas a través de origen son invariantes como familia, en general ninguna
linea es invariante pero hay dos excepciones:

1) el caso hiperbélico cuando exp (i6) = 1.

2) cuando exp (i) = ~1 que es lamado demi-hiperbélico que es el caso en que cada

linea es invariante pero los dos rayos de la linea son intercambiados.

Figura 1.11 Dindmica de una Transformacién Loxédromica general en la esfera
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Figura 1.12 Geometrfa de una Transformacién Loxédromica general en la esfera
a b
Seag= GM,ysupongamosqueg(oo)%oo,esdecixc%().
¢ d
Definicién 1.3.8 Alpuntoa =g~ (co) se le llama el Centro del Ciérculo Isométri-

co de g, o suvezx &= g{oo) es Hamado €l centro del ctreulo isométrico de gt

La familia de efrculos que pasan a través de c e 00 es aplicada por g sobre la familia
de cfrculos que pasan a fravés de o e oo, de donde las trayectorias ortogonales a
la primera es aplicada por g a las trayectorias ortogonales de la segunda. En ofras
palabras esto nos dice que la familia de cireulos centrados en « es aplicada a la familia
de circulos centrados en o

De entre todos estos circulos existe un dnico efrculo I = I () de la primera familia
el enal es aplicado por g sobre un circulo del mismo tamafio, y se le conoce como el
circulo isométrico de g y su imagen es ¢l circulo isométrico de g~

Podernos definir / por medio de la derivada: ¢'(z) = (es+ d) ™2, con lo cual tendrfamos

quer



I={z]|g@)| =lez+d|* =1},

dedonde I' =g(f) y o' = g7 Ya).

‘L. R . _ -1 - _a
IeI tienen el mismo radio p = j¢| ya=yd=2,

Definicién 1.3.9 Sean z y w dos puntos distintos y sea w el punto medio del seg-
mento v de longitud minima que une a z y a w.
Entonces la dnica Unea a través de w que es ortogonal a y es el bisector per-

pendicular de v,

Nota:

Para mayor informacién al respecto puede consultarse |BE}, pagl64.

Denotemos por p = p(g) la reflexién en I de g ¥y por ¢ = g(g) la reflexién Euclidiana
en el bisector perpendicular al segmento entre o Y & si o = of entonces ¢ = 1,.

Hagamos r =go(go p)"l, tenemos entonces que:

77 (00) = gopog ! (ca) = gopla) = ¢(c0) = o

por ser ¢ Euclidiana.

Por un lado tenemos que
T (@) =gepogT (@) =gopogi(g(x)) =gop(o0) = q(a) = o
Y por otro lado tenemos que

ri(I)=qopog () =qop(l)=q(I) =T
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Si r preserve orientacién entonces necesariamente es una. transformacién eliptica de
Ja forma r(z) = k2 (z — o) + & [kj = 1.
Si r no preserva orientacion, entonces s de la forma
r(z) =k (z—&)+ 0, [kl =1
Fn ambos casos 7 es una transformacién Faclidiana con puntos fijos en o € 0.

(M}, pag. &)

Proposicién 1.3.10 Sea g € M, g(oc) # oo, entonces g =704gop donde p es la

reflexidn en el circulo isoméirico de g , ¥ CORT Y g SOR transformaciones Buclidianas.

([M], pag. 9)

1.4 Transformaciones Conformes

Fn esta seecién mostraremos la importancia que fienen Jas transformaciones de M&bius

como transformaciones conformes de C en si misma.

Definicién 1.4.1 i S y Sz son superficies en R® enfonces decimos que Una apli-
cacion f: S, — S» es conforme si ésta preserva dngulos; es decir que siempre que
se tengan dos curvas ¢; Y €z €0 S; que se intersecten en un punto Q con dngulo 6,
entonces fe1) -y flca) se intersectan en F(Q) con el mismo dngulo 0, donde el dngulo
entre dos curvas estd definido como el dngulo entre sus vectores tangentes en el punto

de interseccion.

Dada la definicién de una aplicacién conforme enunciaremos los resultados impor-

tantes de ésta seccidn:
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Teorema 1.4.2 La proyeccién estereogrdfica 7= : C ~ $? — {N} (donde N es el
polo norte de §%) y su inversa w: §* — {N} — C son aplicaciones conformes.

({JS], Teo. 2.11.1 y Cor 2.11.1 pag. 37)

Si se define el éngulo en oo entre dos curvas ¢, ¥ ¢z en € como el dngulo en el polo
norte N de la esfera §? entre las curves m%(c1) y 72 (¢z); se sigue que la proyeccién
estereografica extendida 7 : 5% — € y su inversa 7! : € — 5% son conformes. Ya
que la transformacién J : z —— 1 induce una rotacién 7~1Jr de S%, mandando un
éngulo & en N a un 4ngulo 4 en el polo sur de S%. Tenemos asi, que el 4ngulo entre
€1y ¢z en 00 ¢s igual al dngulo entre J{¢;) ¥ J(cy) en 0, asf una funcién f sobre C es

conforme en oo si y sélo si f o J es conforme en 0.

Definicién 1.4.3 Una aplicacion conforme de una superficie orientada en
8t misma es direclamente o indirectamente conforme si este preserve o in-

vierte la orientacion de la superficie.

Teorema 1.4.4 Cada automorfismo (anti-automorfismo) T de C es un homeomor-
fismo directamente (indirectamente) conforme de C en si misma.

([7S], Teo. 2.11.3, pag. 38)

Teorema 1.4.5 Cada aplicacion directamente (indirectamente) conforme f de C en
¢ es un automorfismo { anti-automorfismo) de C.

([JS], Teo. 2.11.4, pag. 89}

En otras palabras estos dos tltimos resultados nos dicen que el Grupo de Transfor-
maciones de Mobius coincide con el Grupo de todos las aplicaciones conformes de

en C que preservan la orientacidn.
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1.5 Grupos Discontinuos

Considerernos a X un espacio topolégico y G un subgrupo del grupe de homeomor-
fismos de X en si mismo.

Recorderos que un grupo G actia en X {per la izquicrda), si se cumple lo siguiente:

Definicién 1.5.1 Si existe una funcién 8 : G x X — X, gue denotaremos por:
O (g, ) = g (x} o simplemente gz, tal que satisface lo siguiente:

1) e(z) ==z, para toda z € X donde e € G denote al elemento identidad del
grupo G.

2) @ (¥(z)) = ¥ (2) , para todaz € X y para todas pb € G

Para cada g € G definimos una funcién 6, de X en X por:
6, (x) = ©{g,z) = g (z) = g7

Asf que podemos pensar a uma accion 9 de G en X como una familia {8,} .o de
transformaciones biyectives de X, que respetan la estructura del grupo G, es decir:
1) 8, = ldx.

2) Bgen = Gy 0 OG-

3) B, =6;h

Obsérvese que las condiciones 2) y 3) anteriores implican que ©, es una funcién
biyectiva de X en M, con inversa 9;1.

Sea S (X) €l conjunto de todas las permutaciones de clementos de X.

Definicién 1.5.2 Diremos que la Accién de G en X es Efectiva si pera cads

g€ G, la funcion ¥ : G — 5(X) dada por g — O, es inyectiva; es decir, si©; es la
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identidad, entonces g = e. En este caso tendremos entonces que G es un subgrupo de

S(X).

Ejemplo 1.5.3 ( Acciones de grupos )

a) Sean H, G grupos y ¥ : H — G un homomorfismo de grupos.

Definimos ® : H x G — G por © (h,z) = ¥ (h) z, entonces © es una accidn
wzquierda de H en G ya que:

1) (e,z) = ¥ (e)z =z, para todo z € G.

)0 (h1,0 (he,2)) = © (hy, ¥ (hy) 7} = T () (¥ (he) z).

Por otro lado tenemos © (hyhs,x) = ¥ (hhg) z = [T (h1) T (ho)]z.

b) Veamos la accidn natural del Grupo General Lineal Gl (n,R) sobre R™.

Sea G =Gl (n,R) y X = R*. Definimos ©: G x R — R® como :

© (A4, x) = Az,

Esta accidn satisfoce las condiciones trivialmente y la condicién de asociatividad
se satisface por la asociatividad en el producto de matrices: (AB)z = A(Bz).

Ya que © : GXR™ — R™ esté dada por polinomios en lus entradas de A € Gl (n,R)
y = € K", tenemos ademds que este accién es infinitamente diferenciable, esto lo

denotamos por C% .

Su expresion esta dada por : 9 | (ay;), | = (2;;1 a,—,:c-"')_ s i=1,...,n.
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Counsideremos ahora a un grupo G actuando sobre un conjunto X, y supongamos que

A € X es un sabconjunto; denotemos por GA =G (4) = {gajg€G.a €A}

Definicién 1.5.4 Pare cada z € X el conjunto Gz = {gz € X | g € G} es llamada

le érbita de = bajo G.

Recordemos que se dice que la accldn es iransitiva & I-trasitiva sobre X si Gz = X

para alguna 5 € X , lo que implica que Gz = X para todaze X .

Definicién 1.5.5 Cuando la accién es transitiva y eriste una Unica transformacion

de un punto ¢ ofro, la accién se denomina Simplemente Trensitive.

Ejemplo 1.5.6 ( Acciones transitivas }

a} Consideremos la accidn natural de GL(n,R) en R* dada en el ejemplo 2.

El origen es un punto fijo para la accidn ¥ ademds es transitiva sobre R® — {0}.

Siz=(z!,..,2") # 0 entonces eziste una base para R" dada por { fi}, i=1,..,n
con T = fi.

Si eapresemos estos elementos de la primera base en la base candnica de R* se
tiene que f; = 3,5y €5, ¢ = LN, entonces podemos ver que x = Aey, con

A=(ay) e Gl (n,R}.

b) GL(n,R) es transitiva también en los marcos o coleccidn de bases de R™.
Dada cualquier base {fi,..fa} existe un elemento A € Gl(n,R) de tal manera

que Ae; = f; y de hecho esta malriz es inica.
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Dado f = {f1,...fa} v la base candnica, denotamos por B el conjunto de todas las
bases de R™ entonces podemos definir una accidn izquierda de Gl (n,R) sobre B:
©:Gl(n,R) x B — B dada por © (Aje) = de = f = {Aey, ..., Ae,}, esta accidn
es transitiva y por la unicidad de A tenemos de hecho que la accidn es simplemente

transitive.

¢) La accion de PSL(2,C) en un par de ternas de puntos distintos de C es una

accidn simplemente trasitiva como ya vimos en la seccidn 1.1.

Definicién 1.5.7 Sean G y X como antes. Se dice que G Actia Libremente en
X, i para toda x € X se cumple que si g(z) = z para dlgin g € G, entonces

necesariamente se tiene que g = e.

Ejemplo 1.5.8 ( Accin libre )

Consideremos lo accidn de los enteros 7 en R de la siguiente manera:
©:Z xR+ R dada por O(n,e) = a +n.

Es claro que esta accién es libre ya que a+n = a smplica guen =0 € 7 que es

el elemento neutro de los enteros, los cuales son un grupo con la suma.

Definicién 1.5.9 Se dice que la accidn de un grupo G en un punto x € X es Libre-
mente Discontinua si eriste una vecindad U de = fal que g (UYNT = § para todo
9 € G — {e}, es decir; que las G-traslaciones de U son disjuntas. La vecindad U que
satisface esta condicidn recibe el nombre de vecindad decente o buena vecinded

pare la accion.



Ejemplo 1.5.10 { Accidn lbremente discontinua )
Tomando la accidn del ejemplo anterior consideremos un punto cualguiera z € R
1

y consideremos lo vencindad U = (z — 3,2+ 3) de z.

Entonces tenemos gue pera cualguier n en los enteros se tiene:

%,n—l—x-&—%) z((n+x)—-é,((n+z}+-3-)

enN=(Hnk+z—
Gue no es otra cosa que una vecindod de radio -;- del punto (rn+z) € R, por lo

gue st O(n, U) N U =y tendriamos que:
- < <z+1 (n+z) L (n+z}+ L
2 =¥ z Y z Y T3
Con lo cual tendriamos que se tiene que cumplir simultdneamente que:

n+T 1< <$+1 $—1< <n+z+l
7 ~Y g ¥r—3 =y 2

para todo entero, y esto sucede solamente st y solo sin =0, lo cual nos dice que

la accidn es lbremente discontinuamente,

Definicién 1.5.11 El conjunto de punios donde la accidn de G es libremente dis-

centinua se denoming ef Congunio Libre Regular y lo denotaremos por {°.

Ejemplo 1.5.12 Conjunio libre regular
En el ejemplo 1.5.10 vimos que los enteros actian Eiremente discontinuamenie

en todo R.

Tin general, si se tiene un espacio topolégico X y una relacién de equivalencia ~
definida sobre X, denotaremos por [z] = {y € X | y ~ z} a la clase de equivalencia

de z, y para un subconjunte no vacio 4 C X denotemos por [4] = Ugeala).
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Sea X/ ~ el conjunto de clases de equivalencia y denotemos por I1 : X — X [~ la
proyeccién natural que asigna a cada z € X su clase de equivalencia. [T estd dada
por la regla II(z) = [x] para cada = € X. Con esta notacién definimos la topologia
cociente sobre X/ ~ como sigue: U C X/ ~ es abierto si y sélo si IT-1 {U) es abierto
en X, por lo que de manera natural se tiene que II es continua.

Cuando tenemos una accién de grepo en un canjunto X, el grupo & divide X en
clases de equivalencia, las cuales est4n determinadas de la siguiente manera;

Sean X y G como antes; diremos que 2y y € X estdn en la misma clase de equivalen-
cia, 0 son G-Equivalentes si estén en la misma G-&rbita, Es decir si existe g € G tal
que g (x} = y, y en este caso decimos que y es una G-Traslacién de o simplemente
una Traslacién de .

El espacio de clases de equivalencias que es denotado por X/(7 se le conoce como el
Espacio de Orbitas de la accién. Podemos dar a este espacio una topologia a saber,
la topologia cociente, la cual estd dada por ¢l requisito como se dijo anteriormente de

que la proyeccién p: X — X /G sea abierts y continua.

Ejemplo 1.5.13 En el gjemplo 1.5.8 dimos la accion de los enteros T en R dada
por:

©:ZxR~—R conB(n,a) =atn.

Entonces haciendo X = R y tomando esté accion definimos la siguiente relacion de
equivalencia;

T~y sty sdlo sixz—y es un entero.

El espacio de clases de equivalencia no es otra cosa que el circulo unitario en IR? cor
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la topologia de subespacio de B2 y se denota por S*.

Analicernos ahora como toda la teoria desarrollada hasta el momento se relaciona

con el grupo de transformaciones de Mébius actuando sobre la esfera de Riemann.

Definicién 1.5.14 Un subgrupo G de M cuya accidn sobre € es libremente discon-

tinua en algin punio z € C es llamado un Grupo Kleiniano. .

Ejemplo 1.5.15 Grupos Kieinianos

a) Sea G el grupo generado por una traslacidn real actuando sobre R , entonces
todo elemento de G es dela forma z — z+na, cona€R yneZ.

b) Sea G el grupo de rotaciones de R? actuando sobre el ctreulo unitario dado por
5! = {z € C tal que |z| = 1}, cada elemento es de la forma z — exp (#)z con G ER,
entonces G es Kleiniano si y solo 5i G es finito y cfclico; y esto sucede si y sélo si 8

es un ntmero racional.

Nota:

Fl «ltimo ejemplo nos proporciona una manera fécil de conseguir un ejemplos de
grupos que no sean Kleinlanos:

Para esto consideremos el grupo G generado por la transformacién T{z) = exp (i6)z
con f un mimero irracional junto con la identidad. Entonces se tiene que para toda
z € C la G-6rbita de z en nn subconjunto denso sobre el circulo de radio r = |z|. Por
lo que no existe ningiin punto donde la accidn de este grupo sea libremente discontinua

¥ por lo tanto este grupo no es Kleiniano.



46
Proposicién 1.5.16 Sea G un subgrupo del grupo de transformaciones de Mobius
actuando libremente discontinuamente sobre C. , entonces el cociente {°/G es un

espacio Hauvsdorff.

Demostracién: Dados z y y dos puntos de ° no equivalentes, debemos mostrar
que existen vencindades U, V' de los puntos respectivamente tal que g (U) NV = §
para toda g € G — {e}. Como G actia libre y discontinuamente en Q° | podemos
escoger buenas vecindades U, V' de z y y respectivamente. Ya que V' es una buena
vecindad existe a lo més otro elemento de la G-érbita de z en V., de donde si es
necesario hacemos V' més pequefia de tal manera que ninguna traslacién de z viva en
V.

Ya que las G-traslaciones de U son discos disjuntos, si I/ es un disco; la suma de sus
dreas esféricas es menor que el 4rea de §% de donde el didmetro esférico de cualquier
sucesién de éllos tiende a cero. Ya que si hubiera una sucesién de trasladados de I
cuyo didmetro fuera mayor que £ por la propiedad Arquimedeana existirfa un natural
ng tal que —n% < &, pero como los trasladados de I son ajenos tendrfamos por un lado

que

> Alg() < A(S?)

€@

¥ por otro lado tenemos que
1 1
Slev oy apmy,
neEN neN o geq
(donde A(g(U)) es el area de g(UU)). Como se sabe la serie Y onen i diverge, con lo

cual llegarfamos a una contradiccidn,
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Como las traslaciones de = no pueden acumularse en ningiin punto de £2° {dado
que cada punto que estd en (2° tiene una buena vecindad la cual contiene a lo més una
traslacién de cada punto), solamente un nimero finito de traslaciones de U intersectan
a V. Para cada g € G que cumple con g(U)NV # 8, existe U < U, que es un
refinamiento de U tal que g (U) NV = § después de un nimero finito, tomamos la
vecindadméschica.delosffyestasstalqueg(ff)ﬂV:—-@para.todageG. |
Analicemos un poco més las propiedades que tiene el grupo de transformaciones de
Mobius.

En general si tenemos dos espacios topolégicos X y ¥, ¥ conjuntos de la forma
S(K, U)={f|feC XY}, f(K)C U}, con U ablerto en Y y K compacto en
X. Fstos conjuntos forman una sub-base para la topologia compacto abierta sobre
el espacio C° (XY} de funciones continuas de X 2 Y que también denotaremos por
C° (Y¥), donde Y¥ es el espacio de funciones de X a Y.

Sea (Y,d) es un espacio métrico y X es un espacio topoldgico.Dado f € ¥X, K un

subconjunte compacto de X y € > 0, denotemos por

By (f.e) = {g € Y¥ |sup{d (f (2) .9 (a)} | z € K} <&}

Estos B (f,€) forman una base para Ia topologia de convergencia unilorme sobre
YX. En el caso en que Y es espacio métrico, la topologia de convergencia uniforme y

compacto ablerta coinciden.

a b

Fl grupo de Mobius dado por M = { € GL{2,C) : ad — bc # 0} tiene una
c d

topologfa natural definida de la siguiente manera: Una sucesién {gm} de elementos

de M converge a g € M, si existen matrices §m y § € SL (2,C) tal que cada entrada



48

en g, converge como niimero complejo a la correspondiente entrada en g

Esta topologfa es equivalente a la topologfa definida por la convergencia uniforme
sobre subconjuntos compactos de T . Como para grupos Kleinianos trabajamos sobre

C que es espacio métrico, tenemos la condicién arriba sefialada; por lo el grupo de

transformaciones de Mbius es un grupo topolégico con una topologia métrica.

Definicién 1.5.17 Porun Grupo Disereto T entenderemos un grupo con un nimero
contable de elemenios con la topologla discreta. Egquivolentemente un grupe discreto

€s un grupo topolsgico T en el cual todos sus punios son abierios.

El hecho de que T sea contable implica que tiene base numerable de conjuntos abiertos
cada uno homeomorfo a un espacio Euclidiano de dimensi6n cero, es decir, un punto.
Dado un grupo topoldgico G ¥ un espacio topolégico X, decimos que la accién es
continue se la funcide 8 : @ x X — X es continna, con respecto a la topologia.
producto en el espacio & x X.

Cuando G es un grupo topoldgico actuando sobre un espacio topalégico X v la accidn

© es continua, tenemos que como B, es biyectiva entonces ©, es un homeomorfismo.

Lema 1.5.18 Un espacio métrico X es discreto si y sdlo si toda sucesion convergente

{zn} en X es eventualmente constante.

([Rat], lema 2 pag. 168)

Proposicion 1.5.19 Sea G un subgrupo no discreto de M, entonces eziste una Suce-

st6n de elementos distintos de G que eonvergen 6 la identidad.
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Demostracién: Ya que & es no discreto existe una sucesién {gn} de G conver-
gente a algin elemento g € M, la cual no es eventualmente constante. Tomando un
representants en la clase de conjugacién de g en G de tal manera que g sea 2 = 2 +1
6 z — Az y eliptica,

Tenemos que gmy1 — Z+ 1 6 gmia — Az, ¥ cOmMO €n un grupo topolégico la
funcién k — k™! es contirua tenemos que g} — 2 — 1 6 g} ~ $2z. En ambos casos

Gmi1 0 gt convergen a la identidad. ®
Proposicién 1.5.20 Sea G un grupo Kleiniano entonces G es discrelo en M.

Demostracién: Supongamos que G no es discreto, entonces existe una sucesicn
de elementos distintos de G , {g;»} de tal marera que gm — 1 la funcién identidad,
asf que gm (2} — z, para toda z. De donde para toda z € T un nimero infinito de
gm cumplen con gm (z) = z 6 hay un nimero infinito de traslaciones de z en cada
vecindad de z , en ambos casos z ¢ £°. Que es una contradiccion al hecho de que G

era Kleiniano. m

Definicién 1.5.21 Un grupe discreto T' se dice que Actdia Propiamente Discon-
tinuamente sobre un espacio topoldgice X si la accidn es continua y satisface las
stguienies condiciones:

1) Cada z € X tiene una vecinded U tal que el conjunto {h € T | R(U)NU # 0}
es finito.

2) Sizx, y no son egquivalentes y estdn en X, entonces existen vecindades U, V de

T y y respectivemente tal que U T{V} =0.
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Si X es un espacio de Hausdorff en su topologfa, es decir; que los puntos en X son
conjuntos cerrados, entonces tenemos que la érbita es un subconjunto cerrado ya que
es la imagen inversa de un cerrado. Tenemos asf que la condicién 2) implica que X /T
€s un espacio Hausdorff,

La condicidn 1} es equivalente a la siguiente:

1') El subgrupo de isotropfa ', = {h€T|h{z) =z} decada z € X es finito y cada
z tiene una vecindad U tal que AUNU =P si & glayhU=Usihel,.
Denotemos por X = X /T,yporI: X 5 X la proyeccién al cociente, dando al
espacio X la topologia coclente,

Una condicién necesaria para que X tenga algin tipo de topologia decente y estruc-
tura de variedad es que para cada z € X la drbita 'z sea un conjunto cerrado de X .

pero esto sin embargo no es suficiente.

Definicién 1.5.22 Supongamos que se tiene definida una relacién de equivalencia ~
sobre un conjunto S.

A el conjuntoT = {(s,5') }5 ~ &'} C Sx § se le Uama la grifica de la relacion
de equivalencia ~.,

La grdfica es llamada abierta (cerrada) si1l: § — S/ ~ es abierta (cerrada).

La relacién ~ es abierta si y s6lo si para cualquier conjunio abierto A ¢ S el

conjunio IT71 (I1 (A)) es abierto.

Lema 1.5.23 Una relacicn de equivalencia ~ sobre X es abierta si y sélo si II es

abierta .
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Cgando ~ es abierta y X tiene base pumerable de conjuntos abiertos enfonces
X/ ~ tiene base numerable también.

Demostracién: Sea A C X un conjunto abierto. Ya que [4] = TL{A) por
definicién de Ia topologia cociente sobre X/ ~ vemos que [A] es abierto si Il es
abierta v reciprocamente si [A] es abierto entonces I1 (A) es abierto.

Ahora supongamos que ~ €5 ablerta y X tiene base numerable {U;} de conjuntos
abiertos.

Si W es abierto de X/ ~ entonces 17 (W) = UjesU; para alguna subfamilia de
{UyW =TT (W) = Uje SIL(U;). Se sigue entonces que el conjunto {11 (Us) her

es base de conjuntos abiertos para X/~ u

Proposicién 1.5.24 5i 8f ~ es Hausdor{f entonces la grifica T de la ~ es cerrade
en §x 8.

Por otro lado si ~ es abiertay T es cerrado { en §xS), entonces Sf ~ es Hausdorff.

Demostracién: Si S/ ~ es Tlausdorf entonces el conjunto Ag/ ~ es cexrado,
dado que S es un espacio topoldgico de Hausdorff si y sélo si la diagonal dada per
As={(s,8) s €S} CSX § es un subespacio cerrado de § X S con la topologia
producto.

S es Hausdorff si y sélo si para p, ¢ € S existen Uy, U, vecindades de los puntos
tal que satisfacen lo siguiente: (U x Ug) Nbs = @ donde T' = (II x " (Asse) €8

cerrado en § % 8, y la aplicacién IXIL: S x S — (8] ~) % ( §] ~) esté dada por

(1 x 1) (2, ) = (le], D) -

Asumamos ahora que I' es cerrada y ~ es ablerta.
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8i §/ ~ no es Hausdorff existen puntos {z,{y] € S/ ~ diferentes tales que para.
cualquier vecindades U, y U, tenemos que U, N Uy # 8. Sean V; y V, vecindades
abiertas de z y y respectivamente como ~ es abierta IT (Vz) = Ur y TL(V;) = Uy, son
vecindades abiertas de [z], {] en S/ ~.

Ya que U,NU, # B, existen puntos T € V, y § € V, tal que [z] = [g] ie. (z,5) €T
de donde (z,y) € .

Como T' es cerrado (z,y) € T entonces {z] = [y] lo cual es una contradiccién al

hecho que los puntos eran distintos. m

Ejemplo 1.5.25 Sean M = §*' = {z e R* | |lz|| = 1} yG = Zy, que como conjun-
to Zp = {1,—1}; y consideremos la accion © : Zy x S*1 — ™} dada porl{z)=zy
~1(z) = -, que no es otra cosa que la transformacicn antfpoda. La accidn es Lbre
Y propiamente discontinua y ademés Sn-) /G = PP (R) que es el espacio proyectivo
real de dimension n — 1, Como la accidn es propiamente discontinua, tenemos como

consecuencia que P71 (R) es un espacio de Hausdorff y de hecho es una variedad.

1.6 EIl Conjunto Limite

Definicién 1.6.1 Sea G un grupo Kleiniano.

a)Un punto z € T es un Punto Lémite de G, si eziste z € Q° y una sucesidn

infinita {gm} de elementos distintos de G tal que g, (z) = =
b)EL conjunto de puntos lmites de G se lama el Conjunto Limite de G y b

denotamos por A(G) o simplemente por A.
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Obsérvese que, en principio, esta definicién depende del punto = con ¢l cual em-
pezamos, y por lo tanto este conjunto debiera denotarse por A {G); sin embargo,
como veremos mis adelante, la definicién de conjunto limite nordepende del punto
con ¢l que se empieza.

Ya que toda vecindad de un puntode A (G) contiene un nimero infinito de traslaciones

de algin punto z € {° tenemos que ANnG =0.

Teorema 1.6.2 Seaz un punto limite para un grupe Kleiniano G, entonces exisie un
punto imite y, y una sucesion {gm} de elementos distinios de G tal que gm{z) = T

uniformemente sobre subconfuntos compactos de C\ {v}-

Demostracion: Ya gue  es un punto limite de (G existe zp € {7 y una sucesién
{gm} tal que gm (20) — 2-

Conjugando por un elemento de G podemos suponer que g = ©0. Escojamos una
subsucesién {gm,} de {gm} tal que am = Gk {00) — ¥, donde ¥ es un punto limie,
descomponiendo g, en la forma gm, =T0¢°P donde p es la reflexién en el cireulo
jsométrico del elemento de la sucesién g, Yy cODT Y transformaciones Euclidianas.
Vemos asi que la sucesién formada por Jos centros de los cireulos isoraétricos de los
Gm., COnvVerge al punto y. Tenemos que gm, aplica el exterior de su circulo isométrico
sobre ¢l interior del circulo isométrico de gnL , su radio comin tiende a cero, de donde
los centros de los cfrculos isométricos de los 9;:; convergen al punto z. X
Se sigue de lo anterior que la definicién de un punto limite depende solamente sobre
la sucesién de elementos del grupo y no del punto en r, es decir; si {gn} €s una

sucesién de elementos del grupo G ¥ gn {z0) — z para algin 2 € O° entonces existe
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una sucesién {gm} tal que gm (2} — « para toda z € °.

Definicién 1.6.3 5 G acttia en X ¥Y es un subconjunto de X, el Estabilizador
deY en G, denotado por Stabe (Y), es Stabe (Y)={9€G|g(Y)=Y)}. Stabg Yy
es siempre un subgrupo de (.

Un conjunto Y es G-Invariante si y sdlo si Stabe (Y) = G.

Teorema 1.6.4 Sea G un grupo Kleiniano, Entorices A es cerrado, distinto del vacto

y G-invariente.

Demostracién: Como @ es un grupo Kleiniano, existe un punto z € C , una
vecindad U de z y una sucesién {g,} de elementos distintos de G donde la accién
es libremente discontinua. Consideremos la sucesién {gn{z)} sobre C; como T es un
espacio compacto tenemos que existe una subsucesidn convergente de {g,(2)}. De
aqui se tiene que A es distinto del vacio,

Consideremos ahora un punto z € A ¥ g€ G. Como z es un punto limite, existe
una sucesién {gm} y un punto z € 9° tales que 9m (2) — z. Entonces la sucesin
g°9m (z) converge y como g es continua, esto implica que (gogm) (2} — ¢ (z). Luego,
9(z) € A(G), para toda g € G. Por lo tanto A es G-invariante.

Para ver que A es cerrado, sea {2m} una sucesién de puntos en A de tal manera,
que Zm — z. Para cada z,, podemos encontrar un punto z € 02° y sucesiones { Imu}
tal que g1 5 (2) — Zm. Asumamos, sin pérdida de generalidad que los 2, son distintes
entre si y diferentes de z. Sea Sm=min{d (2, z;) | i € I} y para cada m escojamos
k (m) de tal manera que d (G, (2) »Zm} < 22, Entonces {9m,kom)} €s una sucesiéy

de elementos distintos de G que satisfacen QUE G k(m) (2) — .
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Esto implica que = € A y por Jo tanto A es un conjunto cerrado. B

1.7 Particién de la Esfera de Riemann

Definicidén 1.7.1 Decimos gue un grupo G Actita Discontinuamente en un punto
z € X st eziste una vecindad U de z, con U C X td que g(UY N1 U = 0, para {oda
g € G excepto un nikmero finilo.

El confunio de puntos donde la accién de G es discontinua se le llama el Congunto

de Disconiinuidad o Conjunts Regular y es denotado por &t = Q(G).

En general un conjunto Y se dice que es Precisamente Invariante bajo el subgrupe
H de G st

1) H = Stabs (Y).

) g(¥Y)NY =0, pava todea g€ G — {H}.
Entonces podemos decir que un puato z € 0° st y sélo si existe una vecindad U del
punto z, la cual es precisamente nvariante bajo la identidad en G,

-De ahora en adelante en lo que resta de este apartado G serd un gropo Kleiniano

salvo se indique ofra cosa.-

Proposicién 1.7.2 x € 2(Q) s y sélo si:
i) Stabe (z) es finito.

i1) Eiiste una vecindad U de & la cual es precisamente invarianie bajo el Stabg ().

Demostracién: Si G actia discontinuamente en x, entonces H = Stabg (x)
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necesariamente ¢s finito. Ya que g(U)NU # § para un nimero finito de g € G,
podemos encontrar una vecindad mds pequefia V tal que g (VINV # 8 solamente para
9 € H. Entonces Mycpyg (V) es claramente una vecindad de z la cual es precisarnente
invariante bajo H. Si Stabg (2} es finito y I es precisamente imvariante ba jo Stabg (x)
entonces g (U) NU # @ solamente para un nimero finito de elemento del grupo G, es

decir; € 2(G). m

Definicién 1.7.3 Una vecindad U de un punte x € 1 es una Buena Vecindad si

es precisamente inveriante bajo Stabg (z).

Como toda vecindad en C contiene una vecindad homeomorfa 2 un disco con
las mismas propiedades, sin pérdida de generalidad podemos asumir que éstas son

circulares.

Teorema 1.7.4 Para cualquier grupo Kleiniano G, tenemos que C= AUQ, (union

disjunta).

Demostracién: Si z es punto lfmite entonces cualquier vecindad U de z contiene
una infinidad de traslaciones de algin punto, de donde existen una infinidad de ele-
mentos distintos de G para los cuales tenemos que g (U)NU # §, de donde deducimos
que ANQ = @ es decir que son conjuntos ajenos o digjuntos.

Asumamos que = € {2, entonces para toda I7 vecindad de z existen un mimero infinito
de traslaciones U la cual la intersectan. De donde podemos encontrar una sucesiin
{gm} de elementos distintos de G y una sucesién de puntos {2z}, de tal manera que

9m (2m) — z y ademds z, — z, entonces existe una subsucesién con g, () — w
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uniformemente sobre subconjuntos compactos de €l complemento de ¥, donde 3y w
son puntos limites. $iz =y entonces T € A, si T # y entonces {zm} no Converge a ¥,
asf G (Zm) — Ws esdecirz=w€A H

En general ) puede tencr varias componentes conexas y é&stas son llamadas las com-
ponentes del grupo @, como 1 es un conjunto abierto, G tiene a lo més un conjunto
numerable de componentes.

Todo punto de £ — ° es el punto fijo de un elemento eliptico de G, por lo que se ve
ahora claro por que el Stabe (z) es finito, ya que en una accién libremente discontinua

no tenemos los elementos elipticos que son elemento cfclicos de orden finito.
Proposicién 1.7.5 Q—{° es un subconjunto discreto de .

Demostracién: Sea {z,} una sucesién de puntos en £ — £ Para cada m existe
1n elemento no trivial gm € Stabe {zm). Yaquecada gm tfiene a lo més dos puntos fijos
podemos encontrar una subsucesién tal que las gm sean todas distintas. Escojamos
por otra parie una subsucesién de la sucesién {zm} de tal manera que zm — w y tal
que gm(2z) — T uniformemente sobre subconjuntos compactos de T\ {y}. Ya que

Gom {Zm) = Zm tenemos que w =y S W =T eN ambos cascs w EA. B
Corolario 1.7.6 §° es un conjunto denso en 5.
Esto nos implica inmediatamente que A es un subconjunto denso en ninguna parte.

Proposicién 1.7.7 Si exisle una sucesifn {g} de elementos distintos de G y existe

y € Q tal que g (y) — Z, entonces gm (z) — z para toda z € Q{G).
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1.8 Superficies de Riemann

Recordemos que una superficie de Riemann es un par (X, ¥), donde X es una

variedad conexa bidimencicnal ( real ) y ¥ es una estructura compleja sobre X.

Teorema 1.8.1 Sea G un grupo Kleiniano, entonces el cociente /G es una super-

ficie de Riemann ( posiblemente disconeza ).

Demostracién: | Sea § = 2/G. Como G actiia propiamente discontinuamente
sobre {2 este espacio es Hausdorfl.

Sean x y y puntos no equivalentes en , y sean ' y V/ buenas vecindades de
T y y respectivamente. Ya que IJ' , V' C ) son buenas vecindades solamente un
nimero finito de traslaciones de I/ intersectan V*, por lo que haciendo las vecindades
més pequenas obtenemos dos nuevas vecindades U, V de = y y respectivamente, tal
que su interseccidn sea vacia. Ya que G tiene a lo més un conjunto numerable de
componentes , § también por lo que tiene base numerable para su topologia. Tormemos
z € ° y sea U una buena vecindad de z. Sea p: Q —» §/G la proyeccién candnica al
cociente. Ya que p | U es inyectiva , obtenemos que p~* est4 bien definida sobre p (U)
de donde podemos escoger p™' (p(2)) como sistema local de coordenadas. Si U y U’
se traslapan para algin punto entonces p~! o p define justamente un elemento de .

‘Tomemos ahora z € 2 —Q° y una buena vecindad U para z. Denotemos por J al
Stabg (z); como éste es un conjunto finito todo elemento no trivial de J es elfptico y
todos tiene al segundoe punto fijo en comiin digamos 2’. Conjugando podemos obtener
que z =10y 7' = 00, de donde los elementos de J son de la forma: z — exp (%’E) z.

Como el conjunto es finito existe un comin denominador n de tal ranera que
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J={z —exp (2—’?) tal que m = 1,2,...,n.}, es decir; J es ciclico.

La funcién f (2} = 2" sirve como proyeccién de U en U/J lo que guiere decir que
dos puntos 2 ¥ 2z son J-equivalentes en U siysdlosi f (%) = f (z)-

La imagen de U bajo f es un disco centrado en el origen donde f, cubre 2 la
imagen n veces excepto al origen. En ambos casos observamos que las funciones de
transicién de un sistema coordenado a otro en las intersecciones de sus dominios son
elementos del grupo G, que es el que estd actuando sobre el espacio y para este caso
tenemos que estos elementos son transformaciones de Mabius, y estas son [unciones
holomorfas scbre c que a Su vez S0l homeomorﬁsmos, por lo que de manera natural
&l tener la accidn de un grupo Kleiniano sobre € obtenemos en el espacio coclente
una estructura de Superficle de Riemann. ®
Dentro de toda la teorfa de grupos Kleinianos el caso cuando el subgrupo que estd
actuando en C de el grupo de transformaciones de Mobius es finitamente generado
fué estudiado primeramente por Ablfors, L. V. { ver{Ah]) donde describe como son
las Superficies de Riemann obtenidas por estos subgrupos, anexamos referencias para

su demostracién la cual no incluimos pues rebasa el propdsito de esta exposicién.

Definicién 1.8.2 Un Grupo Kleiniano G es Analiticamente Finito st /G es
una superficie de Riemann marcada, es decir; una superficie posiblemente disconeza
sin un ntémero finito de puntos. Andlogamente se dice en este caso gue §1/G es una

Superficie de Riemann Analiticamente Finita.

Teorema 1.8.3 Sea G un grupo Kleiniano finitamente generado. Entonces QfG es

una union finita de Superficies de Riemann analfticamente finitas.



60

Para la demostracién puede consultarse [MT], pag. 108.

1.9 Dominio Fundamental

Definicion 1.9.1 Un Dominio Fundamental D pare un grupo Kieiniano G, es
un subconjunto abierto de ) que satisface las siguientes condiciones:

i) D es precisamente invariante bajo In identidad de G.

#) Para toda z € §, eviste g € G tal que g(z) € D es decir: p: DNQ — Q)G es
sobre.

i) La frontera de D, denotada por 3D, consiste de puntos lfmites de G Y una
coleccion finita o numerable de curvas,donde cada curva vive en D excepto por uno o
ambos puntos finales en Q, y que éstos al ser intersectados con §1 son los lados de I).

i) Los lados son aplicados unos con ofros por G, es decir; st s es un lado de D
entonces existe un lado s' no necesariamente distinto de s y un elemento no trwial
9 € G, llamada transformacién de apareamiento de lados que cumple con: g (s) =g
y{(¢) = s, donde la transformacién de s’ a s es g1

v) i {s,n} es una sucesion de lados de D, entonces el didmetro esférico denotedo
por Diamn (s,,), cumple que Diam (8m) — 0 y los lados de D solamente se acumulan
en puntos Mmites.

vi) Solamente un nimero finito de traslaciones de D intersectan cualgquier subeor-

Junto compacto de Q.

Observaciones:
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La primera condicién nos dice que D) es disjunta de todas sus traslaciones, es decir;
que ningin par de puntos de D son G-equivalentes o que la aplicaciénp: 0 — Q/ G
es inyectivo sobre D,
La seganda dice que p aplica D1 2 sobre @/G o que 2 C Ugecy (D).
Para propdsitos analiticos requerimos que la medida bidimencional de 8D sea igual
a cero.
Si existe un lado s y una transformacién de apareamiento g, tal que g {(8) = s entonces,
como la transformacién de apareamiento de &' a s es g~ tenemos que g = g~ porlo
que §* = 1ya.
Denotemos por D = D 1 §. Tenemos gue las identificaciones de lados induce una
relacién de eguivalencia sobre D.
Un punto interior serd equivalente solamente a si mismo, si T y y viven sobre lados
de D y existe g € G que satisface g (x) =y entonces z y y son equivalentes.
Sea D" a factorizacién de D por su relacién de equivalencia es decir D* = D/ ~, con
ia topologia cociente.
Observemos que £ y ¥ son puntos equivalentes de D siy sélosi exdste g € G tel que
g(z) =y
De donde la proyeccién p da una aplicacién naturel de D” en /G que denotarernos
por @, expresando a p: D* — (1 /G ¥ que satisface el siguiente diagrama:

D —, &/G

N e

o

Teorema 1.9.2 ¢ : D* — Q/G €s un homeomorfismo.
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Lema 1.9.3 Siz es un punto de D = DN Q entonces existe a lo mds un numero

finito de punios en D equivalentes q .

Demostracién: (lema)

Consecuencia de la condicién iv) de la definicién de Dominio Fundamental. m

Demostracion: (teorema)

Por la condicién ii) tenemos que ¢ es suprayectiva y la condicién i) nos dice que @
restringida a D es inyectiva. Ya que D es abierto i | D es un homeomorfismo local.

1) Si = es un punto interior d;a un lado s entonces existe g y un lado &' tal que
g(s) = & y denotemos por =’ = g (z).

a) & # z.

Sean § (&) las minimas distancias entre : z (2') y ' (z), cualquier vértice de D,
cualquier punto limite de G o cualquier punto fijo de G respectivamente.

Por la condicién v) & y §' son ambos positivos. Escojamos un mimero p < gn_(?y_')_
de tal manera que la bola de radio p de z sea una buena. vecindad de z.

Escojarnos puntos y;, ¥z sobre s cada uno a cada lado de z sobre s dentro de el
disco de radio p de z. Conectemos 31 a y» por una curva la cual viva en D salvo por
sus puntos finales y que también viva en el disco de radio p de z la cual define una

vecindad {7 de z en D).

Similermente escojamos una curva que conecte & los puntos g {11}, g{v2) v defina
una vecindad U’ de 2’ en D). Sabemos que todo punto de DNU 6 DO U’ es sélo
equivalente a si mismo. También todo punto de s NI/ es equivalente solamente al

correspondiente puanto de s’ N .
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Hagamos V = U U g7} ('), y notemos que V' es una vecindad de z y ya que
también est4 contenida en la bola de radio p, tenemos que es una buena vecindad dé
#. Ya que ningin par de puntos de V — {s} son equivalentes obtenemos que ningin
par de puntos de V son equivalentes , de donde p restringida 2 la proyecei6n de U UT’

es un homeomorfismo.
b) Si = = z. Entonces tenemos que g°> = 174

En este caso sea § la minima distancia de z a: cualquier vérticede I, 0 a cualquier

otro punto fijo de G o cualquier otro punto ifmite de G.

Escojarmos ahora p, 31, J2 ¥ una curva que los conecte como antes excepto que
72 = ¢ (1), definiendo nuevamente una vecindad U de z en D. L.os puntos de U N D
son equivalentes solo a si mismos, cada punto z € {7 N s excepto para T es equivalente
solamente a g {z), el cual por construccién también vive en U y T que es equivalente
solo & si mismo. Sea V = U Ug(U) entonces V es una buena vecindad precisamente
invariante de z, ya que s divide a V en dos partes una de las cuales es precisamente
invariante bajo la identidad de G, tenemos que V' es una buena vecindad de z por lo

que ¢ restringida a la proyeccién de U es un homeomorfismo.
2) Sea ahora £ = z1 un vértice.

Entonces existe un lado s; el cual contiene a x; como punto final. Sez s} el lado
de ap_areamiento ¥ 61 : 8 — 8 la correspondiente transformacién de apareamiento.
Hagamos o = g1 (71), entonces existe sz # 8} el cual tiene a T como punto final ¥
existe s} el correspondiente lado y g, tal que go (s2) = &, y asi haciendo x5 = go (z2)

etc.
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Como z € D solamente existe un niimero finito de puntes de D equivalentes a z,

por la condicién vi) este proceso es finito, es decir existe una n tal que s, = ;.

Construiremos una vecindad de z escogiends puntos ¥, como antes sobre s, y
Y = gm(Ym) sobre &), y curvas 7w de ¥,_; 2 ¥m (71 de ¥, 2 1) de tal manera
que el sector abierto forma una regién U, acotada por s, ;, Ty ¥ 9 en D. La
correspondiente regién cerrada vive en una buena vecindad de z,, de tal manera que
las U son todas disjuntas. La proyeccién IV de la unién de las U, es una vecindad

de la proyeccién de = en D*.

Notemos que g7 * (D) colinda con D a lo largo de s;. También g7 *og;? (D) colinda
97" (D) a lo largo de g7* (s2) ete. Sin embargo V que es ia unién de U, g7 (Us), ...,

93210 oo 0 g7 1 (Une1) 1o tiene porque ser vecindad de z.

Los diferentes conjuntos deben ser disjuntos, excepto a lo largo de sus fronteras,
pero estos no necesariamente pueden ilenar una vecindad de z. Podemos tener que
h= g1 o...0g7" sea un elemento no trivial del Stab (), aplicando s; sobre algiin arco
k(81) que parte de z. Como ningiin par de puntos de I son equivalentes tendremos

que A" (V3 NV =0 o tendremos que A™ | V' = 1 para toda m.

Sea V' la unién de V junto con las traslaciones de V distintas bajo las potencias
de h, ya que h(V) colinda con V' a lo largo de A(s;) tendremos que V' es una
vecindad de 2. Como V° es precisamente invariante bajo la identidad de (7, entonces

stab (x) = (h) por lo que concluimos que V' es una buena vecindad de z.

El homeomorfismo de V', modulo la identificacién de s; con h{s;) sobre V'/ (k)

esp|U.
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Tenemos que mostrar que ( €s suprayectiva y un komeomorfismo local lo cual nos
remite a mostrar que i es inyectiva.

§i existen dos puntos = y & en 8D que son G-equivalentes, entonces existe g € G
que aplica una vecindad de z sobre una vecindad de y. De donde existe un punto de
D aplicado por g & un punto de la vecindad de ¥ construida anteriormente , ya que
D es precisamente invariante bajo la identidad, g debe ser uno de los productos de
transformaciones de apereamiento de lados mencionados arriba, de donde tenemos
que ¢ (z) = ¢(y). B
Notemos que si D es un dominio fundamental para G v z es un punto de D, entonces
z es un punto especial si es ua vértice 6 2 es un punto fijo sobre un lado s de una

transformacién de apareamiento de lados g donde ¢ (z) ==

Definicién 1.9.4 Un Conjunio Fundamental es un subconjunto de {° el cual

contiene ezactamente un punto de cada clase equivalencia de puntos de §¥°.

No hay restriccién sobre la topologfa de un conjunto fundamental, podemos completar

a uno afadiendo algunos puntos de 8D a D.

Definicién 1.9.5 Un conjunto fundamental para G cuyo interior es un dominio fun-

damental es lamado un Conjunto Fundamental obligado.

1.10 El Conjunto Limite y el Dominio de Discon-

tinuidad

Sea X un espacio Hausdorff localmente compacio y un grupo T actuando sobre X.
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Definicién 1.10.1 La accidn de I' se dice que es Propiamente Discontinua sobre
un subconjunto U-invarianie Q) de X si para cualesquiera dos subconjuntos compactos
C y D de Q) se cumple que vC N D 5 B adlo para un nimero finito dey € T,

La accidon de T se dice Libre (respectivamente cast libre) sobre un subconjunto

I invariante 0 de X si para todo p € £ el subgrupo de isotropta I', = 1(resp. T, es

finito).

Claramente una accién proptamente discontinua es casi libre.
Nuestro propésito sera construir un subconjunto abierto I'—invariante 2 distinto del

vacfo de X sobre el cual T actie propiamente discontinuamente.

Definicién 1.10.2 Sea {Ag} una familia de subconjuntos de X donde 3 € B para
algin conjunto de indices infinito.
Un punto p € X se dice que es un Punto Limite de {Ag} st toda vecindad de p

intersecta Ag para un nimero infinito de B en B.

Denctemos por:

Lo {T’) =La cerradura del conjunto de puntos en X con grupo de isotropfa infinita.
L; (T') =La cerradura del conjunto de puntos lfmite de {yz},er donde z corre sobre
X —Ly(D).

Ly {T') =La cerradura del conjunto de puntos Ilimite de {yk},er donde k corre sobre

subconjuntos compactos de X — {Lg (I U Ly (T} }.

Definicién 1.10.3 A el congunto A(T) = Ly(TY U Ly (T) U Lx (") se le llama el

Conjunto Lémite deT.
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Y a el confunto @ (I') = X — A(T) se le llama el Dominio de Discontinuidad

de I'.
Definicién 1.10.4 Decimes que [ tiene le Propiedad Kleiniana si {1 # §.

Proposicién 1.10.5 Sean X y T como antes donde I" esid equipade con la fopologia
compacte abierta entonces Ly, In, Lo, A v Q son T—invariantes y I' aclda propie-
mente discontinuamente sobre Q.

SiT tiene la propiedad Kleiniana entonces es discreto , si X tiene base numerable

para su topologia entonces T’ es numerchle.

Demostracién: 5i p es un punto con grupo de isotropfa infinito ®, y ¢ € T'
entonces @y ! es el subgrupo de isotropia de ¢(p) el cual también es infinito.

De donde Ly es invariante bajo T y andlogamente si p es un punto Hmite de Ly,
entonces exisle una sucesién de puntos {yz},er que convergan a p, esto lo podemos
decir como ¥z — p; pero tendremos entonces que ¥ (yz) —+ ¥z lo que nos dice que
Ly es invariante bajo T, Claramente £ste proceso lo podemos aplicar a Ly de lo cual
&ste también serd un conjunto invariante bajo T' con lo cual obtenemos que Ly, Ly,
Ls, A y € son conjuntos invariantes bajo T

Sean C y D subconjuntos compactos de {2, entonces el conjunto
S={yeT|vCnD#0},

debe ser finito, ya que si no, D deberd contener un punto limite de {7C}yer ¥ este
punto estd por definicién en L, lo cual contradice el hecho de que 2 v Lo son disjuntos

lo enal nos muestra que la accién de I' sobre Q) es propiamente discontinua.



Ahora supongamos que I tiene la propiedad Kleiniana.

Sea C una vecindad compacta de un punto p € {2, entonces €l conjunto

T={yel|yweCicT ={rel|{HpINC £}

Ya que I' actiia propiamente discontinuamente sobre I tenernos que T es finito
por lo cual T' es finito igualmente y por definicién abierto en I'. Como X es HausdorfT
la topologfa de I' es Hausdorff y como T" # B entonces T es discreto.

Finalmente si X tiene base numerable para su topologia también 2.

Sea {Un}ner una base numerable de vecindades relativamente compactas sobre £2
y tomemos €l siguiente conjunto: Ty, = {y € I' | y{A N T, # §}. Cada T, es finito
dado que la accidn es propiamente discontinua y la unién de las Ty, es T, de 1o cual

concluimos que I' es numerable. ®

1.10.1 Comparacién de la definicién cldsica del conjunto limite

En todo trabajo en el caso cldsico de grupos Kleinianos de transformaciones de Mabius
sobre C uno toma la definicién de A (T") como la cerradura de puntos limites de las
I'-drbitas de puntos.

Debemos remarcar que en esta definicién, uno usa implicitamente caracteristicas es-
peciales de la geometria conforme la cual ya no es vélide en dimensiones mayores o
mejor dicho en general .

Uno debe considerar puntos limites de I'-érbitas de al menos ciertos conjuntos corn-
pactos como se tuvo que hacer en la definicién de Ly , lo cual podemos observar en el

siguiente ejemplo:
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Ejemplo 1.10.6 Consideremos el grupo T generado por ia traslacién en R? dada por

{z,y) — (23:, %) .

Ei dnico punto Wmile de I'- Srbitas es el origen, ya que St denotamos por £ a la
traslacion y tomamos cudiquier punto (a,b) € R? se tiene que £ (a,b) = (2"a, =)
con lo cual tenemos que £7{(a,b) (c0,0), es decir; no CONVETYE si {a,b) # (0,b) para
toda b € R. Pero tenemos que T no actia propiemente discontinuamente en ®2— {0},
ya gque toda traslacién de una curva cerrada gue encierra ¢l origen por un elemento
de T tiene interseccidn no vacia con la curva. Con la definicidr aqut adoptada, A (L)

podria consistir del co-eje coordenado es decir el eje y.

Fn la definicién del conjunto Y{mite tenemos que tratar de tormnar la menor parte A de
X como sea posible tal que la accién de I sobre su complemento €} sea propiamente
Jiscontinuamente. Si X es una variedad, se puede probar que podersos considerar
slo puntos limite de T-érbitas de discos cerrados en X — {Lo, I1} o en caso mis
general restringir la familia de conjuntos compactos que aparccen en la definicién
de Lp. Si X = S y T actda conformemente sobre 87 entonces €8 posible mostrar
que Lo = L1 = La- Qi X es el espacio proyective real o complejo y [ es un grapo
de transformaciones lineales proyectivas entonces podernos restringir las T-6rbitas de
segmentos de lineas cerrados en la definicién de L.

Notemos que es posible extender () no candnicamente a algin & sobre el cual T actde
propiamente discontinuamente, como en el ejemplo anterior podemos adherir el gje
£ mmenos €l origen o €l eje i menos el origen a £} pero no ambos pues es claro que

cualquier vecindad del origen se acurnuia en el gje z.
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Para ver una mayor referencia al respecto puede consultarse {Ku.

1.11 Geometria Hiperbdlica en Dimension 3 y el

Grupo de Mgbius

Consideremos, en el espacio Euclidiano R?, a la bola unitaria que denctaremos por

B3, v que est4 definida por
B*={zeR®: |z] <1},

donde |_|| denota la métrica Euclidiana est4ndar. Definamos sobre B2 el siguiente

elemento de linea:

4 ||dp|!
PUEEEE—— T
(1 - Ilp)®)

Definicién 1.11.1 4 B® con la métrica ds% se le llama el Modelo de la Bola

ds? = con p € B
Unitaria del Espacieo Hiperbolico de Dimension 3, y a loa métrico ds% se le

llama la Métrica Hiperbolica.

Al espacio Hiperbélico de Dimensién 3 general; es decir, no especificando un modelo
particular lo denotaremos por H®.

Observermnos que la métrica hiperbdlica se obtiene de la métrica Euclidiana multi-
plicdndola por una funcién con valores positivos, por lo que los 4ngulos en el modelo
de la bola unitaria del espacio hiperbélico H® pueden ser considerados como los dn-

gulos FEuclidiancs.

Definicion 1.11.2 Una Transformacién de Congruencia de un espacio méirico

X es un automorfismo de X que preserva la distancia y los dngulos.
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La relacién que existe entre el modelo (B?, ds}) y las transformaciones de Mdbius es
que las transformaciones de Mbius que preservan B? como conjunto, son exactamente
las transformaciones de congruencia para el modelo de la bola unitaria, cotno VETEos
a continuacién.

En general existen varias definiciones de transformaciones de Mbbius, por lo que
tomarernos €l modelo de F® que mejor se adapte para ver la relacidén antes menciona-
da.

Denotemos por &3 la compactificacién de R® al adjuntarle el punto oc.

Definicién 1.11.3 Una Similitud S de R® es una aplicacién de la forma:
S(z)=X-Afz)+b;con A>0, A€ O (3) yheR®,

donde O (3) denota al grupo de transformaciones ortogonales de R®.

Definicién 1.11.4 E! automorfismo J de R? dado por:

J(z)= J0)=ccy J(o0)=

& II?"

se conoce como la Reflerion Fundamental de ®®,

Notemos que si ||z} < 1 eatonces || J (z)]| > 1 ya que

1@ = (@) J(z))-»'ﬁ IIII — = > L

Definicion 1.11.5 Una Transformacion de Mobius de ®® es un automorfismo
que preserva la orientacidn de ® y que es obtenida como la composicién de un ndmero
finito de similitudes de R? y de refleviones fundamentales. Denotamos  este grupo

por Mab(RS).
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Con esta definicién se observa que cualquier transformacién de M&bius aplica esferas
y planos en esferas y planos; mds aun, estas transformaciones resultan ser conformes
en los puntos de R* que no son aplicados al punto oo, pero esta dificultad la podemos
solucionar definiendo las nociones de conformalidad en oo via la reflexién fundamental
en el punto 0. Por lo cual, sélo se tendria que ver que la reflexién fundamental J es
conforme en R3. Haciendo un célculo sencillo vemos que la matriz Jacobiana de J
en un punto p € R? con coordenadas p = (1, P2, pa) tiene la forma Ff“y (I —2Q({p),
donde I denocta la matriz identided vy la componente (¢,7) de @ (p) estd dada por
Qi (p) = %;—’l’]i-; ademds, J — 2Q (p) es una transformacién ortogonal, con lo cual se

tiene que la reflexién fundamental es conforme. De esta manera tenemos que una

transformacién de Mobius de R® es una aplicacién conforme de k3.

Proposicién 1.11.6 Para cualquier transformacidn de Mébius T : B3 — B se

cumple que
17 () = T (@l = IT @I 1T (I - af,

donde p,q,T (p), T (g) € R*.

La demostracién de este resultado puede consiltarse en [MT], Prop. 1.2; pag. 16.
Para cualquier subconjunto E de 2, denotemos por Méb (E) al conjunto de todas

las transformaciones de Mébius que preservan a F, es decir:
Méb (E) = {T e Meb(R® ) : T (E) = E} :

Cuando tenemos que el conjunto E = B3, cada elemento de M&b{B?) tiene la fac-

torizacién candnica siguiente:
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Proposicién 1.11.7 Una transformacién de Mobius T € Mob (B3} la cual aplica el
punto a € B? sobre el origen 0 es una transformacion ortogonal sia =0. Sia #0,
entonces tenemos gue:

T=AoJdy; conAcO(3),
donde A € O(3) y Ja es la reflezion con respecto a la esfera con centro en el punto
a* = J(a) y de radio {J|a*||* — 1)%.

Para la demostracidn de este resultado se puede verse [MT], Prop. 1.5; pag. 17.

Explicitamente, la transformacion J4 tiene la siguiente forma:
Ja@) ="+ (o’ '-1) - J(p~a7),
y la esfera I con respecto a la cual J4 hace la reflexidn es perpendicular a la frontera
1
5% de B®, pues (|| fi* = 1)* es precisamente la distancia del punto a* 2 5% Fsta

esfera se llama la Esfera Isométrica de la transformacién T como se muestra en el

dibujo 1.13.

Figura 1.13 Esfera Isométrica de una transformacién de Mobius
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Teorema 1.11.8 Cualquier elemento T de M5b(B®) es una isometria con respecto

a la métrica hiperbolica sobre B®; es decir, satisface que:

IT@I __ 1
1= IT@IF ~ 1- 2l

Ver ([MT] Teo. 1.5; pag. 17).

para toda p € B,

En otras palabras el resultado anterior quiere decir que T (ds%), el pullback de dsZ,
por la transformacién T es igual a ds}. Denotemos ahors. por Isom™ (H?) al grupo
de todos los automorfismos que preservan la orientacién de H;", ¥ que son isometrfas
con respecto a la métrica hiperbdlica. Entonces podemos enunciar el resultado crucial
que nos da la relacién entre el grupo de transformaciones de Mbtbius y la geometria

Hiperbélica de la siguiente manera:
Teorema 1.11.9 Bl grupo Isom* (H%) se identifica con el grupo Mob(B3).

Ver [MT), Teo. 1.7; pag. 19.
Notemos que nosotros hemos estado trabajando con el grupo de Mabius scbre @3, por
lo que ahora veremos como se relaciona este grupo con el grupo PSL (2, C). Como
se¢ menciond anteriormente existen varios modelos del espacio hiperbélico H?, por lo
que ahora, para nuestros propdsitos; trabajaremos con un modelo que es llamado el
modelo del semi-espacio superior. Una manera de definir este modelo es la siguiente:
Si consideramos el modelo de la bola unitaria B3, podemos encontrar una transfor-

macién de Mabius que transforma este espacio en el serni-espacio superior

H= {(m,y,z) eRY: 2 >0}.
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Por ejemplo, consideremos el punto & = (0,0,1) € R® y definamos un elemento II del
grupo M(R?) por:

N(p)=e+27(J(p)—e)-

4
“h

De esta mane . tenemos que I (B3 =H.
Llamarerr 4 a la aplicacién II la proyeccién estereogréfica en dimensién 3.
y
Obser £mos que si hacemos p = (p1,P2.P3) Y ¢ =11 (p) = (g1, @2, g3) un cdloulo directo

no muestra que:

7
/

2p; X 1 -zl
——L - paraj=l2y@=7—" -3
Iz — ell? o —el®

;=
Si restringimos I a S% obtenemos la conocida férmula de la proyeccién estereografica
de S2 — {e} sobre el plano g3 = 0.

Observemos aue de la proposicién 1.11.6 y de la matriz jacobiana de la reflexién

fundamental obtenemos el signiente céleulo:

2 fapl _ 2 |\dp]| 2 lepll
17G) =l et Ieh ™ el i — el Ioli” t— ol

{dgl =
Por lo que, si defirimos Iz métrica:

dq|®
ds?, =11, {ds%) = Idql_
H ( B) (q3)2

sobre ¢l semi-espacio superior A 3 obtenemos un nuevo modelo del espacio hiperbdlico.

Definicién 1.11.10 El semi-espacio superior H3 con la métrica ds%; es llamado el
Modelo del Semi-Espacio Superior del Espacio Hiperbélico H® y la mélrica

ds%, es lamada la Métrica Hiperbolica de H>.
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De la definicién del modelo del semi-espacio superior (H®,ds%) tenemos que el grupo
de transformaciones de Mobius, que denotaremoes por Mab (H?), se identifica con el
grupo I1M&b(B) 113, las cuales preservan a H® y de igual manera este grupo se
identifica con Tsom™ (H®).

Damos ahora una caracterizacién mas conocida del grupo Méb (H?). Para esto iden-

tificaremos la frontera relativa de H® en B3 con la esfera de Riemann.

Teorema 1.11.11 El grupo Msh(H?®) se identifica con el grupo de las tranforma-
ciones lineales Mob = {2 .4 b cdeC,ad—be= 1}, el cual es isomorfo al

grupo PSL(2,C).

(IMT], Teo. 1.8; pag. 20)
De aquf, obtenemos explicitamente la relacién entre Geometria Hiperbdlica y la teoria

de transformaciones de Mobius.



Capitulo 2

ESTRUCTURAS

2.1 Estructuras sobre Variedades

Como vimes en €l capftulo 1 una n-Variedad Topolégica M es ur espacio topolégico
Hausdorff con una base numerable para su topologfa la cual es localrente komeomorfa
a BR”. Esto es, para cada punto p € M existe una pareja ({5, @), dende U/, es una:,
vecindad del punto p ¥ ¢, es un homeomorfismo de U, sobre un subconjunto abierto
de R* con n fija. A n sele lama la dimensién topolégica de la variedad.

St D es un subconjunto abierto de K* (K = B 6 T), nos interesardn los siguientes
conjuntos de funciones sobre I2;

1) Si K =R, entonces:

a) = (D) denota 2l conjunto de funciones real-valuadas infinitamente diferenciables
sobre D. Estoes, f € C*{D) si y s6lo si f es una funcién con valores reales tal
que las derivadas parciales de todos los 6rdenes existen y son contimias en todos los
puntos de D.

™
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b) G (D) denota & las funciones analitico-real con valores reales sobre D. Es decir:
f € C¥(D) siy sblo si la expansién de Taylor de f converge a f en una vecindad de
cualquier punto de D. De aqu{ podemos ver que C¥ (D) C C®(D).

2) 8i K = C, entonces:

a} O (D) denota a las funciones holomorfas de valores complejos sobre D es decir:

si (21, ., %) = 2 son coordenadas en C* entonces f € O {D) si y sélo si en una

vecindad IV de cada punte z° € D, existe una serie de potencias de la forma :

o0

Z Qoysam (21 = 20)™ e (20 — Z5)°"
eyt =0
la cual converge absolutamente a f(z; , ..., 2.) = f(z) para toda z € U.

Estas son algunas clases de funciones que usaremos para definir algunas de las clases
de variedades que nos interesardn.

Supongamos que § es una de las tres familias de funciones K—valuadas definidas
sobre los subconjuntos abiertos de K™ descritos anteriormente y & (D) denota a las

funciones de § definidas sobre un subconjunto abierto D contenido en K».

Definicién 2.1.1 Una §—Estructura, 6, sobre una k-variedad M es una familia
de funciones continuas con valores en K definidas sobre los subconjunios abiertos de
M que satisfacen las siguientes propiedades:

a) Para todo p € M, existe una vecindad cbierta U de p ¥ un homeomorfismo
h: U — U donde U’ es abierto en K™ tal que para cualguier subconjunto abierto
VCUsetieneque f:V =K eby siysslosi foh™le §(h (V).

b) §i f: U— K donde U = Uy ;U; y las U; son abiertos de M, entonces f € )r

siy sdlo si f|U; € 8y para todai € I.
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compleja respectivamente de la variedad.

Definicién 2.1.2 Una variedad con una §—estructure es llamada une 6— Variedad
y es denotada por (M, ). Los elemenios de 6;y son llamados 6— funciones sobre

M.

Definicién 2.1.3 Un §—Sisterna Coordenado es un conjunto ablerto U C M y

un homeomorfismo h: U — U' C K™ como en la condicién a) de la definicién 2.1.1.

Para nuestros tres casos de funciones tenemos definidas:

a) 8i § = C* se tiene una Variedad Diferenciable y las funciones en Cjz son
liamadas Funciones Diferenciables sobre subconjuntos abiertos de M.

b) 8i 6 = C¥ se tiene una Variedad Analitica-Real y las funciones en ay son
llamadas Funciones Analitico-Reales sobre subconjuntos abiertos de M.

¢) 8i § = O se tiene una Variedad Compleja v las funciones en Oy son llamadas
Funciones Holomorfas sobre subconjuntos abiertos de M.

Y para 32, apr y O nos referiremos a éllas como Estructuras Diferenciables,

Analitico-Real y Complejas, respeciivamente.

Definicién 2.1.4 a) Un §—Morfismo F : (M, 6u) — (N, &) es una aplicacidn
continua F : M — N tal que si f € 8y entonces f o F € 6ar. '

b) Un 6—Isomorfismo es un §—morfismo F : (M, §u) — (N, by) tal que
F: M — N es un homeomorfismo y F=1: (N, 6x5) — (M, bu) es un §—morfismo;

es decir, si f € 8§y entonces foFledy.
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8e sigue de las definiciones anteriores que si sobre una §—variedad (M, b)) tenemos

dos sisternas de coordenadas
h: Uy =K yhy: Uy - K,
tales que U; N U, # P entonces tendremos que:
hyo AT  : Ry (U NUL) — hy (Ui 1)

es un §—isomorfismo sobre subeonjuntos abiertos de (K™, xn).
Reciprocamente, si tenemos una cubierta abierta {Us}aca de una variedad topolégica

M y una familia de homeomorfismos,
{ha: Us = Uy CK }aca
que satisfacen la condicién de que:
ha, © bt t ho (Ui N U;) = ko (Ui NU;)

sea un 6—isomorfismo sobre subconjuntos abiertos de (K™, &x»} para toda @ #£ j ,
entonces éstas definen una §~estructura sobre M por medio de 6y = {f : U — K}

con U abiertode M y

fthI € 8{ha (UNU,))

para toda a € A; es decir, las funciones en &7 son pullbacks de funciones en & por

los homeomorfismos {ha}oca.

Definicién 2.1.5 La coleccion {(Us, ha)laca es llamado un Atlas pare (M, 6p).
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Para nuestros casos tenemos nombres especiales para los §—morfismos y §—isomorfismos:
a) 8i § = G se tienen Aplicaciones Diferenciables y Difeomorfismos de M a
N.

b} Si § = a se tienen Aplicaciones Analftico-Reales e Isomorfismos Analftico-
Reales o Aplicaciones Bianaliticas de M a V.

¢) §i § = O se tienen Aplicaciones Holomorfas y Biholomorfismos de. M a V.
Si M y N son variedades diferenciables, se sigue de la definicién de aplicacién diferen-
ciable f : M — N, que ésta es una aplicacién continua entre los espacics topoldgicos
subyacentes, la cual tiene la propiedad de que en sisternas locales de coordenadas
sobre M y N puede ser representada como una matriz de funciones C* y ésta puede
ser tomada como definicién de aplicacién diferenciable; lo similar se cumple para las
otras categorias.

Resumiendo entonces, tenemos que una n-variedad topolégica M, es un espacio
topolégico de Hausdorff, con una base numerable de subconjuntos abiertos con la
propiedad adicional de que cada punto tiene una vecindad homeomerfa a un subcon-
junto abierto de IR™.

Cada par {7, v) donde U es un conjunto abierto de M y ¢ es un homeomorfismo de
U 2 un subconjunto abierto de R", es Hamada una Vecindad Coordenada; a cada
g € U asignamos las n coordenadas #'{g), .- , 2"(g) que son la irpagen de w(q) e R?,
cada 2%(q) es una funcién con valores reales sobre U, la é-ésima funcién coordenada.
Si g est4 en una segunda vecindad eoordenada (V,%), entonces tiene coordenadas
1(g), - » ¥*(q) en esta segunda vecindad. Ya que ¢ y 9 son homeomorfismos,

definen un nuevo homeomorfismo o1 : o (U NV) — ¢ (U NV), donde el dominio
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y €l rango son subconjuntos abiertos de R", los cuales corresponden a los puntos de
U NV por las dos aplicaciones coordenadas i, 1 respectivamente.

En coordenadas 1 o ¢! est4 dada por funciones continuas ' = ¥ (z!, ... , 2"}, con
i=1, .. , n; dando asf las y-coordenadas de cada ¢ € U NV en términos de sus
z-coordenadas.

Similarmente @ o ¥~ denota la aplicacién inversa, la cual expresa las z-coordenadas
como funciones de las y-coordenadas: z* == g*(y!, ... , ¥"), coni=1, ... , n.

El hecho de que wotp™? y 4r0¢o™! sean homeomorfismos ¥ sean inversa una de la ofra
es equivalente a la continuidad de A*(z) y ¢°(¥), con 4, 5 = 1, ... , 7 junto con las

identidades

K@), W) 2o, y & (RM), .. , B(2)) & o,

para toda ¢, j=1, ... , n.

De donde todo punto de una variedad topolégica M est4 en una coleccién muy amplia
de vecindades coordenadas, pero siempre que hay intersecciones entre dos vecindades
tenemos las férmulas dadas por los cambios de coordenadas.

Entonces, la idea bésica de considerar variedades con algitn tipo de estructura es el de
tratar de seleccionar una familia o subeoleccién de vecindades tal que los cambios de
coordenadas satisfagan la propiedad de estar en la estructura deseada. Luego entonces
podemos decir que (I/, ) ¥ (V, %) son §-Compatibles si NV # § implican que las
funciones h*(x) y ¢’ (y) dadas por los cambios de coordenadas, est4n en la 6-estructura.
De lo anterior podemnos diferenciar dos estructuras dadas; simplemente considerando

que para cualesquiera dos cartas coordenadas en las estructuras, digamos (U, ¢) y
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(V, ), estas sean o no §-compatibles, y esto para todas las cartas con UNV £ . '

Teorema 2.1.6 Sea M un espacio topoldgico Hausdorff con base numerable de con-
juntos abiertos. SiV = {V,g, wﬁ} es una cubierta de M por vecindades coordenadas
C-compatibles, entonces ezite una nica estructura O sobre M que contiene estes

vecindades coordenadas.

Demostracién: Definiremos la estructura como la coleccién X de todas las vecin-
dades coordenadas topolégicas (U, ), las cuales son O=_compatibles con cada wna
de la coleccién dada en V. Esta nueva coleccién claramente incluye a las de V, por
1o que son una cubierta de M.

Supongamos que (U, ) y (U7, ') son tales que UNU’ # @ y estdn en la coleccién
R. Ya que éstas son vecindades coordenadas topolégicas las funciones ¢’ © oly
@ o'~ dando los cambios de coordenadas son homeomorfismos bien definidos sobre
subconjuntos de R* y solamente nos basta ver que son C.

Sea = = ¢ (p) un punto arbitrario de ¢ (UN U"). Entonces p € Vj pare al menos
una de las vecindades coordenadas (Vp,%,). Haciendo W = VaNUN U vernos que W
es un conjunto abierto que contiene a p, ¥y @ (W) es un conjunto abierto que contiene

a 7. Nosotros tenemos que:
Qop t=y oWl ogsop”

sobre @ (W), pero ¢ 0 431 ¥ ¥ 0 @~ son C* ya que (U, @) y (U, /) son ambas
C>-compatibles con { Vs, ¥;). De esto se sigue que su composicién ¢ o ¢t es

C= sobre @ (W); v ya que ésta es (> sobre una vecindad de cualquier punto de su
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dominio, ésta es 0. Cualquier (U, @) que es compatible con todas las vecindades
coordenadas en nuestra coleccién R claramente tiene esta propiedad con respecto a la
subcoleccién{V,s, wﬁ}, ¥ estd por lo tanto en la estructura diferenciable. m
Observacién:

Cuando consideramos las vecindades coordenadas (U, ) en general se considera que
UC Myw:U— R Sin embargo, esto se puede hacer exactamente al revés; es
decir, considerando ¢ = ¢~'que claramente también es un difeomorfismo local; en
este caso, la llamaremos una Parametrizacién.

Veamos ahora algunos ejemplos importantes de variedades con estructura:

Ejemplo 2.1.7 La esfera S*

Consideremos a 5% con la topologfa de subespacio de R3, esto es, U C S? es abierto
si U = UNS? para algin conjunto abierto U I3, Esto imphica inmediatamente que
8% es Hausdorff y tiene base numerable.

Mostraremos gque es localmente Euclidiana:

Parai=1, 2 y 3 sean:

Ut = {(«, 22, 2°) e B® [ 22 >0}y U7 {(=", 22, ) e R | 2 < 0}; estos U
son conjuntos abiertos para los cuales el hiperplano #* = 0 divide a R®. Los conguntos
abiertos relativos U = U* N S5? para i =1, 2 y 8 cubren a S2.

Definimos ¢F : UX — R? por proyeccién:
ot (2, ) = (A, ),
Wg: (mly xz: :ES) = (xll $3) »

o3 (o, 22, 2%) = (&, 22).
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Como los puntos (z*, 2, z°) € §* cumplen con la ecuacion X2+Y2+ 2% =1 tenemos
que ol proyectar sobre alguno de los planos coordenados, supongemos al plano XY,
tendremos ast que los puntos aplicados deben satisfacer la condicion que X2+Y? < 1.
Estos son homeomorfismos sobre el conjunto abierto W = {z e R?| |lz] < 1}; por bo
que S? es localmente Buclidiano y una variedad topoldgica. Mds ain, las férmulas
para los cambios de coordenadas son 0. Para ver esto tomemos por efemplo:

@i o ({,a;)_l que estd definida sobre U NUy . Luego,
to @A) =et (2, - (- - @) <) -

- (_ (1- G- ) x3)

Haciendo un cembio de notacién (ut, u*) para las Uy -coordenadas y (v}, v¥) pare las
U -coordenadas en lugar de (=, ) y (a2, 2°) tenemos vt = — (1 — @) — (uz)z)%
y vt =u’

Las o = o () son C% ya que el término de la roiz cuadrada nunca es cero sobre
el conjunto {(ul, w2} ] () + (w?)® < 1}.

Andlogamente tenemos también que @y © (@_)4 es O sobre el conjunto

{0, @)+ < 1}.

Por lo cual son vecindades C=-compatibles, ¥ de manera similar aplicando la mis-
ma idea a los ofros casos, tenemos una manera de cubrir a 52 por ocho vecindades
coordenadas y determinamos ast su estructura c=.

Recordemos ademds que S* posee una estructurc de superficie de Riemann, con lo

cual tiene una estructura compleja también.
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Ejemplo 2.1.8 Accién discontinue de un grupo

Diremos que un grupo G Actia en una variedad diferenciable M si existe une
aplicacion @ : G x M — M que cumple lo siguiente:

i) Para ceda g € G Ia aphicacion ¢, : M — M dado Por o, () = (9, p);pe M
€8 un difeomorfismo, y w, = ld.

@) Sigr, go € G, entonces o102 = gy Pg,-

También diremos que la accidn de un grupo es Propiamente Discontinua sobre
una variedad diferenciable si Para todop € M, existe ung vecindad U < M del punto
tal gue UNg(U) = ¢ para tode g + .

Consideremos M una variedad difererciable Y une accion de un grupo G sobre M ,
Gox M — M que sea propiamente discontinug,

Vamos a mostrar que M/C tiene ung estructura diferencigble con respecto a la
cual la proyeceidn 1 M — M /G es un difeonorfismo local,

Parg cadap € M escojamos una parametrizacidn o 'V - M enp tal que
z(VYCU, dondelUV C M es ung vecindad de p que cumple con que UNg (U} = 0 parg
g # e. Cleramente # [ U es inyectiva, poriocudly=wox:V — )y /G es inyectiva.
La familia { (V.)} claramente cubren o M/G y para tal familia ezhibiremos unag

estructura diferenciable, Parg esto, es suficiente mostrar que dodas dos aplicaciones:
Mi=moz: VI — M/G yy, =mozy: V- M/G

que cumplen que siyy (Vi) Ny, (Va) # 0, entonces Yl oy es diferenciable.

Para ver esto, sea 7, la restriccion de w a z; (V), 4 = 1, 2.

1

Sea g € y1 (V) Ny (Va) o consideremos la aplicacion r = 27 o 753" (g).
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Tomemos W C V, vecindad de v tal que:
(30 22) (W) Cn (Vi) N3 (V2) -
Entonces la restriccion de y7* oyp a W estd dada por:
yiloy |W=zlonr omgom,.

Lo cual nos remite solamente a demostrar que 77 lomy es diferenciable en ps = 751 {g).

Sea p; = w7 oy (p2). Bnfonces py y P2 son equivalentes en M por lo cual existe
g € G tal que g (p2) = p1- Se sigue que la restriceion 77" o me | T2 (W) coincide con
el difeomorfismo @, | 22 (W), lo cual prueba que 77l omy es diferenciable en ps como

se requerta.

Ejemplo 2.1.9 Fl haz tangente

Sea M™ una varieded diferenciable y sea TM = {(p,v)] pe M, v T,M}.
Dotaremos a TM con una estructure diferenciable de dimension 2n, con tal estructura
TM es llamado ¢l haz tangente de M.

Sea {(U,, T.)} una esiructura diferencioble mazimel sobre M.

Denotemos por (5, ... , 33) las coordenadas de U, y por {;,5—?, - a_%} las

bases asociadas a los espacios tengentes de ,(U,). Pare tode o definimos y, :

Use x B® = TM dada por
Yo (3-"1&: ey 33:, U1y -- ’tl.n) = (za (ch, mer 3:), zn:u‘tga_) ’
= 0w

con (Uy, ... , u,) € R*.



Geométricamente esto significa que tomaremos como coordenadas de un punto
(p, v} € TM las coordenadas 2%, ... , T de p junto con las coordenadas de v en la
base {;&8—?,...,?’;&—}.

Vamos pues a mostrar que {(Uy x R*, y,)} es una estructura diferenciable sobre
TM.

YoquelJ,za (Ua) =M y (d2a) (R™) = Te (oM, q € U, tenemos que
UtaWa xR =TM.
&

Sea ahora (p, v) € ya (Ua x B™) Ny;s (Us x R™), entonces podemos escribir a (p,v)

comao
(2, v} = (o {ga), d2a (va)) = (x5 (g5) , dza (vs)),

donde q, € U, 95 € Us y vq, v5 € R™,

Por lo cudl tendremos que:
Y5" 9 Ya (ar Va) = y5" (Za (ga) , 474 (va))

= (23" 020 (), d (x5 0 7a) (va)) -

Ya que xgl © 2o es diferenciable, d (m;l o a:a) también, con lo cual obtenemos que

ygl © Yo €s diferenciable mostrands ast que las vecindades son C®-compatibles por lo

cual TM es una variedad diferenciable.

Observemos un poco més de cerca, que €s una estructura en una variedad;
Recordemos que una variedad topolégica M de dimensién 7, €8 un espacio localmente

homeomorfo a R"; esto es, su topologia estd definida por una coleccidn de carlas
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locales {(Us, ¢,), @ € I}, donde U, es un abierto de M; y para cada a € I, tenemos
que ¢, : Uy — R” es un homeomorfismo sobre un subconjunto abierto de R" e [ es
un conjunto de fndices.

Informalmente podemos decir entonces que, una estructura en una variedad es una

familia {(Us, $s) , @ € I}, tal que la familia de cambios de coordenadas
by o8 (UinUy) = & (UinUj); 4,5 € 1,

que satisfacen ciertas hipStesis, y segin el requerimiento se obtienen distintas estruc-
turas. De los ejemplos anteriores podemos observar que por ejemplo, Ias funciones de
cambios de coordenadas satisfacen las siguientes propiedades:

1) Si se restringe ¢ a un abierto de su dominio,entonces la restriccidn satisface la
misma propiedad que ¢;;.

2) Si se tiene que U; NU; NT; # §, entonces tenemos los elemnentos de la familia ¢y; ¥
$;; de los cambios de coordenadas, en este caso tiene sentide la composicion ¢; © ¢;;
v est4 satisface la misma propiedad.

3) Si ¢;; esta en la familia, entonces la composicién inversa ¢; satisface la misma
propiedad.

Con lo cual, llegamos a que dar una estructura en una variedad; es decir, una manera
especfica, de modelar localmente a M en R, es pedir que la familia de cambios de

coordenadas {¢;;; 4,7 € [ } pertenczea a un pseudogrupo:

Definicién 2.1.10 Un Pseudogrupo de homeomorfismos locales de K*, es un con-

junto G = {¢, : U — Vi; & € I} de homeomorfismos locales de R*; es decir, para cada
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i€, ¢, :U; - V; es un homeomorfismo del abierto U; de R® sobre el abierto V; de
R"; tal que satisfacen las siguientes propiedades:

1) Si¢p € G yU es un abierto contenido en el dominio de ¢, entonces la restriccion
de ¢ a U, ¢ [ypertenece a G.

2) Si ¢ y o pertenecen a G y esta definida la composicidn Yo, entonces Yop € (.

3) 8i ¢ € G, entonces el homeomorfismo inverso ¢~ € G.

4) 85U =1J,U, es un abierto de R" y sigp: U — V es un homeomorfismo
del abierto U sobre el abierto V, y si ademds la restriccién ¢ |y, € G para toda o,

entonces ¢ € G.

Definicién 2.1.11 Sea G un pseudogrupo. Por una G-Variedad entenderemos
una variedad topoldgica M con un atlas {¢;; ¢, : Uy — Vi, i€ I } tal que el conjunto
{qﬁ,-j; el } de los cambios de coordenadas estd contenido en (7. A un atlas de estq

forma se le lama una G-Estructura.

Ejemplo 2.1.12 Pseudogrupos

1) Gy = Loc(R™): el pseudogrupo de todos los homeomorfismos locales de R™.

2) Gy = Loc, (R"}: el pseudogrupo de todos los homeomorfismos locales de R™
que preservan la orientacidn inducida en cada abierto por una orientacion fija de ®™,

3) Gs = Dif f, (R*): el pseudogrupo de todos los difeomorfismos locales de B™, de
clase C7 con 1 < r < co.

4) Ga = Dif fH (R*): el subcongunto de Gy de difeomorfismos locales de R™ que

preservan la ortentacidn.
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5) G5 = Hol (C*): el pseudogrupo de todos los homeomorfismos locales de C* que
son biholomorfismos.

6) Gs = Aff (R"): el pseudogrupo de los homeomorfismos locales de R™ gue son
restricciones de transformaciones afines de K.

7) Gy = Sim(R"): el subconjunio de Gg que consiste de los homeomorfismos
locales de B™ que son restricciones de similitudes de R™.

8) Gg = Iloc(R™): €l subconjunto de Gy que consiste de las isometrias locales de

R,

En los ejernplos anteriores algunos de los pseudogrupos erail subseudcfémpos de otros,
es decir; un subconjunto Go de un pseudogrupo G, tal que Go es uun pseudogrupo.
Fs conveniente ahora, ampliar la definicidn de pseudogrupo para permitir pseudo-

grupo de homeomorfismos locales de una variedad arbitraria y no solamente de i

Definicién 2.1.13 Por un Pseudogrupo de Homeomorfismos Locales de una
Variedad M, enfenderemos un subconjunto G de homeomorfismos locales entre abier-
tos de M sobre abiertos de M, que satisfacen las mismas condiciones de la definicidn

de pseudogrupo.

Ejemplo 2.1.14 Pseudogrupo de une Varieded

9) Gy =TI(G): ¢ pseudogrupo de los homeomorfismos locales del grupo de Lz';a
G, que son restricciones de traslaciones izquierdas de G. De manera andloga se define
el pseudogrupo TD (G) de las traslaciones derechas de G.

10) Gy = Proy(n): el pseudogrupo de los homeomorfismos locales del espacio

proyectivo P* que son restricciones de transformaciones proyectivas.
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11) Gyy = Hoc(M): el pseudogrupo de los homeomorfismos locoles de M que son
restricciones de isomelrfus de M con respecto & una métrica Riemannianae completa.

12) Giy = Euc(n): el pseudogrupo del tipo Gy cuando M es el espacio Euclidiano
R". Notemos que G2 = Gs.

18) Gia = Elip(n): el pseudogrupo del tipo Gy, cuando M es la esferc; 5™ con su
métrica estdndar.

14) G4 = Hip(n): el pseudogrupo del tipo G11 cuando M es el espacio hiperbslico

H".

Definicién 2.1.15 SiG es un pseudogrupo de homeomorfismos locales de la variedad
X, entonces una (G, X)- Variedad, es una variedad M que tiene un atlas modelado
en X, A= {(@,, U;); i€ I}, donde U; es un abierto de M y &; : U; — ¢; (Ui} es un

homeomorfismo de U; sobre el abierto ¢, (U;) C X, tal que los cambios de coordenadas,
¢y =007 ¢; UiNT;) — ¢, (U0 s},
pertenecen a G. Un atlas de esta forma se le lama una G-Estructura de M.

Las (G, X)-variedades tienen diversas propiedades y nombres, como enlistaremos a
continuacién:

1) Una Gy-variedad es simplemente una variedad topoldgica de dimensién 7.

2) Una Gy-variedad es una variedad topolégica orientable.

3) Una (5-variedad es una n-variedad diferenciable de clase C7 y su Gy-estructura se
llama como vimos anteriormente una estructura diferenciable.

4) Una G,-variedad es una n-variedad diferenciable y orientable.
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5) Una Gs-variedad es una variedad analitico-compleja. de dimensién cotmpleja 7.

6) Una Gg-variedad se Hlama una n-Variedad Localmente Affn, y una Gg-estructura
se llama una Estructura Afin.

7} Una Gr-variedad s¢ llama una n-Variedad de Similitud y su Grestructura se
Ilamna una éstmctura de Similitud.

&) Una Gs-variedad o equivalentemente una Grp-variedad se llama una Variedaci
Riemanniana Plana, Variedad Euclidiana o Variedad Parabdlica. Y a su
Gg-estructura se le llama una Estructura Euclidiana o Plana.

9) Una Gy-variedad se llama una Variedad Localmente de Lie, modelada en el
grupo de Lie G.

10) Una Gp-variedad se llama una Variedad Localmente Proyectiva.

11) Una Gyj-variedad se llama una Variedad Localmente Isométrica a M.

12) Una G3-variedad se llama una Variedad Eliptica.

13) Una Gys-variedad se lama una Variedad Hiperbélica de dimensién n. A su
Gs-estructura se le Ylama una Estructura Hiperbolica

Ahere, extenderemos de otra manera nuestra definicién de una estructura sobre una
variedad de la siguiente manera:

Sea § un espacio topoldgico, ¥y G un grupo de homeomorfismos de §, actvando de
manera natural sobre S.

Asumames que G satisface la siguiente condicidn:

U) Para cualesquiera g1, g2 € @, si su accién coincide sobre un subconjunto abierto
1o vacio de S, entonces g1 = ga.

Esta condicién es conocida como de Uniformizacién y nos dice que los elementos
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de & estén determinados dnicamente por sus acciones sobre un subconjunto abierto.
De aqu{ en adelante el par (5,G) serd fijo y nos referiremos a &l como <l Espacio

Modelo.

Definicién 2.1.16 Un espacio topolégico M se dice que es Uniformizable por
(8,G) st cumple lo siguiente:
U) Existe una cubierta abierta {Ua},, de M y homeomorfismos g, : Uy — S

tal que para fodo par o, B € A tal que U, N Up # & la aplicacion:
Po 295" Pp(Ua NUs) = 0o (Ua N Up)

es la restriccion de un elemento g.p € G. Entonces diremos gue el conjunto { (U, @)}

define una Uniformizacion sobre M con respecto a (S, G).

Observacién:

Notemos que dado un grupo G de homeomorfismos de un espacio topoldgico S como
en la definicidn anterior, este determinan a un pseudogrupo {gaz}-

Consideremos ahora un refinamiento {Vor}, a0 de {Uad e a-
Sea j : A — A una aplicacidn de refinamiento y supongamos que existen homeo-
morfismos ¢y : Voo — S tal que {{Var, ¥)} también definen una uniformizacién
con respecto a (S, G). Dirermnos que {{V, ¥,.)} s un Refinamiento Admisible de
{(Ua, ©4)} st existen elementos {ga'} e 4 €0 G tal que ¥y = gar 0 P00y restringidos

a V.

Si este es el caso tenemos que:

ot = Bt O W5 = Gal © Py © P © G+
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Consideremos abora {(Ua; @u)tecs ¥ {(Var, Pord}arear dos uniformizaciones de M
con respecto al espacio modelo (S, G).
Diremos que las Uniformizaciones {(Ua, ®0}taca ¥ 1(Ve: Yo)}area son
Equivalentes, si existe una uniformizacién {(Wer, 0a7)}areqr 12 cual es un refi-

namiento admisible comiin 2 ambas uriformizaciones {{(Us, ¢.)} v {(Var, Yo}t

Definicién 2.1.17 Una clase de equivalencia de uniformizaciones es llamada una

{(S,G)-Estructura sobre M.

Supongarmos zhora que tenemos tna variedad diferenciable S y que @ es un grupo de

difeomorfismos de S el cual actda de manera natural sobre S.

Definicisn 2.1.18 Una (S,G)-Estructura sobre una variedad diferencible M se
dice que es Diferenciable si cada aplicacidn @, perteneciente 6 alguna uniformizacion
de la (S, G)-estructura es un difeomorfismo. Andlogamente puede ser definida la no-

cién de una (S, G)-estructure enclitica-real .

Notemos que nuestras definiciones de variedad diferenciable podemos verlas abora
como una (S, G)-estructura donde S =R" y G es el grupo de difeomorfismos locales
de B”. De esta manera los ejemplos anteriores son ejemplos de variedades con una
(S, Gh-estructura.

Para mayor informacién de (S, G)-estructuras pueden consultarse [V] y [Rat], ¥ para

Ia teorfa de uniformizacién puede consultarse [KP].



Capitulo 3

ESTRUCTURAS CONFORMES

Y DE M(OBIUS

3.1 Estructuras Conformes

Definicién 3.1.1 Sea V un espacio vectorial sobre el campo R.
Dos productos interiores g1 y go definidos sobre V' se dice que son Conformes
uno a otro si gy = Aga pare algin X € RY, donde Rt denots al conjunto de los

nimeros reales positivos.

Esta definicién nos permite hablar de una relacién de equivalencia que denotaremos
por ¢, sobre el conjunto de productos interiores definidos sobre V. Esta relacién
estd dada de la siguiente manera:

g1 ~c ga si y sSlo si existe A € R tal que g1 = Aga.

Definicién 3.1.2 Una clase de equivalencia de productos interiores sobre V' dada por

97



98
la relacidn ~e es Hamada une Clase de Equivalencia Conforme sobre V o unc

Estructura Conforme sobre V.

Observernos que si la dimensién de V sobre R es n y g es una métrica sobre V,
entonces el grupo de automorfismos de V' que preservan la estructura conforme sobre
V es un grupo isomorfo al grupo R* x O (n)}, donde O(n) es el grupo transformaciones
ortogonales sobre V' con respecto a la métrica g.

Como sobre todo punto en una variedad diferenciable tenemos bien definido un espa-
cio vectorial, a saber, el espacio tangente al punto, vearmos como podemos extender
nuestra definieién de una estructura conforme para una variedad. Para esto, recorde-
mos que una Métrica Riermanniana sobre una variedad diferenciable M; es una
correspondencia la cual asocia a cada punto p € M un producto interior (,),, es
decir; una forma bilineal simétrica, definida positiva sobre el espacio tangente T, M,
la cual varfa diferenciablemente en el siguiente sentido: Sixz : U C R® —» M es
un sistema de coordenadas alrededor del punto p, con = (z), T2, ..., %a) = ¢ € z (V)
¥ 5—3:: {g) = d=(g) (0,...,1,..0, entoncas(% (4}, 5%; (9)>q = g.; (o1, %2, ..., Tn) €5 una
funcién diferenciable scbre U. A las funciones g,; se les llama la representacién local de
la métrica Riemanniana en los sistemas coordenados. Asf una variedad diferenciable

con una métrica Riemanniana es llamada una Variedad Riemanniana.

Definiciéon 3.1.3 Sea M una varieded diferenciable de dimension n sobre R. Ung
Estructura Conforme Diferenciable sobre M es ung fomilia diferenciable de

estructuras conformes sobre los éspacios fangentes T,(M), conp € M.

Tenernos asi que una estructura conforme sobre una variedad M equivale a tener una
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cubierta abierta {{/, }oer por subconjuntos abiertos U, de M y métricas Riemannianas
diferenciables g, sobre Uy, tal que sobre intersecciones no vactas U, N Us, tenemos

definidas funciones positivas diferenciables
fap : Ua nUﬂ *—)'R-'—,
que satisfacen la siguiente condicién de compatibilidad entre las méfricas:

ge = fapgp-

Para el caso de Variedades Riemannianas la métrica Riemanniana claramente define
sn ambiente de estructura conforme diferenciable, y dos métricas Riemannianas sobre
M tiene el mismo ambiente de estructura conforme diferenciable si y sélo si son
conformes una a la otra para cada punto p € M. Ademds tenemos que cuando
se tiene una estructurs conforme diferenciable sobre una variedad diferenciable M,
&sta es ambiente de una métrica Riemanniana diferenciable. Ya que si tenemos una
estructura conforme diferenciable {Us, gu}ocr, €scogemos una particién de la unidad
{,}ocr subordinada a la cublerta {Ua}aer ¥ definimos:
9= Padar

ael
que resulta ser una métrica Riemanniana sobre M y la estructura conforme diferen-
ciable {Us, ga}acr es ambiente de ésta. ( Para m4s informacién sobre Particiones de
la Unidad puede consultarse [Wr], pag. 8).
En general cuando se tiene una variedad Riemanniana M de dimensién 72, con tensores

métricos g y § conformes uno con otro, tenemos que, en cada vecindad coordenada
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Uy © M, los tensores métricos estdn relacionados de la siguiente manera:

Gis = gi exp(20),

donde o es una funcién de clase C° en cada vecindad coordenada, y esta es la notacién
esténdar en ls literatura para expresar la relacién entre méiricas que son conformes

una & otra. ( Para mayor referencia se puede consultar [WJ], pag. 105).

Definicién 3.1.4 Sea M una variedad de dimensidn n con una estructure conforme
diferenciable. Un Mareo Conforme en un punto p € M es una base ortonormal
{1, ... » en} de Tp(M) con respecto a la mélrica Riemanniana que tene por ambiente
a la estructura conforme diferenciable deda. Decimos que une estructura conforme
diferenciable es Integrable, si cado punio p de M tiene una vecindad coordencda
con coordenadas {xy, ... , 2.} tal que el conjunto de vectores tangentes 52—‘ ,
asociados a esta vecindad coordenada como base de T,(M), es un marco conforme

definido localmente. Si la estructura es integrable llamaremos o estas coordenadas

Coordenadas Admisibles.

Se sigue ficilmente de las definiciones anteriores que i {@1, ... , Tn} ¥ {¥1y -« » U}
son dos sistemas coordenados admisibles definidos sobre alglin subconjunto abierto
comin U, entonces la matriz jacoblana del cambio de base (-gg:) define una funcién
de U — R x O(n) ya que esta es una transformacién del espacio vectorial T,(A) en
¢l mismo, que preserva la estructura conforme, para todo punto p € U. Por lo que, en

términos de un sistema coordenado admisible {24, ..., T, }, una métrica Riemanniana
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compatible con la estructura conforme diferenciable tiens la forma:

ds? = \(z) Y de?,
i=1

donde ) es una funcién diferenciable sobre M con valores en R*. Asi tenemos que
una variedad con estructura conforme integrable puede también ser pensada como
nza variedad localmente conformemente Fuclidiana. Por brevedad nos referiremos a

estas variedades como Variedades Conformemente Planas.
Proposicién 3.1.5 La esfera de dimensidn n

S ={z e R :fal =1};
con la métrica inducida de R**! es conformemente plana.

Demostracién: Consideremcs un punto p € §* C R**? y 7 un plano de dimen-
sién n contenido en R*! que sea paralelo a T,{S") pero diferente de Tp(S5").

Dado un punto g € 57 — {p}, la linea con vector director pq intersecta al planc 7
en exactamente un punto §, como se muestra en la figura 3.1 sigulente. La afitmacién
es que la proyeccién estereogréfica II : S™ — {p} — w, dada por Ii(g) = §esun
homeomorfismo conforme. Tomemos dos vectores tangentes orientados v y w basados
en el punto g. Entonces las ternas {p,q,v} v {p,¢,} deferminan dos planos que
intersectan al plano 7 en dos lineas orientadas I, y Ly respectivamente. Para demostrar
nuestra afirmacién, es suficiente mostrar que los dngulos entre las parejas {v, w} ¥
{l,, L} son ignales, y por continuidad es suficiente demostrarlo para cualesquiera
v v w. Por lo que para cualesquiera v y w, las lineas tangentes R, y R, al punto

g con vectores directores v y w intersectan a Tp(S") digamos en los puntos Ay
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B. Las lineas orientadas pA y pB sobre Tp(S") son paralelas a las lneas L, y lu
respectivarente en el plano 7, pues estos planos son paralelos y los planos generados
por las parejas {p,q,v} v {p,q,w} contienen a los puntos Ay B. Adem4s se tiene por
— —
geometria analitica elemental que ”Ap“ = "Aq” ya que estas son las longitudes de los
segmentos tangentes desde el punto A a §”, como se muestra en la figura 3.2 siguiente.
- - - i = - n

Similarmente se obtiene que “Bpn = HBqI], obteniendo asf que los tridngulos ApB ¥
AgB son congruentes. Por lo que tenemos entonces que los 4ngulos entre las parejas
{v,w}, {pA,pB} y {k, L} son los mismos.

Finalmente notemos que la proyeccién estercografica IT puede ser expresada por

funciones racionales en coordenadas apropiadas, asf que de heche es una funcién real-

analitica. m

To(S™)

Figura 3.1
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Figura 3.2

Daremcs a continuacién otra demostracion de la proposicién anterior la cual muestra
que la proyeccidn estereogréfica aplica p-esferas en p-esferas, donde una p-esfora en
&% C R™ e la interseccidn transversa de §™ con un plano 7 contenido en ®* de
dimensién p+1. Ademés consideraremos a R® como 5™ —{co}, ¥ un p-plane puede ser
también considerado como una p-esfera que pasa a través del punto {oo}. Recordemos
que una inversién en una n-esfera 5™ en §°+ = R U {00} es una aplicacién dada
por P — @ donde se cumple [|OP] - |OQ| = r?, entendiendo ademss que O —~ oo y
oo — . Tenemos que, por las propiedades de las inversiones, éstas aplican p-esferas
en p-esferas contenidas en $™*. Consideremos asi la proyeccidn estereografica desde
sl polo norte /N sobre el plano tangente al polo sur S. Esta proyeccién coincide cont
la restriceién a S™ de la inversién en la esfera )" con centro en el punto V y con

radic 1}]@ , que se muestra en la figura 3.3 siguiente.
{

Figura 3.3
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3.2 Cambio Conforme de una Métrica y Estruc-

turas de Mobius

Lema 3.2.1 Denotemos por (M, g} @ una variedad Riemanniana M con métrica g.
Sea p : M — R una funcién diferenciable, y § un cambio conforme de la métrica
dado por § = gexp(2p). Denotemos por D y por D las coneziones de Levi-Civita de
g y § respectivamente. Sea G = grad ¢ el gradiente de w en términos de la métrica g

y definamos S sobre todos los compos veeloriales X y Y por:
S(X, Y) = ny - ny
Entonces
SxY =XoY +YoX — (X, V)@,
donde { , } representa el producto interior de la métrica g.

Demostracién: Ya que las conexiones son las de Levi-Civita, éstas son libres de
torsidn, lo cual nos implica que S5xY = Sy X, es decir que S es simétrico; adends
vemos que este es el tensor diferencia de dos conexiones { ver apéndice A }, por lo que
es C*{M)-lineal en ambos argumentos. Ahora por las propiedades de la derivada
covariante y de los campos vectoriales como operadores tenemos:

0= Dxj = Dx (gexp(2p)) = X (exp(2}) ¢ + exp(2p) Dx g
= exp(20){2X ¢ - g+ Dxg + Sxg} = exp(2p}{2Xp - g + Sxg}-

Asi, si para cualesquiera campos vectoriales Y v Z podemos definir:

ng (Ya Z) = (DXQ' - ng) (Ys Z) = DXQ (Y’ Z) - ng (Y: Z) ?
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entonces,
Xg(¥, Z) —g(DxY, 2) — g (Y, DxZ) = Xo(¥, )+ g(DxY, Z) +g (¥, DxZ)
— —g(DxY — DxY, Z) =g (Y, DxZ - DxZ) = —g(5xY, 2) ~ g (¥, SxZ)
= —(SxY, ) — (¥, §5x B} = ~2Xp (¥, Z).

St permutamos ciclicamente los campos X, ¥y Z obtenemos:

(SxY, Z)+ (Y, SxZ) =2Xp (Y, Z), 1
(SyZ, X} + (2, Sy X) = Y p(Z, X}, 2)
(SzX,Y) +4{X, 85Y) =229 (X, Y}, 3)

Sustrayendo la ecuacién 3} de la sura de las ecuaciones 1) y 2), y recordando que Jos

tensores g y S son simétricos obtenemos por un lado:
(SxY, Z) +{¥, 8xZ) + (Sr Z, X) +{Z, 8y) — (82X, ¥) — (X, 8z¥)

= 2(SxY, Z) +{Sy Z - S7Y, X) +{SxZ — 82X, Y) = 2(8xY, 2),

Y junto con el otro lado de la igraldad obtemos:
2{SxY, 2) =2(Xp (¥, Z) + Y0 l{Z, X} — Zp (X, Y));
es decir
(SxY, Z)=Xp{Y, Z) + Y ({2, X) — Ze (X, Y. 4)
Observernos ademds que:

(XY +YpX — (X, V)G, Z)
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= (XY, D)+ {YpX, Z)- (X, V)G, Z)
=XolY, )+ Yo (X, )= (X, V)G, Z) =X (¥, 2} +Yp{X, Z)-Zp (X, Y},
ya que (G, Z} = Dzyp = Zyp; que no es otra cosa que la derivada direccional de ¢ en
la direccién del campo Z. De aqui tenemos :
(XY +YpX - (X, Y)G, ) =X (Y, Z)+ Y0 (X, 2) - Zp (X, Y) 5)
Finalmente de las ecuaciones 4) y 5) obtenemos:

(SxY, Z) = (XY +YpX - (X, Y)G, 2},
lo cual irnplica que

SxY =Xp¥Y +YeX —{X,Y)0G. )

]

Considerernos ahora (M, ¢) una variedad Riemanniana M de dimensién n con métrica
g v W una subvariedad de dimensién m con la métrica inducida de M. Denotemos
por I? v V lag conexiones definidas por g y la restriccién de g a W respectivamente. Si
tenemos que X ¥ Y son dos campos vectoriales tangentes a W, entonces la conexidn

D) se puede escribir de la siguiente manera:
DxY =VxY +a(X,Y), 7

donde VxY coincide con la componente tangencial de DyY sobre W y (X, V)
es la componente normal de DxY, que es una forma bilineal simétrica sobre el haz
tangente de W con valores en su haz normal y que es llamada la Segunda Forma

Fundamental de W.
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Sea § = gexp(2p) un cambio conforme de la métrica como en el lema anterior, y

definamos & § v o los tensores diferencia de las conexiones de la signiente manera:

donde D y V denotan las conexiones de § y de § Testringida a W, respectivamente.
A Jo largo de W descomponemos de igual manera a G = grady con respecto a la

métrica g como:
G =G+ Gy, 9

donde Gp y G, denctan las componentes tangencial y normal del gradiente de .

Por la ecuacién 6) del lema anterior y junto con la ecuacién 9) tenemos que
S(X,Y) = Xo¥ +YpX — (X, Y)G = Xp¥ + ¥pX ~ (X, Y)Go— (X, Y) s,
es deciz:
S{X,Y)=0c(X,Y) (X, Y)Gy, 10)

para todos los campos vectoriales tangentes a W. Si denotamos ademés por @ (X, Y)

a la segunda forma fundamental de W con respecto a la métrica g, entonces combi-

nando las ecuaciones 7), 8) y 10) obtenemos:
&(X,Y) = Dx¥ — Vx¥ = Dx¥ + (X, ¥) ~ Vx¥ = o(X, ¥) =
a(X, )+ (X, Y}~ (X, Y)Gi—a(X,Y)=a(X, Y} (X, Y) Gy,

es decir que la relacién entre las segundas formes fundamentales en un cambio cop-

forme de la métrica estd dada por:

a(X,Y)=e(X,Y)— (X, V)G, 11)
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Si v es cualquier campo vectorial normel sobre W, se sigue de la ecuacién 11) que las
formas bilineales con valores en R dadas por {@, v) y {@, v) difieren por un escalar, por

lo que las multiplicidades de los valores propios del operador auto-adjunto asociado

Sy : Tp(W) — T,(W) dado por:

(Sv(X)a Y)= (& (-Xr Y) )N

son los mismos, por lo que resultan ser un Invariante Conforme de W como una
subvariedad de M. En particular las Hipersuperficies Totalmente Umbilicas, es
decir; aquellas en las que la dimensién de W es m = n — 1 y cumplen que todoes los
valores propios de {&{X, Y), v) son iguales.

Se tiene un resultado conocido que para n > 3, las hipersuperficies totalmente um-
bilicas en R™ son precisamente subconjuntos ablertos de hiperplanos y las esferas
de dimensién n — 1. Equivalentemente las hipersuperficies totalmente umbflicas en
la esfera unitaria S™ son precisamente los subeonjuntos abiertos de las esferss de
dimensidn n — 1. FEste hecho es la base de la rigidez de las estructuras conforme-
mente planas en dimensién n > 3. De los comentarios hechos anteriormente y usando
aplicaciones conformes definidas localmente en R™ o S™, se sigue que sobre toda var-
iedad conformemente plara M de dimensién n 2> 3, existe una familia distinguida
de subvariedades sobre M que son los subconjuntos abiertos de una (n — 1)-esferas.
Tomando intersecciones, tenemos que tiene un significado sobre M, la nocién deun
subeconjunto abierto de una p-esfera para 1 < p € n — 1, Por lo dicho anteriormente,
en particular; una aplicacién conforme entre variedades conformemente planas de las

mismas dimensiones, digamos n, para n > 3, debe preservar estas piezas de p-esfers.
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Sea M una variedad conformemente plana de dimensién = > 3.

Proposicién 3.2.2 E! grupo de difesmorfismos conformes de M consiste precisa-

mente de aquellas aplicaciones que preservan las (n — 1)-esferas.

Demostracién: Denotemos por Conf (M) al grupo de difeomorfismos conformes
de M y por C el grupo de aquellos difeomorfismos que preservan las p-esferas. Como
se obsarvé anteriormente el grupo Conf (M) estd contenido en el grupo C. Sez;.
f € C. Nuestro problema es mostrar que en cada pusto p € M la diferencial f,p es
una homotecia. Coomo la cuestién es local podemos asumir que f fija al punto p y mas
alin, que una vecindad de p est4 identificada conformemente con una vecindad del
origen en R*, de tal forma que p se identifica con el origen. Usando la descomposicién
polar de f., y componiendo por un elemento del grupo G {n), podemos considerar

que f,, sea la matriz diagonal

M. . 0

A= . ,eon A >0 parat=1, .., 7,
ALY

en términos del sistema coordenado estandar. Como f preserve (n — 1)-esferas, fip

acttia sobre T,{M) con la misma propiedad, resultando asf que Ay = A = o = Ay,
s decir que f,; es una homotecia. X
Denotemos por M (r) al grupo de todos los difeomorfismos de 57, para n Z 2,

el cual aplica (1 — 1)-esferas en ellas mismas. Por la proposicién anterior tenemos
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que para n > 3 este grupo coincide con €l grupo de difeomorfismos conformes que
denotamos por C (S”). Un hecho bésico en la teorfa de Superficies de Riemann como

se vio en el capftulo 1, es que esto también es cierto para n = 2, pero por motivos

estructuralmente diferentes de los de la proposicién.

Definicién 3.2.3 El grupo M (n)} se le lama el Grupo de Mdébius en dimensidn

n, y a sus elementos Transformaciones de Mbbius.

De ahore en adelante denctaremos a una variedad M de dimensién n por M™.
Sea M™ una variedad conformemente plana. Entonces, para cada sistema coordenado
admisible sobre M™ tenemos una aplicacién conforme localmente definida sobre R”,

donde identificamos a R" con $™ — {un punto} via la proyeccién estereogréfica.

Definicién 3.2.4 Una Estructura de Mdbius sobre una variedad M™ es un atlas
mérimo de cartas coordenadas admisibles, tal que les funciones de transicidn sobre
las intersecciones de los dominios de las cartas son restricciones de transformaciones
de Mébius. A una variedad con estructura de Mdbius se le llama una Variedad de
Mébius y a un difeomorfismo local que preserve la estructura de Mébius se le llama

una Aplicacion de M&bius.

3.3 Los Grupos M (n) y M (R?)

Recordemos que cuando se tienen dos grupoes topoldgicos Gy y G, podemos dotar

al producto cartesiano Gy X Gy con la topologia producto, una estructura de grupo,



111

conoeida como el producto directo de Gy y Ga, obteniendo de esta manera un nuevo
grupo topolégico. Una generalizacién de este producto directo es el siguiente.

Sean G y N dos grupos topolégicos, y consideremos el conjunto
Aut(N) = {f : N -+ N : f es un automorfismo},

donde un antomorfismo es un homomeorfismo f que es un homeomorfismo de grupos
topoldgicos.
Ahora, dada une aplicacién ¢ : G — Aut (N}, definimoes una nueva aplicacidn 6 :

G x N — N, dada por
8(g,n)=0{g)n,paratoda g€ T yn € N.

Si la aplicacién f es continua, diremcs que @ es continua. Asi dados N y G grupos
topolégicos ¥ un homomorfismo continuo 8 : G — Aut (N}, definiros un nuevo grupo
topoldgice G g N, como:

Primero, como espacio topoldgico G by N, es el espacio G X NV con la topalogia
producio. De acuerdo con esto un elemento de Gy N se puede escribir como (g, n)
conneENygel.

Segundo, la cperacién o de G g N, esté definida por
{g.7) 0 (5,%) = (94, n8{g) (A)); para n, A€ N yg,§€G,

donde 8 (g) (#) € N y tanto nf{g) {#) como g§ denotan las multiplicaciones en N y
(7, respectivamente.
Si denotamas al elemento identidad de N peor 1, v al de G por e, es fdcil verificar

que G'>g N es un grupo, donde el elemento identidad de Grg N es (e,1) y el inverso
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del elemento (g, n) esté dado por (g,n)"" = (¢7%,8(¢7") (n™*)). Y de igual manera,
es facil ver que G by V es un grupe topoldgico conocido como el Producto Semi-
Directo de los grupos topolégicos N y G con respecto al homomorfismo continuo
8.

Conocer cuando un grupo es el producto semi-directo de dos grupos nos da una
caracterizacién de este, como veremos a continuacién:

Consideremos la sucesién de grupos topolégicos Gy, k € N
I G:m] - Gl _"ji Gt+1 ey

dondelas fx, k € N; son homomorfismoes de grupos topolégicos. Decimos que la Suce-
sién es Exactaen G, st Im (f,_) =ker (f,}, dondeIm (fi—1) = {fi-1 (¢i-1) : §i-1 € Go1}
y ker (f;) = {g: € G:i: fi{g:) = ei11}. Si la sucesién es exacta en todo G;, decimos
que es una sucesién exacta.

Consideremos entonces la sucesién exacta corta
12N> A7 G -1,

de grupos topoldgicos, donde los grupos de los extremos son los triviales. Una Es-
cisién para §: A — (&, es un homomorfismo de grupos topoldgicos s : G — A tal
gue j o s es la identidad en G.

El siguiente resultado nos da una condicién necesaria y suficiente para que un grupo

topolégico pueda escribirse en la forma de un producto semi-directo.
Proposicién 3.3.1 Sea

1N ASG—1,



113

una sucesidn exacta corta de grupos topoldgices, tal que la fopologla sobre N coincide
con la topologta relativa de A via la inclusion & : N ~ A. Entonces, existe una
escision s : G — A para 71 A — G si y solo si existe un homomorfismo confinue
§: G — Aut{N); y un isomorfismo f : A — G N, tal que fei(n) = (em)
yjo fl(g,n) = g. Més ain, el procedimiento de obtener 8 a partir de 5 y el de

obtener s a partir de 8 es reciproco uno del oiro.
La demostracién de este resultado puede consultarse en [Kw].

Corolario 3.3.2 Si A Gy N, entonces el cociente AfN es un grupo topoldgice y

A/N =2 Q. Esto es, N es un subgrupo cerrado normal de Gg N.

Observacidn:

Recordemos que cuando se tiene un homomorfismo continuo 8 : G — Aut {N}, pede-
mos obtener un nuevo homomorfismo & : ¢ x N — N. Es fécil ver que este homo-
morfismo @ se puede ver como una aceién de G en NV por la zquierda.

Ahora, el espacio Euclidiano R, tiene claramente una estructura candnica de Mabius
heredada de S via la proyeccién estereogrfica. Denotemos pues por M (K"} al grupo
de los difeomorfismos de M&bius sobre R*. Fijemos al origen 0 de R®. Ficilmente se
puede observar que M (R") contiene a los siguientes grupos:

1) O (n), que es el grupo de isometrias de R* que fijan al origen 0.

2) Ry, que es el grupo de homotecias dadas por: © — Az, con A € Rf yz e R™

3) BR*, que denota €l grupo de traslaciones.

Fl grupo de trastaciones K" es normalizado por los grupos O (n) v Ry Ademds,

las acciones de estos grupos por conjugacién son equivalentes a sus acciones lineales
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esténdar. Més adn, estas acciones conmutan.

Por lo que tenemos que el grupo generado por O {n}), R+ y R™ es isomorfo al producto
serni-directo:

(O(n)- R ) >R

Notemos ademss que este grupo contiene al grupo de isometrias Euclidianas:

E(n) = O(n)o R".

Teorema 3.3.3 Paran > 2 se tiene que M (R*} = (O (n) - Ry} R

Demostracién: Denotemos por My al grupo (O (n) - Ry) pR™ y por M al grupo
M (R™). Por las observaciones antes hechas tenemos que My C M. Consideremos
ahora §* = R™ U {co}. Via la proyeccién estereogrdfica, el grupo M puede ser
identificado con el subgrupe de M{(n) cuyos elementos fijan el punto oo. También,
una {n — 1)-esfera a través del punto oo corresponde a un (% — 1)-plano en R, Se
sigue ahora de la proposicién anterior que los elementos de M aplican (n — 1}-plancs
sobre sf mismos, ¥ por el asi llamado tecrema fundamental de la geometria proyectiva,
vélido para n > 2 se signe que M est4 contenido en el grupo de transformaciones afines

de R*, Aff (n). Ya que

Aff(n) =GL()v Ry MNGL(n)=0(n) Ry,

tenernos ast:

MCMNGL#A)PR*=(0(n) Ry} > R

porloque M =M, =
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Observacién:

Tl teorema anterior muestra que M (R") es un grupo de Lie y consiste de transfor-
maciones reales-analiticas. Ya que M (R*) es €l subgrupo de isotropia de M (r) en
el punto oo, se sigue que M {n) cs también un grupo de Lie y consiste de trausfor-
maciones reales-analfticas. Esto nos implica que las funciones de transicién de una
estructura de Mobius y las aplicaciones que preservan la estructura de Mobius son
también reales-analiticas. Tanto M (n) como M (R™) tienen dos componentes; la, cora-
ponente de la identidad consiste de aquellas aplicaciones que preservan la orientacién

y la otra componente consiste de las transformaciones que invierten la orientacién.

3.3.1 Modelo lineal para i (n)

Consideremos a B*2 con la forma cuadratica de signatura (1, n+ 1} dada por:

Q@) =gf~af~ - —Ton-

Denotemos por O (@) = O (n, 1) el grupo de isometrias de R+ con la forma cuadrati-

ca Q). Este grupo preserva a la cnddrica:
X(@Q)={z eR"?: Q) =0},

el cual es un cono esférico recto en R™? con vértice en el origen. Este grupo tiene 4
componentes que son; dos que preservan la orientacion, pero una de éllas intercarabia
las hojas del cono, y las otras dos son las que no preservan la crientacién, ¥ una de éllas
invierte las hojas del cono. Entonces los subgrupos de O (Q) los cuales preserven el

semi-espacio superior zp > 0 contienen 2 de estas cuatro componentes, y denotaremos
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a este subgrupo por:
0;(Q)={g€0(Q): g preserva zo > 0}.

Por otro lado tenemos que Oy (Q) también actiia sobre el espacio de rayos en X (@)
a través del origen que estdn en el semi-espacio zg > 1. Este espacio de semirayos

puede ser identificado con:
{zeR™? : Q(z)=0yzo=1}=5"

Las (n — 1)-esferas en S™ son precisamente las intersecciones transversas de los (n+ 1)-
planos en B™*? a través del origen. Por lo que se sigue que O : (&) actiia sobre S
aplicando (n — 1}-esferas en si mismas. Por la proposicién anterior tenemos entonces
que:

M (n) = 04 (Q).

Lo cual identifica igualmente a M () como un grupo de Lie.

Teorema 3.3.4 {Teorema de Liowwille): Sean U y V subconjuntos abiertos de ST
paran > 3 y f : U — V una aplicacidn conforme. Entonces, f es la restriccidn de

una transformacion de Mobius f . Mds atin, f estd determinada de manera dnica por

f.

Demostracion: El grupo M (n) contiene a Jos grupos O (n + 1} y al grupo de
homotecias de R” levantadas a S™ via la proyeccién estereogrdfica, ademds tenemos
que M (n) actda transitivamente sobre m-bolas y una n-bola cerrada es conforme-

mente equivalente a la semi-esfera superior cerrada. Denotemos por B a una n-bda
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contenida en U/. Entonces f{B) es una n-bola en ¥V por la proposicidn anterior.
Componiendo por un elemento de M (n) podemos asumir que f aplica B sobre si
misma y B es la semi-esfera superior. Sear : S* — 5" la reflexién en el ecuador 8B.

Entonces sl z ¢ B, la férmula:
fl@)=rf(r(=),

define una extensién conforme de f a S®. Més aiin, una extensién de f a una vecindad
pequedia de B ¢s iinica ya que cualguier punto en una de tales vecindades es un punto
de Ia interseccién de arcos circulares con alguno de sus extremos contenido cn el
interior de B y f aplica arcos circulares en arcos circulares. Un argumento sencillo
de conexidad muestra que f tiene una tnica extensién conforme a S™. Asf f es la
extensién deseada y coincide con f sobre el dominio de definicién de f. =

La importancia del teorema de Licuville estd en que una variedad confonnementg

plana para dimensién n > 3 admite una estructura de Mdbius candnica, de tal manera

que las nociones de una variedad conformemente plana y una variedad de Mbabius son
equivalentes para nn > 3. Para el caso n = 2, una variedad conformemente plana
orientable es lo mismo que una superficie de Riemann. El estl‘zdio de estructuras de
Mobius sobre una superficie de Riemann dada contiene como un subconjunto propio
a )a teoria de uniformizaciones junto con la tearfa de grupos Fuchsiancs y Kleinianos.
Por otro lado el estudio de estructuras de Mébius sobre ] disco unitario contenido en
B2, que se denota por D?, contiene como subconjunto propio la teorfa de funciones
univalentes. Asf la nocién de una estructura de Mobius nos da las bases geométricas

de estas dos grandes teorfas, y nos muestra una direccién en las cuales esfas teorias
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admiten una Fructifera generalizacién a dimensiones mayores.

Ejemplo 3.3.5 Variedades de Mdbius

Una clase de Variedades de Mobius podemos obtenerlas de lo siguiente manera.

Sea Q un subconjunto abierto de S™ y T' un subgrupo de M (n} el cual deja a S
invariante y actda Lbremente y propiamente discontinuamente sobre 2. Entonces
QT tiene una estructura de Mébius canénica. Recordemos que la teoria cldsica de
grupos Kleinianos trata con los subgrupos T' de M (2) los cuales actian propiamente
discontinuamente sobre algin subconjunto abierto no vacfo de S* como se vio en el

capftulo 1, y por analogfa llamaremos a éstas Variedades Kleinianas.

Otra diferencia entre los casos n = 2 y n > 3 es que en la demostracién del teorema
anterior la hip&tesis n > 3 est4 siendo usada al usar la proposicién 3.2.2. para su de-
mostracién. De igual manera, para n == 2 la demostracién muestra que una aplicacién
definida sobre un subconjunto abierto de §% que preserva arcos circulares es la restric-
cién de una transformacién de Mobins. Pero por otro lado existe una familia muy
amplia de aplicaciones conformes { los cuales coinciden con aplicaciones holomorfas
v anti-holomorfas con jacobiana no nula} definidas sobre subconjuntos abiertos de Ia
esfera de Riemann. Lo que es notable es que atin las aplicaciones conformes definidas
globalmente sobre S? preservan circulos.

Nota:

Para n > 3 por el teorema de Liouville M (n) coincide con el grupo de todos les
difeomorfismos conformes de S™. Este hecho es también valido para n = 2 y es

esencialmente el hecho de que M (2) coincide con C (57).
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3.4 La Relacién con Geometria Hiperbdélica

Sean H* y D™ los signientes conjuntos:

D ={zeR*: {z|=1}

H={z=(Ty, .- , Za) ER* 1 3, > 0}.

Dotemos a D® y a H® con las estructuras de Mobius inducidas de R™ y denotemos
por M (D™} y por M (H™) a los grupos de todos los difeomorfismos que preservac la

estructura de M&bius de U* y fI™ respectivamente.

Proposicidén 3.4.1 D* y H" son equivalenies como variedades de Mobius. Ademds,

el grupo M (H™) actia transitivamente sobre H™.

Demostracién: Via la proyeccién estercografica d&s&e el polo sur, podemos con-
siderar a I®como el hemisferio norte en S*. Tomando ahora un n-pleno = en B**
que sea tangente a S™ en ¢l ecuador, digamos en €l punto p, podemos hacer ahora
una proyeceién estereogrifics. desde el punto antipoda de p, con lo cual, efectiando
ambas aplicaciones tenemos que D" es aplicado de una rnanera conforme sobre un
semi-espacio del plano w, que claramente es isomorfo a R®. Como todos los semi-

espacios de R son mutuamente isométricos, vemos que D" y H™ son equivalentes
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come variedades de Msbius,

Figura 3.4 Esta aplicacién entre D™ v H™ es

conocida como la transformacién de Cayley

Es claro que las aplicaciones:

)z — x+a,donde g = (a1, .. , Gn-3,0) con a; ER parai=1, ... ,n—1,

2) £ — Az, con X € R,

claramente pertenecen & M (H™) y el grupo que generan estas aplicaciones achia
transitivamente sobre H™.

Para ver esto consideremos cualquier punto pen H™, asip = (71 =  Pny, D) tOD
Pn > 0, entonces aplicando una transformacién del tipo 1} con a = (py, ... , Pa_y, 0)
tenemos que ¢l punto p es aplicado a un punto y de la forma y=(0,..,0,p.), y

como las aplicaciones del tipo 2) actiian de tal manera que para cualquier # € B+
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existe una A € R¥ tal que \p, = 3, tenemos que para cualesquiera dos puntos en H”
existe una transformacién de M (H™) tal que aplica un punto en el otro. Por lo tanto
Ia accién de M (H™) sobre H" es transitiva. 8-

Una propledad notable de D®, que no poseen R® ni 5™ es la siguiente:

Proposicién 3.4.2 D" admite una méirica Riemanniane M (D")-inverianie. Esta

méirice es completa y tiene curvatura consiante negaiiva.

Demostracidn: Consideremos a D" como la semi-esfera superior en S™ C R™,
es decir:

ot = {Z=—’ (.7:1, ey $n+1) € R, H.?.'.‘H =1yzu41 > O}

Consideremos la proyeccién estereografica desde el polo norte, P = (0, ... , 0, 1) sobre
R* = {z € R*" : z,4; = 0}. Esta aplicacién aplica D™ sobre la esfora unitaria

87! en R®, como se muestra en la figura 3.5 signiente.

Figura 3.5

Denatemos por H 2l subgrupo de isotropfa de M (n) en el punto p. Entonces H
puede ser identificado con M (R™). Asi, el subgrupo de isotropia K de M (D™) en

el punto p es igual a H 7 M {D™). De esta manera, K pnede ser identificado con el
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subgrupo de M (R") el cuel deja inveriante & S™~!. De la descripcion que se hizo

anteriormente de M (R") tenemos que K = O (n).

En particular, tenemos de la teoria de grupos de Lie que este grupo es compacto.
Asi, tomando una métrica K-invariante sobre el espacio tangente T, (D") y trasladan-
do por elementos de M (D™), obtenemos una métrica Riemanniana M (D")-invariante
sobre D™. Ya que el grupo O (n) es transitivo sobre subespacios de dimensién 2 en
T, (D™}, se sigue que la métrica tiene curvatura seccional constante, y como esto es
cierto para cualquier métrica Riemanniana homogénea, resulta que esta métrica es
completa. Por un teorema bésico en geometria diferencial tenemos que D®, descrito
con esta métrica, vy salvo un factor de eseala, es isométrico 2 8™, R® o H", es decir,
una Variedad Riemanniana simplemente conexa, completa con curvatura constante
igual a 1,0 6 —1. Pero D™ no puede ser S™ ni R* ya que estos espacios no admiten
métricas invariantes bajo sus grupos de difeomorfismos de Mébius, pues la imagen de
sus representaciones de isotropia no est4 contenida en el grupo ortogonal. Resultando
de esta manera que D*, o equivalentemente H"™ deben de ser isométricos al espacio

hiperbélico salvo un factor de escala. o

Identifiquemos ahora a M (D™) como un grupo de Lie, para n > 2. Para esto identi-
ficamos a D™ con una bola B en S™. Asi, por el teorema de Liouville paran > 3, y

por los comentarios hechos después para n = 2, tenemos:

M(D")={g€ M(n): g(B)= B}
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Fs conveniente usar el modelo lineal de M (n) pues en este modelo podemos identificar

a I de la siguiente manera:

D*={zecR*": Q(z)=0,z0=1yz. >0},
de lo que resulta que

M(D")={g€0;(Q): g preserva Tns1 > 0}.

El lado derecto de la ignaldad anterior puede ser identificado con O_% (Qo), donde
Qo es la forma cuadrética dada por 7§ — #§— ... —a sobre R**!, el cual es ahora
considerado como un subespacio de R**? tormando & la tltima componente Tpy1 = 0.
Por lo que tenemos entonces que M (D) es isomorfo a dos de las cuatro componentes
de O(1, n) 2 M (n — 1), donde para n = 2, M (1) es simplemente interpretado como
las dos componentes apropiadas de O (1, 2), otro motivo por el cual M (2) coincide
con el grupo de difeomorfismos conformes de 5%

Veamos ahora la situacién anterior desde otro punto de vista.

Consideremos a S™ como la frontera de D™t que se denota por 8D = ", En-
tonces, por la representacién lineal de M (DY), tenemos que el grupo de Mobius
M {n) se extiende de menera tinica a D™*!, y ademds sobre D™ aetiia como €l grupo
de isometrias de D™ con respecto a la métrica hiperbdlica, lo cual nos muestra que
existe una relacién fundamental entre la geometria conforme y la geometria hiper-
bélica. Por un lado, una variedad hiperbdlica, es decir, una variedad Riemanniana
o necesariamente completa de curvetura constante negative tiene una estructura

candnica de Mabius. Por el otro lado, una variedad de Mobius resulta ser * frontera
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ideal ¥ de alguna variedad hiperbSlica. Este ltimo enunciado, podemos expresario

en forma més precisa de la siguiente manera:

Proposicién 3.4.8 Sea M™ = /T una variedad Kleiniana tal que el subgrupo I es
libre de torgion. Entonces, existe una variedad N™* con frontera igual a M™ tal que;
si denotamos el interior de un conjunto V por intV, tenemos que int N™*1 admite

una métrice hiperbdlice completa.

Demostracién: Por hipétesis tenemos que M™ = /T, donde § es un subcon-

junto abierto no vacio de S® y T es un subgrupo de M (n), tal que I’ deja invariante

a 2 y actia libremente y proplamente discontinuamente ahi, Consideremoes
N=quD.

Como se acaba de explicar, la accién de ' se extiende candnicamente sobre N, yde
hecho actia como un grupo de isometrias de D™, Ya que T' actda propiamente
discontimuamente sobre §) resulta ser un subgrupo discreto {en la topologia compacto
abierta), como grupo de homeomorfismos de D™Y.  Ahora un grupo discreto de
isometrias actiia propiamente discontinuamente. Como I es libre de torsién, su accién
sobre D**! es tanto libre como propiamente discontinua, por lo que D"/T es ma
variedad hiperbélica completa. Un punto sutil que no se demuestra aqui es queia
accién de T sobre NV es también propiamente discontinuamente. Asf, tenemos que
N+l o= /T es una variedad con frontera igual a M™ y cumple las propiedades

requeridas. W



125

3.5 Desarrollamiento y Holonomia

Denotemos por 0 la estructura candnica de Mobius sobre §™. Si setiene una variedad
diferenciable M™ y una inmersién diferenciable f : M* — §", claramente ésta induce
ana estructura de M&bius sobre M" la cual denotaremos por f*Go- Una importante
consecuencia del teoremea de Liouvillera el siguiente teorema, que es un reciproco

pazcial del teorema de Liouville.

Teorema 3.5.1 Sea (M*, ¢) una variedad de Mébius simplemente coneza. En-

tonces, eziste una inmersidn diferenciadle

§: M" - 5,
tal que §*co = 0. Mds atin, st & y & son dos de tales inmersiones diferenciables,
entonces existe un tnico elemento g € M (n) tal que §, =g o da.

Demostracién: Fijemos un punto base * en M y denolemos por o el espacio
de curvas que empiezan en *, es decir, aplicaciones continuas f:10,1} - M con
F{0) = =. Dotemos a p con la topologia compacto abierta. Fijemos ademds una
vecindad coordenada admisible U, del punto # y sea ¢ @ U, — §" un encaje de

Mobius. Sean I y V dos vecindades admisibles en M de tal manera que UnNV sea

distinta del vacfo y conexa. Denotemos por:
U — 8" ypor pp:V —5,

los correspondientes encajes de Mobius para las vecindades U y V' respectivamente.

Entonces por el teorema de Liouville tenemos que:

ppopy 1oy (UNV)C S o UNV)C S,
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es la restriccién de un dnico elemento de Mdbius.

* Sea f: [0, 1] — M una curva y hagamos una particién del intervalo [0,1] de la
siguiente forma:

O=tog<t; < . <ta=1,

de tal manera f {[t;-1, t:]) este contenido en una vecindad admisible U, coni = 1,...,n
y ademds U; = U,. Reduciendo las vecindades U; si es necesario, podemos asumir
que U;_y NU; es conexa. Fijemos ahora los encajes de Mobius @, : U; — 8™ definidos
por estas vecindades coordenadas U; con @, = (,, y sean g; € M (n) los elementos
tales que:

-1 s
Uiy = $i-1 © 4§, &U‘«lﬂU‘ sparai =2, .., n

G

Fintonces desarroilaremos a f en 57 como sigue:
Como ¢, o f aplica una vecindad de [to, £;] en S™ y por definicién de gs, tenemos
que @y ¢ f ¥ g20p,0 f coinciden en una vecindad de t;. Similarmente g; o @, o f
coincide con g ¢ g3 0o, © f en una vecindad de 3 ¥ asf sucesivamente, obtenemos una

curva con punto inicial ¢, {0} dada por:
Ar: 0, 1] - 5™
Definamos ahora la aplicacién
At p — 8" dada por A (f) = Af(1).

De la parte de unicidad en el teorema de Liouville se sigue que las aplicaciones Af
y A son independientes de las elecciones de la particidn del intervalo [0, 1] y de

las vecindades coordenadas. Mis aiin, si h estd suficientemente cerca de f ( en la
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topologia compacto-abierta ) y f (1) = k (1), entonces A (f) = A {(h). Pero dentro de
las hipétesis tenemos que M es simplemente conexa, ast que para cualquier curva b
con punto inicial * y con A{1) = f (1) tenemos que A (b} =A (f}, en otras palabras,

tenemos que A define una aplicacién
§: M= 85"

Queda ademds claro que § es una inmersién diferenciable que cumple que §'eg = o,
y & est4 determinada de manera Winica por la elecci6n inicial de ¢,

Sean ahora 61 y 82 dos de tales aplicaciones de Mobius. Haciendo la vecindad

coordenada U, mas pequefia si es necesario, podemnos asurmir que 61 |y, ¥ 83 |z, son
encajes de Mobius. Nuevamente, por el teorema de Licuville existe un inico elemento

g € M (n) tal que 6; ly,= gods

vr.. Tanto §; como god, pueden ser pensados como las
aplicaciones obtenidas por el anterior ”proceso de desarrollamiento” con la eleccidn
inicial de @, = 81 |rr.. Asi, por los comentarios hechos en el pérrafo anterior tenemos

que §; =god,. B

Definiciér 3.5.2 Una Variedad de Mébius (M™, &) se dice que es Desarroliable,
si eziste vna aplicacién de Mdbius § : M™ — 8™ con las propiedades del teorema
anterior. A una de tales aplicaciones de Mobius & : M™ — 5™ se le conoce como un

Desarrollamiento de M™ en S™.

En este lenguaje, el teorema anterior dice que una variedad de Mobius simplemente
conexa es desarroliable y el desarrollamiento es esencialmente tnico; es decir, que
cualesquiera dos desarrollamientos difieren por un elemento determinado de manera

dnica de M (n).
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Consideremos ahora una variedad de Mébius desarrollable (M™, o} y § : M™ — 8"
un desarrollamiento. Denctemos al grupo de todos los automerfismos de Mobius de
M por A(M). Entonces para cualquier u € A{M) claramente § o u es también un

desarroilamiento, y asf, existe un inico elemento p (u) € M (n} tal que:

plu)ed=4ou. 1)

Proposicién 3.5.3 La aplicacidn p : A(M) — M (n) dada por u — p(u) define

un homomorfismo §-invariante.

Demastracién: La §-equivarianza de g es justamente la ecuacién 1).

Sean uy, us € A(M). Entonces, por definicién de p tenemos:
plunouw)ed=ouyour=plu}odous=p(wa)op(u)od, 2)

lo cual muestra que p es un homomorfismo de grupos. N

Sea ahora (M™, o) una varieded de Mobius desarrollable, v §;, 82 dos aplicaciones
desarrolladoras. Como vimos anteriormente, §; = g o §; para un tnico elemento
determinado g € M (n). Denotemos por p; y por py, & los homomeorfismos §; y &2
equivariantes respectivamente definidos por la ecuacién 2). Entonces, para cualquier

u € A(M) tenemos:
pr(w)oby=p (v)ogode=5ou=gobou
o equivalentemente

(g7 op(w)og)oby="brou=py(u)ob,
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Ya que la ecuacién 1) estd determinada de manera finica por u y por §, se sigue de
esto que:
py(w) =g op;(u)og.

Con lo cnal tenemos:

Propesicién 3.5.4 Sea (M™, ) una variedad de Mobius desarrollable. Entonces,
eziste un homomorfismo candnico p : A(M) — M (n), el cual estd determinado de

manere dnica salvo conjugacion por un elemento en M (n}.

Sea ahora (M™, ¢} una variedad de Mobius no necesariamente desarrollable. De-
notemos por p : M — M al cubriente universal de M y por & = p'c la, estructura
de Mobius inducida sobre M por la aplicacién cubriente p. Sea §: M — 5" una
aplicacién desarrolladora. Por un abuso de lenguaje algunas veces se reflere uno
a & como la aplicacién desarrolladora de {(M™, ¢). Denotemos por # = 7y {M) al
grupo de transformaciones cubrientes actuando sobre M. Por las propiedades de las
transformaciones cubrientes tenemos que 7 C A(M). Sea p A(M) — M(n) e

homomorfismo definido antericrmente.

Definicién 3.5.5 Con la notacién anterior a el homomorfismo p |z se le lama
el Homomorfismo de Holonomia o la Representacion de Holonomia de

{(M™, ).

Nota:
Los inveriantes gecométrico-algebraico 5 ¥ 2 los cuales son esencialmente inicos, son los

invariantes basicos de una estructura de Mobius. Estos indican por ejemplo la posi-
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bilidad de hacer deformaciones de una estructura de Mdbius sobre la misma variedad

ambiente.

3.5.1 Criterio para el Desarrollamiento

Proposicién 3.5.6 Sean (M™, o) una variedad de Mobius con p, 7, & y p como
entes. Entonces:

1) M™ es desarrollable 3i y sdlo si p |y €5 trivial.

2) Més generalmente, sea K = Nicleo(p |x) y Mk el cubriente de M correspon-
diente a K. Entonces My es el menor cubriente desarrollable de M, en el sentido de

que cualquier oiro cubriente desarrollable M, — M se factoriza a través de M.

Demostracién: Supongamos que M™ es una variedad desarrollable.

Sea § : M™ — 5" un desarrollamiento. Tenemos entonces que § o p es una
aplicacién desarrolladora de M, asi esta aplicacién puede ser tomada como é. De ésta
manera, & aplica cada 7-6rbita en M a un solo punto, por lo que, de la ecuacién 1)

obtenemos:

(p(w) 8) (+) = p () (8(a) = (Bou) () = (Fop)u(x) = 6(a),
es decir

p (u) (8(q)) = 8(g), paxa toda u € .

Por lo tanto p |r= {Idpm}. El regreso se obtiene haciendo la misma demostracién
con los pasos al revés. Lo cual implica 1), y 2) se sigue de 1). m
La proposicidn anterior explica la distincién entre una estructura de Mobius general

y una estructura Kleiniana. Con la misma notacidén que en la proposicién anterior,
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sea 8x : Mg — S™ wn desarrollamiento. Entonces se tiene que (M™, o) es Kleiniana
si y sélo si 8x es un encaje. Una condicién necesaria es que p () actie libremente y
discontinuamente sobre la imagen de 3, y & sea una aplicacién cubriente, o solamente
un homeomorfismo local. Pues un homeormorfismo local es una aplicacidn cubriente
si y s6lo si este tiene Ia propiedad de levantamiento de curvas. Si ésta condicién se
satisface, entonces M es un cubriente de una variedad Kleiniana imé8/p (). Esta
condicién puede claramente no ser satisfecha, lo cnal nos da muchas maneras de

consegnir estructuras de Mibhius que no sean Kleinianas.

3.6 Frontera Ideal, Clasificaciéon de Estructuras de
Mobius

Fixxisten varias nociones de ” Frontera Ideal ” en la teorfa de superficies de Riemann,
sin embargo la pocién que se introducird aquf es nueva en este contexto cldsico. La
idea es "pegarle” una frontera ideal a una variedad de Mobius desarrollable, y ésta
motivacién proviene del hecho de que la aplicacién desarrolladora puede extenderse
continuamente a la frontera ideal.

Sea (M™, o) una variedad de Mobius desarrollable y § : M™ — 5" un desarrollamien-
to. Denotemos por gy a la métrica Riemanniana sobre 5™ dada por €l ambiente a su
estructura conforme estdndar. Sea g = §"go la métrica Riemanniana inducida sobre

M y M la completacién de Cauchy de M™ definida en términos de la métrica g.

Proposicién 3.6.1 M como espacio topoldgico no depende de las elecciones de go ni
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de &.

Demostracién: Sean gp ¥ § cualesquiera otras elecciones y ¢’ = §*¢5 . Ya que §°

es compacto existe una constante ¢ tal que:

1 ,
zgSgch,

pues la métrica es una funcién continua, y como S" es compacto &sta alcanza su
méximo y su minimo. Por lo que, comparando la métrica ¢ con la métrica g y usando
la propiedad Arquimedeana obtenemos la existencia de tal constante ¢. Asi, de esta
manera observamos que g y g definen las mismas sucesiones de Cauchy. m

Observemos que la proposicién anterior implica que M depende solamente de o.

Definicién 3.6.2 Llamaremos al conjunto M la Completacidn de Mébius de M.
Al conjunto M — M que denotaremos por &M le llamaremos la Frontera Ideal de

(M, o).

Proposicién 3.6.3 Si(M®, ¢) es una variedad de Mébius desarrollable y si tenemos

que &:M" — S™ es un desarrollamiento, enfonces § se extiende 6 : M — S™,

Demostracién: Sea gp la métrica Riemanniana estdndar sobre S™ y sea g = 6% g,
la métrica inducida en M™. Sea pg € HM y {fn}nen una sucesién de Cauchy en M™
tal que lim,_,o Pn = py. Entonces existen arcos rectificables en M que unen los puntos
Pn CON Pryy, para toda = € N, y con longitud arbitrariamente cercana a la distancia
entre los puntos p, ¥ pas1. Es fAcil ver que existe un arco rectificable f: [0,1) — M

tal que limy_,; f (t) = po, la longitud de f como arco parametrizado es finita, y todas



133

estas longitudes son iguales a las longitudes de las curvas correspondientes bajo la
aplicacién . Ya que S™ es compacto, cualquier sucesién {8 o f (£a)}r,—1 tiene puntos
de acumulacién. Pero como la longitud de § o f es finita, vemos que existe sélo un
punto de acumulacién. En otras palabras, lim;.; § o f {f) existe. Lo cual claramente

da la extensién requerida §: M — S"de 6. =

Proposicién 3.6.4 Searn (M, 01) y (Mz, 02) dos variedades de Mobius que son
desarrollables y f + My — M, una aplicacién de Mabius. Entonces, f se extiende a
F: My — My. Més ain, si f (8;M1) C &My, enfonces | es una aplicacion cubriente

y de hecho se tiene que f{8oM;) = BoM,.

Demostracién: Sea 83 : My — 5™ un desarrollamiento. Entonces §; =620 f es
un desarrollamiento de M;. Denrotemos por go 2 la métrica estdndar sobre 57, y por
g; = §g90, con i = 1, 2. Entonces tenemos que f*g; = g ¥ asi tenemos que f es una
isometria local. Aplicando el mismo argumento que en la demostracién anterior, se
tiene que f se extiende a una funcidn f ; My — M, lo cual prueba nuestra primera
afirmacién,

Supongamos zhora que f (GoMy) C GoMa. Sea ua : [0, 1] — M; una curva rec-
tificable y denotemos por u; : [0, 1} — M; un levantamiento parcial de u, por lo
que f o 1y = up sobre el intervalo [0, 1). Por otro lado tenemos que las longitudes
de t; ¥ up son finitas e iguales, por lo que lim;.j u, () existe en M;. Si este Hmite
no existiera en M, entonces claramente tenemos una contradiccién a la hipétesis
de que f(OpM;) € &M;. Por lo que resulta entonces que f tiene la propiedad de

levantamiento de curvas, de donde resulia ser una aplicacién cubriente.
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Por dltimo, tomemos un punto ps € &M, y una curva rectificable uy : {0, 1) — M,
tal que limg— uz () = pa. Sea u, : [0, 1) — M; un levantamiento de uz. Ya que u; y
uy tienen la misma longitud finita, entonces lim:—; u (t) existe en M;. Si denotamos
por p; = lim,..; 4 (t), entonces tenemos que f (p1) = p.. También p; debe ser un
punto de 83 M) pues de otra manera p; estarfa en M) y esto implicarfa que py estarfa

en Ma, ya que f es un homeomorfismo local. Asf, tenemos que f (GoM;) = oM. @

Proposicién 3.6.5 Sea (M, ¢) una variedad de Mibius desarrollable.
1) Si &M = ), entonces (M, o) ~ (5, o).
2) 8i oM = { un punto}, enfonces (M, o) = (E™, 0y |gn); donde consideramos

a B" & 5" — {0},

Demostracién: Sea é§ : M — S un desarrollamiento.

Si ;M = 0, entonces tenemos que M es compacta, y por la proposicién anterior
tenemos que § es una aplicacién cubriente. Por lo tanto (M, &) ~ (87, og).

Supongamos ahora que 8yM = {+}, y que 6 : M U {x} — S™ es la extensién
de 8. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que §(*) = oc. Denotemos
por M; = M — 5" (c0). Es claro que M; = M, §(My) = B" y que 6 aplica
OoM; en GpE™. Asi por la proposicién anterior tenemos que & |ar,es una aplicacién
cubriente. Como E™ es simplemente conexo, entonces § |a,es un homeornorfismmo de
Mobius. De donde 8pM; = { un punto}, asi tenemos que GoM; = {*}, M1 =M,y
as{ (M, o) = (E™, a¢ |g~). W
Por la proposicién anterior tenemos una clasificacién muy fructifera de estructuras de

M&bius.



135

Definicién 3.6.6 Sea (M, ¢) una variedad de Mobius y (1171" , 5') su cubriente uni-
versal.

Dirernos que:

1) (M, o) es eliptica si (1\7!, &) =5 (S™, og).

2) (M, o} es parabdlica si (M, &) = (E®, gg |g=)-

8) Bn cualquier otro caso diremos que (M, o) es hiperbslica.



Capitulo 4

EJEMPLOS DE VARIEDADES

DE MOBIUS

4.1 Ejemplos y Construcciones

Ejemplo 4.1.1 El famoso teorema de la existencie de coordenadas isotérmicas en
una variedad Riemanniana de dimensidn dos M? nos dice que ésta variedad M? es
conformemente plana. Sin embargo, no es claro o priori que ésta también admita
una estructura de Mébius compatible. Por el teorema de Uniformizacion M? admite
una métrica completa de curvatura constente conforme a la dada. Este hecho equipa
a M? con una eleccidn candnica de una estructura de Mobius. Fzcepto para el caso
en el que M? = 5%, todos los demds casos admiten una familia bastante grande de
otras estructuras de Mobius. Por ejemplo, para M? = R? o D?, consideradas como
superficies de Riemann, cualquier funcidn meromerfa con jacobiano no nule dota a
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M? comn una estructura de Mobius.

Para mayor referencia puede consultarse [Guf.

Ejerplo 4.1.2 Sea Q = S™. Como Q es un espacio compacto, un grupo I' actuando
propiamente discontinuamente sobre ) tiene que ser finito. Del modelo lineal que se
did para el grupo de Mobius M (n) se tiene que el grupo O (n+ 1} es un subgrupo
compacto mazimal de M (n). Por un resultado estdndar en teorta de Lie se tiene que
T es conjugade o un subgrupo de O (n +1). Ast, los espacios cocientes Q/T obtenidos

de esta monera son precisamente los tipos conformes del espacio de formas esférico.

Ejemplo 4.1.3 Sez @ = S® — {punto} el cual es Mibius equivalente ¢ R". De
la descripeion que se tiene del grupo M (R™) podemos observar que un elemento en
M (R*) — R" (n) es de orden infinito y tiene un punto fijo, por lo que no puede estar
contenido en ningin subgrupo T’ que achie Bbremenie y propiamente discontinuamente
sobre R®. En otras palabras si T' es un subgrupo de M (R™) el cual actia libremente
y propiamente discontinuamente sobre B", entonces se fiene que I' es un subgrupo de
R (n). De esta manera se tiene gue los espacios cociendes QZl" som precisamente los

tipos conformes del espacio de formas Euclidiono.

Ejemplo 4.1.4 Sea §! = 5™ — {dos puntos}. Alternativamente podemos consideror
a Q como R* — {0}. Tenemos de esta manera gue M (Q) contiene un subgrupo

de tndice dos, €l cual fija al 0 y a o0, G = Ry x O(n) y G actda fransitivamenie
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sobre QU con subgrupo de isotropia en un punto isomorfo a O (n—1). Ya que éste es
un grupo compacto vemos que $} admife una métrica Riemanniana M (2)-invariante.

De hecho, en términos de coordenadas polares podemos fomar esta mélrica como

dr?

2
Tz

donde do?:_; es la métrica estdndar sobre S™ haciendo de estd manera o {2 isométri-
co a Rx 5™ *. De esto se sigue claramente que un subgrupe discreto de M (8} actde
propianente discontinuamente sobre §). Es fdcil ver que cuclguier subgrupo discreto
de 3 es finito o contiene un subgrupo ® = Z de indice finito generado por un elemento
de la forma AA, A > 1y A€ O(n), donde A= e o es de orden infinito. Enionces,
obtenemos que 3/ es difeomorfo a S x S§'. Tanto A como los dngulos de rotacidn
de A son invarianies de lo estructura de Mobius sobre (3/®. Un cociente compacto de
Q por un subgrupo I' de M (Q) actuande libremente y propiamente déscontinuament;:
sobre @ es llameda une Variedad de Hopf. Como se menciono anferiormente una
variedad de Hopf es finitamente cubierta por una variedad difeomorfa a 81 x §%.
Una variedad de Hopf de dimensicn dos es difeomorfa e un toro o ¢ una botella de
Klein, y su estructura de Mdbius es diferente a la estructura candnica correspondiente

a la métrica Buclidiana compatible con su estructura conforme.

Ejemplo 4.1.5 Sea 3 = 5" -5, 1 <p < n~1ySP denota una p-csfera en S*.
Tomando una proyeccion estereogrifica desde un punto en SP vemos que S es Mobius

egquivalente a B™ — ®?, donde B? es un subespacio de dimensidn p.
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Tenemaos entonces el subgrupo
{ge MR"): g(R") =F7},

contiene frasiaciones paralelas a R?, rotaciones basadas en puntos de RP dejando RP
invariante y homotecias basadas en puntos de RP. Ademds se fiene que este subgrupo
es transitivo sobre ). Para determinar precisamente a M (§)) es conveniente ir al
modelo hneal de M (n). Denotemos por V a un subespacio de dimesion (p+2) de
R"*2 tal que la forma cuadrdtica @ |v tenge tipo (1,p + 1). Enfonces tenemos que V

intersecta a S™ en una p-esfera. Luego,
M@Q)={geM(n): g(V]=V}.

St tenemos un subespacio W tal gue sea Q-ortogonal a V en B2, entonces tendremos

que R*"*? = VOW y Q lw tiene tipo (0,n — p). Claramente tendremos entonces que:
M) 204 (p+1,)x O (n—p),

y ademds se tiene que el subgrupo de isotropfa de M (Q) en un punto es isomorfo
al grupo O (p+1) x O{n—p—1). Ya que este subgrupo es compacto tenemos gug
Q admite una métrica Riemanniena M (Q)-invariante. De hecho, si tomamos las
coordenadas cartesianas en R® dadas por {2y, ..., Tp, Y1, -, Yy, donde p+g = n, de esta
manera se Hene que R? = {(z1,...,2,,0,..0}}, y entonces, sobre R™ — R? fendremos
que g 4 ... 4 yg # (. Bscribiendo entonces las componentes coordenadas {yy,...,%, }
en coordenadas polares podemos escribir a la métrica como:

3
Zdy? =dr? + rzdag_l,

=1
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donde do?_; es lo métrica estindar sobre la esfera S¥1. Por lo que obtenemos la
siguiente expresién para lo métrica:
1 7 q 1 P
;&-{;d:c?+gdyf}=;5{;dm§+dr2}+d0§_l, 1)
y esta métrica resulta ser M (Q)-invariante, haciendo e Q isométrico o H™Y 1x &3,
con p+ g = n. De esto se sigue que cualguier subgrupo discreio de M (Q) actia
propiamente discontinuamente sobre §1.
Consideremos ahora un subgrupo discreto T' de M () el cual sea Lbre de torsion.
Identéﬁquemos a M{) con Oy (1,p+1) x O(n~p), y escribiremos a un elemento

de M (£¥) como un par:
g={h k), donde he O3 (1,p+1) ¥ keOm—p}.

Ya queTNn{e x O {n— p)} es compacto, discreto y, por hipdtesis, I es libre de torsidn,
tenemos que

Fn{exO{n—p}}=e.

Ast si g € T, y consideramos el homomorfismo g = (h, k) — h, éste resulic ser un
isomorfismo de grupos, y es claro que la imagen T, del’ en O% (1,p+1) es también
un subgrupo discreto. Kn ofras pelabras tenemos que I'y & 71 { de una varieded
hiperbslicn de dimension p+ 1 ). Esto es, I'1 es isomorfo ol grupo fundamental de

una variedad hiperbdlica. De esta forma podemaes escribir T de la siguiente manera:
T={(hp(h): heTs ¢ p:T1 = O0(n—-p)}, 2}

donde p es alguna representacion de Ty en O (n—pj-
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La eplicacién QT — HPYY/T, dota e (U/T con una estructura de haz fibrado local-
mente plano con fibra S* P~ y grupo de estructura I'y actuando sobre 5nP1 gig
la representdcidn p. Recfprocamente, dado un subgrupo 'y de 0,} (r +1,1) actuando
libremente y propiamente discontinuemente sobre el espacio hiperbolico H7 gy una
representacion p : Ty — O (n — p), podemos construir un grupo I' coma en la ecuacidn

1)} y asf una variedad de Mébius Q/T.

Observacién:

La construccién anterior nos da una clase muy amplia de variedades de Mabius con
muchas posibilidades de tipos topolégicos; més adn, las posibilidades de variacién de
la Tepresentacién p indica la posibilidad para deformaciones de estructuras de Mabius.
Como se vi6 en este ejemplo M (2) = Oy (p+1,1) X O{n—p—1); es decir, que
M () admite una representacién lineal, por lo que si T' es un subgrupo finitamente
generado, entonces por una propiedad de los grupos lineales, I' posee un subgrupo libre
de torsién de indice finito. Asi, cuslquier cociente §1/T con T finitamente generado
( en particular cocompacto), admite un cubriente finito el cual es un S P L haz

ortogonal, localmente plano sobre una variedad hiperbélica de dimensién p + 1.

Finalmente observemos los siguiente casos particulares:
1) 8ip = n — 1, entonces S° = { dos puntos} v S™ — §7~1 tiene dos componentes
cada una Mébius equivalente al espacic hiperbdlico H™.
2) 8i p = n —2, entonces {2 no es simplemente conexo. Pero su cubrienie universales

Mobius equivalente al producto Riemanniano H™ x R.
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Ejemplo 4.1.6 La relacidn con grupos Kleinianos

Sea T' un subgrupo discreto de M (n). Cuando n = 2, este subgrupo T' es cldsicamente
llamado un grupo Kleiniano, y cuando n =1 es llamado un grupe Fuchsiano. Pode-
mos pensar ¢ U actuando sobre el espacio hiperbolico H™*' o D™ como un grupo
de tsometrias hiperboficas dada por la coracterizacion que obfuvimos de M (D™) en
la seccion 8.4. Para cada p € D™ denotemos por A el conjunto de puntos de acu-
mulacion en D"V U S®, ya que T es un grupo discreto de isometrfas de D"+ ge
tiene que A € S™. La observacion bisico que utilizaremos es que T achia propia-
mente discontinuamente sobre @ = S™ — A y de hecho sobre D"PUQR. SiQ# Py
T actia Libremente sobre 2 enfonces se tiene que QT es une variedad Kleiniona (no

necegariemente conexa).

Ejemplo 4.1.7 Variedades de Schotiky

Denotemos por {C; ,Cj}, coni=1,..,9 a una familia de (n — 1)-esferas en S las
cuales acotan a otra familia {D; , D}} de n-discos, de tal manera que los D; y los D,
pare toda i = 1,...,g sean mufuomente ajenos.

Supongamos que ezisten elementos de Mébius v; € M(n), i = 1,..,g, tal que
7 {05} = §" — D) para toda i. Es fécil ver que cada y; con i = 1,...,q, tiene
dos puntos fijos: uno en D; y el otro en D} . Si g = 1 enfonces tenemos gue
A = {los puntos fijos de v}, y {S™ — A}/ {v;) resulia ser wna varieded de Hopf
como en el gjemplo 4.1.4.

Consideremos ahora el case en que g = 2, como se muestra en le figure 4.1
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siquiente,
OO
OO

Figura 4.1

En este caso las imbgenes de S™ — Dy bajo 44,7, ... se verfon como:

Figure 4.2

De estas imdgenes que tenemos para g = 2, vemos que S* — UL, {D;U D} esun
dosninio fundamental para T = (v, ...,'yg> y A es un conjunto compacto, tolalmente
disconezo y perfecto; esto es, A es homeomorfo a un conjunto de Cantor. También,
T resulta ser isomorfo a un grupo libre de rango g. Denotemos por 8 = 5" —A.

Ya que 8* — U2, {D;U D!} es un dominio fundamental para I' vemas que Q/T es
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homeomorfa o una suma coneza de g copias de §™* x Sh. Bistas son las Uamadas
Variedades de Schotiky. En un trabajo reciente (2000}, Alberto Verjousky y José
A. Seade generalizaron esta construceidn para construir grupos de Schottky complejos,

proyectivos.

Ejemplo 4.1.8 Sumas Conezas

Denotemos por MP, con i = 1,2, a dos variedades con fronteras Wy—' y W31
respectivamente. Supongamos que existe un homeomorfismo h : W™t — WJTL
Entonces a lg variedad oblenida al hacer e pegado de MY con MZ via h se le llama
ung Suma Conexa de M} y M3 o lo largo de h. Esia variedad la denotamos por
My #a Mz

Las posibilidades de inversién en geometria conforme o de Mobius dan lugar a varios
fendmenos interesantes. Por ejemplo, sean MT y MF dos variedodes de MGbius o
conformemente planas, y D? C MP, con i = 1,2, dos n-discos respectivamente.(Si
M? es solamente por hipéiesis conformemente plana, podemos escoger estos discos
en algunas carta coordenadas admisibles). Denotemos por M3J = MP — (int DF) con
i=1,2. Asi, OMT es una 577! esfera. Yo que se puede tnvertir en (n — 1}-esferes, es
claro que podemos pegar My, con My, a lo lurgo de sus fronteras de ol manera que la
variedad resultante (la cucl es una variedad diferencioble orientade o no orientada)
admite una estructure conformemente plana 0 de Mébius. Se pueden hacer varias
elecciones de los Dy, y of vartar la posibilidad de pegados, resulta gue las variedades
resultantes estan en el mismo ambiente de varieded diferenciable, pero en gemeral,

resulla ser que sus estructuras de Mobiug no son equivalentes.
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Ejemplo 4.1.9 Sumas Conezas o lo largo de Hipersuperficies

! respecti-

Sean ahora MP con i = 1,2, dos variedades de Mébius con fronteras W™
vamente. Supongamos que las fronteras W1 son conezas y sus vecindedes tubulares
son Mébius-difeornorfas. Sea h: W™ — WP~} la restriccidn de uno de tales difeo-
morfismos. Denotemos por M{‘ con i = 1,2, a los cubrientes de M} y M3}, y por
W; alguna componente frontera de MP sobre Wl con i = 1,2. Supongamos eho-
ra que tanto WP como WP son Mobius-equivalentes o un subconjunto abierto de
una S""-esfern. Ast, lo inversidn en ésta S™"l-esfera puede ser usada pava dar la
vuelta a la vecindades tubulares de W]’“l y de W;“l ¥ hacer de esta menera lo suma

conexo via esta thversion, lo cual, infuitivamente, muestre que M{#, M7 admite una

estructura de Mébius.

Ejemplo 4.1.10 Duplicacién de una Variedad Hiperbdlica

Sea M = D"/T ung variedad hiperbolica completa. Consideremos a D™ como un
disco en 5™, y A C S™ de tal manera gue [ actda libremenie y propieamente dis-
continuamente sobre S™ — A. La variedad M} = {S" — A} /T es esencialmente una
suma conera de M™ consigo mismo a lo largo de su "Frontera Ideal”. {esta puede ser

disconeza st A = S"71).

Por los ejemplos 4.0.8 v 4.0.9 vemos que variedades de Masbius Elipticas (respesti-
vamente Parabdlicas), son precisamente las clases conformes del espacio de formas
esférico { respectivamente Euclidianas ), en el sentido de la geometria Riemanniana,

v variedades de Mdbius Hiperbdlicas de dimensidn n > 2 contiene proplamente a las
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clases conformes de espacios de formas hiperbélicas Riemannianas. En este sentido,
esta tricotomia de Variedades de Mibius generaliza la bien conocida tricotomfa entre
Variedades Riemannianas de curvatura constante positiva, cero y negativa.

Sin embarge cualquier estructura de Mobius sobre una Superficie de Riemann Elip-
tica o Hiperbélica, es Eliptica o Hiperbélica respectivamente, pero por otro lado la
estructura de Mébius candnica sobre §% — {dos puntos} es Hiperbélica, mientras que
como Superficie de Riemann estd es usualmente considerada como Parabdlica. Con
1o cual vemos que esta generalizacién plerde parte de la informacidn para el caso de

superficies de Riemann.



Apéndice A
Geometria Riemanniana

A.1 Rango de una Aplicacién Diferenciable

Consideremos F : N — M una aplicacidn diferenciable entre las variedades diferen-
ciables N y M de dimensiones n y m respectivamente y sea p € IV,

Si (p,U) v (¥, V) son vecindades coordenadas de p y F(p) respectivamente y sli
F{U) ¢ V, tenemos entonces la expresién correspondiente para F' en coordenadas
locales: F=tpoFap™: o) —9(V).

Si (z2,..., ") son las coordenadas de ¢(U), tendremos entonces que:
F(zl7 b zn) = (fl(xli "‘1$n)? b fm(mli == xn))’
expresa a F' en coordenadas locales como aplicacidn de R* a R™.

Definicién A.1.1 El Rango de F en p es definido como el rango de F en p(p) =a
de la matric Jacobiana:

149



150

.

2
|2
—

\%g,"-%xﬂj

Es decir de todos los posibles menores de la matriz con determinante no nulo de la

a

matriz Jacobiana , este es el de orden méximo.

Definicién A.1.2 Sex F : N — M una aplicacion diferenciable entre variedades
diferenciables N y M de dimensiones n y m respectivamente, y supongamos que
n < m.Decimos que F' es una Inmersién de N en M si el rango de F es igual an

en todo punto y esto se denota por rank F' = n.

Definicién A.1.3 1) 5t una inmersion F : N — M es inyectiva enfonces decimos
que la imagen f(N) C M dotada con lu topologia y estruciura diferenciable la cual
hace de F: N — F(N) un difeomorfismo es una Subvariedad Inmersa.

2) 5i una inmersién F : N — M es ingectiva, y es un homeomorfismo sobre su
imagen F(N) C M , donde F(N) tiene la topologfa de subespacio inducida por M,
entonces decimos que I es un encaje. En este caso, la imagen del encaje es llamada
una Subvariedad Encajado. Bn particular i N © M y la aplicacion inclusién

i: N — M es un encaje, decimos que N es una subvariedad encajada de M.

A.2 El Espacio Tangente

Sea N una variedad C*° de dimensién n.
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Para N tenemos definidos los conceptos de funciones $°° sobre un subconjunto abierto
U C N y las aplicaciones C* de N en otra variedad diferenciable M.

Esto nos Heva a considerar a la coleccidn de todas las funciones O sobre un sub-
conjunto abierto I/ en N y verificar que este conjunto es un 4lgebra conmutativa con
elernento unitario sobre R.

Claramente R puede ser identificado de una manera natural con las funciones que
son constantes y la constante 1 con la unidad. Las operaciones de suma, producto
¥ producto por escalar estdn definides puntualmente , es decir para f,g € C<(U)

definimos:

(f +9)(z) = flz) + 9(z)} ¥ (F9)(z) = f(z)g(=)-

Dado cualquier punto p € N , denotermos por ™ (p) al dlgebra de funciones diferen-
ciables cuyo dominio de definicién incluye zlguna vecindad del punto p, con funciones
identificadas si éstas coinciden sobre cualquier vecindad del punto p. Este conjunto

recibe el nombre de gérmenes de funciones diferenciables en el punto p.

FEscogiendo una vecindad coordenada cualquiera {¢, U) de p se tiene que la funcién

@": C%(p{p)) — C=(p)
dada por:
o (fl=fop,

es un isomorfismo de lgebras de gérmenes de funciones C* en ¢(p) sobre el 4lgebra

de gérmenes de funciones diferenciables en p.
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Definicién A.2.1 Definimos el Espacio Tangente T,N a N en p como el conjun-
to de todas las aplicaciones X, : C°° — R que salisfacen, que para todo o, B € R, y

f,g € C=(p); las siguientes condiciones:

1) Xplaf + B9) = a(Xof) + B(X,g). (Linealidad)
8) X,(79) = (X, 1)9(p) + £(5)(X,9). (Regla de Leibriz)

Con las operaciones de espacio vectorial en T,N definidas por:

(K + V) =X +Yof y (eXo)f = X, f)-
Por lo que un Vector Tangente a N en p es cualquier X, € T,N.

Sea £ = (2, ... , ") un sistema de coordenadas de N enp. Si f € C*(p) hagamos:

Afel) l)
55;(19) au, (P)7

con ¢ =1,..., n, donde u!, ..., ¥ son las funciones coordenadas naturales de R™.
H k] 2 ?

Es f4cil ver que las funciones s (p) : C(p) — R dadas por:

or
) = 2L o),

son vectores tangentes a N en p, y éstos forman una base del espacio vectorial T, N.

Teorema A.2.2 Sean M y N woriedades diferenciables y sea F : N — M una
aplicacion diferenciable enire ellas.

Entonces, para cadap € N tenemos las aplicaciones:

1) F* 1 O%(F(p)) — C>(p) definida por: F*(f) = fo F. F* es un homomorfismo

de dlgrebras.
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8) F, : T,N — TpypyM definida por: F.(Xp)f = X, (F*f). F, es un homomorfismo
de espacios vectoriales.
8) Cuando F = Idy tanto F* como F, son los isomorfismos identidad.

4} 5i H=G o F es una composicién de funciones diferenciables entonces:

H* =F'oG* yH.=G.oF,.
Demostracién: 1) Sean f,g € C°(F(p), A € R. Entonces,
F*(Af +9)(z) = (A + 9} o F) (=) = (A + g}(F(2))

= M(F(2)) +9(F(z)) = M(F(z)) + g(F(z)
= AF*(f)(@) + F*(g)(z) = MF*(f) + F*(g))(=)-

Por lo que F*(Af +g) = AF*(f} + F*{g)-

Andlogamente,
F*(fg)(z) = (fg o F)(z) = (fg)(F(z)) = f(F(z))g(F(z))

= F*(f)(z) [F*(g)(2)] = [F*(F)] [F"(g)] {=)-
Por lo que F*(fg) = F*(f)F*(g). Con lo cual tenemos que F™ es un homomorfismo
de &lgebras.
2) Sean X,,Y, € T,N , f,g€ C¥(F(p)) ya€R.
Lo que tenemos que demostrar es que la aplicacién F,(X,) : C(F(p}} — R es lineal
v satisface la regla de Leibniz.
)

F(X+Y,)(9) = (K + Y)F™(g) = (X + V)90 F) =
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Xp(go F) +Yy(g o F) = X,(F(9)) + Yp(F*{g)) = (F.X; + F.Y;)(9)-
Por lo tanto F. es lineal.
ii)
FJXp)(fg) = XpF*(fg) = X, [(f o F)(g o F))
= Xp(f o F)g(F(p)) + f(F(p))Xp(9 0 F)

= X (F*(9))g(F(p)) + f(F@) X (F"(f))

= (F.(X,)(Ng(FP) + f(FN(F(X:)(9))-

Por lo tanto F, satisface la regla de Leibniz. Luego, F, aplica T,V en Tryy M.

Finalmente,
F,(aXy + BY)(f) = (@Xp + Yp)(F o f) = aXp(F o f) + BY,(F o f)

= aF.(X,)f + BE(Y,)f = [eF.(X;) + BE.(%)] 1.

Por lo tanto F, es un homomorfismo de espacios vectoriales.

3) Consideremos a F como la funcién identidad sobre N, es decir I = Idy. Entonces
tenemos que:

a) F* : C*(F(p)) - C=(p) es lo mismo que Jdy : C®°(p) — C=(p) por lo s¢ ve que
Idy(f) = f o Idy = f para toda f € C*(p), es decir F* = Idce(y).

b) F.(X,)(9) = X,(F*(9)) = X,(g) vor lo que Fu(X;) = X, es decir F, = Idz,x.

4) Sean ahora N, M y L variedades diferenciables y FF: N - M, G : M — L
aplicaciones diferenciables entre éllas y consideremes la composicién H = G o F.

Tenemos entonces lo signiente:
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a) H* : C*(H(p)) — C®(p) y sea f € C(H(p)) entonces:
H(f)=foH=foGoF=(foG)eF=(G(f))oF

= FYG*(f)) = (F* o G*}{f),

con lo cual vemos que H* = (G o F) = F* o G*.

b) H, : TN — Tag)L , sean X, € TN y f € C®(H(p)).
HX)(f) = Xp{H'(f)) = %p(f o H) = Xp(f 0 G o F}

= FuXp)(f 0 G) = (G.(F.(Xp ([} = (G0 FYXp)(S),

con lo cual obtenermos que H, = (Go F). =G.oF.. &

Definicién A.2.3 El homomorfismo F, : T,N — Trgy)M es llamada La Diferen-
cial de F' en ¢l punto p. Hay varias notaciones para F, como por ejemplo: dF, DF,

F, ele.

Corolario A.2.4 8 F : N — M es un difeornorfismo de N sobre un subconjunio
abierto U C M y p € N, entonces F, : T,N — TripyM es un isomorfismo sobre su

magernt.
Demostracién: 5i suponemos que G es la Inversa de F', entonces tenemos que:
Gu,oF.:T,N =-T,NyF,o G, : Tp(p)M — Trp M

son los isomorfismos identidad sobre los correspondientes espacios vectoriales y por

lo tanto F, es un isomorfismo sobre su imagen. W
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Recordemos que cualquier subconjunto abierto de una variedsd diferenciable, es una
subvariedad de la misma dimensién. Si (g, U) es una vecindad coordenada sobre IV,
entonces la aplicacién coordenada ¢ induce un isomorfismo: ¢, TN — Ty R
Por otro lado, la aplicacion ¢! aplica & T,R" con ¢ = v(p), de manera isomorfa
sobre T,N.

Las imédgenes By, = @7 (%), coni =1, ..., n, de la base natural T, 3on €n cada
punto a € @(U) C R™ determinan en p = ¢~ '(a} € N una base E)p, ... , Egpde TV

y estas bases reciben el nombre de marcos coordenados.

Corolario A.2.5 A cada vecindad coordenada U C N le podemos asociar una base

natural {Byp)r | de T,N para todo p € U; en particular, dimT,N = dim N.

Considerernos ahora una fancién f € C=(p)y f = fop™! su expresién en coordenadas

locales relativas a (¢, ). Entonces
oF
Eal) = (G5t

En particular, si 2°(g) es la i-ésima funcién coordenada, X,z es la i-ésima componente

de X, en esta base; es decir,

Xp= Z(szi)Esp-

=1

Hagamos By, = ] '(z%). Entonces,

Eylf) = (99?1(‘3%)) f= %{fw") =gt -

Si f es la i-ésima funcién coordenada, f(g) = z¥{(¢) y Xp = ¥, &’ Ejp, entonces tenemos

que
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Oz*

Xple) = Y@ Bpl(a) = 3@l Bp) = 30 (55)em = o
7 7 I
Usaremos esta descripcién para derivar la férmula de la diferencial relativa a los
sistemas de coordenadas locales.
Consideremos una aplicacién diferenciable F : M — N, v (g, U), (¥, V) vecindades
coordenadas sobre M y sobre N respectivamente, con F(I7) € V. Supongamos que

en estas coordenadas locales F' estd dada por:

H

¥ = fi(z,..., *),coni=1,.., m,

¥ p € un punto con coordenadas a = (a',..., a"). Entonces, F{p) tiene y coordenadas

determinadas por estas funciones, y denotemos por

o ientes 2L
p a las correspondientes i

Teorema A.2.6 Sean
1, 0 = 4, O
Eip‘ =@, 1(?0;{) ¥ EjF{p) = ¢: 1(@)7 s
coni=1,.,n,37=1..m, bases de T,{M) y Tre)(IN) respectivamente,
determinadas por las vecindades coordenadas dadas. Fntonces:

FABy)= Z(%)aﬁ'jp@) eoni=1,.., n

=1

En términos de componenies, si X = 3.6 By y Fu(X) = Y. FYipw entonces,
tenemos

Jed =Zai(%£.-)a, conj=1,.., m.

i=1

La demostracidn de este teorema puede consultarse en [Bof, Teo. 1.6, pag. 109.
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Corolario A.2.7 Seap e UNU, y sean Eyp = 071 (%) v By = &, (%), bases de
Tp(M) correspondientes a los dos sistemas de coordenadas. Entonces,

=, 9" . = ozt
Ep= Z(E;)W)Ekp y Eyp= Z( 55 e Erp-

k=1 =1

8i X, = S /By = 3 7 Ejp, entonces,

=T v - e

A.3 Campos Vectoriales

Definicién A.3.1 Un Campo Vectorial X sobre una variedad diferenciable M, es

una funcidn que asigna o cada punto p en M un elemento X, € T,(M).

Una de las propiedades que tiene el Haz Tangente es que existe una proyeccitn

natural 7 : (M} — M dada por:
7(X,) = p, para todo X, € T(M).

El campo vectorial como funcién X : M — T(M) debe satisfacer las signientes
condiciones:

1) Con respecto a la proyeccién natural se tiene que
goX =1Id M-

Esto es, un campo vectorial es una seccién del haz tangente.
2) Parap € M sea (i, U) cualquier vecindad coordenada de p, y sea Bjp coni = 1,....,n

, Ia base correspondiente de T,{M}. Entonces, el valor de X en p se escribe de manera
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inica como:
ko
Xp = E C!ZE,';,.
=1
Si variamos el punto p sobre U, las componentes o, ... , o son funciones bien

definidas de p & UV, Es decir, en coordenadas locales tenemos las funciones

ot =ad(z!, .. ,z")coni=1, .., n

sobre (U} C R*, con imagen en R.

Si se tiene que estas funciones son de clase C7, con r 2 0 sobre U para todo sisiema
local de coordenadas decirnos que el campo vectorial X es de clase C7 o €% s las
funciones son infinitamente diferenciables; en este tltimo caso y sélo en el que las
funciones son de clase 0= diremos que X es un campo diferenciable.

Si tenemos que F : N -+ M es una aplicacién diferenciable, entonces, para cada

punto p en N tenemos bien definido el homomorfismo

Fo: T,(N) ~ Trip(M)-

St X es un campo vectorial sobre N, se tiene que F,{X,) es un vector tangente en
F(p), pero en general no se tiene que F.(X) sea un campo vectorial sobre M por
varias razones: -
1) Puede suceder que F{IN} no cubra itodo M; es decir, dado un punto g € M puede
suceder que po exista un punto p € N tal que Fip) = ¢.
2) 81 F1(g) # 0, éste puede contener mas de un punto, digamos p; ¥ pa, distintos,

para los cuales suceda que F,(X},) # F.(X,,), de tal manera que no existe un dnico

vector en g.
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Xp(g0 F) + Y5{g 0 F) = X, (F*(9)) + Yp(F*(g)) = (F.X, + F.Y,)(9).

Por lo tanto F, es linea],
i)

FU(Xp)(F9) = XoF" (fg) = X, [(f o F)(g o F)]
= X{f o F)g(F(p)) + f(F(p)) Xplg o F)
= X (F*(gNg(F(p)) + f(F(2)) Xp(F*(f))

= (F(X)(MNe(F @) + F(F@)(F(X)g))-

Por lo tanto F, satisface la regla de Leibniz. Luego, F, aplica T,V en T'pyy M.

Finalmente,
FuaXp + BY)(f) = (X, + BY)NF o f) = aX,(F o f) + BYy(F o f)

= aF (X)] + BF(Y,)f = [aF.(X,) + BR.(Y,)] /.

Por lo tanto F, es un homomorfismo de espacios vectoriales,

3) Consideremos a F' como la funcién identidad sobre NV, es decir F' = Idy. Entonces
tenemos que:

a) F*: C*(F(p)) — C*(p) es lo mismo que Idy : C=(p) — C=(p) por lo se ve que
1dy(f) = foldy = f paratoda f € C%(p), es decir F* = Idge ).

b) Fu(X,)(9) = X,(F*(9)} = X,(g) por lo que FL(Xp) = X, es decir F, = Idg,v.

4) Sean ahora N, M y L variedades diferenciables yF:N->MG: M- L
aplicaciones diferenciables entre éllas y consideremos la composicién H = G oF.

Tenemos entonces lo siguiente:
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a) H*: Co(H(p)) — C=(p) y sea f € C{H(p)) entonces
H‘(f)=f0H=foGoF=(foG)oF:(G‘(f))oF

= PG () = (F" o G*) ),

con lo cual vemos que H* = (Go F)*=F*oG".

b) H,: T;,N—-r TH@)L , Sean Xp S TN}’f € Gm(H(p))‘
HX)(F) = X (B () = Xp(f o H) = Xp(f 0 G0 F)

= F(X)(f 0 @) = (G (FL(X)(F) = (G 0 F) X)),

con lo cual obtenemos que H, =(GoFlL. =G.cF. ®

Definicién A.2.3 El homomorfismo F. : T,N — TriM es llamade La Diferen-
cial de F en el punto p. Hay varias notaciones pare F, como por ejemplo: dF, DF,

F, ele.

Corolario A.2.4 Si F - N — M es un difeomorfismo de N sobre un subconjunto
abierto U € M y p € N, entonces F, : T,N — Trep)M es un isomorfisto sobre su

imagen.
Demostracién: Si suponemos que G es la inversa de F', entonces tenemos que:
G.oF,: TN = TNy F,o0G, : TrgM — TripM

son los isomorfismos identidad sobre los correspondientes espacios vectoriales y por

lo tamto F. es un isomorfismo sobre su imagen. 8
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Recordemos que cualquier subconjunto abierto de una variedad diferenciable, es una
subvariedad de la misma dimensién. Si (@, U ) es una vecindad coordenada sobre N,
entonces la aplicacién coordenada ¢ induce un isomorfismo: ¢, : TN — TR
Por otro lado, la aplicacién ¢~} aplica & T,R" con a = @(p), de manera isomorfa
sobre TV,

Las imégenes By, = 97 (g&), coni = 1, ... , n, de la base natural 321, 3o en cada
punto a € ¢(U) C R determinan en p = %~ !(a) € N una base By, ... , Eppde TN

¥ estas bases reciben el nombre de marcos coordenados.

Corolario A.2.5 A cadae vecindad coordenada U ¢ N e podemos asociar una base

natural {E,},_, de TN para todo p € U; en particular, dim T,N =dim N.

Consideremos ahora una funcién f € C®(p} y f = fop!su expresién en coordenadas

locales relativas a (@, U). Entonces
of
Ey(f) = (55)e0r

En particular, si 2*(g) es la i-ésima funcién coordenada, X' esla i-ésima componente

de X, en esta base; es decir,

Xo =) (X,0") By

i=1

Hagamos ;= 7 }(3%). Entonces,

Eolf) = (97262} f = 27 00 loory
Oz Ox

51 f esla i-ésima funcién coordenada, f(g) = z(g) y X, = >~ Ej,, entonces tenemos

que
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Xo) = 3 e Bple) = 3 e(Bpe) = Yo (G = o
i ) i
Usaremos esta descripeién para derivar la férmula de la diferencial relativa a los
sistemas de cocrdenadas locales.
Consideremos una aplicacién diferenciable ' : M — N, y (i, U}, (¢, V} vecindades
coordenadas sobre M y sobre IV respectivamente, con F(U) C V. Supongamos que

en estas coordenadas locales F' estd dada por:
¥ = fHz!, ..., 2*)coni=1,.., m,

¥ p es un punto con coordenadas a = {a', ...,a™). Entonces, F{p) tiene y cocrdenadas

determinadas por estas funciones, ¥ denotemos por

By . oft
3 las correspondientes Bt

Teorema A.2.6 Sean
_y, O - 1, O
Ep =, 1(—335) ¥ Ejpgy =4, 1(5;;), .,

coni=1,.,n,y7f=1,..m, bases de T,(M} y Tr(N) respectivamente,

determinaduas por las vecindades coordenadas dadas. Entonces:

FU(B,) = Z({g—f—i)g@ﬁ@ coni=1,.., n

=t
En términos de componentes, si X = Y. o'Ey y Fu(Xy) = 3. FVpp) entonces,
fenemos
7 = = = N .
G ;“(aﬂ)“’ conj=1,.., m

La demostracion de este teorema puede consultarse en [Bo), Teo. 1.6, pag. 109.
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Corolario A.2.7 Seap e UNT, y sean E,, = ;Y (&) ¥ Eyp = @7Y(5%), bases de

To(M) correspondientes a los dos sistemas de coordenadas. Enfonces,

n

oz*
Ep= E( o Yoie)Brp ¥ Eip = ‘f‘::’( 3~,):p<p)51p

SiX, =Y oE,= S B E,,, entonces,

e
o’ —Zﬁ’ yﬁ’ 3:;

A.3 Campos Vectoriales

Definicién A.3.1 Un Campo Vectorial X sobre una variedad diferenciable M, es

una funcién que asigna a cada punto p en M un elemento X, € Tp(M).

Una de las propiedades que tiene el Haz Tangente es que existe una proyeccién

natural 7 : T(M) ~— M dada por:
7(Xp) = p, para todo X, € T(M).

El campo vectorial como funcién X : M — T(M) debe satisfacer las siguientes
condiciones:

1) Con respecto a la proyeccidén natural se tiene que
roX =1Id M-

Esto es, un campo vectorial es una seccién del haz tangente.
2) Parap € M sea (i, U} cualquier vecindad coordenada de p, y sea By coni=1,...,n

, Ia base correspondiente de T,{M). Entonces, el valor de X en p se escribe de manera
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tnica como:

Xp = Zn: a"Eip.

=L

81 variamos el punto p sobre U, las componentes ¢, ... , &" son funcienes bien

definidas de p € ¥/. Es decir, en coordenadas locales tenemos las funciones
o =a(z!, .. ,z")coni=1,..,n

sobre ¢(U) C R", con imagen en E.

Si se tiene que estas funciones son de clase U7, con v 2 { sobre U para todo sistema
local de coordenadas decimos que el eampo vectorial X es de clase 7 o O si las
funciones son Infinitamente diferenciables; en este dltimo caso y sdlo en el que las
funciones son de clase C*° diremos que X es un campo diferenciable.

Si tememos que F : N — M es una aplicacién diferenciable, entonces, para cada

punto ¥ en N tenerncs bien definido el homomorfismo
FL: TN) = Trey(M).

8i X es un campo vectorial sobre iV, se tiene que F,(X,) es un vector tangente en
F(p), pero en general no se tiene que F,(X) sea un campo vectorial sobre M por
varias Tazones: ’
1) Puede suceder que F{V) no cubra todo M; es decir, dado un purto g € M puede
suceder que no exista un punto p € N tal que F(p) =g.
2) Si FY{q) # ¥, éste puede contener mas de un punto, digamos p1 y py, distintos,

para los cuales suceda que F.(X,,) % F.(X,,), de tal manera que no existe un dnico

vector en g.
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Definicién A.3.2 5i se tiene una aplicacion diferenciable F : N — M y dos campos
vectoriales X y Y sobre N y M respectivamente, tal que para cualquier ¢ € M y
p € F7l(q) C N se tiene que F.(X;) =Y, entonces decimos que los campos X y Y

estdn F'-relacionados, y lo denotamos por Y = F,(X).

Teorema A.3.3 Si F': N — M es un difeomorfismo, entonces cada campo vectorial
X sobre N es F-relacionado a un inico campo vectorial deferminado ¥ sobre M.

({Bo],Teo. 2.7, pag. 119)

Definicién A.3.4 Si F : M — M es un difeomorfismo y X es un campo vectorial
de clase C=° sobre M tal que F,(X) = X, es decir que X estd F-relacionado consigo
mismo, entonces se dice que el campo X es Invariante con respecto o F' o también

que X es F-Invariante.

Denotemos por C*°(M) al conjunto de funciones diferenciables sobre M, es decir una
funcién f : M — R estd en C°°(M) si para toda carta (i, U} de M y para todo pelU
se tiene que f € C*(p); y por C(M) el conjunto de funciones sobre M. Entonces, si

X es un campo vectorial sobre M y f € C(M), se tiene que
)= S Bulf) = et Bl
=1 —
Por lo que podemos pensar a un campo vectorial X como una aplicacién
X C0®(M) — C{M).

En este contexto es inmediato que el campo X es C® siy sélosi X f € (M ) para

toda f € C°°(M), es decir X : C°(M) — C=(M).
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Ademés, tenemos que el conjunto de campos vectoriales diferenciables est4 dotado de
otra estructura adicional dada por las signientes observaciones:
1) S5i X y Y son campos diferenciables sobre M dados localmente por X, =Y & Eip

yY,= S g E,, entonces definimos: ’

(X£Y), = Z(ai + 5)Ey, para todo p € M.
=1

T

2) 8i X es un campo vectorial sobre M dado localmente por Xp = 3 1 @B ¥

f € C=(M), entonces definimos:

(FX)y= " f(p)ai By, para todo p € M.

=1

Por lo que los campos vectoriales X+Y y fX son campos vectoriales diferenciables
sobre M, v de esta manera tenemos que si denotamos al conjunto de campos vec-
toriales diferenciables sobre M por X(M), entonces el conjunto (M) es un médulo

sobre €l anillo C*{M). ,

Definicién A.3.5 Por una Derivacidn sobre C=(M), entenderemos una apli-
cacion ® : C=(M) — C=(M) que satisface lo siguiente:

1) D es R-lineal: Para todaa yb € R y para toda f,g € C>=(M) se tiene que
Daf + bg} = a(Df) + b{Dg).
2) D satisface la Regla de Leibniz: Para todas f,g € C°(M) se tiene que
D(fg) =2(flg + f2{9)-

La definicién de vector tangente muestra que para un campo vectorial X € X(M),

la funcién dada por f — X f es una derivacién sobre C=°(M). Reciprocamente, toda
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derivacién D sobre C°°(M) proviene de un campo vectorial. De hecho, para cada

p € M definimos X, : C*°(M) — R dada por:

¥ por las propiedades anteriores de la derivacién tenemos que X, es un vector tangente
en p, por lo que X es un campo vectorial bien definido sobre M. Ademids como
X(F)y=2(F) pa.ra.' toda f € C*°{M), tenemos que X es un campo diferenciable

1
sobre M y determina la derivacién D.

Definicién A.3.6 Consideremos X y Y dos compos vectoriales diferenciables sobre

M. El Paréntesis o Corchete de Lie es la funcidn
(X, Y] =XY -YX:C(M)— C°(M),

dada por

X YI() = (XY -YXO)f = X(Y(f)) - Y(X(S)).

Un cédlculo sencillo muestra que esta funcién es una derivacién bien definida y por
lo tanto un campo vectorial diferenciable sobre M. En términocs de la definicidn de
un campo vectorial, [X, Y] asigna a cada p € M el vector tangente [X, Y], de la

siguiente manera:
[X, Y, () = X (Y () = Yo (X(£))-

Para més detalles respecto al corchete de Lie pueden consultarse (W] y [DC.
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A.4 Diferenciacién de Campos Vectoriales a lo largo

de Curvas en R”

Sea z una curva en R"® dada por z(t) = (z'(t),...., %(f)) con a < t < b.
Supongamos que Z(t) = Zy) es un campo vectorial definido sobre la. curva z, entonces

para cada t € (g, b) tenemos asignado un vector
ki
" a8 \
Zt)y= > a't) (— € T, (R™).
; 9% / o1y

Tenemos ademds que en R" existe un isomorfismo natural entre T,(R™) y 1,(R") para
cualesquicra puntos distintos p y ¢ en R”, lo cual nos permite dar un significado a la
expresién Z(tp + At) — Z(to), que es la diferencia de un vector en Top+ay (B") y un
vector en Ty (R™) ¥ esta diferencia de vectores es realizada en este iltimo espacio

tangente. Todo esto nos permite definir ¢l cociente diferencial:

a(to + At) — a¥(to) ( 8 ) .
z(to}

1 n
17+ At) — Z(ta) = Y 7 5

i=1

Tomando ahora e} ¥mite cuando At — 0 obtenemos lo siguiente:

dZ\ _ C~ddi(te) (8 i
(d*)eo_;_i dt (axf)z(meTz(m(R )- 1

Una consecuencia de esta férmula es que si introducimos un nuevo pardmetro sobre

la curva, s dado por t = f(s) con fp = f{sa) entonces tenemos que:

(iz.) = (E) (ﬁ) ; donde (ﬂ) es un escalar.
ds s ds " dt % ds s

Definicién A.4.1 Un Campo Vectorial Z(t) es Constante o Paralelo a lo largo

de la curva z(t) si y s6lo si %2 =0 para todat € {a, ).
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Observacién:

. . . . 2
La igualdad en el cociente diferencial se debe al hecho de que la base BoTr 1 Bk
es un campo de marcos paralelos, y estos son paralelos si y solo si éllos tienen las

mismas componentes. Por lo cual, las componentes del campo Z son las mismas en

todo punto sobre la curva.
Supongamos que tenemos dos campos vectoriales Z(t) y W(t) , que son paraleles a
lo largo de la curva z(t) y
que f es una funcién diferencia de ¢ sobre ¢l intervalo de definicién de la curva,
Entonces se puede comprobar ficilmente que los campos [Z(t) + W (t)] ¥ £(2)Z(t) son
campos vectoriales 2 lo largo de la curva z{t) y se tienen los siguientes resultados:
1) 4(Z+W)="2% 4

2 221 =%Z+5(t)4
3) £(Z, W)= (%, W)+ (2, £¥), donde { ,) dencta el producto interior estandar
de R™,
Observemos que la férmula obtenida pa:ra. esté. dada en términos de las compo-
nentes del campo Z () relativas a la base 52t ..., 3% en R”, las cuales son constantes
a lo largo de la curva z(2). Sin embargo a veces es conveniente el uso de otro campo
de marcos, digamos Fi(2), ... , Fu(t) bien definido a lo largo de la curva z(t), y en

este caso tenemos que el campo Z(t) tiene una vnica expresién como combinacién

lineal de este marco en cada punto z{k) de la curva,

2() = Y B R(Q).
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Diferenciando y con ayuda de las propiedades anteriores obtenemos que:

dZ <~ (d¥ 50 G55
== Z (-d—tﬁ;-(t) +5 (t)E-) .

Sin embargo, como %“ son vectores a lo largo de la curva z(t), éllos también son
combinacién lineal de los Fx(t), con lo cual tenemos que:

dF;, -
S2 =3 ORO).

k=1

lo cual nos conduce a la siguiente formula:

dZ S~ {dbF O~k
== 3 ['Jt" + Zb (tyak(t) | Fil()-
k=1 =1
La cual es una buena generalizacién de nuestra formula {1) pues esta s un caso espe-

cial, ya que o¥(t} = 0 precisamente cuando los marcos F3 (£), ey F(t} son paralelos.

A.5 Diferenciacién de Campos Vectoriales sobre

Subvariedades de R".

Consideremos una subvericdad M C R™. Al igual que en el caso de una curva,
nos interesa considerar un campo vectorial Z que este definido en cada punto de
M pero no necesariamente tangente a M; es decir, para cada p € M , tenemos
asignado un vector Z, € T,(R"). Cuando Z es tal que Z, es tangente a M, es decir,
7, € To(M) C T,(R™), entonces decimos que Z es un campo vectorial sobre M o que
es un campo vectorial tangente. S6lo en este casc, 7 tiene un significado para M

como una variedad en abstracto, independiente de cualquier encaje o inmersién en
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R™. Pero en cusalquier caso, la diferenciabilidad de Z tiene un significado, ya que sus
componentes relativas a la base canénica de marcos de R™ en los puntos de M son
funciones sobre M, dadas en la expresién Z, = ¥ . ¢'(p) (%)p , ¥ por definicién
decimos que el campo vectorial Z es de clase C7, si las funciones af(p), coni = 1,..., 7,
son de clase C” sobre M. En particular, los campos vectoriales 3%-, - azi,, de R”,
restringidos a M, son campos vectoriales de clase C* a lo largo de M, pero raramente
sobre M.

Sip € M, entonces T,(R") y su subespacio T, (M) poseen el producto interior estdndar
de R", por lo que M tiene la métrica Riemanniana inducida. Estos nos permite

descomponer cualquier vector Zp, con p € M de una manera dnica como:
Zp= Zp"‘va con ZpeTp(M) y Z-peT;EL(M)a

que es el complemento ortogonal de T,{M).
Esto refleja la descomposicién en suma directa de T,(IR"} en dos subespacios mutua-

mente ortogonales, a saber:
TR") = T,(M) & T, (M),

llamados el espacio tangente y el espacio normal a M en p.
Denotemos a las correspondientes proyecciones sobre cada subespacio por % y #, es
decir:

ﬁ(Zp) =Zyy #(Z) = Zpi

que son transformaciones lineales de T,(IR™) sobre los subespacios tangente y normal

respectivamente.
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Si Z un campo vectorial como antes, entonces, pata cada p € M, Z, € To(M) y si
denotamos por { ,) al producto interior en Tp(R™), se ticne que (2'p, Zp) =0. 5 f

es una funcién de clase O sobre M, entonces se tiene que
#(fZ) = f&(2) y #(fZ) = f&(Z).
Més atin, dados dos campos vectoriales Z y W entonces:
HZ+ W) =#(2)+7W) v H(Z +W)=(Z)+&(W)

Consideremos un campo vectorial Y tangente a M C R™; es decir , para cada p € M
se tiene que Y(p) € To(M) o equivelentemente #(Y) = Y. Si p(f) es una curva
diferenciable sobre M definida para algtin intervalo con valores de £, entonces la
funcién Y(t) = Yy es un campo vectorial a lo largo de la curva p(t). Como tal,
podermnos entonces ignorar a M y diferenciar Y (t) como un campo vectorial a lo largo
de una curva en R® obteniendo de esta manera otro campo vectorial % a lo largo
de la curva. En general sucede que 5 4 1o serd tangente a M; sin embargo, en cada

punto p(t) podemos proyectar - a el vector tangente #(e ).

Definicién A.5.1 A la proyeccion # (4%), que denotaremos por 5 BY - se le llama la
Derivada Covariante del campo vectorial tangente Y sobre M a lo largo de la

curva p(t).

Como ambos campos Y ¥ % son campos vectoriales tangentes; estos tienen signifi-
cado para la variedad M. Sin embargo, el proceso por el cual 2 — es obtenido de Y’
v de p(t) hace uso del encaje de M en R, Es importante notar ademds que Y (£)

no mecesita ser la Testriccién de un campo vectorial ¥ sobre M para que %ii esté
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definido. La tnica suposicién que se necesita es que Y'(2) sea un campo vectorial a lo

H

lorgo de p(t) de tal manera que sea siempre tangente a M. Entonces 8% = # (&

donde £ Y es la derivada del campo vectorial a lo largo de la curva.

Teorema A.5.2 Supongamos que Y(t), Yi(t) y Ya(t) son campos vectoriales tan-
gentes a una variedad M y [ es una funcidn diferencieble de t sobre M. Entonces se
cumple lo siguiente:

)EM+Y) =254 28

2) ZFY (@) = FY ) + f(0) 3F

YLy, Yo)=(Ba, va)+(Vh, 2 %), donde {,) denote la métrica Riemanniana

sobre M.

({Bof, Teo. 2.8, pag. 306)

Definicién A.5.3 Sea M C R una subvariedad y Yoy un campo vectorial tangente a
M alo largo de una curva p(t). Entonces, decimos que el Campo Yoy es Constante
o Paralelo si 2% = 0. Mds generalmente, si Y es un campe vectorial tangente sobre
todo M, entonces este es constanie o paralelo si tiene la propiedad a lo largo de toda

curva en M.

Observacién:

Notemos que puede suceder que % sea identicamente cero sin que necesariamente -‘;—‘;
sea cero, por lo que un campo vectorial a lo largo de una curva puede ser constante,
considerado como un campo vectorial sobre una subvariedad M de R"®, aunque no sea
constante considerado como un campo vectorial a lo largo de la misma curva peroen

R". En general, la derivada de un campo vectorial tangente a M a lo largo de una
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curva p(t) en M puede tener componente tangencial[ y componente normal distintas

de ceto.

Definicién A.5.4 Si una curva sobre M es tal que 2 (%) = 0; es decir, que la
derivada covariante del vector tangenie unitario ¢ la curva es cero a lo largo de la

curva, entonces llamaremos o tal curve une Geodésica de M.

Estudiemos un poco més & fondo la derivada covariante.

Supongamos que la dimensién de M es m, ¥ consideremos una carta coordenada
(¢, U) de M con (/) = W, donde W es un subconjunto abierto de R*. De-
notemos las coordenadas locales por l,..., ¥™ , ¥y remarquerncs el hecho de qué
la parametrizacién et : W — M esun encajéa de W cuya imagen es U, que es
un subconjunto abierto de M. Sea u = (', ..., w™) € W. Entonces s tiene que
o Hu) = (g'(), ..., g"(u)), representa a »~! en términos de sus funciones coorde-
nadas g*(u). [ Consideraremos en este apartado que los tndices a, 3, ,... carren
desde 1 hasta n, y los indices i, f, &, ... corren desde 1 hasta m. ]. Denotemos a los
marcos coordenados por Fy, ..., Fn; que son los que generan el espacio tangente a M

en cada punto. Ya que este espacio tangente T,(M) es un subespacio de Tp(R?), estos

vectores son combinacién lineal de la base g2, ..., 32 -
i LAy 8
fomit () =2 (%) 5 o
A ; ot ] iy 02°

Supongamos ahora que p(t) es una curva diferenciable y que Y (t) = Ype) €s un campo

vectorial a lo largo de la curva el cual es siempre tangente a M. Entonces Y(t) se
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puede escribir como una combinacién lineal de Fy, ... , Fin , de la siguiente manera

Y() = S HOR,

por lo que tenemos entonces
dY <= db" 3Fy
I g ( TR ) :

que en general no es tangente a M, asf que proyectando obtenemos:

7o ()£ ()L o

Sin ernbargo, sabemos que los vectores £2 con i = 1,...., m , son vectores tangentes
a M y pueden ser expresados como combinacion lineal del marco Fi,..., Fm.

Supongamos que la curva p(t) esté4 dada en coordenadas locales por

P(p(t) = (4 (2), o 2™(0) -

Entonces tenemos, de la ecuacién (1) que las componentes son funciones (%ﬁ)lp@(t))

que dependen de ¢ via u!(t),..., w™(t} , y en cada p(t) tenemos:

DF, [dF: L, 8% dw? L O
‘at——“(gz“)“;jzawaw (o)

por la regla de la cadena aplicada a la ecuacién (1), y las propiedades de #. Vemos

ademés que las derivadas a—zgg—u; son funciones de %!, ... , 4™ y son evaluadas en
u(t) = (#'(t), ..., w™(t)) en esta férmula. Recordemos que cuando M esté encaja-

da en R® por un encaje diferenciable, entonces (—ago-, restringido 2 M es un campo
vectorial diferenciable a lo largo de M. Ademis fenemos que # ( ) define un cam-

po vectorial tangente sobre M, el cual debe tener una linica expresién de la forma
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#{zZ) = S, ak(u)F sobre U donde las af, son funciones diferenciables sobre M.

Usando estas funciones y las funciones coordenadas g*(u) de la parametrizacién de

¢! definimos las funciones diferenciables I'%;(x) como:

N

J,,c'.0111<z i kE<m.

a—l
La simetria en los subindices es consecuencia del intercambio en el orden de diferen-

ciacién. Entonces, podemos escribir a %{i de la siguiente manera:

DF; du®
—--dt’ = E I‘fJ 7 Fy,cong=1, .. ,m

J, k=1
Para cada p = p(t), las funciones T% serén evaluadas en (u'(t}, ... , w™(£)). Un caso
particular es cuando la curva estd dada como: uf es constante para i £ jy v/ =1, lo
cual nos da la férmule para la derivada covariante del campo vectorial F; a lo largo
DE

de la j-ésima curva coordenada, y es convenientemente denotada por 7 que estd

dada por:

=Y TiR.
k

Esto nos da una interpretacién del significado de las funciones I'};{u) ; ésta es la
k-&sima componente de ia derivada coveriante de F; a lo largo de la curva en la
cual solamente la j-&sima coordenada varfa; es deeir, a lo largo de la j-¢sima curva
coordenada.

Usando todas estas férmulas finalmente escribimos la ecuacién (2} en la siguiente

forma:

o i( 3 ((t))b‘(t)%’;i) B O

ij=1
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Consideremos ahora €l caso en que Y es un campo vectorial tangente el cual estd
definido sobre todo M. Sobre una vecindad coordenada (i, U) lo escribimos de la
siguiente manera Y = Y17 ¥*(u)F;. Sea p un punto en U tal que tenga coorde-
nadas dadas por ¢(p) = (u},..., ug') y sea X, = 37°, o’ Fj, un vector tangente en
p con @’ constante para toda j. Tomemos una curva diferenciable p(t) cualquiera
que cumpla con p{t,) =py (%% o = Xp, asf que en coordenadas estd definida por
u(t) = (u2(z), ..., u™(¢)) con u (o) = uf y (d"_'f)zo = o'. Entonces podemos calcular

como antes observando primero que Y (2) = 3> 1, b*(u(t)) Fy implica que:

db“‘) = (abk) ; 5
— ] =Y "53] o =X
(dt w S\, ¥

Tomando esta expresidn, la f6rmula (3) se puede rescribir de la siguiente manera:

(%) Z(Xb"+21‘ o) B (1) )Fk. (4)

i,j=1

(%_EY- t=tg

Observemos que el lado derecho de la férmula (4) no depende de la curva p(t) si
no solamente de su vector tangente X, en el punto p. Ya que (Z¥) ,, € un vector

tangente en T,(M), esta férmula define una funcién de Tp(M) en T,(M), dada por

DY
Xp - (.E) to

Denoctemos a la imagen de estd funcién por Vy, Y, es decir, Vx,Y = (2F . 210
largo de cualquier curva p{t) con p(t) =p ¥y (%) = X,. Como en el caso en gue
X, € T,(M) y f sea una funcién diferenciable, podemos considerar a X f como la
derivada direccional de f comr respecto al vector Xj,. Lo que se acaba de obtener es
una manera similar de definir la razén de cambio de un campo vectorial ¥ en un

punto p en la direccién del vector X,. Y esta razén es medida por el vector Vx Y. A
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10 largo de la curva p(f) tenemos en cada punto dada por nuestra notacién e hipStesis,

que V%Y = %:;.

Teorema A.5.5 Sec M C R® una subvariedad. Para cualquier campo vectorial ¥
de clase C™ sobre M, conT > 1, tenemos en cada punio p € M una aplicacior lineal
dada por X, — Vx,Y de T,(M) en T,(M). Entonces Vx,Y definido como antes
tiene las siguientes propiedades:

1) $5i X yY son campos vectoriales de clase C* ( 0 C% ) sobre M, entonces VxY
definido por (VxY )p = Vx,Y es un campo vectorial sobre M de clase C” 1 (C=)
respectivamente.

2) La aplicacion de To(M) x Z(M) — T,(M) dada por (Xp, Y) = Vx,Y es R-lineal
en ambas variables. Si f es una funcidn diferenciable sobre una vecindad de p, s;a

tiene gque:
Vx,(fY) = (Xf) Y+ F(p)Vx,Y.

3) 8i X, Y € (M), entonces [X, Y] = VxY -VyX.

4) §5iY: yYa son campos vectoriales y su producto interior lo denotamos por (Y1, ¥a),

entonces:

X, (%, Y5} = (VY Yar) + (Yior Vi, 15)

([Bo], Teo. 2.11, pag. 311)
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A.6 Diferenciacién sobre Variedades Riemannianas

El propé&sito de esta seceién es poder desarrollar una teoria de diferenciacién sobre
estas variedades que sea un andlogo al estudiado en la seccién anterior, la manera
més natural es definir un operador Vx¥ que cumpla las propiedades antes dichas y

que extienda el caso de subvariedades en R".

Definicién A.6.1 Una Conerion Afin Diferenciable V sobre una variedad M
es una aplicacion V : (M) x £(M) — X(M) denotade por V(X,Y)} = VxY , tal
que para toda f, g € C°(M) y X, X, Y y ¥V € E(M) se cumplen las siguientes
condiciones:

1) VixiexY = f(VxY) +g(VY).

) Vx(fY +gY) = fUY +gVxY + (XY +(Xg)V.

Notemos que VxY es un operador que tiene simetrias en los papeles que toman
la primera y la segunda variable en los campos vectoriales X y Y la conexién V
es C®(M)-lineal en X pero no en Y; sin embargo, si f es una funcién constante

entonces, X f = 0, por lo que V es R-lineal en ambas variables.

Definicién A.6.2 Sila conexidn diferenciable V fatisface ademds las siguientes condi-
ciones, entonces es llamada una Coneridn Riemanniana:

3 [X, Y] =VxY — V¢ X.

)XY, Y)=(VxY,Y)+ (Y, VxV), donde ( , ) denota el producto interior en la

variedad Riemannione M.

Teorema A.8.3 (Teorema Fundamental de la Geometrfa Riemanniana)
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Sea M una variedad Riemanniana. Entonces existe una dnicae conexrién Riemanniong
determinade sobre M.

([Bo], Teo. 3.5, pag. 314)

Definicién A.6.4 Dada una veriedad Riemanniang a la tinice conexidn compatible

con la métrica se le llama la Conegicn de Levi-Civita.

Analicemos un poco més qué es lo que define a la conexién de Levi-Civita:

Sea (i, U) una carta coordenada de M y denotemos por z1, ..., 2 las coordenadas
locales y por Ei, ..., E; los marcos coordenados. Denotando el producto interior de
X y Y por {X,Y), tenemos las componentes de la métrica que son las funciones
diferenciables g:;{q) = (X, Yq) sobre U C M. Como la matriz (g:;(g)) es simétrica y
definida positiva, entonces existe una inica matriz inversa (g%(g)) cuyas entradas son
funciones diferencizbles sobre U también. Tenemos entonces que por las propiedades
1) y 2) tenemos determinadas Jas funciones diferenciablesTF, 1 < 4,7,k <n definidas
por:

VEiEj = Z I‘ZE;C

k=1

=1

De hecho, si X = Yoo, b(z)E; y ¥ = X, o/ (z)E; sobre U, entonces de las
propiedades 1), 2) y de nuestra definicién de % tenemos:
n o
VxY =Y (Xa." + Z I*:.;.afbi) E.
E=1 i5=1
Sin embargo, las funciones T% mo son arbitrarias pues tiene que satisfacer las condi-

ciones 3) y 4). Dado que [E;, Ej] = 0 para los marcos coordenados, tenemos que la
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propiedad 3) es equivalente a:
0={B., B = VaE; ~VgE =) (T~ T}) B,
k=1
lo cual muestra la simetrfa de I}, en los subfndices I'f, = I'*,. Por otro lado, de la

b

condicién 4) se tiene que para cada entrada de la matriz de la métrica:
Eygi; = Ex (E;, B,) = (Vg B, E;) + (Bi, Ve, EBj),
o equivalentemente

n
Ekgij = Z (I‘:tgs_‘r + I?;jgsi) y COn 1< 'iy jv k sn.

a=1
Si utilizamos la matriz inversa (g¥) de (g;;), y definimos I'yzx = 3, T% gor, lo cual

implica que I'¥; = 50, I';,,g°*, tenemos que:
Tiyr =T ¥y Ergy =Ty + Do (1)

Si consideramos a g;; como funciones de las coordenadas locales, denotemos por
Ergiy = 8—9‘,-}. Entonces tenemos que las funciones de la ecuacién (1) estan dadas

de la siguiente manera:

I = ?_9;3_ 9, Ogn
7 ozt 8z | 0o )

Resumiendo tenemos el signiente:

Teorema A.6.5 Para cada p € U se tiene que

(VxY),=VxY = zﬂ: (Z b’— + Z Tha ’b’)

k=1 \j=1 i,5=1

con
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i _ L (09 89 09
Ti=3 (Bzf o T oxf )

([Bof, Cor. 8.8, pag. 318)
Definicién A.6.6 Un campo vectorial Y sobre una variedad Riemannian M se dice

que es Constante o Pardlelo si Vx,Y =0 para fodap € M y X, € T,(M).

En general tales campos vectorieles no existen ni siquiera en vecindades pequetias de
M. Sin embargo, dada una curva diferenciable p(t) con ¢ < ¢ < T, puede existir un
campo vectorial X (f) = X que es constante o paralelo a lo largo de p(t), por lo

cual entendemos que ZX =0,

Teorema A.6.7 Sea p = p(0) el punto inicial de la curve p(t), con 0 < ¢ < T,
y sea X, € T,(M) un vector arbitrario. Entonces, existe un inico campo vectorial
constante Xy @ lo largo de p(t) tal que Xpp) tiene €l vector dado. 5t Eipyeey Enp
es un marco orfonormal en p(0), entonces existe un Unico campo paralelo de marcos
ortonormales sobre p(t) el cual coincide con el dado en p(0}.

{[Bo], Teo. 3.12, pag. 319)
Definicién A.6.8 Une cwrva parametrizada p(t} se dice que €5 una Geodésica st
su vector velocidad es constante; es decir, si ésta salisface la condicidn:
-
dt ) \ dt
Esia es la ecuacidn que define en general una geodésica paraa <t <b.

Sean (z!, ..., ) las coordenadas locales en una vecindad coordenada (p,U) de una
variedad donde este definida una geodésica p(t). Entonces, la ecuacién de una geodési-

ca (%) (%) = ), es equivalente al sistema de ecuaciones diferencial de segundo orden
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dado por:
dm' dz?
dt2 Z dt?=0,conk=l,...,n

Una solucién del sistema anterior es una coleccidn de n funciones (z!(t), ..., z"™(t))
que satisfacen al sistema. Algo que resulta en cierto modo sorprendente es que dado
cualquier punto p en M y cualquier vector tangente X, € T,(M), existe una curva
geodésica p(t) en una vecindad U del punto p, tal que p(0) = p ¥ %%a:o = X,. Por

otro lado, tenemos que si p(t) es una geodésica, entonces:

d (dp dp _ Ddp dp
dt \dt’ dt dtdt’ dt

Es decir, que la longitud del vector velocidad de la curva %‘5 es constante y podemos
suponer que distinto de cero pues excluimes el caso en que puntos sean geodésicas.
Tenemos ademds que para cualquier curva a(t), ) < ¢ £ a con punto inicial fijo,

digamos ? = fp, la longitud de arco s(t} estd definida por la férmula:

daf _ (da da)
de | \dt’ dt

Observemos que esta integral siempre existe pues el integrando es una fumeién con-

s(t) =

tldo
‘ dt, donde

tinua de {. Esta férmula, nos permite definir una funcién de distancia dzs sobre M
st M es conexa , de tal manera que sl p y g son puntos de M entonces d,, estd dada
por:

dulp, @) = lnf{sa(t)},

donde el infimo estd tomado sobre el conjunto de todas las curvas o que unen a los
puntes py ¢, y donde s,{t) denota la longitud de arco de una de tales curvas. De est4

manera podemos hacer de cualquier variedad Riemanniana un espacio métrico, donde
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la métrica estd determinada por la métrica Riemanniana (gi;). Diferentes métricas
Riemannianas (g;) dan diferentes métricas dyr, pero las topologias métricas para M

son siempre la topologfa original de la variedad.

Definicién A.6.9 Una variedad Riemanniana M es Geodésicamente Completa
si cualquier geodésica at) que empieza en un punto p € M, se puede exiender con

pardmetro t en tode R.

Teorema A.6.10 { Hopf-Rinow)

Sea M una variedad Riemanniana y sea p un punto sobre ella. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

1) Los conjuntos cerrados y acotados en M son compactos.

2} M es un espacio méirico completo con lo métrica dy.

3) M es geodésicamente completo.

Ademés, cualquiera de las ofirmaciones anteriores implican:

4) Para cualquier ¢ € M eziste una geodésica B(t), para @ < t < b, con punto inicial

B(a) =p y punto final B(t) = q tal que:

dulp,9) = s5(0);

es decir, que la geodésica B(t) realiza la menor distancie entre los puntos.

(fDC], Teo. 2.8, pag. 146}
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A.7 Inmersiones Isométricas

Supongamos que tenemos f : M — M una inmersién diferenciable entre una variedad
M de dimensién n y una variedad Riemanniana M de dimensién k = n+m. Entonces,
para cada p € M, existe una vecindad U C M de p tal que f(U) C M es una
subvariedad de M. Esto significa que existe una vecindad IJ € Nf de f@) y un
difeomorfismo ¢ : U — V C R* & un subconjunto sbierto V de R, de tal manera
que ¢ aplica f(U)NT difeomorficamente sobre un conjunto abierto de un subespacio
de R® C R*. La métrica Riemanniana induce de una manera natural una métrica
Riemanniana sobre M de la siguiente manera:

Si v, w € T,(M), definimos (v, w) = (df,(v), df,(w)) en M.

En esta situacién, f resulta ser una inmersién isométrica de M en M. Para simplificar
un poco la notacién identificaremos a U con f(U) y cada vector v € T,(M) donde
¢ € U, con dfy(v) € Ty(y(M). También usaremos esta identificacién para extender
por ejemplo un campo vectorial que estd definido sobre I en M, a un campo vectorial
que esté definido en U/ en M; tal extensién siempre es posible si IJ es suficientemente
pequenta.

Para cada p € M, el producto interior sobre T,(M) se descompone en una suma

directa:

To(M) = T,(M) & (T,(M))",

donde (T, M)" es ¢l complemento ortogonal de To(M) en T{(M). Siv € T{M) con

P € M entonces podemos escribir:

v=v" +9¥, donde v" € T,(M) y oV € (T,M)*.
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Llanaremos 2 v7 la componente tangencial de vy & #"¥ la componente normal de v.
Tal decomposicién es diferenciable en ¢l sentido que las proyecciones a cada factor
son funciones diferenciables de M en T M. Denotemos a la conexién Riemanniana
sobre M por V. 81 X y Y son campos vectoriales sobre M,y X ¥ ¥ son extensiones
locales a M, definimos:
= AT
VxY =(V %Y} .
Se verifica facilmente que esto define una conexién sobre la variedad M. Ahora, sean

X y Y campos vectoriales sobre M, entonces definimos:
B(X,Y)= V¥ - V¥,

que es un campo vectorial sobre M normal a M. Se verifica ficilmente que B (X,Y)
no depende de las extensiones X y ¥ de los campos vectoriales, por lo que estd
bien definido. Denotemos por (X(U))" a los campos diferenciables sobre U que son

normales a f(U).

Proposicién A.7.1 Sean X yY € x(T).

Enionces la aplicacién B : X(U) x Z{U) — (x(U))Y" dada por
B(X,Y) =5V - Vx¥,

es bilineal y simétrica.

{([DC], Prop. 2.1, pag. 127)

Consideremos ahora un punto p € M y un vector 77 € (To(MD*-

Definimos ahora la aplicacién Hy : Ty(M) % Tp(M) — R dada por:

H, (z, y) = (Blz, v), 1), para 7, y € (M)
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Entonces, por la proposicién anterior tenemos que ésta es una forma bilineal simétrica.
Definicién A.7.2 Lo forma cuadrdtica I, definida sobre T,(M) por:

Lz} = H, (=, ),

es llamada la Segunda Forma Fundamental de f enp a lo largo del vector normal

n.

Algnnas veces también se usa el nombre de segunda forma fundamental a la aplicacién
B la cual es en todo punto p € M, una aplicacién bilineal ¥ simétrica con valores
en (T,(M))*. Observemos que la aplicacién bilineal H, estd asociada a un operador

auto-adjunto 8, : T,(M) — T,(M) por:
< (S,,(I), y) = H,,(.’L‘, y) = (B(z, ¥, M.

Proposicién A.7.3 Seanp € M, z € T,(M) y n € (T,(M))*. Consideremos a N

como una extension local de n normal a M. Entonces:
= T
S0(&) =~ (9uM)"
([DC], Prop. 2.8, pag. 128)

Como vimos anteriormente, el conjunto X(M) de campos diferenciables sobre una
variedad diferenciable es un médulo sobre C®(M), que es el conjunto de funciones
diferenciables sobre la variedad; esto, entre otras cosas, quiere decir que Z{M) tiene
una estructura lineal con las funciones diferenciables tomadas como escalares. Por lo

tanto, muchas de las nociones del 4lgebra lineal, tienen un andlogo en este contexto.
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Definicién A.7.4 Un Tensor T de Orden p con valores en C%°{M) sobre una

variedad Riemanniana M es una aplicacion multilineal de lo siguiente forma:

T : E(M)x .. x Z(M)—C(M).

'

p-veces

Esto significa que dados Y3, ... , Yp € (M), T (Y, ... , Yp) €s una funcién diferen-

ciable sobre M y que T es lineal en cada variable, es decir:
T(Yiy oo » FX+gY, o, Yp) = T (Y15 e s X, e Yol + 9T (Y1, -, ¥, e s Y,

para todo X, Y € Z(M) y para toda f, g € C=(M).

Sea p un puntoc en M y U una vecindad de p sobre la que es posible definir cam-
pos vectoriales By, ..., B, € X(M"), de tal manera que en cada g € U los vectores
{Ei{q)}, formen una base de Ty{M); es cste caso se dice que el conjunto {J‘E},]»’,‘:1
es un marco mévil sobre U. Entonces, cada Y; € (M), conj =1, ... ,pse puede
escribir sobre U de la siguiente manera:

Y; = Zy,-:.E,-j, con ij =1, .., 7

b

Que es expresar a los campos vectoriales ¥, =1, .. , P, en Ia base mévil {E:}24.

Entonces, por la linealidad de T se tiene que

T(Yl, e g Y;,) = Z 'y,-l...y;PT (Egl, PO E,p) -

F1y - 5 Fp==1

Las funciones T (E,-l,...., E;p) = Ti..4, sobre U son llamadas las componente de
T en €l marco mévil {F;}. Esto nos implica que el valor de 7 (Y1, Yp) €n un

punto p € M depende solamente de los valores en p de las componentes de T y
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de los valores de Y}, ... , ¥,. Es posible definir la nocién de un tensor sobre una
variedad diferenciable que no tenga una métrica Riemanniana, pero en este caso hay
que distinguir la diferencia entre los tensores covariantes y contravariantes, donde
los tensores contraveriantes se definen de igual manera pero sobre el espacio dual de
X(M), que se denota por X*(M).

Sobre una variedad Riemanniana, esto no es necesario pues la métrica Riemanniana
asocia a cada X € X(M) un inico elementow € X*(M) dado porw(Y) = (X, Y) para
todo ¥ € X{M) y donde ( , ) denota la métrica Riemanniana. Esta correspondencia
ros permite identificar los tensores contravariantes con los covariantes. Un ejemplo
de un tensor es la métrica Riemanniana, y al igual que se puede aplicar una especie de
diferenciacién sobre la métrica es también posible definir una diferenciacién covariante

sobre los tensores.

Definicién A.7.5 Sea T un tensor de orden p. La Diferencial Covariante VT

de T es un fensor de orden p+ 1 dado por:
VIV, o, Y5, Z2Y=ZT (Y, ..., Yp)=T (VY ... , V)= . =T (Y3, ... , V5Y,).

Para cada Z € X(M), la Derivada Covariante V,T de T relativa a Z es un tensor

de order p dado por:
VT (Y1, .., Y =VT (N, ... , Y, 2).

Como un ejemnplo de esto vemos que para el tensor métrico su diferencial covariante

es ¢l tensor cero, ya que si X, Y, Z son campos vecioriales, entonces:

VG(X,Y,Z)=Z(X,Y) - (VzX,Y)— (X, V;Y) =
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(V2X,Y) + (X, VoY) - (V2X, ¥) ~ (X, Vz¥) =0,

En general hay muchos tipos de tensores con valares en algiin médulo que se pueden
definir en una variedad Riemanniana, pero en particular nos interesan los siguientes:
1) El Tensor de Torsién de una conexién V es un tensor con valores en campos
vectoriales, denotado por Tor, que asigea a cada par de campos vectoriales diferen-
ciables X y Y con dominio U C M, un campo vectorial diferenciable Tor (X, Y) con

dominio U definido por:
Tor (X,Y)=Vx¥Y - VyX — [X,Y].

Se puede probar por medio de las definiciones del corchete de Lie y de conexidn, que
Tor cutnple las siguiente propiedades:

La) Tor{X,Y)=—Tor (Y, X).

L.b) Tor (X +Y, Z) = Tor (X, Z) + Tor (Y, Z}.

1.c) Tor (fX,Y) = fTor(X,Y) donde f € C=(U).

Por estas propiedades se puede ver que el valor de Tor (X,Y) en un punto p € U
depende tnicamente de los valores de X y ¥ en p. Una mejor notacidn para el
tensor Tor es Tory haciendo referencia a la conexién que se estd utilizando, ¥ con
est4 notacién si sucede que Tory = 0, diremos que la conexion V es simétrica o que
es libre de torsién.

Para mayor informacién se puede consultar el libro de JHi].

2) El Tensor Diferencia.

Para este segundo caso supongamos que M es una variedad Riemanniana en la cual

est4n definidas dos conexiones V' y V. Dados dos campos vectoriales X y Y definimos
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el Tensor Diferencia de las dos conexiones como el tensor con valores en campos
vectoriales mediante:
S{X,Y)=VxY - VxY.

La linealidad del tensor S resulta de la definicién de conexién y la definicién del
tensor diferencia. Un caso especial de est:z tensor es, por ejemplo, la segunda forma
fandamental B (X, Y) = VzY — Vx}’,- que es un tensor sobre M con valores en
E0))

Para mayor informacién de Geometria Riemanniana pueden consultarse los libros de

[DC}, [Bo} v (.
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