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Introduccion

En la Estadistica como en muchos otros campos de la ciencia, cuando se construyen
modelos para describir v estudiar los fendmenos de interés, frecuentemente es necesario proceder
usando algunos supuestos. En el ambito del andlisis estadistico de datos de supervivencia uno de
los supuestos mas usuales es que la poblacion bajo estudio es homogénea, aunque en la practica
sea una suposicion fuertemente cuestionable. Es un hecho que los individuos que constituyen esa
poblacién, inevitablemente pueden presentar diferentes grados de susceptibilidad a un fenémeno
determinado, provocando que algunos de ellos sean mas propensos a sufrir cierto evento antes que
otros.

Con Ia finalidad de tomar en cuenta la heterogeneidad presente en la pobiacion, se han
propuesto modelos que intentan describirla a través de covariables que pueden ser observadas.
Los modelos conocidos como Riesgos Competitivos o0 Riesgos Proporcionales, son un ejemplo. La
realidad es que la imposibilidad de registrar todos los factores de riesgo relevantes conduce a la
existencia de heterogeneidad no observable, o no observada, que se manifiesta sélo de manera
indirecta. La omisién de estos elementos de heterogeneidad pueden distorsionar lo que se observa,
produciendo resultados confusos y conduciendo a conclusiones ambiguas, tal como lo evidencian
distintos trabajos, ver por ejemplo Manton, et al.(1986) y Aalen(1988).

El objetivo principal de esta tesis es estudiar un modelo alternativo que nos permita incluir
la heterogeneidad existente en la poblacidén de interds y que es, de alguna manera, una
generalizacién del modelo de Riesgos Proporcionales (Cox y QOakes, 1984). El modelo al cual nos
referimos involucra una variable aleatoria Z, llamada frailty, que describe el riesgo para individuos

con frailty o susceptibilidad igual a un valor z, denotado por (), y que afecta a la funcién de

riesgo bésica z(fz =1) de manera multiplicativa.

Debido a su amplio uso, el término frailfy serd usado para indicar la vulnerabilidad
individual, aunque la terminologia no sea adecuada en algunos casos. Determinar cdmo es la
heterogeneidad en la poblacion de sobrevivientes y en la poblacion de los que mueren a un tiempo
t es fundamental para el estudio del mecanismo del proceso de seleccidn de la poblacidn. Las




propiedades de cerradura de la frailty condicional entre los que mueren y entre los sobrevivientes,
denotadas en este trabajo por Z | Ty 7| T+, se estudiaron por primera vez en Vaupel, et al.(1979) v
sirven de pauta para la construccidn de familias distribucionales més grandes.

Desde que Vaupel, et al.(1979) propusieron este tipo de modelos y analizaron los
resultados obtenidos usando una distribucion frailfy Gamma, se han realizado investigaciones
involucrando otras distribuciones. En esta tesis se estudian cuatro diferentes familias de
distribuciones, algunas de las cuales se construyen de tal manera que exhiban las mencionadas
propiedades de cerradura. Para fines de comparacion, las familias estudiadas se someten a un
analisis similar, dedicando un capitulo entero a cada una de ellas.

El primer capitulo contiene diversas rclaciones y resultados basicos que se usaran a lo
largo de este trabajo. De manera especifica, se proporciona un resumen de las ideas basicas del
analisis de supervivencia y se describen las propiedades de cerradura mencionadas anteriormente.
Es en ese primer capitulo donde se define formalmente el modelo frailty multiplicativo que nos
interesa y se mencionan algunos de los trabajos en que se ha utilizado este modelo.

En el Capitulo 2 nos ocupamos de la familia de distribuciones frailty, propuesta en
Hougaard(1984) v que lamaremos Hougaard [I. En la primera seccién se revisan las
caracteristicas de supervivencia generales y algunos resultados sobresalientes como las
propiedades de cerradura de las distribuciones condicionales de Z | TyZ \ T +. En la Seccion 2, se
examinan casos particulares de la familia Hougaard I'y se explora el patrén de comportamiento de
la poblacidn susceptible de ser modelada por alguno de los miembros particulares. Finalmente, en
la Seccién 3, se procede con la estimacion de los pardmetros involucrados y se analizan sus
propiedades distribucionales via simulacidn, eligiendo para esto a un miembro particular de la
familia, a saber, la distribucién Gamma.

El mismo autor que propone la familia Howugaard [, presenta una nueva clase de
distribuciones frailty triparamétricas, Hougaard(1984), que analizamos en el Capitulo 3. Esta
familia, que denominamos Hougaard 11, es una generalizacion de las distribuciones estables no
negativas, es de tipo exponencial natural en uno de los parametros y es caracterizada por su
transformada de Laplace. En la primera seccidn se discuten propiedades deseables para una
familia de distribuciones frailty, para que en la Seccion 2, después de una breve revision de las
distribuciones estables no negativas, se proceda con la construccion de la familia Hougaard I1. En
la Seccidn 3 se examinan algunas de las propiedades de supervivencia de la familia v, con el
modelo frailty multiplicativo y mediante métodos de simulacion, se lleva a cabo un andlisis similar
al del capitulo anterior para la familia Hougaard 1.

En el Capitulo 4 se examina otra familia de distribuciones, que se obtiene al extender parte
de la Hougaard 1] considerada en el capitulo 3. Se advierte que tal extensidn permite que parte de
la poblacién no sea susceptible a la falla en cuestién. La familia, que llamamos Aalen, contiene
como miembros particulares a algunas parametrizaciones de las distribuciones Gamma, Gaussiana
Inversa y Degenerada. En la Seccion 3 se lleva a cabo un estudio de las propiedades de
supervivencia gue se manifiestan cuando se usa una distribucion frailty tipe Aalen y al final del
capitulo se procede a hacer un analisis similar al que se sometieron las dos familias anteriores,
utilizando métodos de simulacién.




En ¢l Capitulo 5 nos ocupamos de una nueva familia de distribuciones triparamétricas
propuesta por Simdes(1992), que llamamos familia Rocha. Esta familia posee, entre otras
propiedades deseables, la de establecer un umbral inferior para la frailty, que representa el valor
minimo de susceptibilidad a la falla que pueden poseer los individuos y que se debe a diversas
causas que no pueden evitarse o prevenirse. Mediante un mecanismo similar, como la familia
Hougaard 11 se construye a partir de las distribuciones estables, Simdes(1992) deriva su familia a
partir de la distribucién Pareto. Al final del capitulo se lleva a cabo un estudio de las propiedades
de supervivencia cuando se usa una distribucidn frailfy tipo Rocha.

Finalmente, las conclusiones del trabajo se presentan en el Capitulo 6. Como nota principal
mencionamos que en todos los casos simulados los resultados empiricos obtenidos son
razonablemente compatibles con los resultados de méxima verosimilitud. Por otro lado, es
evidente la necesidad de realizer estudios mas profundos v seguir construyendo familias de
distribuciones frailty alternativas o modelos que permitan incluir la heterogeneidad de una manera
distinta al modelo analizado en esta tesis.
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1 Antecedentes

i.1 Introduccion

El objeto de estudio del Analisis de Supervivencia es modelar el tiempo que transcurre
entre la ocurrencia de dos eventos completamente determinados, donde el segundo de ¢&stos se
conoce con el nombre gendrico de falla o muerte del individuo. Una dificultad especial, que se
presenta habitualmente al tratar con datos de supervivencia, consiste en que algunos individuos no
pueden ser observados continuamente todo el tiempo hasta que mueren o fallan. Esa informacién
incompleta, conocida como censurada y que es generada mediante diversos mecanismos, puede
deberse a causas muy variadas, segun el contexto del estudio.

En la mayoria de los estudios que se realizan en Andlisis de Supervivencia la clase de
censura que se presenta es la catalogada como censura por la derecha; esto es, sobre algunos
individuos sélo se sabe que el tiempo de supervivencia es mayor que el tiempo de censura
observado. Sin embargo también existe, aunque se presente con poca frecuencia, la censura por la
izquierda. En este caso 1o que se sabe es que el tiempo de supervivencia es menor que el tiempo de
censura observado.

Los datos de tiempos de vida pueden surgir en distintas actividades humanas, como lo
ilustran los siguientes ejemplos.

En algunos estudios médicos sobre enfermedades mortales se esta interesado en el periodo
que sobrevive un individuo que ha contraido alguna enfermedad especifica, medido desde el
momento del diagndstico o alguna otra fecha llamada tiempo de entrada al estudio. En el contexto de
este problema es ¢laro por qué a las herramientas y métodos usados para analizar tiempos de vida se
les da el nombre de Anélisis de Supervivencia. Es comin que el interés central sea comparar
distintos tratamientos para una enfermedad usando las distribuciones de los tiempos de vida de
pacientes enfermos que son sometidos a dichos tratamientos,

Aalen(1987) presenta dos situaciones en las que aplica la metodologia de supervivencia y
donde el segundo evento no es la muerte del individuo. En el primer caso se ocupa de datos del
periodo de tiempo gue necesitaron distintas parejas para conseguir el embarazo, después de
interrumpirse el uso de un anticonceptivo especifico. El segundo caso involucra el tiempo, medido
en dias, que transcurre para la expulsién o remocion del dispositive intranierino {DIU), a partir del
momento en que fue insertado.




En el estudio de fendémenos econdmicos o sociales también se utilizan las herramientas de
analisis de supervivencia. Por ejemplo, Narendranathan y Stewart(1993) modelan la probabilidad de
que una persona desempleada consiga un trabajo después de permanecer una cierta temporada fucra
del mercado laboral. Tomando en cuenta varios aspectos del problema, el andlisis de supervivencia
proporciona modelos adecuados para estudiar los periodos en que los individuos permanecen
desempleados.

Cuando Ios sujetos bajo estudio no son seres vivos, al analisis de supervivencia se le conoce
con el nombre de Confiabilidad. Frecuentemente, como parte de programas de control de calidad,
diversos articulos manufacturados tales como componentes mecanicos, eléetricos o electrénicos son
sometidos a pruebas de tiempos de vida util. Estos programas tienen como principal interés el
obtener informacién acerca de su tiempo de duracién. En la préctica, esto se hace poniendo a los
articulos en operacién y observarlos hasta que fallen.

En un estudio particular, el tipo de censura presente y el mecanismo que la genera
dependeran fundamentalmente de los objetivos del problema y de la manera como se conduce el
estudio. En la practica, como sucede en algunos de los ejemplos anteriores, se pueden tener varios
tipos de censura a la vez. Es natural pensar que la eleccidén de los modelos de supervivencia
usados dependerd también del mecanismo de censura y del tipo de censura. En este trabajo se
utilizard la censura aleatoria por la derecha que se explicard enseguida, aunque recomendamos
recurrir a Lawless(1982) para ahondar en este y otros tipos o mecanismos de censura.

La censura aleatoria ocurre independientemente de la voluntad del investigador y
corresponde a los casos en los cuales el individuo abandona el estudio, sufre un evento que no es
el de interés, permanece vivo al finalizar el estudio, etc. De manera concreta podemos caracterizar
¢l modelo de censura aleatoria de la siguiente manera.

Suponga que, en ausencia de censura, el i-¢simo individuo en una muestra de tamafio »
tiene como tiempo de falla a 7”, una variable aleatoria (abreviada como v.a.). Supongamos

también que hay un periodo de observacién de duracion aleatoria, C , tal que se deja de observar
al individuo exactamente en C, st ain no ha ocurrido la falla. Entonces las observaciones son

realmente las parejas de v.a.iid. formadas por (7, ,d, ), donde 7, =min(1°,C ) v d, es la

7

variable indicadora de falla (o no censura) definida como o, =1 s1 7°<C, y d, =0 en otro
caso.

Usualmente en el andlisis de supervivencia bésico se considera que se estudia una
poblacién homogénea. Esto conduce a que las v.a. de los tiempos de falla son idénticamente
distribuidas para todos los individuos pertenecientes a dicha poblacién. Una manera de estudiar
esta variable aleatoria (univariada y usualmente continua) no negativa 7 es a través de la funcidn
de riesgo. Esta funcion, denotada por u(z), se define por la expresion




la cual representa la tasa instantdnea de falla y, por la definicidén de probabilidad condicional, es
1gual a fa funcion de densidad f{f) dividida por la funcidon de supervivencia. Esta tltima, conocida
también como funcién de Confiabilidad, se define a su vez como

S(H)Y=1-F(r)

H

0 sea, uno menos la funcién de distribucion F{#) de la variable T. Cada una de estas funciones
arriba mencionadas son utiles en el analisis de supervivencia y ademas guardan estrecha relacion
entre si, de tal manera que ¢l conocimiento de una de ellas hace posible calcular las demads, ver por
gjemplo Cox y Oakes(1984). Para el caso en que 7 es una v.a. discreta o mixta esas funciones se
definen de manera anzloga.

El conocimiento del comportamiento o naturaleza de la funcion de riesgo es de wvital
importancia en la seleccion de un modelo de supervivencia adecuado para solucionar nuestro
problema. Algunas formas particulares pueden ser utiles debido a que proporcionan
representaciones flexibles o a que son sugeridas por alglin argumento de tipo tedrico. Una vez que
se ha especificado el modelo a usar, se procede a calcular la funcién de verosimilitud, la cual nos
permitira hacer inferencias, independientemente del mecanismo de censura.

La forma de la verosimilitud que manejaremos en este trabajo para obtener las
estimaciones de los parametros involucrados en el modelo es proporcional a

M reH¥ el .

i=1

donde o, son las variables indicadoras de no censura 'y ¢, son los tiempos de falla (o de censura)
de los 7 individuos involucrados en el estudio.

1.2 Heterogeneidad y modelos frailty

Cominmente, los métodos basicos de Andlisis de Supervivencia suponen de manera
implicita que la poblacion bajo estudio la integran elementos idénticos. Esto se traduce en que el
tiempo que franscurre para que un individuo de esta poblacién sufra el evento de interés, no se
vera afectado por caracteristicas particulares o especificas. Sin embargo, existen diversos factores
genéticos, ambientales, sociales, entre otros, que conducen a que algunos individuos sean mas
propensos a sufrir un evento antes que otros, aungue provengan de ia misma poblacién. De esta
manera, en la mayoria de los estudios no es posible justificar la ausencia de heterogeneidad en la
poblacién bajo investigacidn, convirtiendo el supuesto de homogeneidad en una suposicidn irreal.
Para atacar esta deficiencia de los métodos basicos de andlisis de supervivencia se han propuesto




varios alternativas que intentan describir la heterogeneidad de distintas maneras. Por ejemplo,
algunos modelos emplean covariables que representan a los factores que causan la heterogeneidad.

Acerca de poblaciones heterogéneas existen diversos estudios que han sido publicados
desde hace algunos afios. El trabajo de Narendranathan y Stewart(1993), citado anteriormente, es
uno de ellos. En esa investigacidn se aborda el tiempo que un individuo dura desempleado v s¢
plantea que puede depender de una multiplicidad de factores mdividuales, sociales, econdmicos,
etc. En realidad los autores usan un modelo conocido como de Riesgos Proporcionales e
involucran aspectos como beneficios recibidos durante el periodo de desempleo, caracteristicas
personales, experiencia laboral, ete., sumando en total 27 variables.

La complejidad de los modelos y de los métodos estadisticos relacionados varia segin la
aplicacién, aun bajo la fuerte hipdtesis de que la poblacidon bajo estudio es homogénea (ver
Zamora(1994)). Sin embargo, indudablemente la situacion real es mdas complicada y el hecho de
que la poblacidn sea heterogénea con frecuencia agrega dificultad al analisis. Existen modelos que
consideran esa heterogeneidad a través de covariables gue son observadas, como el modelo de
Riesgos Competitivos o el de Riesgos Proporcionales, entre otros. Pero la imposibilidad de
registrar todos los factores de riesgo relevantes conduce a la existencia de heterogeneidad no
observable, o no observada, que se manifiesta sélo de manera indirecta. La omisiéon de esta
heterogeneidad puede provocar distorsiones en lo que se observa y conducir a resultados confusos
o conclusiones ambiguas como lo testimonian distintos trabajos, ver por ¢jemplo Manton, et
al.(1986) y Aalen(1988).

Uno de las alternativas que existen actualmente para describir la heterogeneidad presente
en la poblacién son los modelos que involucran una variable llamada frailty. La idea es sencilla en
su planteamiento y permite que la heterogeneidad no observada o no observable sea contemplada
en el modelo.

Tomar en cuenta la heterogeneidad no observable o no observada entre los individuos de la
poblacion es realmente importante y existe una gran cantidad de trabajos hechos al respecto.
Vaupel, et al.(1979), Farewell(1982), Aalen(1988, 1994), Narendranathan y Stewart(1993),
McLachlan v McGiffin(1994) y Congdon(1995), son sdlo algunos. Una manera sistematica de
describir este tipo de heterogeneidad es propuesta en Vaupel, et al.(1979) como una alternativa a
las tablas de vida ordinarias usadas en analisis demografico. Considera una variable aleatoria Z,
llamada fraiity que describe el riesgo para individuos con frailty igual a un valor z, denotado por

,u(tiz) , ¥ que afecta la funcién de riesgo basica u(7) = p(f z =1) de manera multiplicativa:

1(l2) = zu(r) (L.1)

Note que esta definicion supene que cada individuo conserva el mismo nivel de frailty con
que entra al estudio, ¢ sea Z es independiente del tiempo ¢, lo cual no implica que individuos con
el mismo nivel de frailfy sean idénticos, reflejando asi una constitucién individual compleja.

Sin embargo, el modelo (1.1) no es observable a nivel individual dando lugar a que se
utilice el riesgo poblacional, que denotaremos por [(¢) y definiremos hasta la siguiente seccion,




el cual puede verse como el riesgo para un individuo seleccionado aleatoriamente de la poblacion.
Si denotamos por M(7) a la funcidén de riesgo acumulado basico, del modelo firailty multiplicativo
se obtiene que la funcién de supervivencia condicional para individuos con frailty Z = z tiene la
expresion

S(t;Z = z) = exp [- 2M (1)]

=[sz=1)F -

lo cual muestra que {S (tiz)} es una familia tipe Lehmann de funciones de supervivencia (ver Hogg

y Craig, 1978). En este trabajo denotamos por S(f) v f{¢) a las funciones de supervivencia y de
densidad, respectivamente, de los individuos en la poblacion de referencia, es decir cuando Z = 1.

De fundamental importancia en el estudio del modelo (1.1) es la distribucion de la variable
frailty, aungue inicialmente en la mayoria de los estudios se ha usado una distribucion Gamma. En
Vaupel, et al.(1979) se estaba interesado en la relaciéon que hay entre el riesgo basico individual y
el riesgo poblacional; se verd posteriormente que la naturaleza precisa de esa relacién depende de
la distribucién frailty. De hecho, en ese articulo se justifica el uso de una distribucion
Gamma(a, ) debido a que es analiticamente tratable y no involucra célculos laboriosos.

Es importante abundar sobre lo que la frailty significa en la practica. En Analisis de
Supervivencia es un concepto complejo que se usa para abarcar muchos tipos de heterogeneidad
presente en los individuos y que no es incluida en el modelo particular a considerar a través de
covariables. El proceso de seleccion presente en una cierta poblacidn es fuertemente determinada
por la heterogencidad de sus integrantes. Es natural pensar que los individuos tienen diferentes
grados de susceptibilidad (o frailty) a experimentar el evento de interés y que aquellos mas
susceptibles tenderan a morir antes que los demds, induciendo una seleccién de individuos que son
mas robustos que el resto. Dicho de otra manera, los individuos sobrevivientes hasta cierto tiempo
seran, en promedio, menos fragiles que la poblacién original.

Bajo el modelo (1.1), la heterogeneidad presente en la poblacion bajo estudio se expresa
mediante las caracteristicas distribucionales de la v.a. frailty. Para proporcionar un panorama del
proceso de seleccion inducido por la heterogeneidad, en este trabajo se utiliza la esperanza y el
coeficiente de variacion de las variables condicionales Z| T yZ | 7+. Estos seran indicadores del
nivel y de la magnitud de la heterogeneidad. Dado que la esperanza y el coeficiente de variacidn
mencionados seran funciones del tiempo, se aporta una breve descripcidén de su comportamiento
grafico y en la medida que sea posible se relacionara con el proceso de seleccion provocado.

Aalen(1987) utiliza ia distribucidén frailty Gamma en el estudio de tiempos de expulsién
del DIU, pero propone usar una distribucion Beta para analizar el riesgo de embarazo para las
parejas que han dejado de usar anticonceptivos. Hougaard(1986) emplea distribuciones estables
positivas para modelar el tiempo que sobrevive un mdividuo después de sufrir un infarto al
miccardio causado por insuficiencia de oxigeno. Manton, et al.(1986) usa una frailfy Gaussiana
Inversa para estudiar datos de mortalidad entre los ancianos debido a cancer de pulmdn y




Aalen(1988) propone usar una fiailty Poisson Compuesta (ver Feller, 1971) para modelar la
mortalidad por leucemia infantil.

1.3 Relaciones y resultados basicos

A lo largo de esta tesis se utilizan diversos resultados relevantes que posiblemente sean
elementales pero que conviene establecer con claridad antes de usarlos. Esta seccién conticne esos
resultados vy solamente se advierte que el orden de aparicién no indica relacidn alguna ni1 denota
grado de importancia.

Como ya se menciond, la variabilidad de la frailty determina el grado de heterogeneidad de
la poblacidn. Luego, la conveniencia de usar el coeficiente de variacion, CV, como una medida sin
unidades de esa variabilidad, resalta al comparar las propiedades de supervivencia de las distintas
familias paramétricas estudiadas en este trabajo. Con el objeto de poder llevar a cabo dichas
comparaciones se describe el calculo de la esperanza y el coeficiente de variacion de las variables
condicionales Z| T yZ | 7. A continuacion se mostrard que para poder calcular tales expresiones
serd suficiente con la funcién generadora de cumulantes, log L, (—7), o sea el logaritmo natural de

la transformada de Laplace de la variable aleatoria Z evaluada en el negativo del argumento.

Utilizando el modelo frailty multiplicativo, la funcion de supervivencia poblacional es el
valor esperado de § (t!Z = z), con respecto a la distribucién frailty denotada por H,(z). Es decir

S(Z!Z)de (Z)

NG

expl- zM(t)]dHZ (z)

Sy § Oy §

It

L, [M()] : (1.2)

donde L, () es la transformada de Laplace de la distribucion frailiy.

Para una variable aleatoria, digamos X, ¢l primer cumulante coincide con la esperanza y el
segundo cumulante es igual a la varianza, ya que el i-ésimo cumulante K, se obtiene de la
transformada de Laplace como

3" |
logl, (—T)‘

T=0

K =
at’

Asi que necesitamos calcular unicamente la transformada de Laplace de Z |7 yde Z |7+ que, de
acuerdo a la expresion (1.2), coinciden con la respectiva funcién de supervivencia poblacional. Si




denotamos por %,(z) a la densidad de la variable aleatoria frailzy, mostraremos ahora que estas
transformadas se obtienen directamente de las funciones de densidad respectivas.

Primero, calculamos las funciones de densidad de Z[T y Z|T+. Directamente de la
definicidn de distribucion condicional, si f(f) es la distribucidén de los tiempos de falla. La
distribucidn de Z entre {os que mueren a un tiempo dado 7, tiene densidad

S2:(20)

fzir(zir): f(f)

Ahora, observe que la distribucion conjunta de Ty Z es

Fer62)=hy (11, 02)=h, ()2 (enol M

\ . o e fT|Z(r-Z) L
Y fo Z(t‘z ) se obtiene a partir del riesgo individual ,ukt\z)= . Por otro lado, bajo ciertas
’ ‘ Siz‘\zi

condiciones de regularidad sobre la distribucidn conjunta de 7'y Z, la densidad marginal de T tiene
la expresion

_[dFT,z(tvz)
- Jf[—srexln[— ZM(f)]}'Hz(Z)

_%jexp |- zM()H , (z)

- 1,

7)

Luego, la densidad de Z|T debe ser

) 9

fz|;—(215) - e
- — L, M)
_ zexp[- MO, (2) . (1.3)

L, [M ()] a
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Mediante un desarrollo similar se calcula la distribucidn de Z entre los sobrevivientes al
tiempo 7 = ¢. Por un lado

o

fT-,Z(taZ) = IdFT,z(xaz)

¢

- b )]~ (exol- M)

hy (2)expl-zM(1)]

It

Ademés £, (r)= P(T > )= S{t), que segin (1.2) , es igual a la transformada de Laplace evaluada
en M(7). Luego
fz,p (Z:t)

frle)

_ exp[ ZM(I)]hz() _ (1.4)

L, M)}

Sy (Zi[) =

Las transformadas de Laplace son

L [M )+ 7]

L, [m(0)]

): L, [M(f)+’f]
T LM

Lz\T (Z I’T) Y Lz\ﬁ (Z

De Qq1n que lag .oyrwpmrmpc para la esperanza y al coeficiente de variacion al m1ar1rar1n

Ol Gl

CV?, de la frailty entre los que mueren v de la fiailty entre los sobrevivientes, que se obtienen
directamente derivando estas transformadas con respecto al tiempo, sean

s (oo L @ [ )
="
( - ): L, [M(I)]LA[M(Z)]—I
La relaciéon

li




)= 2 In$01= 2, )=~y

L,M()]

que se obtiene al usar (1.2) e involucra ambos riesgos individual y poblacional, serd de gran
importancia en este trabajo. El cociente involucrado coincide con la esperanza condicional
E, .. (1); asf que, para u(7) = 0, se cumple que

(z

t

=
—

E, . )= (1.5)

=
P
e —_

-

lo cual se menciona en Vaupel, et al.{(1979). Esta ecuacidn es equivalente a

ule)= Z|T+ J:u tz)f, z|r+(r z )iz

y significa que ¢l riesgo poblacional coincide con ¢l riesgo promedio de los individuos
sobrevivientes. Los individuos mas susceptibles, es decir con los valores mas altos de Z, tienden a

morir primero y £, (t)4 0. Por esto, la ecuacién (1.5) implica que ¢l riesgo bésico individual

aumenta mas rapido que el riesgo para toda la poblacién a medida que £ crece.

El riesgo poblacionzal acumulado también involucra explicitamente a la transformada de
Laplace de la frailty:

M(t)=-InS(t)=-InL,[M(t)]

Recordemos que ¢l objetivo central de este trabajo es estudiar las propiedades estadisticas
de los estimadores de los parametros involucrados en el modelo frailty y que estos son pardmetros
que originalmente especifican a la distribucidn frailty y a la distribucion de los tiempos de vida,
En teoria, los estimadores pueden obtenerse via la funcidn de verosimilitud que es proporcional a

Mo 1.6)

donde f(z) y S(¢) denotan a la funcién de densidad y a la funcién de supervivencia poblacionales,
respectivamente.

Bastarfa con derivar e igualar a cero la expresion (1.6) para construir las ecuaciones
normales que nos permitan conocer la forma funcional de los estimadores que maximizarian ¢sa
funcion. Desgraciadamente, nada asegura que existan y que se puedan encontrar expresiones
analiticas para esos estimadores, orillandonos a utilizar métodos numéricos iterativos para que, en
cada situacion concreta, podamos llegar a una solucion.
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Debido a la observacion anterior, para cada familia frailty estudiada aqui se construiran las
gcuaciones particulares bajo la distribucion de tiempos de vida usada y se usan programas
claborados en FORTRAN apoyados con rutinas de IMSL para resolver los procesos iterativos
gue resulten, Para poder hacerlo, debemos de generar datos censurados. El elemento importante es
el mecanismo de censura usado y a primera vista parece un problema complejo; pero para ambas
distribuciones de tiempos de vida usadas en este trabajo (Exponencial y Weibull), se simplificard
si usamos los resultados de Koziol y Green{(1976).

Vamos ahora a explicar ¢l procedimiento que utilizamos para generar tiempos de vida
censurados y mostramos que depende solamente de los parametros de la distribucion de los
tiempos de vida y del nivel de censura presente en los datos. Antes que nada, cabe mencionar que
va se describid en la seccidn anterior el mecanismo de censura que se usard en este trabajo, a
saber, la censura aleatoria.

De acuerdo al mencionado irabajo de Koziol y Green(1976), se establece que la relacion
entre la distribucion usada para censurar, digamos 7, (x), v la distribucién de los tiempos de

vida, denotada por ¥, (x),es 1-F_ (x)=(1~F

cens datos

(x))f?, donde 82 0 es Hamado pardmetro de
censura.

De esta manera, la distribucién de censura y la distribucion de los tiempos de vida deben

coincidir, excepto quizd por los parametros que pueden ser distintos. En general, el porcentaje de
censura esperado en nuestros datos simulados es

donde S, (x)} es la funcion de supervivencia de la distribucién los tiempos de vida de la cual
provienen nuestros datos.

Para la distribucion Exponencial £™(1) y una variable frailty Z se obtiene que, bajo el
modelo frailty multiplicativo, los datos con los que realmente contamos son

T

Z ~E"(1Z)

Al usar como distribucién de censura a una distribucién Exponencial con media A, y
fijando el porcentaje de censura p, el valor de A, que proporciona ese porcentaje debe cumplir la
relacion:

~

p=Pr(d=0)= I()ue'l‘“ )e"l“du = ?L{;PL

fag
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Es decir, el pardmetro de censura dependera solamente de la media de los tiempos de vida y del
: . . n 2

porcentaje de censura a través del cociente A, = SE
1-p

Después de realizar algunos ensayos previos, se determiné que las proporciones de censura
p = 0, 0.10, 0.30 y 0.50 representarfan los casos “sin censura”, “escasa censura”, “censura
media” v “mucha censura”, respectivamente. Sin pérdida de generalidad y dado que es un
pardmetro de escala, en esta tesis nos limitaremos a estudiar via simulacién el caso en que A =1.
De acuerdo a esto, a esos porcentajes de censura le corresponden los siguientes valores para el
parametro de censura: A =0, 0.1111, 0.4285 vy 1.0, respectivamente.

Para el caso de la distribucion de tiempos de vida Weibull(A,7), al aplicar el modelo frailty
multiplicativo, se puede mostrar que los datos realmente son

I
T|Z ~ Weibull(lZA,y]

Como distribucién de censura usamos una Weibull(A_, v, ). En este caso tembién los

valores de los parametros de esta disiribucién de censura se determinan usando el método de
Koziol y Green(1976). Basta con encontrar ¢l valor de 6, involucrado en la distribucién de censura
a través de su funcion de supervivencia

H(t)= [exp(— (2] )]6“—“ exp(— [(/19 il )r]f) :

1
o sea, la distribucién de censura es Wez’buf!(i@A ,}/]. La proporcidén de censura esperada es

A
p=Pr(d=0)= b , de donde resulta que & =- v , independientemente del valor del
g+A 1-p
pardmetro de forma. Asi que @, toma los mismos valores que el pardmetro A, determinados para
el caso de la distribucion Exponencial.

Finalmenie hacemos una cobservacién importante para este trabajo. Debido a que se toma
como punto de referencia el caso en que no existe heterogeneidad para realizar comparaciones con
el modelo frailty, la forma como se propongan esos algoritmos iterativos resultara ser de gran
importancia y en la medida que podamos trataremos que scan extensiones de los algoritmos
usados comunmente para los métodos basicos de analisis de supervivencia.
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2 Distribuciones Hougaard I

21 Introduccion

Para ¢l estudio del modelo establecido en la referencia (1.1) es necesario determinar la
distribucién de la variable frailty. Aunque en las primeras investigaciones y estudios se ha usado
una distribucion Gamma, es de vital importancia contar con un arsenal de alternativas que puedan
ser herramientas adecuadas para ¢l analisis de distintos fendmenos. En Vaupel, et al.(1979) se
justifica el uso de una distribucién Gamma(e, 8) debido a que es analiticamente tratable y no
involucra cdlculos laboriosos, ademés de que es una distribucion flexible que exhibe una amplia
variedad de formas graficas. A partir de estos resultados, diversos autores se han dado a la tarea de
construir familias de distribuciones frailfy que tengan propiedades convenientes.

amuia a

T a pﬂmpra ‘qu ] 12 He dlstr‘l}'\ﬂ(“lﬁﬂ.@q {‘Vﬂli/ e PQ{'H("IQI"F‘TY\I\C 2N edte trau

en Hougaard(1984) y esta constituida por distribuciones biparamétricas. Hsta famlha que
lamaremos Hougaard I'y denotaremos por H,{z;&, ), posee propiedades de cerradura scbre las
distribuciones condicionales de las variables alcatorias que zlT y Z|T+. Comenzamos por
estudiar esta familia enfatizando sus caracteristicas de supervivencia generales y estableciendo
vartos resultados que serviran posteriormente para el estudio de casos particulares.

Hougaard(1984) considera la familia exponencial no negativa de distribuciones que tiene Z
como estadistica candnica, es decir Z es suficiente minimal, con funcién de densidad de la forma;

h(z0B)=z" ¢i€;(f;)lio,m)(z) . 2.1)

El rango de posibles valores para los pardmetros es o« >0y > 0, ademas ¢(cr, B) es una
funcién de normalizacion. Esta familia exponencial tiene a /n Z como estadistica candénica ya @'y
- como parémetros naturales. Puede haber més pardmetros incluidos en m(z2) o en ¢{a, ) v en
este frabajo son considerados como parametros de estorbo.




La distribucion degenerada es el caso mas simple de esta familia y es el modelo usado en
los analisis basicos que suponen que las poblaciones realmente son homogéneas. En las secciones
posteriores se muestra que las sigulentes distribuciones también son miembros de la familia
Hougaard [ Gamma, Gaussiana Inversa, Poisson y Poisson Truncada {(que excluye al evenfo
cero). También pertenecen a esta familia la distribucidn en dos puntos, la distribucién Normal
truncada en cero y la distribucién ¥* no central. Por otro lado, debido a la forma de su densidad o

a su soporte, las distribuciones Normal, Lognormal, Pareto, Gompertz y de Valores Extremos no
son miembros de esta famalia,

Para las familias exponenciales de la forma (2.1), la transformada de Laplace es el cociente
de funciones de normalizacion

oolssiatt (o)< 2B )
expl-zohrr, ) - Ll

CJ'—-—-—.

Por tanto, & partir de la funcién de supervivencia poblacional (1.2), se obtiene que

Usando ia relacién recursiva, cuya verificacion es sencilla y directa, para la funcion de

normalizacion ¢{o +1,x)= —gqi)(oc, x}, resulta que la derivada de la transformada de Laplace es
X

' S _dla+l.p+s)
LO)= o 2t B0

Por tanto, de acuerdo a (1.3), resulta que

)= oz 6] miz) -
fz\?’( ‘t)_' ¢(a+1,,8+M(t))][°‘“’)( )

Esto es, la distribucion (condicional) de Z |7 pertenece a la misma familia que la distribucidn
marginal asignada a la frailty Z, aunque con ambos parametros distintos: H, (z e +1, 8 + M(z)).

De la misma manera, pero usando (1.4), se puede mostrar que

= @B m(Z)
fz\n(ﬂ) et ((Xﬁ-FM(Z)) m)\z)
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Por tanto, la distribucién de Z|7+ también pertencce a la misma familia que la
distribucion asignada a la frailty Z, conservando el pardametro o: H, (z;c, B+ M(t)). Con la
intencion de hacer comparaciones entre las distribuciones condicionales anteriores cuando a la
frailty se le asignan distintos miembros de la familia Hougaard I, se calcula la esperanza y el
coeficiente de variacion. En el Capitulo 1 se determinaron las expresiones para estas cantidades en
términos de la transformada de Laplace de Z. Para ello se utiliza la funcidén generadora de
cumulantes, InZ,(~s), y el hecho de que el primero v segundo cumulantes coinciden con ia
esperanza y la varianza, respectivamente. Para los que mueren al tiempo 7, tenemos

_ L M) _ pla+2,8+ M)
E”(’)”L‘z M) oler+1 B +M(r)) Y

v ()= LMEILDG] | ofe v, MOhla+3.6 ()

(£ IME))Y [plec+2, 8+ M) ’

mientras que para los sobrevivientes al tiempo ¢, resulta que

o LME) sles1,BMO)
PO~ )™ olen o+ MO) y

cpr (e LMOL MO ole + MO+ 2, B+ME)
L, M) [ +1, 8+ M(:)F

Por otro lado, para la familia Hougaard I, las expresiones para el riesgo acumulado ¢ instanténeo
tienen las expresiones:

M{t)=—InL,[M()]=-né(e, B+ M(1))+ Ing(ex, B) y

iy=-e

Como se puede ver, la funcién de normalizacién ¢{er, ) determina la esperanza y el

coeficiente de variacion de Z| T y Z| T+, asi como las expresiones del riesgo poblacional, las
cuales ademads dependen del riesgo instantdneo basico w(f). A continuacion se estudian algunas

distribuciones, resaltando que la representacién puede no ser Unica, pero esperamos que los
resultados no dependan de la representacion usada.
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2.2 Miiembros particulares de la familia

El proposito de esta seccion es estudiar con detalle algunos miembros particulares de la
familia Hougaard 1. Se pone énfasis sobre el uso de los resultados de la seccidn anterior para
analizar las caracteristicas de supervivencia que posee una poblacion cuando se usa un modelo
especifico. Algunas distribuciones, como la Gamma y la Gaussiana Inversa ya han sido
estudiadas, aunque someramente, en trabajos como Hougaard(1984) y Aalen(1987). La
distribucion Poisson ilustra el caso discreto y la Poisson Truncada puede ser adecuada cuando en
la poblacidn todos los individuos, sin excepeion alguna, son susceptibles a la falla.

2.2.1 Distribucion Gamma

La distribucién Ter, B) con densidad

1 .
h(z;00, B)=z% " m(z) ___f(o,m)(z),

“ole. )

es un miembro cldsico de la familia en cuestion que resulta al tomar m(z)=z" vy

¢lo, B)=T(c)B . Esta distribucién frailty es una de las més ampliamente estudiadas y los
resultados que se exhiben en Vaupel, et al.(1979) se pueden derivar de manera inmediata usando
los resultados del capitulo anterior. Segin (1.3), para los que mueren al tiempo ¢ se obtiene que
zlr sigue una distribucién [or + 1, B +M(7)), por lo que

1
E ()= —" y vy )= ool

El coeficiente de variacion permanece constante e indica que aunque la esperanza vy la
varianza de esta frailty condicional disminuyen con el tiempo, la variabilidad relativa no cambia.
Observe que al correr el tiempo no cambia la variabilidad de la frailfy entre los que mueren a un
tiempo especifico y que a la vez van a morir primero los individuos que sean mas susceptibies,
dado que su frailty promedio tenderd a cero. Para los sobrevivientes al tiempo ¢, por (1.4), resulta
que ZT T+ tiene una distribucién T{e, B+ M({z)), asi que

o

Eyr, ()= m

1
CV: (t)=
y 0=,

ZT7+

Debido a que la distribucidn de Z | 7+ tiene un comportamiento similar al de Z | T, parece
ser que al transcurrir el tiempo los individuos con mayor probabilidad de sobrevivir seran los
menos susceptibles, aunque siempre formarén un grupe igualmente heterogéneo. El parametro de
forma ¢ determina el grado de variabilidad de Z FT y de Z| T+. Si o es grande, esas dos
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distribuciones frailty condicionales tendran un coeficiente de variacidn cercano a cero reflejando
una poblacion con poca heterogeneidad. Dos poblaciones con distribuciones frailty iniciales
Gamma con el mismo parametro de escala, pero con parametros de forme distintos, digamos
o, <d,, presentan como principal diferencia el grado de variabilidad de las poblaciones: ia
primera poblacion serd mas heterogénea que la segunda.

Las distribuciones de Z| T yde Z | 7+ tienen comportamientos similares todo el tiempo,
pero estos se vuelven distintos cuanto ¢ o f§ se acercan al cero. El coeficiente de variacién de Z fT \
como funcidn del parametro ¢, esté entre 0 y 1, aunque el correspondiente a Z | 7+ no sea acotado.
Asi que, aunque el estudio comience con una poblacién altamente heterogénea, el grupo de los que
mueren al inicio puede no serlo tanto. Por otro lado, las funciones de supervivencia y riesgo
poblacionales son

ﬁ(t)z{ﬁgfi(r)}“ 0. o=ty s@){%}“

Observe que cuando o crece, o sea entre menos heterogénea es la poblacidn, la
supervivencia a un tiempo dado decrece exponencialmente y que ademas ¢l riesgo poblacional

u(t) erece proporcionalmente.

Una parametrizacion interesante de la distribucidn Gamma se obtiene al suponer que tiene
una media igual a 1 y varianza 6 > 0, en cuyo caso la distribucién es

11 . -z 1
hl(z;g,g :z/b‘se Am(z)@—(g-)[(o,m)(z)

E

s
donde m(z)=z"" y ¢(§)=F[é1é . El pardmetro & es una medida del grado de

heterogeneidad de la poblacion. Cuando & decrece, la distribucion frailty se aglutina alrededor del
| v la probabilidad de que haya individuos con una excesiva susceptibilidad a la falla se hace cada
vez mas insignificante. El caso de homogeneidad se obtiene en el limite 6 — 0.

Los resultados de supervivencia obtenidos usando esta parametrizacidén se calculan
directamente de los descritos anteriormente, basta sustituir ¢=38" y=6"". Para los que
mueren al tiempo £, se tiene

Ear = v y R
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mientras que para los sobrevivientes resulta que

1 2
E = - cveo(f)=6
G (t) l+(3M(t) Y “ T’( ) .

Observe que con esta reparametrizacién, que involucra un {inico pardmetro @ =38, si &
mide la heterogeneidad, entonces & debe medir la ausencia de ella, y viceversa. Esto también
puede observarse en el coeficiente de variacion de Z [ T que permanece constante a través del
tiempo, pero crece mondtonamente a 1 como funcion de 8. De hecho se sigue cumpliendo que
Cv}, (t) e [0,1). Las Gréficas (2.1) y (2.2) muestran el comportamiento de Ez:r(r) ¥y CVZZT(I),

Z T+
respectivamente. Por sencillez, y sin pérdida de generalidad, en todas las graficas que aparecen en
esta tesis se usa el riesgo acumulade bésico M(f) = ¢, a menos que ofra cosa sea dicha
explicitamente.

Por otro lado, es natural pensar que si al inicio del estudio la poblacién tiene alta
heterogeneidad, es decir si § es grande, entonces habrd individuos muy susceptibles con una alta
probabilidad de que mueran en las etapas tempranas. Esto se muestra en la Grafica 2.3 como un
decaimiento brusco hasta el cero de la funcion # Entre mdas grande es el valor de 6, més

1+ 6M(z)
precipitadamente los sobrevivientes alcanzan una frailty media despreciable. Pero después de
todo, segiin la Grafica 2.4, la heterogeneidad no se ve modificada y permanecera constante todo el
tiempo. En el limite § — 0, se recupera el caso de homogeneidad al tener una distribucion frailfy

degenerada en 1.

Ahora observe que, por la expresién (1.2} y para una ¢ fija, la funcidn de supervivencia
A AR A 1 2 I’ iud AN s J v S r
poblacional es una funcién creciente de &y tiene la forma
1
_ 1 E
Se)=| —r7
1+ 8M(¢)
La funcién de riesgo instantneo poblacional es ufr)= [m]u@, 0 sea que
+ ¢

1(r)< ult) Vi>0, v el riesgo poblacional es sobrevaluado si se estima mediante el riesgo bésico.

La igualdad se obtendria en el limite cuande & — 0, pero este es el caso de homogeneidad de la
poblacién y carece de interés para este trabajo. Algo similar ocurre con el riesgo acumulado

— 1 1
oblacional M(¢}=—-—In| ———|. Por ofro lado, para las funciones de supervivencia se
P ) B [HSM(t)} P P

invierte esa desigualdad, teniendo que S(1)>S(Z=1) Vs >0. Vaupel, et al.(1979) ya habian

anotado algunas de estas relaciones en su estudio de la mortalidad en poblaciones heterogéneas.
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Grafica 2.1. E(Z|T), distribucién frailty I'(1/8, 1/ ).

Grafica 2.2. CVA(Z|T), distribucion frailty [(1/& 1/ &).
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Grafica 2.4. CV(Z|T+), distribucién frailty (1/6, 1/ d).
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2.2.2 Distribucion Gaussiana lnversa

La distribucién Gaussiana Inversa G/(,9) con densidad

o
L z— E
g ¥
#(e:.6) ( I R 0
B
¢s una reparametrizacion de la densidad usada en Manton, et al.(1986) con ¢ = 5— y
y B
v? =(B68 )_}é. Se puede expresar de la forma (2.1) con
1 3 {1
ax=—— mlz =1.‘~§——exp _9 y @[“,5J=3XP[—(45}3)}6]
2 s "\‘I‘ﬂzz z 2 .

El espacio parametral es determinado por 820 y &>0. Un caso particularmente
importante surge cuando =0, ya que Z ™ tiene distribucién Gamma Inversa con parémetro de

I . .y . { — ~
forma o =3 Para esta parametrizacion se tiene que £, (z):«\,-‘S,B v Var, (z)—— 58 3

aqui que el cuadrado del coeficiente de variacién sea igual a —1— . Por las propiedades de

g
cerradura de las distribuciones condicionales de la firailty, entre los que mueren (1.3) v entre los

que sobreviven (1.4), se sigue que Z| 7+ tiene densidad hl(z;—;,ﬁ +M(t)J:GI(B +M(2),5),

pero Z| T tiene una distribucion Gaussiana Inversa Generalizada con densidad

[ﬁm”) expl 43T+ o) - =(6 + (1)~ 2 |

J -

La funcion de supervivencia poblacional es

=2 el g )
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Ademas ingb(——;, B ]:—@ZSB* por lo que los riesgos poblacionales, acumulado e

Instanténeo, son dados por las expresiones:

= 48[ ™))~ a5p y wO= 1) 5 iy

L9
VB+M

Para el caso especial en que B = 0 estas expresiones se simplifican considerablemente:

S(r)= expl- -/48M()) M(r)= - /43M(7) y u(t)= ule)sME)

>

Esta parametrizacién considera a 0 como un pardmetro de estorbo. La esperanza v
coeficiente de variacion de estas variables frailfy condicionales se obtienen de las derivadas de la

funeidn de normalizacion qb(m %, B ]: exp[~ \;‘5@] y tienen las siguientes expresiones. Para los

que mueren al tiempo #:

1+./46]8 + M(r)] v ()= 3+6./6[8 + M(r)]+45(8 + M) ]

28+ M) fz '8l -L-T\ITEJ‘“-L1F

AN

EZ\T(I)z

y para los sobrevivientes al tiempo £

5 Y > e L
EZT*(I):([%LM@)J/ Y Fzr. )= Jas[B+ M)

A pesar de que Z [ TyZz | 7+ no tienen el mismo tipo de distribucidn, las funciones £ z|r( )

v E, ﬂ( ) presentan un comportamiento similar. De hecho, E, T(z‘) Zp( )+ (ZLB + M( )J) .

Lo mismo sucede con los respectivos coeficientes de variacidn que, como mencicna
Hougaard(1984), tienden a cero al transcurrir el tiempo. Bajo este modelo, esto provoca que tanto
los individuos que mueren como [os que sobreviven a un tiempo ¢ formen grupos cada vez menos
heterogéneos. Pero también ambas esperanzas condicionales decrecen a cero al pasar €l tiempo, lo
que implica que esa reduccion en la heterogeneidad se logra al sobrevivir individuos que son cada
vez menos susceptibles a la falla.

La rapidez del decrecimiento de esas cuatro cantidades depende tnicamente del pardmetro
B, que es una medida de la heterogeneidad: valores grandes de  denotan menor heterogeneidad.
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Valores pequefios de f indican colas derechas pesadas, va que si Z ~ GKf3,8) entonces
| : . . e
Var,(z)= 5 /6B vy la heterogeneidad se debera principalmente a la presencia de individuos con

altos niveles de susceptibilidad.

Un somero andlisis grafico conduce a que, para distintos valores del pardmetro j,
solamente para tiempos pequefios las esperanzas y los CV'* correspondientes seran muy distintos,
acentudndose esa diferencia cuando 8 — . De hecho ese limite indicarfa un modelo adecuado
para una poblacion con heterogeneidad infinitamente alta, en contraste con lo que sucede en el
limite B — oo que recuperaria el caso de una poblacién homogénea con una distribucién frailty
degenerada en 0, es decir, compuesta exclusivamente por individuos igualmente susceptibles a la
falla en cuestidn.

De acuerdo con este modelo, en poblaciones més heterogéneas tenderan a morir la mayoria
de los individuos mas susceptibles en periodos de tiempo mas cortos, causando que la poblacion
de sobrevivientes se torne homogénea con mayor rapidez. Es claro que siempre pueden morir

individuos con frailty diversas lo que hard que CV;;T(f) sea alta al inicio del proceso, pero
conforme transcurta cierto periodo de tiempo sélo morirdn individuos con frailties mas pequefias y
menos variadas. En conclusién, por ser parametro de escala, 6 parece estar relacionada con las
unidades de tiempo que se usen en el estudio. La variabilidad de Z | 7+, al tgual que la de Z | T, se
vera afectada por el riesgo basico y es natural que un riesgo bésico acumulado que crezca mds

répidamente, hard que la heterogeneidad de la poblacion desaparezca, o se torne despreciable, en
tiempos mas cortos.

Hougaard(1984) menciona un caso especial de la distribucién Gaussiana Inversa. Si se
elige 6= f3 se obtiene una frailfy media igual a 1 y la varianza, que coincide con el cuadrado del

coeficiente de variacion, es igual >3 Para esta distribucién se calculan las esperanzas y los CV*

de Z I Ty Z} T+, obteniendo las siguientes expresiones

-1

E. ()= 1+\/'ZB B +M(r)] Cv2 ()= 3+6/8[8 "‘M(fj]“”‘lnﬁ[ﬁ + M)l
A 75770 I ABE -]

y para los sobrevivientes al tiempo t

Y , 1
A e I S =70

También con esta parametrizacién ¢l pardmetro 3 puede interpretarse como una medida de

la heterogeneidad: valores pequefios de B representan mayores niveles de heterogeneidad en las
poblaciones involucradas. Es notable la manera como cambia ¢l compoertamiento de esas cuatro
funciones con respecto a los resultados de la primera parametrizacion. Como funcidn del tiempo
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Eyr () no deja de ser decreciente, convexa y con un comportamiento similar para tiempos cortos.

Sin embargo, como funcién f, esta esperanza condicional primero es decreciente y convexa,
despu¢s aparece un punto de inflexioén provocando que se torne creciente concava (Grafica 2.5).
Esto implica que aunque inicialmente la poblacién sea menos heterogénea, la funcién E, . (¢)

converge a 0 mas rapidamente, aunque esto no implicard que la homogeneidad se alcance en
menor tiempo.

La Grafica 2.6 muestra al C VZZ{T (), que es una funcién decreciente convexa de 7y de 3, y

exhibe un decrecimiento mas lento de la variabilidad de Z| T conforme decrece B. O sea que, entre
mas heterogénea sea la poblacion inicial, los individuos que vayan muriendo tendran frailties mas
variadas durante periodos de tiempo mdas prolongados. Es importante notar que ese
comportamiento se observa solo para valores pequefios de 3, ademds de que es notable la rapidez

con la que CV}, (t) deja de depender de B. El comportamiento general de C Vi, () es anilogo al

de CV2.(t), sélo que la brusquedad del decremento de la primera se acentaa conforme J3 crece,

como se puede comprobar comparando las Graficas 2.6 y 2.8.

Por otro iado, también la esperanza E, ., () tiene un comportamiento completamente

distinto al que se observa con la primera parametrizacién. La Grafica 2.7 muestra que, como
funcién del tiempo, esta esperanza condicional es convexa decreciente hacia el cero; pero es
creciente convexa como funcién del parametro 8. Como

lim By, (r)=1 % lim E 7, {t)=1

resulta que EZ|TT(I) es acotada y presenta una convergencia mdas rapida hacia la funcion

idénticamente cero cuando f§ - 0.

Estos resultados acerca de la distribucidon de la frailty entre los sobrevivientes parecen
naturales. Si f3 crece, la poblacion inicial es menos heterogénea y tiene frailfy media igual a 1 con
una variabilidad decreciente. De hecho, cuando § — o= se obtiene el caso homogéneo en que todos
los individuos tienen frailty igual a 1. De acuerdo con este modelo y si la heterogeneidad en la
poblacion es menor, el que la frailty media inicial sea mas pequefia predice menos gente con alta
susceptibilidad y por tanto que la tasa de decrecimiento de £, () disminuya, retardando asf el

periodo de tiempo en el que la poblacidn puede considerarse homogénea.

ﬁ 2
B +M)
distribucién Gamma. Cuando no hay heterogeneidad (3 — <) los riesgos poblacional y bésico son
iguales, pero entre mayor heterogeneidad exista, ,u(r) es mucho mas pequeflo que el riesgo basico

a medida que transcurre el tiempo. Con la primera parametrizacién podemos elegir valores de &

La expresion u(7)= ult es parecida a la que se obtuvo en el caso de la
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Grafica 2.5. E(ZIT), distribucion frailty GI{Z, A.

(7YZAD

Gréfica 2.6. CV(Z)T), distribucién frailty GI(4, /).
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T

Gréafica 2.7. E(Z|T+), distribucién frailty GI(£, £).

CN2ZT

Gréfica 2.8. CV(Z|T+), distribucién frailty GI(4, /3.
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tales que u(f)> ult), pero eventualmente esta desigualdad se invertird. Con la segunda

parametrizacién se cumple que (7)< u{z) Vi >0 y en tal caso el riesgo poblacional puede ser

tanto sobreestimado como subestimado por el riesgo basico. La funcidn de supervivencia y el
riesgo acumulado poblacionales son:

S(t)= exp(— NJ‘ZTB“I b+ M(r)] + Zﬁ)
M()=48[5+M()]-28

2.2.3 Distribucion Poisson

La distribucion Poisson con media 6, P(z; ), con la reparametrizacién B= -ln8 es
miembro de la familia Hougaard I con densidad

P :efﬁZi({)i
hE0B)=e o B

Z! z=0

donde mlz)= L v $(0,8)= ze_ﬁz = eXP(‘?_'8 ]

La condiciéon 8>0 implica que 8 < (0,1},
distribucidon. La distribucidon limite cuande 6 — 0 es degenerada en cero y se reproduce el caso
clasico de homogeneidad que carece de interés para nosotros en este momento, Por otro lado, si 8
crece, la distribucién P(z; ) se va haciendo simétrica alrededor de 8 y muestra mayor dispersion.
Pero en el caso que € toma valores entre 0 y 1 lo importante e¢s que, aunque la esperanza (y por
tanto, la varianza) se mantiene en ese rango, la dispersién creciente hace que las probabilidades de
Z =12, 3, 4 no sean despreciables. De esta manera, & puede interpretarse como una medida de la
heterogeneidad: valores crecientes de 6 indican mayor heterogeneidad.

Con base a lo anterior y por la refacién = -/n6 , resulta que [ es un pardmetro que
decreta la heterogeneidad, en algin sentido. De hecho, cuando 3 crece la heterogeneidad debe
disminuir. Esto se aclarara cuando se analice el comportamiento de Z | TvZ | 7+. No es necesario
obtener explicitamente las derivadas de la funcidn de normalizacién para poder calcular las
esperanzas y CVde Z | A |7+ 1La Jrailty media entre los que mueren al tiempo ¢ es

E. (I) = e_['B""M(’}] (1 + e*[ﬁ*M(f)])

ZT

Esta es una funcion convexa decreciente del tiempo y del pardmetro B. Notese la
intercambiabilidad del riesgo M(¢) v el parametro . Los limites
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limE, ()=e?{l+e)

pra—

y limE ., (0)=e MO+ e0)

lim E . (£)=0 y lim B, (1)=0

revelan distintos aspectos del comportamiento de Z | 7. La Gréfica 2.9 muestra que, ain para
valores no muy altos del parametro 3 (8= 5), la esperanza Eqr () es casi constante e igual a cero.

Para ¢l rango de valores F< 2 se tienen al inicio del estudio valores altos deE, , (¢); pero

independientemente de f, la funciéon £ Z.T(t) converge a cero de manera exponencial, por lo que

en poco tiempo el valor de esa funcidn puede considerarse despreciable,

i Por otro lado, como lo muestra la Grafica 2.10, el cuadrado del coeficiente de variaciéon de
T

v ()= e S T
2Ty (1 + ey

*

es una funcidn convexa creciente tanto del tiempo como del pardmetro . El coeficiente de

variacién, como una medida de la variabilidad relativa a la media, se ve afectada por el hecho de

que [imkE ZiT(r): 0, lo cual sucede porque en la poblacién bajo estudio existen individuos no
i—poe

susceptibles a la falla. De hecho, CV;T(J‘) crece sin cota al pasar el tiempo debido a que

E Z|T(t) — 0, haciéndonos suponer que habrd individuos con frailty distinta de cero que tardaran

mucho tiempo en morir.

El comportamiento de las funciones

E, . (t)= P y cv}

ZiT+

(t)= elp-H0]

Z|T+

para la frailty entre los que sobreviven al tiempo ¢ son similares a los correspondientes de Ja
variable Z|7. Como Z|T ~ P(z; B+M()), entonces EZ‘T(I):VarZ,T(t) y convergen a cero

exponencialmente, aunque la funcién C¥;_{¢) crezca sin cota.

Observe que en este caso el comportamiento de las variables Z |7 yZ | T+ es muy distinto
al que exhiben las distribuciones anteriores para las cuales el C¥ cuadrado se estabilizaba en cero,
0 permanecia constante como en el caso de la distribucidn Gamma, al pasar el tiempo. Esto
indicaba que eventualmente la poblacién, tanto la que muere como la que sobrevive, alcanzaria un
nivel de heterogeneidad despreciable. El hecho de que para la distribucién Poisson no suceda asi
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Grafica 2.9. E(Z|1), distribucion frailty Poisson{-exp(/)).

WZZAD

Gréfica 2.10. CV(Z|T), distribucion frailty Poisson(-exp(/4)).
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parece deberse (como se verd en la siguiente subseccién para la distribucién en dos puntos con g =
(), a que en la poblacion existen individuos no susceptibles a la falla, pero que sin embargo hacen
que la varianza decrezea tan ripidamente como la media. Esto lleva a considerar a una
distribucién Poisson truncada, que no incluya al evento cero, como un modelo aiternativo
conveniente. Finalmente, se puede mostrar que las funciones de supervivencia v de riesgo
poblacionales, acumuiado e instantineo, son

S{r)= exp(e—[ﬁmo)l _e—ﬁ) Mlf)= e — g [Br0)] v uft) = e PV )

b

El hecho de que £, (t)= e MOl gen menor que 1 vy tienda a cero al transcurrir el

tiempo, hace que (t)< p(r), conduciendo a un error de sobreestimacién de (r) al usar el riesgo
basico.

La distribucién Poisson Truncada en cero, con media 8 y funcion de densidad

PT&ﬁ):aﬁezﬁ—JT‘

z!

El

con la misma reparametrizacion anterior, 8 = -/n6, es del tipo (2.1) con densidad:

. = gl h 7’",(2) -
P )

donde  m(z) 1 y ¢J(—Lﬁ)=ie‘ﬁzi[l—exp(—e‘ﬁ)]zexp(e‘ﬁ)—l

T (z-1)

A pesar de la dificultad en la evaluacién de la serie

o, pe
¢(OC:JB):§Z e’ G-1)

3

se calculan las derivadas de ¢(~1,3) para determinar las esperanzas y CV de Z ¥ yZ | 7+ EI
comportamiento de la esperanza condicional

E, (f)=1+¢ FM0)

zZiT

para esta distribucién truncada, como se nota en Ja Grafica 2.11, es similar al observado para la
correspondiente esperanza calculada usando la Poisson completa. Lo mismo sucede con

o 1M

£y, ()= - expl e 1N
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Ambas son funciones decrecientes v convexas del tiempo y del pardmetro 5, ademds de
que conforme el tiempo transcurre convergen al valor 1. Esto significa que, a largo plazo, tanto los
que mueran en un fiempo dado ¢ como los sobrevivientes tendran una frailiy media igual a 1.

En contraste, los coeficientes de variacion correspondientes a esta distribucién truncada

tienen un comportamiento similar entre ellos, pero son completamente distintos a los
correspondientes para la distribucién Poisson completa. Ambos CV cuadrados

CV ) ()= e Bl 4 o 1ol

<

CVZ?T+ ()= exp(— 1B+ M(r)]+ e'mm(zﬂ)h + e Al Jlexp( [Bemis )])— 1J—1

son funciones convexas decrecientes de 7 v de B, que convergen al cero de manera exponencial
(Grafica 2.12). Esto es, el modelo pronostica que la heterogeneidad de la poblacion bajo estudio
alcance en poco tiempo un nivel despreciable.

Ademas, de acuerdo con (1.2), las funciones de supervivencia y riesgo poblacionales son

S(z) = exp(e"[ﬁm(‘)] —e* )—— exp(e_ﬁ )

M(t)=e" — 1nlexp{e"[ﬁ+M(’)] }— 1

[P }\xr ‘ﬂ

( SO ule)

1 exXp

Al emplear esta distribucién truncada, el comportamiento de £, z r+( ) hace que ﬁ(r) > ,u(t),

pero también u(r)— () va que esta esperanza condicional converge a 1 al aumentar ¢ Este es

un comportamiento completamente distinto al de los miembros tratados anteriormente, ya que en
este caso el riesgo poblacional es subestimado por el riesgo basico.

La existencia de una poblacién no susceptible a la falla, es la causa principal de que los dos
modelos analizados en esta subseccion sean tan distintos. La distribucion Poisson truncada puede
ser adecuada cuando se tiene una mezcla de pocas (digamos 2, 3 6 4) poblaciones homogéncas
distintas. Esta situacién es mas compleja que la que involucra una mezcla de sélo dos poblaciones
homogéneas, aunque en todo caso los individuos con frailfy mayor tenderan a morir en menor
tiempo promedio que los individuos que tienen la frailfy mas pequefia. O sea, al transcurrir el
tiempo, los individuos sobrevivientes van adquiriendo frailiy promedio igual a I y, va que
presentan un coeficiente de variacion casi nulo, la heterogeneidad adquiere niveles insignificantes.

Pickles y Crouchley(1994) analizan el modelo frailty de dos puntos que luego extienden a
un modelo de varios puntos que podria ser una aproximacién alternativa al caso de un modelo
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Grafica 2.11. E(Z|T), distribucion frailty Poisson Truncada(-exp( /).

+

Gréfica 2.12. CV(ZT), distribucién frailty Poisson Truncada(-exp(5)).

34




Poisson con media pequefia en el que solo algunos puntos (Z = 0, 1, 2, 3 & 4) tengan
probabilidades no despreciabies.

2.2.4 Distribucion en dos puntos

La distribucién que asigna toda la probabilidad a dos puntos distintos a y b, denotada por
DP(z,p,a,b), con a < b, tiene funcién de densidad

(l_p)[{zza}er]{Z:b}ﬁexp{_zln(l p)+ np} Xp{éln(l—p)—alnp}
b a b—a

Una proporcién p de la poblacién estd compuesta por individuos con frailty b y el resto de

la poblacién tiene frailty a. Al definir f§ = (b—a)'I In—% y m(z) = 1, esta distribucién puede

expresarse de la forma (2.1) como

. _ =Bz m(z) -
h(z0,8)=e ¢(O,ﬁ)l{z:g,b}( )

donde ¢(0,B)=¢ % +¢* es la funcién de normalizacién. Para que 8 = 0, debe cumplirse que
i-pP
p

parametrizacion reciproca (1~ p)i feesy  PI;, - Bl pardmetro B depende de p a través del cociente

>1 vy esto sucede sii 0 £ p < 0.5. El complemento p 2 0.5 se obtendria tomando la

de probabilidades conocido como momio y de los valores by a sélo a través de su diferencia.

Cuando existen dos poblaciones distintas entre si pero compuestas de individuos poco
heterogéneos dentro de cada poblacién, este modelo puede ser adecuado para comparar sus

caracteristicas de supervivencia. En este caso es ficil mostrar que ¢lc, )= a% ™ +b%™* . No

es necesario calcular las derivadas de esta funcién para encontrar las esperanzas y CV* de Z |7 v
Z| 7+. De manera directa se deducen las siguientes expresiones para Z | T

2 —{p-a) p-Mir)]
a*+bie
E,.(t)=

a + pe~eralB=uil

=a)aeMi] [ 3 4 53 ~(b-a)lE+ME)]
CVZZT(f) la-l-be o ][a +b¢ J—l
07 + preto-lpMOT

ademads, las correspondientes para Z | T+:
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Zrs NS i+e b—aj[B+M ()]

[l 4 g o-ells-t )% + bre-te-allp-vi)]]
ZT+ (I) [a +be P w(,)jJ

-1
Por oiro lado, las funciones de supervivencia y riesgo poblacionales son

l+e” (h—a)[B+M{1)]

E(f)‘(Heb—a)ﬁ) W)

_ 14 ¢ EalB-MU)]
M(t)= _lnl: (I g )ea.\’l(l)

a_‘_bt) b—a}LB M("H
o pEv g

)=

l+e”

Al pasar ¢l tiempo £, (t)— a, dependiendo del valor de a, pueden suceder tres cosas

distintas: que ﬁ(r) sea siempre mayor que ((z), que uft ) sea siempre menor que u(7) o que al
inicio u(f) sea mayor que u(9) y que, después de algun tiempo, se invierta la relacién. Por tanto,
pueden presentarse problemas de subestimacion o de sobreestimacion del riesgo poblacional, si se
usa el riesgo basico.

Para que la esperanza de la distribucién frailty en dos puntos sea igual a 1, debe cumplirse
que p = b/(b-a). Como q es no negativo, entonces b - g < b. Esto lleva a que p = b/(b-a) debe ser
mayor o igual a 1, con la igualdad cumpliéndose si y sélo si @ = O y en este caso una de las dos
poblaciones estd compuesta exclusivamente por individuos no susceptibles a la falla. Un caso que
es interesante y que manifiesta el comportamiento general de las distribuciones en dos puntos, se
presenta cuando a = 1.

La distribucidén DP(z;p,1,b), b > 1, con funcién de densidad

st=pl =)o)

PR s R

(1- p)I{zzl} tpl = eXp{— z P

se puede expresar de la forma (2.1) como

y (2503/5):3— :
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donde B=(b-1) lnliﬁ, miz)=1y ¢0,8)=e? +e
» .

Las esperanzas v CV* de Zl Ty Z | 7+, ademas de las funciones de supervivencia y de
riesgo poblacionales, se obtienen directamente de las escritas anteriormente, basta sustituir @ = 1.

La distribucién en dos puntos sirve para modelar el caso mdas elemental de mezclas finitas
de poblaciones. Suponga que en una poblacidn bajo estudio una proporcién 1-p de individuos
tienen frailty Z = a y los sujetos restantes, que constituyen una proporcion p, tienen frailty Z = b.
El valor p = 1 indica una poblacién homogénea con frailty ignal a & y p = 0 indica una poblacion
homogénea con frailty igual al valor a.

Primero, observemos que el caso de homogeneidad se obtiene en la froatera (p = 0 0 1} o

cuando b = @, asi que se supondrd que & >a y p € (0,1). Ahora analicemos algunos casos
especificos del comportamiento de la poblacién.

e La poblacidn es mds hetero%énea: cuando b-¢ aumenta, cuando ¢ aumenta (con Ib - a|

constante) o cuando | p - /2] aumenta, aunque esta heterogeneidad no es necesariamente de
la misma naturaleza.

e Cuando b - @ aumenta, manteniendo p fijo, resulta que la poblacién con frailty Z = b se torna
excesivamente fragil, por lo que tenderd a fallar antes que los individuos de la poblacién con
Jrailty a. Pero no solamente sucede eso, sino que el periodo de tiempo en que fallen serd cada
VeZ mas corto.

o Cuando | p- 1/2] aumenta, manteniendo fijos los valores de la frailfy, 1a heterogeneidad se
debera a que las poblaciones seran muy desproporcionadas en cuanto a su tamafio

Esta distribucién en dos puntos depende de tres parametros y para fines de comparacién y
analisis solo se examinaré, por sencillez, el problema cuando B=1 (o sea(l - p)p =exp(h-a)) ¥
a permanece constante . En este caso p varia como funcidén de b mediante la relacion

p= [1+ exp(b - a')]_1

y p = 0 cuando b — o=. Esto significa que a medida que & se alegje de «, la proporcién de
individuos cuya frailty es igual a b deberd ser cada vez menor. Las caracteristicas de supervivencia
de Z|TvZ [ 7+ son muy interesantes, ya que al crecer & se tendrd una proporcion de la poblacion
cada vez mds pequefia pero con una frailty cada vez mas alta. De alguna manera, como funcion del

parametro b, la heterogeneidad aumenta y luego disminuye como muestra la curva CV,._ (0) enla

Gréfica 2.16. Las curvas £ z|r(0)= Eg (0} y €V, (0), como funcién de pardmetro b, siguen un

comportamiento similar.
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Grafica 2.13. E(Z|7), distribucién frailty Dos Puntos(a = 1, b, F=1).

ASAVATANAY

Grafica 2.14. CV(ZIT), distribucién frailty Dos Puntos(a = 1, b, #= 1).
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Gréfica 2.15. E(£[T+), distribucion frailty Dos Puntos(a = 1, b, f= 1).

RE vy
Loy s

=y e

Grafica 2.16. C V2(Z\ T+), distribucién frailty Dos Puntos(a = 1, 5, £=1).
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Por otro fado, como funcién del tiempo £, T(I) s convexa y decrece al valor a. Come lo

muestra la Grafica 2.13, esta convergencia es mds rdpida cuando hay menos heterogeneidad. Un
comportamiento anélogo se observa con £, (r), segiin ia Gréfica 2.15. Ademas, tanto cr] ()

como CV} . () son funciones convexas y decrecen a cero como funciones de b (Gréficas 2.14 ¢

2.16). Podemos conjeturar que Z |7 y Z|T+ son variables aleatorias que convergen
estocasticamente al valor @ cuando transcurre el tiempo.

En términos de las muertes de los individuos de la poblacién, la distribucién de Z } T va
degenerando en a debido a que en un principio mueren fundamentalmente individuos con frailsy b
y en menor cantidad mueren individuos con la frailty menor. Al pasar el tiempo quedaran

esencialmente individuos con Z = a por lo que el hecho de que CV},(z) — 0 asegurara que entre

los que mueran sélo algunos casos tendran frailty igual a b. Algo similar ocurre con la distribucién
de Z|T+. En un principio sobreviven sujetos de ambas poblaciones y el C Vz?]n (t) indica que

puede haber heterogeneidad no despreciable, pero a medida que pasa el tiempo sobrevivirdn pocos
casos con la frailfy mayor. Luego, la poblacidn sobreviviente tenderd a ser constituida solo por
individuos pertenecientes al grupo con frailty Z = a.

Algunos casos de particular interés son los siguientes. Suponga que una de las dos
poblaciones es no susceptible a la falla (@ = 0) y que la otra poblacidn tiene frailty Z = p. Este
modelo puede ser adecuado cuando se trata de comparar a un grupo homogéneo de individuos no
susceptibles con otro grupo homogéneo de individuos que si son susceptibles a la falla. Otro caso
interesante surge cuando la esperanza de la frailty es igual a 1 o sea que el riesgo basico individual
es el riesgo promedio poblacional. Los parAmetros deben cumplir la relacién

a(l—p)+bp =1

Siag =0, entonces b = 1/p ysia =1 entonces b = 1; éste 0lltimo caso indica homogeneidad
en la poblacién combirada. Es natural pensar en una situacién en la que alguna o las dos
poblaciones no sean homogéneas dentro de sf mismas. Quizds se podria pensar en una firailty del
tipo combinacidn convexa Z = (1-p)Z; + pZ,. O tal vez en un modelo de riesgo frailty del tipo

ﬁ.(r‘z)z (1-p), (tiz)-&- PA, (rz)

Este problema puede ser de interés adicional cuando se mezclan maés de dos poblaciones
heterogéneas entre y dentro de si. Finalmente, las circunstancias en que la distancia b [ es fija
pero @ y b crecen, pueden presentarse cuando dos poblaciones homogéneas, pero con frailties
similarmente altas, se mezclan. A primera vista, se puede pensar que el comportamiento de Z Fs v
zZ| T+ podria depender de los niveles de susceptibilidad @ y b. Pero parece que sélo afecta en que
se modifica el periodo de tiempo que tiene que transcurrir para lograr una poblacién de
sobrevivientes practicamente homogénea.
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2.3 Inferencia para la familia Hougaard 1

La distribucién I'(ef) figura como uno de los miembros prominentes de la familia
Hougaard I debido al uso tan amplio que se le ha dado como distribucién frailty a partir del
trabajo de Vaupel, et al.(1979), entre otros. Esta es la principal razén por la que ha sido elegida
para estudiar las propiedades estadisticas que poseen los estimadores, segiin el modelo frailzy, a
traveés de las funciones de verosimilitud (1.6) usadas comtinmente en ¢l drea de andlisis de
supervivencia.

Para evitar problemas de identificabilidad del modelo, utilizamos la distribucion I'(1/8,1/8)
estudiada en la seccién anterior, donde el pardmetro & > 0 indica el nivel de la heterogeneidad en
la poblacién. La funcién de verosimilitud que se obtiene es

L(@):f}{[u@ {1 S 1+/ I[

=

El objetive es encontrar el valor de § que maximiza esta funcién. Por sencillez conviene
maximizar el logaritmo natural de la verosimilitud 7.(8), o sea

15)=% { d (in )= nfi + M(: )])_éln[pram(x_, )]Jl

Derivando con respecto a &, resulta

9 45)=3 L iafi+ om(, ))- ﬁ(Hd, )[lMi(f)

85 ,152 =1 5 +5M([1)]_

S1 se conociera totalmente la expresion de M(r), bastaria igualar esta derivada a cero y
obtener la solucion § que maximice a (). Nada nos garantiza que exista o que seamos capaces
de encontrar una expresion analitica para esa solucién, obligdndonos a usar métodos numéricos
iterativos. En la Gltima seccién del Capitulo 1 se sefiala que se usard la Exponencial y la Weibull
como distribuciones de los tiempos de vida. Asi que el interés principal es investigar el
comportamiento de los estimadores para distintos valores del parametro de heterogeneidad &, y en
el caso Weibull, también del pardmetro de forma ¥ Sin pérdida de generalidad y por ser parametro
de escala, para este tipo de estudios en que nos limitamos a revisar el impacto de la frailiy sobre el
proceso de seleccién de individuos, solo se revisard el caso en que A es igual a 1. Cabe sefialar que
eén otros estudios este hecho no necesariamente es valido.
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Comenzamos con el caso en que la distribucién de los tiempos de vida es E7(1). L
funcidn de verosimilitud (1.6) se convierte en

. VR ]
LAS)=] A -
(4.9) I;[ [1+5M,} (H&Lq]

y su logaritmo natural es

1(2,8)= 2 (InA-Infl + 84z, - 2 5 Inft + 62z, ]

1=l =1

Derivando con respecto a los dos pardmetros e igualando a cero, se plantean las ecuaciones
normales

9 ,6)=3 Mg

oA = 1+ 64z,

d 1 St d At
2 0.5)=S L e aa -9 |y AL
35 %9)= Za(“ a +5z;)i11+m

La manera de resolver iterativamente este sistema no es unica. Asi que proponemos usar
algoritmos numéricos iterativos, basados en las formulas que puedan obtenerse mediante el
despeje mas directo. En este caso:

id gin(1+3klkt,)
zu+5dy y %ﬂ=i@+@¢g&

1+ 8, A,1, = 1+6, A1,

y como valor inicial, a los estimadores:

Jy =0 v 5, = minlo, 51(/1 5) I
3 = 9 14,8 J
=1 882 '8:0

Se establece como criterio de paro que max {A,,, — A,1,|8,,, -8, }< e, donde £ es una

cantidad de tolerancia pequefia, digamos 0.000001, que se eligié después de varias pruebas. Note
que el valor inicial de A coincide con el estimador ordinario usado cuando no existe
heterogeneidad, pero la determinacién de 0 es un poco més elaborada y tiene que ver con la
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naturaleza de la funcién de verosimilitud. Los dos valores que resulten al finalizar e algoritmo son
los que nos interesan v los denotaremos por 4 v & .

Se puede mostrar que si T|Z -~ E"(AZ) y Z ~ T{1/8,1/8), entonces T ~ Pareto(1/8,1/5).
Esto impone restricciones sobre los valores del pardmetro & para los cuales se estudia el modelo.
Debido a que la existencia de los momentos de fa distribucién Pareto es condicionada por los
parametros involucrados, decidimos que es recomendable usar solo valores 8& (0,1). De hecho,
elegimos como representativos de ese rango a los valores § = 0.10, 0.30 y 0.75, ademas del caso
de homogeneidad, ¢ = 0.

Los otros factores importantes son la propoicién de censura p y el tamafio de la muestra 7.
Después de algunas pruebas se decidi6 que los valores n = 10, 50, 200 y 500 son adecuados para
iniciar el estudio del comportamiento asintético de los estimadores, que es el interés fundamental
de esta tesis.

Por otro lado, como se menciond en la Seccién 1.4, se usaran las proporciones de censura
p =0, 0.10, 0.30 y 0.50. Después de algunos ensayos iniciales, se determind simular 1000 veces
todas las combinaciones de los valores de & » y p y asi trazar una primera idea del
comportamiento distribucional de los estimadores 4 y & .

En la Grifica 2.17(a) se muestra la forma como evoluciona el comportamiento de la
funcidn de distribucién de 4 conforme aumenta el tamafio de la muestra. Para cada » usado se
nota la forma de S que tienen las distribuciones, pero también sobresale la presencia de sesgo
hacia la derecha, aunque éste vaya desapareciendo conforme crece n. De hecho, en la Grafica
2.17(b) para n = 500, no se observa una desviacidn fuerte de la normalidad. Estas grificas sélo
muestran el caso clsico, en que & = 0 y no hay censura, pero al revisar las gréficas para los deméas
casos simulados se observa un comportamiento similar, con la salvedad de que cuando la
proporcién de censura aumenta, se aprecia un leve incremento en la dispersion.

Como se esperaba, el sesgo, siempre hacia la derecha, y el error cuadratico medio (ECM)
disminuyen al crecer » o al disminuir [a proporcién de censura. En la Tabla 2.1 se pueden apreciar
estos resultados, ademas de la influencia que ejerce el valor del pardgmetro & sobre el

comportamiento distribucional de A .

A simple vista el sesgo no parece seguir un patron definido por 8. Aunque no es claro que
un aumento en el valor de este parametro cause un sesgo hacia la izquierda, lo cierto es que el
ECM disminuye con menot rapidez. De manera breve, en cualquier caso simulado resulta que
ECM — 0 y Sesgo — 0 cuando n — oo; ademas, no se manifiesta una desviacion grave de la
normalidad.

En términos generales, con la distribucién de & pasa algo similar 2 lo que sucede con la
respectiva del estimador 4. De hecho, para § > 0 la distribucion es menos sesgada y va
adquiriendo la forma de S conforme » crece; aunque, como lo exhibe la Grafica 2.19(a), esto ya se
puede apreciar cuando n = 50. El caso en que 6 = 0 es especial, ya que la distribucién de &
siempre es truncada en 0 (Grafica 2.18(a)), ademas las simulaciones no proporcionan evidencia de
desviaciones graves de la normalidad, de acuerdo con las Graficas 2.18(a) v 2.18(b).
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TABLA 2.1 Resultados para el estimador del pardmetro de escala A.
Sesgo y Error Cuadratico Medio

o)
0 0.10 0.25 0.75

Censura n
10| -026079 (0.48148) | -0.18505 (0.39819) | -0.16072 (0.44341) | -0.11750 (0.79458
Sin 50 -0.06636 (0.03913) -0.02534 (0.04043) | -000564 (0.03244) | -0.01175 (0.07577)
censura 200 -0.03117 {0.00856) -(.00728 (0.01080) 0.00121 (0.01251) -0 00298 (0.01952)
500 | -0.01908 (0.00311) | 0.00082 (0.00392) | 0.00087 (0.00509) | 0.00271 (0.00657)
10 -0.26049 (0.43035) -0 22218 (6.44306) 0.22870 (0.71181) -0.35540 (3.41047)
10% 30 -0.07179 {0.04139) -002695 (0.04512) | -0.02972 (¢.06692) | -0.03719 (0.10112)
censura | 200 | -0.03641 (0.00910) | -0.00706 (0.01138) |-0.00544 (0.01495) | 0.00140 (0.02181)
500 -0 02157 (6.00352) -0.00328 (0.00513) | -0.00290 (0 00562) | -0.00067 {0.00800)
10 | -0.38680 (2.56894) | -0.50870 (12.0101) | -0.45270 (7.99323) | -0.42520 {4.09293)
30% 50 -0.09434 (0.06943) -0.07207 (0.06883) -0.07319 (0.09551) | -0.07361 (0.14632)
censura 200 -0.04624 (0.01393) -0.01547 (0.01441) | -0.01122 (0.01834) | -G.01612 (0.02725)
500 -0.02199 (0.00486) -0.00081 (0.00625) -0.00127 (G 00695) -0.00655 (0.01019)
10 -0.58465 (2.76107) -1.17084 (13 1222) ; -0.89690 (8.79561) | -1.57176 (6.38236)
50% 50 -0.12149 (0.07528) -0 11155 {0.07608) | -0.08753 (0.09781) -0.10502 (G 15193)
censura | 200 | -0.05027 (0.01432) | -0.02614 (0.01486) | -0.02546 (0.01886) | -0.01020 (0.02710)
500 -0.02344 (0.00492) -0.01432 (0.00625) | -0.00688 (0.00699) [ -0.00710 {0.01019)

Tabla 2.2 Resultados para el estimnador del pardmetro de heterogeneidad 6.
Sesgo v Error Cuadratico Medio
0 010 0.25 0.735

Censura n
10 | -0.07257 (0.03778) | -0.00372 (0.45508) | 0.05837 (0.09124) | 0.19066 (0.32236)
Sin 50 | -0.03549 (0.00583) | 0.00356 (0.01364) | 0.03308 (0.02986) | 0.05091 (0.06720)
censura 200 -0.02506 {0.00229) 0.00592 (0.00505) 0.00976 (0 00774) 0.00426 (0.01622)
500 | -0.01582 (0.00084) | 0.00309 (0.00733) | 0.00671 (0.00322) | 0.00638 (0.00631)
10 -0.10067 {0.07857) -0.04950 (0.10204) | -0.05055 (0.19233) 0.06787 (0.84083)
10% 50 -0.05145 (0.01174) -0.00633 (0.01751) 0.02645 (0.04389) 0.01848 (0.11088)
censura 200 -0.02795 (0.00274) 0.00221 (0.00711) 0.00951 (0.01268) 0.01481 (0.03076}
500 -0.01871 (0.00116) 0.00320 (0.00343) 0.00530 (0.00447) 0.00730 (0.01113)
10 | 026171 (0.49090) | -0.22729 (0.74074) | -0.26147 (1.49318) | -0.19649 (2.49971)
30% 50 -0.09443 (0.04268) -0.05533 (0.065353) | -0.04572 (0.10981) | -0.02511 {0.29551)
censwa | 200 | -0.04637 (000771} | -0.01173 (0.01337) | 0.00537 (0.02803) | 0.00022 (0.06263)
560 -0.02753 (0.00261} -0.00092 (0.00595) 0.00493 (0.G1064) 0.00641 (0.02540)
10 -0.77394 (1.02139} -0.70015 (1.17929) | -0.69883 (1.91318) | -0.99i81 (3.44470)
50% 50 -0.18079 (0.06645) -0.1729G (0.08036) | -0.13628 {0.12629) | -0.14174 (0.31497)
censura 200 -0.08069 (0.01207) -0.04107 (0.01512) 1 -0.02304 (0.02854) [ -0 00109 (0 06263)
500 | -0.04542 (0.00392) | -0.01892 (0.00627) | -000805 (0.01064) | -0.01037 (0.02550)
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Al analizar el sesgo y el ECM de &, segin la Tabla 2.2, se observa que ambas cantidades
disminuyen cuando s crece; por otro lado, cuando aumenta la censura aumenta el ECM. Es
interesante notar que el incremento en la proporcidn de censura provoca un sesgo hacia la derecha
(lo que se refleja en el signo negativo del sesgo) y que el aumento de heterogeneidad se traduce en
aumento del sesgo hacia la izquierda. Esto es un motivo de que siempre exista sesgo y que esta
cantidad no exhiba un patrdn bien definido. Lo cierto es que entre menos heterogénea sea la
poblacion bajo estudio, menor ECM se obtiene, llevandonos a pensar que el cuadrado del sesgo se
puede considerar despreciable,

Cuando se utilizan métodos numéricos y algoritmos iterativos de manera inmediata surge
la interrogante: la solucion encontrada, jdepende de los valores iniciales de los parametros en la
forma iterativa?. Para contestar esta cuestion, vamos a analizar el caso para una frailfy Gamma y
tiempos de vida exponencial.

Considere la forma genérica de 1a funcion de log verosimilitud
I(A,8)=d[n A —In(1+ 641)] - %In(l +81)

Existen resultados sobre las condiciones que garantizan valores maximos o minimos de
funciones vectoriales, ver Marsden y Tromba (1987), por ¢jemplo. Sin embargo, las expresiones
de las ccuaciones normales que resultan no nos permiten aplicar todos esos resultados
directamente. De esta manera al no poder demosirar analiticamente la existencia de maximos,
decidimos evaluar el comportamiento de la verosimilitud en forma grafica.

La dificultad surge especificamente con el pardmetro 9, para el cual ni siquiera ha sido
posible determinar una expresién de los puntos criticos de la verosimilitud.. Las siguientes
Gréaficas 2.19 ¢ y 2.19 d, sobre ¢l comportamiento de la funcion de log verosimilitud, proporciona
una idea del comportamiento de la verosimilitud y dan informacion de la existencia de valores
maximos. Estas graficas exhiben la funcion log verosimilitud en z = 1. El efecto de cambiar el
valor de 7 sobre la grafica es ¢l de hacer mas o menos pronunciado el patrén obtenido, Para una
muestra de tamafio #, el comportamiento grafico se espera sea similar al anterior.

Para el pardmetro A es posible encontrar los valores criticos. Cuando la observacidn no es
. d .
censurada, la derivada o 1(A,8 )serd igual a cero cuando A =1/7, que como podemos notar en la

anterior Grafica 2.19 ¢, maximiza la verosimilifud. En el caso en que existe censura, de acuerdo a
la Grafica 2.19 d, no existen valores criticos mas que en la frontera. En este caso, dada la
monotonfa de la funcidn, el efecto en el producto de verosimilitudes es solamente un cambio de
escala.

Para las demds familias frailfy consideradas en este trabajo v de acuerdo con otros estudios
de simulacion reportados en la literatura, se espera un comportamiento grafico adecuado a la
funcién log verosimilitud, que muestre la existencia de éptimos, De esta manera se argumenta que
la solucidén no dependerd de los valores iniciales usados en el algoritmo iterativo.
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Grafice 2.19 d. Funcién de log verosimilitud: frailty Gamma y distribucidn de tiempos de

vida Exponencial ¥ con censura.
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Procedamos ahora a estudiar el caso en que la distribucion de tiempos de vida es

Weibull(,9). Del Capitulo 1 sabemos que T|Z ~ Weibull(A, Z7,7) easl que la funcién de
verosimilitud (1.6} queda como

1+%3 dg' 16 I_di
o o 1 B
T [t | [

y su logaritmo natural es

i

12,7,8)=Y d (0 ¥ - ml+ e Y )- 3 ; Infl+ (3 ¥ ]

=] =]

Derivando se obtiene

d d — ()

T hy,s) = 3T

aﬁ' ( / ) =] ZJ"‘&(RI‘Iﬂ

o i d WAz Y n(a) | (A ) In(ar)
L I0y,8) = Y| S| 14ym(i ) OIS DAL, :
87/( 78) pn /1[ i) 1+6(As Y 1+6(A Y
J 1 (1 (Y

_1(2‘5 35\ = ey 11'1[1‘!'“5(}-? )Y]_ (*"'d \ﬁ -2

a Ay r:V / ;:152 L Ny d ;ka [}1—5—5(115)},

Igualando a cero estas derivadas se puede ver, como sucede con la distribucién de los
tiempos de vida Exponencial, que no hay una manera Gnica de elaborar un algoritmo iterativo.
Procediendo con el despeje mas sencillo y directo, proponemos usar las formulas:

Ay = 2(14-5 d )(l‘ 7’k Vi = iln(ﬂ%t! ){ (7» ; )7, d! -|

1+8, (e, )& |

S nfi+6, (A, Ve

— =1

0. .=
BN \1-:-5 d Az )/k
Y| 148, (/'Lr)/r’f

1=




Para iniciar el proceso de solucién numérica empleamos el algoritmo iterativo que se usa
en el caso ordinario de no heterogeneidad en la poblacién para obtener 7, independientemente de
Aoy & (ver Cox y Oakes, 1989). Después calculamos el valor inicial

S

=]

para ¢l parametro de escala A, que coincide también con el estimador en los modelos de no
heterogeneidad, y podemos entonces calcular el valor inicial

3 |
— Aﬁ,yﬁgé)iézo

. p o6
—— A,y ,6)|
R

para el pardmetro de heterogeneidad. El criterio de paro
max{M’kH _A'k‘:fykﬂ F’J/kiﬂ‘slﬁ-l -0, }< £

donde € es una cantidad de tolerancia pequefia, digamos 0.000001, para garantizar una precision
de 5 cifras decimales en las estimaciones. Al final, el algoritmo generaré las estimaciones de 4,

y & . Lo repetimos 500 veces para extraer informacion acerca de sus distribuciones.

A diferencia del caso Exponencial, no es sencillo determinar la distribucién marginal de 7'
al derivarla de la distribucién de T'|Z, asi que decidimos hacer las simulaciones para los mismos
valores de 6= 0, 0.10, 0.25 y 0.75. Para determinar la influencia del valor de ¥ sobre los
resultados, vsamos y= .30, 1.50 y 5.0. Como en el caso anterior, nos limitaremos al caso A =
sin perder generalidad. Asi que, al crecer el valor de ¥, la distribucién Weibull(A, ) se va
concentrando alrededor del valor 1 y se torna menos asimétrica, o sea que tendremos menos
variabilidad y muchos valores en una veciodad pequefia de 1. En cuanto a los otros elementos, # y
p, decidimos usar » = 10, 50, 200 y 500 v p = 0, 0.10, 0.30 v 0.50, como en el caso de la
distribucion Exponencial. Las Gréficas 2.20, 2.21 y 2.22 y las Tablas 2.3, 2.4 y 2.5 resumen los
resultados obtenidos. Procedemos a explicarlos.

Las Graficas 2.20(a) y 2.21{a) muecstran la evelucién de las distribuciones de 4, 7y 8,

respectivamente, conforme crece el tamafio de la muestra. Al igual que en el caso Exponencial, se
distingue un sesgo hacia la derecha y una variabilidad que desaparecen conforme » aumenta.
Asimismo, las Gréficas 2.20(b) vy 2.21(b) (para n = 500) son evidencia grifica de que las
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distribuciones 4 y 7 no tienen desviaciones fuertes de la normalidad. Por su parte las Graficas

2.22(a) y 2.22(b) muestran lo mismo para la respectiva distribucién de &, con la caracteristica de
que en este caso (con & = 0) la distribucién muestral es truncada en el cero. Esto sucede debido 2
que como no es posible tener valores negativos de los estimadores, se usa como criterio que, en
caso de que esto suceda con alguno de los pardmetros de la distribucién frailty, se reemplace el
valor final por 0. Esta convergencia a la normalidad se observé en todos los casos que se
simularon. Ahora conviene hacer un analisis de caracteristicas particulares de las distribuciones de
los tres estimadores en cuestion. El Sesgo y el ECM para cada caso simulado son presentados en
las Tablas 2.3, 2.4 v 2.5.

Analizaremos primero ¢l comportamiento distribucional de A. Comencemos con el caso
de no heterogeneidad (& = 0), donde es claro que el sesgo presente es siempre hacia la derecha
pero disminuye, al igual que el ECM, segin aumenta el tamafio de la muestra o disminuye la
proporcién de censura. El valor del pardmetro y resulta ser relevante v las Tablas 2.3 muestran
evidencia de que cuando ese pardmetro toma valores altos se produce menor sesgo absoluto v el
ECM se torna insignificante (comparar la tabla con y= 5.0). Quiza esto se deba a que la
distribucién Weibull(4,7) tiene mayor variabilidad conforma disminuye el valor de y. Para valores
positivos de &, el comportamiento del ECM de 4 es esencialmente el mismo que en el caso de
poblacién homogénea, no obstante que el sesgo muestra una pauta que a primera vista puede
parecer erratica y merece atencion especial.,

El valor y el signo del sesgo dependen de los cuatro factores n, p, 8y ¥ Por sencillez nos
limitamos a examinar primero el caso en que no hay censura. No es evidente que si mantenemos a
v fijo el sesgo desaparezca a medida que la muestra es mds grande o que la poblacién es menos
heterogénea, ya que esto sélo es claro cuando y= 0.30, donde ademas el signo del sesgo no
cambia. Cuando y= 1.50 o 5.0 hay cambios de signo para los valores § > 0 y el sesgo crece si el
valor de ese pardmetro crece; de hecho, ese crecimiento es hacia la izquierda provocando que el
signo pase a ser positivo. Al estudiar los casos en los que hay censura presente se observa que,
independientemente del valor de 7 el sesgo crece hacia la derecha cuando aumenta la
heterogeneidad; pero si mantenemos a & fijo y hacemos crecer a ¥, el sesgo disminuye en valor
absoluto.

En resumen, si n o ¥ crecen, independientemente del valor de p y &, el sesgo absoluto
disminuye; el aumento en la heterogeneidad y el aumento en la censura presente en los datos
provocan aumentos de sesgo hacia la izquierda y derecha, respectivamente. Asi que para el
cambio de signo del sesgo no tenemos otra explicacién que sugerir que sobre £ste influye més el
nivel de heterogeneidad & en la poblacion que la cantidad de datos censurados. El comportamiento
del ECM es més sencillo de resumir. Este disminuye siempre que 7 o yaumentan o siempre que 8
0 p decrecen. De otra manera el valor del ECM aumenta.

Ahora estudiamos las Tablas 2.3 y 2.4 que contienen los resultados de los estimadores Ay

8, respectivamente. Cabe aclarar que para estos estimadores sélo se comparan los resuftados
obtenidos con los mismos valores de los pardmetros. Bajo esta condicidn, el sesgo y el ECM

siguen el mismo comportamiento que exhibe el sesgo para A4, lo cual no es sorprendente. El
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comportamiento de los tres estimadores debe estar estrechamente relacionado por el hecho de que
son obtenidos de manera conjunta a partir de una funcién de verosimilitud. Por esto creemos que
no es justo comparar los estimadores obtenidos aqui con ios que se obtuvieron en el caso de una
distribucién de tiempos de vida Exponencial. Con el caso Weibull se iatroduce un nuevo
pardmetro y se provocan problemas que no se tuvieron antes, como el hecho de que para p = 0.30,
0.50 y n = 10 no hayamos obtenido resultados debido a que ¢l algoritmo no converge.
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¥=1030

TABLA 2.3 Resultados para el parametro de escala A.

Sesgo v Error Cuadritico Medio

0

0.10

0.25

0.75

Censura

Sin
censura

10
50
200
300

-2.10838 (329727)
-0.52552 (1.60604)
033950 (0.21884)
-0.06270 (0.03864)

-3.35723 (32.2599)
-0.46296 (1.78149)
-0.05767 (0.19608)
0.04742 {0.06390)

3.99032 (59.1704)
-0.52513 (3.51448)
-0.04831 (0.26931)
-0.03269 (0.19203)

-4.50793 (68.4034)
-0.81435 (7.47283)
-0.19372 {0.54899)
-0 05214 {0.14463)

10%
censura

10
50
200
500

8.01041 (139.718)
-0.46842 (1.55303)
-0.12392 (0.15781)
-0.04281 (0.03801)

“13.2298 (227.025)
-0.67840 (4.58630)
0.00052 (0.20260)
0.07000 (0.08841)

“11.6136 (202 878)
-1.34551 (65 9278)
-0.02364 (0.40792)
-0.02348 (0.12687)

“15.7041 (314.141)
0.87606 (7.20936)
0.12193 (0.60980)
-0.07419 (0.27336)

30%

censura

10
50
200
500

-0.74613 (7.73676)
0.07777 (0.14970)
-0.04866 (0.05041)

-0.94487 (10.8366)
-0 01506 (0 63013)
-0.07349 (0.08641)

-2.35432 (19.5045)
0.00412 (0.77734)
0.16633 (0.25405)

-2.53087 (22.2500)
0.00515 (2.92314)
0.18835 (0.66482)

50%
censura

]
A

30
200
500

-1.64541 (18 4952)
-1.16668 (1.67533)
-0.09654 (0.11192)

-1.11237 (9.64707)
0.07977 (0.46574)
0.12258 (0.09395)

-2 88050 (23.5572)
0.08430 (0.67328)
0.21369 (0.26916)

945798 (114.320)
0.18620 (3.13246)
0.03496 (0.69846)

¥ =150

0

0.10

0.25

0.75

Censura

Sin
censura

10
50
200
500

-0.17520 (0.17172)
0.05241 (0.01846)
-0.01542 (0.00311)
-0.00946 (0.00115)

-0.10948 (0.11319)
0.02172 (0.01942)
0.00493 (0.00567)
0.01026 (0.00242)

0.11191 (0.24366)
-0.01249 (0.03328)
0.00188 (0.00822)
0.01048 (0.00361)

0.03757 {0.32372)
-0.03327 (0.05703)
0.00266 (0.01300)
0.00747 (0.00470)

10%
censura

10
50
200
500

012656 (0.15963)
-0.04661 (0.02114)
-0.01360 (0.00371)
-0.01160 {0.00181)

-0.11258 (0.17836)
-0.03945 (0 04361)
0.00532 (0.00673)
0.01036 (0.00312)

-0.09514 (0.18159)
0.00356 (0.03624)
0.01256 (0.01167)
0.03028 {0.00762)

0.04679 (0.33843)
0.03315 (0.12019)
-0.00789 (0.02143)
-0.01015 (0.00684)

30%

censura

10
50
200
500

_0.06871 {0.05687)
-0.00674 (0.00434)
-0.00599 (0.00134)

-0.04948 (0.05069)
0.02762 (0 00721)
0 02800 (0.00351)

-0.01372 (0.05690)
0.03426 (0.02471)
0.06180 (0.01116)

-0.00726 (0.20985)
0.10208 (0.06447)
0.13166 (0.04789)

50%
censura

10
50
200
500

006612 (0.04423)
20.01784 (0.00669)
-0.00491 (0.00143)

-0.08600 {0.04725)
0.01144 (0.00651)
0.03961 (0.00301)

0.04235 (0.04308)
0.08939 (C.01162)
0.09177 (0.01223)

001912 (0.24161}
012421 (0.06454)
0.14945 (0.05798)
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Y =58

0

0.16

0.25

0.75

Censura

S
censura

10
50
200
500

-0.02607 {0.00729)
0.01309 {0.00141)
-0.00401 {0.00025)
-0.00234 (0.00009)

~0.02730 (0.01124)
-0.00875 {0.00184)
000152 (0.00049)
0.00199 (0.00023)

0.01835 (0.01065)
0.00014 (0.00266)
0.00289 {0.00070)
060238 (0.00032)

0.06533 (0.01870}
000915 (0.00463)
-0.00165 (0.00121)
0.00674 (0.00050)

10%
censura

10
50
200
500

-0.01261 (0.00173)
-0.00454 (0.00029)
-0 00290 (0 00010)

-0.00697 (0 00218)
0.00160 (0.00062)
0.00603 (0.00025)

0.00328 (0.00331)
0.00490 (0.60096)
0.00647 (0.00055)

-0.01727 (0.00826)
-0.00403 (0.00193)
0.00094 (0.00600)

30%
censura

10
50
200
300

2001609 (0.00223)
-0.00409 (0.00034)
-0.00206 (0.00012)

-0,00841 (0.00297)
0.00534 (0.00069)
0.00775 (0.00026)

0.00411 (0.00521)
0.01186 (0.00156)
0.02152 (0.00112)

0.02232 (0.01709)
0.03229 (0.00633)
0.04878 (0.00537)

50%
censura

10
50
200
500

-0.01833 (0.00324)
-0.00090 (0.00039)
-0.00142 (0.00014)

-0.00540 (0.00291)
0.00647 (0.00039)
0.01121 (0.00014)

0.01550 (0.00349)
0.02765 (0.00121)
0.02895 (0.00057)

0.01973 (0.01122)
0.04221 (0 00710)
0.05115 (0 00576)

Y =030

Tabla 2.4 Resultados para el pardmetro de forma .
Sesgo y Error Cuadratico Medio

0

0.10

0.25

0.75

Censura

Sin

censura

10
30
200
500

20.09558 (0.00204)
-0.03290 (0.00398)
0.00714 (0.00044)
-0.00391 (0.00013)

20.05205 (0.03970)
-0.01913 (0.00400)
-0.00062 (0.00074)
-0.00372 (0.00026)

0.09170 (0.06696)
-0.01316 (0.00390)
0.00066 (0.00088)
0.00026 (0.00040)

-0.08861 (0.09062)
-0.01529 (0.00608)
-0.00346 (0.00112)
-0.00092 (0.00038)

10%
censura

10
50
200
500

-0.13719 (0.00630)
-0.02537 (0.00335)
-0.00499 (0.00045)
-0.00390 (0.00014)

70.14827 {0.10401)
-0.02282 (0.00481)
0.00181 (0.00080)
0.00547 (0.00030)

014105 (0.11814)
-0.02559 (0.02010)
0.00319 (0.00104)
0.00292 (0.00056)

~0.14352 (0.05360)
-0.02042 (0.00944)
0.00023 (0.00157}
-0.00160 (0.00069)

30%
censura

10
50
200
500

-0.03126 {0.00622)
-0.01022 (0.00068)
000079 (0.00021)

L0.02456 (0.01204)
0.00451 (0.00065)
0.00478 (0.00027)

-0.03201 (0.00812)
0.00622 (0.00152)
0.01545 (0.06061)

2001179 (0.01048)
0.02345 (0.00349)
0.02333 (0.00242)

50%
censura

10
50
200
500

0.03017 (0.00736)
-0.00499 (0.000670)
-0.00283 (0.00024)

0.02743 (0.00631)
0.00055 (0.00086)
0.00637 (0.00017)

-0.02938 (0.01292)
0.01002 (0.00127)
-0.01567 (0.00074)

-0.45789 (0.22616)
0.18620 (0.03702)
034960 (0 12401)




.

0

0.10

.25

0.75

0.50632 (1.58710)
-0.11301 (0.07621)
-0.03661 (0.01193)
0.01787 (0.00380)

-0.49886 (1.46569)
-0.10691 (1.22825)
0.00121 (0.01626)
0.02195 (0.00713)

20.54951 (2.22359)
-0.09097 (0.15618)
0.00070 (0.02144)
0.01110 (0.00997)

-0.37404 (1.388453)
-0.08385 (0.18301)
0.01452 (0 02764)
0.00559 (0.00880)

0.61698 (1 34504)
-0.14663 (0.19780)
0.03610 (0.01347)
001072 (0.00519)

0.52668 (1.72753)
-0.12183 (0.14646)
0.00485 (0.01823)
0.01159 (0.00853)

-0.55849 (2.21490)
-0.05880 (0.13352)
0.01350 (0.02824)
003513 (001652)

0.36826 (1.85100)
-0.16428 (0.82454)
-0.00367 (0.03772)
-0.02370 (0.01279)

-0.18769 (0 15649)
-0.01892 (0.01349)
-0.00936 (0.00431)

-0.14128 (0.20057)
0.00693 {0.01628)
0.03849 (0.00701)

-0.68910 {0.11913)
0.02317 (0 03803)
0.07546 (0.02043)

-0.11038 (0.46481)
0.10113 (0.09012)
0 14580 (0.06358)

L0.15714 (0.13632)
-0,02259 (0.01707)
-0.00963 (0.00460)

-0.15152 (0.20992)
0.00819 (0.02079)
0.04627 (0.00650)

-0.00123 (0.11400)
0.10920 (0.02078)
0.11105 (0.01639)

026319 (1 62720)
0.10288 (0.08534)
0.16182 (0.07644)

0

0.10

—

0.25

0.75

178182 (13.7461)
-0.33266 {0.71616)
-0.12644 (0.12531)
-0.05200 (0.05270)

_1.60228 (18.2161)
0.31394 (1.16869)
-0.02578 (0.18325)
0.02030 (0.08673)

162175 (17.3646)
-0.25387 (1.24571)
-0.00293 (0.24741)
0. 02199 (0.10387)

176650 (26.0574)
0.15293 (1.65285)
0.06471 (0.32706)
0.10558 (0.11638)

-0.51037 (1.07873)
-0.10085 {0.16539)
-0.04012 (0.05648)

024941 (1.26051)
-0.01082 (0.21491)
0.09774 (0.08283)

033081 (1.45934)
0.03264 (0.30584)
0.10585 (0.16721)

-0.50895 (2.68809)
-0.10166 (0.48122)
-0.03567 (0 15892)

-0.32868 (1.27630)
-0.10496 (0.19287)
-0.03547 (0.05278)

0.35226 (1.64133)
0.00769 (0.27067)
0.13367 (0.10587)

021392 (1.74730)
0.09718 (0.41444)
0.25368 (0.22833)

0.64556 (4.40938)
0. 22694 (1.08230)
0.54433 (0.75803)

Y =150
[Eensura n
10
Sin 50
censura § 200
500
10
10% 50
censura | 200
500
10
30% 50
censura | 200
500
10
50% 50
censura | 200
500

¥ =50
[Censura | n
10
Sin 50
censura | 200
500
10
10% 50
censura | 200
500
10
30% 50
censura | 200
300
10
50% 50
censura | 200
500

044132 (1.54363)
-0.08805 (0.14341)
-0.04108 (0.05385)

031767 (1.92294)
0.06278 (0.26852)
0.15162 (0.06954)

-0,08820 (2.18582)
0.38602 (0.25863)
037671 (0.60602)

026855 (3 87369)
0.39507 (1.04919)
0.51585 (0.72061)




7 = 0.30

Tabla 2.5 Resultados para el pardmetro de heterogeneidad 4.

Sesgo y Error Cuadratico Medio

0

0.10

8.25

Censura

075

Sin
censura

10
50
200
500

20.23095 (0.35702)
008694 (0.03418)
-0.02834 (0 00412)
0.01519 (0.00107)

Z0.18078 (0.46674)
-0.05855 (0.05843)
0.01273 (0.01326)
0.03256 (0.00642)

015650 (0.99587)
-0.00875 (0.08106)
0.01943 (0.02583)
0.01140 (0 61187)

20.00394 (1.88306)
-0.03152 (0.26819)
006665 (0.06349)
-0.00099 (0.01990)

10%

censurg

10
30
200
500

-0 34103 (1.82358)
-0.07558 (0.04406)
-0.02658 (0.00574)
-0.01354 (0.00133)

046040 (1.42649)
-0.07800 (0.10978)
0.02578 (0.01519)
0.03992 (0 00796)

046578 (3.24982)
-0.12557 (1.05547)
0.05098 (0.03958)
0.03384 (0.02095)

022932 (1.33318)
0.06070 (0.55134)
0.01193 (0.11375)
0.00296 (0.05077)

30%
censura

10
50
200
500

0.14979 (0.18959)
-0.02744 (0.00789)
0.00770 (0.00065)

40.08891 (0.23065)
0.03874 (0.02743)
0.05702 (0.010143

015597 (0.51397)
0.10208 (0.08175)
0.13359 (0.05664)

-0.02534 (1.12741)
0.34443 (0.49914)
0.30995 (0.35167)

50%
censura

10
50
200

-0.16107 (0.32764)
-0.02998 (0.01158)
0.01780 (0 00470)

0.13111 (0.25053)
0.02150 (0.03330)
0.07800 (0.00450)

-0.13350 (0.85280)
0.12795 {0.08461)
0.15885 (0.05990)

004591 (2.63783)
0.45747 (0.53782)
0.45787 (0.44865)

g

0.10

.25

0.75

-0.28260 (0.76130)
007848 (0.02900)
-0.02794 (0.00373)
-0.01737 (0.00115)

70.17281 (0.66866)
-0.04869 (0.06153)
0.01471 (0.01212)
0.02724 (0.00660)

2019178 (1.25633)
0.02482 (0.14247)
0.01531 (0.02530)
0.02366 (0.01138)

0.02942 (1.97110)
-0.02135 (0.35056)
0.00891 (0.05671)
0.01598 (0.02223)

0.28031 (0.88830)
-0.10248 (0.10348)
-0.02916 (0 00637)
-0.01612 (0.00228)

0.17665 (0.87572)
-0.06102 (0.15542)
0.01430 (0.01873)
0.02851 (0.01018)

0.14335 (1.08103)
0.00715 (0.13615)
0.03678 (0.04221)
0,05547 (0.02392)

0.08396 (2.46410)
0 16824 (1.17742)
L0.02029 (0.13331)
-0.07666 (0.03523)

016862 (0.07706)
0.01987 (0.00514)
-0.00786 (0.00057)

0.11670 (6.35825)
0.04958 (0.01916)
0.06720 (0.00934}

-0.00994 (0.29857)
0.09311 (0.08011)
0.14852 (0.05595)

-0.0797¢ (2.25279)
028416 {0.50173)
0.37110 (0.36080)

v =1.50
Censura_{ n
10
Sin 50
censura | 200
500
j 10
10% 50
censura | 200
500
10
30% 50
censura | 200
300
10
50% 50
censura | 200
500

-0.13704 (0.14679)
0.02626 (0.01074)
0.00904 (0.01080)

016138 (0.55204)
0.03884 (0.02823)
0.08396 (0.00107)

0.11732 (0.16738}
0.02272 (£.00047)
0.22869 (0.15712)

024184 (5.49491)
0.35456 (0.47147)
0.43060 (0.46498)
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y =50

0

0.1G

Ky

0.235

0.75

!Censura

Sin
censura

200
500

-0.23159 (0.48052)
0.07567 (0.03051)
-0.02667 (0.00370)
-0.01463 (0.00101)

-0.17560 (0.70588)
-0.05284 (0 07106)
0.01219 (0.01288)
0.01469 (0.00733)

-0.15915 (1.05295)
-0.01415 (0.11010)
0.02661 (0 02602)
0.01819 (001219}

20.03134 (2.43808)
0.12805 (0.30945)
0.09078 (0.11702}
0.18039 (0.16089)

10%
censura

10
30
200
560

-0.10103 (0.05883)
-0.02463 (0.00535)
-0.01351 (0.06110)

-0.04360 (0.04863)
0.01903 (0.00475)
0.03815 (0.00101)

-0.03500 (0.15194)
003287 (0.04104)
0.04641 (0.02362)

019902 (3.74564)
0.02517 (0.12123)
0.01365 (0.04082)

30%
censura

10
50
200
500

-0.11052 (0.11479)
-0.02282 (0.00633)
-0.00745 (0.00072)

-0.10336 (0.25784)
0.03396 (0.03343)
0.06503 (0.00832)

40.01424 (0.36619)
0.08323 (0.08850)
0.01370 (0.03471)

-0.12785 (4.32037)
021429 (0.09183)
0.40697 (0.37648)

50%
censura

10
50
200
500

-0.11965 (0.15889)
-0.01606 (0.00422)
-0.00841 {0.00138)

-0.11175 (0.45655)
0.05051 (0.02560)
0.08057 (0.00316)

0.11707 (0.33197)
0.22788 (0.05233)
0.22979 (0.05303)

0.01992 (4.68366)
0.35166 (0.57447)
0.43043 (0.41272)
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3 Distribuciones Hougaard Il

3.1 Introduccion

En el Capitulo 1 se establecid que los modelos que se analizan en esta tesis para describir a
la poblacién en cuestion como una mezcla heterogénea, suponen que a cada individuo le
corresponde una cantidad, denominada frailty, que describe el riesgo relativo individual. Vaupel,
et al.(1979) sugieren usar la distribucién Gamma debido a sus propiedades de cerradura bajo la
seleccidon inducida por el proceso de mortandad. Hougaard(1984) construye una familia
exponencial no negativa que también posee esta propiedad; mostrando que para lograr esa
propiedad existe la alternativa de que si una familia no la posee, a partir de ella se puede intentar
construir otra familia mas extensa que si la tenga.

Si existen muchas causas de muerte posibles con el mismo riesgo y distintas frailties
independientes, podriamos aproximar la distribucion de Z usando distribuciones estables no
negativas, Es una ventaja que la distribucidn sea estable porque al poseer un dominio de atraceidn
no vacio significa que puede aproximar, mediante sumas de variables, a una clase amplia de
distribuciones. Las distribuciones estables son modelos naturales para la variable frailty, pero
debido al proceso de seleceidn es conveniente considerar una familia més extensa. Para extender
esa familia de distribuciones estables se requerira introducir algunos parametros adicionales, pero
a cambio se logra un cimulo de propiedades que pueden facilitar significativamente las cosas.

Por otro lado, puede ser conveniente revisar si la distribucidn sirve para modelar factores
de riesgo que actiien multiplicativamente, de preferencia para un producto de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, para que la v. a. [nZ sea infinitamente divisible. En
realidad esto se cumple para las disiribuciones estables positivas, para la distribuciéon Gamma y
para la distribucién Degenerada; sin embargo, se verd que la familia Hougaard II entera no
conserva esa propiedad.

Brevemente, la divisibilidad infinita de Z permite que las causas sean agrupadas en

subcausas que tienen efectos aditivos y la divisibilidad imfinita de /nZ permite un efecto
multiplicativo de varios factores de riesgo no observados o no observables. La divisibilidad
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infinita de Z, lo cual no stcede con la divisibilidad infinita de /nZ, es preservada bajo el proceso de
seleccion provocado por la mortalidad de los individuos. Es decir, las variables aleatorias Z| T v
7| T+ son también infinitamente divisibles.

3.2 Construccién y propiedades de la familia

Se proporciona a continuacién una breve revision de las distribuciones estables no
negativas, se muestra como se construye la familia Hougaard I y se discuten algunas de sus
propiedades generales.

Considere una muestra aleatoria de tamafio », digamos X, ..., X, con funcién de

distribucion F. Si existen sucesiones de constantes {a,} y {ba} tales que —EX —a,—4Y, se

dice que F es atraida a G, donde G es la distribucidn de Y. Al conjunto de disiribuciones que son
atraidas a & se denomina Dominio de Atraceion de G. Asi, una distribucion es estable si tiene un
dominio de atraccidn no vacio.

Una definicidn equivalente es la siguiente. Considere una muestra aleatoria Yy, ..., ¥, de la
distribucién Q. Esta distribucion es estable si existen sucesiones {a,} y {bn} tales que

Y, +---Y — 54 ¥+b_ . Las constantes satisfacen a, = »"'® para algin o € (0,2]. Dos casos

particulares de [a clase de distribuciones estables son la distribucién Normal (¢ = 2) y la

distribucion Cauchy (= 1). 81 &, = © se dice que G es estrictamente esta 1971). La

cantidad ¢ se conoce como exponente caracteristico.

1o (Fallar
LaULL (DLl

Las distribuciones estables sobre los nimeros positivos deben cumplir que & € (0,1] v,
aparte de posibles pardmetros de escala, tiene transformada de Laplace

LS(S)=€Xp(—Sa) para s20 .

Este tipo de distribuciones las denotaremos como Ha(z;o, o, 0). Para o < 1, (Feller, 1971), la
densidad es

h, (z;0,0,0)= j;i[lw =) Sen(akit)}

k=1 k!

Incorporando un parametro de escala &, la densidad /Zi(z; ¢, 6, 0), para 6> 0y 0 < < 1,

se define como la perteneciente a la variable aleatoria Z(E . Esta distribucién tiene

transformada de Laplace

&4




L(s)=E, [exp(— s(gffz ﬂ = Ez[exp(— (g-s" ]%1 Zﬂ = E:Xp{—isa J (3.1)

y funcidn de densidad

Y Y
hz(z;cx,ﬁ,o):(%rhz z[%] 0,010 . (G.2)

Introduciendo un nuevo parametro 3= 0 y normalizando la funcién obtenida resulta que

1 1

a o Y o Yo

- haly- L il S A bl I
eXP( ﬁ2+aﬁ 15]/ . z[ér,a,a,o (3.3)

es funcion de densidad, cuya distribucidén correspondiente serd denotada por Ha(z; «. &, B).
Mediante un proceso similar se generaliza la densidad /a(z; 1, 1, 0) a kx(z; 1, &, ) la cual es
degenerada en &, para toda f3. Note que hasta este momento el espacio parametral s ¢l conjunto

{e.6.8)oc (0,116 € (0,00) Be (0,2)] .

Toriiant

distribuciones con valores de los parametros en este conjunto. Serd de vital importancia conservar
en mente que la familia de densidades Ha(z; @, 8, B) se caracteriza por la transformada de Laplace.

Mas adelante se verd que tan intimamente ligada estd la transformada de Laplace con las
propiedades de supervivencia de los modelos frailfy que utilizan densidades de la familia
Hougaard I1.

Resultado 1. Propiedades bésicas de la distribucién H.(z; @, &, f).

a) La transformada de Laplace de Z ~ Ha(z; &, 6, B) es
4] e el
L,(s)= exp(— . (B+sy-p }J (34

b) Para oy & fijos, la familia es de tipo exponencial con Z como estadistica candnica y con -3
como parametro natural, Para ¢ fijo es un modelo de dispersion exponencial.

¢) SiZ~Hz ¢, 6, B)ve>0,ladistribucién de ¢Z es Ho(z; a, &%, B /c).
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d) La familia pertenece a la clase L; es decir, si Z ~ Ha(z; ¢, 6, f3), entonces para cada A € (0,1)

d
existe una variable aleatoria ¥ independiente de Z tal que Z=AZ+7Y .

Demostracion.- Ver Apéndice.m

Notese que la familia GI(6,8), con la parametrizacién usada en el capitulo anterior, se
obtiene con & = 1/2, o sea que Ha(z; 1/2, 6, B) = Hi(z; B, &). Se procede ahora a completar la
familia de tal modo que cubra algunos casos en la frontera del espacio parametral. A § = 0 le
corresponde una distribucion degenerada en el valor cero, por lo que es un modelo de
homogeneidad para poblaciones formadas por individuos no susceptibles a la falla. Aunque este
caso carece de interés, es necesario en la construccidn de la familia. Por otro lado, en el limite
cuando ¢ > 0, se producen distribuciones Gamma, por lo que se define, a Hy(z; 0, 8, 8) como la

)

distribucién T(8,8) v su transformada de Laplace sera L(S):[Bi |, para B > 0. La
5

distribucién Gamma también pertenece a la clase L y cumple con (b) v (¢) del Resultado 1.
Finalmente, ¢l espacio parametral queda como

© ={(ct,8 B)| {(0,1]x[0,e0)x [0, 00 )b { {0} (0,0)x (0,20 )1}

Este conjunto puede desglosarse como sigue:

0={0.5.8) 0.1)x(0.=)x[0,)}
o8, 8)|f11x (0,00)x0,0) } degenerada en & para toda
U{e.5,8)] (0,101 [0,50) } degenerada en 0 para toda o y 8
Ufle, 8. B)| {0} (0,00 )% (0,50) § distribucion IS, ).

Al conjunto de distribuciones Ha(z;, . &, ), para (0,0, ) en ©, ¢s a lo que llamamos
familia Hougaard II. Serd conveniente estudiar el comportamiento de Ha(z; o, 8, ) en la frontera
del espacio parametral. Esto se hard en Ja seccion siguiente cuando se analicen algunas relaciones
funcionales de supervivencia que resulten al utilizar Hax(z; o, &, B) como distribucion frailty.
Mientras tanto, el siguiente teorema presenta algunos resultados acerca de distribuciones limites.

Resultade 2. Distribuciones Limite de A5(z; o, 0., B)-

a) La familia es continua en distribucién. Es decir, si una sucesion {(¢,, &, B,)} € © converge a
(e 6, B) € ©, las distribuciones Hs(z; i, 6, B,) convergen débilmente a Hx(z; ¢, 8, B).
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b) Para o fijoy i > 0, Ha(z; o, % B) converge débilmente a u cuando 8 - <.

Demosiracidon.- Ver Apéndice. @

En la seceidn anterior se menciond que la divisibilidad infinita es un atributo deseable de las
distribuciones frailfy. Como lo muestra el siguiente resultado, la familia de distribuciones
Hougaard II posee esta propiedad, entre otras.

Resultade 3. Convoluciones y divisibilidad infinita.

a) Sean Zi, ..., Z, v. a. independientes tales que Z, ~ Fx(z; &, 8, ). Entonces, la distribucidn de

A Hz(z;a,z;&,ﬁ).

b) La distribucién Hafz; ¢, O, B) es infinitamente divisible; esto es, dada cualquier n, esa
distribucién corresponde a la suma de » variables aleatorias independientes con la misma
distribucion Ha(z; &, 8/n, B)

H

Demostracion.- Ver Apéndice. m

De hecho se cumplen resultados mas fuertes. Thorin(1977) muestra que las distribuciones
estables, Hy(z; o, o, 0) con e (0,1], son convoluciones Gamma Generalizadas, la cual es una
propiedad que implica la divisibilidad infinita. Ademds se conjetura que todas las distribucione

de la familia Hougaard II son también de esta clase de convoluciones ya que al multiplicar {3.2)
por exp(-f3z) y al normalizarse para obtener (3.3), se preserva esa propiedad.

Por otro lado, acerca de mezclas y productos existen resultados variados que ponen de
manifiesto Ja riqueza de la familia Hougaard II. Por ejemplo, en Feller(1971) se demuestra que si
Z ~Hy(z; a, 6,0y y ¥ ~ Ha(z; ¥, ®, 0) son v.a. independientes, entonces 1a nueva v.a. definida por
el producto Z = XY* ~ Hi(z; ory, Soa™, 0). Si la distribucién condicional Z| ¥ ~ Ha(z; o, &y, 0) y
Y ~ Hy(z; y, o, 0), entonces la distribucion marginal de Z es del mismo tipo: Ha(z; oy, d'we™, 0).

Para Z con distribucion Gamma, fh(z; 0, & ), Bondesson(1978) muestra que nZ es
infinitamente divisible. Shanbhag y Sreehari{1977) muestran que esa propiedad se cumple para la
familia entera de distribuciones Hy(z; ¢, 8, 0) y se cumple de manera trivial para las distribuciones
degeneradas: cuando ¢ = 1 0 & = 0. Aunque la familia completa no es infinitamente divisible en e!
logaritmo natural, Ruegg(1970) lo prueba sélo para 5> 0y aze (0,1).
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3.3 Relaciones funcionales para la familia Hougaard I

En esta seccion se estudiardn los resultados de supervivencia que surgen al utilizar un
modelo frailty que involucra una disiribucion perteneciente a la familia Ha(z; o, 6, B). Se obtienen
resultados que no serdn tan especificos como sucedid con la familia Hougaard I, donde la forma
de la funcién de normalizacion juega un papel tundamental. Como se vio en el Capitulo 1, se
pueden calcular las transformadas de Laplace, esperanzas y coeficientes de variacién de Z ¥ v
zlT +, usando a lo mas las tres primeras derivadas de la transformada de Laplace de la
distribucion frailty. Cuando o = 0 resulta el caso de la distribucién I'(d, ), que ya se ha tratado
antes y por tanto solo se consideran los casos en que o = 0.

La transformada de Laplace de Z | Tes

s K RO

Parece ser que, en general, Z | 7 no pertenece a la familta Hougaard II pues no ha sido
posible expresar a LZ}T(I;T ) como la transformada de algiin miembro de esta familia. Atn asi, es

posible caleular £, ) yc V7.{t) facilmente. De hecho, resultan las expresiones:

E, ()=(1-el+8[8+MEF” ) [B+MOT"

Ccv?

zr

()= (1—06)(2—06)-%35(1—06)[]84-1\/[([)]“ +52[ﬁ+M([)]2“ .
(1-c=olp -0

Ambas son funciones continuas de los tres pardametros y del tiempo 7 Ya que ¢ es un
parametro de escala, se supondra, sin pérdida de generalidad y para fines de facilitar el analisis
grafico, que se mantiene constante. Nos interesa determinar el comportamiento de estas funciones
cuando transcurre el tiempo y cuando o o 3 cambian de valor. Para empezar, al calcular la
derivada de £ 2 (r), puede deducirse que es una funcién decreciente y convexa,

independientemente de los valores de o v B, tal como se muestra en la Grafica 3.1. Los limites
- ZIT
=0 1—yee i

lz‘mEZIT(t):;(l—a+5ﬁ“)>0 y limE,, (t)=0

nos indican el valor mds alto y més bajo que alcanza la Ez,r(t)ﬂ respectivamente.

Independientemente del valor de los parametros, el segundo limite es igual a cero. Por otro lado, al
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aumentar el valor del pardmetro f, el primer limite tiende a cero provocando que la curva se
suavice y, si se mantiene a ¢ y 0 fijos, esta esperanza condicional converge a la funcion constante
cero. Por otro lado, cuando B decrece a cero, €l fim, ,E., (¢} crece sin cota permitiendo que la

funcion tome valores muy grandes para tiempos pequefios provocando un decaimiento precipitado
hasta el cero.

Este comportamiento se acentla cuando ¢ toma valores mas pequefios, de hecho, cuando
&« y B convergen conjuntamente al cero, la funcién E, T(z) debe converger a cero para tiempos

posttivos y el primer limite no estard definido. Todo esto se puede observar en la Grafica 3.1.

El andlisis de la funcion CV;,(r) es mas complejo debido a que su expresion es mas

complicada. Independientemenie de los valores de los pardmetros, esta funcién resulta ser
creciente y convexa para el tiempo. Como sucedid con la esperanza condicional anterior, los
limites

m o
limCV} ()= a a)(2+5ﬁ )> 0 y limCV}. {t)=0

10 [1—a+5ﬁa] {300

comciden con los valores mdximo y minimo, respectivamente, que puede tomar la funcion
{Gréfica 3.2). Notemos que los pardmetros afectan al comportamiento de esta funcién solamente
en el sentido de su concavidad. Cuando 8- 0 el primer limite converge a (1-¢))” v ademés

ey ()= 1=+ aMEF)

B A l—a+sM() |

De aqui se pueden obtener las distribuciones limite Gamma (a — 0) y Degenerado (¢t — 1). Otro
caso de distribucion Degenerada surge cuando § — oo. Estos casos representan poblaciones
homogéneas y aunque carecen de interés en este trabajo, conviene tenerlos plenamente
identificados,

La apariencia de la funcion se define principalmente por el parametro . De hecho, los dos

coeficientes de variacion CV;T(I) y CV}

27 (1) tienen comportamientos sorprendentemente

similares {como se puede apreciar en las Gréficas 3.2 y 3.4) cuando 3 crece, a pesar de que sus
expresiones parecen ser muy distintas. De hecho, cuando f = 0.01, para fines practicos, €l
comportamiento de las dos funciones es el mismo. Por sencillez se prefiere analizar el

comportamiento de V. (z).

La transformada de Laplace de Z | T+ es

L, (67)= exp{—%([ﬁ + M)+ -[B+ M) )}

69




O sea, Z| T+ es miembro de la familia Hougaard 1T con distribucion H(z; o, 6, S+M(1)).
Un caso de particular interés surge cuando Z es una frailfy estable (8 = 0) ya que instantancamente
zZlT+ deja de ser estable cuando £ > 0, teniendo como consecuencia que existan todos sus
momentos (Hougaard, 1986). De hecho, £, )y cvl.. () tienen fas siguientes expresiones

sencillas;

E, .. ([O)=8{+M@)} Y CV,. ()= (1;a)[ﬁ+M(z)Tal

Observe que Ezm(r):EZET(t)—(l—a)[ﬁ+M(r)]7]. Ast que, para tiempos grandes, el

comportamiento de ambas esperanzas es esencialmente el mismo. No sélo eso, sino que cuando 3
crece, independientemente del valor de ¢, las dos funciones son bdsicamente las mismas. Eso
también es cierto cuando ot — 1, independientemente del valor de . La esperanza £, (1) ¢s una

funcién creciente convexa del tiempo ¢, pero la concavidad de la curva es afectada por los
pardmetros como se muestra en la Grafica 3.3. Si § crece, la curva se hace mds plana y converge,
para & fijo, a la funcidn idénticamente cero. Los limites

(r):_(i—->0 % limEy, (1)=0

limE
ﬁ o f—s00

0 ZT+ s

indican la manera como el nivel promedio de la frailty entre los sobrevivientes sera afectado por
..................

heterogeneidad habrd al inicio del estudio. Note el papel de parametro de escala que juegad.
Debido a que la heterogeneidad se puede medir de manera relativa a través del coeficiente de

variacion, es mejor analizar la funcion CV;

27+ (), que aparece en la Grafica 3.4.

Independientemente de los parametros, el coeficiente CV .. (f} es una funcién continua

decreciente y convexa. De alguna manera, los limites

. 1-g ,
imev,. =120 g mCr,0=0

establecen el nivel de heterogeneidad o de diversidad en la poblacién al inicio del estudio y que es
claro que al final esa heterogeneidad se elimina. El periodo de tiempo necesario para que la
poblacion de sobrevivientes pueda considerarse homogénea dependerd principalmente del
pardmetro de escala § y del nivel de heterogeneidad al inicio del estudio. Entre mds pequefio sea 3
0 entre mds se acerque ¢ a (0, crece el nivel de heterogeneidad inicial (el primer limite). El limite
de heterogeneidad "infinita": al inicio del estudio se presenta cuando se tiene una distribucion
Jrailty estable y se presentan colas extremadamente pesadas. Asi pues, segln disminuya [,
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Grifica 3.1. E(ZIT), distribucién frailty Hougaard l(er, &= 1, # = 0.5).

Grafica 3.2. CV(Z|T), distribucion frailty Hougaard (@, 5= 1, £ = 0.5).
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Gréfica 3.4. CV(Z|T+), distribucion frailty Hougaard Il{ @, =1, 8 = 0.3).
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en la poblacion aparecerdn individuos con frailfies exageradamente grandes causando que la
convergencia de CV, zr+( #) al cero sea mas acelerada para valores pequeflos de o La complicacién

en el examen de esta familia se debe al nimero de pardmetros que incluye y definitivamente
parece que no abarca una variedad de casos tan extensa como la familia biparamétrica que se
estudiard en el siguiente capitulo.

Usando directamente la transformada (3.4) v la férmula (2.2) se obtienen, para ¢« # 0, la
funcion de supervivencia y los riesgos poblacionales

S(0=exp{ > ([p+ MO - ﬁa)}

M= (B MO -5°) v =618 MEF )

Algunas hipdtesis de interés se sitfian en la frontera del espacio parametral. Por ejemplo, la
hipétesis de distribucion frailty estable (= 0), la hipétesis de distribucion Gamma (o= 0) y la
hipotesis de homogeneidad o distribucién degenerada (=1 6 8 = 0).

La esperanza entre los sobrevivientes £ 27 (£), converge a la funcion cero y tiene como
valor maximo a 6[3“'1 que puede ser tan alto como se quiera, basta tomar & suficientemente
grande. Por tanto, a partir de (1.6) tenemos dos casos distintos para la relacion entre p{t) y u(7) .

e Si §<f' % entonces pu(t) < u(r), cumpliéndose la desigualdad estricta para todo ¢ > 0.

. i . . .
¢ Para el caso complementario, cuando & > 8, durante un periodo de tiempo s¢ tiene la
relacion w(t) > u(f), que después se invierte.

De cualquier forma, siempre hay problemas de subestimacién o de sobreestimacion de p(r) al
usar el riesgo basico y(?).

3.4 Inferencia para la familia Hougaard I

Ahora se presentaran los resultados obtenidos, mediante métodos de simulacion, acerca de
las propiedades estadisticas de los estimadores de Méxima Verosimilitud de los parametros
involucrados en esta familia. Con la finalidad de simplificar ¢l trabajo y porque consideramos que
la distribucion estable positiva Hy(z;a, 8, ) es el miembro mas representativo de la familia
Hougaard II (ya que se construye a partir de esa distribucidn), las simulaciones se Hevaron a cabo
usando la subfamilia de distribuciones H,(z; ¢, a,0).
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Para la distribucién Hy(z;o,,0), las funciones de supervivencia v de densidad
poblacionales son, respectivamente

S(e)= expM( )| y 76 =) MEF expM() ]

De aqui armamos la funcidén de verosimilitud (1.2}, Como sucedié con la familia
Hougaard I, es mas conveniente trabajar con el logaritmo natural de la verosimilitud

o) mf}{(au(zf){m(a T expl MG ) ) fexpl- M, 7))

|

Y d [ma+np( )+ (e- DM, )]~ Y M, )P

=1 =1

It

Derivamos con respecto a ¢y resulta [a suma

i;@):ﬁdfimm(qﬂ_ > MG, ) In ()
aa =] o J =l

Si conociésemos completamente el riesgo acumulado M(7), bastaria igualar esta ecuacion a
cero y obtener la solucion ¢ que maximiza a /), aunque nada nos garantiza de antemano gue
podamos encontrar una expresion analitica para este estimador, lo cual nos obliga a usar métodos
numericos iterativos para poder obtener un valor aproximado en cada caso concreto.

Al igual que en el capitulo anterior, se usardn como distribuciones para los tiempos de vida
la Exponencial y a la Weibull. En ambos casos, sin pérdida de generalidad y por las razones dadas
cuando se analizé el caso de una frailty de la familia Hougaard I, nos limitaremos a revisar los
resultados obtenidos con Aigual a 1. Por lo tanto, nuestro principal interés es analizar el
comportamiento de los estimadores para distintos valores de « vy, en el caso de la distribucion
Weibull, también del parametro de forma 7.

Comenzamos con el caso en que la distribucion de los tiempos de vida es £7(1). La
funcion de verosimilitud (1.2) es

e )=t Tloali, o o, I ensl- e Y

=1

y su logaritmo natural es

Het,1)= Y d (no = A+ (e -k, )= 3 [,

=l =]
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Se deriva (o, A) con respecto a A y a o, se¢ iguala a cero y como resuliado se plantea el
sistema de ecuaciones normales:

1( )= z;& Z{z‘}h‘]‘m

=1

=

d 2 d
— o, A)=> =Yl N -4 | =
5 @M= =3[ —a Jolas =0

Observe que no existe una manera unica para resolver iterativamente a este sistema. Por
sencillez en el despeje, decidimos usar las formulas:

¢

Y4 Sd
=]

i=1

#

k+l (l—ock) . Y o, = e . . n_ .
S|t san iy P~ It

=] I =1

El estimador inicial de A es el usado para ¢l caso ordinario de no heterogeneidad

Para determinar el respectivo valor inicial de ¢, dado A¢, usamos la verosimilitud perfil
L{a, Ag). Como a € (0,11, es posible emplear una rejilla de este intervalo (nos decidimos por una
separacion de 0.05) y tomar como ¢ al punto de la rejilla que proporcione un valor maximo de la
verosimilitud perfil. El criterio de paro es que se cumpla que max{\ﬂ,kﬂ -4 0, —(xk!}<£ ,

donde £ es una cantidad de tolerancia pequefia, establecida después de algunas pruebas en
0.00001.

Para las simulaciones se decidio usar las proporciones de censura (p =0, 0.10, 0.30 y 0.50)
y los tamafios de muestra {(# = 10, 50, 200 y 500} determinados en el capitulo anterior para el
analisis de la familia Hougaard I. Respecto al parametro ¢, después de algunos ensayos se
determiné que « = 0.10, 0.25, 0.50 y 0.90 proporcionarian un panorama general adecuado de todo
el intervalo (0,17 . Cada una de estas combinaciones se simularon 500 veces para esbozar una
primera idea del comportamiento distribucional de los estimadores 4 y @ . La parametrizacién de
Buckle(1995) de las variables aleatorias estables coincide con la que, de manera implicita, usamos
en este trabajo v aunque es mas general que la utilizada por IMSL. para generar variables estables,
para nuestros propdsitos fue suficiente este ultimo.
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En la Gréafica 3.5(a) se muestra la distribucién empirica de 1, obtenida con 500
repeticiones, y se exhibe fa evolucion del comportamiento de esa distribucién conforme crece 7.
Aungue para cada famaflo de muestra usado es notoria la forma de S de la distribucién empirica,
también es patente el sesgo, aunque tiende a desaparecer al aumentar ¢l tamafio de la muestra. De
hecho, en la Gréfica 3.5(b), elaborada para el caso n = 500, no se observa ninguna desviacion
clara de la normalidad.

La distribucion empirica del pardmetro @ y su respectiva prueba de normalidad grafica
pueden observarse en las Graficas 3.6(a) v 3.6(b). Su comportamiento es similar al
correspondiente a A . Cabe observar que quizas el sesgo a la derecha de ambas no es comparable,
pero deben estar estrechamente relacionados. Estas graficas corresponden al caso en que o = 0.50
y no hay censura presente en la muestra, pero los resultados son similares en los otros casos
estudiados. Con la salvedad de que el sesgo vy la dispersidén pueden aumentar o disminuir. Para ver
como ocurre esto se revisaran la Tabla 3.1 y la Tabla 3.2 que contienen el Sesgo y el ECM de los
estimadores A v @, respectivamente.

Empecemos por analizar primero €l contenido de la Tabla 3.1. En la mayoria de los casos
el sesgo es negativo, es decir, hacia la derecha. Este sesgo es menor conforme aumenta # 0 @'y
puede conjeturarse que A es asintéticamente insesgado. Por otro lado, la distribucién fiailsy
adquiere colas mas pesadas conforme o aumenta, asi que puede afirmarse que conforme aumenta
la heterogeneidad en la poblacion aumenta el sesgo. De hecho, con o= 0.10 y con poca
informacion (# = 10), el algoritmo iterativo no converge y en parte esto se agrava por la presencia
de censura en la muestra. La proporcion de censura afecta el sesgo de la siguiente manera: a
mayor censura, mayor sesgo hacia la derecha. E1 ECM presenta un comportamiento similar al
sesgo: cuando ¢ crece o cuando aumenta el tamafio de la muestra o cuando existen mas datos con
censura presentes en la muestra, aumenta el ECM.

Ahora revisemos la Tabla 3.2, Debido a que estamos estimando a o y A conjuntamente, es
logico pensar que sus respectivos comportamientos estén estrechamente ligados. El sesgo de @ es
siempre hacia la izquierda y siempre que » aumenta ¢! sesgo decrece; esto también ocurre al
disminuir la proporcién de datos censurados en la muestra. La relacion entre el sesgo de @ yel
valor de &rno es tan directa como sucede con el caso del pardmetro A.

Aunque en términos absolutos el sesgo se hace mas pequefio cuando « decrece, parece ser
que en términos relativos no hay mucha diferencia en los sesgos calculados para los distintos
valores de «. Esto también afecta al ECM, el cual a simple vista pareciera que ¢s mas grande entre
mas alto es el valor de . Los resultados no deben compararse tan directamente. Lo que es claro es
que el ECM decrece cuando disminuye la proporcion de censura o cuando aumenta el tamafio de
la muestra usada.
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Grafica 3.6 b. Normalidad para ta distnbucion de @ . (n =300, & = 0.50, sin censura)
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TABLA 3.1

Resultados para el parémetro de escala A.
Sesgo y Error Cuadratico Medio

&4
0.10 0.25 0.50 0.90

Censura n
10 | -308.854 (-———) | -2.62180 (198.733) | -0.24354 (0.75701)| -0.04308 (0 19346)
Sin 50 -2.25144 (55.5807) -0.18830 (0.76897) | -0.05360 (0.13309); 000021 (0.03089)
censura | 200 -0.35937 (1.18938) -0.04074 (0.09818) | -001043 (0.02622)| 0.01679 (0.00942)
500 -0.08721 (0.2816%9) -0.03244 (0.04002) | -0.00631 (0.00892)! 0.00970 (0.00348)
10 -1.99204 (47.8087) | -0.32236 (1.17734)| -0.11648 (0 21583)
10% 50 -3 36997 (222.661) -0.20792 (0.61207) | -0.04577 (0 11306)| -0.02328 (0 03421)
censura | 200 -0.43949 (1.85613) -0 04858 (0.11269) | -0 01390 (0.02583)1 -0.00566 (0.00762)
500 -0.14307 (0.38005) -001140 (0.00424) | -0 00238 (0.00955)| -0.00039 (0.00272)
10 232606 (67.8326) | -0.33457 (1.33727)] -0.12380 (0 36682)
30% 50 -3.52006 (142.867) -025465 (1.07766) | -0.04462 (0.11660); -0.02415 (0.03618)
Censura | 200 -0.39406 (1.70068) -007705 (0.13317) | -0 02632 (0.03106)| -0.00306 (0.00864)
500 -0.19194 (0.47886) -0.03744 (0.05421) | -0.00204 (0.01040)| -0.00606 (0.00382)
10 e -3.03019 (468.505) | -0.48954 (1.52192)| 0.03827 (0.64114)
50% 50 -4.06197 (323.632) -025914 (0.97396) | -0.06544 (0 17512)| -0.02821 (0 07987
Censura | 200 | -0.50940 (3.12493) | -0.08756 (0.17531) | -0.01646 (0.04142)] -0.00214 (0.00139)
500 -0.23039 (0.49466) -0.02299 (0.03903) -0 00857 (0.01707)1 0.00059 (0.00049)

Tabla 3.2 Resultados para el exponente caracteristico a.
Sesgo y Error Cuadratico Medio
o
0.10 0.25 0.50 0.90

Censura n
10 | -0.01286 (0.00161) | -0.04425 (0.00524) | -0.07401 (0.02327) | -0.08977 (0.08471)
Sin 50 | -0.00113 (0.00027) | -0.00966 (0.00125) | -0.01326 (0.00483) | -0.02719 (0.01831)
censura | 200 | -0.00039 (0.00003) -0.00220 (0.00024) | -0.00374 (0.00103) [ 0.02035 {0.007353)
500 | -0.00031 (0.00001) -0.00053 (0.00008) | -0.00048 (0.00036) | 0.01413 (0.00284)
10 -0.01681 (0.00186) -0.04224 (0.00835) | -0.07224 (0.02873) | -0 11792 {0.08855)
10% 50 -0.00331 (0.00024) -0.00759 (0.00123) | -0.00906 (0.00402) [ -0.00697 (0.01314)
censura | 200 | -0.00047 (0.00006) -0.00173 (0.00033) | -0.00443 (0.00098) | -0.00469 (0.00290)
500 | -0.00045 (0.00002) | -0.00048 (0.00001) | -0.00149 (0.00037) | -0.00176 (0.00111)
10 -0.01877 (0.00295) -0.04814 (0.01534) | -0.05807 (0.05896) [ -0.08109 {0.15139)
30% 50 -0.00437 (0.00026) -0.00887 (0.00147) | -0.01837 (0.00498) [ -0.02659 {0.01789)
censura | 200 | -0.00059 (0.00006) -0.00262 (0.00032} | -0.00622 (0.00130) | -0.00582 (0.00348)
500 | -0.00056 (0.00002) -0.00098 (0.00013) | -0.0001% (0.00033) | -0.00264 (0.00141)
10 [ -0.01501 (0.00398) | -0.02510 (0.01506) | -0.04818 (C.08185) | 0.08755 (0.48714)
50% 50 -0.00185 (0.00028) -0.00762 (0.00185) | -0.01357 (0.00758) | 0.00061 (0.05108)
censura | 200 | -0.00052 (0.00003) -0.00198 (0 00048} | -0.00533 (G.00170) | -0.00528 (0.00683)
500 | -0.00044 (0.00002) -0.00053 (0.00016) | -0.00241 (C.00066) | -0.00271 (0.00200)
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Ahora procederemos a analizar los resultados para el caso en que la distribucién de los
tiempos de vida es T~ Weibull{A,y). La funcion de verosimilitad {1.2) serd

I—d;

Lie, A y)=1In Ii[ { ody(ae Y [(/1 3 )?']a - exp{— [(/lt, J ]a H I [exp{— [(l 3 )/]a H l

y su logaritmo natural es

[(Ol,ﬁ,,’}/)=id1[lna+lnl+ Iny +{yor~1n(Az, )]~ y (Ar ©

=1 =1

Observe que los parametros & y ¥ juegan el mismo papel en esta expresién, o sea son
infercambiables. Derivando con respecto a los tres pardmetros e igualando a cero estas dertvadas
se obtiene

n o LI
% der)=3 %3 Ly =0
a}v =1 l =1 A{
9 o)=Y el 7 —d Jim(ae )= 0
a'}/ =1 ‘}’ =1

d RN 4
Ez(a,x,y):gg_gy[(m,w_d,}m(m,):o

Debido a ]a posicion de los pardmetros Yy « en las ecuaciones, comprobamos que existe
un problema de sobreparametrizacion, obstaculizando la solucion del sistema. Note que si 8 = yx,
el modelo en cuestion se reduce al caso inmediato anterior en que los tiempos tienen distribucién
exponencial con A como parametro de escala y a 6 como el parametro de la distribucion estable.




4. Distribuciones Aalen

4.1. Introduccion

Con el objeto de contar con otra altemativa para la distribucidn frailty usada en el modelo
(1.1), se examina en este capitulo a una clase de distribuciones que se obtiene al extender una
parte de la familia Hougaard II. Asi pues, en la siguiente secclon se vera que esta extension
permitira que una parte de la poblacién sea constituida por individuos no susceptibles a la falla en
cuestion y que por tanto pueda modelarse usando una distribucion conocida como Poisson
Compuesta. Entre otras distribuciones la nueva familia en cuestion, que denominaremos Familia
Aalen, tiene como miembros particulares a algunas parametrizaciones de las distribuciones
Gamma, Gaussiana Inversa y Degenerada.

Desde el trabajo de Vaupel, et ai.(1979) y hasta la fecha ha habido un notable incremento
en el nimero de modelos propuestos o estudiados en la literatura de Analisis de Supervivencia que
tratan de modelar la heterogeneidad o diversidad presente en las poblaciones. Los trabajos de
Manton, et al.(1981), Hougaard(1984, 1986), Narendranathan y Stewart(1993) y McLachlan y
McGiffin{1994) son algunos ejemplos.

La revisién de estos trabajos nos conduce a la siguiente reflexion: al proponer un modelo
frailty para el comportamiento de supervivencia de una poblacién, ;jqué distribucion parece mas
viable asignarle a la variable frailfy?. En los dos capitulos anteriores y en Hougaard(1986) se
describen algunas propiedades que tratan de justificar el uso de algunas distribuciones frailiy
gspecificas. Por otro lado, es razonable pensar en utilizar distribuciones que nos conduzcan a
resultados similares a los que se obtienen cuando los riesgos son conocidos. Sin embargo, debido
a que el modelo frailty no es observable a nivel individual y a que sélo es posible considerar el
riesgo poblacional p(r), este puede verse como el riesgo asignado a un individuo seleccionado
aleatoriamente de la poblacidn bajo estudio y, de hecho, es lo que realmente se observa en un
estudio.

Hougaard(1986) mostré que la relacion matematica entre ufr) y u(r) puede obtenerse
usando transformadas de Laplace de acuerdo a la relacion (1.6). Con base en esto, Aalen(1988)

sugiere considerar la clase de distribuciones frailty cuya esperanza es igual a 1, con coeficiente de
variacion cuadrado 0 y que satisfagan 1a siguiente relacion sencilla:

ﬁ(t)z[l—&gM(t)} ) (4.1
[#4
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donde los pardmetros involucrados cumplen que ot = 0y 62 0. El caso & = 0 se obtiene tomando
limites. La familia biparamétrica de distribuciones que cumplan esa relaciéon serd llamada familia
Aalen y la denotamos por A(z; ¢, 0).

4.2. Construccion y propiedades de la familia Aalen

En Aalen(1994) se propone una familia de distribuciones frailty triparamétrica que
generaliza a la familia Aalen con dos parametros descrita en la anterior seccion. Dicha familia
triparamétrica involucra un tercer pardmetro y que coincide con la media de la distribucién, un
pardmetro 8 que coincide con el cuadrado del coeficiente de variacion (que proporciona una
medida de la dispersion de la distribucién) y finalmente un parametro . La relacion entre u(r} y

U(7) tiene una expresion similar a 1a usada para definir a la familia Aalen:

s=ruf 1+ S|

A

Es por cuestiones de identificabilidad del modelo el que, sin pérdida de generalidad,
bastara con estudiar la familia Aalen biparamétrica considerando y= 1 fija. De hecho, con un
valor para ¢l parametro y distinto de 1, el modelo frailty solamente sufre un cambio de escala en el
riesgo basico, lo cual no provoca un efecto importante sobre el riesgo poblacional.

En el capitulo anterior se discute que Hougaard(1986) presenta una familia de

distribuciones frailty que se construye a partir de la clase de distribuciones estables cuyo
exponente caracteristico se restringe al intervalo (0,1], el cual puede ser identificado en la
expresion (3.4) como 1-¢ . Bajo el supuesto de que la esperanza de la frailiy es 1 y el cuadrado del
coeficiente de variacion es &, la familia Hougaard II nos conduce a la familia Aalen.
Concretamente, se cumple que A(z; o, 8) = Ha(z; 1-o, (a/8)”, 0/8), siempre que cr< (0,1]y 8> 0.
Esto se deduce de manera inmediata de la relacidn de riesgos establecida como:

ult)

1 Il
=
/";:‘\
| R ..;.4...1
~—— :
sy
| £2
+ z
=
= —---—~'
[l

Cuando o = 0 ¢ & = 0, se reproduce el caso especial de homogeneidad, mientras que con
o = 1 se obtiene la distribucién I'(1/8, 1/8) y con o = 1/2 a la distribucién GI (de hecho se cumple
que, A(z; 172, 8 = Hy(z; 172, (1/28)"%, 128) = H\(z; 1/28, 1/28). Hougaard(1986) sefiala que la
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clase de distribuciones estables se ubica en la frontera del espacio parametral de la familia
Hougaard II. Fsta clase de distribuciones estables no estd incluida en la familia Aalen ya que la
esperanza, y por lo tanto la varianza, no existen. De hecho para esa clase de distribuciones estables
se cumple la relacion

)= cu@MOr” .

donde ¢ es una constante positiva.

Un examen detallado de los valores del pardmetro & > 1, conduce a considerar la clase de
distribuciones Poisson Compuestas que es ampliamente conocida en el estudio de modelos
probabilisticos (Feller, 1971) y no encontramos ningin indicio de que haya sido usada
antertormente como distribucion frailty. Parece ser que esta clase de distribuciones es
precisamente la que se necesita para extender la validez de (3.3) al caso en que o > 1.

Brevemente se esboza a continuacion la manera como se construye una distribucién
Poisson Compuesta. Sean X), X, ... una sucesion de variables aleatorias independientes de una
distribucién con transformada de Laplace Lx(s) . Considere también una variable aleatoria Poisson
N con media p e independiente de las v.a. X. Si se define a la variable aleatoria Z como

;- 0 N=0
X +.+X, N>0,

Entonces su transformada de Laplace es Lz{s} = exp{-p +pLx(s)}. Suponiendo el modelo frailty
multiplicativo, se obtiene Ia funcion de supervivencia

$(0)=exp{-p+v L, M0)]}

y el riesgo poblacional

0 0
ﬁ(f):ﬁalan[M(t)]:_p ginLX{M(f)]

La formula (4.1) se obtiene al establecer que las variables X7, X> ... provienen de una
distribucion Gamma con transformada de Laplace Lx(s) = (v/(v+s))™” . La esperanza de Z es pn/v
v su coeficiente de variacidn es 0 = (1+1)/(pn). Haciendo que la esperanza de Z sea igual a 1,
resulta que v = p1 y la funcién de supervivencia poblacional queda como
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S(t)=exp{—,0+ﬁ{pn _ip_?;[(t)}n}

Derivando el In5(¢), se obtiene el correspondiente riesgo poblacional

E0)==2 11, M@= —p 2L, M)

y tomando o = 17 + 1 se sigue la formula (4.1).

La variable frailty Z es igual a cero con probabilidad positiva: P(N = ) = ¢”. En ¢l caso en
que X sigue una distribucion Gamma, la probabilidad de este evento se convierte en la cantidad
exp(-c¢ /{8 (a—1)]). Una serie infinita para la densidad de la parte continua de Z puede escribirse de
la manera

ieXp[_g(z " alm 1 ﬂ; k!I‘(kEcx —1))(%]“[;“—_11 Jk

El hecho de que al evento {Z = 0} se le asigne una probabilidad positiva corresponde a
suposiciones practicas, por ejemplo, a la consideracién médica de que algunos individuos no son
susceptibles a la enfermedad en cuestion, mientras que el resto tiene un grado de susceptibilidad
variable. Esto causard que la distribucion de T sea defectuosa (o sea que lim, .Glt)<1)

traduciéndose en la presencia de individuos que no sufriran el evento adverso de interés. Esto se
relaciona con el hecho de que la integral

sea finita cuando o > 1.

Comunmente, debido a causas genéticas, bioldgicas o de alglin otro tipo, se supone que
algunos individuos son mucho mds susceptibles a ciertas enfermedades que a otras. Al ser
utilizado ¢l presente modelo, el supuesto de no susceptibilidad puede considerarse como una
aproximacion a un grado de susceptibilidad muy bajo. Por otro lado, existen modelos alternativos
que pueden generar buenos resultados, El modelo de riesgos competitivos ha resultado de gran
utilidad al estudjar la heterogeneidad, como lo muestran algunos trabajos (ver Narendranathan y
Stewart, 1993).
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4.3. Relaciones Funcionales para la familia Aalen

De la ecuacidn (4.1) es evidente la manera como la heterogeneidad causa que la funcidn de
riesgo decrezca cuando transcurre el tiempo. Esto refleja el hecho de que a largo plazo solo los
individuos con bajo riesgo tienen la posibilidad de permanecer con vida; es decir, que no habréan

sufrido la falla en cuestién. La desviacion que aparece entre el riesgo poblacional () v el riesgo
basico u(f), depende de los siguientes tres factores:

i) el riesgo basico acumulado,
1) el grado de heterogeneidad, medido en este caso por §, y
iii) el parametro .

De hecho, puede mostrarse (Grafica 4.3) que el cociente g(z)/u(?), que coincide con Ia

esperanza de £ | T +, es una funcidén decreciente de esas tres cantidades. Notemos que fa funcion
de supervivencia poblacional, partiendo el riesgo poblacional acumulado, estd dada por

M) = ju(x)[HgM(x)rdx
u 1— 1;§ / - st ¢
- 5@){ g0 } -
Yy
M) = [l MG
= éln[i-ch’M(r)] sia=1.

Luego, como S{t)= exp[M(z)], resulta que

S(r):exp{—5(1%&—){1—[1+2M(3)}1a }} o

S{t)= [1+5M(t)]1‘/5 sia=1.
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Como sucedio en el caso de la familia Hougaard II, para la familia Aalen se obtienen
resultados generales que dependen solamente de los pardmetros v de la transformada de Laplace
respectiva. Usando los resultados del Capitulo 1, se determman las transformadas de Laplace,
esperanzas y cuadrados del coeficiente de variacién de las v.a. Z| 7 yZ | T+, usando a fo més las
tres primeras derivadas de la transformada de Laplace de la distribucion frailty. El (mico caso no

trivial se presenta cuando o = 1 que, como se menciond, corresponde a la distribucion I'{1/8, 1/6)
y se estudid en los capitulos anteriores.

La transformada de Laplace de Z | Tes

-

L,,(1)= 1+§E\/I£r)+d exp —_ﬁa{(néﬁ\/{(l‘)w]j_a—(1+§M(r)}lGH ,

1+ M) 8- o
o

Como en el caso de la familia del capitulo anterior, parece ser que en general, Z | T no
pertenece a la familia Aalen ya que no nos ha sido posible expresar a L, (z'r) como la

transformada de Laplace de algiin miembro de esta familia. Sin embargo, derivando M(r;’c) €s

posible calcular la esperanza y el coeficiente de variacién de Z | 7. El efecto del parametro den la
expresidn (1.1) es el de un pardmetro de escala, por lo que para fines de inspeccidén grafica se
tomara 6 = 1 fijo. La esperanza de la frailty entre los que mueren a un tiempo dado f es

5 PN
E,.(t)= 5{TaM(5,} +{1+M(¢}} ,

8

Vamos a elaborar un analisis cualitativo de esta funcion con base en los parémetros y el
tiempo. La Gréfica 4.1 exhibe esta esperanza condicional como una funcidn continua, decreciente
y convexa del tiempo. Los limites

limEZ|T(t)=0 y limE, (1)=8+1

=0
aseguran que al inicio del estudio esa esperanza depende solo del nivel de heterojgeneidad. Asi que
cuando la poblacién bajo estudio es mas heterogénea, la frailty promedio de Z| T es mas alia ya

que van muriendo esencialmente los individuos con mayor susceptibilidad. Al considerar fijo el
parémetro §, se obtienen los siguientes limites:

hmEZ\T() expl-6M(1)] y limE, (t)= lim[l+él\/l(r)]a=l

=0 a0 o

mientras gue para ¢ fijo
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g = . . o -
gl—i}iEz}T(f)—M—(t) N glﬁEZ:T(I):élﬁ[l+aM(t)] =1

Cuando la heterogeneidad de ia poblacién es grande, et comportamiento de esa esperanza
se ve esencialmente como la funcién [M(1)]” y en el limite en el que se obtiene una poblacidén no
heterogénea, esa esperanza es constante e igual a la media de la frailty al inicio del estudio. Para
complementar ¢l analisis de Z | T, se examina el comportamiento del coeficiente de variacién
cuadrado (Grafica 4.2)

=g+l —Z2a+2
5 M+35[1+6M(r):| +|:1+5M(r):|
o

cuya expresion es menos sencilla que la correspondiente a fa esperanza. Los limites

g si O<a<xl St 6]
+7
. 2 N B =
e SO S RN ) R
| ‘ 130 Y (1+6)
5 i ax>1

conducen a que para ¢l rango 0 < o < 1, los resultados coinciden con los que se encontraron para
la familia Hougaard 1. Al derivar la funcion, aungue resulta ser mondtona, su concavidad esta
determinada por una combinacion un poco problematica de sus pardmetros. A pesar de que las

expresiones funcionales de CVZZHT(I) y de CV72, (t) son muy distintas, el comportamiento de

ZIT+
ambas es similar, por lo menos a largo plazo como se puede apreciar al comparar con las Graficas
42vy44.

Por sencillez bastara examinar las cualidades graficas de C¥V}., (¢), que puede obtenerse

de 1a transformada de Laplace de Z | 7+ y resulta ser
]

oG] (e}

A diferencia de lo que sucedid en la familia Hougaard I, parece ser que la distribucién de
Z | T+ no pertenece a la familia 4afen cuando « > 1, pero las expresiones que resultan para la
esperanza y el C'V cuadrado son muy concisas. Se tiene
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Grafica 4.1. E{(Z|T), distribucidn frailty Aalen{a, &=

DA

Grafica 4.2. CVA(Z|T), distribucion frailty Aalen(e, &= 1).
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En O 2M0] v o 0=aisSme]

o

-1
Observe que E,. ()= E, (f)—5{1+—5—M(r)} . El segundo factor del lado derecho de esa
T : o

iguaidad converge a cero cuando pasa el tiempo, por lo que el comportamiento a largo plazo de
ambas esperanzas condicionales involucradas es fundamentalmente el mismo. Pero no s6lo eso,
tambicn se puede probar que con & fijo, se obtienen los limites

lim B, ()= expl-6M(7)] y  limE, (f):!im|:l+§M(t):I_a:i

a0 a—0 o

Por otro fado, al mantener a « fijo, la Uinica diferencia se obtiene en el limite § —» oo, ya
que

— . 1S
tinE,,.()=0 v mEO=infi=2u0)] <

Usando unicamente a los dos pardmetros involucrados en este modelo se logra una gran

diversidad de comportamientos para C Vzﬁﬂ

comportamiento correspondiente a los miembros de la familia Hougaard II. Derivando esa
funcién, resulta que es constante cuando « = 1, creciente cuando ¢ > 1 y decreciente cuando
o <1, independientemente del nivel de heterogeneidad, determinado por el valor de 6.

(). Para empezar, cuando 0 < ¢ < 1, se recupera el

Considerando el signo de la segunda derivada, resulta que CV?_ (¢) es convexa si & <1 o

Z|7
o> 2 yesconcava si 1 < ¢ < 2. Cuando @ = 1, 2 la curva no tiene concavidad: en un caso

porque la funcidn es constante (distribucion frailty Gamma} y en el otro porque la funcion es una
recta.

Para 0 fijo, se tienen los limites siguientes

jO si O<o<l
limCVye, (0)=46 si a=l y ll_fggCVﬁﬂ()=5
iLco si a>l
Y por otro lado, para & fijo, se tiene que
o
— s§i D<a<l
M) si

limCV (1)=1 Y limCV}, (t)=
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Grafica 4.3. £(Z|T+), distribucién frailty Aalen{e, &= 1}

UDTAD

Grafica 4.4. C VZ(Zi 7)), distribucidn frailty Aalen(a, o= 1).
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Estos limites dan idea del efecto del nivel de heterogeneidad presente en la poblacion sobre

~

el comportamnienio de ia frailiy enire los individuos que sobreviven. Para §> 0, debido a que
ZT+ (t)<expl-6 M(f)] resulta que f{t)< u(t) cumpliéndose la desigualdad estricta cuando ¢ >

0. Por tanto, el riesgo M(¢) se incrementard mas répidamente que el riesgo poblacional M(z). E

decir, en la poblacién bésica la susceptibilidad individual es mas alta que la que experimenta la
poblacion en conjunto.

4.4. Inferencia para la familia Aalen

Esta seccidn contiene los resultados obtenidos, usando herramientas de simulacion, acerca
de las propiedades distribucionales de los estimadores de maxima verosimilitud de los parametros
involucrados en las expresiones de las funciones de distribucion de esta familia. De manera similar

tomar un mlembro representatwo de Ia fatha Aalen Se Selecmono la dlstrlbumon Gaussmna

Inversa
11 1 1 {1 1 1 1
GI ;7)7 ZA 9795 :H 5 LR H ;737
[Z 2 25J [Z 2 ) 2(2 125 25J ’(z 28 25} ’

que es miembro de las tres familias hasta ahora estudiadas.

En general, para cualquier miembro A(z; a, &) de la familia Aalen, la funcidén de
verosimilitud (1.6) es

En el caso del miembro A(z; 1/2, ), esta funcion adquiere la expresion

100) =Tl 200G ) e - L 20, )]“ﬂﬂd oo 2-B-20v0)1)|

Debemos encontrar el valor § tal que L(c?) sea un valor maximo. Como se ha anotado
anteriormente, es més conveniente trabajar con el logaritmo natural de 2{9), o sea

Ed[ln# —‘2-111[1+26N[( )]:{+§_ié[1+2m(t5)]1:2

=1
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Derivando con respecto al pardmetro § ¢ igualando a cero, obtenemos la ecuacion

L 16)=> Lh+28mi —=
95 7 ; I+ 286, )] ) 1+25M(11)J =1+20M(,) §°

¢ / ﬂbz{l M(f) 1 i dAM(r;) n
Conociendo la expresién del riesgo acumulado M(?), el siguiente paso es construir una
solucién analitica para la solucién 6 que maximice a L(8); desgraciadamente una vez més, nada
nos puede garantizar de antemano que podamos encontrar dicha expresion analitica, obligdndonos

a usar métodos numeéricos y algoriimos iterativos para poder encontrar un valor aproximado en
cada caso concreto.

Las distribuctones de tiempos de vida usadas para las simulaciones son la Exponencial vy la
Weibull, con el pardmetro de escala A igual a 1. Como se sefial al realizar el analisis para la
familia Hougaard I, esto Giltimo no resta generalidad al estudio, por lo que el principal interés sera
analizar el comportamiento de los estimadores para distintos valores de 8y, en el caso Weibull,
también del parametro de forma ¥,

Comencemos con el caso en que la distribucion de los tiempos de vida es £7(1)}. El
logaritmo natural de la funcidn de verosimilitud (1.6) es

)=%4a [1n1——1n[1+25/1x ]]+5 2}3- [i+262, ]

=1 =1

normales

1+8As i 172
5 A o 1+ 28kt =0
)= z [1+25lz } 4 (1 )

if@ A)= 2[1+25;Lt,]“2[._1_._ A :| 2 d oAt _n

06 - O 1420 | F1+28M, &

Cbserve que no existe una manera Unica para resolver este sistema usando relaciones
lteralivas y para establecer una aproximacion a la verdadera solucidén. Usando el despeje mas
directo, proponemos usar

id,[l Okt (1426 4,1 )”2[1 A, 1 1

) = 1+26,4,2, = L 14268 A

gy = 5= Y 8 = T N ,

>0+28,4,2 )" > dat(1+28,4,,)"°
1=l

1=

91




Como en los capitulos anteriores, el estimador inicial Ag es el que se usa como estimador
de A para el caso ordinario de no heterogeneidad, o sea

4,
— i=]

2

=1

Za

Para & usamos, como en el caso de la familia Hougaard I, al valor

)
—l(ﬂ0,5)
8, = min o,%z(&u,a) ,g‘f =0
s 10, 6)
a8 5o

y como criterio de paro cuando se cumpla que max{lkﬂ -A .68, -8 k}}< £ , donde se establecié
que € = 0.00001.

Para llevar a cabo las simulaciones se usan los mismos valores de la proporcién de censura
(2 =0,0.10,0.30y 0.50) y del tamafio de muestra (# = 10, 50, 200 y 500), como en el analisis de
las familias Hougaard I'y Hougaard II. Con respecto a fa seleccién de valores del pardametro & que
utilizarfamos, optamos por ¢ = 0.10, 0.25 y .75 ademas del caso de no heterogeneidad & = 0. Se
simularon 500 veces cada una de estas combinaciones para poder obtener una primera idea del
comportamiento distribucional de los estimadores £ y § .

La Grafica 4.5(a) exhibe la evolucion de la funcién de distribucion empirica de 4 que se
obtiene con 500 réplicas y puede notarse, aiin con n = 10, la forma de S de esa distribucién. La
evolucién del comportamiento involucra un sesgo a la derecha y una dispersién, pero ambas
tienden a desaparecer conforme crece #. De hecho, segiin la Grafica 4.5(b), elaborada con n = 500,
no se observa una fuerte desviacion de la normalidad. Aunque estas graficas corresponden al caso
en que 6= 0 y cuando no hay censura presente en la muestra, un comportamiento anilogo se
observa en todos los otros casos simulados, con la salvedad de que ¢l sesgo y el ECM pueden ser
distintos. La rapidez de convergencia puede depender de los pardmetros y de los valores de n y p
involucrados.

Para estudiar el pardmetro & decidimos usar los mismos valores que en el caso de la familia
Hougaard I, por lo que es de esperarse que los resultados acerca de su comportamiento
distribucional que se obtienen aqui sean similares a los descritos en el Capitulo 2. De hecho, para

&> 0, la distribucién empirica de & va adquiriendo una apariencia simétrica y forma de S
conforme » aumenta. En el caso especial en que 6 = 0, la distribucion del estimador & siempre es
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truncada en cero (Gréafica 4.6) y ademas hay evidencia grifica de que la distribucién asintética
correspondiente es normal truncada, segdn se nota en la Grafica 4.6(b).

Se eiaboraron también las respectivas graficas de las distribuciones empiricas de A
simuladas con 6= 0.10. Las Gréficas 4.7(a) y 4.7(b) no son muy diferentes de las respectivas
4.5(a) y 4.5(b). En cambio, al cormnparar las Graficas 4.6(a) y 4.8(a) si hay una notoria diferencia,
sobr¢ todo cuando » aumenta. Basta observar que para el caso §= 0.10 la distribucién es
totalmente asimétrica. La conjetura de convergencia a la normalidad (truncada, en el caso 6= 0)

de los estimadores 4 y & es reforzada por las Grificas 4.7(b) y 4.8(b).

La Tabla 4.1 muestra los resultados que se obtienen en las simulaciones para el Sesgo v el
ECM de 1. Ambas cantidades disminuyen cuando » crece y tienden a hacerse mds notables
cuando la proporcidn de censura en la muestra es mayor. En todos los casos simulados se obtuvo
un sesgo negativo (a la derecha). Pero no es claro el patrén de comportamiento al comparar los
resultados para los distintos valores del pardmetro de heterogeneidad 8. Lo cierto es que entre
menos heterogeneidad existe, se presenta un ECM de menor magnitud, el cual parece tender a cero
(en todos los casos simulados) cuando n — oo, Es decir, A si parece ser asintdticamente insesgado
y Su varianza converge a cero.

Ahora vamos a analizar la Tabla 4.2. Notemos que el comportamiento del Sesgo y del
ECM del estimador & es similar al descrito en el parrafo anterior para el respectivo estimador del
parametro de escala A. Cuando aumenta la heterogeneidad, aumenta también el ECM; de hecho,
esto también sucede si se¢ incrementa la proporcién de censura en la muestra. Por otro lado, entre
mas grande sea el tamafio de la muestra empleada, ¢l ECM disminuye. Ya que también disminuye
el sesgo al crecer u, entonces la varianza también se hace mas pequefia. Como se hizo notar en los
dos capitulos anteriores para las familias Hougaard I y Hougaard 11, el sesgo absoluto varia de
manera directamente proporcional a 8, aunque parece ser que el sesgo relativo no cambia.
Finalmente, conforme crece p también lo hace el sesgo.
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TABLA 4.1 Resultados para el pardmetro de escala A.
Sesgo v Error Cuadratico Medio

é

0

0.1G

0.25

075

Censura

Sin
censura

10

50
200
500

036793 (0.88374)
40.07622 (0.04601)
0.03988 (0.00955)
-0.02061 (0.00304)

0.33280 (1.02680)
0.05295 (0.05041)
001107 {0.01443)
-0.00793 (0.00539)

-0.36938 (1.78531})
-0.06751 {0.10066)
-0.00720 (0.01713)
-0.00367 (0.00702)

20.35035 (2.32376)
-0.07415 (0 29676)
000173 {0.02323)
10.00822 {0.01023)

10%
censura

10
50
200
500

-0.25406 (0.73709)
-0.08247 (0.06698)
-0.03076 (0.00981)
-0.02010 (0.00359)

~0.41561 (1.78962)
-0.08316 (6.26039)
0.01265 (0.12089)
-0.00242 (0.00498)

036935 (1.81799)
-0.06505 (0.11891)
-0.01225 (0 01863)
-0.00097 (0 00711)

-0.66191 (3.83347)
-0.12215 (0.65209)
-0 02969 (0.03432)
-0.00165 (0.01269)

30%
censura

10
50
200
500

20.37384 (1.67412)
0.11971 (0.09368)
0.03621 (0.01420)
0.01872 (0.00436)

0.51376 (2.58280)
0.10613 (0.13413)
-0.02390 (0.01551)
-0.00796 (0.00708)

0.52071 (3.25378)
-0.10421 (0.15253)
-0.01280 (0.62069)
-0.00517 (0 00881}

0.48037 (3.08705)
013770 (0.30745)
002645 (0 03770)
-0.00195 (0.01370)

50%
censura

10
50
200
300

066766 (4.32456)
-0.16235 (0.17547)
0.04917 (0.02082)
-0.02802 (0.00799)

0.16233 (0.30897)
-0.05050 {0.03269)
-0.01852 (0.00967)

-0 18417 (0.58082)
-0.03302 (0.03401)
0.01426 (0.01290}

4022369 (1.01021)
0.02851 (0.05382)
-0.02148 (0.01740)

Tabla 4.2 Resultados para el parametro de heterogeneidad 0.
Sesgo v Error Cuadratico Medio

J

0

¢10

0.25

0.75

Censura

Sin
censura

10
50
200
560

024071 (0.65385)
-0.06192 (0.02517)
-0.03198 (0.00422)
-0.01718 (0 00110)

-0.23676 (0.93933)
-0.03031 (0.04583)
0.00877 (0.01098)
-0.00352 (0.00468)

033084 (3.17418)
~0.05005 (0.16887)
~0.00403 (0.02451)
-0.00203 (0.01018)

~0.51084 (3.58894)
0.13403 (1.23663)
-0.00639 (0.09862)
0.01630 (0.03762)

10%
censura

10
50
200
500

20.23360 (0.71330)
-0.07578 (0.03870)
20.03560 (0.00536)
-0.02008 (0.00171)

0.34175 (2.27268)
-0.09986 (0.62686)
-0.01558 (0.01303)
0.00427 (0.00341)

-0.50090 (4.58305)
-0.08864 (0.23161)
-0.00869 (0.03023)
000766 (0.01216)

-1.29744 (6.81816)
-0.29642 (4 52902)
0.06996 (0.14263)
0.00122 (0.04653)

30%
censura

10
50
200
500

~0.48689 (3.27671)
-0.15958 (0.19070)
-0.05260 (0.01394)
-0.02580 (0.00309)

20.77388 (3.57177)
2013674 (0.39410)
2003766 (0.03062)
0.61216 (0.01091)

-0.95433 (5.77501)
-0.18490 (0.51336)
-0.02742 (0.06257)
-0.00755 (0.02439)

-1.26581 (6.84639)
-0.42718 (2.83420)
-0.05325 (0.26314)
-0.00556 (0.09055)

50%
censura

10
50
200
500

1176174 (13.0866)
-0.36446 (0.79459)
-0.09481 (0.04142)
0.05821 (0.01461)

0.43733 (4.02644)
-0.09460 (0.09377)
-0.04248 (0.03654)

047457 (4.38373)
-0.08447 (0.16338)
-0.03677 (0.05869)

-1.01585 (9.78402)
0.12960 (0.63855)
-0.07399 (0.18296)
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Continvamos ahora con el caso en que la distribucién de los tiempos de vida es
Webulli(2,7). El logaritmo natural de la funcién de verosimilitud (1.6) es

[(&&V)ﬂ id,[lnly(ﬂ.tr )H "—%In[l+25(/lzl)"’ ]}+§_ié[1+25(zrz )7}’2

=l

Ahora, derivando con respecto a los tres pardmetros e igualando a cero, se plantean las
ecuaciones normales

n

—1(5& /)= 2 1[11:25;3{))} ;w,[l+25(lr,)"r"z=o

d z . do 12
— S, A, 7)=Y “Lll+yin(As, )- > (A Y In(Ae, ) —=—— +1+286(A) 1:0
2 6.2)=3 L ynlu b S e 22 ofs 200 T

9 (5. 57)= 3 i+26(,y ] Fm__(li}"gé_(ﬂa)y -

28 = & 1+28(Y | H1v28(ay 6

Procediendo como en ¢l caso de la distribucion de tiempos de vida Exponencial,
proponemos usar las formulas iterativas

1 Tr

/’l =1 s

el T I1-{_25l ) ](5 d +|:1+25 (l;fl‘z)ik]m)

o= - :
gln( ){—(}“—‘) (da i+ 28, ]/)

1428, (2.2, )%

_m_.J
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Para iniciar el proceso iterativo se propone usar los valores Ay, v y & calculados a través
del mismo procedimiento mediante el que se obtuvieron los respectivos valores iniciales en el
Capitulo 2 para la familia Howugaard [. El criterio de paro dado por
m«:zx{!ik+£ = s Vi = Vi 0 Oy 8, }< ¢, aplicado con & = 0.00001, nos garantiza una
precisidn de al menos cuatro cifras dectmales.

Del andlisis correspondiente al caso Weibull en el estudio de la familia Hougaard I
también conservamos, tanto los valores usados para los parametros (& = 0.10, 0.23, 0.75 y y=
(.30, 1.50, 5.0), como los valores de la proporcidn de censura (p = (4, 0.10, 0.30 v 0.50) y del
tamafio de muestra (» = 10, 50, 200, 500). Para cada una de estas combinaciones se realizaron 500
repeticiones para conseguir una primera idea de las propiedades distribucionales de los tres
estimadores maximo verosimiles A, 7y 8.

Las Graficas 4.9(a), 4.10(a) y 4.11(a) muestran la manera como evolucionan las
distribuciones de 4, 7 v &, respectivamente, conforme aumenta el tamafio de la muestra usada

en las simulaciones. De manera andloga a lo que sucedid en el caso Exponencial se distingue un
sesgo (hacia la derecha) y una variabilidad que tienden a desaparecer conforme » aumenta.

Las Graficas 4.9(b), 4.10(b) y 4.11(b) elaboradas, con » = 500 vy y= 5.0, para ¢l caso
homogéneo y sin censura muesiran un comportamiento inesperado de las distribuciones empiricas
de los tres estimadores. A diferencia de los resultados que se obtuvieron para la familia Hougaard
en el Capitulo 2 para la distribucion de tiempos de vida Weibull, parece ser que aqui no hay
evidencia de normalidad asintdtica. Aunque la desviacion de la normalidad se presenta sélo en las
colas, ya que son menos pesadas que las correspondientes a una distribucién normal. No obstante,
la Grafica 4.10(b) muestra unos cuantos puntos extremos alejados del resto, pero no sabemos
exactamente la causa de tal comportamiento.

Analizamos primero el comportamiento distribucional del estimador 4. Comencemos con
el caso en que la muestra es homogénea (3 = 0), notando que el sesgo estimado es siempre hacia
la derecha, pero que se reduce, al igual que el ECM, cuando aumenta el tamafio de la muestra
usada o cuando la proporcidén de censura es menor. Como sucede en el caso de la familia
Hougaard I, el valor de yresulta ser relevante y es notorio que valores altos de este parametro nos
conduce a valores bajos del Sesgo v del ECM (Ver Tablas 4.3 v 4.4 acerca del pardmetro 4).
Quiza esto se deba a que la variable aleatoria 7 presenta mayor dispersion a medida que 7y toma
valores mas pequefios. Cuando &> 0, el comportamiento que exhibe ¢l ECM es esenciabmente el
mismo que en ¢l case de no heterogeneidad, no obstante que el sesgo muestra tna conducta que a
primera vista puede parecer erratica y merece atencion adicional.
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El sesgo y su signo dependen de los valores de #, p, 6y ¥ Comencemos con el analisis del
caso en que no hay censura. No es evidente que manteniendo a y fijo el sesgo tienda a desaparecer
a medida que las muestras sean méas grandes o que la poblacién sea menos heterogénea ya que hay
cambios de signo del sesgo para § > 0, pero se nota que si la poblacion es mas heterogénea, el
sesgo crece. Al estudiar los casos en los que hay censura presente se nota que, independientemente
del valor de 7, el sesgo crece hacia la derecha cuando & aumenta; pero si se mantiene a ¢ fijo y
tomamos valores mas altos para yel sesgo disminuye en valor absoluto.

En resumen, si n o y crecen, independientemente del valor de p y &, el sesgo absoluto
disminuye; el aumento en la heterogeneidad o de la proporcidn de censura provoca aumentos de
sesgo opuestos, hacia la izquierda y derecha, respectivamente. Asi que para el cambio de signe del
sesgo no tenemos otra explicacidon que sobre éste influye mas el nivel de heterogeneidad en la
poblacidn que la proporeion de censura.

Ahora centremos nuestra atencidén sobre las tablas que contienen los resultados para los
estimadores 7 y 6. Hay que sefialar que para estos estimadores s6lo es valido comparar los
resultados obtenidos con los mismos valores de los pardmetros vy 0. Bajo esta condicion, el Sesgo
y el ECM de los estimadores P y &, siguen un comportamiento similar al que exhiben los
correspondientes para A, lo cual no debe sorprendernos. El comportamiento de los tres

estimadores debe estar estrechamente relacionado por el hecho de que son cbtenidos
conjuntamente a partir de una sola funcién de verosimilitud.

Finalmente, creemos que no es apropiado comparar los estimadores obtenidos aqui con los
que se obtuviercn en el caso de una distribucion de tiempos de vida Exponencial. En el caso
Weibull la incorporacion de un nuevo pardmetro crea problemas que no se tenian antes, como el
hecho de que para algunas combinaciones de p y # no se obtengan resultados debido a problemas
con el programa de computadora usado para resolver el algoritmo.
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Tablas 4.3 Familia Aa/en. Resultados para el caso y= 1.50

Sesgo vy trror Cuadratico Medio

Parametro de escala A

0

0.10

0.25

075

Censura

Sin
censura

10
50
200
500

-0.06890 (0.07800)
-0.02526 (0.02187)
-0.00693 (0.00877)
0.01296 (0.00730}

-0.00449 (0.07577)
0.01164 (002505}
0.01341 (0.01257)
0.01777 (0.00775)

0.05419 (0.08012}
0.05335 (0.03394)
0.03170 (0.01805)
0.02358 (0.00987)

0.18084 {0.11142)
0.18294 {0.66747)
0.10%11 (0.05241)
0.06518 (0.04507)

10%
censura

10
50
200
500

-0.05621 (0.02674)
-0.02160 (0.00544)
-0.00867 (0.00174)

-0.01860 (0.06622)
0.00590 (0.00751}
0.02274 (0.00364)

-0.00684 (0.05972)
0.02351 (0.01623)
0.03583 (0.00961)

(.06211 {0.09886)
0.07277 (0.05197)
0.04268 (0.01621)

30%
censura

10
50
200
500

-0.09095 (0.10301)
-0.01455 (0.00553)
-0.00863 (0.00157)

-0.05835 (0.04754)
0.01465 (0.10864)
0.02839 (0.00363)

-0.07359 (0.19228)
0.04203 (0.01832)
006725 (0.00988)

-0.06315 (0.40420)
0 04404 (0.09194)
009156 (0.05125)

50%
censura

10
50
200
500

-0.08864 (0.05604)
-0 02016 (0.00904)
-0.00597 (0.00140)

-0.08276 (0.19089)
0.00764 (0.02506)
0.02366 (0.00464)

-0.06449 (0.13196)
0.01439 (0.03646)
0.05832 (0.01131)

-0.09766 (0.41789)
002618 (0.08237)
0.04067 (0.02359)

Parimetro de forma y

0

0.10

0.25

0.75

Censura

Sin
censura

10
50
200
500

0.10564 (1.65778)
0.10185 (0.81981)
0.09365 (0.20016)
0.01086 (0.18489)

0.21657 (1.47640)
0.32794 (0.84811)
0.24518 (0.35575)
0.11841 (0.16503)

0.18880 (1.71937)
0.48214 (1.18795)
029645 (0.73276)
0.18562 (0.24320)

0.59956 (1.43689)
0.73312 (1.80568)
0.77424 (1.20744)
0.62553 (1.04713)

10%
censura

10
50
200
500

0.07305 {0.39611)
-0.02507 (0.02488)
0.01785 (0.00462)

0.09180 (0.88958)
0.07269 (0.09472)
0.03296 (0.01285)

0.24790 (0.85703)
0.17522 (0.36241)
0.09807 (0.07304)

0.45121 (1.22220
0.42361 (0.81658)
0.27778 (0.64696)

30%
censura

10
30
200
500

-0.08254 (0.79913)
-0.01795 (0.01560)
-0.00589 (0.00409)

0.06224 (0.38218)
0.04153 (0 05324)
0.02986 (0.00663)

0.11135 (0.47241}
0.07349 (0 06208)
0.08464 (0.01856)

0.24597 (1.0193)
0.12384 (0.56048)
0.15775 (0.10233)

50%
censura

16

30
200
300

0.04587 (0.65446)
-0.01839 (0.03233)
-0.00690 (0.00486)

-0.02794 (0.51218)
0.01736 (0.33038)
0.03807 (0.01318)

0.00905 (0.94407)
0.09778 (0.11497)
0.07362 (0.01880)

0.12259 (1.04348)
0.16018 (0.18432)
0.12896 (0.26529)
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Parametro de heterogeneidad §

6]

0

0.10

0.25

0.75

Censura

Sin

censura

10
50
200
500

031110 (0.77320)
-0.25240 (0.48891)
-0.09838 (0.16625)
-0.01647 (0.00258)

20.33950 (3.14677)
-0.26717 (0.62780)
-0.19268 (0.50489)
-0.02692 (0.11883)

-0.19749 (6.45104)
-0.34798 (1.01419)
-0.24366 (0 69713)
-0.12077 (0 38085)

0.10321 (15.6513)
-0.04451 (0.92944)
-0.53340 (1.41377)
-0.60398 (1.42336)

10%
censura

10
30
200
500

-0.42083 (1.40137)
-0.53904 (0 07831)
-0.01867 (0.00468)

-0 37845 (1.37737)
-0.11711 (0 52724)
0.03865 (0.04596)

-0.54951 (2 55036)
023671 (1.26713)
0.00574 (0.45563)

-0.72625 (5.63113)
-0.58498 (4.14723)
-0.35324 (2.68073)

30%
censura

10
56
200
500

-0.66027 (4.44398)
-0.04233 (0.14818}
-0.00904 (0.00116)

-0.79400 (6.91337)
-0.10682 (1.20501)
0.06451 (0.02226)

-1.22708 (15.6715)
-0.05830 (1.39960)
0.15912 (023143)

-2.01892 (30.3166)
-0.49683 (9.92578)
-0.02830 (4.49615)

30%
censura

10
50
200
500

-0.92956 (22.1361)
-0.12657 (1.03572)
-0.00929 (0.00128)

-0.50023 (8.28380)
0.10579 (0.90891)
0.03798 (0.20748)

-1 17838 (15.0998)
0.39451 (5.34570)
0.12943 (0.23618)

-1.89468 (27.6711)
-0.73116 (12.6929)
-0.31456 (7.68772)

Tablas 4.4 Familia Aalen. Resultados para el caso y=5.0

Sesgo y Error Cuadratico Medio

Parametro de escala A

)

0

0.10

0.25

0.75

Censura

Sin
censura

10
50
200
500

~0.40274 (0.01085)
-0.02328 (0.00365)
-0.00952 (0 00104)
-0.00609 (0.00058)

20.01789 (0.00868)
-0.02003 (0.00381)
-0.00782 {0.00162)
0.00146 (0.00074)

-0 01906 (0.00987)
-0.02036 (0.00600)
-0 01389 {0.00409)
-0.00425 (0.00219)

0.03211 (0.01124)
0.00719 (0.00649)
-0.00435 (0.00471)
001915 (0.00468)

10%
censura

10
50
200
500

-0.01888 (0.00296)
-0.00577 (0 00057)
-0.00190 (0.00013)

-0.01205 (0.00343)
0.00169 (0.00091)
0.00468 (0.00042)

-0.01763 (0.00637)
-0.00322 (0.00253)
0.00866 (0.00106)

0.00729 (0.00830)
0.01321 (0.00553)
0.01064 (0.00359)

30%
censura

10
50
200
500

-0.00827 (0.01805)
-0.00620 (0.00101)
-0.00063 (0.00014)

-0.00144 (0.02092)
0.00266 (0.00106)
0.01076 (0.00277)

-0.00583 (0.01621)
0.00645 (0.00243)
0.02051 (0.00091)

0.00868 (0.01322)
0.02020 (0.00537)
0.03060 (0.00451)

50%
censura

10
50
200
300

-0.00837 (0.02716)
-0.00476 (0.00065)
-0.00203 (0.00018)

-0.00419 (0.01700)
-0.00028 (0.00124)
0.00836 (0.00026)

-0.00996 (0 01551)
0.00810 (0.00251)
001908 (0.00121)

0.00459 (0.01420)
0.01247 (0.00674)
0.03123 (0.00407)
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Parametro de forma y

0

010

0.25

0.75

Censura

Sin
censura

10
50
200
500

2.69744 (30.0929)
-1.47791 (14.0370)
-0.51306 (4 58370)
-0.47162 (0.39088)

320049 (37.6168)
2.04187 (22.5309)
0.70322 (7.89317)
-0.24459 (3.52120)

337176 (35.8717)
-2 56837 (30.2427)
-1.41338 (18.0172)
0.77120 {9.55684)

3.05861 (40.2931)
3.56010 (33.7630)
277164 (21.7470)
230298 (11.7967)

10%
censura

10
50
200
300

-0.97026 (10.5418)
-0.25652 (1.37673)
-0.5019 (004330}

-1.09031 (13.3778)
-0.17435 (2.25030)
0.05373 (0.40314)

170682 (22.9066)
-0.55936 (8.36888)
0.07921 (1.44941)

-2.05894 (30.0022)
-1.00458 (16.0035)
-0.70084 (12.4332)

30%
censura

10
50
200
500

0.93035 (9.58809)
0.24750 (1.44227)
-0.04674 (0.05892)

-1.02218 (13.1479)
1045509 (0.80424)
0.13793 (0.07086)

0.89908 (12.1842)
0.10725 (2.58431)
0.24807 (0.32650)

-1.10128 (16.1887)
0.01331 (4.49243)
0.19365 (234727}

50%

censura

10
50
200
500

-0.90504 (9.82797)
-0.09393 (0.35747)
-0.04234 (0.35165)

074791 (9.28897)
-0.08653 (1.37853)
0.10891 (0.07350)

-1.10781 (13.9327)
-0.09962 (2.43245)
0.18416 (0.79826)

-1.02193 (15.1929)
0.24308 (5.88651)
0.24697 (1.71834)

Parametro de heterogeneidad &

0

0.10

0.25

0.75

Censura

Sin

censura

10
50
200
500

021723 (1.05126)
011231 (0.88296)
-0.04594 (0.02479)
001463 (0.00152)

0.13846 (1.11809)
0.16524 (0.22832)
0.07392 (0.10760)
0.01006 (0.02710)

-0.00939 (0.78631)
0.00723 (0.15727)
0.05092 (0.14627)
0.01858 (0.07172)

0.5378% (1.27223)
0.28640 (0.39718)
0.06842 (0.31619)
0.06582 (0.25026)

10%

censura

10
30
200
500

0.27881 (5.06077)
006272 (0.05467)
001360 (0.00203)

-0.22436 (0.51765)
-0.03121 (0.11125)
0.02768 (0.02938)

033926 (1.05021)
015740 (0.48103)
0.04045 (0.15256)

-0.15654 (1.46373)
-0.03890 (0.96143)
-0.02913 (0.72677)

30%
censura

10
50
200
500

£.39538 (1.43362)
10.09491 (0.23326)
-0.01024 (0.00410)

-0.54112 (2.72491)
-0.03282 (0.22353)
0.07764 (0.01743)

-0.45853 (2.64638)
010988 (1.01433)
0.15945 (0.16200)

-0.58703 (5.81367)
0.11330 (2.70726)
0.15570 (1.31251)

50%

censura

10
50
200

500

-0.62724 (4.86416)
0.06158 {0 13492)
0.01623 (0.04116)

0.52379 (6.126%9}
0.08312 (0.44156)
0.07083 (0.01663)

0.79345 (4.76329)
0.07872 (0.70425)
0.11861 {0.33392)

0.75851 {6.94619)
034110 (3.90236)
0.17064 (1.42621)
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3 Distribuciones Rocha

5.1 Introduccion

En el capitulo anterior se abordd el caso, que ocasionalmente se puede presentar en la
practica, de que existan individuos en la poblacidén que con toda seguridad nunca van a sufrir el
evento de interés. Es decir, existen individuos que siempre sobreviviran a dicho evento. De la
misma manera, en algunos estudios se pueden presentar poblaciones en la que los individuos sean
susceptibles a la falla s6lo hasta un cierto nivel determinado. Asi pues, si se utilizan variables
Jfrailty para modelar las caracteristicas de supervivencia de poblaciones heterogéneas, puede ser
necesario establecer una cota inferior distinta del cero para los valores permitidos que pueda tomar
la variable frailty. Ninguna de las tres familias estudiadas en los capitulos anteriores es adecuada
para modelar este tipo de situaciones ya que el rango de valores posibles que se le puede asignar a
la fraiity es todo el eje real no negativo.

Una manera de atacar este problema es ¢l que se propone en Simdes(1992). Esta propuesta
involucra una nueva familia de distribuciones triparamétricas, que denominamos Familia Rocha v
denotamos por R(z; ¢, d, ). Esta familia posee, entre otras propiedades deseables, la de establecer
un umbral inferior para la frailty. En esta distribucidn el valor del pardmetro & indicard la
susceptibilidad minima a lIa falla que pueden ostentar los individuos en la poblacion bajo estudio vy
que es debida a causas que no pueden ser evitadas. De una manera similar como la familia
Hougaard Il se construye a partir de las distribuciones estables no negativas, Sim8es(1992)
construye su familia triparamétrlca a partir de la distribucion Pareto.

Cabe seflalar que en esta nueva familia no se incluyen a las ya estudiadas distribuciones
Gamma y Gaussiana Inversa, pero si a la distribucion Degenerada. Al final del capitulo se lleva a

cabo un estudic de las propiedades de supervivencia que se presentan cuando se usa una
distribucién frailty tipo Rocha.

5.2 Construccion de la familia Roecha

Considere la densidad biparamétrica

F(Z;(X,(S,O):(x((SJ 1[6 ) A%z ,] ( \

5Lz
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perteneciente a una distribucién Pareto, donde &> 0y 6> 0 son pardmetros de forma v de escala,
respectivamente. Esta distribucidn es un miembro particular de las distribuciones Pearson clase [V
(Johnson, Kotz y Kemp, 1992) y es conocida como Pareto del primer tipo. La correspondiente
funcién de distribucidn tiene ia expresion

0 s5i z<&
R(z;0.,8,0)=

y su transformada de Laplace es

oo oo

LD (S): J‘e—szaaaz—a-l dz = C{(&g)a J'e—sz (SZ)—ot—l dZ

) [

Usando el cambio de variablie y = sz, resulta que

Lis)=c(8FTl{-a, &)

donde T{a,x)= Je"r'“'ldz‘ es la funcién Gamma Incompleta. Para cualesquiera valores fijos de

los parametros oy 6 y de la variable s se deben usar métodos numéricos para calcular el valor de
esta funcidn.

Ahora, observe que al incluirse un tercer parametro, la funcion

rz0.8,8)=e* L rz; e, S,O)I[S,W)(z]

L,(B)

—fz b - _—0=1

= ¢ FI("a,c?ﬁ)ﬁ : I[{S‘N)(Z) (5.1)
es una densidad para toda 8> 0. Es a esta nueva familia de tres parémetros B(z; @, 8, B), con o>
0, 5> 0y 520 (al caso = 0 le corresponde la distribucion Pareto), a la que denominamos
familia Rocha. La manera de derivar la familia, similar a como se construyd la Hougaard 11,
sugiere que este puede ser un método general util para derivar o construir familias de
distribuciones frailty que posean propiedades convenientes. Los resultados siguientes dan una idea
de la riqueza tedrica que posee la familia Rocha.

Con el pardmetro de escala 8 fijo y 8 > 0, es claro que la familia Rocha tiene como
estadistica candnica a (z, In z) y como pardmetros naturales a (-3, -o¢ -1) ya que
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—fz+{-o-Dnz 1 -
r(ze,8, )= e mﬁ Ijs (2)

Estudiando con detenimiento a la expresion (5.1), se ve que #(z; @, 6, ) es una distribucion
de tipo ponderada (Patit, et.al., 1988). En realidad, la distribucién »(z; ¢, &, ) es una version
ponderada de la distribucién Pareto (z; ¢, 6, 0), con funcion de peso dada por P(s) = exp(-fs).

Khinchin(1949) muesira que la distribucién r(z; o, 8, B) puede obtenerse como la conjugada de la
distribucién Pareto.

Resultado 1. Propiedades de la familia R(z; &, &, B).

a) La transformada de Laplace de R(z; &, &, f3), es

_FI(—cx,5(ﬁ+s)) +ia
2= "1 0. 5) [l ﬁ)

b) Para 8 = 0 el momento de orden % existe sii k < o'y esta dado por la expresion

E(Z% = o8/ (o k).

¢) La familia es cerrada bajo transformaciones de escala. Es decir, si Z~ R(z; &, 9, 5), entonces
cZ ~ R(z; o, ¢, f/c), para todo ¢ > 0.

Demostracion.- Ver Apéndice. =

Thorin{1977) muestra que la distribucion Pareto R(z; ¢, 8, 0) es una convolucidn Gamma
Generalizada y, como consecuencia, debe ser miembro de la clase L y por lo tanto es una
distribucién infinitamente divisible. En el caso en que 8> 0, para que el cociente de transformadas
L(s) = Lo(Brs)/Lo(s) sea a su vez la transformada de Laplace de una variable aleatoria

infinitamente divisible debe cumplirse que
-In L(s) = In Lo(s) - In Lo( +s)
tenga derivada completamente mondiona (ver Feller, 1971; nagina 425).
Por otro lado, si para la familia Rocha integra el /n Z es infinitamente divisible, lo cual es
cierto para la distribucién Pareto de tipo I, entonces sera posible considerar la heterogeneidad
como el resultado del efecto multiplicative de varios factores de riesgo no observados o no

observables.

N <y . . - ,- .
Finalmente, se puede mostrar también que la variable aleatoria ¥ = Z™ tiene densidad
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i
_; - o= 1 I
e’ fy TI(—OC,(Sﬁ) (i.l/é)(y)

¥ que se trata también de una distribucién ponderada. Es una versién Pareto con funcion de peso

P(y) = exp(-p/y). La siguiente seccién contiene un andlisis de los resultados de supervivencia que
surgen cuando se utilizan los miembros de la familia Rocha como distribuciones frailty.

5.3 Relaciones Funcionales para la familia Rocha

Esta seccidn contiene varios resultados sobre las funciones de riesgo y de supervivencia,
tanto poblacionales como individuales, ademas de mostrar que esta familia es cerrada bajo el
proceso de seleccion inducide por la mortalidad. Es decir, s1 Z pertenece a la familia Rocha,
entonces las variables aleatorias 7 1 Ty Z | 7+ también deben serlo. Enseguida se analizan estas
distribuciones y se intenta encontrar algunas caracteristicas de la heterogeneidad que deben poseer
ias poblaciones que sean susceptibles de ser modeladas usando algiin miembro de la familia
Rocha.

Usando resultados de Hougaard(1984) se¢ puede verificar que la funcion de supervivencia
poblacional estd dada por

Por otro lado 1a funcién de riesgo poblacional es

)= 0 1M

=2 tn 1, M)+ B]

) { T~ +1,8[8+M(r)])
—M(f)[ﬁ+M(l)] n(—aﬁ[ﬁ*M(’ﬁ}
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El riesgo acumulado poblacional no puede calcularse explicitamente, pero si se puede al
emplear a la inversa de la transformada de Laplace, evaluada en S(¢). Debido a que 7 involucra a

la funcién Gamma Incompleta, es necesario usar métodos numéricos para calcular 2 M(¢). Otra

opcidn para determinar M(t) utiliza directamente a la integral de u(r), pero se presenta el mismo
obstaculo ya que incluye un cociente de funciones Gamma Incompleta.

Recordemos que una propiedad deseable para las familias de distribuciones frailty es la

cerradura bajo el proceso de seleccién provocado por la mortalidad. De acuerdo con (1.3) la
distribucion de la frailty entre los que mueren al tiempo £, es

. | oMl 1
Forlelt)=ze (jm@] rz;0,8,8)

:e‘zlﬁﬂw(f)]F (6ﬁ) rl(—Oﬁ 5[3) :| Z_aﬁ_
ad[5(8 + M) TI(a+1,8[3+M(r)]) | TI(-c, 58)

=e~zlﬂTm<nﬁ BAMOT | e
(- a+16[B+M(t)D

la cual pertenece a la familia Rocha: #(z; o -1, 6, f§ + M(¥)). De manera analoga, mediante la
relacién (1.4), se calcula la funcién de densidad de la distribucidon de la frailty entre los
sobrevivientes al tiempo 7. Esta ¢s

)= MO ! riz;
fZ\T+(Z‘r)_ L[M(f)] ( ’a76’ﬁ)

:eusz[ (9B F TI(-,58) ]ﬁcﬁ

[B(B+ME)FTI(—a+1,8[8+M()] | TI(~,58)
fpemt [B+M(O)]

=e ()]L (- a+15UB+M } ’

lo cual muestra que también es miembro de la familia Rocha: #(z; o, 8, B+ M(#)). Con la finalidad
de comparar la heterogeneidad entre los sobrevivientes y entre los que mueren, al tiempo ¢, s¢
calculan la esperanza y el cuadrado del coeficiente de variacién de estas dos densidades.

Usando las derivadas de la transformada de Laplace de Z ] TyZ | 7+ se determinan las
expresiones para la esperanza y ¢l coeficiente de variacion. Para los que mueren al tiempo &

112




£, ()= TI{-e+2,8[8 + M)}
B MM —a+ 1,88 +M(r))

cv

zr

()= -0 +3,8[8+ M- +1,5(8 +M(r)])_1
[T(— o+ 2,8[8+M@))F

y para los sobrevivientes al tiempo ¢

_ Ti(~a+1,8[B+M)])
Eys. (t)= 1B +M(OIT{-ea, 8[8 +M()])

cve ()= Tea+ 288+ M a. 805 M)

TI(—a+18[8+M{E)]F

Simdes(1992) hizo la conjetura de que C VZZ|T+ (t)es una funcién decreciente del tiempo. Es

decir, Ia poblacién se forna menos heterogénea conforme transcurre el tiempo. Debido a la
presencia de la funcion Gamma Incompleta, que depende de los parametros de la distribucion, sera
necesario utilizar métodos numéricos para estudiar el comportamiento de estas cuatro cantidades
anteriores. Antes de proceder con el estudio de estas funciones, que ademas dependen del tiempo a
través de la funcidn de riesgo acumulado, conviene hacer algunas observaciones.

Como ha sucedido en algunas de las familias estudiadas en los capitulos previos, el caso
especial de homogeneidad se obtiene en la frontera del espacio parametral: cuando @ — e, § — =
y & — oo, aunque la naturaleza de la homogeneidad es distinta en cada caso. Méas detalladamente,
Si ¢f — oo, se obtiene una poblacién homogénea con distribucidn frailfy degenerada en Z = 6.
Cuando & crece, los valores que puede tomar la variable frailty son cada vez mds altos, hasta llegar
al punto en el que la poblacién puede considerarse homogénea, pero con frailty infinita. En este
caso los individuos morirdn instantdneamente al iniciar el estudio por lo que este caso no es muy
util desde el punto de vista practico. El tipo de homogeneidad que se obtiene cuando § — <o se
comprende mejor teniendo en cuenta la siguiente observacion,

En la familia Rocha, el parametro [ juega un papel similar al que el pardmetro natural
(denotado también por f3) tenia en la familia Hougaard II. En ambos casos -f3, como parametro
natural, fue utilizado para construir una familia mas general partiendo de otra mas pequefia. En ia
familia Hougaard II, con distintos valores del parametro [ se obtuvieron comportamientos
variados de las esperanzas y CF* de las variables condicionales zlr vZ | 7. En cambio, para ia
familia Rocha, el tener distintos valores del pardmetro [ no produce un efecto tan dréastico. El
efecto mas relevante gue produce ¢l crecimiento de B es simplemente el de "trasladar” €] tiempo de
inicio del estudio. Més claramente, consideremos dos valores distintos del parametro 3, digamos
B < B, entonces M(f) +f8; < M(s) + B.. Las esperanzas vy CF’ correspondientes a las
distribuciones determinadas con i v 3, son exactamente los mismos para valores de 1> 3, pero
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para el pardmetro [3;, esas funciones estdn definidas desde 72> §;, mientras que para el caso con
pardmetro [, sélo estan definidas para £ > 5.

Brevemente, las esperanzas y C ? de ambas variables frailty condicionales Z 1 Ty Z E T+,
para 3= B; se pueden obtener de las correspondientes para un valor 8= f; (1 < ;) de manera
directa "recortando” de las graficas el intervalo (51 , ). Por esto decimos que el tomar valores
mas y mas altos equivale a trasladar ef tiempo. Luego, la homogeneidad que se obtiene cuando
B — <= es similar a la que se obtiene cuando o — o= esto es, una poblacién homogénea con frailty
Z = d. Esto se puede observar en las Gréficas 5.1 y 5.3.

Ya se menciond que des un parametro de escala, pero como también es una cota inferior
para el rango de valores que pueden asignarse a la frailty de los individuos de la poblacién bajo
estudio, conviene estudiar el efecto que tiene el valor de este pardmetro en el comportamiento de
z|T vZ | T+, Es claro que al aumentar & los individuos con frailfy menores van quedando filera
del estudio, o lo que es lo mismo, en la poblacién se mantendran solo los individuos con niveles
frailty altos. Como consecuencia, ademds de que disminuye la heterogeneidad, la poblacién
alcanzarad grados de homogeneidad iguales en tiempos cada vez mas cortos. Lo contrario debe
suceder cuando & — 0. Lo anterior es una conclusién natural porque al tener individuos con
Jrailties pequedias, en promedio tardardn mas tiempo en presentar la falla. Resumiendo todo lo
anterior, parece que el comportamiento de las esperanzas y CF? de Z!T y 21 7+ dependen

esencialmente del parametro oy del tiempo, a través del riesgo acumulado (ver Graficas 52 y
5.4).

Ahora se analizan las esperanzas de las variables condicionales Z |7 y Z | 7+ Ambas son
cocientes de funciones Gamma Incompletas en los que solo cambia el valor del pardmetro .
Debido a esto es de esperarse que el comportamiento de ambas esperanzas sea similar. Utilizando
meétodos numéricos calculamos para distintos valores de o y usando, sin perdida de generalidad, el
riesgo acumulado M(#) = ¢, el valor de esas esperanzas y graficamente se muestra (segim las
Graficas 5.1 y 5.3) que su comportamiento es sorprendentemente parecido, lo cual sucedié con
algunas de las familias anteriormente estudiadas.

Como funciones del parametro ¢, las dos esperanzas condicionales son decrecientes
convexas ademds que parecen converger a la funcién constante §. Esto concuerda con el hecho de
que en el limite o — e, se obtenga el caso de poblaciones homogéneas. Pero ademés, como
funciones del tiempo, esas esperanzas son también decrecientes convexas y conforme pasa el
tiempo convergen a &, independientemente del valor de ¢ (v de 5).

De la misma manera, por tener una expresién del mismo tipo, fos C VA de Z , T'yz ! 7+ deben
tener comportamientos muy parecidos entre si. Una vez mads, mediante métodos numéricos se
elaboran las graficas de esas funciones para distintos valores del pardmetro o vy usando M(¥) = ¢
(ver Gréficas 5.2 y 5.4). Ambas son decrecientes convexas como funciones del pardmetro o y
decrecen a cero cuando « — e Por otro lado, también como funciones del tiempo son
decrecientes y convexas converglendo hasta el cero cuando 1— <, 0 sea que la poblacién se torna
homogénea conforme transcurre el tiempo. En ambos limites se obtienen poblaciones con
homogeneidad de la misma naturaleza.
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Grafica 5.1. E(Z|T), distribucion frailty Rocha(e, =1, f=1).

Grafica 5.2. CV(ZiT), distribucidn frailty Rocha(er, 5=1, = 1).
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1.

Grafica 5.3. E(Z|T+), distribucidn frailty Rocha{er, =1, #

SN2

Gréafica 5.4. CV* (Z]T+), distribucion frailty Rocha{e, =1, £=1).
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Al comparar esta Tamilia con las estudiadas en los capitulos anteriores, parece ser que su
principal atractivo es el de incluir un limite inferior para los valores que puede tomar la frailiy.
Aungue la familia Rocha involucra tres pardmetros, no posee la misma riqueza de
comportamientos de Z |7 vZ | T+ como las anteriores tres familias de distribuciones frailsy.
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En este trabajo se estudiaron modelos que, a través de una variable aleatoria Z, denominada
frailty, describen la susceptibilidad que tiene un individuo en la poblacién de interés. Estos
modelos son una alternativa para describir la heterogeneidad no observada o no observable que se
puede manifestar de manera indirecta.

La variable Z puede tomar cualquier distribucién, pero la manera como se inicid el estudio
de los modelos frailty multiplicativos (1.1) en Vaupel et al.(1979) ha influido en la construccion
de familias de distribuciones que pueden ser adecuadas. En este sentido se investigan las
propiedades generales de supervivencia de los modelos frailty, para cuatro grandes familias de
distribuciones paramétricas (en este trabajo identificadas como Hougaard I, Hougaard 11, Aalen'y
Rocha), a través de las variables aleatorias Z |7 yZ | 7+. Como se describi6 en el Capitulo 1, se
utilizé a la esperanza y al coeficiente de variacién para determinar dichas propiedades.

De las cuatro familias, sélo para la denominada Hougaard I se realizd un andlisis particular
para varios miembros conocidos (Gamma, Gaussiana Inversa, Poisson, etc.); cabe seflalar que se
obtuvieron comportamientos variados, dependiendo de la parametrizacion establecida. Para las
ofras tres familias se obtienen formulas generales, aunque se identifican algunos miembros
especificos. La utilidad de este examen es mostrar la amplia gama de casos en que puede ser
adecuado utilizar un miembro de alguna de estas familias.

Cuando se desea profundizar en la aplicacion de un modelo estadistico ¢ ir mas alld de un
mero andlisis grafico o tabular de la informacién, una manera de lograrlo es a través de la
estimacion de los pardmetros involucrados en el modelo, si los hay. Uno de los métodos de
estimacion mas conocidos es el de maxima verosimilitud y las propiedades distribucionales de
estos estimadores han sido ampliamente estudiados.

En esia tesis se analizan, mediante métodos de simulacidn, las propiedades de los
estimadores maximo verosimiles que se obtienen cuando la variable frailty sigue una distribucion
miembro de alguna de las cuatro familias paramétricas bajo estudio. Aunque advertimos que los
resultados obtenidos constituyen un primer sondeo, creemos que su relevancia radica en
proporcionar un panorama general del compostamiento distribucional de los estimadores. Esto se
obtiene mediante ¢! estudio del Sesgo y del ECM muestrales, asi como de analisis grafico que
involucra graficas de normalidad.

Para poder avanzar en nuestro estudio se establecieron algunos supuestos o restricciones (
tiempos de vida con parémetro de escala A =1, censura por la derecha, etc. ), pero creemos que
éstos no modifica el patrén de comportamiento general de los estimadores y se eligid un miembro
representativo para cada familia.
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En definitiva, el comportamiento distribucional de los estimadores involucrados en el
modelo frailty multiplicativo es afectado fundamentalmente por:

El tamafio de ia muesira
El porcentaje de censura
El nivel de heterogeneidad en ia poblacién.

Para todos los casos en los que se realizaron simulaciones se observo que:

El sesgo y el ECM disminuyen cuando aumenta el tamafio de la muestra o cuando
disminuye la proporcién de censura; ¢s decir cuando se cuenta con mayor informacion del
fenémeno en cuestion.

El valor del sesgo y el ECM aumentan cuando la poblacién bajo estudio presenta una
mayor heterogeneidad; de hecho el sesgo pasa de ser negativo a positivo.

En cuanto al analisis grafico de la evolucidn del comportamiento de la distribucion
muestral de los estimadores, se complementa con graficas de normalidad para los casos en que se
tiene el mayor tamafio de muestra usado (» = 500) y no se observa alguna desviacion grave de la
normalidad.

En conclusién, aunque se obtienen las pautas generales del comportamiento distribucional
de los estimadores de mdxima verosimilitud, es necesario proseguir con estudios adicionales que
nos proporcionen resultados mas firmes. De cualquier manera, ante la dificultad de obtener
expresiones analiticas para los estimadores tenemos la alternativa de avanzar usando métodos de
simulacidn.

Aunque las familias revisadas en este frabajo muestran una gran diversidad de opciones
para modelar la susceptibilidad de los individuos a un evento adverso de interés, es necesario
investigar mas alternativas ya sea construyendo otras familias o proponiendo modelos que
involucren variables frailty de una manera distinta al (1.1).
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Apéndice

Distribuciones Hougaard 11

Resultado 1. Propiedades basicas de la distribucion H,(z; o, 6, B).

¢) La transformada de Laplace de Z ~ Ha(z; ¢, 6, ) es
) P
FASY A - - .
L(s)=exp) =2 (B vs) - B°) (34
D Para ooy 0 fijos, la familia es de tipo exponencial con Z como estadistica candnica y con -f3
como parametro natural. Para ¢ fijo es un modelo de dispersion exponencial.
g) SiZ~H(z a, 8, B)yc>0,ladistribucion de ¢Z es Ha(z; o, &7, B /).

h) La familia pertenece a la clase L; es decir, si Z ~ Hx(z; o, , B}, entonces para cada A€ (0,1)

d
existe una variable aleatoria ¥ independiente de Z tal que Z=AZ +Y
Demostracion.-
a) Se calcula usando la transformada (3.1) de la distribucion Ha(z; o, 6, f3), la relacidn (3.3) y las

propiedades de la transformada de Laplace.

b) Primero, se puede determinar que la densidad

h (s:01.6, ﬁ)zﬂexp(-,pﬁz pe }Ii[%ﬂ(iﬂ J sen(odm)}

Tz e k! o

Con oy & como cantidades fijas. Es claro que -3 es pardmetro natural y Z es estadistica candnica.
¢) Se obtiene de usar directamente la tranformada de Laplace.

d) Sital variable Y existiese deberia fener transformada de Laplace

L,,(S):exp{—g{(ﬁ +sf —(B +/19)a}}
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Se muestra que ¢sta es una funcién generadora de momentos verificando que L/{0) = 1 y

~InL,(s)= —2{(,8 +sf = (B + As)“} tiene derivada completamente monétona (en el sentido de

Feller, 1971; pagina 425) .=

Resultade 2. Distribuciones Limite de /(2 o, 8., B.)-

¢) La familia es continua en distribucion. Es decir, si una sucesion {(¢, 0,, B.)} € © converge a
(a6, B) € ©, las distribuciones Hx(z; ¢, Oy, 3.) convergen débilmente a HxA(z; «, 6, B).

Para o fijo y 1 > 0, Ho(z; a, uf%, ) converge débilmente a u cuando 8 — oo,

Demostracion.-

a) Por el Teorema de Continuidad de Lévy basta verificar la convergencia puntual de las
transformadas de Laplace de Ha(z; 0%, 8 [Bn), lo cual es sencillo porque son continuas en los
parametros o= 0, 8y 3. El tnico caso no trivial es cuando ¢, — 0, para lo cual basta ver que

( 3
en el limite la transformada es L(S)=I ﬁ—ﬁ—} , la cual sigue siendo una funcién continua de
+8
\
los restantes parametros 8y f3.

B) La media y la varianza de la distribucién Ha(z;er, &, f) son g y (1-a)L/ B, respectivamente. Por
la desigualdad de Chevyshev se sigue la convergencia en probabilidad a p cuando f§ — oo, de
donde se obtiene el resultado. =

Resultado 3. Conveluciones y divisibilidad infinita.

¢) Sean Zy, ..., Z, v. a. independientes tales que Z, ~ Ha(z; o, &, (). Entonces, la distribucién de

> Z es Hz(z;a,z;é,,ﬁ).

d) La distribucién Hx(z; ¢, &, B) es infinitamente divisible; esto es, dada cualquier »n, esa
distribucion corresponde a la suma de » variables aleatorias independientes con la misma
distribucion Ha(z; o, &/n, B) .

Demostracién.-
Usando las propiedades de la transformada de Laplace de una suma de variables aleatorias
independientes es inmediato ¢l resultado, via el inciso (a) del Resultado 1.m
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Distribuciones Rocha
Resultado 1. Propiedades de la familia R(z; ¢, &, ).

a) La transformada de Laplace de R(z; ¢, J, ), es

1s)= T @8(B +5) (H s J

TI{-c,88) B

b) Para 8 = ( el momento de orden k existe sil k < o'y esta dado por la expresion

E(Z) = a8/ (k).

¢) La familia es cerrada bajo transformaciones de escala. Es decir, si Z~ R(z; a, 6, 3), entonces
cZ ~R(z; o, cé, fic), para todo ¢ > 0.

Demostracion.-
a) La demostracion del primer resultado se hace directamente a partir de la defiicion.

T i
Lis)=fee Bz ————~dz
( ) ?S[ I(—Cﬁ,ﬁﬁ)
= Te’(”ﬁ L B = [(s+B)=l""dz
. I'{~a,88 s+ B)

Usando el cambio de variable y = (s + )z se obtiene la conclusion. Si ademas notamos que
Lo(0) =1, entonces se cumple el cociente

L(s)= Ti(—c,8(B+s))als(B+s)I _ L(B+s)

T-edf)  alss) L(B)

b) Para 8 = 0, el miembro de la familia Rocha correspondiente es la distribucion Pareto y

oo

E()= J.z”‘a5“z‘“"l dz

5
= J.Tiz%?’k (a—k)so e gy
=K

N
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od” o
— i o4 —a .k)—]d _
.[05 5 7 = ot

Si >0, el k-ésimo momento es

% _°° k _~fz p—a _—o-1 1 /7
E(Z )—3[2 e Bz 71“[(*05,5}3)07
T —a+k, 6[3 e fola-i) e 1 Zml“l(—a+k,5,8)
3 TI(~c, 6[5’)[3 Ti(~o+k,88)  Tl—a,d8)B

¢) Este resultado se puede demostrar usando las transformadas de Laplace
1(s)=Ele" |= Ele? |

o

_Tl(woc,ﬁ(cs-i—ﬁ)) ﬁ\;
) [ pf

oo s+ B .
) H{((aﬁ | ]HI pie H

que son rapidamente identificables. @

|
I
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