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Introduccion

En el estudio de la formacién de imégenes por un sistema dptico es importante determinar sus aberraciones,
lo cual se realiza mediante un desarrollo en series de Taylor que es conveniente cortar en algin orden. La
determinacion de este orden se realiza usualmente en forma empirica, incluyendo términos hasta tercer orden.

La teoria de Catéstrofes se ocupa del problema de la determinacién del orden hasta ¢l cual se obtiene todo ¢l
comportamiento cualitativo de un sistema descrito por una funcion analitica. Con estas técnicas pedemos
eliminar en la serie de Taylor los términos que no aportan nada al comportamiento general de la funcién que
describe al sistema. De esta manera, 1a Teoria dela Catastrofes nos permite determinar los parametros que son
relevantes en el comportamiento del sistema y los valores para los cuales se presentan cambios radicales en su
conducta,

Las regiones de enfocamiento de la luz representan lugares geométricos en los cuales la longitud de camino
optico, desde la fuente hasta el punto considerado, tiene un punto critico degenerado, es decir, donde la
derivada se anula a 6rdenes superiores al primero. Si la imagen es perfecta, la longitud de camino &ptico es
una constante al variar €] camino del rayo y el punto imagen es de degeneracién infinita, esto quiere decir gue
en su serie de Taylor, salvo el término constante, todos los érdenes de aberracién son nulos. En un caso més
gencral, en presencia de aberraciones, la funcién camino dptico tendrd contribuciones en su desarrolle de
Taylor para distintos 6rdenes y mediante la Teorfa de Catéstrofes podriamos determinar hasta que orden
caleular las aberraciones, incluyendo todos sus aspectos cualitativos, obteniendo asf informacién acerca de la
estructura de la caustica. Para mostrar la utilidad del andlisis de las aberraciones de la imagen de un sistema
con la incorporacién de la teoria de catdstrofes, se presentan tres ejemplos: el dioptro planoc, el casquete
esférico y una ventana con indice inhomogéneo.

Es importante notar que podemos recuperar algunos resultados clasicos usando los métodos de la teorfa de
Catéstrofes; por ejemplo, obtendremos la ecuacién de Gauss para las iméagenes paraxiales y los puntos
aplanéticos en el problema de la refraccién en la esfera. Después se exploran problemas de mayor dificultad
donde se incluye un indice de refraccién inhomogéneo, para determinar que no serfa suficiente un célculo de
aberraciones a tercer orden, y establecemos la estructura de la regién de enfocamiento, lo cual es comprobado
por un célculo analitico exacto mediante las técnicas de Hamilton. En relacién con este dltimo punto, incluir
la formulacién Hamiltoniana nos dard un método de trazo de rayos e¢n medios inhomogéneos el cual
representa una de las contribuciones a esta tesis.

£l método aqui desarrollado puede ser usado como complemento a la 6ptica Hamiltoniana, determinando los
pardmetros relevantes, prediciendo el comportamiento cualitativo de la imagen ante cambios en estos
parametros y dividiendo el espacio de parémetros en zonas de comportamientos cualitativos distintos. Nos
permite predecir el orden mas apropiado para cortar la serie de Taylor de las aberraciones para obtener todo el
comportamiento cualitativo de la imagen y también aquellos valores de los parametros a partir de los cuales
existe un cambio en su forma.

En el primer capitulo se revisa la formulacién de Hamilton y Lagrange de la optica, la conexidn que existe
entre el tratamiento de la luz como una onda y la ecuacién de los rayos la cual se obtiene al suponer que la
longitud de onda es muy pequefia, también se exponen las aberraciones de Seidel que son el resultado de
cortar la serie de Taylor a tercer orden. En el segundo capitulo se describen brevemente los principales
resultados de la Teorfa de las Catéstrofes asi como una clasificacién de estas para los casos en que existen
simetrias. En el tercer capitulo aplicamos lo expuesto anteriormente a 3 casos el dioptro plano, el casquete
esférico y una ventana de indice inhomogéneo. Los primeros dos son ejemplos bien conocidos gue nos sirven
para confirmar que los resultados obtenidos usando Catéstrofes son congruentes. El tercer ejemplo nos
permite vislumbrar todo el potencial de esta herramienta, pudiendo predecir resultados en un sistema bastante
complejo en forma muy simple.

Quedan todavia problemas sin resolver como por ejemplo si el hecho de la invariancia del sistema de la
ventana inhomogénea se debe al indice de refraccion propuesto o no, que caracteristicas debe de cumplir el
indice de refraccién para que se mantenga dicha invariancia, etc.




Capitulo L- Optica Geométrica.

El campo electromagnético asociado con la luz se caracteriza por oscilaciones muy répidas ( 10" Hz) 6 lo
que es lo mismo por longitudes de onda muy pequefias (10°° ¢m). Si esta longitud de onda es despreciable
comparada con las dimensiones del sistema Gptico, de modo que efectos tales como la difraccion o
interferencia no pueden detectarse, entonces la Optica Geométrica resulta una buena aproximacién. En la
Optica Geométrica es posible modelar el comportamiento de la luz mediante leyes formuladas en el
lenguaje de la geometria.

La descripcién de la luz en la Optica geométrica se {leva a cabo por medio del concepto de rayos
luminosos, los cuales se asocian con las direcciones de propagacion de la energia cuando la longitud de
onda es despreciable. Asi, las trayectorias que unen un punto inicial sobre una fuente luminosa con ofro
punto final son ios rayos.

También, como podremos ver més adelante, en este mismo limite de pequefas longitudes de onda es
posible definir el concepto de frente de onda geométrico el cual resuita de las soluciones de la ecuacion de
onda en este limite y considerando aquellas superficies para las cuales la fase es una constante.

Asi. en las dos secciones siguientes obtendremos las leyes que conforman la Optica Geométrica a partir de
dos caminos muy distintos. En el primero utilizaremos el principio de Fermat como postulado, mientras
que para ¢l segundo partiremos de la ecuacién de onda y tomaremos ¢l fimite cuando la longitud de onda
A tiende a cero. El Principlo de Fermat es un principio variacional el cual describe la luz por medio de
curvas extremales las cuales parten de una fuente y llegan a un punto final siguiendo una trayectoria la
cual se asocia con un rayo. Sin embargo, existe la posibilidad de que dicha trayectoria no sea unica, dando
lugar a un tema de mayor riqueza que es el de la clasificacion de las custicas, el cual desarrollaremos en
un capitulo central mas tarde. Para el segundo caso, nuestro interés serd el de mostrar a la luz como
frentes de onda que avanzan en el espacio a partir de un frente de onda inicial.

1.1. La formulacién de Lagrange y Hamilton de la Optica.

El principio de Fermat.

Consideremos una trayectoria sobre una curva cualquiera C en el espacio definida paramétricamente por
x=x(u), y=y@), z=2z(u), (L11)

donde  es un paridmetro cualquiera. La longitud de camino 6ptico desde un punto inicial P; hasta un
punto final P; sobre esta curva se define como:

Pf
L = jn‘(x,y,z) ds (1.1.2)
Pi

C
donde n(x,y.z) es la funcién indice de refraccién y la integral esta evaluada a lo largo de la curva C.




De las muchas trayectorias que conectan P; con P; para que la curva C sea la seguida por un rayo real es
necesario satisfacer el principio de Fermat, el cual establece que solo serin seguidas las trayectorias para
las cuales la longitud de camino 6ptico sea un extremo, esto es,

Pf
) In(x,y,z) ds=0, (1.1.3)

Pi

donde la & representa la variacién sobre una trayectoria proxima.

La Lagrangiana dptica

Ahora definiremos las funciones de Lagrange y Hamilton de un sistema dptico.

En coordenadas cartesianas el elemento de longitud de arco ds se expresa:

ds = Jdx* +dy* +dz2* , (1.1.4)

en términos de x, el pardmetro que describe el avance sobre la curva C désde P, hasta Py, sustituyendo la
ecuacion (1.1.4) en la ecuacion (1.1.3), obtenemos

uf 2 2 2
J J.n(x,y,z)\j(%) +(g‘£—) +[g’z;) du=0, (1.1.5)

u

donde los valores del parametro u=wy,; y u=u;, corresponden a los puntos P; inicial y Pg final de la curva.

Las condiciones necesarias para que la curva C satisfaga la ecuacién (1.1.5} las podemos encontrar por
medio de las técnicas del célculo variacional'; sin pérdida de generalidad consideremos el caso
unidimensional para las variaciones sobre la coordenada x. Al efectuar dicha variacion obtenemos :

ur
éL éL
dx'+ Sxidu=0 (1.1.6
I [Z dx' z ox )
i
donde L es la funcién en el integrando de (1.1.5), la cual juega el papel de la lagrangiana mecanica en
optica. La Z indica la suma de términos similares y usamos la notacién

! Para un analisis mas profundo ver Born Max and Wolf Emil, Principles of Optics, Pergamon Press,
Oxford, 6th ed. 719-720.




Integrando por partes la ecuacion (1.1.6) obtenemos :

u ou .
Z-‘?iax - J‘Z(iﬂ_i{) Sxdu = 0. (1.1.7)
éx' |, _ du éx' ©Ix

Primero consideraremos una clase especial de variaciones en las cuales la variacién §x sobre los puntos
extremos P; y P; es cero, el primer sumando de la ecuacién (1.1.7) es nulo, ya que al evaluarioen u;, y t
&x es cero. Sustituyendo este resultado en la ecuacién (1.1.7) obtenemos :

u

J’Z(i"— oL —5'1] Sxdu = 0. (1.1.8)
du 8x' 2x

i

La tnica manera de anular la ecuacién (1.1.8) para cambios arbitrarios en 6x es que el integrando sea
cero. Al pedir esta condicién se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange para la componente X :

a = 22 - 0. (1.1.92)

Ler_ 22 _ o, (1.1.9b)
dudy' Jy
ddL L _ (1.1.9¢)
du 8z’ Oz

sustituyendo el valor de L en las ecuaciones (1.1.9 ) encontramos

da)] ™ _ﬂ(\/x-l +y +z'2)=0 (1.1.10 a)
du /x12+yv2+zt2 ax
d ny _fﬁ(Jxrz +y"? +zr2):o (1.1.10b)
du ‘/xr2 +y12 +Z'2 fx

d|  m é’n(\/;z +y,1+z.2)=0‘ (1.1.10¢)

du /xIZ +y12 +Zr2 ﬁx
Donde las cantidades entre llaves representan respectivamente las componentes del vector momento dptico

P= (p.q.m):




or oL, oL

=— = m= . 1.1.11)
o ey oz ¢

P

De las ecuaciones (1.1.10) podemos deducir que el valor absoluto del vector momento optico se encuentra
acotado ya que :

JENE . (1.112)

Hasta este punto aan no hemos seleccionado el pardmetro mediante ¢l cual vamos a recorrer la curva,
como esta eleccién es arbitraria elijamos u=z, ya que cuando existe un cje de simetria ( eje optico ) sobre
el cual se tiene una direccién de propagacién general de los rayos, esta eleccion resulta conveniente. Con
esta eleccion del parémetro, la lagrangiana dptica queda :

2 2 2
L=n(x,y,z)J(—iiJ +(%) +(-ﬁ—) = n(x,¥,2) 1+x2+y'%. (1.1.13)

De acuerdo a la regla usual, definimos la hamiltoniana 6ptica correspondiente a la L en (1.1.13), segin la
transformacién de Legendre

H=px'+qy' - L (1.1.14)
donde ahora las nuevas variables que describen al sistema son p,q,X,y mientras que z es el pardametro.

Las ecuaciones candnicas las podemos obtener tomando la diferencial de H en (1.1.14), como H(p.q,x.y.z)
depende de p,q,x,y,z tomando las derivadas parciales de A con respecto a p,q,2 ¥ usando la expresion
(1.1.13) obtenemos:

OH . 8H JH _ 4L
=— ; y' = s =— (1.1.153)
op aq oz oz

xl

y usando las expresiones (1.1.13), (1.1.11) y (1.1.9) en las derivadas parciales de / con respecto a X,y
obtenemos :

d L AL d aL , 0L , 0L
du dx' Jx dz ox Ix ox
én oL _ ., _ . __9H
ox &x P P x
d 7L 2L d ZL , L , dL
_____.;._..._-.-.-= —-—q—-—-— = q-—-—-—-—- = O - q - ——
dudy' Jy dz~ Oy dy ay




oH__oL - SH (LL15b)
ay oy Jy

De lo anterior se sigue que, para este caso, tenemos 5 ecuaciones canénicas en lugar de 6 ya que debido a

Ia restriccion de que los rayos se propaguen en la direccién z la dependencia de H en m es nula, anulando

una de las ecuaciones, mientras que la dependencia de H en z se convierte en la tercera ecuacidn en
(1.1.15a).

Si en la ecuacién (1.1.14) sustituimos las ecuaciones (1.1.13) y los valores para los momentos de las
ecuaciones {1.1.10) obtenemos :

r2 :2
H= nx + usd -n,ll+x’2+y'2=——-—n—-—
\fl-i-x’2 +y? \jl+x'2 +y'? J1+x?+ 17
n? ((1+xr2 +yr2)__‘(x12 +y12)) .
= _ - > =— nz—pz-q“ . {1.1.16)
1+x"" +y'
El Hamiltoniano Optico

Consideremos ahora una clase més general de variaciones de la longitud de caminé éptico, en las cuales
varian infinitesimalmente las posiciones de los puntos inicial y final. Supengamos ademas que las
trayectorias que unen los puntos inicial y final pertenecen a rayos reales, como ya se habia demostrado
para rayos reales la integral del segundo sumando de la ccuacién (1.1.7) es cero, dando como resultado:

u
éL
14 =|:Z—a—x;6x:|

= (pféxf +q;0y, +mf5zf)—(p,5xi +40y; +m,.52,»). (1.1.17)

ui

Donde designamos a la longitud de camino éptico por la letra ¥ para distinguir este tipo de variaciones de
las anteriores.

De la ecuacion (1.1.17) es claro que si consideramos que las coordenadas de un punto cualquiera estan
dadas por x, ¥, z y sus momentos p, g, m podemos concluir que :

[ N LA 14 -

ix 3y az o
Como podemos observar V es funcién de las coordenadas de los puntos inicial y final, por lo que también
se le conoce como funcién caracterfstica de punto. Ademds es importante resaltar que V estd determinada
por el medio, definido por la funcién indice de refraccién n(r), es decir, conociendo la funcién
Viei, ¥io %, X5, ¥r» 2 ), podemos calcular la correspondencia que el medio 6ptico establece entre tog rayos
inicial v final evaluando solamente sus derivadas.




De aqui se desprende que siempre que conozcamos los puntos iniciales y finales y ademés como varia
con la posicién, podremos determinar, a partir de ¥, la direccién con la que salié el rayo y la direccion que
tiene al llegar al punto final. Sin embargo existen otros tipos de problemas, en los que las cantidades
conocidas son otras, para cada combinacién de cantidades conocidas Hamilton obtuvo una funcién distinta
para la longitud de camino ptico, 2 estas se les conoce como funciones caracteristicas. Estas functones
caracteristicas se obtienen a partir de ¥ por medio de una transformacién de Legendre.

A continuacién se obtienen cada una de estas funciones caracteristicas, indicando cuales son las
cantidades conocidas y como obtener las que faltan por medio de simples derivadas.

Funciones Caracteristicas Mezcladas

Si conocemos la posicién del punto inicial y la direccién del rayo en el ﬁunto final 6 viceversa, las
funciones a usar seran las caracteristicas mezcladas. Se les llama asi debido a que tengo una mezcla de
posiciones con direcciones conocidas.

Para obtenerlas es suficiente aplicar a ¥ (funcién caracteristica de punto) las siguientes transformaciones
de Legendre :

W, v+ px, (1.1.19a)

W, = V->.px; (1.1.19b)

Donde W, representa la funcion caracteristica mezclada cuando conocemos la direccién inicial y la
posicién final y W, cuando conocemaos la posicion inicial y la direccién final.

Si tomamos la diferencial de W y sustituimos el valor de & V de la ecuacién (1.1.17) obtenemos
oW, = p,Ox; —H,'fé'yjr +m bz, -—(p,-é'x,. +q,0y, +m,-52,.)+

+(pOx, +4,6y, +mdz, +x,8p, + .64, +z,6m,)
= (p,6x,+q,6¥, +m 85z, )+(x,5p, +,69, +z,6m,). (1.1.20a)

oW, =p,8x; +q, 6y, +m;6z, —-(p,éx,- +q.5y, +m,.é'z,-)
—(pfé'xf +q, 6y, +m 0z, +x,8p, +y,04, +zl,-r5mf)
= —( OX, +q.0y, +m,.5z,.)-(xf5pf+yf6qf+zf§mf). (1.1.20b)

Estas ecuaciones implican que las relaciones hamiltonianas que guarda W con el resto de las variables
sean las siguientes

p W W W
r = > 4= My T
ox, oy, dz;
oW, W, W
=20 . =21 . oz = (1.1.21a)

O P P




aw, oW, oW,

. = - . l.=— ; ml.=—-
P ox, 7 Ay, oz,
xf=_fﬁ . yf=_‘9W2 ; zf=_é._"i_ (1.1.21b)
op, dq; 749,

Funcién caracteristica angular

Si las cantidades conocidas resultan ser la direccién inicial y la direccion final, la funcién caracterfstica
que se usa recibe el nombre de funcién caracteristica angular. Su nombre proviene de el hecho de que las
Ginicas cantidades conocidas resultan ser la direccién o ¢l dngulo de salida y la direccion 6 el dngulo de
llegada del rayo.

Para obtenerla es necesario aplicar a ¥ la siguiente transformacién de Legendre
T = V+Zp,x,- —prxf. (1.1.22)

Si tomamos nuevamente la diferencial de T y sustituimos el valor ded ¥V de la ecuacion (1.1.17)
obtenemos

ST=pSx,+q,6y,+m 8z, —(p6x, +4.8y, +mébz,)+
+(pox, +q,0y, +mbz, +x,5p, +y,6q, +z2,6m;)—
—(pfﬁxf +q,0y,+m bz, +x,0p, +y,04, +zf5mf)
= (xd8p, +yb4q, +zi5mi)—(xf5pf +y,64, +z,5mf). (1.1.23)

Por lo tanto las relaciones hamiltonianas para T quedan como sigue

_oT .er o, 9T
i ap, ] i aq, > i am‘

B N A £ (128
ﬁpf 5qf o"mf

Simplificacion de las funciones caracteristicas en medios homogéneos

Como es posible observar, las funciones caracteristicas dependen en general de 6 variables, las cuales son
normalmente una combinacién de posiciones 6 direcciones iniciales con posiciones 6 direcciones finales.
Sin embargo, si en alguno de los puntos de interés, ya sea el inicial 6 el final, el medio ¢s homogéneo es
posible eliminar la dependencia en una de las variables usando el hecho de que el momento esta acotado.

Desde luego es requisito indispensable que ademds la descripcion del sistema esté hecha con base en las
direcciones iniciales, finales 6 ambas, ya que de lo contrario seria imposible aplicar esta constriccion. En
el caso en que la descripcion se realice por medio de la caracteristica angular, las variables se reducen a 4,
mientras que para las funciones caracteristicas mezcladas solo es posible eliminar 2 una de las variables,




En el caso de una lente generalmente el medio inicial y el final cumplen con la homogeneidad. Esto
simplifica enormemente algunas de las funciones caracteristicas. A continuacion se deducen las funciones
caracteristicas de Hamilton que cumplen con este caso.

Como el medio es homogéneo, si derivamos la ecuacién (1.1.12) y después despejamos 8m en funcion de
8p y &g obtenemos

2pdp+2q6q+2mém=0

5m=—£@—+q5—q. (1.1.25)
m

Como esta ecuacién es valida para todo phnto, eliminando 8m; 6 8m; de las ecuaciones (1.1.20a, 1.1.20b,
1.1.23) segin corresponda, obtenemos

O p, o
= (P;Sxf+q,—5yf+mfézf)+(x,5p,+y,5q,-—z,.--—-—--———p' Pt q,]
m,
= (pjﬁxf+qf5yf+mfﬁzj.)+(x,.—_Zfﬁ.)&p,+(y‘.—fif1_f.)5qi (1.1.262)
i m;

. Sp,+q,6
= -(p,é'x,.+q,.5y,.+m,c5'z,.)—-(xf5pf+yf5qf-zfpf P74y qu

m,
z z
= —(p,.é‘xj+q,.5y,.+m152f)—(xf———fpr6pf—(yj—— qu]&qf (£.1.26b)
my my
0P, +4.94, PP, 4,54
= (xiapi +yi593‘zin_'_q_q_}‘(xfapf+yf§qf_zf . fm L=
i S
Z,Pi Z.4i /P 24
=(x,—-—p—)6p,+[y,——-9——-}5q,-—[xf— 4 f]épf—(yf-#}?qf‘ {1.26¢c)
m; m; m, m,;

Por tanto las relaciones hamiltonianas para las funciones caracteristicas mezcladas (1.1.26a,1.1.26b) y la
funcién caracteristica angular (1.1.26¢) quedan como sigue

_ oW, . ‘ _om . _9W
Py ox,; > Gy, S dz,
_EP, ad YL il (1.1.27a)
m; é’p, m; aqi
_ W, _OW, oW
Pi éxi ] i ay‘ 4 ﬁzi




xf_szf __o% . yf_zqu __ oW (1.1.27b)
mg op;, m; 74,
o ap 0T 24 _OT
i m, épi > { m, aq'
xf_szf __9T ; y;—zqu 9T (1.1.27¢)
m, 2py my a9,

En donde las caracteristicas mezcladas dependen de 5 variables, mientras que la caracteristica angular
depende solo de 4. '

1.2. La ecuacién Eikonal.
La descripcion clésica del comportamiento de la luz se encuentra en la Teoria de Maxweli del Campo
Electromagnético. Las ecuaciones del electromagnetismo permiten derivar, en un medio Optico, una

ecuacion de onda la cual describe la propagacion de la luz en dicho medio.

Si consideramos ondas monocromaticas en un medio donde no existan densidades de corriente ni de
carga, las ecuaciones de Maxwell quedan como sigue

vxuB=228  gxp--12B (1.2.18)
XUB=Ter 0 VR T e -
V.B=0, V-E=0. (1.2.1b)

Si tomamos una de las ecuaciones (1.2.1a) y le aplicamos el operador rotacional de ambos lados
cbtenemos

Vx(VxE)=Vx(——]-£E)

c at

13
V(V-E)-VE=~——( V xB)

~VE =—-2;-——( V xB) (122)

Si en esta ecuacién sustituimos el valor para el rotacional de B que se encuentra en la ecuacion (1.2.1a) se
tiene

1 | eulE
e
E c Ot

(1.2.3)
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c
como la velocidad de Ia luz en un medio es v = — el indice de refraccidn resulta 1 = JEU
n

y asi podemos reescribir la ecuacién (1.2.3) como sigue

1 2%E

_v’_c?_ﬁ'=0' (1.2.4)

V’E
Es posible demostrar que la ecuacién (1.2.4) se satisface también para el campo magnético B.

Denotemos a una componente cualquiera del campo por ). Observemos ademds que la ecuacion (1.2.4)
tiene como una de sus soluciones una onda arménica en el tiempo de la forma

y=Ye' ' . (1.2.5)

Si derivamos la ecuacién (1.2.5) dos veces con respecto al tiempo obtenemos

J .
‘—a{-=—iw Ye ' =—iwmy ,
* .
g ,:f = —iw(-—iw‘l’e"“")=—w r. (1.2.6)

Sustituyendo estos resultados en la ecuacién (1.2.4)

1 8% ]
V’z-;?-*—é,fﬂzz-;z‘(-wz z)=V2z+f—zz=
2
Vi{we o)+ = (¥e ') =0 . (12.7)

Como V* (‘}‘e"j '”’) =¢™' 7' V' ¥ , entonces es posible reescribir la ecuacion (1.2.7)

2

2 /)
VY¥Y+—Y¥=0, (1.2.8)
L
donde hemos eliminado el factor comin dependiente del tiempo. Esta dltima se conoce como ecuacion de

Helmholtz.

Si ahora queremos expresar este resultado en términos de &, y n, solo debemos recordar que

it




k:—--:-—-:-———-—n:kon (129)

Por lo tanto la ecuacién (1.2.8) queda como sigue

Vi +kln'y =0 (1.2.10)
donde y representa una componente del campo electromagnético, 7 es el indice de refraccion del medio y
o T oy .
k, = — = —~ representa al nimero de onda en el vacfo, que a su vez es funcién de o la frecuencia, Ao

0
la longitud de onda, y ¢ la velocidad de la juz en el vacio.

Cuando el medio es homogéneo, la ecuacién (1.2.10) tiene soluciones de la forma ' ¥*, donde z representa
la direccién de propagacién. Entonces cuando el medio es inhomogeneo podriamos proponer una solucion
exponencial de la ecuacién (1.2.10), que represente las répidas variaciones del campo electromagnético, ¥
que tenga la siguiente forma :

p =y, a2.11)
donde suponemos que ¥ ¥ S son funciones reales que dependen de la posicién, varian lentamente con

esta, y ademas son independientes de &,. Bajo estos supuestos si sustituimos ¢l valor de ¥ de la ecuacién
(1.2.12) en la ecuacién (1.2.11) obtenemos

k[ - (vsY [vo +iky(298- Vi, + WoV2S)+ Vi, =0 (1.2.12)
Como ¥, y S son reales, si resolvemos la parte real de la ecuacion (1.2.13) obtenemos

(VS)’ =n* + Vi, (1.2.13)

kcf'f’o

Si ahora consideramos que la longitud de onda de la luz es despreciable A, — 0 , lo cual implica £,

— o, como ademéas Sy , no dependen de &y la ecuacion (1.2.14) queda como sigue

(VS)* =n’ (1.2.18)

Esta ecuacién se conoce como la ecuacién eikonal, donde la variable S es llamada la eikonal.
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1.3 Teoria de aberraciones de tercer orden

En el proceso de la formacién de iméagenes, dentro de la aproximacién paraxial, todos los rayos de luz que
salen de un punto objeto deben de intersectarse en un solo punto en la imagen, formando asi una imagen
perfecta 6 ideal. Generalmente los rayos que forman 4ngulos grandes con el eje z ¢ se encuentran muy
alejados de este, no se intersectan en un solo punto, al defecto producido en la imagen debido a esto, s¢
conoce como aberracidn.

Las aberraciones de Seidel 6 de tercer orden, clasifican a este tipo de deformaciones en 5 grupos
dependiendo de la deformacion producida: Aberracion Esférica, Coma, Astigmatismo, Curvatura de
Campo y Distorsién.

Mis adelante se obtendrén valores explicitos para los 5 coeficientes de Seidel en un sistema Optico con
simetria rotacional, basandonos en expandir el Hamiltoniano que describe el comportamiento del sistema
por medio de una serie de Taylor, considerando términos hasta tercer orden.

Si consideramos que ¢l sistema tiene simetria rotacional entonces todos los puntos que se encuentren sobre
un circulo centrado en el eje, sobre el plano objeto, iran a dar a un circulo en la imagen, con lo que se
obtiene una restriccion sobre el sistema y nos bastaria una coordenada para la posicién y una para cf
momento dptico para describir completamente al sistema. Ademas todos los puntos sobre un circulo cuyo
centro pase por el eje de simetria y esté inscrito en un plano paralelo al plano X-Y tendrdn el mismo indice
de refraccion por lo cual es posible definir 7 como funcion de X +7 y z. Las nuevas coordenadas podrian
definirse de la siguiente forma :

V =P+ (1.3.1)
U=X+Y? (132)

Donde X, ¥ representan la posicién del objeto y P,Q son los cosenos directores del rayo.

En la seccién 1.1 obtuvimos el Hamiltoniano para un sistema ptico cualquiera (ecuacién 1.1.16 ). Si
consideramos que el sistema tiene simetria rotacional el Hamiltoniano expresado en las nuevas variables

seria
H=—-\r*(U,2)-V (1.3.3)

tomando este valor para H las ecuaciones de Hamilton obtenidas en el apartado anterior quedan de la
siguiente forma ( ver ecuaciones 1.1.15)

o _dHgy i dr_ dHAU__, dH »
o avdr ay & audx T au (13.42)
& avdg P & audr T dU (1.34b)
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Como se vio en el Capitulo 1.1 hay varias maneras de especificar un rayo, conociendo su posicion y
direccion en cualquier plano ¢ bien teniendo los valores de su posicién en dos planos distintos. Nosotros
usaremos la segunda forma de condiciones de frontera, para ello escogeremos 2 planos de la siguiente
forma, el primero sera el plano objeto al cual le asignamos 2 = zo, ¥ el segundo sera el plano que contiene

la pupila de salida z = {, donde z representa la direccion de propagacion general de los rayos a lo largo del
eje de simetria ( ver figura 1.3.1 ). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que estos valores estin dados
por :

X(z)=%, X(§) =% (1.3.509)

Y (z)=yo, Y(L)=m (1.3.5b)

Si resolvemos las ecuaciones 1.3.4 bajo estas condiciones de frontera, las soluciones para X, Y, P, Q,
estaran expresadas en términos de Xo , Yo , &, M. Los rayos paraxiales serdn aquellos para los cuales Xo ,
Yo» £, M, tomen valores muy pequefios. Para un rayo cualquiera podrfamos expandir X, Y, P, Q, en
potencias ascendentes de xo , Yo , § , | para obtener :

X=X,+X2+X3+..., P=P[+P2+P3+... (1363)

Y=Y|+Y2+Y3+..., Q=Q1+Q2+QJ+... (13.6b)

donde el subindice representa el grado del polinomio en términos de Xo , Yo » E . 1. El término de grado 0
no aparece debido a que el rayo que atraviesa al sistema optico a través del eje de simetrfa viaja sin

desviarse, por lo cual si X , Yo » § , 1 son iguales a cero entonces X, Y, P, Q, valen cero en todas partes.
Para valores infinitesimales de xp , Yo , &, M, podemos despreciar los términos de orden superior
quedandonos sélo con los de primer orden por lo tanto X,, Y, Py, Q, representan los valores paraxiales
de X, Y, P, Q, respectivamente.

Sin embargo para un sistema con simetria rotacional los términos pares de las ecuaciones (1.3.6) se
eliminan ya que si un rayo especificado por las coordenadas (%o, Yo, &, M) toma valores X (z, ), Y (1),
P (z ), Q () ) para algin plano z = z,, entonces un rayo especificado por { -xg , Yo , -§ , ~N ) deberia
tomar los siguientes valores -X (z,),-Y (z1),-P(z )}, -Q ( z; ), en el mismo plano z = z;. Como los
términos pares de la serie no cumplen con esta condicién es claro que debemos eliminarlos de las
ecuaciones (1.3.6) obteniendo

X=X|+X3+..., P=P|+P3+... (1373)
Y=Y|+Y3+..., Q=Q1+Q3+... (l37b)

donde los términos X3 , Y3 , P3 , Qs representan correcciones a la aproximacién paraxial dada por los
términos X, , Y, , Qi1 , P, y son las llamadas aberraciones de tercer orden. De manera semejante los
términos de ordenes superiores son Hlamados de acuerdo a su grado aberraciones de quinto orden,
aberraciones de séptimo orden, etc. Son aberraciones debido a que en ausencia de ellas cada uno de los
puntos en el plano objeto se enfocarfan en un solo punto en la imagen y por lo tanto representarian una
imagen perfecta ¢ ideal.




Para poder calcular las aberraciones, expandiremos por medio de su serie de Taylor el Hamiltoniano dado
por la ecuacién 1.3.3 alrededor del punto U=0, ¥=0 obteniendo

1
H=H,+HU+ H2V+E(H,,U2 +2H, UV + HyV ... (13.8)

donde H; y Hjson los coeficientes de la serie de Taylor y son todos funcién de z. Substituyendo las
expansiones en series de Taylor obtenidas en las ecuaciones 1.3.7 y en la ecuacién 1.3.8 en las ecuaciones
1.3.4 obtenemos

(X, + X,+.) = 2(P + P+ J(Hy + HU + HyV +..) (13.92)
(F, + %y +..) = 2(Q, + Oy +.. \ Hy + H U + HyV+.) (1.3.9 b)
(B + B+..) = 2(X, + X+ N H, + HV + HU+..) (13.90)
(O, + 0y} =2, + Hw. N H, + H,V + HU+.) (1394d)

donde los puntos representan derivada con respecto a z. Ahora obtengamos las expresiones a tercer orden
para Uy V

UJ=X2 +1? =(x, +)(3+...)z +(7, +}';+...)2 =

=U, + Z(X, X, + Y,Y3)+ténninos de orden superior (1.3.10a)

v=pP+Q =(P+B+.) +(0 +0+.) =
=V, +2(P,P3 + Q|Q3)+térmmos de orden superior (1.3.10b)

donde U, = X7 + ¥ y ¥, =P+ Q]

substituyendo (1.3.10) en (1.3.9) obtenemos

(X, + Xy+..)=2(B + P+.. )(H + HplU, +2X, X, +YY) J+ HplV +2RR + 0.0, ). ])

(7, + %, +.) =2(Q, + O, +. )(H + HU, +2(X, X, + 11 )+ [ +2(RP+00 I ])
(B + Br) =2 X, + X+ ) H, + H[V, +2 BB+ Q0+ ]+ B U, +2X 0 + KB )+, )
(0, + O+ )= 2(Y, + Ky Y Hy + Ho[Vh +2A BB+ Q0]+ HU[U, +2{X.X, + V1 )+
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igualando los términos del mismo orden

X, =2H,P, (13.11a)

¥, =2H,0, (13.11b)

P =-2H X, (1.3.11 ¢)

0, =-2H}Y, (1.3.11 d)

X, = 2H,P, +2(H,U, + HyVi )P, (13.12 a)
Y, =2H,0, +2(H,U, + HuV,)Q, (13.12b)
P, = <2H,X, -2(H\U, + H,V, )X, (13.12¢)
O, =2HY, - 2(H,U, + H,V,)Y, (1.3.12 d)

Las ecuaciones 1.3.11 son las ecuaciones paraxiales, mientras que las ecuaciones 1.3.12 representan
correcciones a tercer orden de la aproximacion paraxial.

Dado un sistema ptico si conocemos # como funcion de Uy = podremos calcular los coeficientes H; y Hj;
Con esta informacion es posible resolver las ecuaciones paraxiales (1.3.1 }), una vez resueltas si

substituimos el resultado en las ecuaciones para las aberraciones de tercer orden {1.3.12) podremos
calcular la correccién a tercer orden representada por X3, Yi. A continuacién obtendremos expresiones

explicitas para X3, ¥; en funcién de los pardmetros del sistema xo, Yo, £, 77, para elio usaremos dos
rayos especificos. El primero de ellos, el rayo axial satisface las siguientes condiciones de frontera :

x(z)=0, %(z)=0 X()=1 xlg)=0 (13.13)

La solucion para las ecuaciones paraxiales con estas condiciones de frontera las podemos representar
como :

Xl(zo)a g(z), P,(zo)a 9(z) (1.3.14)

donde g(2,)=0, g{g)=1

El segundo rayo llamado el rayo del campo satisface las siguientes condiciones de frontera :

X (z)=1 %(z)=0, x(5)=0, 1(5)=0 (1.3.13)
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La solucién para las ecuaciones paraxiales con estas condiciones de frontera las podemos representar
como :

X,(zo)s G(z2), Pl(zo)sﬁ(z) (1.3.14)

donde G(z,) =1, G{g)=0

Como g(z), G(z), &z) y ¥(z) forman dos soluciones particulares linealmente independientes del conjunto de
ecuaciones paraxiales (1.3.11) entonces la solucién general la podemos expresar como una combinacion
lineal de ellas

X,(z) = x,G(2) + £g(2) (1.3.15a)

las ecuaciones para X , P y para Y, Q son idénticas si intercambiamos X con Y y P con Q por lo que su
solucion es de la misma forma

Y,(z) = y,G(2} + ng(2) (1.3.15b)

Los coeficientes para ia combinacién lineal fueron elegidos de manera que se satisfagan las condiciones
impuestas desde un principio para seleccionar un rayo ( ver ecuaciones 1.3.5 ).

Como g(z), Gz), &z) y ¥(z) son soluciones especiales de las ecuaciones paraxiales deben de satisfacerlas

de manera que si en las ecuaciones 1.3.1]1 substituimos g(z). G(), 8z) y Pz} segiin corresponda
obtenemos

d; a9
_§,=2H29, “—=-2Hg (1.3.16 a)
aG do
— =2H,0, —=-2H,G (1.3.16 b)

Si despejamos P;(z) de la ecuacién 1.3.11a y substituimos las ecuaciones 1.3.16 obtenemos

1 ax, 1
E= \xﬂ
2H, dz  2H,

Si despejamos Oy(z) de la ecuacién 1.3.11b y substituimos las ecuaciones 1.3. 16 obtenemos

P(z) = G+88)=x,0+E9 (1.3.17 )

1 dy 1
2H, dz 2H,

Ql(z)= (yoG+ ng) =y,0+1n5 (1.3.17b)

Lo que nos interesa es conocer la aberracion del sistema en el plano definido por la imagen paraxial, para
lograr esto definamos el plano imagen paraxial de la siguiente manera: Consideremos un punto sobre el
eje de simetria en el plano objeto de coordenadas (0,0,2;). El rayo que sale de este punto sobre el eje de
simetria del sistema no serd desviado. Cualquier otro rayo que salga de este mismo punto podra ser
representado por un maltiplo de g(z), ya que la ecuacién 1.3.15 nos dice que si xy, = 0, yp =  entonces

X, (z)= ég(z) , Y;(Z) =ng(z) y por lo tanto cuaiquier rayo que salga de este punto y sea paraxial
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podra ser representado como un multiplo de g(z). La imagen paraxial sera formada en el punto de
interseccion de estos dos rayos, es decir en el punto en el cual g(z,)=0 para z; #2, El plano que cumple con
la condicién anterior se conoce como el plano imagen paraxial.

Como para este plano se cumple que g(z;)=0 la solucién paraxial para este planc estara dada simplemente
por

X,(z,)zxoG(zl) (1.3.18 a)
Y(z,)=y6lz) (13.18b)

como G(z;) esta determinada por las condiciones de frontera (1.3.13), es independiente de x, , Yo .

£, 7, y entonces la ecuacién 1.3.18 nos dice que bajo la aproximacién paraxial todos los rayos que salen
de un punto [ x,, ye, 0 ] situado en el plano objeto, se intersectan en un punto [ X;(z;), Y(z,), 0} situado en

el plano imagen, sin importar los valores que tomen £.n

Calculemos ahora la aberracién de un rayo a tercer orden (los términos X; ,¥; } que satisfaga las
condiciones de frontera impuestas por las ecuaciones 1.3.5 en términos de las funciones g(=), Gz, &2) y

z).
Si resolvemos las ecuaciones paraxiales bajo las siguientes condiciones de frontera:
X(z,)=x0 ¥(z)=3 X()=& %KE)=n (13.19)
Entonces es claro que, por (1.3.5), para el plano z =z, no existira aberracion alguna
X3 (z)=Xs5(z0)=..=0)

Si despejamos el valor de 2H, de la ecuaci6n 1.3.16a obtenemos
2H, = -f}i (13.20)

Si substituimos estos resultados en la ecuacién 1.3.12a y 1.3.12b obtenemos

- g
X :(—9—)]’3 +2(H12U| +H22V|)P1 =

X,9 - gP, =2 H,U, + H,V,)P9 (1321 a)

¥, = (%JQJ +2(H,U, + HpV )0, =

Y,8 - 0, =2(H,U, + H,¥,)0,8 (1321 b)
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Si despejamos el valor de 2H; de la ecuacién 1.3.16a obtenemos

Si substituimos estos resultados en la ecuacién 1.3.12¢ 'y 1.3.12d obtenemos

. (8
Py =("§)X3 -2(H1|U1 + H12V1)X| =

- -3g+9X3 :2(HllUl +H12V:)X|g

. 9
Q3 = (E)Ys “2(H|1U1 + Hl2V1)Y; =
- ng + SYz. = 2(HI|UI + H\,V, )Y;g
Si sumamos las ecuaciones 1.3.21 con las ecuaciones 1.3.22 obtenemos

X39+ ng - gh - Psg =2(H12U1 +H22V,)P|9+2(H“U] +H12V|)X1g =
d
EZ'(XJS —ng) = 2[(H|2U1 + Hy,V, )PIS +(H|1U1 + HIZVl)Xlg]
};39"'9},3 -20,-0,8= 2(H12Ul + HZZVI)QIS +2(H11U! + HIZVI)YIg =
J _

dz(}gs - 8Q3) = 2[(H|2U1 + HyV, )Q19 +(HHUI + H,)V, )Ylg]

(1.3.22)

(1323 )

(1.3.23 b)

(1321 a)

(1.3.21 b)

Si integramos estas ecuaciones desde el plano objetoz =2, hasta ef plano imagen z = z,, se obtiene

(XJS —ng)

:, =2 J[(HIZUI + szVz)PlS +(H11U1 + H]ZVI)Xlg]dz

(Y39 "’gQa)

2 =2 [[(H,0, + )08+ (H,U, + o1, ]

Si usamos el hecho de que g(zy) = 0, X3(Zy) = 0, g(z;) = 0 obtenemos

2 )
X}(zl) 2-9—(_2_5 J.[(HIIUI + H12VI)Xlg +(H|2U| + H22V1)P]9]dz

(1322 a)

(1.3.22 b)

(1323 )
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2
¥(z)= ) I[(H,,Ul + H ¥, )Yg+{HoU, + H,V,)0,8]dz (1323 b)

que representan la aberracién del rayo a lo largo de las direcciones X'y Y en el plano imagen paraxial.

Para escribir X; y Y; en términos de g(z), G(z), &z) y ¥z observemos que :

U =X ,2 + Y]2 = [xoG(z) + <‘§g(z)]2 +[yoG(z) + T]g(z)]2 =
rG* +21Gg + sg° (1.3.24 a)

V, = B2+ O =[x,0(z) +£9()] +[s0(2) + 19(z)] =
102 + 2108 + 592 (1324 b)

dende

r=xl4yl, t=xE+ym, s=E 4+’

Si substituimos estos valores ( ecuaciones 1.3.24 ) y ademas substituimos las expresiones obtenidas para
X, Y, P, Q; (ecuaciones 1.3.15a, 1.3.15b, 1.3.17a y 1.3.17b ) en las ecuaciones 1.3.23 obtendremos los
coeficientes de aberracion X; y ¥; en términos de las soluciones a las ecuaciones paraxiales ( g(z), G(z),
@z y %z ). A continuacién se obtienen estos coeficientes de acuerdo a la separacion propuesta
inicialmente por Seidel, separando las integrales en cinco términos conocidos como los coeficientes de
aberracion de Seidel.

Xi(z)= 2 I(H,,(er+2tGg+sg2)+Hu(r92+2t99+592))(x06+§g)gdz+

9(21) :

I(H,z(er +2Gg +5g7) + Hyy(r0" + 2109 +592))(x,0 + £8)9 dz (1325 a)

3
2
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Comoxy, yo. &, 71, 7y 5 no dependen de 2, los podemos sacar de la integral, ademas si expandemos los

productos y agrupamos los términos en funcion dexp, v, £, 77 obtenemos

%

2
X,(z,) I(H,|63g+ H,0°Gg + H,,G*09 + H,,0°8) dz [rx, +

H . G'g' + H,0'g* + H,G*9* + H,0°9%)dz &+

+
=]
o
il
;—'-'-..—N

&l

J-(HHGZ g +2H,09Gg + H,,0'9%) dz [21x, +

%

(H,,Gg® + H,09g> + H,,Gg8” + H,,09") dz 215 +
2 v ﬁ

+ G (H,Gg’ + H,8°Gg + H,,8"09 + H,,09%) dz |sx, +
z, ” ’

4

’ (2 ) ‘[(Hllg4 '*‘2'(111‘9'23'2 + H2294)dz s§ (13.262)
Z)

9(2,)

Z,

Y(z)= 2 {J‘(H”G"ng H,0%Gg+ H,G*09 + H,,0°9) dz iry, +
+

2 I
S( )[I(Hllegz+leezgz +H|20232+H-229292)d2 n+
z)|

e J‘(HHngZ +2H,,09Gg + H,0°9?) dz 21y, +
8(z) . :
L2 _[(H“Gg—” + H,08g* + H,,Gg8® + H,,09°) dz 2m +

B(Z!)

‘o
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2
S(Zt)

+ _[(H”Gg3 + H,9°Gg + H,,g*09 + H,,89°) dz |sy, +
‘.'0

I(H1134 +2H,9%g + H,9*) dz sn (1326 b)

%

L2
9(z,)

Como podemos apreciar el coeficiente de 214 es igual al de sx, para X;, y 2tijes igual al de syp para 1,
pero aun asi estos no son aun los coeficientes de aberracién de Seidel, sin embargo en la manera en que

mejor se describe a las aberraciones segin Seidel los coeficientes de r£ y rrjdeben reescribirse en términos
de los coeficientes de 26x, y 2tys; Si ademds reagrupamos los términos y los reescribimos de forma que la
ecuacién se parezca a la de la aproximacion paraxial ( ecuacion 1.3.15), obtenemos

X,(2,) = x,[Bs +2Ct + Er] + & A5 + 2Bt +(C+ Dyr] (13272)
Y,(z,) = yol Bs +2Ct + Er]+ n[ ds+2Bt +(C+ Dir] (1.3.27b)

donde
4

) ,
A= _[(H,,g“ +2H,9°g" + H,98") dz

c=—~ I(H,,ngz +2H,,09Gg + H,,0"9%) dz

- S(z,) by

P56 (028" ~2H,89Gg + 1,697 e =
z)

< il }

J'(ez g’ —209Gg + G 9% ) H,dz = 5?2_) _[(eg ~GY) Hyde =

2y} °
Zo

D= (Bg - 69)2 IH,zdz ya que

S(zl)
. %1;— _ 0z +6g -GS - G =6(2H,9) + g(- 2H,G) - G(- 2H,g) - 8(2H,8) = 0

donde I = (9 - GS) es el invariable 6ptico paraxial del sistema y no depende de z
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E=

I(HI,G3g+ H,,G6(gb + GS) + H,,6°9) dz.
9(z,) by

Los coeficientes A, B, C, D, E se conocen como coeficientes de aberracion, estos no dependen mas que de
pardmetros del sistema y los planos objeto e imagen y tienen relacionado con ellos una interpretacion
fisica, a continuacién estudiaremos el tipo de deformacién producida en la imagen por cada uno de estos
términos en forma independiente, cada una de estas corresponde a una aberracién de Seidel { Aberracion
Esférica, Coma, Astigmatismo, Curvatura de Campo y Distorsion ).

Debido a la simetria rotacional, es mas ficil estudiar la imagen formada por un conjunto de rayos que

golpean a una distancia fija pdel eje z en el plano que contiene la pupila de salida, variando después g
desde 0 hasta el didmetro de la pupila de salida para obtener ¢l conjunto completo de rayos que forman la
imagen.

Los valores de £y 17 para este tipo de rayos estén dados por:

£ =pcosp, mMm=psing (1.3.28)
donde los diferentes valores de @ representan a los rayos que golpean la pupila de salida en los distintos
puntos del circulo de radio p centrado en £= 77 = 0en el plano que contiene a la pupila de salida.

Como el sistema posee simetria rotacional podemos, sin pérdida de generalidad, elegir un punto en el
plano objeto de coordenadas (x, , ¢, zo ) para algin sistema de referencia dado. Como y, = 0, podemos
reescribir 7, 7, s de la Ec.(1.3.24) de la siguiente forma :

r=x2, t=xE=xpcosp, s=& +n’=p’ sin? ¢ +p? cos’ @ = p’ (1.3.29)

y los coeficientes de aberracién X; y ¥; dados por la ecuacion ( 1.3.27 ) se reducen a

X,(z,)= xo[sz +2Cx,pcose + Exé] + pcosq)[;aelp2 +2Bx,pcoso +(C+ D)xg] =

3

= Ap’ cos¢ + szxo(l +2cos® (p) +3Cx2pcosq + Dxjpcos@ + Ex; =
= Ap® cosg + Bpix,(2+ coqu)) +(3C + D)x}pcoso + Ex; (1330 2)

}’3(2,) = psin(p[ApQ +2Bx,peoso +(C+ D)xg] =

= Ap® sing + 2Bx,p’ singcosg + Cxgpsing + Dxgpsing
= Ap’ sin@ + Bx,p? sin2¢ +(C + D)x}psing (1.3.30b)
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Aberracién Esférica

Si 4 es el tnico coeficiente distinto de cero, 6 bien el objeto de encuentra sobre el ¢je de simetria (xo = 0,
yo=0), las ecuaciones (1.3.30) que describen las aberraciones a lo largo de los ejes X'y ¥ se reducen a

Xs(zl) = Ap’ coso, }’3(2,) = Ap’sing, (1.3.31)
De donde X, Y estaran dados a tercer orden por
X=X,+X,, Y=h+L. (1.3.32)

Si consideramos los resultados de la ecuacién 1.3.31 y de la ecuacién 1.3.32 podemos obtener

((X, +X,)- Xl)2 +((Yl + Y3)-— Y,)2 =(4p° cos«p)2 +(4p® sin(p)2 = (A[p’)2 : (1.3.33)
De esta ecuacién podemos ver que los rayos que inciden sobre Ia pupila de salida a una distancia fija p

intersectaran al plano imagen paraxial en un circulo de radio Ap cuyo centro este en (X, , ¥;). Porlo
tanto bajo la presencia de esta aberracién la imagen de un punto en ¢l plano objeto ira a dar a un circulo

de radio Ap,°, centrado en la imagen paraxial de dicho punto, donde g, es el radio de la abertura de la

pupila de salida. A la distancia Aps’ se le conoce como aberracién esférica lateral, y es funcién del punto
considerado en el plano objeto.

También existe otra deformacién asociada con A conocida como aberracion esférica longitudinal y
definida como la distancia que existe entre el foco paraxial y el foco marginal ( lugar donde se enfocan los

rayos provenientes del circulo de radio pp en la pupila de salida ). A contiuacién calculamos el valor de la
aberracién esférica longitudinal como funcién de la posicion de la imagen paraxial, y se denotara como z;.

V ‘ Z .‘1""
4 4 /
i /26 t Ap’
i o ' / 2 2
1,00 ""r\”/z ™o R I Xl + Yl
/ 4
d
< >
Pupila de Salida ' Plano Imagen Paraxial
Z=¢ Z=z,
Figura 1.3.1
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Consideremos el rayo de la imagen paraxial que pasa por el centro de la pupila de salida, el cual forma un
angulo @ respecto al eje-6ptico como se ilustra en la Fig. 1.3.1. Asimismo, tomemos los rayos marginales,

esto es, los que pasan por el borde de la pupila de salida a una distancia g, del eje-optico. Catculamos la
aberracion esférica logitudinal z, como funcién de las coordenadas de la posicién de la imagen paraxial.
La distancia desde el centro de la pupila de salida hasta la imagen paraxial esta dada por :

d; =Jd + X2+ Y] =J(z, —) + X241

Utilizando la ley de los senos en los triangulos opuestos por el vértice que se forman con el rayo paraxial
y el marginal superior, podemos obtener

4p; L 2 Po -2z

sine sinf’  sina sinp
Por lo tanto
3
Apy Py
Z, d: —ZI |

Despejando z; y subsituyendo la expresién para d; obtenemos

2
A _Apfnﬁ.-C) + X7+ P
T 1+ 4pl 1+ 4p} ‘

z; (1.3.34)

En conclusién, la aberracién esférica longitudinal crece si la posicion del objeto se aleja del eje-optico.
Si colocamos planos entre el plano que contiene la pupila de salida y el plano imagen paraxial, en cada

uno de ellos la imagen de un punto en el plano objeto estaré formada por un circulo relleno, al circulo de
menor radio se le conoce como el circulo de confusion minima.

Coma

Como se menciono antes, la tnica aberracién presente para un objeto puntual que se encuentra sobre el
gje-6ptico es la aberracion esférica. Sin embargo si consideramos puntos que se encuentren muy préximos
al eje-dptico (x, pequefia), y despreciamos los términos cuadréticos 6 de orden superior en X, , la
aberracion estara dada por los términos cuyos coeficientes contienena Ay B en la ecuacién 1.3.30.

Consideremos ahora un sistema para el cual la inica aberracién presente se debe a el término que contiene
a B y que representa al Coma. La aberracién a tercer orden de la ecuacién 1.3.30 estaria dada por :

X3(zl) = Bp1x0(2 + cos2(o) (1335 )

Y3(zl) = Bx,p’ sin2¢. (1.3.35b)
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Si eliminamos @ de las ecuaciones 1.3.35 y usamos la ecuacion 1.3.32 podemos obtener
9 2 2 2 \2
(x=(x, +2Bp*x,)) +(¥-%) =(Bp %,) (13.36)

gue como se puede apreciar representa un circulo de radio Bg x, cuyo centro s¢ desplaza sobre el eje X
conforme p crece. Esto formara circulos pequefios cuando p es pequeila que crecerdn y se desplazardn
sobre el eje x conforme p aumente. Como podemos apreciar en la Figura 1.3.2 la imagen es parecida a un
cometa y €s por eso que a esta aberracién se le da el nombre de Coma.

llx

Figura 1.3.2

Todos estos circulos poseen tangentes en comin y el dngulo que forman estas dos tangente con el eje X es
de 30°, como a continuacién demostraremos. Tomemos el tridngulo rectangulo formado por los puntos
abo de la Figura 1.3.2 y calculemos el valor de su seno considerando los resultados de 1a ecuacién 1.3.36

_ ob  Bx,p* 1
sinf=—=———7=- = H=30°
ao 2Bx,p° 2

por lo cual Ia imagen esta confinada dentro de un tridngulo equildtero cuyos catetos forman un angulo de

30° con respecto al eje X', su vértice esta en el punto imagen paraxial y su altura estara determinada por el
radio de apertura de la pupila de salida de la siguiente forma h=3Bx, ¢
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Astigmatismo y Curvatura de Campo
Para su estudio, en la eleccién de coeficientes realizada por Seidel ( 4,8,C.D.E ), las aberraciones de
astigmatismo y de curvatura se analizan juntas, debido a que las ecuaciones resultantes son mas sencillas.

Si suponemos que la deformacion en la imagen sélo se debe a estas aberraciones, los Gnicos coeficientes
distintos de cero, seran Cy D por 1o que la ecuacion 1.3.30 se reducea :

X, (Z:) =(3C + D)x; pcosp (1.3.37a)
Y,(z,)=(C+ D)x}psing. (1.3.37b)

Si eliminamos Ia dependencia en @ de las ecuaciones 1.3.37 obtenemos
X ¥

=1 3.
[(3¢+ D)x2p] ' [(c+ D)x2p] (29

que representa la ecuacién de una elipse centrada en la imagen paraxial y con semiejes 3C + D) x4 ‘py

(C + D) x,° p. Entonces todos los rayos que salen de un circulo de radio pen la pupila de salida irin a
dar a una elipse en el plano imagen paraxial.

Consideremos un plano paralelo al plano imagen paraxial cuya distancia a éste se mida por medio de la
coordenada z donde z sera positiva a la derecha del plano imagen paraxial y negativa a la izquierda. Sea d
la distancia entre la pupila de salida y el plano imagen paraxial, sean ( X,¥ ) las coordenadas en el plano

especificado por z. Entonces utilizando tridngulos semejantes podemos obtener: ( ver Figura 1.3.3)

N z d+z
x=—-{;¢'+( 7 Jx (1.3.39a)
_ z d+z
y=—-;n+( d Jy (1.3.39b)

donde hemos usado el hecho de que z es negativa a la derecha del plano imagen paraxial, (x, y }
representan las coordenadas del punto de interseccién del rayo con el plano imagen paraxial.

Como solo estamos considerando que la imagen contiene Astigmatismo y Curvatura de campo, podemos
obtener el valor de ( x, y ) a partir de las ecuaciones 1.3.37 afiadiéndole los términos de primer orden ( X;,
¥;). Si substituimos este resultado en las ecuaciones 1.3.39 obtenemos

"'—d+ZX +[ -z—+d+z(3C+D) 2] 3.40
d+
p=[- 2+ L2 o (13409

donde hemos usado el hecho de que ¥, = 0 ya que el objeto se encuentra sobre el plano x - z.
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$x-¥ 4
x-&
_ X
X
X5 v v,

-
< . >
Pupila de Salida Plano Imagen Paraxial
Z={ 2=z,

Figura 1.3.3

Despejando &, 17 de las ecuaciones 1.3.40 y usando queé 24 n 1z P ? tenemos

o]

d + [:v-]z =p?, (1.3.41)
z (d +2)(3C + D)x; : z (d + 2)(C + D)x} ?
“dT d a7 d

La ecuacion 1.3.41 nos dice que para cualquier plano a una distancia z del plano imagen paraxial, la
imagen que formaran los rayos provenientes de un circulo de radio p en la pupila de salida, sera una elipse

d+z
con centro en (—— X, , 0] . Una elipse posee tres tipos de degeneruciones :

d

+ Una linea recta paralela al eje x,
o Una linea recta perpendicular al gje x.
¢« Un circulo.

En éptica a cada una de estas degeneraciones se asocia un nombre. Ademas la distancia entre las dos
lineas rectas es una medida del astigmatismo, ya que a tercer orden solo depende de C. A continuacion
oblendremos las expresiones para la posicién del plano que contiene a cada una de estas degeneraciones.

En la ecuacién 1.3.41 el pardmetro a de la elipse que representa el ancho de la elipse sobre el ¢je x puede
tomar el valor de 0 para un valor especial de z, como para este caso la elipse degenera en una linea recta
paralela al eje y, el plano representado por este valor especial de z se le conoce como plano tangencial y a
la z que lo representa se le denota como zr. La expresion para zr la obtenemos pidiendo que a valga cero
obteniendo

I drm -
Tt (3C+D)x; =0 =
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_ (3C + D)x}

= . 1.3.42
1-(3C + D)x? (1:3:422)

Zyp

De la misma manera pidiendo condiciones semejantes ahora para el parimetro b de la elipse que
representa el ancho sobre el eje y , obtenemos el plano sagital representado por el valor zg y cuya
degeneracién es una recta perpendicular al gje x. La expresion para zg la obtenemos pidiendo que & valga
cero obteniendo

zg d+z
—-j+—di(C+D)x§=0 =
(C+ D)x}
= 5d. 1.3.42b
B =12+ Dx? (13425
De manera que
= (3C + D)x} _ (C+ D)x} (13.43)
rTE = 1-GC+ Dy 1-(C+D)x; | >

Si expandemos esta expresién por medio de una serie de Taylor sobre los coeficientes C y D obtenemos

2, — 2, = 2x2Cd +4x{ DCd + O(D*)-C+ 0(C?). (1.3.44)
Como tanto C, D se obtienen de una aproximacién a tercer orden, si deseo cortar la serie de la ecuacion
1.3.44 a tercer orden, solo sobreviven los términos que contengan a C 6 a D, ya que ¢l producto de estos

seria de orden 6. Si cortamos Ia serie de la ecuacion 1.3.44 a tercer orden y substituimos el valor de 4
obtenemos

2, 24 =2x2(z, —¢ )C. (1.3.45)

Como se mencioné anteriormente z; - zg ¢s una medida del astigmatismo ya que a tercer orden solo
depende de C. Por lo tanto los dos focos solo coinciden a tercer orden cuando C = 0.

Por Gltimo consideremos el caso para el cual la elipse degenera en un circulo, en este caso a=+h, si
imponemos esta condicién sobre la elipse obtenida en la ecuacion 1.3.41 obtenemos

{ z (d+z)(3C+D)x§] [ z (d+z)(C+D)x§}
- =4 -=+ .

g y (1.3.46)

a’ d

Si usamos el signo positive obtenemos C = 0 que corresponde a ausencia de astigmatismo, lo cual quierz
decir que en ausencia de astigmatismo la imagen es un circulo para todos los pianos y degene’d en un

dDx;
1-Dx;

punto cuando z = . Por otro lado si usamos el signo negativo en la ecuacion 1.3.46 obtenemos
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_ (2C+D)xpd
T 1-Q2C+D)x}

z

Por lo tanto la imagen es circular solo en un plano fijo, a esta imagen se le conoce como el circulo de
confusién minima. Nétese que este plano coincide con el plano imagen paraxial cuando C =- D/ 2, que
como se mosirar4 mas adelante, corresponde a curvatura de campo cero.

Si M es el aumento transversal del sistema sobre el eje x, entonces dentro de la aproximacion a tevcer
orden, tenemos que

% (1.3.47)
Xg = 3.
M
Si en las ecuaciones 1.3.42 substituimos este resultado y expandemos por medio de una serie de Taylor
quedandonos a primer orden en C,D obtenemos '

iC+D

r=———‘“( e )dxf, (1.3.48a)
c+D)

Ze= (_ﬂi_ldxf . (1.3.48b)

Estas ecuaciones representan las ecuaciones de un circulo para x, pequeiia, lo cual se muestra a
continuacién. Consideremos un circulo de radio R centrado en ¢l punto (-R, 0). Sea( z, x ) cualquier
punto sobre ]a circunferencia, entonces por geometria obtenemos

(z+R?+x*=R? = zZ'+2Rz+x*=0. (1.3.49)

Si queremos obtener la solucién de la ecuacién 1.3.49 que tiende a cero cuando X —> 0 obtenemos

’ x? x?
= - -_— Ay e, 1.3.
z R+ Ryl g 5% (1.3.50)

Como se puede apreciar las ecuaciones 1.3.48 representan circunferencias para x, pequefia, cuyos radios
de curvatura estarian dados por

1 2d 1 2d
E=F(3C+D), R_Sz_ﬁz_(C+D)' (1.3.51)

A estos valores se les conoce como curvatura tangencial y curvatura sagital respectivamente y a la media
de las dos se le llama curvatura de campo y esta dada por

to1( 1 1Y) d d
R Z(R.r * RJ T M? (3¢ +D)+ IYE (C+D)=—7(2C+D) (1.3.52)
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que como se puede apreciar paraC =-D/2 es cero.
A continuacién intentaremos ilustrar como deforman estas aberraciones a la imagen. Observemos la

siguiente figura

A A N
C B ,-?\ Ay ?4
. . S ,// ..... -
R e C
(d) © 0
Figura 1.3.4

Supongamos que A,B,C,D son cuatro puntos en el plano objeto. En el plano tangencial, cada punto se
convertir4 en una linea recta perpendicular a la linea recta que une al punto con el origen (b), mientras
que en el plano sagital cada punto ird a dar a una linea recta paralela a la linea recta que une al punto con
el origen (c). Por ejemplo el punto A ira a dar a la linea A, Az en el plano tangencial (b) y a la linea A; A,
en el plano sagital. Entonces si tuviéramos un objeto como el de (d) este se convertiria en (e) en el plano

tangencial y en (f) en el plano sagital.
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Distorsién

Por ultimo el coeficiente E representa la distorsion en la imagen. Nuevamente para estudiar su significado
fisico consideraremos un punto en ¢! plano objeto con coordenadas ( xo, yo ), ¥ que el sistema est4 libre de
las otras aberraciones { 4 = B = C = D = 0 ). Bajo estas condiciones la ecuacion 1.3.27 la podemos

reescribir de la siguiente forma

X, = E(xg +y§)x0, Y, = E(xg +y§)y0. (1.3.53)

- AL 1A

B
¥

{
(a) (b) (<)
E>0 E<0
Figura 1.3.5

Consideremos una malla cuadrada como la representada en la figura 1.3.5, seaa la distancia entre lineas.
Solo analizaremos un cuadrante en detalle ya que los demds los podemos obtener por simetria. Las
coordenadas de varios puntos de interseccion en el primer cuadrante estardn dadas por ( 0.0 ), (a0 ),
(2a,0), (a,a), (a2a), (2a.a)y(2a2a). Las coordenadas en ¢l plano imagen paraxial para el punto (x,,
¥ ) estarén dadas por

x, = Mx, + E(xg +y;)xo (1.3.548)
y, = My, + E(xg +y§)y0 (1.3.54b)

donde M es el aumento transversal del sistema. Consideremos por simplicidad que el sistema posee
amplificacién transversal unitaria positiva, las coordenadas de los puntos considerados anteriormente
estarén dadas por : (0,0 ), (a+Ed’,0 ), ( 2a+4Ed’.0), ( 0.a+Ed’ ), ( 0,2a+4Ed’ ), (a+2Ed,a+2Ed’ ),
(a+5EQ, 2a+10Ed’), ( 2a+10Ed’,a+5Ed’ ), ( 2a+16Ed’, 2a+16Ed’ ).

Considerando estos valores se realizé la Figura 1.3.5 (b) para E > 0 y (c) para E < 0. Donde las lineas
punteadas representan la imagen sin deformar. A estas deformaciones de la imagen se les conoce como

deformacién de pincushion (b) y deformacién de barril ().

Fisicamente estas deformaciones se observan cuando en la pupila de salida tenemos una abertura muy

pequefia de manera que & =77 = 0 esto provoca que la tinica aberracién distinta de cero sea la Distorsion,
ya que E es el unico coeficiente distinto de cero.
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Ademas, por una abertura con estas caracteristicas a cada punto en la imagen le corresponde un solo rayo,
esto trae como consecuencia que solo la aberracién debida a la distorsion del objeto por una ampliacién no
uniforme sea la inica que sobreviva.

Es posible considerar el caso en que todas las aberraciones de Seidel estdn presentes al mismo tiempo. La
imagen resultante serfa una combinacién de la forma de todas la imagenes que hasta ahora hemos
considerado. Para obtenerla combinemos las ecuaciones 1.3.30 para obtener

{x, ~2Bx,p? - Ex} ~[4p* + (6C + D)} ploosof +
+ {}; —[Ap3 +(C +D)x§p]sin (o}2 = (onp2 )z

Esta ecuaci6n representa a un circulo de radio Bx, p2 cuyo centro se mueve sobre una elipse con semiejes

Ap* +(3C+D)xlp y Ap* +(C+ D)x2p con centro en (Zonp + Ex} ,0). Cada vez que el
centro del circulo da una vuelta completa sobre la elipse, esté gira sobre su propio eje 2 veces.

(1.3.55)
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Capitulo IL.- Clasificacién de las Catdstrofes

Las ecuaciones y su comportamiento han sido estudiadas durante muchos afios analizando sus variables, los
parémetros que afectan a las mismas jugaban en un segundo termino y se consideraba muy complicado un
andlisis de! comportamiento cualitativo de las mismas. Finalmente por medio de la teoria de las catéstrofes
es posible predecir para que valores de los pardmetros se obtienen cambios muy significativos en el
comportamiento cualitativo de un sistema. A continuacién se expone brevemente un primer acercamiento a
el programa de la teorfa de las catastrofes asi como algunos ejemplos para sistemas con simetria.

Supongamos que el estado de un sistema fisico esté4 descrito por las variables de estado ¥(t, x icq), donde t
y x; juegan el papel de las variables y podrian ser, respectivamente, el tiempo y la posicién; mientras que las

C,, representan un conjunto de pardmetros, los cuales describen la influencia o las perturbaciones del medio
donde se encuentra el sistema. Debido a que estos parémetros pueden controlar cualitativamente las

propiedades de las soluciones ¥At, Xi;C), las ¢q son llamadas pardmetros de control. Las variables de
estado resultan ser las soluciones de ecuaciones que expresan las leyes dindmicas del sistema fisico
considerado. En Optica las variables podrian ser el momento 6ptico p, la altura a la que incide elrayoy los
parametros de control el indice de refraccion, el ancho de la ventana, etc. Nosotros nos ocuparemos
solamente de aquellos casos en los cuales el sistema dinémico es un sistema gradiente, esto es, cuando por

ejemplo, tenemos fuerzas derivables de un potencial F=-VV :

¥, OV (¥3e,)

dt v,

0. @2.1.1)

La Teorfa de las Catastrofes estudia la dependencia y la naturaleza del equilibrio del sistema, respecto a los
pardmetros de control, conforme estos pardmetros cambian.

Las propiedades locales, tanto de los potenciales V( ¥}) como de las familias de potenciales V( ¥};cy), estdn
determinadas por una secuencia de teoremas y resultados del analisis funcional los cuales involucran un
creciente acercamiento con la Topologia. Entre estos resultados destacan el Teorema de la funcién Implicita
del Célculo Avanzado, el Lema de Morse y finalmente, el Teorema de Thom, el cual es el resultado central
de la Teoria de las Catdstrofes.

El Teorema de la Funcidn Implicita

Considere una superficie F

{(x,y,z) | F(x,y,z)=0}. (2.12)

El teorema de la funci6n implicita nos permite encontrar las condiciones bajo las cuales la superficie tiene
una representacion tnica en términos de una funcién implicita /. Segin este teorema, en las vecindades de
un punto x, sobre la superficie, sobre el cual el plano tangente no es vertical, es decir sobre el cual

D;F(x,) # 0, podremos encontrar una vecindad de x, tal que la superficie tiene una representacion nica de
la forma .

{(c,3,2) | z=Flxy.2)}- 2.1.3)

Considere por e¢jemplo la esfera l
S={(x,y,z) | x2+y2+22—4=0} (2.1.4)

Tomemos un punto (x,, Y. Zg) sobre el hemisferio superior (zo > 0)- Entonces, para una vecindad del punto
(xa, yo) en el plano XY, la ecuacién de la esfera define implicitamente una funcién continua £, inica en el
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dominio de esa vecindad, y que contiene el punto (xg, ¥,, 25) en su gréfica. Esta funcion esta dada por la

regla de correspondencia
flx,y)=J4~-x* -y 2.1.5)

Si (xg. ¥o, zp) esun pu:ito sobre el hemisferio inferior (z, < 0), entonces se obtiene un resuitado semejante
con la funcién implicita £ dada por la regla de correspondencia

flx,y)=—J4-x -y . @2.1.6)

Sin embargo, si el punto (xp,¥s . 2o} € un punto sobre la esfera pero con 2z, = 0, entonces no es posible
encontrar una vecindad en ¢l plano XY para la cual haya una funcién implicita tnica, continua, que tenga
esta vecindad como dominio y que contenga al punto {xg,ys, 2p) en su grifica. Los puntos (xo, Yo, 0) difieren
de los demés puntos de Ia esfera en que en estos puntos el plano tangente a la esfera es el paralelo al eje-Z.

En el ejemplo anterior, determinar explicitamente la funcién f resulté ficil; sin embargo, en general, esta
tarea podria ser muy dificil, 0 ain més, podria no ser factible. Precisamente entonces, el Teorema de la
funcién implicita nos permite asegurar su existencia, y bajo ciertas circunstancias, nos ofrece formulas para
las derivadas parciales de esta funcién.

El Lema de Morse

Formas Cuadréticas

Una forma cuadréatica general
q(x)=Zﬂ,jx,-xj (2.2.1)
i

en general podréd ponerse en la forma canénica [3]
b T LR AT /o (22.2)

donde s < n. El namero s es llamado el rango de la forma cuadratica y (s — #) el indice de la forma
cuadratica g, y cualquier forma cuadratica estd determinada de manera Unica por su rango ¢ indice. Una
forma cuadrética resulta ser degenerada siempre que su rango sea menor que el niimero n de variables. La
diferencia (7 - r) es el co-rango, y mide el nimero de direcciones independientes en el espacio de
dimensién » de las variables, en las cuales la forma cuadratica resulta degenerada. Podremos representar la

forma cuadratica g(x) de la Ec. (2.2.1) en forma matricial mediante la matriz Ay, y asi , tenemos
g(x)=xAx". (22.3)

La degeneracion de la forma cuadratica tiene lugar si y solo si el determinante de su matriz se anula.

Por ¢jemplo, en dos dimensiones reales, la forma cuadrética

q(x,y)=ax® +2bx+cy’ (2.2.4)

]

tiene asociada la matriz
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Puntos Criticos no degenerados o de Morse

Si el sistema fisico estd en equilibrio, tendremos que sobre un punto particular x, del espacio de estados, se
cumple V¥V = 0. A dichos puntos se les lama puntos criticos de la funcién V. Las propiedades de
estabilidad sobre estos puntos criticos, bajo las condiciones que presentamos a continuacién, pueden ser
oV
i
ya no se cumplen las condiciones del Teorema de 1a Funcién Implicita, sin embargo, si se cumple la

.Claramente,

determinadas por los eigenvalores de la matriz de estabilidad, o matriz Hessiana V,.j =

condicién: det ¥;;# 0, entonces los puntos criticos se llaman no-degenerados y el Lema de Morse garantiza
la existencia de una forma localmente cuadratica no-degenerada [11]

V= zn:z,yf : (2.3.1)

i=]

Aqui, las 4 ; son los eigenvalores de la matriz de estabilidad V);, evaluados en el punto critico. Por medio

1
del cambio de coordenadas siguiente: ¥, = l/l ,!é ¥, la forma cuadrética anterior se puede expresar en

forma canénica (2]
Vg9~ 4T+ + T = M (9). 23.2)

La forma M () es llamada una silla-i de Morse.

La matriz Hessiana determina si un punto critico no-degenerado resulta un méximo, un minimo, o un punto

de silla.
Ejemplo. En las siguientes funciones en dos variables el origen resulta un punto critico no-degenerado,
representando un ejemplo de un méximo, un minimo, y un punto de silla, respectivamente,

flxy)==x2=y*, X+, -y 2.3.3)

Ademis, el punto critico es aislado, i.e., en una vecindad de puntos alrededor de €, no existen otros puntos
criticos. Se puede demostrar que los puntos criticos no-degenerados tienen que ser aislados {3].

Formas de Thom

Si el sistema fisico estd en equilibrio, esto es, si sobre un punto particular x. del espacio de estados, se

cumple V¥ = 0, pero la matriz de estabilidad resulta tal que det V;= 0, entonces claramente ya no se
cumplen las condiciones del Teorema de Morse, y tenemos que los puntos criticos resultan degenerados.
Por sl misma, la matriz Hessiana ya no puede determinar la naturaleza del punto critico degenerado, si este
resulta un méximo, un minimo, un punto de silla, o alguna otra forma mas elaborada.

Ejemplo. Considerada en una sola variable, la funcién f (x)= x?, tiene en el origen un punto critico
aisiado y no-degenerado. En cambio, para todas las funciones siguientes, el origen resulta todavia un punto

critico aislado, pero degenerado

flx}=x", n=34567. @2.4.1)
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El criterio de la segunda derivada no puede determinar por si mismo la naturaleza del punto critico. Por
ejemplo, para el caso » = 3 en la ecuacién anterior, la segunda derivada en el origen se anula, y tenemos un
punto de inflexién, pero para n = 4, la segunda derivada en el origen tambi¢n se anula, y sin embargo
tenemos un minimo.

Ejemplo. La siguiente funcién, considerada en dos variables, (x,y), tiene sus puntos criticos degenerados y

no aislados
flx,y)=x%. (24.2)
Su matriz Hessiana { matriz de segundas derivadas [8]) resulta

20

0 04.
De esta manera observamos que ¢l eigenvalor de la matriz, asociado a la variable x, nunca se anula. En
cambio, en la variable y siempre se tiene un punto critico degenerado. La funcitn anterior tiene un minimo

en la direccién del eje-X, cuando x = 0, y este punto critico resulta degenerado y no-aislado en la direccion
del gje-Y.

Ejemplo. La siguiente funcién tiene en el origen un punto critico degenerado y aislado

foy)=xly-y, (2.4.3)
Su derivada resulta
Vf = (2xy,x2 -3 yl). (2.4.4)
Su matriz Hessiana resulta
2y 2x
2x —-6y/.
Ejemplo. La funcién ,
fx)=x*+cx+c,, (24.5)

tiene en el origen un minimo aislado y no degenerado. Este punto de Morse resulta estable, sin importar la
variacién que sufran los parametros ¢, y ¢,. Sin embrago esto no es asi para otras funciones, para {as cuales
se incluyen puntos no de Morse, como veremos a continuacion. Por ejemplo, la estabilidad del punto critico
de la funcién

flx)=x+ex* +ex+¢, (2.4.6)

dependera de la eleccién de los parametros. Sin perdida de generalidad, podemos llevar ia expresion
anterior a la forma

glx)=x*+px+gq, (24.7)
donde )
c? c.c e, Y
—e -2 —e 66 of S 248
p cl 3 q cO 3 ( 3 ) ( )

Para esta funcion tenemos que sus derivadas resultan

glx)=3+p, g'(x)=6x (2.4.9)
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Asi, vemos que si p > 0, no existen puntos criticos. Si p <0, entonces existen dos puntos criticos aislados,

no-degenerados, con un méximo en X, = -, ’—g y un minimo en X, =, f—‘—; . Si p = 0, entonces

existe un solo punto critico aislado, degenerado, en x., = 0, como ya vimos en el ejemplo de la Ec.(2.4.1).

En este ultimo ejemplo podemos apreciar cémo es controlado el sistema por los parimetros; de hecho
debemos apreciar que existe en realidad un solo parémetro, p, mateméticamente relevante, el cual involucra
a los dos parametros fisicos, ¢, y ¢, los cuales son los que manejan la conducta cualitativa del sistema fisico
descrito por el potencial f{x) en ia Ec.(2.4.6).

Si el potencial ¥(x; ; c,), depende de uno o més parametros de control ¢q, entonces la matriz de estabilidad
) 2

Hessiana V;J =-—— vy sus eigenvalores A, también dependerén de estos pardmetros de control.

10X

Entonces uno o mas de los eigenvalores podrian anularse para ciertos valores de los parmetros, y asi
tendriamos el resultado : der V;, = 0, al evaluarse sobre alguno de los puntos criticos, resultando estos
degenerados. Puesto que no se cumplen las hipétesis del Lema de Morse, ya no seria posible, sobre estos
puntos, asignar localmente una forma cuadritica no-degencrada. Sin embargo, sobre un punto critico
degenerado resulta posible asignar una forma canénica para el potencial. Este es el importante resultado
conocido como Lema de la Particién de Thom [12], [3], [i1]

Lema. Sea f: R® —> R una funcién lisa, con Df = 0, cuyo Hessiano en 0 ticne rango » (y co-rango # — r).
Entonces f es equivalente, alrededor de 0, a una funcion de ta forma

tx2 -k x2 o+ F (X0, (2.4.10)

donde
FiR" SR,

y es lisa.
Este Lema nos dice que alrededor de un punto critico degenerado, una funcién /, lisa, de n variables, puede
expresarse mediante coordenadas adecuadas, como la suma de dos tipos diferentes de funciones, una en la
forma cuadrética no-degenerada en r variables, més otra funcién totalmente degenerada con un numero
reducido de variables, igual al co-rango del Hessiano. Por ejemplo, si en un punto critico degenerado una
funcién tiene 12 variables y es de co-rango 2, se requerird estudiar solamente una funcién en dos variables.
Esta dréstica reduccién en €l niimero de variables es lo que hace tan importante y sorpresivo este Lema.

Asi, si sobre uno de los puntos criticos del potencial Mx, ; c4) se anulan ! =n—r de los eigenvalores de su

Hessiano: A,(¢), ... , Afc), sobre cierto punto del espacio de pardmetros, ¢ = ¢’, entonces el Lema de
particién de Thom puede ser utilizado para partir la funcién en una parte de Morse, asociada con los r

eigenvalores distintos de cero, y una parte totalmente degenerada de ! = n - r variables y de los ¢,
pardmetros.

Teorema de Thom

Bajo ciertas condiciones, que incluyen la limitacién a un numero de parametros &k < 5, y la ausencia de

restricciones impuestas por simetria en la familia de funciones V(x; ; cq), ¢l teorema de Thom
[Thom,(1972)] establece la existencia de una transformacién de variables lisa, de manera que la funcién se
puede escribir de una forma canénica

V=G()+ iﬂ.jyj?. 2.5.1)

Jal+l
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La funcién G(I) es llamada el germen de la catéstrofe. En la Tabla 1 se presentan todos los germenes de

catdstrofes para k < 5, en ¢l caso de / < 2 eigenvalores nulos del Hessiano.

En conclusién, en ausencia de toda simetria, cuando degenera un punto critico de una cierta funcion,
entonces es posible aproximar dicha funcién alrededor de ese punto, por medio de alguna de las catéstrofes
elementales, cuando €} nimero de pardmetros esenciales resulta menor o igual a cinco. En la Tabla 1, se
presentan estas catéstrofes elementales, y tenemos que para dos variables se requieren tres o més
parametros asociados con alguna forma candnica.

Tabla 1. Catdstrofes elementales de Thom

Nombre k Germen Perturbacion
A, 1 x ax
Ass 2 txt ax + ax’
Ay 3 x ax + ax® + ax’
Ass 4 +x° ax + ax® + ap’'+ ax’
As 5 x ax + a + apx’+ axt+ ag’
D, 3 P2y-y ax + ay + ay?
Dy 3 Xy + ' ax +ay + a,y2
Ds 4 Py +y ax + ay + af + ay’
Dy 5 ?y-y ax + ay + axt + agt+ ay’
D, 5 2y +y ax + ay + ax® + ayf+ ay’
Eie 5 Lyt ax + agy + axy + ayt+ asxy’

Catdstrofes con simetria

Las funciones y familias de funciones que hemos considerado hasta ahora son de un caracter muy general,
y en la terminologia usual se les llama tipicas. Lo anterior significa que no existe restriccién en los términos
de la serie de Taylor de una funcidn, ni tampoco se imponen restricciones a las relaciones entre dichos
términos. La Teoria Elemental de las Catéstrofes supone el caso tipico. Si existe, sin embargo, una
constriccién sobre un sistema, el cual es descrito por una funci6n, esta constriccion se reflejard por medio
de restricciones entre los términos de la expansion en serie de Taylor de la funcién alrededor de algin
punto. El estudio de los caso atipicos representa un problema abierto en la Teorfa de las Catéstrofes en
donde se han hecho avances, particularmente para funciones restringidas por diferentes clases de simetria.
En este trabajo donde tenemos la existencia del eje dptico, nos interesa considerar sistemas que presentan
una restriccién originada por la simetrfa de rotacién de un eje.

Para ilustrar el punto presentado aqui, daremos algunos ejemplos en los cuales tomamos una familia de

funciones F( %, y ; ¢}, con dos variables de estado (x,y) yk pardmetros de control, ¢ € R
Consideremos que F tiene un punto critico en el origen de coordenadas, y veremos et efecto restrictivo que
imponen distintas clases de simetria. En la parte final plantearemos el programa de la Teoria de las
Catéstrofes extendido al caso de la presencia de una simetria, el cual podremos aplicar en el capitulo
siguiente del presente trabajo debido a que, como ya se menciond, nosotros nos ocuparemos de sistemas
épticos donde existe un eje optico, el cual representa un eje de simetria ante rotaciones del sistema
alrededor de él.
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Simetria ij

Iniciamos el anélisis de una funcién F(x, y ; ¢) , suponiendo que su simetria es la del grupo Cj Esta
funcion resulta, por ejemplo si tiene una dependencia en el angulo y de la forma cos ( 37 ), donde
expresamos en coordenadas polares la posicién de un punto (x,y) 2 (p, v). Una forma general de la F
con simetria ante el grupo C;, , es invariante ante rotaciones de 2n/ 3 radianes; asi como ante reflexiones

en los tres ejes: ¥y =0, y=2x/ 3y y=4x/ 3. Esas tres rotaciones y estas tres reflexiones representan las 6
operaciones del grupo llamado Cj, .

Estudiando el efecto de las transformaciones del grupo puntual C;, sobre el vector unitario en el planc a -
(1,0) se encuentran los vectores

po( L BY (L1 B
22 ) L2 2 )

( ver Fig. 2.1.1 ) y se concluye que se trasforman ‘entre si bajo la acci6n del grupo Cs,. Esto sugiere que se
consideren los polinomios de primer orden en las variables (x, y ) del plano cartesiano:

—x+-3 —x—-f3
e asy

La accién de los elementos del grupo Cj, sobre estos polinomios se exhibe en la tabla siguiente:

E C; ‘s o o o;
P P. ™ P P P P,
P P Po P Do Do P,
P P Pa P P Ps P,

Es inmediato mostrar que los potinomios (2.6.1) no son linealmente independientes, ya que

p.(6,9)+ p,(x.¥)+ p.(x.¥)=0,

y entonces cualesquiera dos de ellos sirven como base para generar polinomios que portan la representacion

irreducible bidimensional, que denotamos {4;}, del grupo Cj. Por ejemplo, el polinomio de grado d mas
general esta dado por ¢l desarrollo

pt{fzj}(x’y)=z‘4p,q pf pg s
P.q

dondep+q=4d.
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Para demostrar lo mencionado arriba utilizamos los operadores de proyeccion asociados a las tres
representaciones irreducibles del grupo:

P{M}=%(E+C3+C§ bo,+0,+0,),
P =%(E+C3 +C-0,-0,-0,),

Pt =-;—(2E—C3 -c?).

La aplicacién de estos operadores de proyeccién sobre los polinomios {2.6.1) da el resultado siguiente:

4.} 1

} =
p‘.’z

p™ p =p¥lp =0, p P,

donde & = a,b, c. De la Tabla 2 es inmediato mostrar que ¢l polinomio de grado d dado por

7(d)=3 (i + i+ pl)

es invariante ante el grupo Cs,. A continuacién calculamos los polinomios invariantes hasta de cuarto
grado:

J0)=1, JO)=0, J@)= i%xf

J(3)=%(x3 3xy?), J(4)= %(xz +° ).

Para estudiar Jos polinomios posibles que se pueden generar con los invariantes basta considerar la region

de la recta ¥ = 0 a la recta ¥ =z /3 en la Fig. 2.1.1. Asi, vemos que en el desarrollo de la serie de Taylor
alrededor del origen, después de restar el término constante y dividir toda la serie por un factor comdn, los
términos lineales serdn cero, por tratarse de un punto critico. Si tenemos el caso de dos pardmetros de
control, ie. k = 2, los términos cuadraticos y cabicos se eliminan por una adecuada eleccién de los
parémetros. El primer término que permanece, invariante ante el grupo de simetria, es el germen de la

2 .
funcidn. Esto es, podemos concluir que el germen de F resulta la cuértica: (x2 + y2 ) Por la expresion

calculada para J(4), notamos que el germen es efectivamente invariante ante el grupo Cs. Asi, no
requerimos de una transformacion que preserve la simetria y podremos simplemente despreciar los
términos de grado mds alto de la serie de Taylor

F(x,y;c)z al(x2 + y2)+ az(x3 —3xy2)+ (x2 +y2)2.
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Plano By

¢ by

Figura 2.1.1 Accidn de los elementos C;, sobre los vectores a, b, y c; asi como

sobrec;'=(—l,0). b'=[l, —J—EJ C'=[l, JB}
27 2

2 2
La funcién F(x, y ; c) tiene la simetria del grupo C,, si resulta invariante ante el grupo de ocho elementos
consistentes en cuatro rotaciones de 7/ 2 radianes, cada una, y cuatro reflexiones ante los ejes x = 0,y=0
X=y,yx=-y.

Tabla 3. Aociéndelmoc..mbrelasooor&mdas(x.y)decaa]quierplmtoenclplanox- Y

Simetria Cg,

E C4 C42 C43 (2] (2 %] (2]} Tuz
X X y =X ¥ 3 X y 4
y hd -X <y X -y Y X X

La invariancia de la fincién F(x, y ; ¢ ) ante las operaciones del grupo C,, resuita en que los coeficientes de
tos términos x ?y 7 , en su expansién en serie de Taylor alrededor del origen, son cero si p 0 ¢ son impares,
y ademas, el coeficiente del termino x ¥ y 9 resulta idéntico al coeficiente del término x ¢ y# .Como se puede
probar, lo anterior implica la dependencia fincional F( x’ +7, X’y ; ¢ ). Asi, la expansién en serie de
Taylor es de la forma

F(x,y;¢)= Fy + on(xz +y2)+ F_w(x4 +y4)+ F,x*y*+-,

Simetria ante rotaciones

La invariancia de la funcién F(x, y ; ¢ ) ante las operaciones del grupo de rotaciones la podemos expresar
mediante }a igualdad

F(x',y'ic)= Flx,yc)
donde
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Entonces F es una funcién solamente invariante de grupo p° = x* + 37, y asi, la expansion en serie de
Taylor es de la forma

Fx,yic)=F,+ E,p* +F,p* +---.

En cada una de las expansiones en series de los ejemplos anteriores los coeficientes son funciones de los &
pardmetros de control c.

Determinacion del Germen

Como ya se ha mencionado en la seccién anterior, pueden existir valores de los pardmetros de una funcién
para los cuales algunos de sus puntos criticos degeneren. Entonces, como sabemos, sobre la regién en el
espacio de los pardmetros en la cual los puntos criticos son degenerados tenemos que la funcién F(r, c; ) ya
no podré aproximarse por una forma cuadrética no degenerada alrededor del punto critico correspondiente.
Uno puede preguntarse entonces si las propiedades cualitativas de la funcion quedaran completamente bien
determinadas cuando la expansién en serie de Taylor alrededor de los puntos criticos degenerados es
cortada para los términos més alld de un cierto orden p, con p finita. Si este fuera ¢l caso, diremos que la
funcién es p-determinada en ese punto. Determinar si una funcién puede en efecto ser cortada y para qué
orden p de su serie de Taylor puede asi quedar truncada, se conoce como el problema de la determinacion
[2;3). En los casos tipicos, Mather ha desarrollado un algoritmo para decidir la determinacidén de una
funcién analitica. Lo anterior supone que no existe constriccién alguna sobre los coeficientes de la serie de
Taylor de la funcién alrededor del punto critico.

Cuando el punto critico degenerado, el cual suponemos en el origen, esta bajo alguna simetria impuesta
sobre el sistema, como la de un grupo de rotaciones, la del grupo Cj,, o cualquier otra, como vimos en los
ejemplos, encontraremos ciertas restricciones sobre los términos de su serie de Taylor alrededor de este
punto. El programa de la Teorfa de Catéstrofes se ha extendido para casos en los que tenemos funciones
restringidas por simetria. A continuacion describimos 4 grandes rasgos este programa {2] y en el siguiente
capitulo aplicaremos esta extension a nuestros problemas.

1. Se arveglan los coeficientes de la serie de Taylor en orden creciente.

2. Se utilizan los k-grados de libertad de los pardmetros de control para eliminar los primeros k
coeficientes de Taylor distintos de cero.

3. Se eliminan los términos de grado més alto de la serie de Taylor por medio de una transformacion
continua y diferenciable que preserve 1a simetria. La funcion que permanece sera el germen de la
funcién, invariante ante el grupo de simetria.

4. Al desarrollo de términos que fueron climinados por eleccion apropiada de los parametros de control se
le lama perturbacién universal.
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Capitulo lil.- Ejemplos de catastrofes en sistemas 6pticos.

Las propiedades de las imégenes formadas por lentes y sistemas centrados en general, se pueden
estudiar utilizando la aproximacién Gaussiana ¢ paraxial, en la cual se desprecian los términos cuadréticos
y de érdenes mas altos respecto a la distancia al eje 6ptico, 6 equivalentemente, del angulo que forman los
rayos con dicho eje de simetria. Come un refinamiento en los célculos, la Teorfa de las Aberraciones
considera entonces aquellas potencias de érdenes superiores al segundo en la Funcién Camino Optico. Esta
ha sido la aproximacién tradicional, muy exitosa en el estudio de la formacién de las imagenes dentro dela
aproximacion de la Optica Geométrica.

Por otro lado, la conducta de la luz en las vecindades de las regiones de enfocamiento mds general, es decir,
en las llamadas céusticas, ha sido estudiada en diversas ocasiones en el pasado [1;6]. Las céusticas
representan asf singularidades en la teorfa geométrica de la luz, /. e., aquellas regiones donde la densidad de
energfa del campo luminoso se hace infinita. La morfologia de las cdusticas ha sido clasificada en algunos
casos por medio de la Teoria de las Catéstrofes. En este capitulo se analizan algunos ejemplos en los cuales
veremos cémo la aplicacién de estos métodos de la teoria de catdstrofes nos permite obtener propiedades
complementarias a los resultados clésicos de 1a Optica Geométrica y mediante los cuales, se puede
clasificar el grado de degeneracién en la imagen paraxial y asi establecer un criterio cuantitativo para
determinar el orden maximo al cual es necesario aproximar el desarrollo de la serie de Taylor que se asocia
con el tratamiento de las aberraciones de la imagen, obteniendo de una nueva manera el comportamiento
cualitativo mds general de la imagen y sus aberraciones.

3.1. Dioptro plano.

Un problema simple, pero no trivial, que nos deja apreciar la forma de aproximarse en ¢l contexto
de la teoria de las catéstrofes al estudio de la formacién de imagenes y la estructura de sus aberraciones, es
el de una superficie plana frontera entre dos medios homogéneos. En esta seccion, el uso de la teorfa de las
catéstrofes nos permite justificar que es suficiente considerar términos hasta de tercer orden en la serie de
Taylor de las aberraciones, para obtener ¢l comportamiento més general. En la presentacién del trabajo,
primero recuperamos la ley de Snell a partir del Principic de Fermat; v. gr., partiendo de la condicion de
que los puntos por los cuales pasa un rayo sean puntos criticos de la funcién longitud de camino 6ptico. La
posicién més general de la imagen, incluida la paraxial, se obtiene imponiendo la condicién adicional de
que los puntos criticos sean degenerados. Después se discute la estabilidad de la imagen, obteniéndose dos
ramas de enfocamiento bajo este criterio, una representada por una catastrofe con simetria y la otra
resultando en una linea focal, la cual representa una catistrofe de mayor complejidad estructural.
Finalmente, con esta perspectiva nos encontramos ante la posibilidad de asociar este problema con el de la
Optica Global y el Teorema de Damién, en donde se considera la geometria de todo el frente de onda,
refractindose en toda una superficie.

Como sabemos, la longitud de camino 6ptico (@ depende del camino C de una manera muy general; sin
embargo, si es posible formar el camino por un nimero finite de segmentos, siendo cada uno de ellos un
rayo, podremos escribir la longitud de camino éptico como una funcién que depende de un numero finito
de variables. Asi, para calcular la longitud de camino éptico recorrida por un rayo en el ejemplo del dioptro
plano, tomaremos el camino formado por dos segmentos de recta: Py 4y 4 P, . El primer segmento de
recta viaja en un medio de indice de refraccién n, desde el punto Py en el objeto, hasta el punto 4 sobre la
interface entre los dos medios (Figura 3.1.1). El segundo segmento atraviesa desde el punto A hasta el
punto final P,. Por lo tanto la longitud de camino dptico estard dada por :

@ = n|P,4|+| 4P (3.1.1)
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Figura 3.1.1 : Diagrama del dioptro plano

Si expresamos el resultado anterior en coordenadas cilindricas obtenremos :

®(r;R)=n\z} + p* £ \Kz, —z,) +p* +p} -2pp,cosig-¢,) (3.1.2)

donde r=(p, ¢,z ) es el vector de posicién del punto 4, y R = (p., 9,2 )representa a la posicion
final P,. El signo positivo esta asociado con los rayos reales que se encuentran dentro de la region para la
cual z > z ; el signo negativo se asocia a rayos virtuales para los cuales z < z,..

El punto final P, puede ser cualquier punto del espacio y sus coordenadas pueden tomarse como parametros
de control, mientras que las coordenadas del punto A las tomaremos como las variables del sistema. Segin
el Principio de Fermat, determinamos las trayectorias de los rayos tomando los puntos extremos en la

funcién @, calculando sus derivadas con respecto a estas variables.

Para el presente problema hemos considerado que la distancia entre la fuente y la superficie refractora estd
fija, es decir z; ¢s una constante. A continuacién encontraremos el gradiente de la longitud de camino
ptico con respecto a las variables p y ¢:

o ___n + P—F0 cos(¢ _¢i) (3.1.30)
3 |zt +p’ \/(z, —.7:,)2 +p* +p; —2pp; °°5(¢—¢f)
@ =+ Pp; Sin(¢—“¢l) (3.1.3b)

27 \;',r(zf - Z )2 + Pz + sz -2pp; cos(¢ ""¢i)
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Los valores extremos de O se obtienen cuando se anulan ambas derivadas en la ecuacién (3.1.3). Respecto
a la variable angular ¢, los valores criticos los obtenemos anulando la derivada expresada en la ecuacion
(3.1.3b), de donde se obtiene la siguiente condicién :

(¢-¢‘)= 0,7. (3.1.4)

Esto implica que el rayo refractado se encuentra sobre el plano de incidencia. El plano de incidencia s
subtendido por el rayo incidente y la normal en el punto de incidencia. Ahora, para obtener el valor critico

respecto de la variable p, pedimos que la derivada expresada en la ecuacién (3.1.3a) se anule. Si ademas
incluimos la condicién anterior obtenemos:
np p¥p;

Ve Jm-a) +ero)

donde el signo - corresponde al valor ¢ =0 y el signo + corresponde al valor g=r.

(3.1.5)

Si llamamos al angulo de incidencia / y al dngulo de refraccion 7, encontramos las siguientes relaciones :

- P
sini = :/zf—_-i-—_p;z_ (3.1.6a)
y sinr =F pip (3.1.6b)
\/(zr _zi): +(P¢P: )2
Por lo tanto la ecuacién 3.1.5 representa la ley de reﬁ‘a.ccién de Snell
nsini = sinr G.1.7)

La ecuacién 3.1.5 define la familia de todos los rayos refractados por la superficie z = z, para los cuales el
punto (r; R) = (z, VXA AN ,-) es critico. Las propiedades del punto critico se analizan por medio de
las derivadas de orden mas alto de la funcién @. Su matriz de segundas derivadas se llama matriz Hessiana

y la denotamos por M. Dicha matriz define las propiedades de estabilidad de la funcién. Escribamos el

Hessiano como :

M M

M = ( pe ""J (3.1.8)
M#o MN

donde los subindices denotan las derivadas parciales respectivas. Un punto critico (r,R)CR sera

degenerado si el det M = 0. Generalmente este no seré el caso y tendremos que: det M = 0. A estos puntos

se les conoce como puntos de Morse, y el valor del determinante del Hessiano también define la naturaleza
del punto critico. Sin embargo al ir cambiando el valor del conjunto de pardmetros en R, dos 6 més puntos
criticos podrian degenerar, y al lugar de todos estos puntos R se le conoce como caustica.
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Al imponer la condicién de que el rayo refractado se encuentre en el plano de incidencia (ecuacion 3.1.4) la
matriz M se vuelve diagonal :

2 — 2
M,, =——1:z—’—2-_ (z’2 z) - (3.192)
Z +p (Zf"z.-) +(P"P.)
M,, =M,, =0 (3.1.9b)
M,, =- i . (3.1.9)

J(z, “zr)2 *‘(P‘Pi)z

De estos resultados podemos observar que un punto critico (r, R) cq €S degenerado cuando g, =0, yaque

para este valor de p el eigenvalor asociado con # ( M, )toma el valor de cero ( ecuacion 3.1.9 ). Este caso
representa la rama de la cdustica que consiste en una linea a lo largo del gje Optico y atraviesa
practicamente toda la region iluminada. Para encontrar las otras ramas de la céustica resolveremos el
sistema de ecuaciones simultaneas formado por las ecuaciones (3.1.5) y el lado derecho de fa ecuacion
(3.1.9a) igualado a cero, y bajo la condicion impuesta por la ccuacion (3.1.4). Substituyendo la ecuacion
(3.1.4) en las ecuaciones (3.1.5) y (3.1.9a), obtenemos :

To,
P pxo =0 (3.1.10a)

o m-a) (7o)

y
na__ (2 22) =0. (3.1.10b)
e +o) [-2) +(-0)]
Eliminando p de las ecuaciones anteriores obtenemos
[n(z, -—z,)]% +[(n2 —l)p,.]% =z,% G.1.11)

que representa la ecuacion de una curva cuspidal de revolucion en ¢l espacio de parametros. En efecto, se
tratara de la evoluta de una elipse 6 de una hipérbola, cuando z; = 1 [14]. Una de las evolventes de esta

curva esta dada por

~1) 2
=), o 1 (3.1.12)

donde hemos hecho un cambio de escala asignindole un valor unitario a la distancia z, . La evoluta
(ecuacién 3.1.11) es la evoluta de una elipse para incidencia interna # > 1, 6 de una hipérbola para
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incidencia externa n < 1. La evolvente representa el Frente de Fase Cero, que resulta importante al aplicar
la transformacién de Damién.

Desde un punto de vista més avanzado, M. V. Berry [13] estudia el problema de las Catéstrofes Opticas en
general y dentro de este esquema la estructura general de esta chustica puede ser clasificada. La cdustica
completa est4 formada por las dos partes, la linea a lo largo del eje dptico y el cono de revolucién cuspidal.
Este cono, si no se rompe la simetria axial es estructuralmente estable. Las cispides sobre el ejezdela
curva (3.1.11) son los focos umbilicos hiperbélicos, los cuales representan la imagen virtual de un objeto
real sobre uno de los focos de la elipse (3.1.12), y el otro, la imagen real de un objeto virtual en el otro foco;
ademds, no existen puntos umbilicos elfpticos. Para demostrar esto, recordemos primero que los puntos
umbilicos son los puntos conicos locales donde las dos curvaturas principales de los frentes de onda se
intersectan; entonces, la condici6n para que un punto sea umbilico est dada por:

M,,-M,, =M, =0 3113

"que es precisamente la ecuacién (3.1.10b) junto con las condiciones de degeneraci6n, discutidas en el
pérrafo anterior, para puntos criticos sobre el eje dptico. Cuando se introduce una perturbacion del sistema
dptico, como puede suceder si se rompe la simetria axial, podemos observar el desdoblamiento de la
caustica. El desdoblamiento de la punta del cono focal cuspidal de la cdustica estd dado por una catéstrofe
umbilica eliptica 6 hiperbélica, segtin las curvas de nivel de la curvatura de los frentes de onda cerca de los
puntos umbilicos formen elipses o hipérbolas. Es posible clasificar a los puntos umbilicos de la manera
planteada por Berry en términos de los coeficientes de los términos cibicos de una expansién local de la
funcién longitud de camino 6ptico. Estas son terceras derivadas evaluadas en ¢l punto umbilico, y
emplearemos la siguiente notacién en coordenadas cartesianas

donde el subindice i, denota derivada con respecto a la variable i. La clasificacion de catastrofes para un
punto umbsilico se realiza de la siguiente manera, sea D el coeficiente de clasificacion dado por

D{c,B,1,8) = 4oy ~B2 )8 - v2) ~(ad ~py)’ 3015

o Si D es mayor que cero entonces el punto es (£)-umbilico.
o Si D es menor que cero el punto es (H)-umbilico,

Ahora para probar que los puntos son hiperbélicos, podemos hacer la grafica de D en la vecindad de los

puntos criticos degenerados para el gje z en todos los casos. La grafica resulta siempre negativa como se
ilustra en la figura 3.1.2 para los valores de indice de refraccion n = 1.5 y z = I.
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figura 3.1.2

3.2. Casquete esférico.

Uno de los problemas clésicos de la dptica geométrica es el de la formacién de las imégenes ante ia
- refraccién por medio de un casquete esférico. En la aproximacion paraxial de este problema se obtiene
como un resultado clésico la ecuacién de Gauss. Esta ecuacion rige la conducta de la imagen paraxial y
sirve de base para los clculos en la formacién de las imégencs en las lentes. En la presente seccidn
demostraremos que aplicando los métodos de la teorfa de catastrofes también es posible reproducir estos
resultados de la éptica geométrica. La posicién de la imagen paraxial resultaré de estudiar la degeneracion
de los puntos criticos en la funcién camino 6ptico. Més ain, como un resultado interesante, con este mismo
método veremos que al anular el germen de la catéstrofe asociada a esta funcién, resulta la formacidn de

una imagen perfecta.

Como sabemos, 1a longitud de camino 6ptico I depende del camino C de una manera muy general; sin
embargo, segin nuestro método mencicnado anteriormente, es posible formar este camino por un nimero
finito de segmentos, siendo cada uno de ellos un rayo, y podremos escribir la longitud de camino éptico
como una funcién que depende de un niimero finito de variables. Asf, para calcular la longitud de camino
dptico recorrida por un rayo, tomaremos el camino formado por dos segmentos rectilineos, uno por cada
una de las regiones homogéneas. Como s¢ verd, construiremos una familia de funciones asociadas a la
longitud de camino &ptico, para las cuales, las coordenadas del punto de incidencia se asocian a las
variables, y los pardmetros nos permiten ubicar la posicién del punto final.

Cologuemos un casquete esférico refractor con su vértice en el origen de coordenadas y el eje-z como eje
de simetria. Tomemos una fuente luminosa puntual, P,, situada sobre este gje a una cierta distancia | Zg|.

49




, 0)

Figura 3.2.1

La longitud de camino ptico desde un punto P, sobre el eje de simetria, hasta un punto P; cualquiera,
refractandose sobre la superficie del casquete en el punto A cuyas coordenadas son (z, x), estara dada por :

L(x,a,b) = \/(Zo—r+1fr2 —-x)? 4+x? »,mj(jr'—a—\/r2 —x*)? s (x-b) (32.1)

donde x es la altura a la cual incide el rayo sobre el casquete medida desde el eje dptico, y a, b, son las
coordenadas de algan punto después de refractado el rayo virtual ( Fig. 3.2.7).

Se considera en primer lugar el Principio de Fermat para obtener todos los rayos reales refractados por el
casquete esférico. En un tratamiento convencional, la imagen resulta de considerar un cono finito de rayos,
préximos al eje-Optico, para los cuales la funcion camino Optico es constante en primer orden de
aproximacién.

Sin embargo, bajo el tratamiento de la teorfa de las catastrofes, veremos que utilizando solamente el rayo
axial (x = 0), seremos capaces de recuperar Ja ecuacién Gaussiana, y ain mads, los puntos para los cuales la
imagen es perfecta.

Desde el punto de vista de las catéstrofes, la Ec. (3.2.1) representa en realidad una familia de funciones, en
la variable x, y con los pardmetros (a, &). Como un primer paso, s¢ encuentran los puntos criticos.
Posteriormente, se encuentran las condiciones de degeneracién de estos puntos criticos en funcién de los
valores de los pardmetros. Finalmente, se determinan las condiciones de maxima degeneracién de estos
puntos criticos. En este problema, por simetria, la méxima degeneracion se encuentra sobre €l eje-6ptico, de

esta manera tomamos el valor x = 0, y obtenemos en primer lugar los puntos criticos de la funcion camino
Optico

lixaby __bm (32.2)

ox B +a

x=0

lo cual implica necesariamente b = 0 (a # 0), de donde vemos que si el rayo que sale del objeto esta sobre
el eje Z, su imagen al atravesar la lente debe estar, evidentemente, sobre el eje Z.
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Si ahora, por medio de la segunda derivada encontramos cuéles de estos puntos, para este mismo rayo axial,
son puntos criticos degenerados, obtenemos que :

2
3 L{x,a,b) _on 1-n 1 (32.3)

O o 9 T 2o

Igualando a cero (condicién para que sea un punto critico degenerado) y rearreglando los términos,
obtenemos la ecuacién de Gauss.

n 1 n-—1 nrZo
e —= = a=—— . (324)
a -Zo r r—Zo+nZo
. . . nrZo
Si, continuando con los métodos de catdstrofes, con estas condiciones (b=0,a =
r—Zo+nZo
substituimos en la tercera derivada, encontramos
3
Lix,a,b
2 L( : b) -0 (325)
ax x=0, a=g,, b=0

La cual se anula sin necesidad de elegir algiin otro parametro. La teoria de catdstrofes nos pide continuar
hasta hallar la primera derivada que no se anula por medio de una eleccién de pardmetros adecuada.

nro

Calculemos la cuarta derivada bajo estas mismas condiciones (6 =0, a@; = ————~
r—Zo+no

FLxab)|  _3Zo-rVr=n'r-Zo+nZo)
ax* | n'r*Zo’® '

x=0,a=a,,b=0

(3.26)

La cuarta derivada es la primera que no se anula por eleccion de pardmetros, lo cual implica que se trata del
germen de la catastrofe cuspidal,

La teoria de las catéstrofes nos dice que los primeros términos se pueden anular por medio de una eleccion
de parametros adecuada, y esto es precisamente lo que hemos hecho y nos ha permitido recuperar la
ecuacién Gaussiana. Los ultimos términos de la serie, en general, se anularian por medio de
transformaciones de coordenadas, quedando intermedio el germen, y precisamente lo que nos da el
comportamiento de la cdustica es este germen. En este caso si anulamos el germen (pedimos que la cuarta
derivada sea cero ) la imagen es perfecta. A continuacién recuperaremos los puntos de la esfera para los
cuales Ia imagen es perfecta al imponer las condiciones anteriores sobre la cuarta derivada.

Igualando a cero la cuarta derivada ( ecuacién 3.2.6) y resolviendo para Zo, obtenemos

Zo=r (raizdoble), Zo=r(n+1) (3.2.7)
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Si calculamos a; de la Ec. (3.2.4) para estos valores de Zo, obtenemos :

Zo=r=>a,=r (3.28)

’
Zo=rin+1)=a,=r+—. (329)

n
Estas parejas de puntos corresponden al centro y a los puntos aplaniticos' {1] de la esfera, respectivamente

y para ellos la imagen es perfecta. Asl, vemos que el anular el germen de la catistrofe nos permite recuperar
los puntos para los cuales la imagen es perfecta.

LS

-0.5

1

Figura 3.2.2 : Puntos Aplanaticos de lu esfera
Objeio virtual, imagen rel

Comprobaremos este dltimo resultado de una manera alternativa clasica. Con este propésito, calculamos la
longitud de camino optico de cualquier rayo que salga de { Zo, 0 ) y Negue a ( @ , 0 ), donde las
coordenadas, Zo y a,, cumplen las ecuaciones (3.2.8-9). .Como veremos, L resultara una constante,
independiente de la trayectoria seleccionada, y asi la imagen efectivamente sera perfecta para estos puntos.

Si substituimos el valor cbtenido para Zo y g, en las Ecs. (3.2.8 6 3.2.9) en la ecuacion (3.2.1) para poder
calcular Lix ,a, 0) obtenemos :

L(x,a,,0)=0 Vx. (3.2.10)

Lo cual implica que para cualquier camino que se elija entre estos dos puntos la fongitud de camino optico
es la misma y por lo tanto la imagen es perfecta.

! Si dos puntos axiales son imagencs conjugadas uno del otro y cumplen con la condicion del seno se dice que son aplendticos.
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En esta seccién hemos atacado uno de los problemas clésicos de la 6ptica geométrica, el dela formacion de
las imagenes ante la refraccién por medio de un casquete esférico. Con la aproximacién clasica a este
problema, se obtiene la ecuacién de Gauss como una primera aproximacién, y mas tarde se consideran los
términos de aberracion, debidos a los 6rdenes sucesivos mds altos de la serie de Taylor en el desarrollo de
la funcién de camino Sptico. Estos términos dan una mejor prediccién de la posicién de los rayos
refractados, pero sin embargo, carecemos de un verdadero criterio acerca de qué tan lejos debemos ir en
este desarrollo. En la presente seccion, basados en la teoria de las catéstrofes, hemos encontrado un
resultado fundamental para este sistema éptico. Demostramos que la funcién de camino Optico, en este
problema, queda determinada a cuarto orden, y la serie de aberraciones puede asi ser cortada en términos a
to mas de tercer orden. La conducta més general de las familias de rayos en este problema quedan
suficientemente determinados dentro de esta aproximacion, y si elegimos més términos de la serie,
estariamos sobredeterminando la funcién de camino 6ptico. En particutar, es posible elegir cuatro
coeficientes, seglin hemos visto, para que la funcién de camino 6ptico sea una constante para toda la familia
de rayos que conforman el sistema objeto-imagen.

3.3, Medios estratificados n{z).

Los ejemplos anteriores se pueden considerar como eslabones de un sistema dentro de un dispositivo
6ptico. En ambos casos hemos encontrado que la singularidad mas grande en la cdustica formada por
dichos sistemas resulta ser la Caspide. En la presente seccién veremos que si se introduce un pardmetro
nuevo, la forma de las cdusticas sera de mayor complejidad. Una mancra de agregar otro parametro s
obtiene permitiendo que ¢l indice de retraccion sea una funcién de la coordenada z, esto es, constderaremos
¢l problema del enfocamiento de los rayos luminosos cuando estos se propagan en medios estratificados en
Jos cuales el valor del indice es de la forma funcional n(z). En el ataque del problema, consideraremos al
Principio de Fermat como la ley bésica, pero incluiremos el formalismo desarrollado por Hamilton, el cual
fue considerado en el capitulo 1. Primero consideraremos una ventana homogenea, con sus caras refractoras
perfectamente planas y mutuamente paralelas. Para este sistema Gptico encontraremos sus superficies
causticas, demostrando que se produce una custica de naturaleza cuspidal, idéntica a la que corresponde a
una sola cara plana refractora, como la que ya hemos calculado en la seccién 3.1. Cuando el indice de
refraccion de la ventana se torna inhomogéneo, con un indice de gradiente longitudinal, cuya ley de
variacién introduce un nuevo parimetro, entonces la cdustica adquiere una forma més compleja. En esta
ocasion evaluaremos dichas ciusticas considerandolas como las envolventes de las familias de los rayos
refractados a la salida de la ventana. Veremos que la teorfa de Catdstrofes nos indicard que la degeneracién
de la funcién de camino éptico resulta de un orden mayor, prediciendo la aparicién de una singularidad en
la chustica asociada con la catdstrofe fundamental llamada de Mariposa. Este titimo resultado nos ofrece
una comprobacién de lo que s¢ obtuvo mediante el cilculo independiente de Ja envolvente de la familia de
rayos refractados por este sistema.
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La caracteristica mezclada en un medio estratificado n(z)

Siguiendo a Lunenburg [5], veremos que es posible dar una expresién exacta de W para un medio
estratificado n(z). Si el indice de refraccién depende sélo de la coordenada z, entonces, de (1.1.12) ¥

{1.1.21b), tenemos
2 V4
W _ ,,z(z)..(é?’,] (9&) , G
0z, %, s
Queremos determinar una solucion de esta ecuacién con la condicién de frontera
W=-(x,p+y,9)s si z=2, (3.3.2)

la cual efectivamente cumple con la Ec. (1.1.21), ya que entonces p = py ; § = qu, X = Xa ¥ ¥ = Yo

La solucién que cumple con la condicion de frontera es

W= [\Jn*(z)- p* -4’ dz~(xop + 104)- (333)

Esta expresion nos permite dar una generalizacién de la ley de Snell para medios inhomogéneos
diferenciables n(z). Supongamos por ejemplo que g, = 0 ; entonces por (1.1.21b} ¢ = 0, manteniéndose el
rayo en el “plano de incidencia®. Ademds, también de (1.1.21b) se sigue que py = p ; lo cual puede

rescribirse en términos del éngulo &) , que forma el rayo con el eje z, como

n(z0 )sin 0(20 ) = n(z)sin 0(z). (3.3.4)
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3.4 La ventana inhomogenea. Catdstrofe de Mariposa.

Consideremos una ventana perpendicular al eje z con un gradiente tongitudinal en su indice de refraccion
(ver figura 3.4.1) dado por la funcién :

:tkz(: -zo)

n(z) = mye si z>z, Yy z<Zy+t
m(zy=n, si z<zy y z>z,+L. (3.4.1)
F 3
X
e Z
Figura 3.4.1

A continuacién utilizaremos la ecuacién (3.3.3) para encontrar la funcidn caracteristica mezclada para este
medio suponiendo que los rayos parten del origen (x0=yo= 0} y ademas como el medio solo depende de z
nos podemos restringir a un plano lo cual imptica que con una rotacién adecuada alrededor de el gje 2
podemos hacer que g = 0 por la que la funcién caracterfstica mezclada se reduce a:

W = .j‘\_j';ii(z')‘; p dz. (3.42)

Substituyendo en esta ecuacion el valor de n(z) (Ec.3.4.1) y considerando que # no depende de z ni antes ni
después de la ventana obtenemos:

Z; e z‘,+l . 2 e
H 2y
W = J‘\fn,z —ptdz+ [n’e™ ) _ p? gz 4+ Nn,’ ~ptdz (3.4.3)
0 2y 2+

resolviendo
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o 1 _
W= \/-nlz -p? (z—-t)?-—( n°2 —p?- nozeﬂrﬁr —pz)i

kZ
e e T (3.4.4)
p n,? - p* '\[”o e _ p?
+—1{ ArcTan| ———— |- ArcTan
k? P p

Basta con derivar Ia funcién caracteristica mezclada con respecto a p, como se demostré en el capitulo 1
( ver Ec. 1.1.21b)), para obtener la ecuacién de los rayos:

oW
X=——-=
op
— (3.4.5)
plz—1) 1 , jnoz ~p? \/n02e:t2k t_p?
=~————F—| ArcTanj - -—— |- ArcTan e
n'-p’ K p p

Esta ecuacién representa la familia de rayos de la ventana inhomogenea obteniendo un rayo distinto para
cada valor de p. Si queremos obtener la ecuacién de la zona de enfocamiento o caustica, la geometria
analitica nos pide que representemos a este conjunto de familias de rayos por medio de la funcién Fip) = 0
y que resolvamos en forma simultinea la Ec. (3.4.6) y la familia de puntos criticos de dicha funcion Ec.

(3.4.7).

2 1ok _ 2
F(p)= x——‘t—i{—:_gzi-ﬁl; ArcTan -M— — ArcTan Ve TE Moo (3.4.6)
\[nlz - pt k p P
?—F@) UL I U S (z-1¢ —----u—*.;-_--'?_;ﬂ Y (34.7)
dp K \/ 2 s 2 J _ 2 [_2_. 2(2_ 2)
hy e —p By, —P N =P - p
resolviendo en forma simultanea obtenemos :
2 2
-n 1 1
x(p)=[£—T'—](f; R ROy
" Jn’ =t fnye - p
2 2 R
n, — n, € -
- -l._,:- ArcTan }[ﬂ_‘l__?__ —ArcTan —\LE—————TBM
k P r
1 pz—nl2 nlz—}""2 "lijpz
2(p)= — - A + (3.4.8)
(P) ) { ”12 "02 —-pr no'ezk' - p?
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Esta ecuacién corresponde a la catéstrofe de la mariposa, como se puede apreciar en las siguientes figuras:

0.1 ¢
0.075 |

0.05 |

-0.15 0.1 -0.05

-0.075

Fig3.4.2: Cdustica parang= 1, n=151=1k=1

-0.05 }

0.1t

Para estos valores, el punto mas degenerado lo obtenemos calculando

2(0)=(0.0518192,0).

x
1x10° 1y

7.5x10" %}
5x10" %}

2.5%x107 1%}

0.171396 0.17
2.5 x1071%}

-5x107 2}

7.5 x1071%}

-1x1071t

.171396

Fig34.3: Cdusticaparang=1,m=15t=1k= 11545
Para estos valores, el punto més degenerado lo obtenemos calculando

2(0)=(0.171396,0).
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Como se puede apreciar la mariposa se forma en una regién muy pequefia y solo para ciertos valores de los
parémetros que sin ayuda de la teorfa de las catéstrofes es dificil localizar. A continuacién mostraremos una
grifica que ilustra la catistrofe de la mariposa formada al trazar un conjunto de 1960 rayos usando la

ecuacion Ec. (3.4.5) .

Fig3.43b: Trazado de rayos para ne= 1, m=15t=1 k= L1545

En la figura 3.4.3b observamos una gran concentracion de rayos en las zonas en donde la figura 3.4.3
predecfa que se iban a formar las lincas de enfocamiento o chusticas. También se distingue claramente la

mariposa.
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Hasta aqui hemos usado los métodos de la 6ptica Hamiltoniana. Si queremos conocer la forma de la imagen
que se formara con esta lente, clisicamente tomarfamos la aproximacién paraxial parala Ec3.4.5 y después
por la teorfa de las aberraciones de Seidel encontrariamos que tipo de deformaciones o distorsiones serfan
producidas por esta lente. Seidel nos pide generar la serie de Taylor, cortar a tercer orden y encontrar 3
coeficientes que nos dirén si para este sistema existe o no cierto tipo de aberracién { ver Capitulo I ).

Porque a tercer orden? Existe la posibilidad de continuar a ordenes mayores y para ciertas lentes el tercer
orden no es suficiente para describir de forma correcta la zona en donde los rayos se van a enfocar, ademés
de que resulta bastante complicado continuar a ordenes superiores al tercero, ;Como sabriamos a que orden
cortar para obtener el comportamiento de la imagen? La teoria de las catastrofes nos ofrece Ia posibilidad
de conocer la forma de la imagen y de conocer a que orden debemos de cortar para obtener todo el
comportamiento cualitativo de la chustica. A continuacién resolveremos este problema usando los métodos
de la teorfa de las catéstrofes.

Siguiendo los pasos usados para ¢l casquete esférico, comencemos por dividir la trayectoria en dos partes

desde el origen hasta la salida de la ventana ( z, + 1, x{zo + #] ) y desde la salida de la ventana hasta un
punto cualquiera de coordenadas @, b ( ver figura 3.4.2 ).

[z+])

Figura 3.4.4

La primera parte de la longitud de camino dptico la podemos obiener usando la funcién caracteristica
mezclada y las transformaciones de Legendre. Si sustituimos z =z, + ren la W de la ecuacién 3.4.4 y
luego le aplicamos la transformacién de Legendre obtenemos :

2 _u% 2 2 _ 2 2
v = \/"o € 14 i \[ o P "|2 Z - (3.4.9)
k m -p
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Para la segunda parte de la trayectoria el indice de refraccién se mantiene constante por Jo cusl la longitud
de camino éptico la obtenemos simplemente multiplicando el fndice de refraccidn por la distancia entre los
dos puntos. Para encontrar las coordenadas del punto inicial podemos usar la ecuacién de los rayos Ec.
(3.4.5) obtenida anteriormente para z =z, + ¢, obteniendo :

2k% 2
z n, e -p R, —p
X, = pz ==+ : v - : (3.4.10)
B —-p
z, =2y +1

Aplicando la formula para la distancia entre dos puntos y multiplicindola por el indice de refraccién
obtenemos:

+2

P P
ArcCot| —~———— |~ AreCot| —-——~-

z [n 2 2% 2
V,=n, [(z,+t-a) + PR A P
2 1 1]

\f;ll _p‘Z k2

< b

34.1D

La longitud de camino 6ptico desde el origen hasta un punto cualquiera de coordenadas @, b la obtenemos
mediante la suma de ¥,+ V; para imagen real, pero en este caso como los rayo son divergentes la imagen
es virtual y por lo tanto la longitud de camino éptico viene dada por V- V.

2 2k% 2 2 2 2
‘\/"o e -bp "'\/"o —-P oz
=V|—V2= +

174 _
k? n’-p*
( 2
r
ArcCot| —————~ |— ArcCot —
pz 2ezk1: ol nl_p?
-n, (zo+r—a)2+ OM_+ - 0 7P -b
nll _pz k2
\ /

(34.12)
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La teoria de Catéistrofes nos pide que para obtener el germen derivemos hasta obtener la primera derivada
que no se puede anular por una eleccién adecuada de parametras. A continuacion derivaremos la longitud
de camino 6ptico e igualamos a cero para buscar puntos criticos degenerados. Por simetria podemos
suponer que el punto critico mis degenerado se encuentra sobre el eje de simetrfa (x = (). Si obtenemos la
primera derivada y la evaluamos en p = 0 obtenemos : b

-k
bn {Lg_ ' ﬁ.}
n.k n
o B+ (g +1—a)

$i buscamos para que valores de b se anula esta ecuacién obtenemos que el Gnico que satisface esta
condicién es b = 0 por lo tanto b, = 0. Como estamos buscando el punto critico mas degenerado, las
siguientes derivadas deberédn ser evaluadas en este punto eritico. Derivando nuevamente y evaluando en el

punto critico obtenemos :
& 2
1-e™" 2z,
iy G 7];'2_ ot
l-e Z, Ry n

UL B T (3.4.14)
k*n, n z, +t-a

o

(3.4.13)
op

o

ap*

p=0h=0
Si igualamos a cero y buscamos los valores de ¢ que satisfacen esta condicion obtencmos que la g, esta
dada por :
-k
nl\e” - 1)
a, = Jﬁ,z_ S (3.4.15)
k*n,
" Es importante notar que podemos recuperar los valores de la caspide sobre el eje optico, correspondiente al
punto critico més degenerado, y comprobar al sustituir los parametros usados para generar las Figuras 34.2

y 3.4.3 obteniendo las mismas coordenadas.

La tercera derivada evaluada en el punto critico es cero

vV
= =0. (3.4.16)
ap p=0,bul a=a,
La cuarta derivada evaluada en el punto critico es :
o'V n02(3—3e“"2’)+ n,2(e‘3"1' -—l)
— = 5 . (3.4.17)
p=0,b=0,a=a, k Ry 1y
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Igualando & cero y resolviendo para k obtenemos:

n’ +J12nnznl2 -3n,*
Log 5 3
6n,” —2n,
k, = , (3.4.18)

it

La quinta derivada evaluada en el punto critico es cero :

o’V _0
ap5 =Y. (3.4.19)
p=0,6=0,a=a, k=k,

La sexta derivada es la primera que no podemos anular por medio de las condiciones iniciales para objetos
reales lo cual implica que la funcién es “seis determinada” y por lo tanto se trata de la catastrofe de la

Mariposa.

oV

[
a-p p=0,b=0, a=a, k=k,

0 J12minE —3m (4, +3my2nt = )+ 2T (10n," ~ Sny’m + n')

21205)1,6 (;l'.«)g[6n(,2 - 2n,2 ]— Log[n,2 + ]2n02712—— 3n,v‘r])
(3.4.20)

Si quisiéramos anular la sexta derivada podemos escoger 3 parametros t, n;, ng . Si elegimos a ¢, la dnica
solucién posible es 7 = 0 y por lo tanto la ventana no existe. Para n; y my las soluciones son las siguientes
n; == ny y soluciones imaginarias Ec. (3.4.21). Si son iguales no existe la ventana y cbviamente no existen
indices de refraccién imaginarios ni negativos.

74115 J1+iN5
=+, (3.4.21)

n=t-——sm=-—n , N
° 42 ‘ 2

Finalmente podemos concluir que los métodos de la teoria de catéstrofes nos permiten conocer la topologia
de la cdustica de manera general, simplemente derivando para determinar la degeneracion mas alta. Con ta
teoria de las aberraciones de Seidel disponemos de una manera de conocer el grado de imperfeccién de una
imagen, desarrollando una serie de Taylor a tercer orden y agrupando las desviaciones respecto a una
imagen perfecta en cinco distintas categorias, las aberraciones clisicas: Sin embargo, jPorque detenerse a
tercer orden? (Es posible que drdemes superiores de la serie de T aylor nos den otro tipo de
comportamientos? Cuando el grado de imperfeccién de la imagen resulta superior al de las aberraciones de
Seidel, se requiere afiadir mas términos de esta serie de Taylor. (Cémo saber hasta que orden detenerse?
¢Estaria incluido todo el comportamiento cualitativo en ese orden de la serie? Como hemos mostrado, la
teoria de las catastrofes nos permite por medio de simples derivadas no solo obtener el orden a partir del
cual ya no existen cambios cualitativos en el comportamiento de la imagen, sino también conocer cuales

son los pardmetros relevantes.
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Si ahora regresamos a nuestra zona de enfocamiento, o céustica en la Ec. (3.4.8), podremos predecir que
valores de los pardmetros nos van a generar el méximo grado de degeneracion de los puntos criticos y 2
partir de donde se van a observar cambios cualitativos en la imagen. Combinando ambos métodos
podremos determinar la maxima degeneracién de los puntos criticos, predecir la topologia general y el tipo
de comportamiento que tiene la imagen alrededor de esta zona. Si quisiéramos hacer esto sin la ayuda de la
teor{a de las catastrofes, tendrfamos que graficar y observar para muchos valores de los pardmetros zo, k.t
n; y ny, sin saber en realidad cuales de estos par&metros son relevantes y teniendo que probar lo que pasa al
variar cada uno de ellos. :

Recapitulando, en el medio estratificado anterior, con la primera derivada obtenemos la informaci6n de que
el punto critico més degenerado se encuentra sobre el eje ptico (b = 0), la segunda nos dice caales son
las coordenadas de dicho punto en funcién de los demas parimetros ( a. , 0 ). La cuarta derivada
proporciona informacién sobre el valor de la constante en el grandiente del indice de refraccion, k , del
punto critico mas degenerado. La sexta derivada es la primera que no es posible anular mediante una
eleccion de pardmetros. Lo anterior nos dice que se trata de la Catéstrofe de la Mariposa. Quedan libres z;,
t, n; y ny lo cual quiere decir que estos pardmetros no provecan cambios cualitativos en la imagen. Ademds
z, no aparece en las ecuaciones para 4., & 0 en la envolvente, por lo tanto dicha variable la podemos
eliminar con un cambio de escala. A continuacién obtendremos valores para a. y £. eligiendo los siguientes
valores de los pardmetros independientes :
t=1 , nmy=1 y n =15
obtenemos :

k, =1.15443 y a, =0.171343.

A continuacién graficamos las cdusticas para estos valores pero variando k alrededor de &, usando la
ecuacion de la envolvente (3.4.8) y obtenemos las siguientes figuras: )

Zx107" ¢
S0 |
1107 |

5.307°

" ‘——‘_‘-—'—“—-——4

0.160481 0.160461

0.1604T9

<«107" |

Fig3.4.5: Catastrofe de la Mariposa parang= 1, my= 15, t = L k=114
a, = 0.160481.
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2!10—‘ -

1.5x107* |

1307 F

4.5 x10""

Fig 3.4.6: Catdstrofe de la Mariposaparany= 1, n; = 15 t=Lk=115
=0.168017.

%:

7.5x1071? r
5x10°1% ¢

2.5x107 7 ¢

[ 0.171343 0.171343 0.171343 0.171343 0.171343

-2.5x107?
~5x10" 12

7.5 1072

Fig3.4.7 : Cataslrofe de la Mariposaparang= 1, ny =17, 1= 1 k= 115443
= (0. 171343 punto critico mas degenerado.




41077 T

2¢1077 |

P

0.175505

-2x1077

-ax2077 |

0.175515 17352 0.175525

Fig3.4.8: Catdstrofe de la Mariposa para ng = 1, n; = 15 t=1 k=116
a.=0.175517.
0.00001
)-:1(]-6 -
o oms owm  oame | owesm
ST
-0,00001
Fig3.4.9: Catdstrofe de la Mariposaparany=1,n;=15,1= Lk=117

a. = 0.182979.

Se puede apreciar claramente el cambio de comportamiento al pasar por la &, con lo cual se confirman
graficamente los resultados obtenidos per Catéstrofes.
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3.5. Trazado de rayos en medios inhomogeneos

A continuacién vamos a usar la ecuacién (3.4.5) para trazar los rayos desde el objeto hasta la salida dela
ventana inhomogenea y a demostrar que esta ventana es invariante ante una reflexién sobre la recta

t
Z=ZO+"’" .

2

Para poder trazar los rayos dentro de la ventana supusimos que x ¢ra funcién de ¢ y graficamos desde zp
hasta z, + ¢ , usando Mathematica 4.0 para los siguientes valores de los parametros:

z,=1, n,=13, n =1, k=075
t<[0,2] , 18 valoresde pentre[0.05,0.90 ] variando 0.05

obteniendo los siguientes resultados para la ventana creciente

2.5

1.5

0.5

/N

()

1.5 2 2.5

Figura 3.5.1 :  Trazado de rayos dentro de la ventana inhomogenea
' Cada rayo representa un valor distinto de p
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Después se trazan las rectas desde el objeto hasta la entrada de la ventana para cada valor de p obteniendo :

1.5

0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura3.5.2:  Trazado de rayos desde el objeto hasta la ventana inhomogenea
Cada rayo representa un valor distinto de p

Finalmente juntamos ambas graficas y trazamos un cuadrado para representar a la ventana, obteniendo:

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 3.5.3:  Trozado de rayos para una ventana inhomogenea creciente de ancho 2

Si queremos graficar esta misma ventana después de la reflexion, debemos de cuidar que los valores
iniciales y finales de la ventana estén invertidos y que la ventana cambie de creciente a decreciente, La
primera condicién nos da un cambio en el vator de 1, , y la segunda provoca que en lugar de usar el signo
positivo usemos el negativo en la ecuacién (3.4.5). El cambio en ny para los valores de los parimetros
usados anteriormente da como resultado :

n, =4.000428

67



Usando un procedimiento analogo al anterior y representando el cambio dentro de la ventana por medio de
lineas punteadas obtenemos:

0.5

Figura 3.5.4:  Trazado de rayos para una ventana inhomogenea decreciente de ancho 2

Si disminuimos el nimero de rayos y trazamos ambas ventanas en la misma grafica nos damos cuenta de la
invariancia ante la reflexion sobre z.

2.5

0.5

0.5 1 1.5 2 2.5 3
Figura 3.5.5:  Invariancia ante reflexion sobre el eje z para una ventana inhomogenea

Como podemos observar para cada rayo la altura a la que salen de la ventana s la misma para las dos
ventanas, como el momento optico se conserva la imagen que forman la ventana creciente y la decreciente (

creciente reflejada ) ¢s la misma.
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Esto podria ser una casualidad para los valores elegidos de los pardmetros, sin embargo haciendo el anélisis
sobre las ecuaciones se puede demostrar que sucede para cualquier ventana con el indice de refraccién que
elegimos independientemente de los valores de los pardmetros. A continuacién se demuestra este hecho.

Tomemos la ecuacién de los rayos después de atravesar la ventana inhomogenea para el caso creciente y
decreciente

plz-1) 1 ny ~p° Jny'e®" - p?
X = e —| ArcTanj ——— |- ArcTan| —————
2_ 7 g2
n’ - k
1 P p P ) 351
per) 1 s e ™ P
Xy = — o | AreTan} —————-|— ArcTan

[ 2 2 2

n“-p° k P P

Sin perdida de generalidad podemos suponer que ambas ventanas estdn inmersas en el mismo medio y por
lo tanto : '

=H,.

El indice de refraccién dentro de la ventana esta definido por :

k’(z -z‘,)

-k'(z -zu)

n(z)cm =nOe (3 5 2)
n(z)dec =n00€

a la entrada de la ventana z = z, usando la ecuacidn anterior obtenemos

n(z)cm = nO

1(Z) 4oc =Ny

(3.5.3)

a la salida de la ventana z = z, +  usando la ecuacion (3.4.2) obtenemos

k3

n(z) . =n.e
(e =1 (3.5.4)

_ k2

M(Z) e = Moo

como queremos que el indice de refraccién a la entrada de la ventana decreciente sea igual al indice de
refraccién a la salida de la ventana creciente, obtenemos la siguiente condicion sobre ng,

IS
Ry, = Nye (3.5.5)

BLUL TGS N SALR
™ TR AN A
DE J{_A BJLA%.‘A—JLJT.‘,E\ o
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que como se puede observar satisface que los indices de refraccién de la ventana decreciente sean iguales a
los de la ventana creciente invertidos

entrada
n(z),. = noe"z'
n(z) 4. =1,
salida
n(z) . =n,
k4

n(z),. =nye

con esta condicién se satisface que al reflejar la ventana, la cara mas alejada de la ventana es ahora la mas
proxima y viceversa. Si substituimos esta misma condicién en la ecuacion (3.4.1) para la ventana

decreciente y ademas suponemos que #1;; = n,; obtenemos :

2 ;] 2 L, _9LY
plz—1) 1 n2e™ — p? \/"o e _ p?
Xy, = -+ —| AreTan| —————— |- ArcTan

yn'-p* K p p

4 PO TRTTTTTTSY
p(z—t) 1 nzezu_pz \nz_pz
=t — ArcTan L— — ArcTan [—o —- (3.5.5)
1}"12 "'Pz k? \ P p
( 2 k2 2 2
plz-1) 1 n2 e ~p \/n -p
&= e — | — ArcTan }[L—————— + ArcTan| ———
\/;|2 _p2 k2 . P P

que es exactamente la ecuacién para la ventana creciente, con lo que queda demostrado que toda ventana
t

con este indice de refraccién es invariante ante un reflexién sobre larecta Z =z, +— , ya que losrayos a

2

la salida de ambas ventanas son los mismos.
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Conclusiones

Por medio de la Teorfa de las Catéstrofes es posible obtener los cambios cualitativos en el comportamiento de
un sistema descrito por una funcién analitica., por medio de ella podemos eliminar en la serie de Taylor los
términos que no aportan nada al comportamiento general de la funcién que describe al sistema . En 6ptica
para calcular las aberraciones clésicas cortamos una serie de Taylor a tercer orden de forma empirica, lo cual
no siempre describe adecuadamente al sistema, por ejemplo para el casquete esférico es correcto cortar 8
tercer orden, pero para la ventana inhomogénea es necesario llegar hasta sexto orden.

Para el casquete esférico se recuperaron la ecuacién de Gauss y los puntos aplandticos de la esfera, empleando
sistemdticamente la herramienta de las catdstrofes , la cual nos pide examinar la degeneracién de los puntos
criticos. La condicién de doble degencracién implicé la ecuacion de Gauss, mientras que la condicién de
méxima degeneracion nos llevé a obtener las posiciones de los puntos conjugados objeto-imagen perfectas
para esta sistema.

La ventana inhomogénea presenta un comportamiento mas complejo y en ella no es posible cortar a tercer
orden. Si se quiere obtener toda la gama de comportamientos cualitativos, la teoria de catastrofes nos indica
que es necesario continuar hasta sexto orden. Una confirmaci6n de lo anterior fue llevada a cabo usando
métodos numéricos y Optica Hamiltoniana, para trazar los rayos correspondientes a este sistema
inhomogéneo, y comprobar, en la regién de parametros anticipada del anlisis anterior, que concuerdan con la
catistrofe de la mariposa, con su triple cispide. Es importante notar que sin el auxilio del método de
catéstrofes resulta muy improbable encontrar la regién de pardmetros donde se configura la mariposa.

En la seccion 3.4, en la que se trata el trazo de rayos en medios inhomogéneos, ofrecemos un método original
que nos permite dar la curva del rayo a partir de las funciones Hamiltonianas. Un resultado sorprendente de la
expresion analitica de las coordenadas del rayo saliente es que resultan invariantes ante una rotacién de la
ventana, la cual lleva la cara final a la cara inicial ( y 1a inicial a la final, por supuesto ). Se demostrd que esto
es general, y solamente depende de la forma funcional elegida. Quedan por investigar si esto se sigue
cumpliendo para otras formas funcionales del gradiente de indice de refraccion.

Los métodos de la teoria de las catastrofes nos permiten, sin necesidad de ser un experto en cl tema a
investigar, obtener resultados cldsicos para problemas bien conocidos. Sin embargo en un problema no trivial
como el de la ventana inhomogénea nos ilustra un comportamiento que aun para el ojo entrenado, es dificil de
predecir ya que solo se obtiene para valores muy especiales de los parametros y en una zona muy pequefia (la
mariposa). En esta Tesis se demuestra la efectividad de dichos métodos y se plantea una alternativa para
conocer antes de resolver un problema que comportamientos cualitatives se van a obtener y para que valores
de los parémetros de control existen cambios cualitativos importantes en el sistema.
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