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RESUMEN

El método de colocacién convencional, que se basa en el uso de polinomios cibicos de
Hermite, posee un gran atractivo por su elevada exactitud y la simplicidad de su
formulacién. Sin embargo tiene algunas desventajas computacionales debido al gran
nimero de grados de libertad asociados con cada nodo de la malla de la particién del
dominio.

En la presente tesis doctoral se aplica la teoria unificada de descomposicién de dominio de
Herrera en combinacién con colocacién ortogonal, lo que produce una familia de “métodos
indirectos de colocacion (colocacién Treffiz-Herrera)”. Los métodos de Trefftz-Herrera
estan basados en.un tipo especial de férmula de Green definida en campos discontinuos.
Una caracteristica esencial del estos métodos es el uso de funciones de peso que
suministran informacién acerca de la solucidn buscada en las fronteras interiores de la
particion exclusivamente.

En particular, si el operador diferencial de la ecuacion es positivo definido y simétrico, la
matriz resultante también es positiva definida y simétrica, lo cual no ocurre en los métodos
convencionales de colocacion. Por otro lado, al aplicar colocacitn en la construccién de las
funciones de peso se obtiene una reduccion dramatica del niimero de grados de libertad
asociados con cada nodo. En efecto, mientras en colocacién convencional el nimero de
grados de libertad es 2" para n-dimensiones, en colocacién TH se pueden obtener
algoritmos con un solo grado de libertad para cualquier dimensidn arbitraria. Resulta
interesante destacar que el tratamiento de problemas con saltos prescritos en las fronteras
interiores posee el mismo grado de complejidad que los problemas sin saltos, ya que la
matriz global es exactamente la misma para ambos casos. A manera de ilustracién, el
método es aplicado a problemas elipticos de segundo orden y a problemas parabdlicos de
adveccion-difusion, también conocidos como de transporte, para diferentes ejemplos

numeéricos en una y dos dimensiones.
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Capitule 1 - -~ - : - Introduccién

1 Introduccion

En los ltimos affos se ha incrementado el interés tedrico y préctico por los métodos de
descomposicién de dominio [65,89] para la solucién numérica de ecuaciones diferenciales
parciales que modelan sistemas continuos, puesio que mediante surarplicacién se pueden
desarrollar algoritmos que trabajen en paralelo, los cuales hacen un uso mas eficiente de los
recursos que ofrecen las modemas supercomputadoras. El empleo de estos métodos hace
posible la solucién de problemas cada vez mas complejos por su naturaleza (domtnios con
una ferma altamente irregular pueden ser descompuestos en subdominios regulares) y por
el tamaiio de los datos que se pueden manejar (pueden llegar a ser del orden de los
millones) [o cual es muy comin en la modelacién de diversos fenomenos en las Ciencias de

la Tierra.

En los métodos de descomposicion de dominio, como bien lo dice el nombre, se divide {a
region ¢ dominio donde se formula el problema en subregiones, por lo que el problema
global inicial se transforma en resolver la ecuacion diferencial dada en cada subdominio.
Para esto se imponen algunas condiciones de enlace o de continuidad entre las subregiones

que debe satisfacer la solucion de cada subproblema.

Estos métodos generalmente se clasifican en dos grandes categorias: métodos con traslape
o de dominios yuxtapuestos y métodos sin traslape ¢ de domintos ajenos. La diferencia
esencial entre estos dos métodos estriba en las condiciones de enlace o transmision gue se
impongan en las interfaces o fronteras que separan las subregiones. Por ejemplo para
ecuaciones elipticas de segundo orden el meétodo sin traslape requiere que la solucién junto
con su derivada normal a lo largo de las fronteras comunes de las subregiones sean
continuas, mientras que el método con traslape solo exige que sea continua la solucion. Es
importante observar que para las ecuaciones diferenciales elipticas de segundo orden, el
conocimiento de las restricciones de la solucion en las fronteras de las subregiones permite
determinar de forma tnica la solucién en el interior de cada subregién. Debido a este hecho
los procedimientos de descomposicion de dominio frecuentemente se reducen a la

obtencion de las restricciones de 1a solucidn en las fronteras de las subregiones.
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Los desarrollos tedricos que se presentan en esta tesis estdn basados en gran medida en
[58]. donde se expone una estrategia general unificadora para la formulacién de métodos de
descomposicion de dominio consistente en obtener informacién acerca de la solucion
buscada en la frontera interior (Z) que separa las subregiones, suficiente para definir
problemas locales bien planieados en cada una de eltas [60]. De este mode la solucién del
problema de contorno global en toda la regién puede ser reconstruida resolviendo

problemas locales en cada subregién exclusivamente.

Existen dos procedimienios generales para obtener informacién en Z; a ellos nos
referiremos como métodos ‘directos’ ¢ ‘indirectos’ o de Treffiz-Herrera. Los métodos
directos se caracterizan por juntar, como si fueran ladrillos, las soluciones locales del
problema para construir la solucién global. Sin embargo, cuando éstos son interpretados
como procedimientos para obtener informacién en la frontera interior conducen a la
formulacion de las condiciones de compatibilidad que tiene que satisfacer la solucién

buscada en X.

Por otra parte, los métodos indirectos o de Trefftz-Herrera se distinguen por el uso de
funciones de peso especializadas que permiten oblener la informacién deseada en la
frontera interior Z. Estos parten de la siguiente observacién: cuando se aplica el método de
los residuos pesados, la informacién acerca de 1a solucion exacta que esta contenida en la
solucidn aproximada esta determinada exclusivamente por la familia de funciones de peso

que se use [37].

Debido a la observacion anterior, para el desarrollo de métodos indirectos se requiere de un
marco tedrico apropiado que permita identificar la informacién que es producida por
diferentes funciones de peso. Algunas de las formulaciones de descomposicién de dominio
mas conocidas estin basadas en el analisis de las condiciones de transmision en las
interfaces de las subregiones haciendo uso de los operadores de Steklov-Poincaré [89], Sin
‘embargo la manera clsica o natural de realizar dicho analisis es a través de las férmulas de
Green, pere éstas en su modo convencional no resultan adecuadas para ser aplicadas en los

métodos de descomposicion de dominio,
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En efecto, si tenemos el siguiente problema de contomo
Lu=fo; en Q (L1)
con condiciones de frontera homogéneas, donde Q es una region dada donde esta definido
el operador diferencial lineal £, entonces segiin el enfoque convencional [84], se cumple
la siguiente formula de Green
[ wetuds= [ ue*wax : (1.2)

donde Z* esel adjunto formal del operador £.

Como es usuzl en el métedo de residuos pesados [27], se dice que una funcién # es una

sofucién aproximada del problema (1.1) cuando

[ (2i-f)dx=0; a=1..N (1.3)

donde {w',..., w”} es una familia de funciones de peso. Usualmente para que el sistema de

ecuaciones (1.3) tenga solucién iinica se representa a la solucién aproximada como una

’ N
combinacién lineal de funciones bases &= c,¢*, donde {¢',...,¢"}es el sistema de

o=l

funciones bases.

Para poder analizar cual es la informacién de la solucién exacta contenida en la solucién
aproximada, como la primera también satisface la Ec.(1.3) y aplicando la formula de Green’
(1.2), resulta ‘

[ w (i~ 2u)de= [ (i-u)£*wdk =0; (1.4)

La ecuacion (1.4) nos lleva a la conclusion de que el error #—i es ortogonal al espacio

gengrado por la familia de funciones {.r.’ WL w"'}. Sin embargo este resultado tiene

poca aplicacion en métodos de descomposicion de dominio donde pueden existir
discontinuidades en las fronteras que separan las subregiones. En estos casos es necesario
usar férmulas de Green aplicables a situaciones en las cuales tanto las funciones de peso
como las funciones bases puedan ser discontinuas simultineamente. He aqui la motivacion

para introducir férmulas de Green especialmente desarrolladas para operadores en campos
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discontinuos. E-sta clase de formulas de Green fueron introducidas en [37], y se conocen
como férmulas de “Green-Herrera”. El desarrollo de los métodos de Trefftz-Herrera estin
basados en este tipo de formulas bajo un enfoque variacional, las cuales a su vez se
sustentan en la teoria algebraica abstracta de gran generalidad formulada por Herrera en

[32,375] ¥ que posteriormente ha sido aplicada a ecuaciones diferenciales [37-58] .

Una vez que se ha establecido el marco tedrico apropiado para poder analizar la
informacion contenida en las soluciones aproximadas en campos discontinuos, entonces es
posible disefiar estrategias para la construccion 6ptima de funciones de peso que produzcan
precisamente la informacién deseada. Fn general, dado un operador diferencial, existen
varios tipos de condiciones de frontera que pueden ser impuestos localmente para definir
problemas bien planteados en cada una de las subregiones de la particion -del dominio.
Segin la eleccion que se haga del tipe de condiciones de fronteras se obtendrdn un tipo u
otro de procedimiento de descomposicién de dominio y consecuentemente seran diferéntes

las condiciones que deberan satisfacer las funciones de peso.

Cuando se admiten funciones discontinuas como funciones bases, entonces se puede
considerar un problema de contorno mas general donde tos saltos en la solucién buscada y

sus derivadas estdn prescritos en las fronteras interiores X de la particién del dominio.

La metodologia asi obtenida de esta manera, en primer lugar, posee una gran generalidad ya
que es aplicable a cualquier Problema de Contorno con Saltos Prescritos (PCSP} de
ecuaciones diferenciales lineales o sistemas de éstas de cualquier tipo (elipticas, parabélicas
o hiperbdlicas) y cuyos coeficientes pueden ser discontinuos. En segundo lugar es muy
flexible ya que permite incorporar de manera natural las diferentes variantes de
condiciones de frontera y de salto del problema. Y en tercer lugar, es sistemdtica, debido a
que bajo su marco tedrico permite desarrollar toda una gran variedad de procedimientos

segun sea la informacion buscada acerca de la solucion en Z.

Bajo la dptica de los métodos de Trefftz, el procedimiento de Trefftz-Herrera debe en parte -

su nombre y su cardcter de indirecto a que las funciones especializadas de peso son
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soluciones de la ecuacién diferencial adjunta homogénea, en contraposicion con los
métodos directos de Treffiz en los que se usa un sistema de funciones que satisfacen al
operador diferencial como funciones bases para la construccion de la solucidn aproximada

del problema de contorno.

Las ideas bdsicas del método indirecto de Trefftz-Herrera, también conocido en otro
contexto como método del Adjunto Localizado (LAM) [43-46], han sido aplicadas para
desarrollar diversos procedimientos numéricos, como son los métodos Euleriano-
Lagrangianos del Adjunto Localizado (ELLAM) [15,18,19,24,48-50], empleados con éxito
en la solucion numérica de problemas de transporte dominados por el término de primer

orden o de adveccion.

El hecho de que las funciones de peso especializadas se construyan haciendo uso del
método de colocacién ortogonal nos conduce a un nuevo tipo de método “no estdndar” de
colocacion: el método de colocacién indirecto o de Trefftz-Herrera. Algunos resultados
preliminares de su aplicacion al caso de la ecuacion eliptica de segundo orden en una

dimension han sido publicados en [55] y forman parte de la presente tesis.

Parte de los resultados de esta tesis estdn incluidos en [61], donde se analiza la
implementacion numérica del problema de contorno con saltos prescritos para la ecuacién

eliptica general de segundo orden en varias dimensiones.

En el capitulo 2 se introducen las fdrmulas de Green-Herrera y las formulaciones
variacionales de los PCSF en el contexto de los métodos de Treffiz. En el capitulo 3 se
formulan los métodos indirectos de Trefftz-Herrera y se definen los sistemas de funciones

TH-completos. Al final se dan ejemplos de aplicacion del método Treffiz-Herrera.

En el capitulo 4 se da una breve revisién de los métodos de colocacién y en particular del
método convencional de colocacion aplicado a la ecuacién eliptica general de segundo

orden, asi como detalles de su implementacién y sus caracteristicas numéricas en dos

dimensiones.
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Mientras que el capitulo 5 se formula el método de colocacion Trefftz-Herrera (TH) para la
misma ecuacion en dos dimensiones. Se detallan aspectos de la construccién de las
funciones de peso para polinomios lineales y citbicos usando colocacién ortogonal. Se
muestra la derivacion del sistema global de ecuaciones cuando se adopta como funciones
bases la restriccion de las funciones de peso en Z. Al final del mismo se ofrece un resumen

de las caracteristicas numéricas del método resultante.

En el cépitulo 6 se aplica el método de colocacién TH a problemas de tipo parabélico bajo
un enfoque euleriano, donde éstos se reducen a la solucion de problemas elipticos en cada
paso del tiempo una vez que el término que involucra la derivada temporal es discretizada
mediante algiin esquema en diferencias finitas. En particular se discuten los esquemas

completamente implicito y de Crank-Nicolson.

En el capitulo 7 se muestran grificamente los resultados de los experimentos numeéricos
con una serie de ejemplos tedricos tanto para la ecuacion eliptica como para la parabdlica
en una y dos dimensiones. La discusion y el analisis de los mismos en cuanto a desempeifio

y convergencia se ofrecen en el capitulo 8.

Finalmente en el capitulo 9 se hace un anélisis comparativo del método de colocacion TH
con respecto al convencional y se dibujan las perspectivas que se abren en el desarrollo e

implementacién de los métodos de Trefftz-Herrera.
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2 Teoria General del Método de Trefftz

2.1 Notacion y resultados preliminares

Consideremos una region Qc R"™ y su particion o descomposicion en subregiones
I'I={ Q.. QE}, de manera que la unién de las cerraduras de Q,,i=1...E es la

cerradura de Q, como se puede observar en la Fig. 1. Designaremos por T a la unién de

las fronteras internas que separan las subregiones de la particion del dominio € y se define

¢
como el complemento cerrado de 602 en UGQ, .

=1
El vector normal unitario s, apuntando hacia afuera, esta definido de manera usual en casi
todos los puntos de la frontera exterior 8Q). Analogamente, se define de manera unica el
vector normal unitario » en casi todos los puntos de la frontera interior Z, con excepcién

del sentido que es elegido arbitrariamente.

\ 7

-]
g

Fig. 2.1: El dominio Q, su frontera externa 8Q y las fronteras internas Z.

En lo sucesivo D{Q) y D,(€2) serdn dos espacios de funciones definidas en la regién Q

correspondientes a las funciones bases y de peso, respectivamente. En general las funciones
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que pertenecen a estos espacios pueden presentar discontinuidades de salto a lo largo de las

fronteras internas T .

Paratodo i=1,..,F y a=1,2, D,(Q,) es el espacio cuyos elementos son las restricciones
a las subregiones (), de las funciones que pertenecen al espacio D,(2). Entonces

tenemaos quc
D(Q=D(Q)®.&D,(Q,) a=12 2.1)

En vista de la definicién anterior, para cada funcion ve D (Q), @=1,2, existe una

sucesién de funciones {',v*,...,v* }tal que paracada i =1,...,E, V' esta definidaen Q,.

Sea Z,=00,06Q, donde 2, y 6Q2; son las fronteras de dos subregiones adyacentes,

entonces definimos como traza a la restriccidn de v' a z,

Pero como en I, para dos subregiones vecinas, hay dos trazas definidas: una que

corresponde a v'  y otra a v/, entonces se requiere introducir la siguiente notacién para

poderlas distinguir entre si :
v, =Tr{(v'); ) (2.2)

cuando €, cae en el lado positivode £, y

v.=Tr (v'); ' (2.3)

en caso contrario. Aqui Tr(v)designa al operador traza de la funcién v.

Correspondientemente, el salfo de la funcién v atravésde I esta definido por:

=y, -v; (24)

mientras que el promedio se define como:

vel(v, +v); (2.5)
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Observe que tanto el promedio de una funcién v, como el producto [visn, no dependen de

como se elija el sentido del vector normal unitario n en Z.

Observacidn 2.1: Aqui resulta importante destacar que los espacios abstractos arriba

“introducidos D,(Q) y D,(Q2), correspondientes a las funciones bases y de peso

respectivamente; deben ser formulados en términos de espacios concretos matematicamente
determinados. Una alternativa viable son los espacios de Sobolev H'(£}), ya que éstos
ofrecen un marco tedrico aproptado para manejar funciones completamente discontinuas.
De esta manera se garantiza la existencia y unicidad de la solucién de problemas de
contorno con coeficientes discontinuos, donde la propia solucion incluso puede ser
discontinua [82]. Ademas, proveen un ambiente donde las trazas y, por lo tanto, los salios

y los promedios siempre estan definidos y sujetos a las propiedades usuales.

Un espacio de funciones de Sobolev H'() de orden entero no negativo (s =0,1,2..)

con soporte en QQ se define como:

H'(Q)={ve I'(Q): D've I (Q) )=t +1, +..+1, =s}; (2.6)
donde D' =D"D"..D" = 2 'l 2 ’ 2 ’ LZ(Q) es el espacio de funciones
axl axl axn p

de cuadrado integrable en €.

Cuando ©2=R" , H'(€2) puede ser definido para se R a través del uso de transformadas
de Fourier. Sin embargo, cuando Qc R" no es todo el espacio euclidiano, entonces hay
que usar otras técnicas como las de interpolacién de espacios [4] para poder definir H*(2)

conselR.
Aungue en nuestros ejemplos solo trataremos con espacios de Sobolev de orden entero no

negativo, existe una razén de peso por la que necesitamos definir en este contexto los

espacios de Sobolev H'(€)) para seR. Esto se debe al heche de que las trazas de las

funciones en H'({}) pierden medio grado de diferenciabilidad en la frontera 802, es decir:
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Tr:H'(Q) » H'/(8Q) . Una discusion mas detallada de estos espacios de funciones y su

conexion con la solucidn de ecuaciones diferenciales parciales se puede ver en [83),
2.2 Férmulas de Green-Herrera

Dada la ecuacién diferencial en forma general

Lu=fo; enQ Q.7

donde £ es un operador diferencial lineal, ademdas estan dadas ciertas condiciones de
frontera en 3Q y ciertas condiciones de salto en las fronteras interiores X, de manera tal
que tenemos un problema bien planteado; es decir, se garantiza ia existencia y unicidad de
la solucién. El problema enunciado se conoce como Problema de Contorno con Saltos
Prescritos, el cual serd definido de manera més rigurosa en la préxima seccion 2.2. A
modo de comentario se debe destacar que este problema es mas general que el problema
usual de Contorno o de Valores de Frontera, puesto que permite discontinuidades de salto

en las fronteras interiores T que involucren a la funcion #  y/o sus derivadas.

Por definicion un operador diferencial ¢ y su adjunto formal £* deben satisfacer la
siguiente condicidn:

w.du—u.d"‘w:V-{Q(u,w)} (2.8)

donde D(u,w) es una funcién bilineal vectorial apropiada. Cuando ueD(Q) vy

we Dz {€2), se supondra que £u estd definido en los puntos interiores de las subregiones
QJ(;‘:I,,.,,E). De manera andloga se supone para £ *w, es decir que estd definido en

cada punto interior del dominio (), excepte en U 30.

Si integramos la ecuacion (2.8) en Q y aplicamos el teorema de la divergencia

generalizado se obtiene que:

10



-Capitulo 2 - - - © Teoria General del-Método de Trefftz

i L {wlu—us*whdx = L}Eﬁ (u,w)dx+ .I‘:‘?f (u, w)dx (2.9)

donde
B A(uw)=2(u,w)-n y ?Ez(u,w)s—[g(u,w)]g (2.10)

v ademas se cumplel la siguiente propiedad

(2] a=plifu) a2 i)n e

Los paréntesis cuadrados significan aqui el salto de la funcion que contiene dentro, es decir,
el limite del lado positive menos el limite del lado negativo de Z. El lado positivo de la

interfase T se elige arbitrariamente y entonces el vector normal unitario # se toma

apuntando hacia el lado positivo de la misma.

En Ia teoria general de las ecuaciones diferenciales parciales se hace un uso extensivo de
las formulas de Green. Un procedimiento estdndar para construir tales formulas es

descomponiendo la funcién bilineal 2,(u,w). Esta descomposicion tiene la forma general

siguiente:

B (u,w)=D(u,w)-n=8(u,w)-&"(u,w) (2.12)
Donde #(u,w) y €*{u,w)=¢&(w,u) son dos funciones bilineales definidas en 8Q de

manera puntual; es decir que para cada x e 80, éstas son funciones lineales en ¥ y w
separadamente, mientras que el asterisco designa a la transpuesta de la forma bilineal.

& {(u,w) incluye los valores prescritos de frontera, mientras que €*(u,w) depende de los

valores complementarios (no prescritos) de frontera.

En una manera similar se procede para la descomposicién de la funcion bilineal 2, (u,w),

resultando ésta de la siguiente forma:

Ez(u,w)E—[Z_J(u,w)]-g=p(u,w)-2"(u,w) (2.13)
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Donde, de manera analoga, #{u,w) y % *(u,w) son dos funciones bilineales definidas de
manera puntual en Z. La funcién #(u,w) es una funcién tnica de w. independientemente
de u, cuando los saltos de » y sus derivadas son especificados. % *{(u,w) juega un papel

similar al de las condiciones complementarias de frontera €*(u,w) en los problemas con

saltos prescritos.

Dada una funcion ve f)](Q), la notacién ?(v,-) se usara para el funcional lineal cuyos
valores para cualquier we 152(9) es &(v,w). Entonces, dadas las funciones u, € ﬁ,(Q) ¥
Us € ﬁ,(Q) s¢ pueden definir las funciones lincales g, ef); () y Jjre 15; (Q), donde
D}(Q) es el espacio algebraico dual de D,(Q), mediante g, = Blug9) y jr=p(us.»),

que de manera equivalente se pueden expresar como:

2, (W)=8(u,w); Ywe D(Q) (214

Je(w)=0(upw): Ywe DQ) (2.15)

Noétese que tanto g, como j; heredan el caricter puntual de & y 4 respectivamente.

Al introducir en la Ec. (2.9) las descomposiciones de 2,{u,w) y &;(u,w) dadas en (2.12)

y (2.13) respectivamente, resulta entonces la siguiente formula de Green-Herrera [37],

3 f, weuds— [ 8wy~ [ g, widx =

E (2.16)
=ZL 1 *wx — Lne*(u,w)dx—- [EJORD""
=1 -
Si a continuacién introducimos la siguiente notacidn:
i
(Pu,w) = Z L w.lndx, 217

f=i

12



Capitulo2” - 7 c Teoria General del Método de Trefftz

(Q*u,w) =i, [ e wax, (2.18)
(Bu,w}= [n B(u, wdx, (2.19)
(Cruwh= [ *wax, (2.20)
(Ju,w)= _L P, w)dr, .21
(K*u,w)= [z *(u,w)ds, (2.22)

Segtn las definiciones (2.17), (2.18), (2.19), (2.20), (221} y 2.22), P, B, J, @*, C*yK*

son funcionales bilineales reales definidas en D(€2)x D;(€2) y entonces se puede escribir

la Ec. (2.16) como:

(P-B-J)uw)={(Q*-C*-K *)u,w) (2.23)

que se satisface Vu e é, Q) y Vwe 1:)2 (€2).

De manera mas compacta se puede escribir como
P-B-J=0*-C*-K* . (2.24)

Esta expresion representa la férmula Green-Herrera para operadores en campos

discontinuos.

Los funcionales bilineales P, B,J, 0%, C*yK* también pueden ser vistos como
operadores funcionales lineales definidos en D,(Q) y que toman valores en D: (€2). De
manera que, por ejemplo P:D, Q) - ﬁ:(ﬂ), donde Pue fD; (£2) es un funcional lineal
definido en ﬁ,(Q}. De manera similar las transpuestas de estos funcionales bilineales
P*. B* J* 0, CyK los cuales son operadores funcionales lineales definidos en f)z(Q) y

que toman valores en D: Q).

13
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2.3 Formulaciones Variacionales de los Problemas de Contorne con

Saltos Prescritos

En este punto ya contames con los elementos v la notacidn correspondientes para definir el

Problema de Contorna con Saltos Prescritos (PCSP) que sera estudiado en lo sucesivo.

Definicién 2.1: El Problema de Contorno con Saltos Prescritos consiste en buscar una

funcion u e Ijt(Q), tal que satisfaga:

1) El operador

Lu=dLu =1, en Q (2.25)
2) Condiciones de Contorno
Bu,0)=B(u,,0)=g,; en K (2.26)
3) Saltos Prescritos
F(u,0)=Juy,0)=j;; en E (2.27)

Aqui, u,, u, y ugson funciones dadas de D), que definen los datos del problema.
Ademds se usa la convencion de que la ecuacidn (2.25) significa que se satisface solamente

en los puntos interiores de cada una de las subregiones Q, (i =1.....E).

Si definimos los siguientes funcionales f, g y j que pertenecen a 15: () como:

(f,wy={Pug,w); YweD,(Q) (2.28)
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7 (g.w)={Bu,.w): Ywe D) (2.29)
(jow)={Jus,w); VYwe D) (2.30)

Entonces una formulacion débil del Problema de Contorno con Saltos Prescritos se puede

escribir como:

Pu=f, Bu=g, Ju=} ' (2.31)

’ be[micién 2.2: Llamaremos solucion del Problema de Coniorne con Saltos Prescritos, Ecs.
(2.25),(2.26) y (2.27), a una funcién u € f), (€), tal que satisfaga las Ecs. (2.31).

Se supondra en lo sucesivo que existe al menos una solucion del Problema de Contorno con
Saltos Prescritos; ademas, que las Ecs. (2.31) son equivalentes a la siguiente ecuacién

simple:

(P-B-Dyu=f-g-j, (2.32)

Una condicién suficiente para que (2.32) sea equivalente a (2.31) es que B y J sean

operadores de frontera para P: f),(Q) - D; ().
Si escribimos la ecuacién (2.32) de manera mas explicita resulta:

<(P—B-Jyu,w>=< f—g-~j,w> Ywe D) (2.33)

la cual representa la formulacién variacional del Problema de Contorno con Saltos
Prescritos y nos referiremos a ella como la ecuacidn variacional en términos de los datos

del problema.

Haciendo uso de la formula Green-Herrera, Ec. (2.23), se obtiene la siguiente formulacion

variacional equivalente en términos de la informacion complementaria:

15
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<(Q-C=K)*uws=<f-g—-jw> VweD,(Q) (2.34)
Cuando se aplica el método de los residuos pesados, la solucién aproximada fie i),(Q)

satisface

<(P-C-K)*uw>=<f-g-jw> a=L.E (2.35)

donde {w',...,wE } < D,(€2) es un sistema de funciones de peso.

Como la solucion exacta satisface (2.34) entonces se cumple que
<(Q-C-K)*(u-ut),w" >=0; a=l..,E (2.36)

Este resultado puede ser usado para analizar la informacidn acerca de la solucion exacta que
esla contenida en la solucion aproximada. En los métodos del adjunto localizado (LAM)

{43-46] estas observaciones se usan para seleccionar funciones de prueba mas convenientes.
2.4 El Método de Trefftz y su Formulacion Variacional

Trefftz propuso en 1926 [95] un método para resolver problemas de contorno en ecuaciones
diferenciales parciales como contrapartida al método de Ritz. El método originalmente
consistia en buscar la solucion aproximada como una combinacion lineal de funciones que
satisfacian a priori la ecuacion diferencial y a posteriori se trataban de satisfacer las
condiciones de frontera, usando para esto un enfoque variacional que minimiza el error en

el sentido de la integral de Dirichlet o de energia.

El método de Treffiz ha sido desarrollado y generalizado por varios autores en los altimos
afios [66-80.97,98). En particular, jirousek [66,67] expandié su rango de aplicabilidad al
introducir particiones de la regién de interés y usar familias de soluciones analiticas en
cada una de las subregiones. La solucion global entonces se construye usando, como
ladrilios, las soluciones definidas en las diferentes subregiones y se unen usando un eriterio

apropiado.

16
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Otro enfoque fue propuesto y desarrotlado por Herrera [36,52-55,58.59], en el cual las
soluciones locales de la ecuacién diferencial adjunta son usadas para obtener informacién
acerca de la solucion buscada. En particular se puede obtener informacion suficiente en las
fronteras interiores que permiten definir problemas bien planteados en cada una de las
subregiones. De esta manera es posible reconstruir la soluciéon en toda la regién

resolviendo exclusivamente problemas locales.

Como se usa en la actualidad, el término de “Método de Trefftz” no tiene una definicién
clara, a pesar de su amplio reconocimiento y aplicacion, por lo que en aras de ser precisos

se propone la siguiente definicion.

Definicion 2.3: Sea H={ Q... QE} una particion y para cada i=1,..E, sea %
definida por la condicion !, & #,, siy sélo si 1, € D(Q,), Luy=f, ¥y Lul, =0 en Q,.
Ademds, sea #=%O.. . D%, enonces el problema que consiste en  hallar

uy, €®, i=1.E, tal que

3 E
u=2u},+2ui, =g, +u,; (2.37)

i I

sea la solucion del Problema de Contormo con Saltos Prescritos, al cudl nos referiremos
come “Problema de Treffiz”, )

£
Obsérvese que la ‘solucion del problema de Treffiz’, u, = Zu;, , €5 necesariamente Unica,

szl
debido a que u, =u—u, y estamos considerando que la solucién u e f),(Q) existe y es
iinica, mientras que u, € ﬁ, {Q)es dato. Sin embargo, se debe hacer notar que la definicién
de u, €@, cambiara si la funcion u,, usada para especificar el término derecho de la

ecuacion diferencial, es modificada.

En la actualidad existen principalmente dos enfoques para la construccion de la solucién
de! problema de Trefftz: el directo conocido como método de Treffiz-Jirousek [66-80] y el

indirecto conocido también como método de Treffiz-Herrera [36,52-55,58,59]. En el

17
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enfoque directo la solucién general u, del problema de Treffiz se busca usando las
soluciones locales; éstas se ensamblan de tal manera que se satisfagan las condiciones de
contorno en 90 y las de continuidad a través de I, va sean en un sentido puntual o en el
de los residuos pesados. Mientras que en el enfoque de Treffiz-Herrera, se usan funciones
de peso especiales que permiten obtener informacion suficiente en las fronteras interiores

Z, asi como definir problemas locales bien planteados en cada una de las subregiones

Q,.(i =1,..,E). Esta condicién asegura que la solucién global pueda ser reconstruida

localmente a partir de la informacidn disponible.

Existe otra clasificacién, hecha desde otro punto de vista, de los métodos de Treffiz en
dependencia de que las subregiones se intercepten o no y que genera dos grandes grupos:
los métedes con subregiones ajemas y con subregiones yuxtapuestas, la cudl es

comunmente usada en el estudio de los métodos de descomposicion de dominio [65,89].

Debido a que las dos formas de clasificacion arriba expuestas son independientes una de |a
otra, €stas se pueden combinar dando lugar a cuatro tipos de métodos: los directos con
subregiones ajenas, directos con subregiones yuxtapuestas, indirectos con subrepiones

ajenas ¢ indirectos con subregiones yuxtapuestas.

Para las aplicaciones numéricas es relevante observar que el nimero de grados de libertad
¢s minimo cuando la informacidn que es superflua se climina, es decir, cuando sélo nos
quedamos con la informacidn que resulta esencial para definir problemas locales bien
planteados. Generalmente esto es posible desarrollando métodos con subregiones

yuxtapuestas.

Una formulacién variacional basica del método directo de Trefftz se puede derivar a partir

de la Ec. (2.33), de la siguiente manera:

Una funcién @, € N, donde ¥, = {ve D(Q): £v=0, en Q}. es solucién del problema

de Trefftz si y sélo si

18
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— < (B Ny, we=<(B+ S, w>~<g+ jw>,  YweD(Q)  (238)

donde 4, se usa para designar a cualquier funcién que pertenecea # = N, C D5,

Obsérvese que la condicion Vwe f)Z(Q) puede ser relajada. En efecto, generalmente

resulta suficiente requerir que la  Eec. (2.38) se satisfaga para Vwe N(_,cﬁz(o.),

donde N, :{we f)z(Q): .4*#:0, en Q} .

En el caso simétrico D, (Q)=D,(2) = D(Q) y entonces se puede definir el siguiente

funcional:

Y(ﬁH)E—%<(B+J)&H,ﬁH >+¥<g+j—(B+Dug,u, > (2.39)

donde 2,, es cualguier funcion que pertenezcaa N, =N, C D(€) . Entonces, 1, = Zﬁ;,

fu
es solucion del problema de Trefftz, si y sélo si, ¥'(#,)=0. Cuando el funcional bilineal
(B+J) es positivo definido en N, = N, c D(Q), el funcional Y{(#,) produce un
principio de maximo. Nitese que es una condicién suficiente para que —(B+J) sea
positivo definidoen N, =N, c D(Q), el que P—B—.J sea positivo definido en D(£2).
Ademads, cuando N © N, = N, c D(€), es un subespacio en el cual —(B+J) es positivo

definido y u, € N, entonces Y(#, ) alcanza el maximoen 2, € N, siy sélosi, @, =u, ..
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3 Métodos Indirectos de Trefftz-Herrera

3.1 Formulacién Trefftz-Herrera de la Descomposicion de Dominio

Si observamos la Ec.(2.33) del capitulo anterior, vemos que la informacién complementaria
acerca de la solucién u e D,(€2) en el interior de las subregiones Q, (i =1,..., E) esta dada
por el término *u; en la frontera exterior & estd dada por el término C*u y en las
fronteras interiores T esta dada por el término K *u. El primer paso para derivar un
procedimiento de Trefftz-Herrera consiste en manipular la formulacién variacional en
términos de la informacidn complementaria Ec.(2.33), de tal manera que quede concentrada
en términos de la informacion buscada exclusivamente en £ 3Q . Algunos autores como
Jirousek [79] se refieren a £ 8Q como “frontera generalizada™. Para esto se requiere

eliminar el término Q*w en la ecuacidn lo cudl se puede lograr tomando funciones de

peso especiales, tales que satisfagan que Ow = 0. Por lo que resulta que:
—<(C+K)Yuwo=< f—g—j,w> Ywe N, ¢ D,(2) 3.1

Generalmente uno estd interesado solo en parte de la informacion contenida en (C+ K)*u,

de manera que resulta 0til introducir la siguiente descomposicién del funcional bilineal
C+ K y escribitla de la siguiente forma:
C+K= S+R (3.2)

donde S se toma de manera tal que S'u sea precisamente “la informacion buscada”.

Definicign 3.1: Dadas Sy R que satisfacen la Ec.(3.2), sea iie 15, (Q) tal que existe una
solucién u e ﬁ, (€2) del PCSP con la propiedad de que S *# sea la informacion buscada;

ie.,

S*ia=S"u; ’ (3.3)

Entonces decimos que i f),(Q) contiene la “informacion buscada”.

En lo sucesivo usaremos a & para designar a las funciones que contienen 1a informacion

buscada.
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Sean N{_,cf)z(Q) y NRCDZ(Q) los subespacios que son los nulos de Qy R
respectivamente. Para poder formular una condicion necesaria y suficiente de una funcion
:ief),(Q) que contenga la informacién buscada, es necesario definir ¢l concepto de

completez de manera similar a como fue introducido por Herrera en 1980 [31], el cual

resulta muy Gtil para el estudio de familias de funciones completas [3].
Definicidn 3.2: Un subconjunto de funciones de peso £ c N, N N, se dice que es TH-
completo para S*, cuando para cualquier 4 € )5, (£)), tenemos que:

<S*i,w>=0, Ywef = S*u=0, 3.4)

Es evidente que una condicion necesaria y suficiente de la existencia de sistemas TH-

completos es que N, "N, sea por si mismo un sistema TH-completo .

Tegrema 3.1: Sea £ c N, n N, un sistema de funciones de peso TH-completo para S*

y supongamos que exista una solucidn we ﬁ, (Q) del PCSP. Entonces, una condicion

necesaria y suficiente para que i e ﬁ, (€2) contenga la informacion buscada es que
—<S*awe=< f—g—jw>; Ywe & . (3.5)

Demostracion: Que sea una condicidn necesaria se deriva directamente usando las

Ecs.(3.1) y (3.2). Mientras que para probar que sea una condicidn suficiente, se debe
observar que para la solucidén u e 13, (€2) del PCSP, cuya existencia se supone, se cumple
que

—<S*uwe=< f—g—jw>; Ywe & (3.6)

Por lo tanto, si s € 51(9) satisface a la Ec.(3.5), entonces la combinacién de las Ecs. (3.6)
¥ (3.5) implican que:

<S*a,w>=<S*u,w>; Ywe & i &)

Debido a que £ = N, " N, es TH-completo, se cumple que
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<S*(ii-u),w>=0; Ywe & = S*(d-u)=0 3.8

Y finalmente que
S*i=5*u (3.9}

lo cual significa, por la Definicién 3.1, que we ﬁ,(Q) contiene la informacién buscada,

En las implementaciones numéricas el Teorema 3.1 produce el sistema bdsico de

ecuaciones cuya solucién es buscada.

Para obtener una formulacion que resulte adecuada para problemas tanto espaciales asi
como dependientes del tiempo es necesario, ademas, introducir las descomposiciones de los

funcionales bilineales C y K . Estas se pueden escribir respectivamente como:

C=C% + CY (3.10)

K= K5 + K G.11)
donde el superindice "s" indica el miembro que contiene la informacién buscada y el
superindice "c¢" el miembro que contiene la informacion conocida o que es dato del
problema,

En problemas dependientes del tiempo, el dominio € es una region espacio-temporal y
tanto el estado inicial como el final del sistema que se estd modelando mediante la ecuacion
diferencial parcial se consideran como partes de la frontera externa, o€ . Por lo que una
eleccion apropiada de C° permite manejar esta situacion. Mientras que por otro lado en
aplicaciones que no dependen del tiempo, como es el caso de los problemas elipticos, con
frecuencia resulta conveniente definira S=K* y R=C + K. En este caso es eliminada
la informaci6n en la frontera exterior y, por lo tanto, la informacién buscada S*u=K"*y
conticne informacién exclusivamente en ta frontera interior. La eleccién de K“ *u =0 nos
conduce a métodos indirectos con dominios ajenos, mientras que si lo tomamos K *u =0,

entonces corresponde a métodos indirectos con dominios yuxtapuestos,
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Corolario 3.1; Cuando se conoce una solucion particular del problema, u, € D,(£2), tal

que

Pu,=f, (3.12)

By.u =g (313)
entonces la Ec.(3.5) se puede reemplazar por:
—< Kt howos= =<K *up,wo+ < J(u, ~u;),w>  Yweg (3.14)

Demostracién: Se tiene que:

<(P~B-Nitp,w>=<(Q-C-K*)*u,,w>; (3.15)

debido a la formula de Green-Herrera de la Ec.(2.15), y por lo tanto
<f-g-jiwrm-<K *u, w>+ <J(u, —ug),w> (3.16)

ya que <jw>=<Ju,,w>, Cuando la Ec.(3.16) se sustituye en la Ec.(3.5), con

S*u=K"*u, entonces se obtiene la Ec.(3.14).

En aplicaciones este resultado puede ser usado para reemplazar una expresién que
involucra integrales definidas en el interior de las subregiones €, (1' =1,..., E), por otra que
involucra integrales definidas sélo en las frontera interna . Generalmente, cuando no se

conoce desde el comienzo, la construccién de u, requiere de la solucidn de problemas de

contorno locales en cada una de las subregiones Q,(i=1,..., E).

Seria deseable que K**w, =0 ya que de este modo el término — < K**u,w>, que
aparece en el lado derecho de la Ec.(3.14), seria eliminado. Sin embargo, la condicién
K**y, =0, es con frecuencia incompatible con la condicion Ec.(3.13), ya que la
interseccién de T y &2, generalmente es no vacia. No obstante, cuando g =0, existe un
buen namero de aplicaciones para las que estas condiciones son compatibles. En tales casos

el siguiente resultado es atil.
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Corolario 3.2: Bajo las hipétesis del Teorema 3.1 supongamos que existe una solucién

particular u, € f), (€2), lacual cumple que

K¥*y, =0, (3.17)

en adicion a las Ecs.(3.12) y (3.13). Entonces la Ec.(3.14) se puede sustituir por: ‘
—<K'§*ﬁ,w>=<.l.(up—us),w>; Ywe & (3.18)

Demostracién: Soélo se necesita sustituir en la Ec.(3.14) la condicién (3.17) para obtener

ia Ec.(3.18).

Observacién: Aunque, como ya ha sido mencionado, existen muchas aplicaciones donde el

Corolario 3.2 no puede ser aplicado, sin embargo para muchas de éstas es posible construir
una u, € b, () tal que satisfaga las Ecs.(3.12), (3.13) y al mismo tiempo %" *(u,,»)=0,
en todas partes de = , excepto en alguna vecindad de 2. Entonces, el término
~<K**u,, w> que involucra la integral sobre la interseccién de £ con la vecindad de

Q2 es facil de calcular y hace la aplicacion de la Ec.(3.14), casi tan simple como en la

Ec.(3.18).

Teorema 3.2: Supongamos que f)l(Q) = bz(Q) = ﬁ(Q), P=Q, B=Cy J=K.

Entonces:
i) K essimétricoen NynN NN =N, AN, AN, .;
ii) Si K* es positivo definido en Ny N. AN =N, AN, AN, ydado
cualquier ve N, =N, existeun v, e N,nN. NN . tal que
K, =K%; (3.19)
entonces el funcional
Z(b,0)=- < KV, > -2 <J(u, —u;),¥, > (3.20)

alcanza el minimo en # € N, si y s6lo si # es una selucién en la frontera interior .
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Demostracién: Lacondicién i) puede ser obtenida si se observa que

<Kuwoe=< Ku,w>s<Ju,w>==<(P-B-J)u,w>=

_ (3.21)
-<(Q-C-Kywu>=< K w,u>,
La proposicion ii) resulta de manera directa si se usa la siguiente identidad:
20,9y m =< K50, —u+u,), 0y —u+u, >+ <K (u—up)u—u, > (3:22)

Observacién: Cuando el operador K** es simétrico en N =N, N, el principio

variacional de las Ecs. (3.5} y (3.14) puede ser derivado de los potenciales

Z(z])s—%-(KS;},z}:'—(f—g—j,ﬁH >; (3.23)

200 s—% <K¥ha>+ <K *tu, wo>— <J(u, —u),w>; (3.24)
respectivamente.

Cuando éste es positivo definido en N =N, NN, entonces ademds, se cumple el

principio de minimo.

3.2 - Sistemas de Funciones TH-Completos

La aplicacion de los métodos de Trefftz requieren disponer de sistemas de funciones los
cuales sean completos para el espacio # =%, ©...® %,.. Un criterio de completez el cudl
ha permitido la aplicacion del enfoque tedrico de funciones como un medio efectivo para
la solucién de problemas de contorno [3] es debido a Herrera [31,34]. Una extension de
este concepto estd dada en la seccidn anterior 3.1, donde nos referimos a completez TH

(Treffiz-Herrera), la cual también se conoce como C-completez o T-completez. En esta
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seccién discutiremos brevemente acerca de los métodos que existen para desarrollar tales

sistemas de funciones.

Los metodos disponibles para construir sistemas de funciones completos los podemos

- agrupar en dos categorias: los métodos analiticos y los métedos numéricoes.

El enfoque clasico estd basado en métodos analiticos y un resumen de su desarrollo puede
ser hallado en el libro de Begehr y Gilbert [3]. El método tedrico de funciones fue iniciado
por Bergman {5] y Vekua [96], y luego desarrollado por Celton [25], Gilbert {28] y otros.
Otra manera de construir sistemas de funciones completos consiste en usar las soluciones

fundamentales y métodos espectrales, entre otros (ver [3]).

Sin embargo, el procedimiento més general para construir sistemas de funciones TH-
completos es mediante el uso de métodos numéricos. Cualquier método numérico para la
solucion de problemas de contorno en ecuaciones diferenciales parciales puede ser
aplicado, pero por su sencillez y eficiencia consideramos que el método de colocacion [87)]
es uno de los mas apropiados para la construccidn de familias de soluciones las cuales

generan espacios adecuados de condiciones de frontera.

Debido precisamente a lo atractivo que resultan desde el punto de vista numérico, los
métodos de colocacion se usaran en esta tesis para la aproximacion numérica de sistemas
de funciones TH-completos. De hecho el uso de colocacion constituye parte esencial de la
misma, puesto que bajo la perspectiva mas general de la metodologia de Trefftz-Herrera se
pueden desarrollar diferentes métodos de colocacién que resultan novedosos. En particular
el método indirecto de colocacion Trefftz-Herrera que serd desarrollado en los siguientes
capitulos exhibe propiedades de eficiencia comparativamente superiores a las del método

convencional de celocacion.
Se debe observar que los sistemas TH-completos en general, con excepcion del caso

unidimensional, estin constituidos por un numero infinito de funciones, por lo que para

fines practicos se construyen sistema de funciones hasta un cierto grado de aproximacién;
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es decir, se trunca el sistema de manera que resulte un nimero finito, lo cual introduce un

error que hay que tomar en cuenta a la hora de evaluar el error global del método, Este es

el modo tradicional de proceder en los métodos de elementos finitos donde las funciones .

base y de peso se construyen para polinomios hasta un cierto grado.

3.3 Rango de Aplicaciones

La metodologia presentada en las secciones 3.1 y 3 2 posee una gran generalidad, ya que es
aplicable a cualquier ecuacion o sistema de ecuaciones diferenciales parciales lineales,
independientemente de su tipo, donde incluso los coeficientes de los operadores pueden ser

discontinuos a lo largoe de las fronteras interiores Z.

A continuacién presentaremos cuatro ejemplos que sirven para ilustrar el amplio rango de

aplicabilidad de la teoria.
3.3.1 Operadores Elipticos de Segundo Orden

. Las formulas que s¢ presentan son validas cuando los coeficientes de los operadores son

discontinuos en las fronteras interiores Z.
a) Lu=-Ve(gVi)+Vs(bu)+cu, y £L*w=-Ve(a-Vw)-b-Vw+ow.
b) D(Q)=D,(Q)=D(Q)= H (Q);
o) D =D, =D=HYQ)BH(Q,)®..0 HYQ,);

d) Dlu,w)=a(uVw—wVu)+buw

ce) Bu,wy=u(a, Vw+bw) y E(,w)=wa Vu,

donde @, =an y b, =ben.

D guw= Wa, Vul-[ul(a, Vwrhm). y K(w,u)=dla,Vw+b,w]-[wl(a, Va),
g) Datos en las frontera exterior: u =u,

h) Datos en las fronteras interiores: [u;] vy [a,*Vig]

i) Informacion buscada en la frontera exterior: g, *Vu,

i) Informacién buscada en las fronteras interiores: &4y (g,+Vu),
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3.3.2 Ecuacién Biarménica
a) LusAy y Zrw=Alw
b) D(Q) = D,(Q) = D(Q) = H'(Q);
¢) D=D,=D=H"(Q)DH'(Q,)®. OH'(Q,);

d) Dfu.w)=wVAu—uVAW+ AWV — AuVw;

e) g(ll,lV)EAwgu-—-H.a_Alv;
&n n
ow  dAu

W, U A;‘-“_w___;.

f) @lwau)= lan ~

6Aw dAu % | Ju
g) Jluwy= [u ]—— W[ = }{AH]E_AW[EJ’

h) R(wu)= [w ]@—u[a;“’]ﬂw]a-ziu[g];

i) Datos en las frontera exterior: u, y du,/dn
)} Datos en las fronteras interiores: [u;), [Su; /on), [Au;] v [BAu;/n)

k) Informacion buscada en la frontera exterior: Au y 8Au/én

1) Informacidn buscada en las fronteras interiores: #, u/on, Au y JAulén

3.3.3 Problemas de Stokes

El sistema de ecuaciones que consideraremos es:
-Au+Vp=0; Veu=0

a} Sean D()=D,(Q)=D(Q)= HZ(Q)GB H'(Q) y se adoptara la notacién

i =(u, p) donde & e D(QY}.
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b) Se define el operador diferencial vectorial £ mediante Lo = (-Au + Vp,~Veu)

¢) Entonces, como £ es autoadjunto, y escribiendo W=(w,q), se tiene que

We el —iis Lo = Ve(ueVw—weVi + pw - gu)

d) 2E,w) =u(Vw-gl)-w-(Vu-pl)

aw n]
o gn

f) e(wa)= w-[——pn)

€) 8G,w)= H'[

g) i, w)= w-[——pn} []- ‘-qn

=—gni-[w] Su_ n
qn an pn

hy &) sz_}-[

iy Datos en las frontera exterior: u,

i} Datos en las fronteras interiores: [u;] y [%— pg]
1

k) Informacién buscada en la frontera exterior: gu -~ pn
n

b Informacién buscada en las fronteras interiores: z_: y ——-pn
3.3.4 Ecuaciones de Elasticidad

Sean D) = D,(Q) = D(Q) = H} Q) D HY(Q) S HYQ) v definamos:

u = (u,uy,u) € Q); o (u)= Com — 6x
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donde, come es usual, se supone que el tensor de elasticidad posee las siguienies simetrias:

C"N = C'ﬂ'l’"l = C!»"H’

a)  Se define el operador diferencial vectorial £ por Zwu=-Veg(u), cuyo

adjunto es L*w = -Veg(w)
b)  Diu,w)=u-g(w)-weagu)
¢)  B(u,wsu-c(whrn

d) Euw)=weg(u)n
O Pw) = wlg@]n—[x-a(wen

D Rww=uwlgWlhn-[la@en
g}  Datos en las frontera exterior: u,
h)  Datos en las fronteras interiores: [u;] y [o(ug)ln

i) Informacién buscada en la frontera exterior: a(u)+n

j) Informacién buscada en las fronteras interiores: ¥y o{u)n
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4 Métodos de Colocacion

4.1 Clasificacién

Como ya se menciond en el capitulo anterior, el método de colocacion es ampliamente
conocido por ser un procedimiento altamente eficiente y preciso para la solucién numérica
de ecuaciones diferenciales parciales (ver referencias sobre métodos de colocacion,
Pag.122). Una caracteristica que lo distingue es que su formulacidon es muy simple.
Cominmente el método de colocacién es usado con splines. Sin embargo, se obtiene un
punto -de vista mds general cuando se formula en espﬁcios de funciones completamente
discontinuas; es decir, se consideran espacios donde las funciones y sus derivadas pueden
tener discontinuidades de salto. Este enfoque ha sido propuesto por Hemrera [37-40],
abriendo una nueva linea de investigacién [46). Desde esta perspectiva mas general, la
formulaci6n habitual del método de colocacion usando splines se puede interpretar como un

caso particular.

La gran generalidad que nos ofrece este marco permite clasificar los métodos de colocacidon
en dos grandes grupos: en directos e indirectos. Los métodos directos son aguellos en los
cuales la colocacion es usada para construir la solucion directamente, mientras que los
métodos indirectos son aquellos en los cuales se aplica la colocacién para construir
funciones de peso especializadas. En particular, el método convencional de colocacion es
un método directo, mientras que el de colocacién Treffiz-Herrera es un ejemplo de método
indirecto. Otra manera de clasificar los métodos de colocacion depende de como se realice
la particion del dominio en subregiones o elementos. Cuando las subregiones no se
interceptan, se dice que la particién es de subregiones ajenas, mientras que cuando la

intersecci6n es no nula se dice que ésta es de subregiones yuxtapuestas,

4.2 Breve Reseiia Historica
Aparentemente, el concepto de colocacion se debe a Slater {93]. Lanczos en 1938 [81] fue

el primero que introdujo la idea de usar raices de polinomios como puntos de colocacion.

En 1972 Russel y Shampine [91] proponen definir “a pedazos” la solucidn aproximada. Sen
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deBoor y Swartz en 1973 [26] quienes prueban que el uso de las raices de los polinomios
de Legendre como puntos de colocacion conjugados con el uso de polinomios definidos a
pedazos conducen a minimizar el error de la aproximacion en el caso de una dimensién.
Carey y Finlayson en 1975 [9] realizan la colocacién en elementos finitos usando splines e
intreducen el concepto de colocacidn ortogonal. Mas tarde, Prenter y Russet en 1976 [87]
extienden el resultado anterior al caso de dos dimensiones. A partir de entonces se han
desarrollado una gran variedad de estos métodos que en general difieren en la estrategia de
usar polinomios de diferentes grados y seleccionar diferentes puntos de colocacion. Una
breve descripeidn historica mas detailada del método hasta 1983 se encuentra en la Tesis de
Celia [14] y mas actualizada en la Tesis de Brill [8]. Una revision de los métodos de
colocacion se puede ver en Bialecki et al. [7]. )

En lo sucesivo nombraremos como colocacién convencional al método de colocacidén mas

ampliamente usado, también conocido como colocacién de Hermite o colocacion ortogonal.

4.3 Problema Modelo: Ecuacién Eliptica General de Segundo Orden
A continuacion definiremos el problema de contorno con saltos prescritos para la ecuacion
eliptica general de segundo orden, el cual nos servird de modelo para poder ilustrar los

métodos de colocacion convencional y de Treffiz-Herrera.

Dada la ecuacion diferencial

Lu=fr; enf) (4.1)
donde Lu=-V-(a-Vu)+V-(bu)+cu, es el operador eliptico general de segundo orden y
a, b y c son una matriz, un vector y un escalar de coeficientes respectivamente, que en

general son funciones definidas enQ2, con condiciones de frontera de tipo Dirichlet

u=1u,; en 0Q (4.2)

y saltos prescritos

[u}=lus]=j3; vy [@Vu]n=[a"Vu; Jon=j3; en I, (43)
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Hallar la solucion u en €} tal que satisfaga (4.1), (4.2) v (4.3). Se supone que la solucién

existe y es tnica.
4.4 Método Convencional de Colocacion

Para propésitos de comparacion a continuacion haremos una breve descripeion det método
de colecacion convencional aplicado al problema de contomo para la ecuacion eliptica

general de segundo orden, el cudl representa un caso particular del problema modelo,

arriba introducido, Ecs (4.1) y (4.2), cuando no hay saltos prescritos por lo que j{ =0y

Ji =0, es decir la solucién y sus derivadas son continuas.

Dada una particién del dominio Q en elementos, que para ser concretos consideraremos
hipercubos en » dimensiones. Entonces podemos representar la solucién apreximada en un
elemento comeo:

a(x,, X500, )

. . 3(”"""*--'*”"’t}(x,",x,”,....x”

i ) ” I " (4.4)
Sxndx™ ... Pyl H'.L(xl)Hr;‘(xz)“‘H,_" (x,)
1 2 "

|,—I11=I 1=l -Opl-ﬂ p,,-O

donde H™ (x,t i po=01 k=L..,n, son los polinomios cubicos de Hermite en una

&

dimension, que se pueden definir como:

(x,—x)’ [3 2 (8- -Jf-)]
1- e < x_,<x<x,
H (x)=1 ' * (4.5)
(x-x) [3 Z(xhlx)J
L1— e ; X, Sx<x,,
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a5
] 00 0
(x-x) 1_(x_x' (2};( L J)] D x<x<x,

Como se observa a continuacion, a través del producto tensorial podemos obtener los

polinomios ciibicos de Hermite en n dimensiones:

H e (51 5y, ) = HE (5P (5) - HP (3,) @)

y entonces la Ec.(4.4) se puede rescribir como:

ﬁ(xl‘xl""’_xn)=
2 1 1 6(n+'b’+"‘*p")ﬁ(x,“,xf,...,x,';') (4.8)

SYTLIIYYLY HEP 0 (x)05y0m0%,)

PT p] P, Wty L dy,
4=l n=t 1,51 | g=0py=0  p,=0 6Jc, 6x2 ..6xﬂ"

Esencialmente el método de colocacion consiste en satisfacer de manera exacta la ecuacion

diferencial en ciertos puntos los cuales se conocen como puntos de colocacion.

Esto se puede escribir de manera formal como:

[.lu -fa)

=0, j=I..,N 4.9)

£ 4 S
{xq B [T ¢ ]

donde (xc,’ 2 XCy e XC, ) son los puntos de colocacién.

Por consiguiente, la solucién aproximada # por elemento usando polinomios cibicos de

Hermite debe satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones:
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[<ic~ 1] =0;  e=lE; fiufyeende =12 (4.10)

{“I’u e ]
donde e=1,... £, es el mimero correspondiente al elemento y (xc,"" JXCS ey XC )-son las

coordenadas de los puntos de colocacién mapeados en cada elemento.

Los puntos de colocacidn mas usuales son los que corresponden a la cuadratura Gaussiana.
Estos puntos son los ceros de los polinomios de Legendre. Cuando se escogen los puntos
Gaussianos como puntos de colocacion, se dice que el método es de colocacion artogonal y

ha sido probado [87] que en ese caso el error es minimo.

Luego de sustituir en el sistema de ecuaciones (4.10) la expresion de la solucion
aproximada # y evaluar en los puntos de colocacion, resulta el sistema de ecuaciones del

método de colocacién convencional.

Adn restaria ¢liminar del sistema de ecuaciones resultante los valores de los nodos
correspondientes a las condiciones de frontera del problema para que el sistema sea

determinado.

Hasta aqui hemos ofrecido los detalles generales que caractetizan al procedimiento de
colocacion convencional en n dimensiones. Para un mejor analisis resulta conveniente

hacer los desarrollos para problemas concretos.
Debido a que ¢l caso en una dimension ha sido ampliamente discutido <n muchos articulos

y en particular en (55) donde se da un bosquejo general del mismo, pasaremos a

continuacion, sin mas preambulo, a discutir con cierto detalie el caso de dos dimensiones.
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4.5 Colocacion Convencional en 2-D

Dada una particién del dominio Q=|x, X[ Vmins Youue | €0 E, % E, elementos, como

min * xmax

se muestra en la Fig. 4.1.

gy (X) 2

yl;} Z

-k

y'E,r'I /

Un (¥) y el s (¥)

Yi A

Yo

5 (x)

Fig. 4.1: Particion del dominio [X,i,s Xpu X[ Vain: Ve | dividido en E x E, elementos

rectangulares, donde h, =x,-x,_;; i=L..E, ¥y h,=y, -y ;s j=1,.E .

[

Entonces la solucién aproximada en un elemento [x‘-,,x, ] x[y,-l Y ,-] 5€ eXpresa comeo:

, L& o0, 33 PP
i(x.y)= Zlﬂi.{%ﬂfﬁ(%ﬂ* o Mo (0= Hay (5 2) o Héé(x,y)}(“-“)
frwie| fu =

donde Hyy,H,,,Hy, v H.y, son los polinomios ciibicos de Hermite en dos dimensiones,
que se pueden observar en las figuras 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5, graficados en el cuadrado unitario

[O,l]x[O,l] con respecto al nodo (0,0).

De la expresion anterior, para la solucién aproximada ﬁ(x, ¥), podemos ver que con cada

nodo {x,,y, } tenemos asociadas cuatro incognitas d,;, 0d,, /3x ,8i, /By y %4, [0x3y .
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Consecuentemente, la solucién aproximada # usando polinomios ciibicos de Hermite debe

satisfacer ¢l siguiente sistema de ecuaciones:

[zﬁ—fn] e=l. E xE; k=1..4 (4.12)

=0
(:c,'._vr:) ’
donde e=1,..,E xE, es el nimero correspondiente al elemento y (xc:, ye, ) son las
coordenadas de los cuatro puntos de colocacién gaussianos (—?%)x (—#%) mapeados

en cada elemento [x,_,,x,]xl:y}_,,yj]; izl E, j=1,..,E_.

Como existen cuatro grados de libertad por nodo, entonces el niimero de incognitas s de
4(E, + l)(Ey + 1) . Para condiciones de frontera de tipo Dirichlet , tenemos AI(Ex +E, + l)
valores conocidos en los nodos de frontera. Se puede observar que se conocen en las
fronteras derecha e izquierda u y du/dy, la derivada se obtiene por diferenciacién , y de
manera similar se conocenAu y du/dx en las fronteras de abajo y arriba. Resumiendo, se
conocen tres valores en cada nodo esquina y dos valores en el resto de los nodos de

frontera, para un total de 4(E, + £, +1) valores conocidos. Al sustituir las condiciones de

frontera resulta un sistema con una matriz 4£ E x4E E_ y su estructura es diagonal en

bloques de 4x 4 como se observa en la Fig. 4.6.
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Fig. 4.2: Polinomio ctbico de Hermite Hy, (x,y) = Hy (x) H; (¥)

0.141
0.121
0.1
0.08
0.061
0.047
0.021
U- o

Fig. 4.3: Polinomio cubico de Hermite Hy) (x, y) = Hy (x) Hy ()
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Fig. 4.4: Polinomio cibico de Hermite Hy (x,v) = Hy{x) H; ()

Fig. 4.5: Polinomio cubico de Hermite Hy, (x,y) = H, (x) Hy(»)
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100

100

Fig. 4.6: Estructura de la matriz del método de Colocacién Convencional en dos
dimensiones usando funciones de peso ciibicas para una particion de 5x5 elementos, El

ancho de banda es 28.
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4.6 Caracteristicas Numéricas de Colocacién Convencional

Las propiedades numéricas del método de colocaciéon convencional han sido bastante
estudiadas y como mencionamos en la parte introductoria de este capitulo, existen
referencias donde se trata este asunto de manera extensa, por lo que aqui nos limitaremos a

sefialar algunas que consideramos las mas importantes a nuestro efecto.

El método convencional de colocacion desde nuestro punto de vista es un métedo directo
de colocacion, puesto que construye la solucidn directamente, es decir la solucion
aproximada debe satisfacer la ecvacion diferencial en los puntos de colocacion. Esto se
logra usando funciones bases que satisfagan a priori condiciones de continuidad para la

funcion ¥ v sus derivadas (%,%), es decir, que pertenccen a C'(Q) (espacio de

funciones definidas en  con primera derivada continua). Por lo regular se usan los
polinomios de Hermite de orden impar, a partir de los de orden tres que son los més usados.
Y como puntos de colocacion se emplean los ceros de los polinomios de Legendre que
minimizan el error de la aproximacion . A esta combinacién también se le conoce como

colocacion ortogonal.

Los grados de libertad son potencias de dos (2") en dependencia de la dimension n de!
problema. Para el caso en dos dimensiones tenemos cuatro incognitas asociadas a cada
nodo de la particiéon. La estructura de las matrices se muestra en la Fig. 4.6 usando
polinomios cubicos y la numeracion natural de los nodos. Las matrices nunca son
simétricas aunque el operador diferencial lo sea. Esto hace que se prefiera el uso de
métodos directos como de eliminacion gaussiana Gauss-Jordan para particiones con pocos
elementos, y métodos como el de residuos generalizados (GEMRES) cuando el nimero de
clementos es considerable. Usando el esquema de numeracién Rojo-Negro se puede

obtener una estructura de la matriz casi-simétrica [7,8].

.Cuando se usan lps polinomios cuibicos de Hermite el método produce un orden de error de

o(K*).
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Métodos de Colocacion

Tabla 4.1: Resumen de las caracteristicas numéricas del método convencional de

colocacidn.
No. Caracteristica Método de Colocacién Convencional
Numérica

1 |Estrategia Las condiciones de continuidad (salto} se satisfacen
primero (por construccidon} y luego la ecuacién
diferencial en los puntos de colocacion.

2 |Tipo de método de|Directo: la colocacién se usa para construir de manera

Colocacion directa la solucion aproximada.
3 Funciones bases Pertenecen a Cl (Q) .

4 | Funciones de peso No tiene
5 | Polinomio de Se usan polinomios de grado G impar = 3
interpolacion
6 [Puntos de colocacion Gaussianos: ceros del polinomio de Legendre
7 |Nimero de puntos de| NP" para n dimensiones, donde NP =G -1,
colocacién por elemento
8 |Particién del dominio Yuxtapuesta
9 |Grados de libertad|En 1-D son dos grados de libertad.
(incognitas)  asociados | En 2-D son cuatro grados de libertad.
con cada nodo En general son 2", para » dimensiones.
10 |Tamafio de las matrices |En 1-D es de 2NEx2NE, en 2-D es de 4NEx4NE.
En general 2"NEx2"NE, para n dimcnsiones, donde
NE=E -E_ eselnimero total de elementos.
11 |Tipo de Matrices Aungue el operador sea positivo definido y simétrico
siempre resultan matrices no simétricas
12 |Ancho de .Banda de la| 4(£, +2), usando una numeracién natural de los nodos
Matriz por x.
13 [Métodos de Inversidn|Factorizacidon LU,
de la Matriz Eliminacién Gauss-Jordan,
Residuos Generalizados GEMRES
14

Error Estimado |lu |,

O(hm’z), donde G- grado del polinomio de

interpolacién.
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5 Método de Colocacién Trefftz-Herrera

5.1 Procedimiento Trefftz-Herrera

En la seccidn 2.4.1 se ofrecié un resumen de los resultados necesarios para aplicar la
formulacién variacional del método de Trefftz-Herrera a la ecuacion eliptica general de
segundo orden. A continuacion realizaremos su obtencion de manera sistematica para el
ptoblema de contorno con saltos prescritos Ecs.(4.1), (4.2} v (4.3) introducido en la seccidn
4.2,

Para la derivacion de un procedimiento Trefftz-Herrera partiremos de la Ec. (2.34) que es

su formulacion variacional en términos de la informacién buscada

<(Q-C-KYuw>=<f-g-jw> YweH(Q) (5.1)
donde H*(Q) = HX(Q,)®H*(Q,)®..®HY(Q,)
En este caso conocemos que el adjunto formal del operador eliptico £ dadoen (4.1} es
IWE—V-(g-Vw)—Q-Vw+cw (5.2)
Entonces la funcion bilineal vectorial 2(u,w) se expresa como:
2(u, w):g-(qu—qu)+f_Juw; (5.3)
Lo cual resulta facil de comprobar si verificamos que se cumple:
wlu—ul*w=
=w{-V-(a-Vu)+V (b} +cuf ~u{-V-(a-Vw)-b-Vw-+cw}
=—wV-(a-Vu) + WV -(bu) +cwu+uV-(a-Vw) +ub - Vw—cuw
=—V-(giqu)-—g-Vu-Vw+V-(g-qu)+ a-Vu-Vw+V-(buw)
= V-{g-(qu—qu)+I_Juw}
=V {Q(u,w]}

(54)

Una manera sisternatica de obtener tanto el adjunto formal £* como la funcién bilineal

vectorial 2(u, w)} se expone en [6].
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Entonces podemos definir &(u,w) y &*(u,w), cuando las condiciones de frontera son

del tipo Dirichlet Ec.(4.2), se obtiene:

?(u,w):(g-g-Vw+b"w)ua; (5.5)

@*(u,w):w(g-g-Vua); (5.6)
donde & (u, w) involucra los valores prescritos de frontera, que en este caso son de tipo
Dirichlet u, y @*(u,w) los valores no prescritos o complementarios de frontera que son

de tipo Neumann #-a-Vu,.

Y cormrespondientemente, para las condiciones de salto prescritas en las Ecs. (4.3)

obtenemos ap]fcando el resultado de la Ec.(2.11) que :

#(u,w}= -2([u],1b)~g = —[u](r_r-g-V;v+b"w)+ W[g-g-‘?u]; 67N

K*(u,w)EQ(?J,[W])AQ=rj[g-g-Vw-kb,,w]—[w](g-a.-Vu); (5.8)
donde b, =bm [u]=u, —u y i=(u +u)/2;

Una forma conveniente de descomponer #{u,w) es agrupando los términos que involucran
al salto de la funcién en ﬂ"(u,w) y los correspondientes al salto del flujo en #' (v, w)dela

siguiente manera:

ﬂ(u,w) =g (u,w)+ﬂ' (2, w); (5.9)

donde 9°(u,w)=—[u](g-gtv.w+bnw) y ¢ (u,w)zw[g-g-Vu] (5.10)

Y andlogamente a % *(u,w) la podemos descomponer en:
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2 *(u,w) =& *(u,w)+ X * (4, w); (5.1

ZO* (u,w) = a'a[g-g-Vw+b"w:| y  &'*(u,w) =—[w](g~c=17-Vu) (5.12)

donde %° *(u,w)involucra ¢l promedio de la solucion # y X '*(u,w)el promedio del

flujo n-a- Vi respectivamente.

Observacidn 5.1: En el capitulo 3 se dieron los fundamentos teéricos de los procedimientos

Treffiz-Herrera que nos permiten manejar de manera sistemética y con flexibilidad la
informacion del problema de contorno con saltos prescritos. En particular se anticiparon
algunas variantes de cémo proceder en el caso de un problema eliptico donde fa
informacion buscada se puede concentrar en las fronteras interiores Z si se eligen
funciones de peso apropiadas que suministren informacién exclusivamente en X de
manera que § =K es la informacién buscada y R=C + K" es la informacién restante
que debemos eliminar. Es muy importante destacar que en dependencia de la forma en que
se elija la descorﬁposicién K= K® + K% se dara lugar a diferentes procedimientos de
Trefftz-Herrera, lo cual es uno de los aspectos mas valiosos de este enfoque y abre un
mundo de posibilidades a la hora de desarrollar tanto un procedimiento numérico de

discretizacién como de descomposicion de dominio.

A continuacidén veremos en términos generales dos ejemplos de procedimientos de Trefftz-

Herrera partiendo de la descomposicién de K.

Procedimiento TH-1: Si

K¥*=K* y K'*=0; (5.13)

entonces resulta un procedimiento con subdeminios ajenos:

—<K*uws>=<f—-pg—-jw> Ywe & (5.14)
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donde Ec N,AN,. y

N(,={we HX(Q): £*w=0, en Q}; (5.15)
N, ={we HY(Q): w=0, en 6!2}; (5.16)

Procedimiento TH-2: Si
KS¢=K°* y KS*=K', (5.17)

entonces resulta un procedimiento con subdominios yuxtapuestos:
<K *uwor=< f-g—j,w>; Ywe £ (5.18)

donde Ec N,nN.NN,, N,y N estin definidos como en TH-1 y
N, ={we H(Q):[w] =0, en z}; (5.19)

Una simple inspeccién de los procedimientos arriba enunciados nos permite ver que en el
primero TH-/ se obtendrd informacion que involucra tanto al promedio de la solucion &
como al de su derivada en las fronteras interiores I, mientras que en el segundo TH-2 se

obtiene informacion exclusivamente sobre # en £. Esto nos lleva a dos conclusiones:

i.  que el segundo procedimiento resulta computacionalmente mas eficiente puesto que
involucra menos informacion y por consiguiente las matrices de! sistema son mas
pequeiias.

jii.  que en el primero obtenemos informacion redundante va que resulta suficiente con
obtener el promedio de 4 en Z, para obtener problemas bien planteados en cada

una de las subregiones de la particion Q,,i=1,..,,E. Notese que si conocemos el
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promedio de # y el salto [u], entonces podemos canocer los valores de la solucién
a cada lado de I, es decir

w,=0+3[u] y u =a-iu]: (5.20)

Por las ventajas que ofrece, en lo sucesivo nos concentraremos en ¢l desarrollo del segundo

procedimiento TH-2, al cual llamaremos simplemente TH.

Retomando la Ec. (5.18) y definiendo los funcionales f, gy j que de acuerdo al problema

toman la forma stguiente:

{f,w)= wandg; (5.21)
(g.w)= [u,(a-Vw+bw) ndx; (5.22)
Al
(j,w)= "_ﬂ“z](ﬂ ‘a 'V;v+b"w}l£+ IW[g-g -Vuz]dj_c; (5.23)
L L

Entonces, sustituyendo f; g, j y la expresion de < K°*u,w> en la Ec. (5.18) obtenemos:
—Lﬂ[g~g-Vw+b"w]d£ = wandgn- Lnua(g-g-Vw+b"w)dJ_c+
(5.24)
+J‘E[u£](g-g Vw+bw dx- Lw[n a- Vuz]dx Ywe &
En barticular, cuando los coeficientes son funciones continuas, e! operador Z°*(u,w)
dado en la Ec.(5.12) toma la forma
Z’O*(u,w)=r_r-g-[Vw]afr; (5.25)

ya que [w] =0, es decir s continua en X por pertenecer a N, mientras que el operador

Arl £
de frontera & (u, w)se transforma en
& (u,w)= ( a Vw)ue; {(5.26)

yaque w se anula en la frontera exterior 202 por pertenecera N,..
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Sustituyendo las Ecs (5.25) y (5.26) en la Ec. (5.24) resulta:

- [ g [Vulids= [whodx- [ un-a-Iwdx+
e (527
+ [ (ma Owbw)dy - [wirds, Yweg

que es la expresion particular del procedimiento TH cuando los coeficientes son continuos,

Hasta aqui hemos ofrecido los detalles generales que caracterizan al procedimiento de
colocacién Trefftz-Herrera en » dimensiones. Ain nos restaria por desarrollar la
construccion de sistemas de funciones de peso que fueran TH-completos en el sentido
expuesto en el capitulo 3 para el problema de contorno con saltos prescritos Ecs.(4.1}, (4.2)
y (4.3), para lo cual, en la presente tesis, se¢ usaran polinomios hasta cierto grado G y
mostraremos su implementacion para el case lineal y cubico. Como hicimos con colocacién

convencional nos concentraremos en la discusion del problema en dos dimensiones.

5.2 - Estrategia para la Construccion de un Sistema de Funciones de Peso

TH-Completo usando Polinomios.

Consideraremos la misma particion rectangular del dominio dada en la Fig. 4.1 del capitulo

anterior y analizaremos el caso con subregiones yuxtapuestas. Para esto asociaremos

tomaremos una subregién Q, formada por cuatro elementos Qj, A=LIILIHylV, dela
descomposicion de dominio asociados con su nodo central (x,, yj)como se muestra en la

Fig5.1a. La frontera de la subregion €; es 6Q;, mientras que la parte de la frontera

IRl
interior £ que une a los cuatro elementos de €2, la designaremos por Z, (Fig. 5.1a) y estd

constituida por cuatro segmentos numerados en forma de cruz.

Entonces, en cada subregidn £2; se construye un sistema de funciones que sean continuas

Ec.(5.19), se anulen en 9Q Ec.(5.16) y satisfagan la ecuacion adjunta homogénea

4*w=0, Ec(5.15). De esta manera, usando la numeracién arriba introducida en L , se

pueden construir cinco grupos de funciones de peso asociadas con cada nodo (x;,,).
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Hi
Q] Q; |~

v 1
&E

o0

\3}‘ ;

Q 4 Q

Fig. 5.1a: Subregion €2, asociada con el nodo (x.%,)-

Estas se caracterizan (Fig. 5.1b) por: w’(x,y,)=1 y su soporte es la subregion
Q, completa; w'(x,y) se anula idénticamente en Q) Q. y su soporte es ol
w?(x,y) se anula idénticamente en Q;' UQ," y susoporte esQ, W Q) ; w'(x,y) seanula
idénticamente en Q] U y su soporte es Q) wQ,”; w'(x,,x,) se anula idénticamente

en Q) LQ) ysusoportees Q. UQ.

WD WI W w w

Fig. 5.1b: Soportes de las funciones de peso (sombreados).

Grupo 0.- Este grupo esta formado por una sola funcidn la cual es lineal en cada una de las

cuatro fronteras interiores de la Fig. 5.1b, y toma el valor w° (x,, ¥, )=1, en ¢l nodo (x;,

¥i)-
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Grupo 1.- La restriccidn al intervalo "1". de la Fig. 5.1b, es, cuanto mas, un polinomio de

grado "G". el cual se anula en los extremos del intervalo "1".

Gruph 2.- La restriccion al intervalo "2", de la Fig. 5.1b, es, cuanto mds, un polinomio de

grado "G", el cual se anula en los extremos del intervalo "2".

Grupo 3.- La restriccion al intervalo "3", de la Fig, 5.1b, es, cuanto més, un pelinomio de

grado "G", el cual se anula en los extremos del intervalo "3".

Grupo 4.- La restriccion al intervalo "4", de la Fig. 5.1b, es, cuanto mas, un polinomio de

grado "G", el cual se anula en los extremos del intervalo "4".

Se debe destacar que la construccion de las funciones de peso hecha de la manera expuesta
no conduce directamente a un sistema de funciones linealmente independiente. Esto se debe
al hecho de que cada par de nodos vecinos comparten un mismo intervalo debido a que
nuestra particién del dominio es yuxtapuesta. Por ejemplo el intervalo es considerado "1"
por el nodo de la izquierda, mientras que es "3" segin el nodo de la derecha y por lo tanto

las funciones asociadas con estos intervalos se cuentan doble.
5.3 Construccion de las Funciones de Peso usando Colocacion

5.3.1 Funciones de Peso Lineales

Para el caso de funciones de peso lineales en £ tenemos una sola funcion de peso definida

en la subregion Q, asociada a cada nodo interior (x,,yl), para i=L..,E -1,

j=1..,E, ~1, cuyaexpresién es:

4
Wit (x,p) = Bl p)+ Y CINS () () e Qs A=TL 0V, (5.28)

anl

50



Capitulo § ot - Método de Colocacion Treffiz-Herrera

donde las funciones Bf‘(x, y}son polinomios lineales en las fronteras internas £, que s¢

u!
destaca con lineas gruesas en la Fig. 5.1a, mientras que las funciones

N (x,»); a=l,..4,seanulanentodo T, UBQ, .

La construccién de las funciones de peso se realiza de manera independiente en cada uno

de los cuatro elementos rectangulares {0 cuadrantes) asociados a cada modo interior
(x,, y,), los cuales constituyen su soporte. Su definicidén por cuadrantes o elementos es

como sigue:

Para A=1 (primer cﬁadrame): (x.y)e [x,,x“,]x[yj,ym]

(6,7 +1)

!
Q;

(i) (i+1.7)

/
Fig. 5.2a: Soporte del primer cuadrante Q,}- de la funcién de peso lineal wf,'(x, ¥}.

Bi’(x,y):[l—x_x']{l—m]; (5.29)

h h

x ¥

N, (x,p)= H(OH (1N (x,y) = H () H, (y);

5.30
N;J(x!y)=Hll(x)H,]HI(y);Nu“(xvy)zH.'I&I(X)H:*I(y); ( )

Para A=1I (segundo cuadrante): (x, y}e[x,.,,x,]x I:y} ,yﬁ,]

(L, 7+1)

it
Q!’i

(i-1/) (i.7)

i
Fig. 5.2b: Soporte del segundo cuadrante Q,;,- de la funcién de peso lincal w)(x, ).
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X -x Y=Y |

N (xp) = HLOH (05N (e p) = HIOOH O 532

N (e yy = HL () ) N () = HIGOH ()
Para A= IIl (tercer cuadrante): (x,y}e[x,,x |x I:y,_,,yj]

(i-1,) ()]
o
(57-1)
Fig. 5.2¢: Soporte del tercer cuadrante Qg’ de la funcién de peso lineal w,f.(x, ).
B e y)=| 1= 222 - 222 ), (533)
b, h,

N yy = HL O H L (R NS (1, 9) = HY (0 H L (9 (534)

N, p) = HL O H () N () = HI (O H (),
Para A= IV (cuarto cuadrante): (x,y)e [xj,x,+,]x|:yJ_l,yJ:|

) , (i+4))
w
Qf]’
(i.j-1)
Fig. 5.2d: Soporte del cuarto cuadrante Q;—V de la funcidn de peso lineal w,j'(x, ».
: xX-x Y, =y,
8" (x,y)=(1— " ]( 'T] (5.35)
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NM(x, )= Hfl(x)H:_](y);Af’fl'l(x’ y)= H}l&l(x)H:_, Wk (5.36)
NI (x,p)= H (OH (i N (x, 9) = HYL (O H () '

donde H)(x) y H(y)-son los polinomios ciibicos de Hermite ya definidos en el capitulo

anterior, en colocacion convencional.

Observacion 5.2: En el caso de funciones de peso lineales tenemos tantas funciones como
nodos interiores, ya que hay una funcién w)(x,y) asociada a cada nodo imerior(xr, )

para i=1..,E -1, j=1L.. E -1
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Fig. 5.3: Grafico de la funcion bilineal Bg (x, ¥)

Fig. 5.4: Grafico de la funcién Ny (x, v} = Hy(x)Hy(y)
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Una manera de construir las funciones de peso es aplicando el método de colocacion. En
este caso la colocacion se aplica para satisfacer la condicion (5.15), es decir las funciones
de peso deben ser soluciones del operador adjunto homogéneo. Entonces resulta el sistema

de colocacion:
AW (e y")=0; p=l...4 (5.37)
Sustituyendo la expresion de las funciones de peso w," Ec.(5.28) en la Ec. (537) y

evaluando en los puntos de colocacion se obtiene:

4
Y ClELNF(, Y )= 4B (x"y") p=l,.4. (5.38)

o=l
donde C;%; a=1,...,4 sonlos coeficientes de las funciones de peso wit.
El sistema de ecuaciones que resulta es de dimension 4 x 4 y se resuelve para cada nodo
interior i =1,.., E -1, y=1,..,, E, -1 y para cada cuadrante A=/,.., [V . De esta manera

04

se obtienen los coeficientes C,f"; @ =1,...,4 correspondientes a las funciones de peso w,”.

5.3.2 Funciones de Peso Cubicas

Considerando las mismas condiciones que para el caso lineal, cuando las funciones son

cibicas en I, tenemos tres funciones de peso w/'(x,y); 4 =0,1y 2, asociadas con cada
nodo interior (x,, y,) en la subregién Q). Las funciones B,j“(x, y) satisfacen condiciones
ciibicas de frontera en ¥, que se destacan con lineas gruesas en las figuras 5.5, 5.6 y 5.7,
mientras que las funciones N,f"(x, ») son las mismas del caso lineal y se anulan en
todoZ, U, .

Funcion w,f(x,y) :

Fig. 5.5: Soporte de la funcion de peso cibica w;’(x, »).
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4
Wi (x )= B (x 0+ 2 N (o) () ey A=1.,00. (339
a=|

Bl (x, )= H (x)H](y): A=1..1V (5.40)

ver Fig. 5.8 y las funciones N;*(x,y); a@=1,..,4, A =11, II[,IV se definen como en el

caso lineal.

-z 1
Funcién w, (x,y):

donde

SN

PR ]l =

Fig. 5.6: Soporte de la funcion de peso cabica w:, (x,¥).

4
wi (e, y) = B,}"(x,y)+ZC;“N;"(x,y); (e yeQ); A=1..1v (541)
a=|

Bl x,y)=H!(x)H(y); A=1..1IV (5.42)

ver Fig. 5.9 y las funciones N;" (x,v), a=t..,4 A= H I IV se definen como en el

caso lineal.

Funcién w’(x,y):

Fig. 5.7: Soporte de la funcién de peso cibica w,f(x, ¥).

4
w2 (x, y) = B (x,0)+ 2 ClONP () (x,0)e; A=1..,0V (5.43)

a=|
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donde B (x,y)=H(x)H|(y); A=1..,1V (5.44)

ver Fig. 5.10 y las funciones N:“(x,y); a=1..,4, A=IH [l IV se definen como en.cl
caso lineal,

Fig. 5.8: Grafico dc la funcién bicibica By (x, y) = Hy (x) H, ()

Fig. 5.9: Gréfico de la funcién bicabica By (x,¥) = Hy (x) Hy (y)
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Fig. 5.10: Grafico de la funcion bicabica By, (x, ¥) = Hy (x) Hy (¥)

De modo analogo al caso lineal, las funciones de peso cuabicas

w,’,"t (x.¥); #=0,1,2; A=L, 11, III, IV; se construyen aplicando el método de colocacion:

dw(x",y7)=0; p=1,..4 (5.45)

Sustituyendo la expresion de las funciones de peso Ecs.(5.39), (5.41) y (5.43) en la

Ec.(5.45) y evaluando en los puntos de colocacion se obtiene:

4
D CrdNS (Y ) = LB, 7Y p=l,d, (5.46)

a=|

El sistema de ecuaciones que resuita es de dimensioén 4 x 4 y se resuelve para cada nodo

interior i=1,.., E, -1 Jj=L..E -1y para cada cuadrante 1=/,.../V . De esta manera
se obtienen los coeﬁciemesC,j‘*“; #=12v3 a=1..4 comrespondientes a las funciones

de peso w,”.
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Observacign_5.3: En el caso de funciones de peso cibicas tenemos tres funciones

wi(x, ¥y =01y 2, por cada nodo imerior(x,,y,)para i=1.,E -1, j=1L.,E -l
Ademas tenemos una funcién asociada a cada nodo frontera, exceptuando las esquinas, es

4 1 . .
decir, w,(x,y), i=0,E,, j=1,.,E -1, para los nodos que pertenecen a las fronteras

izquierda y derecha, mientras que wyz. (x,9), i=1,..,E -1, j=0,E asociada a los nodos

que pertenecen a las fronteras superior ¢ inferior, de manera que todas satisfacen la

condicién (5.16) de anularse en la frontera.

5.4 Sistema de Ecuaciones del Método de Colocacion Trefftz-Herrera

Una vez construidas las funciones de peso, nos restaria expresar de forma apropiada el
promedio de la solucion aproximada #(x,y), de manera que al sustituirla en la
formulacién variacional nos permitiria obtener el sistema de ecuaciones algebraicas
correspondiente. Una manera de hacerlo es como se procede usualmente en elementos
finitos, usando una combinacion lineal de funciones bases. Para escoger las funciones bases
tenemos una amplia libertad de eleccidén puesto que sdlo necesitamos que sean funciones

definidas en . Una eleccion logica, que aplicaremos en nuestra aproximacidn, es usar

como funciones bases a las restricciones de las funciones de peso w,;' (x, y) en I, es decir

BY(x,y). La expresion de zfz(x, y) se completa agregando los términos que satisfagan las

condiciones de frontera y de salto prescritas. Entonces, la aproximacion de la solucion

buscada puede escribirse como:
i NF-I .
~ ¥ pv 0 .
u(x,y)= Z z UiBy(x,y)+ z Uy, B, (x, )+ %[H:]H Bi(x.p); (547
{td)en =0 (T (kJ}eme
donde 7- es el conjunto de los nodos que tienen funciones de peso (base) asociadas, 77, - es
el conjunto de todos los nodos que estan en la frontera externa 8Q), exceptuando las
esquinas, 77; - €5 el conjunto de todos los nodos interiores que estdn en la frontera interna £

asociados al salto prescrito, ¢ es un signo gue toma el valor segun sea el lado positivo o

negativo de I con respecto a la normal n.. u,, =u,(x,,y,} vy NF es el nimero de
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funciones de peso asociadas con cada nodo (para el caso de las funciones de peso lineales

NF=1, mientras que para las cibicas NF=3).

Al sustituir la expresion (5.47) para la solucién aproximada #(x,y) ¥ las funciones de

peso w¥ (x.¥) en (5.24) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

MRV
MU =Fl (5.48)
donde se aplica la convencidn para la suma, es decir que los indices repetidos estan

sumados sobre sus rangos,

M,;;; - [Bi[n-a-9w Jds; (5.49)
E
Iw,j'fﬂdx— Iu(,n a- Vw“dx+ Uy, IB [n a- Vw"]dx
A {”)erra b3
+‘Ljv na- w"+bnw; dx J; szx+ l[uz]u .[B” [n a-Vw) ]d x; (5.50)

(kD) y (i.i)en, y,v=0,...,NF—1

En general el sistema resultante es de nueve diagonales en bloques de MF x NF . Por lo que
en el caso de funciones de peso lineales la matriz del sistema (5.48) es simplemente de
nueve diagonales, ver Fig. 5.11, mientras que cuando sc usan las cubicas se obtiene una

matriz de nueve diagonales en bioques de 3x 3, Fig. 5.12.

En el Anexo Al se pueden ver los detalles para el calculo de los coeficientes de la matriz

M} y del término derecho £/ .

Observacion_5.4: En el caso de funciones de peso lineales, el primer miembre de la

1€,
solucion aproximada (5.47) se puede escribir como Z ZUH (x,y), mientras que para
k=l =]
E-1E,-1 3 E, -
el caso de las cibicas tenemos que z D ULB (% )+ Z Z UyB(x,y)
k=l ix] v=0 F=l k=0,E,
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E, -

+ Z > ULBL(x,y), donde UJ es el valor de la solucion aproximada en el nodo con
k=l 1=0E,

indices(k,/), es decir, #&(x.y)=U%, de¢ manera andloga au/dx(x,,y)=Uy,

2 3 . .
du d(x,,y,)=U, corresponden a los valores aproximados de las derivadas en los nodos.

11
< >
© » [ ] [ ] [} [} L]
-
16

Fig. 5.11: Estructura de la Matriz de Colocacién TH usando funciones de peso lineales para

una particion de 5x5 elementos. El ancho de banda es 11.
4
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Fig. 5.12; Estructura de la Matriz de Colocacion TH usando funciones de peso ciibicas para

una particion de 5x

5 elementos. El ancho de banda es 37,
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5.5 Caracteristicas Numéricas de Colocacién Trefftz-Herrera

Como ya se explic en detalles en el tercer capitulo, el método de Treffiz-Herrera esta
basado en la construccidn de funciones de peso especializadas que nos permiten manejar
convenientemente la informacion deseada o buscada acerca de la solucién de un problema

con valores de contorno y saltos prescritos (PCSP).

En este caso, el método de Colocacién TH arriba descrito usa el método de colocacion para
la construccién de estas funciones de peso que deben satisfacer la ecuacion adjunta
homogénea, concentrando la informacién buscada en las fronteras intemasX. Por este

motivo se considera que es un método de colocacion indirecto.

Resulta interesante observar aqui que debido a las condiciones impuestas a las funciones de

peso weECN,NN. NN, < I:Il(Q)en el procedimiento TH-2, Ecs.(5.15), (5.16) y
(5.19), éstas pertenecen a un espacio mas reducido C° (Q)( espacio de fpnciones continuas
en ), no obstante de que la soluci6n buscada u e H2(Q) por si misma no pertenezca a
C°(Q), cuando existan saltos prescritos [u,]= 0, en . Consecuentemente las funciones
bases pertenecen también C°(Q), puesto que fueron tomadas como las restricciones de las

funciones de pesoen X.

Para la construccion de las funciones de peso se usaron polinomios en I, que pueden ser
de grado arbitrario G (ver Tabla 5.1), mientras que como puntos de colocacion se

aplicaron los ceros de los polinomios de Legendre como en colocacidn convencional.

Existe una reduccién dramitica de los grados de libertad respecto a colocacion
convencional puesto que usando polinomios lineales en I, se pueden obtener algoritmos
con una sola incégnita asociada para un problema independientemente de las dimensiones

del mismo. Asi mismo las matrices resultantes son de menor tamafio y mejor estructuradas.
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Estas son nonadiagonales en bloques, ver Figs. 5.11 y 5.12. Mientras que si el operador es
simétrico vy positivo definido, entonces las matrices también son simétricas y positivo
definidas. Esta tltima propiedad tas hace adecuadas para ser invertidas usando el método
del gradiente conjugado [63,90] que posee una alta eficiencia computacional. En particular
en la implementacion se usd una variante del mismo: el Gradiente BiConjugado [88]. Para
una particion con relativamente pocos elementos se pudiera usar ¢l método de

Factorizacién LU [88] de manera eficiente.

Para la aproximacion de las integrales Ecs. (5.49) y (5.50) se empled el método de

cuadratura gaussiana.

El orden experimentat de el error que se obtiene (ver capitulo 7), es de O(h') que es igual

al de colocacion convencional cuando se usan polinomios cubicos.

Hay que destacar que la complejidad de los algoritmos para los casos con saltos prescritos
yl/a coeficientes discontinuos es la misma que para los casos sin saltos y con coeficientes
continuos. En particular, las matrices son idénticas en ejemplos con y sin saltos prescritos
debido al hecho de que los saltos sélo involucran cambios en el término derecho del

sistema global, ver Ecs. (5.48)-(5.50).

A continuacion en la Tabla 5.1 se ofrece un resumen de las caracteristicas numéricas mis

importantes del método de colocacién TH.
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Tabla 5.1: Resumen de las caracteristicas numéricas del método de colocaciéon TH.

No. Caracteristica Método de Colocacién Trefftz-Herrera
Numérica

1 | Estrategia Uso de funciones de peso especializadas que concentran la
informacién en .

2 |Tipo de métedo de|Indirecto: la colocacion se usa para construir las funciones

Colocacién de peso

3 |Funciones bases En general pertenecen a H*(€2), en particular son C°(£2).

4  |Funciones de peso En general pertenecen a H!(Q), en particular son C° (Q).

5 | Polinomio de Polinomios de grado arbitrario G .

interpolacion Enl-D: Gz2.
En 2-D y ndimensiones: G21.
6 | Puntos de colocacién | Gaussianos: ceros del polinomio de Legendre
7 |NOmero de puntos de (NP)" para n dimensiones, donde NP =G ~1.
colocacién por
elemento
8 Particion del dominio | Yuxtapuesta )
9 |Grados de libertad|En 1-D es un grado de libertad para polinomios de grado
(incégnitas) asociados| G > 2 arbitrario.
con cada nodo En 2-D es un grado de libertad para polinomios lineales,
mientras que para polinomios cithicos es de 3 grados de
libertad.
Puede ser de un grado de libertad para # dimensiones.

10 | Tamaiio de las{Para un grado de libertad son NDIxND{ para n

matrices dimensiones, donde NDI =(E, -1)-(E, —1)-es el nimero
de nodos interiores,
En 2-D, para el caso de polinomios cibicos, es de
{3NDI+2(E, +E, ~ 2} x{3NDI + 2(E, + E, - 2)}

It | Tipo de Matrices En 1-D: Tridiagonal. En 2-D: Nonadiagonal en bloques de
NFxNF . Cuando el operador es positivo definido y
simétrico resultan matrices simétricas y positivo definidas

12 |Ancho de Banda de la{En 2-D, para polinomios lineales es 2E, +1, mientras que

Matriz para polinomios cubicos es 6K +7, usando una
numeracién natural de los nodos por x.
13 |Métodos de Inversion|En 1-D: algoritmo de Thomas [88].
de la Matriz En 2-D: Factorizacién LU, Gradiente BiConjugado [88].
14 |Error Estimado | En 1-D: O(#*"?), con polinomios de grado G =2,3.
ﬂu —u"“’ En 2-D: O(hl ) con polinomios lineales, G =1
y O(h""'2 ) , con polinomios cibicos, G=3.
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6 Aplicacién de Colocacion Trefftz-Herrera a Problemas de

Transporte

6.1 Problema Modelo: Ecuacion Parabolica

En la presente seccién haremos el desarrollo general del método de colocacion Treffiz-
Herrera para el problema modelo de la ecuacion parabélica de segundo orden, puesto que
tanto la ecuacién de flujo como la de transporte, tambiép conocida como de adveccién-
difusidn, es de este tipo. En el Anexo B se ofrece con suficiente detalle la obtencion de los
Modelos de Flujo y Transporte en Medios Porosos a partir de la aplicacion del enfoque

macroscépico para la modelacion de sistemas continuos.

La aplicacion del método de colocacién Treffiz-Herrera se hard siguiendo un enfoque
totalmente euleriano, es decir, su obtencion se hard a partir de considerar una discretizacion
apropiada de la derivada en el tiempo usando un esquema de tipo theta. Como se menciona
en la introduccion el Método del Adjunto Localizado (LAM) es en esencia sinénimo del
Método de Trefftz-Herrera. Existen cjemplos de enfoques eulerianos-lagrangianos como
son los lamados ELLAM. Un resumen de lo que se ha avanzado en estos métodos y su
estado actual se puede encontrar en {57]. En este contexto de los métodos LAM podemos
decir que el método clasifica como un método de Aproximacion Espacial Optima, término

introducido por Celiaen [19].

Para el desarrollo de la formulacién del método consideraremos el siguiente problema

modelo con valores de frontera y condiciones iniciales:

£ u=fo; V(x,t)e Q 6.1
u=u,(x1}; Vxe 6Q y Vi>y 6.2)
u=u,(x}); Vxe Q y =y {6.3)
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asociado con el operador diferencial parabélico general definido de la siguiente manera:
Ju
Lu=— - V(@ Vu)+ Vo(bu)+cu; 6.4)

donde 4, - es un tensor simétrico, positivo definido, acelado y suave a tramos en £2,

€2 - dominio acotado con frontera 8Q.

Resulta de utilidad considerar al operador parabolico previamente definido como la suma

de dos operadores definidos de la siguiente forma:

ou
A u=—+Lu 6.5
S ©5)

donde j—l: es un operador diferencial sélo en términos de la derivada del tiempo ¢,

mientras que £, es un operador diferencial solo en términos de las derivadas espaciales x y
esta dado por:
2= =Ve(aVu)+Ve(bu) +cu; (6.6}

que es la representacion en forma conservativa del operador eliptico general de segundo

orden.
6.2 Esquemas Theta (0) de Discretizacion en el Tiempo.

Para la solucién del problema modelo Ecs. (6.1), (6.2) y (6.3) emplearemos diferentes
esquemas en diferencias finitas para la discretizacion en el tiempo. Estos esquemas se

conocen en general como esquernas Theta.

Esquema Theta (6) general

Si integramos con respecto al tiempo la ecuacion (6.1) en el intervalo [l,,,tm,] , expresando

el operador parabélico £, ,u en la forma (6.5), se obtiene que:
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o +f £ udt =[ fudt; ©7

1,

e

Al desarrollar el término bajo la integfal de la Ec. (6.7) como una serie de Taylor respecto a

un punto intermedio ¢ en el intervalo [£ns tn+1] resulta:

Z . .2
£‘u=(4_‘u)f. +E(“'5")r ([—l )+O([_I ) ; (6.8)

entonces la integral se transforma en:
| 2= (2,0) kv O(R?); (6.9)

donde k=1, —¢, es el paso en el tiempo.

n+l

Al sustituir (6.9) en (6.7) se obtiene

W -+ (Lu) kv O(K) = f Sadt; (6.10)

El punto ¢ se puede expresar como [, +&k, donde 0<#<1, entonces el segundo

miembro de (6.10) se puede aproximar mediante una interpolacién lineal de la siguiente

manera:

(€}, =(1-0)(2u) +0(2u) ; (6.11)

el

Finalmente se obtiene la siguiente discretizacién con respecto al tiempo de la Ec. (6.1), 1a

cual se conoce como esquema Theta:

n+l

_“"

lv
-k- Ifndf; (612)

.
tn

+(1-0) (L) +6(£u)" +0(k)=

donde los superindices se refieren a niveles en el tiempo, es decir, (Asu)" =(.l!u)' y

u=ul,).

Consideremos 3 casos para 8 :
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1.- Para @=0, es decir con respecto al punto f, se obticne un esquema en diferencias

hacia delante en el tiempo, también conocido como esquema completamente explicito, ya

que el paso n+1 se obtiene de una expresion algebraica de los términos del paso anterior n.

)

-
-+

() 000 = | o 613)

u™ = k(L) + j Sodts (6.14)

Es un esquema muy simple, pero se ha demostrado que es condicionalmente estable

cuando:
k € wh; (6.15)

donde k= Ax es el tamafio de la malla en las coordenadas espaciales.

2.- Para #=1, es decir con respecto al punto 1., se obtiene un esquema en diferencias

hacia atrds en el tiempo, también conocido como esquema completamente implicito:
H“‘ _ un
—_—

k

(2u)" +00k) =% T fos (6.16)

Wk (2} 2+ | fods 6.17)

rll

Este esquema es incondicionalmente estable,

3.- Para &= }4, es decir con respecto al punto £, sc obtiene un esquema en diferencias

centrales en el tiempo, también conocido como esquema de Crank- Nicolson:

e R DRy VP 3
sk s k() < Tl @)

rl

Es un método incondicionalmente estable y es mas preciso que los dos métodos anteriores.
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6.3 Semi-discretizacion en el Tiempo de la Ecuacion Parabélica

Si sustituimos el operador espacial del problema modelo Ec. (6.1) en el esquema general

theta Ec. (6.12), resulta:

n+l

! +Bk{-V-{g-Vu)+V-(Qu)+cu} =

a (620)
=it +(O -k (- aVu) + vy veuf [ fods

Si sustituimos el valor de @ en el esquema general anterior para los casos @ =1y §=Y4,

tenemaos:

1. Esquema Completamente Implicito (6 =1):

"'+k{—V-(a-Vu)+V-(bu)+cu} RN Ifnd: (6.21)
Si rescribimos la ecuacion (6.21) de manera apropiada agrupando términos obtenemos:
V@) e = g (622)
donde u.uol =u(£,fm,| )! gnd =kgm-l , E:nl :kém-l _l+kcrnl y¢m'l - un + j‘fndf
s

2. Esquema de Crank-Nicolson (8 = ¥):

a4 £ {—V-(g'VH) + Va(bu) + cu}m =

R (6.23)
=u" - -’i‘-{vV-(g-Vu) + Va(bu) +cu} + _[ Jadt;
Rescribiendo la ecuacién (6.23) de manera apropiada y agrupando términos resulta:
V@™ VU V4 V(B Yy = g (6.24)

. 1 +1 1 |
donde H”I=u{£sf,,,;),g"+ =%gn . ﬂm- =_§_én+ y}’"ﬂ=l+%cml

! = V-(%g"-Vu")—V-(% l_)"u")+(l—§c")u" +T Jadt;
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Se puede observar en las Ecs. (6.22) y (6.24) que-h'.lego de aplicar €l esquema theta tanto
para el caso completamente implicito como para Crank-Nicolson, el problema parabélico

inicial se transforma en uno eliptico para cada paso del tiempo.

Consecuentemente al problema con valores de frontera resultante de la discretizacion en el
tiempo podriamos aplicarle el método de colocacién Trefftz-Herrera desarrollado para

ecuaciones elipticas en el capitulo 5.

No obstante, si observamos detenidamente las dos discretizaciones en el tiempo Ecs. (6.22)
y (6.24), vemos que cuando se aplica Crank-Nicolson se requiere del conccimiento de la

funcién 4 y sus derivadas espaciales en ¢, , mientras que en el esquema completamente

implicito solamente necesitamos conccer el valor de la funcion en el paso anterior del
tiempo.

La observacién anterior es valida para el caso cuando los coeficientes de la ecuacién
parabdlica dependen del tiempo. En caso de que éstos sean independientes del tiempo, lo
cual es bastante usual, resulta mucho mas eficiente invertir el orden del proceso de
discretizacion, es decir, prnimero hacer la aproximacién de la solucién en las coordenadas
espaciales para un tiempo fijo y luego aplicar un esquema en diferencias en el tiempo. En lo

sucesivo consideraremos solamente el caso en que los coeficientes no dependen del tiempo.

6.4 Colocacion TH para la Ecuacion Parabdlica en 2-D.

Como se hizo en los capitulos 4 y 5 sélo desarrollaremos el método de colocacion TH para

la solucion numérica de la ecuacion parabdlica para el caso en dos dimensiones.

El problema consiste en hallar u(x,y.f) que satisface la ecuacion

e

%—V-(Q-Vu)+v-(l_m)+cu = fos V(5.3) €lxmns Xone X[ Fmins Vs - 120 (6.25)
’ a
donde a= [a"(x’ V)l y)) es un tensor simétrico, positivo definido, acotado y

ay{x.y) ap{xy)
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b{x,
suave a tramos en todo el dominio[x. . %, %[ Yain+ Vs |- (Fig. 6.3), b= (bl((x i)))
AT

los coeficientes a, (x. y).b,(x,¥),c(x, y)- son funciones continuas en todo el dominio ¥ no

dependen de 1.

Con condiciones iniciales

“(xs}’v’o)zun(xuv); V(x’y)e[xmin’xmax]x[ymin’ymat] (626)
y condiciones de frontera de tipo Dirichlet
u(x, . 0)=u,(x,y);  V(x,y)ed, 1>0 627
Xmazy Fmax
kgl
P
byl
Yo
Xp X P Xh.1 XN
Xminsy min

Fig, 6.1: Dominio rectangular [%,., Xpu JX[ Ve » Vosnc )

Como ya se dijo anteriormente, aqui sélo consideraremos el caso cuando los coeficientes de
la ecuacion no dependen del tiempo. Usando la notacién introducida en la Ec.(6.5),
podemos rescribir la ecuacidn (6.25) de la siguiente manera:

4
E:i+{.r.‘!u—- Ja} =0 (6.28)

donde £ u es el operador eliptico de segundo orden en dos dimensiones.
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Para un tiempo ¢ fijo, el segundo miembro de la ecuacion (6.28) se puede aproximar usando
el procedimiento de Colocacion TH desarrollado en el capitulo 5. Si sustituimos £u - f,,

pot su correspondiente aproximacion espacial, Ec. (5.48), en notacién matricial, tenemos

que la ecuacion (6.28) se transforma en:

E‘%+£Q(r)— F(1)+e,())=0 (6.29)

donde M -es la matriz global del método de colocacion TH y no depende de ¢, U(f)- es

vector de los valores de la funcién en los nodos, F(¢)- es el término derecho y e, (k) -es el
error de la aproximacion espacial.

Se puede ver gue la ecuacién (6.29) es un sistema de ecuaciones ordinarias de primer orden
en {. En este caso podemos aplicar el esquema general theta introducido en la seccién 6.2,
de manera que:

u™t-yn mi_ e
Tm{gg }+(1 9){& }+ek(h)+e*(k) 0 (630)

donde e, (k)-es el error de la aproximacion en el tiempo y depende del tipo de esquema
Theta. Omitiendo los términos de error y manipulando la Ec. (6.30), resulta:
QMI +0k{ggmi _Eml} = Qn +(9_1)k{£gn _En} (631)

Agrupando términos se obtiene:
{1+6kMIU™ —OkF™ = {1 +(0- I)kM} " (@-DkF" {6.32)

Al introducir la siguiente notacion para las matrices 4 = [ +8kM y B=1+(8-1)kM ,la
Ec. (6.32) se puede rescribir como:

AU™ = BU" + k{og’*‘ -(8- 1)5"} (6.33)

Se debe destacar que el procedimiento general obtenido en la ecuacion (6.33), es muy
eficiente puesto que el calculo de las matrices 4 y B se realiza una sola vez para una

discretizacion espacial dada, luego se obtiene la inversa de la matriz 4 y ésta se usa sin
modificacién para cada paso del tiempo.

Si analizamos la Ec.(6.33) para los casos =1 y & = 4, tenemos:

1. Esquema Completamente Implicito (6 =1):
égnﬂ E[_jn +k£n+l ) (634)
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donde A=T+kM

2. Esquema de Crank-Nicolson (8= % ):
AUM-I Eggn +%{£ml +En} (6.35)

donde é=£+§ g

=
I

o

yB=1-
En los ejemplos numéricos del capitulo 7 emplearemos el esquema completamente

implicito por su mayor simplicidad.

6.5 Tratamiento del Caso con Adveccion Dominante

Es bien conocido que la solucién numérica de la ecuacion de adveccion-difusion presenta
oscilaciones en la vecindad de un frente abrupto cuando el término de adveccién (o de
primer orden) domina sobre e! de difusién ( o de segundo orden). En estos casos se debe

n+l

tener especial'cuidado en el tratamiento del término advectivo (f=5"") ya que podria

generar inestabilidad numérica cuando el numero de Peclet [85,94] sea mayor que dos.

Entonces se dice que la adveccién es dominante, es decir, domina sobre ¢l término de

+1

difusion a=g"" la ecuacién que es parabdlica se comportaria como “casi-
= po

hiperbélica”.

Estos casos han sido ampliamente analizados en la literatura y se han propuesto una serie
de tratamientos para paliar el problema, los cuales se nombran en inglés como “upstream
weighting”. En particular, para métodos de elementos finitos se propone usar funciones de
peso asimétricas, lo cual podria ser una alternativa razonable en este caso. Por analogia con

el caso de colocacion convencional (ver pag. 321 de [1]) se le puede adicionar a las
funciones de peso w'(x)construidas en las secciones 5.2.1 y 5.2.2 un término asimétrico
w"(g) que se controla medianie un parametro p,, el cual se toma-en dependencia de cuan

dominante sea el término advectivo, de la siguiente manera:

W (x)=w(x)+p0" (x); (6.36)
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Una alternativa més simple usada por Allen [2] consiste en evaluar (sdlamente) el término

advectivo en puntos gaussianos sesgados a Ia hora de aplicar la colocacién. Es decir, si
x%son los puntos gaussianos entonces se evaliia el término advectivo (la derivada espacial

de primer orden) en los puntos £ = x* -Zh, donde £>0 y h=Ax es el ancho de la malla

en las coordenadas espaciales. Esto produce el efecto de eliminar las oscilacicnes pero

distorsiona ¢l frente abrupto debido a que se introduce un término difusivo de ermor.

Para el caso especial con coeficientes constantes mediante una transformacion de la

variable u(x,y,/) se puede eliminar el érmino de segundo orden. Esta idea ha sido

aplicada anteriormente en [30] y consiste en conmsiderar el operador parabolico general

dado en la Ec. (6.4) para el caso isotropico a=alf, donde a y el resto de los coeficientes

son constantes. Entonces, en esle caso el operador resultante es

Lu Ei—!i-ai\u+l_7-Vu+cu; (6.37
r

y la transformacidn adecuada seria

W)= 220 . (6.38)

r(x)

donde r(x)=exp(5 bex), que al ser aplicada a la ccuacion (6.1) resulta
oy o) _ 7
E—aAv+ c+ = [v=218; (6.39)

Como se puede observar en la ecuacion (6.39), el término de adveccién o de primer orden
ha desaparecido y por consiguiente no habria que preocuparse por los problemas que se

generan cuando la adveccion es dominante.

En lo sucesivo cuando usemos ¢l esquema completamente implicito aplicado a la ecuacion

modificada Ec. (6.39), diremos que es el método completamente implicito modificado.
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A continuacion enumeraremos los dos criterios mas usados y que se han sido establecidos
con ¢l fin de controlar los errores numéricos debidos a la discretizacién de la ecuacién de

transporte en espacio y tiempo:

1. Criterio de Peclet:

El criterio de Peclet [85], nos sirve para asegurar la estabilidad y minimizar la dispersién

numeérica. Ademds, permite controlar el error debido a la discretizacién espacial en cada
direccién x, .Este esta dado por
Pe,=—"—:<2 (6.40)

donde
Ax, - es el ancho de la malla en la direccién x,

b, - es el coeficiente asociado al término advectivo, que representa la velocidad de las
particulas en la direccion x,

a, - es el coeficiente de dispersion en la direccién x,

El criterio de Peclet se puede interpretar como que idealmente el ancho de la malla Ax, no

debe ser mayor a dos veces la dispersividad en la direccion x, .

Criterio de Courant:

Controla el paso en el tiempo At v se expresa como

b
Ax

Cr, === <1 (6.41)

Es decir el niimero de Courant {Cr ) se debe tomar menor o igual a uno para satisfacer la

condicion de CFL (Courant, Fredrichs, Levy, 1928).

Estos criterios de Peclet y de Courant, Ecs. (6.40) y (6.41) no son generales ya que
dependen del método numérico especifico que se emplee, Se requiere de una investigacién
particular que permita establecer las cotas para el nueve método de colocacion propuesio,
lo cual no es el objeto de la presente tesis. Por lo que en los experimentos numéricos del
capitulo 7 estos criterios sdlo serviran de orientacién para analizar el comportamiento

numérico en gjemplos con diferentes combinaciones de estos numeros.
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7 Simulacién Numérica
7.1 Problemas elipticos en una dimensién

Los experimentos numéricos para el caso de una dimensién consistieron en resolver el
problema de la ecuacién eliptica general de segundo orden Ec. (7.1}, con condiciones de
frontera de tipo Dirichlet Ec. (7.2) impuestas por la solucién analitica y condiciones de

salto Ec. (7.3) igual a cero, excepto en el ejemplo E1D-6.

Ecuacién diferencial

—%[a%)+%(bu}+cu=fn; VX €[ Xpins X | a.n

donde a(x), b(x), c(x)y fo(x}- son funciones definidas en [x,..x.]. pero mo

min ?

necesariamente continuas.

Condiciones de Frontera

u(xmin) = umin v Y u(xrnu ) = umu 3 (7'2)
Condiciones de Salto
du :
0 .1 .
=, — | =j: =1,.,E-1 7.3
[u]a -" y [a dx]‘ -’l en i ( )
| |
LI I ] I T 1
Xmin = %o X X2 X3 X3 o Xy T X

Fig. 7.1: Particion del  dominio  [x,,.x,,] dividido en E elementos, donde -

h=x-x_; i=1.,E.

77



Capitulo7 =~~~ ’ © 7 7 Simulacién Numérica

Los coeficientes de la ecuacion de cada uno de los ejemplos estdn dados en la Tabla 7.1 y
sus correspondientes soluciones analiticas en la Tabla 7.2. Todos los ejemplos se
resolvieron para una particion uniforme del intervalo [xmi“,x,m], como se muestra en la
Fig. 7.1, usando el método de colocacidn convencional con polinomiocs clibicos de Hermite
y el método de colocacion TH con polinomios éuadréticos y cibicos. Donde el nimero de
elementos £ se incrementd sucesivamente desde 10 hasta 200, con incremento 10.

En los graficos de las figuras 7.2 hasta 7.9 , se realiza la comparacién de la convergencia A

de ambos métodos en términos del error medide con la norma | |, la cudl se expresa

€Omo sigue:

ERROR =|e||_ = maxu, ~i|; (1.4
El orden r del error con respecto a k4, es decir O(h’q) se obtuvo a partir de la estimacién de
la pendiente de la regresion lineal en la grafica de -log(ERROR) contra ~logh. En

efecto, esto se puede verificar que si se considera al error como una funcién de 4, del tipo

ERROR = consr.(h’ ) , entonces al aplicar el logaritmo en ambos miembros resulta:

-log(ERROR) = —logconst.—rlogh (7.5)
donde, se toman los valores de log(ERROR) y logh con signo opuesto para que sean
cantidades positivas.

El dominio que se tomd en todos los casos fue el intervalo [D,l], menos en el ejemplo EiD-

3 que fue [0.1,0.9].
Los métodos de inversion que se usaron en la implementacién fueron: el de eliminacion

Gaussiana [88] en el método de colocacién convencional y para la construccién de las
funciones de peso del método de colocacién TH, mientras que se us6 el algoritmo de
Thomas [88] (eliminacidén gaussiana para matrices tridiagonales) para la inversién del
sistema global en el método de colocacion TH.

La variedad de los ejemplos intenta mostrar la flexibilidad y robustez del método de

colocacion TH.
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Tabla 7.1: Definiciones de los coeficientes de los ejemplos elipticos en 1-D.

Ejemplo a b c Jfa
E1D-1 1 2pxiq -{4;_{“:])).4_ sz +p2} 0
q q
E1D-2 1 0 - 4072 0
E1D-3 xi =1 0 n(n+1) 0
EID-4 | 4x*43 3x~1 3x(x+1) ~(x+1)%e*
E1D-5 -1 -a 0 0
E1D-6 -1 0 ~1 0
-1, 0<x<l
EID-7 -4, 1< x <2 0 ! 0

Tabla 7.2: Soluciones analiticas de los ejemplos elipticos en 1-D.

Ejemplo Sotuciéon Exacta
E1D-1 sin (px) + x cos( px)
donde p=-407; g=1+ p(l+x?)

EID-2 sin (\/Emc)

EID-3 (63x° ~70%° +15x)/8

E1D-4 &

eu,\' _”ea .

E1D-5 o " a=29, 40, 60, 80, 100
e’; 0<x< ¥
iR X ' =

EID-6 cTens x=4

e Y . ef
]—{-e_l e+1z-e_]e v Me<xgl
donde las condiciones de salto son:
J*{0.5)=05; j'(0.5)=0.5[%~t~€}
—-e
Asinx; 0<xxl

EID-7 Csins+ Dceoss; 1<x<2

donde 4, Cy D se definen come:
sin(l) -sin({) -cos({}|[4] [0
cos(1) -2cos(4) 2sin(i)}| B|=|0

0 sin(4)  eos(l) |[C] 1

% ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA
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Capitulo 7
8 —
_ Ejemplo E1D-1:
+ Colocacién Convencional (cubicas)
<o Colocacién TH (cubicas)
6 — 7 Colocacién TH {cuadraticas)
4 —
8 pendiente=4.00
o
x .
w
o
=]
=
2 —
-y pendiente=2.00
0 — v
2 ] ' | ] '
0.80 1.20 1.60 2.00 240

-Logh
Fig. 7.2: Ejemplo E1D-1. Comparacion de la convergencia del método de colocacion TH

usando funciones de peso cuadrdticas y cibicas con respecto al método convencional de

colocacion con funciones de peso cibicas.
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8
Ejemplo E1D-2:
7] + Colocacion Convencional (cubicas)
< Calocacion TH (clabicas)
6 — v Colocaciéon TH (cuadraticas)
4 —
% pendiente=4.00
o
A
o
Q
=
2 —
) pendiente=2.00
0 p—
v
2 — T | T | T [ T
0.80 1.20 1.60 2.00 240

-Logh

Fig. 7.3: Ejemplo E1D-2. Comparacion de la convergencia del método de colocacion TH
usando funciones de peso cuadriticas y cubicas con respecto al método convencional de

colocacién con funciones de peso cibicas.
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10

-Log ERROR

Simulacién Numérica

Ejemplo E1D-3:

+ Colocacién Convencional (cubicas)
< Colocacién TH (cubicas)
v Colocacién TH {(cuadraticas)

pendiente=4.00

pendiente=4.00

pendiente=2.00

0.80

i [ T l T [ T
1.20 1.60 2.00 240
-Log h

Fig. 7.4: Ejemplo E1D-3. Comparacion de la convergencia del método de colocacion TH

usando funciones de peso cuadraticas y cibicas con respecto al método convencional de

colocacion con funciones de peso cubicas.

82



Capitulo 7 Simulacién Numérica

16
Ejemplo E1D-4;
| + Colocacién Convencional (cubicas)
< Colocacion TH (cibicas)
v Colocacién TH (cuadraticas) +
12 —
| pendiente=4.00
14
Q
&
w 8 — pendiente=4.00
e
=
4 — pendiente=2.00
0 T l T | T | T
0.80 1.20 1.60 2.00 2.40

-Logh
Fig, 7.5: Ejemplo E1D-4. Comparacion de la convergencia del método de colocacion TH

usando funciones de peso cuadréticas y cibicas con respecto al método convencional de

~. colocacion con funciones de peso cibicas.
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Capitulo 7
8
Ejemplo E1D-5: (Caso alfa=20)
a + Colocacion Convencional (ctbicas)
< Colocacién TH (cubicas)
v Colocacién TH (cuadraticas)
6 —
(14 ; -
o pendiente=4.00
o
G 4
o
o
=
pendiente=2.00
2 —
0 T I T l T I T |
0.80 1.20 1.60 2.00 2.40

-Log h
Fig. 7.6: Ejemplo EID-5 (caso a=20). Comparacion de la convergencia del método de

colocacion TH usando funciones de peso cuadriticas y cubicas con respecto al método

convencional de colocacién con funciones de peso cibicas.
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5
Ejemplo E1D-5: (Caso alfa=100)
] + Colocacion Convencional {cibicas)
< Colocaciéon TH (cubicas)
4 —] v Colocacion TH (cuadraticas)
3 —
fid
Q
v
o i
i
g
| pendiente=4.00
2 J—
® pendiente=2.00
1 —
— ¢
v
° | 1 * T . 1

0.80 1.20 1.60 2.00 240
-Log h '

Fig. 7.7: Ejemplo E1D-5 {caso a=100). Comparacién de la convergencia del método de

colocacién TH usando funciones de peso cuadrdticas y cibicas con respecto al método

convencional de colocacidn con funciones de peso cibicas,
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12

10

- Log ERROR

- o . ’ o Simulacién Numérica

Ejemplo E1D-6:
o Colocacién TH (cubicas}
v Colocacién TH (cuadraticas)

pendiente=4.00

pendiente=2.00

08

T [ T ] ] | T
1.2 16 2 24
' -Logh

Fig. 7.8: Ejemplo E1D-6. Convergencia del método de colocacion TH usando funciones de

peso cuadraticas y cibicas en presencia de saltos prescritos.
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14
_ Ejemplo E1D-7:
o Colocacion TH {cubicas)
2 v Colocacion TH (cuadraticas) ¢
¢
10 —
pendiente=4.00
o« _
O
x©
T 8
.o
[=]
-t
6 —
7 pendiente=2.00
4 —_—
2 T | T | i | T
0.8 1.2 16 2 ’ 24
-Logh

Fig. 7.9: Ejemplo E1D-7. Convergencia del método de colocacion TH usando funciones de

peso cuadraticas y cubicas en presencia de coeficientes discontinuos.
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7.2 Problemas elipticos en dos dimensiones

L.os experimentos numéricos en dos dimensiones consistieron en resolver el problema de la
ecuacion eliptica general de segundo orden Ec. (7.6), con condiciones de frontera de tipo
Dirichlet Ec. {7.7} impuestas por la solucién analitica y condiciones de salto Ec.(7.8) igual
a cero, excepto en los ejemplos E2D-6 y E2D-7, donde las condiciones de salto estan

especificadas en la Tabla 7.4.

Ecuacidn diferencial

Lu= —V'(g'vu)"'v'(éu)"'cu =f0; en [xmin‘xmu]x[ymin'ymu] (76)

donde g=(a“ alz]; b

b
b [bIJ ¥ a@,,,8,,,8,,85,0,,b,,¢ son funciones de (x, y) definidas
Gy 4y

2

en [x 1% [ Vmin+ ¥wax | PETO 00 necesariamente continuas.

min ? xmu

Condiciones de Frontera

WX Y= U (1) b, ¥) =4y, (3);

(X, Vi ) = U3 (XY u(x, ¥p. ) = Uy, (x);

(1.7)

Condiciones de Salto
wh=[u]= % [aVu]n=[a-Vu;Jn=J3; en E (1.8)

Los coeficientes de la ecuacion de cada uno de los gjemnplos estan dados en la Tabla 7.3 y
sus correspondientes soluciones analiticas en la Tabla 7.4. Todos los ejemplos se
resolvieron para una particién uniforme (h=h, =4,) del dominio rectangular, como se
muestra en la Fig. 7.10, usando el método de colocacion TH con polinomios lineales y
cubicos. Donde el nimere de elementos por se tomé igual en ambas direcciones
(E=E, =E,) yse incremento sucesivamente desde 10 hasta 200, con incremento 10, para
el caso de polinomios lineales, mientras que se tomé de 5 hasta 50, con incremento 5, para

el caso con poiinomios cibicos.

En los gréificos de las figuras 7.11 hasta 7.17 , se realiza la comparacién de la convergencia

h del método de colocacién TH en términos del error medido con la norma || ||n, el cual

en dos dimensiones se expresa como sigue:
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ERROR =|lejy_ = ma.‘(lz.lu —&,JI; (7.9)
nern
De manera andloga al caso unidimensional se obtuvo el orden r del error con respecto a 4,

es decir O(A"), a partir de la estimacidn de la pendiente de la regresién lineal en la grafica
de —log(ERRORY) contra ~log &, para diferentes valores sucesivamente menores de .

El dominio en todos los casos fue el cuadrado unitario [0,1]x[0,1], excepto en ¢l ejemplo
E2D-2 que se tomé [1,2]x[1,2].

Los métodos de inversidn que se usaron en la imptementacién del método de colocacion
TH en dos dimensiones fueron: €l de eliminacion Gaussiana para las matrices locales
(construccion de las funciones de peso) y el de Gradiente Biconjugado [88] para las
matrices globales.

La variedad de los ejemplos intenta mostrar la flexibilidad y robustez del método de

colocacion TH.

uyy (x) X2

Ye,
%

y‘E.v_l /

W) . oL ()

B4 h

Yo

Xq X C Xg ) Xg
t55(x)

Fig. 7.10: Particion del dominio [x,..%.. |X[ Y+

4
max

donde b, =x,—-x,_; i=L. E y o=y -y i j=L..E.

] dividido en E x E_ elementos,
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Tabla 7.3: Definiciones de los coeficientes de los ejemplos elipticos en 2-D.

Ejemplo a h c A
ay =day =
E2D-1 a,=a, = b=b=0 1 (1-x'-y)e”
a, =d, =Xy
E2D-2 a,=a, =0 b=b=0 0 0
a =l+x
E2D-3 ay, =k+y b b =0 0 67
a,,—az,=0 | 2 (y x)
a, =l+x
E2D-4 a, =14y b=y-2,
b b 2 + _ | . v
alz_(;“:(] b3=x—2 {x Y (x +J’)‘—’
EZD'S a”_an =DE
a,=a, =0 b=b=v=50| 0 =2(D+v)exp{-(x+y)}
E2D-6 ay =y =1
a,=0a, =0 b|=b1=l 0 0
Ay =dy =
- (1-x*-y"e”; Qsys}y
4, K<ysl by=b =0 1 X e
a,=a, =0 (1-4x"-4yH)e™; <y <l

Tabla 7.4: Soluciones analiticas de los ejemplos elipticos en 2-D.

Ejemplo Solucidn Exacta
E2D-1 o
E2D-2 xI-y?
E2D-3 xt-y?
E2D-4 &7
E2D-5 exp{-(x+ )}
e'+et -2 y<i
E2D-6 erel  yi
e'+e+2; y>1
donde las condiciones de salto son:
Ji(x,05)=4 xe[01]
e
E2D-7  |donde las condiciones de salto son:
Ji(x,05)=3xe"" xe[0.]]
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10
& jemplo E2D-1:
7 Colocacion TH (lineales)
_ o Colocacién TH (cubicas)
8 —
7] / pendiente=3.90
4 S
o
id
w 6 -
o ¢
(=]
o |
4 — p endiente= 1.98
i
2 T | T | T I | | :
0.4 08 1.2 1.6 2 2.4
-Log

Fig. 7.11: Ejemplo E2D-1: Convergencia del método de colocacion TH usando funciones

de peso lineales y ciibicas.
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Capitelo 77~
10
e jemplo E2D-2:
7 Colocacion TH (lineales)
n < Colocacion TH (cabicas)
B —
pendiente=3.80
o
Q
&
w 6
[=)]
_l? o
» endiente=1,97
4 —
- v
2 T | T | T T ! T
0.4 08 1.2 1.6 2 24

-Log h

Fig. 7.12: Ejemplo E2D-2: Convergencia del méiodo de colocacién TH usando funciones

de peso lineales y cubicas.
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10
Ejernplo E2D-3:
_ v Colocacion TH (lineales)
© . Colocacion TH (cubicas)
8 —
5 pendiente=3.83
o
6
on
[=]
=
pendiente=1.98
<
4 —
2 ‘ T | T ' T E i [ T
0.4 0.8 1.2 1.6 2 24
-Logh

Fig. 7.13: Ejemplo E2D-3: Convergencia del método de colocacién TH usando funciones

de peso lineales y cubicas,
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10
Ejemplo E2D-4:
i v Cotocacion TH (lineales)
o Colocacion TH (clbicas)
8 ]
pendiente=3.90
o
Q
&
w6
g
-
7] o
pendiente=1.98
4 u—
Z
2 T i T f T T T l T
0.4 08 1.2 186 2 24
-Log h

Fig. 7.14: Ejemplo E2D-4: Convergencia del método de colocacién TH usando funciones

de peso lineales y clbicas.
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6
! Ejemplo E2D-5:
41 v Colocacién TH (lineales)
i ¢ Colocacién TH (cibicas)
5 p—
7] pendiente=3.90
o
(o]
&
w 4 —
(=]
o
-]
7 pendiente=1.90
3 pu—
i )
v
2 ' I ' | | '
04 0.8 1.2 16 2
-Logh

Fig. 7.15: Ejemplo E2D-5: Convergencia del método de colocacion TH usando funciones

de peso lincales y cabicas.
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Ejemplo E2D-6
_ v Colocacién TH (lineales)
[+ Colocacién TH (cubicas)
pendiente=3.98
o pendiente=1.96
T | 7 [ T I T
0.4 0.8 1.2 16 2
-Logh

Fig. 7.16: Ejemplo E2D-6: Convergencia del método de colocacion TH usando funciones

de peso lineales y cibicas en presencia de saltos prescritos,
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Capitulo 7
10
Ejemplo E2D-7
7 Colocacion TH (lineales)
7 o Colocacién TH (cubicas)
8 —
pendiente=3.90
r
Q
@
& 6 —
2 <
-1
4 —
pendiente=1,95
v
2
T | T | T l T
0.4 08 1.2 1.6 2
-Logh

Fig. 7.17: Ejemplo E2D-7: Convergencia del método de colocacién TH usando funciones

de peso lineales y ciibicas en presencia de coeficientes discontinuos.
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7.3 Problemas parabélicos en una dimensién

Los experimentos numéricos para €l caso de una dimensién consistieron en resolver el
problema de la ecuacién parabélica Ec.(7.10) definida en el intervalo [x,,,i,,,xm,,] usando
una particion uniforme, como se muestré en la Fig. 7.1. Las condiciones iniciales estin.
dadas por la Ec.(7.11} y las condiciones de frontera de tipo Dirichlet Ec.(7.12) son
impuestas por la soluciones analiticas dadas en la Tabla 7.6. En todos los casos se

consideraron coeficientes continuos (ver Tabla 7.5) y condiciones de salto nulas Ec. (7.13).

Ecuacién diferencial

du 6( au) 9
o ox\ ox) ox

alx,1n), b(x,r), c(x,f) - coeficientes de la ecuacién parabdlica

(buwy+eu=fo;  x€[xp X 1>l (7.10)

Condiciones Iniciales

u(xty) =ty (x);  xe[XpuXom] (=4 7.1
Condiciones de Frontera
w(pn )= (1) y  u(x 0 =u_, (t); parat >4, (7.12)
Condiciones de Salto
[u]f =0; vy [a%:—l =0, eni=1. E-1 (7.13)

Tabla 7.5: Definiciones de los coeficientes de los ejemplos parabélicos en 1-D.

Ejemplo a b c fa
PID-1 1 0 o (1+7r2)e' sin(7x)
PID-2 1+ x2 0 Gx+ 1)2 —gt
P1D-3 D v 0 0
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Tabla 7.6: Soluciones analiticas de los ejemplos parabolicos en 1-D.

Ejemplo Soluciéon Exacta
P1D-1 ¢’ sin(xx)
P1D-2 Pl
P1D-3 1 x—v! xv x+ vt
u(x,1)=—<erfc +exp| — lerfe
(x.0) 2{ [ND:) p(DJ [ND:)
10 —— e ———
O
Ejemplo P10-1:(t=0.001) o
} & Colocacion TH (cubicas) _
. v Colocacion TH {cuadréticas)
8 p—
pendiente=3,95
o
(@]
[vd
o
& -
(=]
(=]
-
6 p—
pendiente=2.05
4 Y l ' | ' | |
0.8 - 1.2 16 2 24
. -Logh
Fig. 7.18: Ejemplo PID-1: Convergencia del método de colocacién TH en ¢ =10.001

usando un esquema completamente implicito en el tiempo.
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Capitulo 7
6
Ejemplo P1D-2: (t=0.001) g
o Colocacién TH (cibicas)
_ v Colecacion TH {(cuadraticas)
4 —
g pendiente=3.92
v
& - v
n
Q
-
2 —] - 7
< v
pendiente=1.90
<
v
0 T I T ] i T T
0.8 1.2 186 2 24

-Log h
Fig. 7.19: Ejemplo P1D-2: Convergencia del método de colocacion TH en ¢ =0.001

usando un esquetna completamente implicito en el tiempo.
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1
\
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rJ v
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1 ] Comp Wmptiota .
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3 T .
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[
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Fig. 7.20; Ejemplo P1D-3: Comparacién del método de Colocacion TH (cubicas) usando un
esquema completamente implicito en el tiempo para diferentes nimeros de Courant (Cr) y Peclet
(Pe).
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7.4 Problemas parabélicos en dos dimensiones

Los experimentos numéricos en dos dimensiones consistieron en resolver el problema de la
ecuacién parabélica Ec.(7.14), con condiciones iniciales Ec.(7.15) y condiciones de
frontera de tipo Dirichlet E¢.(7.16) impuestas por la solucion analitica. Las condiciones de

salto Ec.(7.17) se tomaran igual a cero en todos los casos.

Ecuacion diferencial

%—V-(c_z-Vu)+V-(!_m)+cu=fn; V(%, ) € Xnins Xmax | [isins Ve ]+ £>0 (7.14)
. 2
apfx, y,t) a,x pt . ; .. .
donde a=( néxynt) - an(xy )] es un tensor simétrico, positivo definido, acotado y
= a2|(x=y=t) azz(xvyvt) ’

. . b (x, )
suave a tramos en todo el dominio[x,. % | X[ Yoin» Yo - (Fig- 6.3), b= b.(x.9)
i k3

los coeficientes a,(x,y),b,(x,y),c(x,y)- son funciones continuas en todo ¢l dominio.
Condiciones Iniciales
u(xy0) =1 (6¥)  Y(01) €[ X Xna )X Vet Yioss ] (1.15)

Condiciones de Frontera
(X Y5 1) =y (1,0, U (X, ot) =155 (3,0);

>0 (7.16)
U(x, Yoin o 1) =gy (5,0); w(x, Y o 8) =15, (x,8);
Condiciones de Salto
[u]=[uy]=0; [a-Vun=[aVu; |n=0; en I (7.17

Los coeficientes de la ecuacion de cada uno de los ejemplos estan dados a continuacién en

la Tabla 7.7 y sus correspondientes soluciones analiticas en la Tabla 7.8.
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Tabla 7.7: Definiciones de los coeficientes de los ejemplos parabolicos en 2-D.

Ejemplo a b ¢ fa
ay =dy =l/”2

P2D-1 a,=a, =0 b=5b=0 0 ]

P2D-2 a, = 1+ x2 , , s 2re™! {.rcos(;r.r)sin(:ry}
a,2=l+y2 B=b =0 I-z (2+x ty ) +ysiﬁ(:rx)cos(fry)}
ay =ay =0 v
ay, =an=D b|=b2=v -(]4-2[)71'2) e’:rvsin{:r(x+y)}'

P2D-3 a; =a, =0

Tabla 7.8: Soluciones analiticas de los ejemplos parabodlicos en 2-D.

Ejemplo Solucién Exacta
P2D-1 e (sin(rx)+sin(7y))
P2D-2 ™' sin{zx)sin(7y)
PzD-3 ¢’ sin(7x)sin (7 y)
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Capitulo 7“
6
Ejemplo P2D-1: (t=0.001) o
- & Colocacion TH (lineales)
< Colocacion TH {(cubicas)
5 —|
4 | pendiente=3.85
14
O
[v4
[d
u-l —
=]
o
-
' 3 _
pendiente=1.97
2 —
1 T i T | T ] T ] 1
04 0.6 08 1 1.2 1.4

-Log h
Fig. 7.21: Ejemplo P2D-1: Convergencia del método de colocaciéon TH en ¢ =0.001

usando un esquema completamente implicito en el tiempo.
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6
Ejemplo P2D-2: {t=0.001)
- < Colocacién TH (Cubicas)
v Colocacién TH (lineales)
5 —]
4 —

% pendiente=3,88
v
o
& .
o
o
=)
3 —
pendiente=2.00
2 J—
1 i ' - | T ] T
06 0.8 1 1.2
-Log h

1.4

Fig. 7.22: Ejemplo P2D-2:- Convergencia del método de colocacién TH en r=0.001

usando un esquema completamente implicito en el tiempo.
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LR

[ B3
o1 o2

Y

pa

as

(3]

as

1]

or

x
Ejemplg P2D-3: Sclucién Exacta {t=0.05, Pe=10, Cre1)

a7

oz

[}

o7

Ejampio P20-3  Sclucidn E’I&l (t=0.5, Pa=1, Cr=10}
Fig. 7.23: Ejemplo P2D-3: Comparacion de Colocacion TH (cibicas) usande un esquema

- Simulacién Numérica

T
Ejsmplo P2D-3: Compl. kmplicita (1=0 5, Pax 1, Crai0)

completamente implicito en el tiempo para diferentes nimeros de Courant (Cr) y Peclet (Pe).
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8 Discusion y Analisis de Resultados Numéricos

8.1 Problemas Elipticos

En las secciones 7.1 y 7.2 se muestran los resultados numéricos de la aplicacidn del método
de colocacién TH a la ecuacion eliptica general de segundo orden para una y dos

dimensiones respectivamente,

- En particular, en una dimension los gréficos 7.2 hasta 7.9, muestran una comparacién del
orden de convergencia del error para el método convencional de colocacion usando
polinomios cubicos de Hermite como funciones bases v el métedo de colocacion TH

usando polinomios cuadraticos y cubicos como funciones de peso.

Los experimentos numéricos se llevan a cabo para un total de siete ejemplos. Estos

incluyen una gran variedad de casos, como son:

e Con coeficientes constantes: Ejemplos E1D-2, E1D-5, EID-6 v E1D-7.
«  Con coeficientes variables: Ejemplos EI1D-1, E1D-3 y E1D-4.

¢ Con operadores simétricos: Ejemplos E1D-2, E1D-3, EID- 6 y E1D-7.
¢ Con operadores no simétricos: Ejemplos EID-1, E1D-4 y E1D-5.

e Con adveccion dominante: Ejemplo E1D-5.

¢ Con saltos prescritos: Ejemplo E1D-6.

¢ Con coeficientes discontinuos: Ejemplo E1D-7.

- En todos los casos fueron consistentes los ordenes del error que se obtuvieron para
colocacion TH:

- O(h") para el caso de polinomios cuadraticos.

- O(h") para ¢l caso de polinomios cibicos.
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Estos resultados estan publicados en el articulo [55], donde ademds se da una estimacién

tedrica del orden del error; ésta que se puede ver en el Anexo C.

Los resultados numéricos de los problemas en dos dimensiones se muestran en los gréficos
7.11 hasta 7.17. dende se observa el orden de convergencia del error para el método de

colocacion TH usando polinomios lineales y cibicos como funciones de peso.

Los experimentos numéricos se llevan a cabo también, como en una dimensién, para un

total de siete ejemplos. Estos incluyen una gran variedad de casos, como son:

* Con coeficientes constantes: Ejemplos E2D-1, E2D-5, E2D-6 y E2D-7.
¢ Con coeficientes variables: Ejemplos E2D-2, E2D-3 y E2D-4.

¢ Con operadores simétricos: Ejemplos E2D-1, E2D-2, E2D-3 y E2D-7.
» Con operadores no simétricos: Ejemplos E2D-4, E2D-5 y E2D-6.

¢ Con adveccion dominante: Ejemplo E2D-5,

s Con saltes prescritos: Ejemplo E2D-6.

¢ Con coeficientes discontinuos: Ejemplo E2D-7.

El analisis tedrico del error del método de colocacion TH resulta para dos dimensiones
mucho mas complicado, ya que existen dos factores que introducen error en la solucién
numérica. Uno, es debido a que en los algoritmos numeéricos s6lo se pueden usar familias
de funciones de peso que sean TH-completas hasta cierto grado de aproximacion, puesto
que los sistemas TH-completos son infinitos en dos o mas dimensiones. El otro, es que la
construccion de las propias funciones de peso deben satisfacer la ecuacién diferencial
adjunta homogénea y para esto se usa un método numérico, en este caso colocacion

ortogonal, el cual tiene su propio error de aproximacién.

No obstante, al realizar una gran cantidad y variedad de experimentos numéricos en todos

los casos arrojd consistentemente los siguientes ordenes de error de la aproximacion:
- O(h?) para el caso de polinomios lineales.

O(H") para el caso de polinomios ciibicos.
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8.2 Problemas Parabélicos

En las secciones 7.3 y 7.4 se muestran e¢jemplos de los resultados de la solucion numérica
de la ecuacion parabdlica en una y dos dimensiones, usando como discretizacion en el
tiempo un esquema completamente implicito y aplicando en cada paso del mismo el
procedimiento de colocacién TH anteriormente desarrollado para la ecuacion eliptica de.

segundo orden.

En los grificos 7.18 y 7.19 se ilustran ¢l orden de error del método de colocacion TH
aplicado a los ejemplos P1D-1 {ecuacidon del calor no homogénea con coeficientes
constantes) y P1D-2.(con coeficientes variables) en una dimensién. En el grafico se
obtiene, para un tiempo pequefio y fijo (1 =0.001), el orden de convergencia del error
O(h*)cuando se usan polinomios cuadraticos como funciones de peso y O(k') cuando
éstas son polinomios cibicos. Lo cual es consistente con los érdenes obtenidos para el

meétodo de colocacion TH aplicado a la ecuacion eliptica.

Con ¢l ejemplo P1D-3 se intenta explorar el desempefio del método aplicado a un caso con
adveccién dominante usando las funciones de peso cabicas. En la figura 7.20 se pueden
observar los graficos de la solucidn exacta y la aproximada, de la aplicacién del método de
colocacion TH usando el esquema completamente implicito sin modificacion y el
modificado, como fue descrito en la seccién 5 del capilnlo 6, para dos combinaciones
diferentes de los coeficientes del término de segundo orden (D) y del término de primer
orden (v), respectivamente. Los grificos de la columna izquierda corresponden al primer

caso cuando D=0.01 y v=1.0 para tres instantes de tiempo (+=0.1,0.4 v 1.0).

Tabla 8.1: Caracteristicas del casol del Ejemplo P1D-3
(D=0.01, v=1.0, ~=Ax=0.01 y k=Ar=0.1)

Esquema en Namero de |Nimero de | Distorsion Oscilacion
Diferencias Peclet (Pe) | Courant (Cr) |del Frente Numérica
Completamente 1 10 Ligera No hay
Implicito
Completamente 1 10
Implicito Ligera No hay
Modificado
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En este caso se satisface el criterio de Peclet ( Pe <2) pero no el de Courant (ver Tabla 8.1)
y para las dos variantes del esquema completamente implicito se comporta la solucién
aproximada de igual manera, mostrando una ligera distorsion del frente.

Mientras que para el segundo caso {ver Tabla 8.2) se satisface el criterio de Courant
(€r<1)y no asi el de Peclet. El esquema modificado no muestra oscilacién numérica,

mientras que para el esquema sin modificacion las oscilaciones numéricas son notorias.

Tabla 8.2: Caracteristicas del caso 2 del Ejemplo P1D-3
(D=0.01, v=0.5, h=Ax=0.1 y k=4r=0.1)

Esquema en Nimero de | Nimero de | Distorsion Oscilacién
Diferencias Peclet (Pe) | Courant (Cr) |del Frente Numérica
Completamente 5 0.5 Ligera Fuerte
Implicito
Completamente 5 0.5
Implicito Ligera No hay
Modificado

De manera andloga, en los graficos 7.21 y 7.22 se ilustra el orden de error del método de
colocacion TH aplicado a los ¢jemplos P2D-1 (ecuacion del calor no homogénea con
coeficientes constantes) y P2D-2 (coeficientes variables) respectivamente. En las figuras se
puede ver que para un tiempo pequeifio y fijo (¢ = 0.001), el orden de convergencia del error
es O(h*)cuando se usan polinomios lineales como funciones de peso y O(h') cuando
éstas son polinomios cibicos. Lo cual es consistente con los érdenes obtenidos para el

método de colocacion TH aplicado a la ecuacion eliptica.

En el tercer ¢jemplo P2D-3 se explora el desempefic del método aplicado a un caso con
adveccion dominante en dos dimensiones usando las funciones de peso ctbicas. En la
figura 7.23 se pueden observar los grificos de la solucién exacta y la aproximada usando el
esquemna completamente implicito en el tiempo sin modificacién para un tiempo fijo dado.
Se muestran tres combinaciones diferentes de los coeficientes del término de segundo orden

(D). del término de primer orden (v). del tamaiio de la malla (A=Ax=Ay} y el paso en el
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tiempo {k=Ar). Las caracteristicas de cada caso estan resumidas en la Tabla 8.3 y los

graficos de cada fila en la figura 7.23 se comesponden con cada uno de ellos.

Tabla 8.3: Caracteristicas de los casos del Ejemplo P2D-3

Casos Cocficientes Numero de | Numero de | Distorsién de | Oscilacion
de la ecuacién | Peclet {Pe) | Courant (Cr) |la solucién Numérica
1 D=0.1,v=10.0, 10 10
h=Ax=Ay=0.1y Ligera No hay
=A=0.1
2 D=0.1,v=10.0, 10 i
h=Ar=Ay=0.1y No hay No hay
k=A=0.01
3 D=1.0,v=100, 1 10
h=Ax=Ay=0.1y Ligera No hay
k=ar=0.1

En el primer caso no se satisfacen ni el criterio de Peclet (Pe>2), ni el de Courant
(Cr>1} (ver Tabla 8.3} v la solucion aproximada se comporta de manera similar que la
exacta, aunque sus valores estan ligeramente por debajo de ésta.

En el segundo caso se satisface el criterio de Courant (Cr 1) pero no el de Peclet ( Pe > 2)
(ver Tabla 8.3) y la soluciéon aproximada se comporta de igual manera que la exacta, sin
mostrar ninguna distorsion.

Mientras que en el tercer caso (ver Tabla 8.3) se satisface el criterio de Peclet (Pe<2),no
asi el de Courant {(Cr >1). La solucién aproximada se comporta de igual manera que la
exacta, mostrar una ligera distorsion respecto a la exacta.

En ninguno de los tres casos se observa oscilacién numérica.
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9 Conclusiones y Perspectivas

9.1 Conc[u-siones

En la presente tesis se pretendid dar una vision unificada de la teoria de Trefftz—Herre;a que
en -gran medida se encuentra diseminada de una manera muy sistemdtica en muchos
articulos de Herrera et, al.[31-62], su motivacidén y desarrollo de su formulacidn basada en
funciones de Green en campos discontinuos [37], su relacién con respecto a la teoria
general de los métodos de Trefftz y su implementacion practica al hacer uso del método de
colocacion como procedimiento numérico para la construccion de las funciones de peso, de
ahi la derivacion de un método indirecto de colocacion: Colocacion Treffiz-Herrera, ¢l cual

exhibe notorias ventajas sobre los métodos tradicionales de colocacion.

Problema de Contorno con Saltos Prescritos

Una de las principales ventajas de la teoria Trefftz-Herrera es que al ser aplicada a un
Problema de Contorno con Saltos Prescritos, que es una generalizacion de los problemas
habituales de valores de frontera, nos permite introducir de manera natural funciones
discontinuas en la aproximacion de la solucidn y tratar de manera sistematica los problemas

con coeficientes discontinuos.

Colocacion Trefftz-Herrera

Al ser usado el método de colocacién para [a construccion de las funciones de peso en la
formulacién Trefftz-Herrera resulta un método indirecto de colocacién que exhibe las
siguientes ventajas sobre el método convencional:

1. Produce matrices mejor estructuradas, constituidas por diagonales en bloques. Esto
permite el uso de procedimientos de inversion mds eficientes para la solucién del
sisterna global de ecuaciones resultante.

2. Reduce el nimero de grados de libertad asociados con cada nodo de la particion,
que puede llegar a ser uno para el caso de funciones de peso con polinomios lineales
en I, lo cual es una reduccion dramatica con respecto a colocacion convencional
donde usualmente el minimo es cuatro. Esto implica que se obtienen matrices

globales de mucho menor tamafio.

112



Capitulo ¢ - : - Conclusiones'y Perspectivas

3. Si el operador es positivo definido y simétrico, la matriz resultante también es
positiva definida y simétrica, lo cual no ocurre en colocacién convencional. Esto
permite la utilizacién de métodos altamente eficientes como es el del Gradiente
Conjugado.

4, Los problemas con saltos y coeficientes discontinuos no implican un esfuerzo-
computacional extra, son del mismo nivel de complejidad que para los casos sin
saltos (solucion continua) y coeficientes continuos.

5. Los 4rdenes experimentales .y tedricos {para una dimension) del error de la

aproximacion muestran que cuando se usan polinomios cubicos en Z, éstos son de

O(h‘) que es el mismo orden del error que se obtiene con colocacion convencional.

Mientras que cuando se usan polinomios lineales en I éste es de O(h2 )

Problemas de Transporte

En los casos estacicnarios, es decir, cuando la ecuacién de transporte no depende del
tiempo, ésta se transforma en una ecuacidn eliptica y por lo tanto se aplica directamente el
meétodo de Colocacién TH con las ventajas ya expuestas arriba.

Existen casos no estacionarios, en que las condiciones de frontera si dependen del tiempo
pero la ecuacion de transporte es eliptica, por lo que también pueden ser tratada de manera
similar al caso estacionario.

Cuando el problema es no estacionario, la alternativa mas simple, siguiendo un enfoque
euleriano, es aplicar el método de celocacién TH a la discretizacion en el tiempo de la

ecuacién de transporte usando un esquema theta {#) en diferencias finitas. En esta tesis se
analizaron los casos con # =1y =1 conocides como esquemas completamente implicito
y de Crank-Nicolson respectivamente. Se implementé y se offrecié algunos resultados
numéricos para el esquema completamente implicito.

En los casos sin adveccion, es decir, cuando el término de primer orden es nulo (b =0) se
obtuvo drdenes del error de la aproximacién en coordenadas espaciales similares a los
obtenidos con la ecuacidn eliptica. Sin embargo para los casos con adveccién y en

particular con adveccién dominante ocurren distorsiones de los frentes en la solucion,
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aunque no se aprecian las tradicionales oscilaciones. Sin dudas este es un terna no agotado

Y que requiere de mayor investigacion en el futuro.
9.2 Perspectivas

Bajo la vision general de la formulacién variacional de los métodos de Trefttz-Herrera, se
abre toda una gama de posibilidades de desarrollo y de interpretacién de los métodos
numéricos para la solucién de ecuaciones diferenciales parciales. Como el campo de
aplicacion y de desarrolio es muy amplio, s6lo mencionaremos algunas de las dreas que

consideramos se deben investigar en el futuro inmediato.

Métodos Directos

Usando la formulacién de Trefftz-Herrera se pudiera hacer una revisién de los aqui
llamados métodos directos, de manera que se pudieran formular estrategias de solucion mas

eficientes. En particular algo ya se ha hecho en este sentido usando colocacién, ver [60].

Métodos de Descomposicion de Dominio y Paralelizacion

En nuestro trabajo nos limitamos a implementar ¢l método de colocaciéon TH de manera
secuencial en una PC. Resulta muy interesante explotar las posibilidades que ofrece el
supercémputo y desarrollar un procedimiento de Treffiz-Herrera para descomposicion de
dominio con una implementacion en paralelo. Una via para hacerlo, podria ser usando el
métado iterativo del Gradiente Conjugado aplicado a la formulacién variacional dada en la
Ec. (3.18), la cual resulta mas adecuada ya que todos los términos de la misma estin

definidos en la frontera interna ¥ .

Precondicionadores

En conexion con el punto anterior podria ser factible el desarrollo de precondicionadores
basados, por ejemplo, en el caso que usa polinomios lineales en £ debido a su relativa

simplicidad.
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Esta es una via que permite mejorar la eficiencia de los métodos iterativos usados en
descomposiciéon de dominio y consiste en transformar al sistema de ecuaciones en otro
equivalente, en el sentido de que posea la misma solucién del sistema original pero que a su
vez tenga mejores condiciones espectrales. Esta transformaciéon se conoce como
precondicionamiento 'y consiste en aplicar al sistema de ecuaciones una matriz conocida
como precondicionador  encargada de realizar el mejoramiento del nimero de

condicicnamiento.

Aplicacidn a otras ecuaciones
Es interesante extender la aplicacidn del método de Colocacion TH a otras ecuaciones o
sistemas de éstas como se mostré en la seccidn 3.3: ecuacion biarmonica, problema de

Stokes, ecuaciones de elasticidad, etc.

ELLAM
Para problemas de transporte queda pendiente la implementacién espacio-tiempo del
método Eulertano-Lagrangiano del Adjunto Localizado, lo cual seria de sumo interés en

casos con adveccion dominante.
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"ANEXO "A: Cilculo de la Matriz y Término Derecho en
Colocacion TH

A.l Casos para los coeficientes de la matriz

Sin pérdida de generalidad consideraremos el caso de las funciones de peso lineales, es
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A.2 Casos para el Término Derecho
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Kyt

j=2,., E -2

4. Frontera inferior

t I
¢
1 v

m=0-) GO

tJ

Juen-a- V= fuGeyo) [ o) (0wl 10x) + i, 3,) (0wl 103), }
& % B "
-1 ur-(x,yo){a;.tx,yu)(aw.’." 1ax), +an(e ) (0wl 109) ai(A18)

3 Sy

T,

i=20 E, -2
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5. Frontera superior

no=0) 4 GE)

T 1
a|E -1)

I v

= | uﬁ(x,yﬂ.){az,(x,yﬁ.)(aw,’.’g,-. 2x) +an(oye)(Owls /) }dr o)

+J'jz Us(X, Y ){azl(xn Y, }(aw:'f A /ax)fr:. +ay(x, yﬁ‘v)(awif_ R /ay)-"r, }dxi

i=2,..,E -2

X

6. Esquina inferior izquierda

Il 1
(o, 1) a1
n,=(-1L0%1 v

v (L0

n, =(0,-1)

fun-a-Vw,d =~Iua<x Yodjan (%, o) (wl! 18x) +ay(x y){owll 13¥), }
u (X, Yo ) a (%, yo) 0wy lax) +an(x,yo)(6w,’:'/8y)yn}dx
(A.20)

|
d

_ J'u(a(xg,y){au(xo,}’) aw,’{/ax) +a12(xu,y)(6w{§/3y)m}dy
|

u (X, Y0, (X, ¥) a“"{f f@x) + a5 (X, y)(&"fjfjay)‘,}dy
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7. Esquina inferior derecha

11 [
(E -1,[1) (E .. 1)
I v [
| n,=(10)
(Er _l ? O)+
n =(O!_l)
[u.n-a-Vw,dx=- f u(,(x,yo){a,,(x,yo)(ang_l_,/ax))_ +ay(x, o) (owi ., 1 8y) }dx
a i " 3
- I “a(x’yu){azl(xsyo)(awﬂ,.-u /'é’x)r“ tay, (xe}’o)(aw.ﬁ,'—m 'Iay)‘, ]d"
e (A21)
+ Iué (xE, 2 ¥) {an(xf.', 7}’)(6"":{.‘,-1,1 'Iax}” +ay, (x.t;, v}')(aw;;,-l.i /6_})): }dy
b * f

+V'I[uﬁ(xb.r,y){a”(xgr,y)(awif_ufax)‘rr +a|2(xf;',-'y)(awifil,-—l,l/ay) }d}’

ET
Ya )

8. Esquina superior izquierda

n,=(01) 4 (LE)

Il I
0. E,-1) (LIE, -1)
-
n=(-1o) | MV
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M,
17}

Iu{,g ‘a VW,,dI = .]‘ut, (x, Ve ){an(x,y,;_ )(3%’&{_, /5x) . +ay{x, Y, )(a‘vl."[b'.‘l /ay)yﬁ }dx

+ ‘jllﬁ(x.;}?,;‘ ){ay(x! i, )(a“'f'_ﬁ_ -l ”ax)‘rr +ay(x, )(awll..'f, -1 /ay)yg_ }dx
: (A.22)
- _[ Us(Xp ¥) {all(xu’y)(a“’fs,-: ”ax)x“ +a|2(x0,y)(awi".fgrl "'ay)x“ }dy

Y-

o ) Lo TR IR ey LY

T

lay

LIS

9. Esquina superior derecha
(E,~LLE) 4n,=0D

1 I
(E,~1,|E,-1) [(E, E,-1)
—
1 v n, =(10)
[upn-a-Vw,dx =
T}

= I ' Ua (%, Yy ){al. e,y )(OWE st/ a")m + a0y (W s, /ay)m }dx
+ I (X, ¥, ){ﬂz. (v )0, 1/ 8x)_m + (675 ) (We, 1/ a}f)fn } wA
+ :.]: us{(xe . y){al W%, ¥) (awé,-l.a,-. /Bx),E, + (X, ’y)(aw':"-"'f"' /6y)x£, }dy

+ ”I ua(x, J’){G, y(xg, ,y)(awi_-‘,'-l,g,_l /éx )1_‘__‘ +a,(xe,.y) (awg“'”"" /ay) xe, } >

Y,
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A2.3 Cilculo de laintegral F) = Y u, J'Bf‘ [g-

{#.r)eind b

-Vw”]dg

LIS

1. Nodo interior
> oy [B[na Vw, Jdx=0, i=2.. B -% j=2..E-2 (A24)

{r,cpedct I

2. Frontera izquierda

1] I
©.0) (1.))
111 v

Z 'uen IBft[’lngfl]d'E =

{raje £

= “a(xo’y;-l) IB:.J-I(x’y)-l){all (x,y,q)[awl; /ax]_r,‘, +ap(x, y;—l)[awl; ‘Iay]y,_. }dx

Ta

+ias (%0, 9,) [ BY, (5,3 ) an (x.y Yow, 1), + ay e,y Jow, 18], Jex (A25)

T

Uy (s Y) [ BR a3, (5 7,000, 185), | + @y (x, . )[0w, 12y), e

X

J=2 E‘. ~2

3. Frontera derecha

|| I

(E-W D (&)

I v
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5. Frontera superior
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Z U, J‘Bi [rj-g-Vw“]dE =

(r.s)eed T

=u(X . y,) _[ Bf?‘,.;—l(x’y_;-l){azl(xvy,—1)[aw£,-|,; /6x]y'_‘ +ap(x,py, 0w, "aJ’]y,_,}dx

Rl

uglx,3,) | B (x, ¥ M 5y 0w, 102, v an(ey)ow, 1), J  (A26)

Lyt

+dy (X, p,0) I BE(_M(x,yM){aﬂ(x,ym)[aw,;j_l'l fox],, +an(x,p,u 0w, 18y], }dx;

Tl

J=2.., E -2

¥

4. Frontera inferior

I I
(4, 1)

1 v
(1,0}

Z Uy, ng [H‘g-Vwﬁ:ld£=

(rojedl g

h .
= ué (x,,| 4 y() ) J-B,B_LU (x;-] b} y){ﬂ']! (xi-l H y)fawfl '/ax}x,_[ + aIZ (xl-] H y){awfl /@’LH } d}'

+M6(xl’y0)r"-‘Bfﬂ (x,"y){all(xt’y)[awi.l /ax]‘,‘ + alz(x, ’y)[awl,] /aJ)]z‘ } dy (A‘27)

i

HU (X112 %) IB,O,,,_D(X,‘,,y){a“(xm,y)[aw,‘l 10x],, +a(x,,,, y)[dw, 1], }dy;

M

i=2,.,E -2

x

(LE,)
il I
@ E,-1)
il
v
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Z i'-tdr.r IB?\ E;'g:un]dxs
z

(r.s)eid
=u,(x,, 2 Ye,) _[ B|0~I,E_ (x.-uy){a: X Ew, L f o], +a(x dow, . foy], }dy
Y, B .
+y (x;. yEv) I B,?Ev (%, -V){al (X, y)[a”)l,b'v-l 1éx], +a,(x, }’)[aw.,f:,-l 1yl }dy (A.28)
Ye -1
Ve,
+ue(xf+1sy5_,) I Bg-l,.':‘_, x00) {all(xm:y}[awf,ﬁ,—l 0], +al2(xr+l!y)[awl.£_, -1 /ay]h }dy;
Y-l
i=2,.,E -2

6. Esquina inferior izquierda

| I
©. 1) (L, 1
)| v

(1,0)

Z Usre _[Bro\ [ﬂ'g -un:ldzl=
H

(r_J')e&ﬂ

=ty ) [ Bt 3) [ (5 ) [0, 18], +a, (500w, 10, } v

M

1y, 3) [ B Ces, ), (o )Bw, 18], % a1y (s )0, 101, Yy (A29)

Jo

+1ty(xy, 1) _{Bg,l (x,y]){an(x,yl)[aw“ /63‘]_;-, +an(x, y)ow, /ay]y.}dx

%

+ua(x0=y2)IB:;],Z(x’yz){aﬂ(x!yl)[awn fax]yz +azz(xsyz)[aw|| /a.’)]yz }dl';

7. Esquina inferior derecha

II I -
(E.-1]1) (£, D)

il v

(E.-1.0)

147



TAnexc A T " Cilculo de la Matriz y Término Derecho en Colocacion TH

[[}+]

Z Har, _[Bro\ [Q'
z

.(r_\)e("ﬂ

-V, ]dg =
T o=y (x,.:-l 3+ Ya) _[B,g‘_z_o (x, ) {a, 1 (xf;',--z ’y)[aw.'{,-l-,; "ax]r,;x_, +dp, (xﬁ,—z ’y)[awﬁ',vl.l ’Iay]&,.z } dy

+ui.‘ (xl:',—l ’yo) J-Bﬁ‘_m(x,h_"-n }') {a| 1 (xk',—l ’y)[awfx-u jax]x,;r, + alz (x.';‘,-l ’y)[awi:',—l,] /ay],rs‘_, }dy

I

+u, (xf;_ ) _[ B.g‘,‘l-(x’y]){aﬂ(xi Bgl )[awf:‘,-l,l /ax]_v, +ay, (x,y,)[awEf]]] /ay]m }dx

et

Fuua (X, ) J' BE,,z(x’yz){azl(x,)"z)[awg,-m /o], +au(x,y2)[6w£f]l,/3y]yz}dx‘,

Xgoy

(A30)

8. Esquina superior izquierda
(LE)

il I
© E-1)| (1 ]E -1

I iv
Z uér\ J‘B.P\ [H . g ) le,l ] di
[ T -
Y,
=uy(x. ¥ ) I Bﬂg\ (x, ,y){an(pr’)[awwb-: /x], +a(x, oW, Oy, }dy
YE,
(X3, ¥y ) I Bf,k-‘ (xzs)"){a| (X PIOW, . /ax]xz +a|2(xz=.}’)[aw|,5,—l 1y],, } dy

Uy (Xgs ¥y 2) J-Bg‘,;l . (X,yf;,.-z){a:: (x, ¥ -2)[6“1\‘[-,"_1 /ax].i-‘p;,.z Ty (X, Yy )[awl.f:‘_,—l ”ay]yﬁr, }‘b‘

X

+uy(Xe Vi ) _[Bt?,.s_,-l(x: J/:;,—l){an (%2 Ye. 2 )[aw],f_',-l /ax]ygv_, +ay, (xaygrz){awl,gu—l /@}yb.,_, } dx;

T

(A.31)
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9. Esquina superior derecha
(E,-1.E)

II i

(E-1|E -1y | (E, E,-1)

111 v
> by, [B[n-a-Vw, ]dx=

e i =

= ua(xf,-zsyh\) I Bz',-z,f." (xy 2. %) {a;|(X+_‘,-1:)’)[6“’;;,-|,.u;_-1 /@K‘]rh_z +a;z(x.'-;,-z1y)[a“v.'-_',—|,ﬁ;~l ’fay]xh_, }dy
Ye,a '
e,

+”a(x£,-|s}'£,) I B.g‘,—l.E, (xe,-ny) {all(xE,—Hy)[awE,—l,k‘,-l /ax]x,-,_. +alz('xf;',-l=y)[awﬁ,-l.f,-l /ay]xh,,}a)’
YEm

+ity (x, zyr:'i-z) _[ BI?‘,J:',—Z (x, Ve 2 ){au (X, 3 )[aw.n;,-l,ﬁ,—l /ax]_v,_}_, +a;z (6 )y )[awf;',-l,.'-:,-s /3.1’]_%._1 } dx

+Uy(Xg s Ve, 1) I Bg‘,,E,-l(x,yE,—l) {azl(xs}’s,-l)[awr,-u,f,-l "rax]_.-,_l_, +ay (6, Y w4 /ay]n‘_. } dx;
'E_l-'

(A32)

A.2.4 Cilculo de la integral F,' = .ng (g-g-Vu.r” +b,w, )dx— Lwyj;dg;

A.2.5 Cilculo de laintegral F) = 3 %[u], IB,?, [Q-Q-Vu;}]dg;
(kd)ens L - _
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ANEXO B: Modelo General de Flujo y Transporte en Medios

Porosos

B.1 Conceptos y Resultados usados en la Modelacién de Sistemas

Continuos

B.1.1 El concepto de sistema continuo

La premisa fundamental consiste en considerar que un sistema continuo llena todo el
espacio que ocupa. Es decir, cada punto del sistema continuo esta lleno de materia.

En los sistemas continuos se trabaja con los promedios de sus propiedades fisicas y existe
un velumen llamado representativo, para el cual se calculan y son validos los promedios de

dichas propiedades.

B.1.2 Propiedades Extensivas e Intensivas

Cuando una propiedad puede expresarse como una integral sobre la regién B(#) ocupada
por el cuerpo, decimos que la propiedad es una propiedad extensiva. Dada una funcién
cualquiera y(x,¢), defina

K@= [w(xndx ®1)

it}

entonces £(f) es una propiedad extensiva. Aun mas, una propiedad E(¢) es extensivasiy
solamente si, se puede expresar en la forma dada por la Ec.(B.1). En tal caso a la funcién
y(x,t) se le llama “la propiedad intensiva asociada a la propiedad extensiva E{f)”. Asi,
toda funcién integrable define una propiedad intensiva y la Ec.(B.1) establece una
correspondencia biunivoca entre propiedades extensivas e intensivas. En particular, si los

valores de la funcion integrable w(x,f} son vectoriales, entonces la funcidén extensiva

. correspondiente también es vectorial.
Hay que hacer notar que hay diferentes modos de definir a la propiedad intensiva. En

nuestro caso la hemos definido como la propiedad por unidad de volumen. Sin embargo, es
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frecuente que se le defina por unidad de masa [1] y en tal caso se puede obtener una de la

otra multiplicando por la densidad.

B.1.3 Ecuacidn de Balance Global

La hipétesis basica desde el punto de vista fisico para formulacidn de la ecuaciones de
balance de las propiedades extensivas en la teoria de sistemas continuos se puede enunciar
de la siguiente manera: cualguier variacion de la propiedad extensiva proviene de lo que
Se genera o se destruye dentro del cuerpo o de lo que entra o suale a través de su frontera.
La expresidn matematica de esta hipotesis es:

dE()

== [glends+ [ el 0mndx; ‘ (B2)

B{1) a8(1)
donde g(x,f)- es lo que se genera o se destruye en el interior del cuerpo B{r)

7(x,1)- es lo que entra o sale a través de la frontera del cuerpo 3B(1)

B.1.4 Ecuaciones de Balance Local
Las ecuaciones de balance local de una propiedad intensiva y(x,7) en presencia de
discontinuidades de salto, tanto de la funcién misma como de sus derivadas, en alguna

superficie que designaremos por Z(!) , son:

E;—l’;/ +Vs(py)=g+Ver; Vxe B(r) (B.3)
[w(y-ye)-t]n=0; vxez() . (B.4)

Aqui nes el vector normal a la superficie E(!) cuyo sentido se elige de manera arbitraria y

[f1se define como el salto de una funcién f y estd dado por [ /] = f, ~ f., donde ei signo
positivo se toma en ¢l lado hacia donde apunta el vector nc;nnal. Los detalles de la
derivacion de las Ecs.(B.3) y (B.4) se pueden ver en [35].

Una manera alternativa de expresar la ecuacion de balance local (B.3) es en funcién de la
derivada material de la propiedad intensiva. Si desarrollamos el término de la divergencia

en (B.3} resulta:

i—";’+g-vw+w-g=g+v-g; Vxe B(/) (B.5)
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Como los dos primeros términos son por definicion la derivada material de la propiedad

. . Dy @ .
intensiva, es decir E”f = _é.Vi+ sV, entonces resulta la expresion:
! it .

%’-.{.Wn!:‘g-{-V-lj VIE B(f) (BG)
it

la cual en muchos casos es mas conveniente emplear para fines de manipulacién algebraica.

B.2 Flujo de Fluidos en Medios Porosos

B.2.1 Caracterizacion de un medio poroso
Las hipotesis basicas en las que se sustenta el modelo de flujo en medios porosos son:

- El fluido es compresible, es decir puede haber variacion de la densidad como

funcién de la presion.

- El sélido poroso conocido también como matriz es elstico, es decir en general la
porosidad depende de la presidn,

- No hay difusién del fluido,

- La velocidad del fluido estd dada por la ley de Darcy, que es una ecuacion

constitutiva que relaciona a la velocidad de las particulas del fluido con ia presion.

B.2.2 Ley de Darcy

Aqui sélo enunciaremos la ley de Darcy [64] que es un resultado empirico para medios
porosos saturados y dice que la velocided de Darcy UJ es una funcién lineal del gradiente
de la presién en ausencia de gravedad. En general esta se expresa en presencia de gravedad

como:

U=~—k{Vp-pg) ®.7)

1
H

donde £ - es el vector de aceleracion de la gravedad,
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- es la viscosidad dindmica del fluido,
k - es el tensor de permeabilidad intrinseca,

- €5 la presion del fluido,

P
U/ = ¢v-esla velocidad de Darcy que se define como ¢l gasto volumétrico

por unidad de area,
v-es la velocidad dei fluido,

¢ - es la porosidad del medio.

Si consideramos a z como la altura respecto a un nivel de referencia dado, entonces el

vector aceleracion de la gravedad se puede expresar como:
g=—-gVz
y consecuentemente la ley de Darcy se puede rescribir como

U =~ k{(p+ piVz)
-

donde £ - es el médulo del vector aceleracién de la gravedad.

La expresion equivalente en notacion indicial seria:

k[ &p L &
U=-"2] Z4p =1 i=1273
2

i f
B.2.3 Balance de masa

Propiedad Extensiva: Masa de fluido M, {¢)
Propiedad Intensiva: = gp .
M, ()= [#(x0)p(x1)dx

8)

Volumen de Poros

donde la porosidad est4 definida por ¢(x,¢) = Vo ol
olumen Tota

153

(B.3)

(B.9)

(B.10)

(B.11)



Anexo B Modelo general de flujo y transporte en medios porosos

Ecuacién de Balance Local:

Cundo no hay difusién r =0, entonces sustituyendo la propiedad intensiva en la ecuacion

general de balance local Ec.(B.3), resulta

a( '
ﬁ(:i)+V-(¢p!)=g; Vx e B(r) (B.12)
it
que en términos de la velocidad de Darcy se escribe como
3,
$+V-(pg)=g; (B.I3)
Condiciones de salto:
[¢o(v-ve)]n: =0; Vxex (B.14)
Si definimos el nivel piezométrico como:
r]
h=éj£+z (B.15)
g, p(8)
¥ correspondientemente su gradiente resulta
Vh=(gp) Vp+V:z (B.16)
Entonces la ley de Darcy la podemos rescribir en términos del nivel piezométrico como
g=-ﬂl_c{3€+wj=~§.w1 (B.I7)
M=\ pg =

donde K = -p—l_c - es el tensor de conductividad hidraulica.
=T s

Por las hipétesis del modelo de flujo la densidad y la porosidad son funcicnes de la presién,

esdecir p=p(p) y ¢ =4(p), por o que el primer término de la ecuacidn de balance de

masa Ec.{B.13) se puede desarrollar como

8

o9p) _ydpp, ,dé B.18)
or dp ot dp ot

Si tomameos la siguiente notacion a = a¢ y fi= Ldp y sustituimos, tenemos que
dp dp
2(¢p) ap
———L=pla+ — B.19
5 =~ Pla+fe) o (B19)
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Si consideramos que S, = pg(a+ fp)-es el coeficiente de almacenamiento especifico,

entonces
G,
op) 1o _ g0 (B.20)
o g o o
. . . .- ép . 6h
ya que de la definicion del nivel piezométrico tenemos que 5 =pg a
f it
Al sustituir la Ec.(B.20) en la Ec.(B.13) se obtiene
h
PS8, i—[+v-(pg)= 8 (B21)

St desarrollamos el término de la divergencia v dividimos por p, resulta:

S, %+V-Q+Q-V lnp=p'g; (B.22)

Debido a que en la mayoria de las aplicaciones |VIn o/« 1, este término se puede

despreciar y entonces la expresién mas usada es:

sy g (B.23)
ot
Finalmente, sustituyendo la velocidad de Darcy Ec.(B.17), obtenemos la ecuacion general
de flyjo:
oh
S, —-VoKVh)=p'g; B.24
‘2 (K-Vh)=p'g (B.24)

Si consideramos el caso de flujo conservativo {g =0), entonces la ecuacion de flujo se

escribe como:

s, 5 v-( g-wa) (B.25)

Para ¢! caso isotropico tenemos que K = K/, entoces

s & kan (B.26)
o
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B.2.4 Problemas de flujo bien planteados
Un problema de flujo es bien planteado cuando se prescriben condiciones iniciales y de

frontera apropiadas.

Condiciones iniciales

h(x.1)=h(x}; VxeQ (B27)
Condiciones de frontera
Pueden ser de tres tipos:
a, Condiciones de Dirichlet
h(xt)=h,(t); VxedQ, 1>0 (B.28)

b. Condictones de Neumann
(K-Vhln=g(x.1); Vxed, +>0 (B.29)

Se prescribe el flujo o gasto por unidad de drea en la frontera.

¢. Condiciones de Robin

a(g,!)z—h(g,l)+ﬂ(£,!)h(§,t) =y(x,1); VxedQ, (>0 (B.30)
n

B.3 Transporte de Solutos en Fluidos en Medios Porosos
B.3.1 Ecuacién general de transporte monofisico
a) Fhiidos libres

En transporte de fluidos libres consideraremos como la propiedad extensiva a la masa de
soluto disuelto en el fluido M. (1) y a la concentracion del soluto c(x.r) como su
propiedad intensiva cormrespondiente, que es igual a la masa de soluto por unidad de
volumen de fluido. La relacion de ambas esta dada por:

Mo(6)= [ e{x.t)dx (B.31)

Hir)
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A partir de la ecuacién global de balance Ec.(B.2) para la masa de soluto

dM
dt

()= [e(x)ds+ [ z(x0)ndx (B.32)

81 oHiey

y aplicando el resultado de la ecuacion general de balance local Ec. (B.3) se obtiene:
Z—C+V-(cg)=g+v-g VxeB(r) (B.33)
it

¥ su correspondiente condicion de salto en el caso con discontinuidades
[e(v-ve)-z]n=0: VxeZ (B.34)
donde g(x,f)- es la masa de soluto por unidad de volumen de fluido que se genera o se
destruye en el interior del cuerpo B(f) y r(x,!}- es el fluyjo de masa que entra o sale a
través de la frontera del mismo 8B(r). Como ejemplos de g vr tenemos:
g(x,1)=-Ac(x,r)- en presencia de decaimiento radiactivo del soluto, donde 1 es la

constante de semi-desintegracion.

7(x,f) = k+Vc -en presencia de difusion molecular y es conocida como ley de Fick.

b) En medios porosos (saturados)

De manera analoga al caso anterior se puede formular el modelo de transporte en medios

porosos. Se considera como la propiedad extensiva a la masa de soluto disuelto en el fluido

M(r}, pero en este caso la propiedad intensiva correspondiente es igual a la masa de

soluto por unidad de volumen de fluido y esta dada por ¢(x,/}c(x,1), debido a que

M(t)= I@ﬁ(;,t)c(g,!)d; (B.35)

A1)
donde la porosidad del medio¢(x.r)se define como el volumen de poros por unidad de
volumen del cuerpo. Notese que en el caso de un medio poroso saturado el volumen de
fluido es igual al volumen total de poros. puesto que se considera a los poros
completamente llenos de fluide. Entonces el volumen de fluido es también una proptedad

extensiva y se expresa como sigue:
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V(0= [os0ds B39
H{i) .

Aplicando el resultado del capitulo anterior, la ecuacidn de balance. local de la

concentracion de soluto resulta:

@w.(m): g+Ver; VreB(7) B37)
-
que se puede escribir de manera equivalente como
@+V{cg)=g+v.g Ve B(1) (B.38)
1 .

donde U = ¢v - es conocida como la velocidad de Darcy.

Y la correspondiente condicion de salto en presencia de discontinuidades
[#e(v-vs)-z]n =0, VxeZ (B.39)

Como andlogos de los ejemplos deg y r presentados anteriormente para ﬂuidos libres

tenemos:

g(x.ty=-A¢{x,t)c(x,t) - en presencia de decaimiente radiactivo del soluto, donde Aes la
constante de semi-desintegracion.

£(x,1) = k=Vc- ley de Fick en medios porosos.

Una hipdtesis importante que se debe cumplir para que los modelos de transporte

obtenidos resulten completos es que la velocidad de las particulas v sea conocida.

B.3.2 Restricciones en el movimiento: incompresibilidad

Un cuerpo de fluido es incompresible cuando conserva su veolumen. A continuacién
derivaremos las condiciones de incompresibilidad para los casos de fluides libres v en

medios porosos.

a) Fluidos libres

En este caso la propiedad extensiva es el volumen de fluido que se expresa como
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(1= [1dx N (B.40)
Hir}

consecuentemente su correspondiente propiedad intensivaes yw=1.
Si escribimos la ecuacion global de balance correspondiente

dv,

—L(1)= [ 2lxnds+ [ (x.t)ondx (B41)

K1) a8(1)
. . . dv,

Como no existe variaciéon de volumen, es decir —d—-(l)=0, entonces g=0yr=0,yla
f

ecuacion de balance local correspondientes se escribe como:

%+v.(1!)=g+v.g=o; VxeB(r) (B.42)

y por lo tanto resulta que
Vev=0; VxeB(r) (B.43)

la cual es la condicion de incompresibilidad para un fluido libre.

b) Medios porosos

De modo similar, el volumen de un fluido en medios porosos se define como

v, (1)= Igﬁ(:_c,r)d; (B.44)
A{r}

por lo que la potosidad es su propiedad intensiva correspondiente =g .

. - . av
Como no existe variacion de volumen, es decir _&‘_I(I)= 0, entonces g=0yr=0,yla
” T
ecuacion de balance local correspondientes se escribe como:

i—?+Vo(¢!)=g+Vog=0; Vxe B(r} {B.45)
y por lo tanto la condicién de incompresibilidad para fluidos en medios porosos es:
8

a—‘f+v-(¢g)=o; Vie B(1) (B.46)
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B.3.3 Transporte conservativo
B.3.3.1 Caso particular para fluido incompresible
a) Fluidos Libres

Haciendo uso de la ecuacidn general de transporte Ec. (B.33) y considerando que

g =0y r =0 para el caso conservativo, resulta que

§+V-(C!) = E+r:V’-_\_r=O; {(B.47)
ot D
entonces, en érminos de la derivada material de ta concentracion
L _— (B.48)
Dt

Si consideramos ademas que el fluido sea incompresible (Vsv = 0), entonces la Ec.(B.48)

se transforma en
De _
Dt

La expresion (B.49) se puede rescribir de la siguiente manera

0; (B.49)

De(x,1)  De(p(X0)t) ac(x,1) “o
Dt Dt T oa

(B.50)

donde C(X,1)- es la representacion lagrangiana de la concentracion

Lo cual implica que C(X,r} es independiente del tiempo. Es decir, si el transporte es

conservativo, en el caso de fluidos incompresibles las particulas conservan su

concentracion.
b} Medios Porosos

Se procede de manera similar al caso de fluidos libres. Se toma la ecuacidén general de

transporte para medios porosos Ec.(B.37) y se consideraque g =0yzr=0.
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a¢ L Veigevy =0, (B.51)

que términos de la derivada material se escribe como:

Dgc '
2 L deVev=0 B.52
Dr TPV (B.52)
Si desarrollamos el primer término aplicando la regla de la derivada del producto, se
obtiene que
Dy  Dc Dy J
e +@cVav=c| —Z +gVev |+ ¢ — B.53
e p— D1 ¢ ( Dt ¢ ¢ (B.53)

donde %+V-(¢y)=%€+¢%g =0 es la condicién de incompresibilidad (B.46) de un
t

fluido en medios porosos expresada en términos de la derivada material y por lo tanto la Ec.
(B.53) se reduce a

Dr:
=0 B.54
o (B.54)

que resulta equivalente al caso dc fluidos libres y consecuentemente se interpreta del

mismo modo.
B.3.3.2 Caso general para fluido compresible

Suponga que el movimiento del fluido se conoce y la masa del mismo se conserva.
Nota.- La hipotesis de conservacion de masa del fluido se cumple en muchisimos casos de

interés practico.

¢(x,t) masa de soluio

Si definimos a @ (x,1) = como la fraccion de masa de soluto.

p(x,1) * masa de fluido

a) Fluidos Libres

Si calculamos la derivada material de la fraccion de masa, ésta se puede expresar como

Dw aDc ., Dp _2[ Dc Dp]
—(x,t)= ———) T ——— =
Dt (x ) Dr P Dt P

—_— 0 —

B.55
Dt Dt (B-35)

Por la condicidn de conservacion de masa del fluido tenemos que:
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%P Vo) =02l vy (B.56)
ot D

mientras que por la condicion de conservacidn de masa del soluto tenemos que:
13—6—4- Ve{ev) =0 De_ —cVey (B.57)
or Dr -

Al sustituir las ecuaciones (B.56) y (B.57) en la Ec. (B.55) se obtiene
BDQ (x,0)= p7 (pcVev - pcVev) =0 (B.58)
!

Por lo que en este caso decimos que las particulas conservan la fraccion de masa del soluto.

b) Medios Porosos

De manera aniloga al caso de fluidos libres, calculamos la derivada materia! de la fraccién

de masa
D - D{¢c D
= (x)= =(¢0)" | #p (¢) (¢r) (B59)
Dt Dt g&p Dt
Por la condicién de conservacion de masa del fluido en medios porosos tenemos que:
(¢p)+v (pov) =0 = —2P) (¢p) = _gpVey (B.60)

mientras que la condicion de conservacion de masa del soluto es:
o
(¢C) +Ve(fcv) =0 o —@ = —gcVey (B.61)
Al sustituir las ecuaciones (B.60) y (B.61) ¢n la Ec. (B.59) se obtiene
Da
—(x,1)=0 B.62
Dr ( ) ( )

Por lo que en este caso también decimos que las particulas conservan la fraccion de masa

del soluto.

B.3.4 Transporte no conservativo

Transporte con Fuentes (o Resumideros) Lineates
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Caso mas sencillo, g es funcion lineal de ¢.  Consideraremos g =pu(c—¢,) si

H#{c—c,) >0 es fuente y si u{c—c,) <0 es resumidero.

Ejemplo.- Material radioactivo

a) Fluidos Libres

g=-Ae, 1>0,
Do rw=0 (B.63)
Dt
b) Medios Porosos
g=—dic, A>0,
Do jw=0 (B.64)
Dt

Otras Fuentes.- Adsorcién en Medios Porosos:

Caso F{x,t), con F dato

B.3.5 Transporte difusivo

En presencia de procesos difusivos los cuales podemos clasificar en dos tipos:
a) Difusién molecular (ley de Fick), debido a la interaccion molecular de las moléculas
de soluto y de fluido. '
b) Difusiéon mecanica, asociada al caracter aleatorio del medio poroso.

Analicemos estos procesos para fluidos libres y en medios porosos
a) Fluidos libres

Segun la ley de Fick r es una funcion lineal del gradiente de la concentracion del soluto

Ve en presencia de difusion molecular, y se expresa como:

{x.)= DVc (B.65)

donde D - es el tensor de dispersion hidrodinamica cuyos componentes se escriben:
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D, = D8, (B66)

aqui D, - es el coeficiente de difusion molecular v r caracteriza la tortuosidad

Sustituyendo en la ecuacion general de transporte (B.33) resulta:

@JV{DNQ+V(uq g VxeB(!) (B67)

ot

Para ¢l caso isotropico (no depende de la direccion) la ley de Fick se puede rescribir como

r(x.f)= DVc¢ y consecuentemente la Ec. (B.67) se transforma en:

%—DAC+V°(C!)= g VxeB(r) (B.68)

b) Medios porosos

En este caso también r(x,1)=¢D-Vc, pero los componentes del tensor de dispersién

hidredinamica se expresan como:

D, = D, |\}8, +(D, D)”+Dﬁ (B.69)

donde 1 - es el coeficiente de dispersividad mecdnica transversal y D, - es el coeficiente

de dispersividad mecénica longitudinal.

En términos de la velocidad de Darcy se puede rescribir como:
vy
¢D, =D, |U|8, +(D, —DT)—IUIL+¢Ddr6U (B.70)

Analicemos la dispersion mecanica (macroscopica), para lo cual veremos dos casos:

a) Cuando el gradiente de la concentracion es paralelo a la velocidad Ve[l v
En este caso el gradiente de la concentracién se puede escribir como Ve =ay, donde

a € R entonces

t,=¢D,av, =¢a{Dr|y| +(D, - D) ™ } (B.71)
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z -¢a{D Yy, +(D, -D,) |"|’| } (B.72)

7, =¢aD, |v|v, = D, |U|( V<), (B.73)

lo cual implica que z,,, =D, |U{Ve.

b} Cuando ¢l gradiente de la concentracién es ortogonal a la velocidad Ve L v

7, =¢D, (Ve)= {D |v|8, +(D, - D,) | ! }a.«, (B.74)

ac
7, =D |v| . (B.75)

y finalmente resulta que 7, =D, JU|Ve

N T

En el caso mas general el gradiente de la concentracion se puede expresar como

Vo= (VC)L +(Ve), , entonces
T pee = D, [U[(VE), + D |U|(Ve), (B.76)

lo cual implica que z,,.. ~|U|
Una observacién interesante resulta si consideramos:

a) Si el vector normal a la frontera es paralelo a la velocidad de las particulas n||v,

entonces
Errn=1o$DVe =40, (B.77)
- (]

b} Si el vector normal a la frontera es perpendicular a la velocidad de las particulas

n 1 v,entonces

Tpeetl= e DVe = $D, i (B.78)

165



Anexo B T ' T Modelo gengralde fluje y transporie en médios porosos ~

Sustituyendo  r(x./) en la Ec. (B.38) se obtiene la expresién general de transporte en

medios porosos:

_‘3(;:‘3) ~Vo(pD:Ve)+Ve(cU) =g, Vxe B(t) (B79)

B.3.6 Procesos de transporte; adveccién, difusién y generacién

Proceso de adveccion

Decimos que existe adveccion cuando la velocidad de las particulas no es nula, es decir
vz0.

Proceso de difusién

Decimos que existe difusion cuando el tensor de dispersion hidrodindamica no se anula,
D=0.

Proceso de generacién

Cuando g =0

B.3.7 Problemas de transporte bien planteados

Un problema de transporte es bien planteado con condiciones iniciales y de frontera

apropiadas.

Condiciones iniciales

c(xt)=c(x); YxeQ (B.80)

Condiciones de frontera

Pueden ser de tres tipos:

a. Condiciones de Dirichlet
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e(xt)=c,(x1); VxedQ, (>0 (B.81)
b. Condiciones de Neumann

?(g,r)=q(5,l); Vred. t>0 (B.82)
n .

¢. Condiciones de Robin

. a(g,t)g%(g,r)+ﬁ’(:_c.r)c({,r)=y(5,!); YxedQ. >0 (B.83)

Un caso particular de las condiciones de tipo Robin, es cuando se prescribe el flujo total de

masa:

~(DVchn+(ven)c=g; VxedQ. (>0 (B.84)
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ANEXO C: Estimacion del Orden de Error de Colocacion TH

en una Dimension

Sean 11 y v’ las aproximaciones de u y W, respectivamente. Ademads, definimos
e(x)y=u(x)—a(x) y v(x)=w'{x)-w'(x) (C.1)
v observe que el soporte de v ‘(x), esta contenido en (x.; X,+1). Ademds, esta funcion se

anula en x.y, x; y X;-|.

Teorema C.1: Sea v definido por la Ec.(C.1). Entonces, existe una funcién
&y (x)e H*(0,1). tal que
[
[eal@W (©)dE =< K*iy' >+< f-g-jv' > (C2)

0

y una constante genérica M>0, independiente de ke i, con la propiedad que
leal], <Mu** (C.3)

. Osib+£ig=00N=G-—l=|
Aqui, A = dx

-1 en el resto de los casos
Demostracion.- Este Teorema serd demostrado a partir de una secuencia de lemas que
seran enunciados a continuacion.
Para formular el primero, es necesario considerar la ecuacion eliptica adjunta en una

dimension escrita de la siguiente manera:

2 R )
4'w=&d—‘:’+bfw—+éw=o (C.4)
i
donde
. . da. .
a=—a;b=—(b+—);c=c C.5
( dx) (C.5)

Sea weD, una funcidén que satisface la Ec.(C.4) en un subintervalo (x,_,x,), anulandose

fuera del mismo, y sujeta a las condiciones de frontera:

w(x_)=0; y wix)=1 (C.6)
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Por otro lado, sea w(x) la aproximacion polinomial de w. de grado G=22, que satisface G-1
condiciones ortogonales de colocacidn en los puntos Gaussianos. Y definamos la funcion
residuo r(x) como .

()= L w(x)= L N(x) = L) . .7
Entonces,

Lema I:- Existe una cota para la funcién fr(x) . independiente de he i =1 ... .E. Ademas,
. . da ,
lo mismo se cumple para ‘r(x) cuando b +z =0 6G=2.

Prueba:- Sea £ dado por

X Fe (C.8)

- x.u - xr-l
Observe que £ satisface las condiciones de frontera Ec.(C.6) . La expresion polinomial de
w(x) es:
. 4
w(x)= Z AL (€9
=1 .
Los coeficientes 4, (j=1,...,G) deben satisfacer las siguientes condiciones:
8] i-1 5
DG -2+ = jE T+ EE YA, =0 (C.10)
< o h '
en G-1 puntos de colocacion, y ademas
i
> 4,=1 (.11}
=l
debido a la segunda condicion de frontera. De manera mas explicita, la Ec.{C.10) se

expresa:

G

Z{éfu—u‘f"z +2 e +55'}“’., +(%+55)A1 =0 (C.12)

o o h
Usando la Ec.(C.11), resulta que

A,=I—iA, (C.13)

1=2

y por lo tanto

169



AnexoC Estimacion del Orden.de Error de Colecacidn TH en una Dimensién

af.oo et b . b
> a;(,u—l)—hz—JfE(;g —I)+é(E &) A,+;+c§=0 (C.14)

J=2

Observe que los coeficientes 4, (/=2,...,G) pueden ser determinados por la condicion de

que la Ec, (C.14) sea satisfecha en G-1 puntos de colocacion. Ademas, luego de multiplicar

por A, se puede ver que

Hr(x) = Z{éj( JoDET+BH(jET 1)+ i ~ )} A, +bh+EHE  (C15)
=2
y por 1o tanto en los puntos de colocacion se debe cumplir que

i{éj( F=DET R BR(ET ~1)+chY(E! - g)} A, = ~bh-Eh*E (C.16)

i=2
La tinica solucién de este sistema de ecuaciones cuando A=0, es A;=...=4g=0, en ese caso

Ay=1. Entonces, usando este hecho, se puede mostrar que existe una constante genérica
M>0. independiente de A, tal que 'AJI < Mh, para j=2.....G. Por lo tanto, la funcién

[ n A -
hr(x) sz{c‘y'(j—l)g"2 +bh(jE" — )+ e (&~ &) L+ + e (C.17)

=1

= |4

esta acotada, yaque 4, /h loesta, Vj>2.

Cuando G=2,
Hr(x) = {2&+ HB(2E - 1)+ BE(E? —a;)} A, +bh+ HEE (C.18)
y evaluando en el unico punto de colocacion (Ec=1/2), esto es:
hlr(x)={2&* +hb* (&, ~ 1)+ BE* (& -;C)} A+ h+HEE. =0 (C19)
donde a4* A* and £* son los valores de 4, b and ¢, en el punto de colpgg;(':ién

respectivamente. Substrayendo esta ultima ecuacion de la Ec. (C.18), se puede mostrar que

#(x) esta acotada cuando a(x) es Lipschitz continua.

Finalmente, cuando 5 =0, se tiene:

rixy= i{&j(j—l)g’"z +eh (& -g)} A +Ehé ' (C.20)

=l

170



Anexo C . . Estimacidn del Orden de Error de Colocacion. TH.en una Dimension -

y se puede ver que 4, /A4’ esta acotada paraj=2.....G. Entonces,
rx)= Z{aj(j—i)gf‘ +ERME! ~ g)}_—+c¢ (€21
Ja?

resulta también acotada.

Recordando la definicién de 2 dada en el Teorema C.1, este Lema puede ser resumido
mediante la ecuacion:

Il = o{#*) (C.22)
Lema 2:- Sea v' =w' — ', entonces
<K*i v >+ < f-g=jv>= 0" (C.23)
Prueba:- Sea G'(x,¢) la funcion de Green para cada intervalo (x_,x, ), =l.,.E, que
satisface la ecuacion homogénea (C.4) y las condiciones de frontera
G'(%..8)=G"(x,,§)=0 (C.24)
Se puede mostrar que existe una constante genérica M’ 20, tal que
G'x.o)|sMB vy [G(x, &)< MR

aG' dG"'

(C.25)
‘——(x )

sMy <M

& (58)

Se define a ' =.4*v' y observe que el soporte de v' =w' ~W', asi como de » es el
subintervalo (X..i, Xi+1). Ademas V' se anula en los nodos

Vix_y=vi{x)=v(x)=0 (C.26)
Usando las Ecs.{C.25) y el Lema 1, se puede mostrar que (ver [86], p.307)

vi(x)= j’G‘ (x,E)'(E)dE = O ***), para xe(x,_,.x,) (C.27)

Xl

mientras que
—( x) = j —(x £ (E)dE= O™ ); para x€ (x,4,x)) (€.28)
y se cumplen relaciones similares para x e (x,.x.,). Porlo tanto:

< S 3= |V fuds = O (C29)
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< = ey, —uy @y, = o) (€30)
dx dx
k=141
<o >——Z Jr,,(a——-+bv ) =0 {C.31)
k=i-|
k=141 )
<jv ==Y fiv =0 (C.32)
k=r=]
[ ey d A+IN+1
<KW,a>= Zuk[az+bv . =0(h ) (C.33)
k==l
Y
kai+| d
<KW'.i >——Z (a——)k[v =0 (C.34)
k=i-1
Entonces
<K*a,v >+< f-g-jv >= Ok (C.35)

Lema 3:- Las funciones especializadas de peso w', se pueden escribir en la siguiente forma:
Lema s p g

wixy=¢, (0)+s'(x) x_<x<x (C.16)

wix)=¢,, (x)+5'(x), x <x<x, (C.37)

AQui £, ()= g ()= y )=, (64, ()P (x), donde P(x)-es

] =1 1=1 U

un polinomio de grado G-2 definido en el intervalo.

Entonces, existe un nimero A>0, tal que

'], = m (C.38)

Prueba:- En el intervalo (x,,, x ), la funcién ', satisface:

Ldisoeds' L b
e v (€.39)
y
s'(x_)=5(x)=0 (C.40)
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Por lo que

hs'(x) =~ [{B+hét, | G'(x.6)dg: para xe(x,,.x,) (C.41)

0

Y entonces

hls’(x)lSM'“élL K +M|é}, K. para xe(x_.x) (C.42)
donde M’ y M", son constantes genéricas adecuadas. De manera analoga, relaciones
sirnilares se cumplen para el intervalo (:c,,x“,), y pot lo tanto, de ahi implica que se

cumpla ¢l Lema 3.

Lema 4:- Existe un nimero M>0, independiente de h, tal que para cualquier sistema dado

de nimeros qi (i=1,...,E-1), existe una funcién sn(x)eHo(O,l) tal que para cada i=1,...,E-1,

se tiene que:
[
js,,(x)w'(x)dx =q (C.43)
0
y
hleall, s M max|q| (€44

Prueba:- Efectivamente, se puede ver que cuando existe una constante M>), entonces
existen muchas funciones que pertenecen a HY%0.1) las cuales satisfacen 1a Ec. (C.43) yla
restriccién (C.44). Entonces resulta suficiente para probar el Lema que se muestre una de

tales funciones. La notacion siguiente serd usada:

Dado cualquier par de funciones p,se H%0,1):

(p.5) = [P(&)s(&)dE (C.45)

(p.9), = [p(E)st&)dE (C.46)

Entonces, para cada i=1.....E, se introducen las siguientes funciones auxiliares %'(x)e

H%0,1), las cuales estén definidas en el intervalo (x,_,.x ) por:
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Wix)=w'(x); W) =0; (C4T)
y cuando /=2... E-1 por:
W (x) = w' (x)+ o'W (x) (C.48)
donde
' =1 1
= L) (C.49)
(W', W),

En adicion. para cada i=1,....E, %' (x) se anula idénticamente fuera del intervalo (x,_,,x,).
Entonces, observe que el soporte de ®' es (x,.,,x,). mientras que de w' es (x,_,x,,).
También, obse-rve que (W', w'™), =0
Si se define

g(x)= AW (x), x_ <x<x, AC.50)

1

(W,w),
No es dificil verificar que esta definicién de sq(x) satisface la Eq.(C.2). En efecto, para

cada i=1....,E-1:

donde A' = g’ vy o =

Lgn(x)w' (x)dx = ;(Sm W), =(6q. W), +(£0. W), = (C.51)

Ai’(wl ) wi’), ¥ Anl(ﬁ’hl , wf)H‘ = A'(ﬂ'}, Wf), - ql‘
En vista de la Ec.(C.50), est4 claro que
feall, < (max o max [ [ max|q'D (€52)
Usando el Lema 3 se puede ver que
max %] <1+0(h) (C53)
Y
hy, = 4+0(h) (C.54)
Por lo tanto
hlleq| < max|g'| {4+ O} (C.55)

Quedando el lema demostrado.
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Anexo C Estimacion del Orden de Error de Colocacién TH en una Dimensién

De manera directa el Teorema C.1 queda demostrado si aplicamos en forma conjunta [os
Lemas 2 y 4,

Sean 2 y w'las aproximaciones de u y w', respectivamente. Ademas, definimos
7 e(xy=u(x)—n(x) y v (x)=w(x)-w'(x) (C.56)
y observe que el soporte de v "(x). estd contenido en (x,.|, x;-1). Ademas, esta funcidn se
anula en X.i, x; ¥ X,+1-
Se cumple segin Ec.(;} que
—<K*uwos=<f-g—jw> Vi=l., E-] (C.57)
Por otra parte, una solucion aproximada en las fronteras interiores, de acuerdo con la Ec.(y),
satisface
—<K*¥aWo=< fog-j W > Vi=l.,E-1 (C.58)
que se puede rescribir como
—<K*aw s +<K*a v s=< f—g-j W > Vi=l.,E-] {C.59)
Restando la Ec.(C.59) de la Ec.(C.57), se obtiene:
—<K*ew =< K*a, V' >+<f—g-jV > Vi=l..E-} (C.60)

Por el Teorema C.1, existe una funcion EQ(X)EHO(O,U y una constante genérica M, 1al que

leall, < ##***" con la propiedad que, para todo i =1,....E-1, se tiene:
[

[eatWiEE =<K *iy' >+ < f-g-jv' > (C.61)

0
. . da . . .
Aqui, A=0si b+ d-x =0, o si G=2 (es decir, N=1), y A=-1 en caso contrario. Usando esta

funcién, se define la funcién é(x) por:
¢
é(x) = [G(x.E)ea(8)dE (C.62)
a
donde G(x,&) es la funcion de Green para el problema de contorno Section 3, cuando los
valores en la frontera y las condiciones de salto se anulan. Con esta definicidn, &(x)

satisface la ecuacién diferencial
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Anexo C - Estimacién del Orden de Error de.Colocacion TH en una Dimensién

L2(x) = £5(x); (C.63)
junto con las condiciones de frontera
é(0)=¢{1)=0; (C.64)
y las condiciones de continuidad
. de -
= =0 C.65
1= [a%¢] (€69
Por lo tanto, la Ec.(3.7) puede ser aplicada a ¢, con g. feD*. igual acero y
[
< fow>= [ (Eym&)as (C.66)
0
Lo cual implica que
!
—<K*éw >= [e (e ($)dg Vi=1. E-] (C.67)
4

Usando éste resultado junto con las Ecs. (C.60) y (C.61), se puede ver que
—<K*ew >=-<K*ew' > Vi=l. E-] (C.68)
Esto implica que
K*é=K*e, (C.69)
Ya que el sistema de funciones de peso {w',...wE}, es TH-completo. Y por lo tanto,
é(x)=e(x); (C.70)

Finalmente resulta que

<

|E(IE)J = |é(x;)| =

16(5¢ )en(€) 22

f (C.7)
"EQIL ‘HG():,,g)Idgg Mrllgn"a, < MMR2Y
0

En conclusion. se ha mostrado que el error de colocacién TH, cuando las funciones de peso
. . . x . . 2Ny - da
son construidas aplicando colocacién ortogonal en polinomios. es O(h™") si e +b=00

N=1, y este es O™y en caso contrario. Donde, N es el nimero de puntos de colocacion
en cada subintervalo de la particion. Recuerde que el grado G del polinomio aproximante

estd dado por G=N+1.
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