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0.1 Introducción 

Actualmente es común diseñar y preparar multicapas semiconductor as haciéndolo capa 

por capa atómica, con un estricto control en el envenenamiento por impurezas (dopaje) 

y composición llegando a construir prácticamente una por una cada capa atómica, de 

tal rJJ.anera de que el tamaño de éstas conste de unas cuantas capas atómicas. Con di­

chas estructuras se pueden generar dispositivos ópticos y optoelectrónicos muy encientes 

además de motivar la investigación de nuevas e interesantes áreas en 11.< física del Estl.<do 

Sólido y la Mecánica Cuántica. Es decir. además del entendimiento de la física básica 

asociada al estudio de propiedades electrónicas y ópticas de las nanoestructuras semicon­

ductoras tales como pozos, alambres y puntos cuánticos, existe también interés debido a 

su importancia tecnológica. 

Dentro de esta área general de las heteroestructuras en materiales semiconductores 

nos restrigiremos a estudiar las propiedades electrónicas de un sistema excitónico de baja 

dimensionalidad. Referencias importantes de revisión sobre excitones están dadas en las 

referencias [1]-[3]. En particular investigaremos teóricamente una heteroestructura del 

tipo Il, esto es, una heteroestructura para la cual el electrón y el hueco que conforman al 

excitón se encuentran separados espacialmente. Estos sistemas que exhiben separación 

espacial entre el electrón y el hueco tienen la ventaja de que SU vida media es mayor que 

la correspondiente a sistemas del tipo 1 en donde ambos portadores de carga comparten 

la misma región de confinamiento [4]. 

La literatura científica sobre excítones en estructuras tipo 1 es muy extensa [5]-[14J 

por lo que solo mencionaremos a continuación algunos trabajos representativos. Viri 

y Del Sole [11] estudiaron el excitón en una heteroestructura cuando el electrón y el 

hueco están confinados en la superficie de una esfera. 1,)n ejemplo de soluciones tipo 

hidrogenoides en una dimensión que han sido comparadas con resultados e),.'perimentalcs 

se encuentra en el trabajo de Corella-Madueno et al. [12} quienes variaron la posición 

relativa de la impureza en el interior de un alambre cuántico. Los efectos del grosor de 

anillos nanoscópicos en la energía excitónica fueron analizados por Hu et aL [13]. Existen 
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Capítulo 1 

Excitones en heteroestructuras 

A continuación revisamos algunas de las características ge;:¡erales de los excitones en tres 

dimBnsiones (3D), es decir. en medios sólidos sin confinamiento, así como su espectro de 

energías y funciones de onda para los casos de confinamientos unidimensional y cuasiuni­

dimensional. Estos tipos de confinamiento se definirán en la sección 1.2. Revisaremos con 

más detalle este último tipo de heteroestructura, mejor conocida como alambre cuántico, 

debido a que el confinamiento transversal al que se somete al excitó n es bidimensional y. 

por ende, similar al confinamiento necesario para obligar al excitón a moverse en los aros 

cuántioos que investigaremos en el siguiente capítulo. 

1.1 Exdtones en 3D 

En los cristales aislantes o semiconductores, cuando se excita un electrón de la banda 

de valencia hacia la banda de conducción, en la banda de valencia se crea una vacancia 

de carga positiva denominada hueco. En la figura 1-1 se ilustra esquemáticamente un 

diagrama de bandas que contiene solamente las dos bandas más importantes en el proceso 

de creación de pares electrón-hueco, es decir, una banda de valencia y una banda de 

conducción. La interacción coulombiana entre el electrón J el resto de los electrones en 

la banda de valencia se puede modelar como la interacción entre un electrón J un hueco, 

9 
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Figura 1-1: Esquema de transición electrónica en el espacio k lejos de la zona de Bríllouin. 
La transición de un electrón de la banda de valencia (BV) a una de conducció:l (BC) se 
efectúa mediante la absorción de un fotón de energía hv dejando un hueco en la BV. 

donde el hueco se comporta como una partícula (o más bien cuasipartícula, concepto 

que se refiere a las excitaciones entre partículas individuales en un sistema de electrones 

interactuantes [24J) con una carga positiva de la misma magnitud que la de] electrón. Por 

su parte el electrón presenta una masa efectiva en el interior del sólido me debido a su 

interacción con la red cristalina de iones, y el hueco presenta una masa efectiva mh qlle 

no es necesariamente la misma que el electrón. Es posible crear un par electrón-hueco 

excitando un electrón de la banda de valencia con un fotón de energía hl/. La interacción 

coulombiana entre el electrón y el hueco une a ambas partículas de tal forma que el 

sistema compuesto es neutro y a este sistema unido de partículas cargadas en un medio 

se le conoce con 10 excítón. el cual 8S análogo al átomo de }¡idrógeno, con la diferencia de 

que, en vez del protón, hay un hueco positivo. 

De hecho. los espectros de reflectando. y absorción de radiaciÓn electromagnética 

muestran estructura para energías fotónicas por debajo de la brecha. o gap. de energía. 
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en donde se esperaría que los cristales fueran transparentes. Esta estructura es causada 

por la absorción de un fotón. con la creación de un excitón. 

La energía de amarre de un excitón se puede medir de varias formas, entre las que 

sobresalen: 

1) En transiciones ópticas a partir de la banda de valencia. por la diferencia entre la 

energía requerida para crear un excitón y la energía necesaria para tener un electrón y 

un hueco libres en la red. 

2) En luminiscencia, comparando la energía de recombinación de la línea de electrón 

y hueco libres con la energía de la línea de recombinación de excitón. 

3) Por fotoionización de cxcitones. para formar portadores libres, el cual es un expe­

rimento difícil por que requiere una alta concentración de excitones. 

Mencionaremos los dos diferentes tipos ele excitones: uno, conocido como excitón de 

Frenkel. el cual describe excitones en confinamientos pequeños y apretados, y el otro, 

conocido como cxcitón de \Vannier-Mott. para el cual el amarre es débil y la separación 

entre el electrón y el hueco es grande, comparada con el tamaño típico de la red atómica. 

Para el tamaño y tipo de confinamiento que nos interesa en este trabajo, este último 

tipo de excitón es el adecuado, porque consideramos estructuras con confinamiento de 

decenas de angstrons. Ya que los excitones de Frenkel son mucho más localizados, éstos 

podrían modificar su estructura interna bajo ccnfinmiento aún más estrecho. 

Si consideramos un electrón en la banda conductora y un hueco en la banda de 

valencia, ambos se atraerán entre sí debido al potencial de Coulomb 

(1.1) 

en donde e es la carga eléctrica fundamental. r es la distancia entre las partículas y E es la 

constante dieléctrica de apantaliamiento elel material. A parecerán estados cod'inados del 

sistema excitónico. cuyas energías totales están por debajo de la energía de la banda 

de conduccíón. Este problema es similar al átomo de hidrógeno, si la superficie de 

energía para el hueco y el electrón es esférica. Por analogía con el átomo de hidrógeno 
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(sustituyendo 8
2 por e2 ! f Y fLH por fL,donde fL H Y fL representan las masas reducidas del 

sistema hidrogenoide y del sistema electrón-hueco respectivamente). los niveles de energía 

se miden con respecto a la parte más alta de las bandas de valencia, y éstas están dadas 

por una expresión de Rydberg modificada 

n= 1,2, .... (1.2) 

Aquí n es el número cuántico principaL aexc = fTl?! fLe 2 es el radio excitónico de Bohr y 

fL = memh!(me + mh) es la masa reducida del sistema, en donde me Y mh son las masas 

efectivas del electrón y el hueco respectivamente. Una estimación del orden de magnitud 

de aexc se puede obtener usando la constante de apantallamiento é = 13.13 Y la masa 

efectiva del electrón m = O.07me del GaAs [25], en donde me es la masa del electrón. De 
o 

esta forma. aezc = 199 A. lo cual nos muestra que el tamaño típico de este excitón es 

mucho mayor que el parámetro de red. que es de orden de angstroms. 

El estado base de la energía del excitón se obtiene sustituyendo n = 1 en la ecuación 

(1.2). Por ejemplo, se han estudiado las líneas de absorción ópticas en óxidos de cobre 

(euzO) a bajas temperaturas y se han encontrado que los resultados experimentales están 

en excelente acuerdo con la expresión de Rydberg modificada [26]. 

El umbral del proceso de creación de un excitó n por un fotón de frecuencia w está 

dado por TlW > Eg - (e2!saexc ), donde Eg es la brecha de energía y ti = hj2r:, donde h 

es la constante de Planck. 

1.2 Excitones en sistemas cuasi-unidimensionales 

Los físicos y matemáticos están interesados en sistemas donde la dimensionalidad sea 

diferente a las tres dimensiones a las que estamos acostumbrados. En las últimas décadas 

ha sido posible fabricar estructuras semiconductoras que exhiben una dimensionalidad 

reducida cuyas propiedades físicas han sido resumidas. por ejemplo. en la referencia 
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:27). En efecto. una estructura cuasiunidimcnsional es aquella en la cual dos de las 

dimensiones del sistema están restringidas a tamaños muy pequeños tales que los efectos 

cuánticos en esas direcciones son importantes. \J na definición más precisa de un un 

sistema cuasiunidímensional implica que las particulas luás energéticas del sistema están 

en los estados más bajos de energía E~°Jn en las direcciones de confinamiento. es decir 

n, m < 10. Por ejemplo, en el caso de un alambre cuántico infinito la energía de los 

electrones está dada por En.m.k = El.?}, + r?k;/2me, donde n y m son enteros y kz es 

real. Esta expresión de la energía muestra claramente el concepto de sub-bandas que son 

una familia de parábolas en k; paralelas entre sí. El caso más extremo de confinamiento 

en dos direcciones es el de los sistemas cuasiunidimensionales en los que n y m toman 

los valores más bajos. Ejemplos realistas de estos sistemas son los alambres cuánticos 

semiconductores, donde los electrones y los huecos son libres de moverse en u..~ espacio 

unidimensional. En el Apéndice 1 de esta tesis se revisan brevemente las técnicas de 

fabricación de alambres cuánticos, Artículos de revisión sobre alamb,es cuánticos se 

encuentran en las referencias [4] y [28] en donde el primero es de carácter experimental 

y el segundo es teórico. 

En el sistema estrictamente unidimensional donde se desprecia completamente el grue­

so del alambre cuántico se busca una solución unidimensional en el Apéndice I de esta 

tesis W = 'IjJ(z) en vez de una solución 'IjJ = 'IjJ(f) en donder es un vector de posición 

tridimensional. El problema estrictamente unidimensional no es realista pero es intere­

sante desde el punto de vista de la física matemática y ha dado origen a controversias 

que se iniciaron desde el trabajo original de Loudon [29]. En este punto es interesante 

analizar las posibles analogías entre los sistemas excitónicos y los sistemas hidrogeuoides 

con respecto a la dimensión. En 3D las soluciones de un excitón y las del átomo de 

hidrógeno son similares como se aprecia en la ecuación (1. 2) con la diferencia de que las 

masas son diferentes y la interacción coulombiana se ve apantallada a través de constante 

dieléctrica que caracteriza al semiconductor. Sin embargo, en el caso estrictamente ID el 

sistema excitónico se ha construido experimentalmente con materiales semiconductores 

mientras que el sistema hidrogenoide requeriría de campos magnéticos muy intensos [30] 
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Figura 1-2: Se muestra un alambre cuántico en cuyo interior están confinados el electrón 
y el hueco. Se muestran también la partes radiales de las funciones de onda asociadas a 
estas patículas. 

lo cual está fuera del tema principal de esta tesis. 

1.3 Excitón en un alambre cuántico tipo 1 

Revisaremos un modelo de un excitón en un alambre cilíndrico cuántico con un radio 

finito R como se muestra en la figura 1-2 que fue investigado por Banyai et al. [32J. Los 

electrones y huecos están confinados en un potencial cilíndrico y las funciones de onda se 

anulan en las fromeras. 

Se resulve la ecuación de Schrodinger tridimensional 

(1.3) 

(1.4) 
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donde Ve(f;,) y Vh(i'h) son los potenciales de confinamiento del electrón y el hueco, res­

pectivamente, debido al alambre. Para resolver esta ecuación, si se toma en cuenta el 

alambre es muy estrecho en la dirección p tal que las funciones de onda en esta dirección 

permanecen en el estado más bajo de energía) se supone que la f.1nción de oncla lJ!(r~l fh) 

es separable y tiene simetría cilíndrica en torno al eje z (lo = O o bien 8w / 8cf; = O). 

Cambiando a coordenadas cilíndricas {f;,} -> {Pe' Ze, cf;e} para el electrón y similarmente 

para el hueco se escribe 

(1.5) 

Aquí cf;e Y CPh son funciones de onda del estado base de una partícula, correspondiente 

a la solución de 

(1.6) 

y simÍÍarmente para cPh (Ph) cambiando e -> h, para el modelo de barrera infinita se 

escriben esas funciones analíticamente 

(1.7) 

en donde Jn(r) es la función de Bessel de orden n. La energía de confinamiento corres­

pondiente es 

(1.8) 

Qo = 2.405 es el primer cero de Jo(x) = O. El denominador en la ecuación (1.7) es sólo 

un factor de normalización de la función de onda. 

Regresando al problema, Se puedo usar ahora la ecuación (1.6) para simplificar la 

solución. Sustituyendo la ecuación (1.,5) en (lA), multiplicando por cPecPh, e integrando 
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sobre el plano trar~sversal. tanto para el electrón y el hueco. se obtiene: 

(1.9) 

en donde 

Este es el potencial efectivo para el problema del excitón cuasi unidimensional. '\rote­

mos que Ve! es simplemente un promedio sobre la coordenada radial del potencial entre 

el electrón y el hueco: y depende sólo de su separación, Con esto en ment€~ se pueden 

utilizar las coordenadas de centro de masa Z y relativa z: 

Z 

(1.11 ) 

en donde se supuso [32] que las masas efectivas del electrón y del hueco son iguales. 

Como es usuaL el movimiento del centro de masa describe el movimiento del excitón 

como un todo. Aquí estamos interesados en el movimiento relativo. z: el cual determina 

la energía de a.marre. Esto nos lleva a: 

(1.12) 

,~, ....... ...-. E E r; ,..... 1 ~ 1 ,I.-T:" donde ahora .bb = .0 ~ e - h - .bcm se aenn€ como la energla Qe amane. nqUl Dc:m eS 

la energía cinética del centro de masa del excitón. 

Ahora se calculan las funciones de onda y las energías de amarre del excitón. lo 

cual se consigue a través del potencial efectivo. Se puede resolver esta ecuación de 
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Scbródinger con Vej (z) usando métodos variacionales. numéricamente o haciendo alguna 

aproximación a Ve! (z), lo cual permitiría una solución analítica. En relación con este 

último método, Banyai et aL [32] eligieron la aproximación siguiente 

e2 

V (z) = ~EO-;-:C--;Z 1-+-"'-=. R::O-) (1.13) 

y ajustaron el parámetro 'Y de tal manera que se aproxime a la expresión de Ve f (z) dada 

por la ecuación (1.10). 

Usando el potencial e introduciendo las variables adimensionales p = ZOé. 

Oé = v~8meEb!ñ2 y .A = (e 2 (ñ2foh/mel2Eb la ecuac;ión (1.12) se convierte en 

siempre y cuando 

P = R'YOé. e •. (1.14) 

con lo que se muestra que el radio finito del alambre cuántico introduce una regulación 

natural (corte) del potencial de Coulomb en el origen. Las soluciones pares de esta 

ecuación (yen particular el estado base) están dadas en términos de las funciones W de 

Whittaker [33], definidas como: 

(
211 • J- D' \ 

-w (lzl) = W "zl ' Ctn)). .\ • .\.1/2, . 
\ /\Uexc 

(1.15) 

con la condición de frontera 
d\¡;(z)i =0. 

dz I,~ . 
(1.16) 

que determina A. Aquí a exc = 6ñ2! ¡;,e2 es el radio de Bobr del excitón 3D. La función de 

\Vhittaker puede definirse [.33] por medio de 
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Figura 1-3: Energía de amarre excitónica Eb/ Eo como función del radio del alambre 
cuántico R/ aexc ' Aquí Ea denota la energía de Rydberg. 

Con este método se calcula la energía de amarre del excitón como función del radio 

del alambre R. La figura 1-3 muestra la energía de amarre excitónico que se incremen­

ta fuertemente cuando decrece el radio. Debe notarse que los resultados matemáticos 

mostrados en la figura 3 no son válidos para radios menores que el radio límite para la 

construcción de alambres cuánticos. Este radio límite debe ser del orden de unos cuantos 

parámetros de red del material en cuestión. 
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Capítulo 2 

Excitón de Wannier en aros 

cuánticos 

El problema central de esta tesis [18J es analizar un excitón de Wannier-lVIott, en el cual 

el electrón está restringido a moverse en un anillo cuántico muy estrecho y el hueco a 

moverse en OLro anillo cuántico concéntrico y coplanar también muy estrecho. En la 

figura 2-1 mostramos esquemáticamente las posiciones del electrón y el hueco en donde 

usamos coordenadas cilíndricas para describir sus posiciones. Como se mencionó en la 

introducción se encontró que las energías excitónicas de una heteroestrudura tipo Ir 

formada por dos alambres paralelos cuánticos son muy pequeñas (del orden de meV) 

[19], por lo que es deseable pensar en una estructura similar con excitones de mayor 

energía de amarre. Por tanto. la razón básica al proponer esta nueva estructura de anillos 

cuánticos coplanares y concéntricos es que. debido a su geometría acotada. la energía 

electrostática de interacción entre el par electrón-hueco se incrementará con respecto a la 

energía electrostática del par en los alambres cuánticos paralelos [19]; lo cual a su vez se 

espera que dé lugar a energías de amarre mayores, las cuales son más fáciles de detectar 

experimentalmente. Es decir. a diferencia del caso de los alambres cuánt:cos paralelos en 

los que las funciones de onda pueden e,,'ienderse a toda la longitud de 'os alambres, en 

el casos de los anillos paralelos la distancia máxima de separación entre las funciones de 
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onda del electrón y del hueco es del orden del diámetro del anillo mayor. 

Es importante mencionar que dicho sistema de electrón y hueco espacialmente se­

parado se verá favorecido por la presencia de una carga en el centro de los anillos. la 

cual podría ser una impureza con una carga neta (de cualquier signo) que produce un 

campo eléctrico radial. Por ejemplo. si la impureza tuviese carga neta positiva, el elec­

trón tendería a confinarse en el anillo interior y el hueco en el anillo exteriror. El campo 

eléctrico producido por la impureza también modificará los potenciales de confinamiento 

que mantienen al electrón y al hueco en sus respectivos anillos. Es decir. los potenciales 

de confinamiento wtales que consideraremos en nuestros cálculos toman en cuenta los 

efectos dd potencial de la impureza, debido a la presencia de ésta los radios efectivos de 

cada anillo estarán más separados. 

El procedimiento que seguiremos consiste en plantear el H amíltoniano del sistema y 

utilizar el hecho de que los confinamientos del electrón y el hueco son tan estrechos que 

las funciones de onda en las direcciones de confinamiento están en los estados más bajos 

de energía: esto permite plantear una ecuación unidimensional de Schrodinger para el 

excitón. la cual involucra un potencial efectivo unidimensional entre electrón y hueco; este 

potencial es el resultado de integraciones ponderadas en las variables de confinamiento. 

A continuación desarrollamos dicho potencial de interacción en términos de multi­

polos. Supondremos que tanto el ele.ctrón como el hueco experimentan confinamientos 

transversales en las coordenadas cilíndricas radial p y axial z, y por tanto permanecen 

en sus respectivos estado base. Calcularemos las energías propias más bajas y sus res­

pectivas eigenfunciones para la ecuación de Sc.hrodinger resultante que dependerá de la 

coordenada cilíndrica !p. 

2.1 Modelo 

En esta sección plantearemos las ecuaciones del sistema formado por dos anillos cuánticos 

semiconductores de radios al Y a2. respectivaUlente. Uno de los aros porta un electrón y 
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Figura 2-1: Esquema de aros coplanares y concéntricos con connnamientos en r y z. Por 
simplicidad sólo se muestran los grosores del aro externo, los potenciales parabólicos de 
confinamiento y las funciones de onda en la dirección y. q; indica el ángulo relativo entre 
electrón y hueco. Los radios son medidos desde los centros de los aros. 

21 



el otro un hueco. El hamiltoniano del sistema es 

(2.1 ) 

donde Hl Y Hz representan a los hamiltonianos de las partículas PI y Pz, los cuales en 

coordenadas cilínc:ricas se pueden escribir en la forma: 

(2.2) 

en donde L~í = iFril/d4Ji son las componentes z de los momentos angulares individuales 

con i = 1,2 que pueden identificar indistintamente al electrón o al hueco. Vi son los 

potenciales de confinamiento transversal que mantienen a las partículas dentro del alam­

bre. El potencial de interacción eléctrica clectrón-hueco, representado en coordenadas 

cilíndricas, está dado por: 

(2.3) 

donde E es la constante de apantallamiento dieléctrico propio del material y 9 := epl - 02 

es el ángulo polar relativo entre el electrón y hueco. 

'-iuestro sistema cuántico está gobernado por la siguiente ecuación de Schr6dinger de 

dos partículas 

Hw=Dw . . . (2.4) 

en donde Et es la energía total del sistema. 

Ahora su.pondremos que las dimensiones transversales que caracterizan a los confina­

mientos de los potenciales VI y V2 son mur pequeñas y. como ocurre en el caso del pozo de 

paredes infinitas, debido al incremento en la separación de niveles energéticos resultará 

muy difícil sacar a las partículas de sus estados más bajos de energía [19] . Esto permite 

asegurar que la función de onda -¡j; del sistema de dos portadores de carga es separable. 

22 



de la siguiente forma: 

(2.5) 

Aquí, '1/J?(Pi\ Zi) son las funciones de onda de la i-ésima partícula, donde el índice O 

representa el estado base y F;(1)¡\ 1>2) son las funciones propias de la componente z del 

momento angular total i~ = id + i 02 cuya forma explícita se deduce y discute en el 

apéndíce B. Aquí Ii = m, (\¡ID Ip7i \jJO), con i = 1,2, representa al momento de inercia 

respecto al eje z de cada partícula. 

Para obtener la ecuación de Schriidinger excitónica para <!>(q\) calcularemos la expre-

sión 

(2.6) 

que es similar a un braket excepto por el hecho de que la expresión del lado derecho de 

H contiene a q:, (1)) mientras que el lado izquierdo no. Esto causará que el resultado de 

esta operación aún dependa de <))(1)), como veremos a continuación, lo que da lugar a 

la ecuación buscada, Al aplicar H sobre \]J~\]J~Fl(1)l' 1>2)'Í' (1)) y multiplicarlo por pip~, se 

obtiene: 

(2 .,\ 
\ ") 

Aquí utilizaremos las siguientes ecuaciones de eigenvalores que cumplen los confina-
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mientos transversales del electrón y del hueco: 

¡¡2 l"~(~ ~P~+ [P)+V{p)+V(7)1"1).O~Et'¡hD (2.8'." 
2mv \Pv 8pu v opv . oz~ . . v' ~v _ 'v ~ vOyV' 

donde v = 1,2. De esta forma la Ec.(2.7) queda como 

Sobre esta expresión hacemos actuar el Bra (w~wgi, notando que (pT) = (\jJ~ Ip11 w?). 
para obtener: 

;,2 ,;,2 

2
_, t (w~ ip~ 1 w~> ~Ao2 El (<p¡, 92)<.P (<p) + 
1nl U!.{-Il 

~¡¡2 (\jJO i 2 i \jJO) [J2 F ( . ) (Ao) 
2m2 1 IP11 1 8<Pi 1 CPu $2 <.P y + 
(w~wg I pMVintWl \jJ2)F¡(q)u <P2)ip (</J) 

~ (pi) (pD (Et - El - E'z)F¡(911 <P2)<I> (9)· 

Ahora dividimos por (pi> (p~) y utilizando las variables 1) y <P se obtiene: 

(2.10) 

(2 11' .H) 

En csta ecuación 11' = 1112/(11 + Iz) representa el momento de inercia reducido e l tot = 

1¡ + I 2 el momento total de inercia. Sustituyendo la ecuación (2.11) en la ecuación (2.10) 

se obtiene: 
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y como se cumple 

(2,13) 

en donde L~ es la componente en la dirección z del momento angular del par PI - P2' se 

obtiene 

(2,14) 

en donde 1 es un número entero que representa el valor propio del operador L". 

Aquí hemos definido el potencial efectivo \/;'1 que es resultado de integraciones de 

v,nt ponderado por las densidades de probabilidad ¡i[r~¡2 y ¡wg¡2, en las variables de 

confinamiento dado por 

(2,15) 

y también definimos la energía excitónica E como 

,2 
t t ' E=Et-E -E --, 
1 2 ')1 ' 

- tu[ 

(2.16) 

con lo que tenemos la expresión final 

(2,17) 

donde E se obtiene al restarle a la energía total las contribuciones de las energías de 

confinamiento y angular. 

Para obtener las energías y las funciones propias del excitón, basta con resolver 

la ecuación anterior que, como se o bscrva, tiene la forma conocida de la ecuación de 

Schrodinger angular. 
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2.2 Desarrollo multipolar 

En este punto. restringiremos nuestro modelo a potenciales de confinamiento armónicos: 

sin embargo. el modelo es válido para cualquier potencia.l de ccnHnarniento tran.sversal. 

cuyas integrales de momento sean conocidas y estén bien definidas. Para encontrar la 

expansión multipolar del potencial es útil escribir la densidad de probabilidad asociada 

al estado base del oscilador armónico bidimensional [34] en términos de sus desviaciones 

estándar (J"~v = ((ZV)2)O - (zV)6 y (J"pv = ((pV)2)O - (pV)~ en donde ( )0 indican los valores 

esperados cuánticos en los respectivos estados base. es decir, 

Ir O" .::-2 O" p2 
(2.18) 

con 1) = 1 Y 2. 

Es claro que I (¡ro(l, 2) 1
2 tiende a la función delta de Dirac E(zdE(Z2)E(Pl - a¡)6(p2-aZ) 

cuando (5 ~l' (5 Z2 O" P, Y (J" P, tienden a cero [36]. Por esta razón podemos aproximar el 

potencial electrostático dentro de la expresión del potencial efectivo dada por la ecuación 

(2.15). por una serie de Taylor en torno al máximo de ¡(¡ro(l, 2)12 como función de (J"Zl' (J"., 

(J" Pe y (J" p, obteniéndose en términos de las desviaciones estándar la expresión siguiente 

donde los momentos estadísticos de la distribución est.án dados por 
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(2,20) 

Calcularemos primero las derivadas respecto a Zl Y Z2, es decir 

(2,21) 

pero si definimos W 2 = pi + p~ - 2PIP2 cos <jJ y t = Z¡ - Z2, esta expresión se convierte en 

(2.22) 

y si además s = t!TV, entonces la ecuación (2.21) toma la forma 

(2,23) 

Sabemos que la función generadora de los polinomios de Legendre [:36] está dada por 

00 

¿>p~ (xl t n = (1- 2xt + t2fl/2, (2,24) 
n::::::O 

así que tomando x = O Y t = sen<jJ en (2.24) tenemos que las derivadas en la ecuación 

(2,23) se pueden escribir como 

(2.25) 

Ahora calcularemos las derivadas respecto a PI y P2 indicadas en la ecuación (2,19), 
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las cuales se obtienen derivando la ecuación anterior, es decir, 

= 

'::1=::2=0 
pt==al P2:O:O"2 

(2.26) 

S ( / I \ 1 . , " . ' ,,~ ~6' d ea. 'U = P2. Pl - a2¡ al) para que -,-a expreSlon en 81 cte:norülnador ce (:¿.¿ ') pue a 

escribirse como 

en donde q2 = 1 - 2uz cosdJ + (~)\. donde v = ujq. En términos de estas nuevas 
al ' al 

variables, las derivarlas con respecto a p en la ecuación (2.26) se pueden reescribir como 

(2.28) 

Por otra parte. se conoce que la función generadora de los polinomios de Gegenbauer 

[35] tiene la forma siguiente 

ihi < 1, (2.29) 

en donde T;; (z) son los polinomios de Gegenbauer [36]. Si tomamos 8 = (k + 1)/2. h = ~, 
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y z = [cos ¿, - (a2/ al) 1/ q, la función generadora de los polinomios Gegenbauer queda 

entonces como 

2(k+l)/2r( ~ + D 
I~ 

éP [2 v(COSdJ-~) 
V -

3vJ q 
(2.30) 

Nótese que el hecho de que h = v < 1 implica p¡ > P2' lo cual siempre puede hacerse 

sin perder generalidad en nuestra deducción. Desarrollando en serie de Taylor podemos 

identificar cada una de las derivadas con los polinomios T!!. (z): esto es 

Así que la derivada dada por la ecuación (2.28) queda como 

" 

2 1)(COSq)-~:) l-"t'-~ 
~, - + 1 
l q 

-(k+l+j+I) [j -(k+l+}+1) { y1í'j! T ki' (COS d; - ~) } 
- q epi PI 2(k+I)/2r (k+l , 1 \ J q , 

I 2 ..,... 2/ 
(2.32) 

en donde la derivada respecto a la variable PI da como resultado 

(j+k+l+z)! 
(j+k+l)!" 

(2.33) 
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Sustituyendo la ecuación (2.32) en la ecuación (2.28) obtenemos 

(2.34) 

Finalmente, sustituyendo la ecuación (2.28) en la ecuación (2.34) y a su vez en la 

expresión para Vef dada por la ecuación (2.19), obtenemos 

A continuación calcularemos las integraies de momentos dadas por la ecuación (2.20) 

utilizando las distribuciones de probabilidad, que en términos de las desviaciones estándar 

ya mencionadas, se escriben en la siguiente forma 

(2.36) 

y 

(2.37) 

Cabe mencionar que aun cuando no existe solución analítica para los osciladores 

bidimensionales fuera del origen. la solución unidimensional dada por la ecuación (2.37) 

es una buena aproximación cuando az > > J p,' 
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La ecuación (2.20) toma la forma 

Separando las integrales en variables independientes y utilizando la siguiente identidad 

[37J 

k par 
(2.39) 

k impar 

en donde r es la función gamma [38]. De forma similar, se tiene que 

O'~, í r (i + 1)' + (-1)'')' (~, i + 1)), 
2ViT ,,2 (fPl 2 

(2.40) 

en donde "1 es la función gama incompleta la cual está dada aproximadamente por 

r(i + 1)/2) cuando al » O'Pl; es decir, la ecuación (2.40) se reduce a una expresión 

similar a la ecuación (2.39). Así, la ecuación (2.20) toma la forma 

( :':~LT'(Hl\ "~r(l+l) "~'r(i+l\ ~f'(l±.l) 
JI~.jii" 2 J .jii 2 .jii 2 / ..ji' \ 2 ' 

1 (O' p,' O" Po' 0"0" 0""2) = ¡ k, 1, 'i Y j son todos pares 

O, en otro caso 

(2.41) 

De esta manera, sustituyendo (2.41) en (2.19), obtenemos 
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(2.42) 

en donde hemos usado el hecho de que sólo los momentos pares con respecto a k y 1 son no 

nulos, así como el valor Fn(x) = (-1)n(2n-l)!!j(2n)!!. Si desarrollamos Ve¡ para tomar 

en cuenta el término dominante y sólo los primeros términos correctivos, obtenemos 

(2.43) 

Aquí se observa que para el punto en donde la interacción electrostática es más grande 

(cerca de 6 = O), si O" ~1 Y 0""2 decrecen o (J p¡ y (J P, sc incrementan, entonces el potencial 

coulombiano desnudo, o término monopolar (-e2jE/3(rj;)) aumenta. en donde 8(9) = 

J ar - 2a2a¡ cos rj; + a~. El segundo término dentro del paréntesis en (2.42) corrige la 

magnitud de la contribución monopolar para O"Pl of O. Nótese que después del término 

monopolar dominante hay un término del tipo cuadrupolar, que va como (3(rj;;-3. La. 

ausencia del término díDola.r se debe a 1él simetría del estado base 1'100(1. 2)12 con respecto 
-'. I j- V \, , 

a los centros de los anillos, la cual sólo será válida para anillos delgados (O" «al, a2)' En 

efecto, si los anillos fueran más gruesos la atracción elecHostática entre sus densidades de 

carga induciría momentos dipolares en cada una de estas distribuciones. En la vecindad 
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de rjJ = 0, en donde la interacción es más fuerte, el término negativo proporcional a las O"~'s 

compite con el término positivo proporcional a las O"~'s. Los signos de estas contribuciones 

se explican con base en los siguientes argumentos. Al redistribuir la densidad de carga 

frontal aumentando las O"~'s se obtiene una distancia promedio efectiva mayor. entre q¡ 

y q2- Y por ende una interacción más débil. En contraste. al redistribuir radialmente la 

densidad de carga aumentando las O"~'s se produce una interacción más fuerte, debido al 

hecho de que el potencia] entre la parte interna del anillo exterior de carga y la parte 

externa del anillo exterior de carga domina sobre las cargas localizadas en las partes 

externa del anillo grande e interna del anillo pequeño. 

2.3 Soluciones numéricas y resultados 

Supondremos que los confinamientos se escogen de tal forma que (J = 0""1 = 0"" = 

O"P1 = O"p,' Si sustituimos \!;ff(¡b) de la ecuación (2.43) en la ecuación (2.17) obtenemos 

la ecuación excitónica 

d2 i!> -l- a ( 0",2 ff2(1 + 30-" /2) 
d¡b2 'Jl+p2~2pcos¡b l~ (1+p2~2pcosqi) + (2+erI2

) 

(Jt2(p2 + 3er,2/2) [3 cos2 qi ~ 4p cos q) + 2p2 ~ 1]) <D( 1 

+ (2p2 + erl')(l + p2 ~ 2pcosep)2 - 9 1 

~ Ei!>(¡b) , (2.44) 

en donde hemos introducido los parámetros adimensionales 
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Puesto que c/J es una variable angular, tiene que cumplir que <l>(c/J+2?r) = if!(q,). Como 

puede observarse :os coeficientes de la ecuación (2.44) satisfacen esta condición periódica, 

por lo que con base en el teorema de Floquet [40]. sabemos que tiene una solución con el 

mismo periodo. El hecho de que Ve¡¡(.p) sea par en cp nos permite separar sus soluciones 

en eigenfuciones pares e impares. 

Debido a qne nuestro sistema define un problema de condiciones de frontera periódi­

cas. resolvemos numéricamente la ecuación (2.44) utilizando el método de "disparo" (8ho­

oting) [39] para el semiconductor AsGa, cuyos valores de parámetros físicos son E = 13.13, 

m¡ = 0.07me y mz = 0.12me, (me: maS8. del electrón) y para las dimensiones y gruesos 
G o o o o 

de los anillos al = 800 A, a2 = 400 A , (J = 50 A, 40 A, 30 A. Usamos los siguientes 

tipos de condiciones de frontera 

<1">(0) = <1">(27.) = O para eigenfunciones impares (2.45) 

y 

<1">(0) = <P(21i) = A of O para eigenfunciones pares, (2.46) 

las cuales toman en cuenta la periodicidad de <l> (cp). Esta condición periódica para <1' (q,) 

hace que esta función no sólo se anule en q¡ = O, sino que también en cp = 7;' cuando n es 

par. Similarmente, la misma condición hace que <l'n«;J) sea simétrica no sólo con respecto 
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a qJ = O, sino también con respecto a rjJ = 1r, cuando n es par. 

Encontramos un número finito de estados de energía negativa que resultan ser ocho 

para los valores de parámetros dados arriba. Calculamos todas las <1>,,(0) tales que las 

condiciones de frontera correspondientes. eC1J.3.clÓn (2.45) o ecuación í2.46). se satisficie­

ron con una precisión de hasta seis órdenes de magnitud y, asimismo, con una precisión 

de hasta tres órdenes de magnitud, se verificó que se cumplieran todas las condiciones de 

ortogonalidad. 

Calculamos la magnitud de las energías propias negativas, que se muestra en la tabla 

J en unidades de meVs. Nótese que la energía del estado base es aproximadamente 1.5 

veces la energía de un excitón en un alambre cuántico lD, para el mismo semiconductor y 

el mismo grueso [32], aunque sería más apropiado comparar esta energía con un sistema 

de dos ab.mb:res paralelos: en donde el electrón se halla en un alambre y el hueco en el 

otro. Para este último sistema tipo Ir de dos alambres cuánticos paralelos se encontró 

que las energías de amarre son mucho más pequeños siendo del orden de 0.7 meV. Es 

decir, el hecho ci.e que el sistema de alambres cuánticos se "doble" sobre si mismo origina 

un incremento de la energía de amarre por un factor de 20 a pesar de que los alambres 
o o 

forman anillos de radios al = 800 A y Qz = 400 A que corresponden a circunferencias de 
o o 

longitudes de 4800 A Y de 2400 A aproximadamente. Este sistema de electrón y hueco 

separado espacialmente tiene una en8Tgía de amarre más baja para la misma distancia de 

separación, que es de un orden de magnitud más pequeña que la de los anillos concéntricos 

[19]. Esto es una consecuencia de que los anillos cuánticos son estructuras más conn.nar,tes 

en comparación con los alambres cuánticos. Es decir, la función de onda en un alambre 

tiene más ;~espacio~' a lo largo de la. dirección '\librd~. 
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I o I o ' o 1 

lEn! \ a 150.0 A 140.0 A r 30.0 A j 
I I . , i ' I I 

I I I IEol ! 14.188 ¡ 14.130 ! 14.085 i 

I , ; ~ 

l.' IEll 110.563 I Hl.530 1110.504 ! 
1 '1 I . I . 

ijE2 1 18.187 118.155 18.132 
I I I I 

I lEal 1
6.613 

1 6.584 16.531 1 
IIE4 1 1 5.753 15.725 15.705 
I I I J 

I ( ¡ ! 

1 ¡E5i 1
4.569 i

1
4.540 1

4.519 

ir--I-E-
6

1---r-¡4-.5-6-8---¡--¡ 4.538 ¡ 4.490 

Tabla. Energías propias excitónicas en meV como función de los gruesos de los aros para 

Ga As con parámetros físicos e = 13.13, mI = 0.07me y m2 = .12me (me es la masa del 
o o o o o 

electrón) y geométricos: al = 800 A, a2 = 400 A, O' = 50 A. 40 A y 30 A. 

Es importante mencionar que nuestro sistema debe comportarse asintóticamente en 

forma similar al de los alambres cuánticos paralelos estudiado en la referencia. [19] 

cuando al Y Q2 son muy grandes manteniendo d = al - a2 constante. Para analizar este 

caso eArtremo utilizaremos un resultado del Apéndice 4.2 que muestra que el número de 

estados de energía negativa J\T es proporcional a N ex fo. el cual a su vez está dado 

aproximadamente por IY "" aVal' De es~a manera, sustituyendo a2 por d y tomando el 

límite al --+ oc encontramos que N diverge, por lo que el número de estados de energá 

negativa no es finito, esto mismo ocurre en el sistema de alambres paralelos [19J. 10 
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Figura 2-2: Eigenfunción para el estado base <Po como función de qy/2r. para al = 800 A. 

o o 
a2 = 400 A A y ()' = 40 A. 

anterior significa que la densidad de esta.dos ligados en un intervalo de energías negativas 

debe aumentar considerablemente en este límite. 

Obsérvese en la tabla que al aumentar n el sistema tiende a ser degenerado, de tal 

forma q uc ¿2n -> i 2n+l, lo cual se esperaba porque cuando aumenta la energía cinética 

el potencial Veil puede despreciarse y nuestro sistema comienza a parecer un rotor plano. 

Como es bien conocido en un rotor plano existen eigenestados con momentos nm y -nm, 
los cuales son degenerados en pares. y cuyas eigenfunciones puede expresarse como estados 

pares e impares, dados por sen(<,6/2r.) o cos(<,6/21':). Las eigenfunciones de los estados de 

energá negativa se grafican en las ngillas 2-2-2-9, En el estado base se muestra cómo 

¡<Jiu! tiene un pico muy pronunciado localizado en la vecindad de <,6 = O. Los siguientes 

eigenestados tienen más picos, pero aún se nota una clara tendencia a ser atraídos hacia el 

punto <,6 = O, en donde está el centro de fuerza. Se debe mencionar que las eigenfunciones 

casi no cambian para los tres valores de ()'. pero : En i crece un poco como función de 
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Figura 2-3: Igual que en la Fig. 2-2 pero para <Pl' 

() = (J':;1 = (J Z2 = rJ Pi = O" Pz' 
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Figura 2-4: Igual que en la Fig. 2-2 pero parco <Pz. 
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Figura 2-5: Igual que en la Fig. 2-2 pero para <1>3' 
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Figura 2-6: Igual que en la Fig. 2-2 pero para 1>4' 

<l'l 
5 
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Figura 2-8: Igual que en la Fig_ 2-2 pero para 1\_ 
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Capítulo 3 

Conclusiones 

Investigamos teóricamente un excitón de \Vannier-Mott, en el cual el electrón está res­

tringido a moverse en un anillo cuántico muy estrecho y el hueco a moverse en otro anillo 

cuántico concéntrico y coplanar también muy estrecho. La investigación en este arre­

glo novedoso fué motivada por el interés de obtener energías de amarre mayores a las 

obtenidas en un sistema similar formado por un excitón con un electrón en un alambre 

cuántico y el hueco en otro alambre cuántico paralelo. Este sistema tipo Ir tiene energías 

. excitónicas muy pequeñas siendo estas energías del orden de meV [19]. 

Encontramos para nuestro sistema, de electrón y hueco separados espacialmente, una 

ecuación excitónica unidimensional para la coordenada angular relativo" Supusimos que 

en las direcciones de confinamiento tanto el electrón como el hueco se hallaban en los 

respectivos estados bases de sus potenciales parabólicos. Efectuamos un desarrollo mul­

tipolar del potencial coulombiano efectivo de interacción. Este método podría utilizarse 

para cualquier otro tipo de confinamiento, conduciendo a diferentes expansiones multi­

polares. 

;'vlostramos que las contribuciones de los anchos de los anillos en el pot"nc'cal efectivo 

de interacción son diferentes; pues existen términos en su desarrollo multipolar que de­

bilitan el potencial efectivo (aquéllos proporcionales a O';'s) mientras que otros tienden a 

fortalecerlo (aquellos proporcionales a O'!'s). 
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Aplicamos nuestro formalismo a sistemas reales para obtener las energías propias ne­

gativas. resolviendo numericamente nuestra ecuación central para un conjunto de valores 

específicos y realistas de nuestro sistema. de anillos concéntricos. Las energías así obteni­

das resultaron ser aproximadamente 1.5 veces [32í la energía de un excitón en un alambre 

cuántico ID del tipo I para el mismo semiconductor y el mismo grueso y 20 veces mayor 

que la energía del sistema tipo II de alambres cuánticos paralelos arriba mencionado [19!. 

Este resultado sugiere que en este sistema es más fácil detectar las eigenenergias. no sólo 

porque éstas son mayores, sino porque el excitón es más estable en una hetroestructura 

del tipo II como la aquí considerada, y por tanto, su vida media es más larga. 

También encontramos las funciones propias correspondientes a los estados de energía 

negativa y dimos un criterio para encontrar el número total de estos estados para sistemas 
. 1 . ~ ;¡. 1 (r. ~ 1· -r-r\ con potenCIa es peno ... ~lCOS como el nue:,tro \.<'-ipenalCe 11). 

Esperamos que nuestros resultados sirvan de guía en la construcción y estudio experÍ-

mental de sistemas con simetría cilíndrica, en los que el electrón y el hueco se enc.uentran 

separados espacialmente. 
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Apéndice A 

Fabricación de Nanoestructuras 

Aquí incluímos tres apéndices abocados a revisar temas que. si bien son de interés en 

función del tema central de esta tesis. su inclusión dentro del cuerpo principal de este 

trabajo sería un disgresión que distraería a el lector de la secuencia de temas. proce­

dimientos y resultados principales de nuestra investigación. En efecto, pOl' una parte. 

la revisión breve de algunas de las diversas técnicas de fabricación de heteroestructuras 

nos permite apreciar la plausibilidad del nuevo tipo de estructura que se propuso en es­

te trabajo teórico, para la cual calculamos sus eigenestados, enseguida construimos las 

funciones propias de la componente z del momento angular total de dos partículas y por 

último. el criterio para el nÚlllero de estados ligados aplicado a nuestro sistema nos dará 

una idea del comportamiento de nuestro sistema para otros semiconductores y distintas 

dimensiones a las utilizadas en nuestros cálculos. 

En los años 60s los transistores que operaban como elementos de memoria tenían 

longitudes de fracciones de milímetro. Desde entonces se ha logrado la miniaturización 

de estos elementos; de luanera que hoy en día se les pnede encontrar en tél.maños de 

fracciones de I11icra. 

La finalidad de esta sección es describir las diversas técnicas implementadas en la 

fabricación de semiconductores microestructurales. Estas técnicas son extrapolaciones 

de las utilizadas en la preparación de circuitos integrados. ya sean de Si o de GaAs. 
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La fabricación de una microestructura con fines de investigación óptica o electrónica 

requiere de la preparación de un substrato semiconductor. e incluye la aplicación de 

diferentes métodos para modelar diferentes capas. alternar propiedades electrónicas u 

ópticas en posiciones preseleccionadas del material~ conformar contactoiS elcctrónjcos o 

conductores, añadir o remover material de la superficie y proteger las superficies libres 

de las estructuras terminadas de ataques químicos o eléctricos [41]. 

A,l Litografía 

En esta técnica, la superficie de un semiconductor se cubre con una capa dura de algún 

material orgánico polimérico. Estos materiales juegan un papel muy importante e11 la 

fabricación de pequeñas estructuras y de circuitos integrados. El espesor de la película 

(de 0.5 a 2 Mm) se controla a través de la concentración del monómero en el solvente. El 

endurecimiento se lleva a cabo cuando se calienta por unos 10 minutos a temperaturas 

del orden de 160 oC. Existen dos tipos de películas: resistentes positivos y resistentes 

negativos. Ejemplos de los primeros son las sales comunes, y de los segundos se tienen a los 

compuestos calcogenuros (As-S, Ge-Se). Cuando el material resistente positivo se expone 

a la acción de la luz. o de un rayo de electrones, se descompone en partículas orgánicas 

más pequeñas. que pueden disolverse con mucha facilidad C011 solventes adecuados que 

no atacan a las zonas no expuestas. En contraste, los resistentes negativos se endurecen 

más cuando son expuestos a la luz, por lo que los solventes atacan aquellas zonas que 

han sido expuestas a la acción de la luz. 

El único límite natural para transferir un patrón con la mayor fidelidad a un substrato 

más pequeño es la longitud de onda de la luz, que para la luz visible es de 0.4-0.8 ¡.lm y 

para los rayos X es de 0.01 ¡Lm. Por este motivo, suelen utilizarse estructuras adicionales 

a los bordes para que interfieran con la luz difractada, con la finalidad de lograr un 

contraste exacto en el material resistente. 

En el diseño de microscopios ópticos de alta resolución, se utilizan lentes IWtgnéticos 

controlados por computadoras que guían el haz de electrones. Este dispositivo puede 
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utilizarse para dirigir el haz sobre un material delgado cubierto por una capa resistente. 

Mientras más elevada sea la energía del rayo electrónico. más fino es el enfoque, y se 

facilita lograr un punto muy pequeño en la superficie. Estc proceso, sin embargo, tiene 

sus limitaciones. ya que los electrones primarios alcanzan energ;-(as tales que interactúan 

con la película resistente, de manera que forman una cascada de electrones secundarios 

con energía suficiente para romper otros enlaces que debilitan la película. Esta reacción 

limita el uso de esta técnica con dimensiones de 0.02 um. 

En algunas ocasiones se han utilizado iones en lugar de electrones. con los cuales 

se consigue una resolucion del orden de 0.01 J.lm. aunque se ve reducido, en generaL el 

intervalo de penetración de la superficie de película resistente. 

La principal diferencia entre la técnica óptica (rayos X) y la litográfica es la rapidez 

". '1 + '1' d + '1 '" 1 1 de la pnmera; ya que Qaslia con exponer la mascara a un eSt;e.1 o para lmprlIDlY a en e.l 

substrato, mientras que la técnica litográfica equivale a redefinir toda la máscara. Las 

máscaras ópticas pueden hacerse, fabricarse y repararse usando las técnicas de rayos de 

electrones. Detalles de este método pueden verse en la literatura [41]. 

Después de haber removido las partes débiles del material resistente, hemos alcanzado 

la etapa donde un patrón se ha copiado en la superficie. Este patrón será tan profun­

do como el material resistente, es decir, se espera que los solventes hayan sido capaces 

de remover todo el material resistente debilitado. De hecho, uno de los principales de-

fectos encontrados en dispositivos y estructuras es la incompleta remoción del material 

resistente. Ahora quedará la posibilidad de explotar este patrón de diferentes formas: 

el material subyacente puede ser removido por diferentes formas de grabado. Muchos 

materiales, como metales. dieléctricos o semiconductores. pueden ser depositados CT8-

ciéndolos en áreas seleccionadas. Las propiedades eléctricas pueden ser alteradas por las 

técnicas de implantación de iones. Estas son las opciones que someramente discutiremos 

a continuación. 
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A.2 Grabado 

Existen dos formas principales de grabado: por medio de soluciones químicas Ji por 

plasrDas. Cada una tiene sus ventaja.s y des-ventajas. 

El uso de las soÍliciones químicas ha sido útil desde los inicios de la fabricación de los 

circuitos integrados. La cantidad de sustancias alcalinas y ácidos que se utilizan es muy 

amplia. así como sus propiedades: algunos atacan al material de manera isotrópica: otros 

son muy sensibles a los planos cristaiinos. Este método es muy simple, y es más confiable 

cuando se trata con rasgos gruesos y separados. En algunos casos, las soluciones químicas 

producen franjas de interferencia generadas por las capas delgadas de película resistente, 

las cuales sirven como una guía para saber cuando se ha removido completamente la 

película. 

Las exigencias en la calidad de gTabado han dado una importancia relevante al uso del 

método de plasma. En este caso se utiliza una cámara que contiene gas (cloro, metano. 

etc. ), donde los radicales atacan en forma diferenciada a las partes del semiconductor y 

al material resistente. También aquí encontramos algunos agentes que atacan isotrópica­

mente, y otros lo hacen en planos específicos. Las variables importantes son: composición 

del gas, temperatura, potencia de radiofrecuencia, voltajes aplicados a los radicales y ra­

zón de fiujo. 1.:na de las desventajas de esta técnica es que los átomos del plasma pueden 

penetrar algunos nanómetros en el material. cambiando el perfil de dopaje. Sin embar­

go, la versatilidad y relativa simpleza de esta técnica permite producir estructuras más 

elaboradas, día con día. 

A.3 Implantación de Iones 

El propósito de esta técnica. es el de crear capas conductoras de alguna polaridad deseada 

(transporte de electrones o huecos) o proporcionar capas no conductoras (implantación 

de hidrógenos). Este proceso conlleva algunos inconvenientes. Al implantar iones, par­

ticularmente iones pesados, se rompe la periodicidad de la red, lo cual hace necesario 
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recocer la muestra, para dar oportunidad a los iones de re acomodarse. Estudios de TEM 

(Microscopía por Transmisión de Electrones) revelan que. a veces. son necesarias varias 

etapas de recocido [42J. En ocasiones, las temperaturas y tiempos necesarios en este 

proceso producen pérdida de elementos en cant.idades inaccptables 1 de manera que se 

debe depositar una capa para proteger la superficie durante el recocido. Otro problema 

inherente a esta técnica es la penetración de los iones a grandes profundidades. destru­

yendo capas sensibles en profundas partes de el material. Puede verse una discusión de 

esta técnica en Morgan y Eisen [43J y Sealy [44]. 

Actualmente se hacen estudios combinando implantación de iones y litografía, con los 

cuales se puede modificar sólo una parte de la super red [45]. 

AA Metalización 

La principal forma de depositar un metal en una área seleccionada se conoce como "lift­

off". En esta técnica se deposita por evaporación una película metálica (o de una aleación) 

sobre el modelo grabado en la superficie. En las áreas donde la resistencia ha sido 

removida. el metal hace contacto con la superficie subyacente. De otra forma, ésta 

cubre al material resistente. Posteriormente. se usa un poderoso solvente para remover 

el material resistente y levantar con él al metal que lo cubre. Una metalización efectiva 

depende de una buena adhesión del metal superpuesto al semiconductor, por lo que 

puede ser necesario un recocimiento posterior. A esto debe fu'1adirse la necesidad de 

tener contactos óhmicos o tipo Schottky. Los materiales tradicionalmente usados para 

formar contactos óhmicos en materiales tipo n, como GaAs. incluyen aleaciones de Au­

Ge-"li. los cuales tienen un bajo punto de fusión. El germanio ayuda a formar capas 

adyacentes a la capa de contacto. El níquel fácilmente forma una aleación con GaAs y 

el oro proporciona una fuerte adhesión entre la superficie y los alambres de contacto. En 

casos especiales, puede usarse Ag Pd en lugar de oro. Los contactos de materiales tipo p 

usualmente incluyen Zn en lugar de Ni y Ge. Donde se requieren contactos tipo Schottky 

se tiende a usar metales refractarios que incluyen aleaciones de "IV y ";Y·Si. ya que estos 
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materiales resisten reacciones químicas y, por tanto, sólo ocurren cambios menores en su 

morfología y sus propiedades eléctricas durante los tratamientos térmicos requeridos. Las 

técnicas para formar contactos metal-semiconductor se basan en desarrolios pragmáticos 

y unas cuantas reglas empíricas. Los comentarios anteriores se aplican también a otros 

materiales. incluyendo dieléctricos u otros semiconductores. Los dieléctricos son usados 

en dispositivos ópticos y espejos dieléctricos. El arte de depositar éstos en varias capas 

está aún en la etapa de perfeccionamiento, aunque capas mezcladas de (Ca,Ba)Fe2 han 

dado buen resultado. 

A.5 Estabilización 

Una vez que se ha preparado una estructura semiconductora con contactos eléctricos, se 

hace necesario completar la etapa unal de preparación de la muestra, con lo que llama­

mos estabilización de la superficie. El problema radica en que finas capas de óxidos u 

otros materiales que permanezcan en la superficie pueden ser eléctricamente activos~ es 

decir, ligeramente dopados o qufmicamene activos, de forma que lentamente erosionan 

el dispositivo. Para estabilizar la superficie se deposita algún material inerte, para sa­

turar los enlaces químicos libres y, al mismo tiempo, formar una cubierta resistiva. Los 

rB.ateriales Il1ás usados incluyen dióxidos de silicio y nitruros de silicio. Las resinas epó-

xicas proporcionan además una rigidez adecuada al dispositivo. Después de estabilizar la 

superficie. debemos protegerla del medio ambiente agresivo, las temperaturas extremas, 

o medio ambiente químicamente activo. La estabilización del dispositivo es esencial para 

su buen funcionamiento. 
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Apéndice B 

Funciones propias del momento 

angular total 

La ecuación de SchrOdinger dada por la ecuación (2.12) que sólo depende de las variables 

angulares 91 y 92 está dada por 

(B.l) 

Mostraremos primero que las funciones propias de esta ecuación se puede expresar 

como el producto S (Ól' Ó2) = FI (cfJl' cJ;2) q, (9), en donde p¡ (91, 92) es el vector propio de 

Lz y <j) (rjJ) satisface la ecuación asociada a la coordenada relativa dada por la ecuación 

(2.44). ;\¡ótese que el operador ti' = id + Lz2 conmuta con He por lo que si 1 y Er 

son los valores propios asociados a dichos operadores, éstos números cuánticos permiten 

caracterizar completamente al vector propio S = S (1, Ee ). Mas aún, el hecho de que 

Le y Hr conmuten permite asegurar que S es simultaneamente vector propio de ambos 

operadores y se podrá construir con el producto de los eigenvectores Fi (9" 92) y oí> (dJ). 

Como segundo punto construiremos las funciones propias Fi(cJ;I, '1'2) de Lz definidas 

por 

(B.2) 
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a partir de las funciones propias ¡mI) y iffi2) de las partículas individuales cuyos opera­

dores están dados por 

T IIyy7 \ ~ ......... ''''"''' \ 
"'-'zi I "/.'zl - I/{,t !'/&il (B.3) 

en donde m, son los valores propios del momento angular de cada partícula restringidos 

a ser enteros y Imi) están dadas por 

eim~q;. 

Imi) =-~ 
211' 

i = 1,2. (B.4) 

La teoría general para la adición de momentos angulares nos asegura que el vector propio 

del momento angular conjunto L" resulta del acoplamiento de los momentos individuales 

de las partículas L, a través de la expresión [46] 

Ij¡jzJl) = ¿ 1.j¡)2m¡m2) (jIj2mlm21 j¡j2jl), (B.S) 
mlm2 

en donde los coeficientes de acoplamiento de Clebsh-Gordan satisfacen 

a menos que m, + m2 = l. (B.6) 

Para el sistema que aquí analizamos las lÍc'1icas componentes no nulas del momento an­

gular son LZi por lo que JI = m" j2 = m2 Y 1 = j. De esta manera la notación en la 

ecuación (B.5) se puede simplificar y da lugar a la expresión 

F (1 ¡ \ 

1\<PI,'P2) = (n 7\ 
D. 1 ) 

que, junto con la ccnvención usual que restringe los coeficientes de Clebsh-Gordan a ser 

número;:; reale~~ permite escribir al vector propio del momento angular conlO 

F( ' ') el ¿ (i) 0 =--
1 ,1' , 2 (?_)2 

~h ml+mz=l 
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-
en donde el es Una constante de normalización determinada por la condición 
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Apéndice e 

Estados de energía negativa en 

sistemas periódicos 

Estimaremos el número total. N, de estados ligados para nuestro sistema con parámetros 

arbitrarios, utilizando una extensión para potenciales periódicos de un resultado general 

[47], válido para potenciales de soporte acotado. Un potencial de soporte acotado es 

aquél cuya integral definida sobre todo el eje real existe. Este criterio establece que N se 

halla en el intervalo dado por 

(C.l) 

en donde lImin < O denota el mínimo de 11(4)). La sustitución de el término dominante 

de la ecuación (2.43) en esta expresión conduce a la desigualdad 

" 2 < Jo{ < avl + p2 . . 'p) , 11 
xdx 

(1 - p) - - V o vl - p2 - 2pcos(2;TX)' 
(C.2) 

en donde K(x) es la integral elíptica completa de primera ciase [31] y los parámetros el 

y P están definidos en la sección 2.3. Nótese de esta expresión que N es proporcional 

a yIO:. así que tomando valores grandes de (1 el número de eigenestados aumenta. N 
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también crece cuando p tiende a 1: esto es, cuando ambos anillos se acercan. Más aún. 

en el caso especial en que ambos portadores de carga se encuentran en el mismo anillo 

(p = 1), ambas cotas dadas por la ecuación (C.2) divergen. y N también. Utilizando 

los parámetros materiales dados arriba para GaP"s. oOlJenemos 0CaAs = 3.5310 Y l'vT 
= 8, 

mientras que para InSb, cuyos parámetros están dados por 6 = 17.88. mI = 0.0l5me y 

m2 = 0.021me · obtenemos CllnSb = 0.544 Y N '" 3. lo que muestra que el estado base 

paTa InSb está f'..lenos ligado que en el Ga .. ';s. Debemos rnencionar que la estimación así 

obtenida de N para GaAs coincide con el valor numérico obtenido en la Tabla I. 

Probaremos aquí sólo la primera desigualdad de la ecuación (C.I). puesto que la otra 

se efectúa de rorma similar [47]. Obsérvese primero que el número de estados de energía 

negativa o ligados de la ecuación de Schródinger con potencial periódico V (x), dada por 

(C.3) 

coincide con el número de ceros reales (j de la función definida por la ecuación 

d
2
<p(x) = V( 'J' ( ) 
d 2 X<PX" 

.1: 
(C.4) 

con condición de frontera 

'P(-X ) = 1 . c, , (C.5) 

que están dados por 

j=1,2, ... , 'V, (e.5) 

en donde Xc es el punto para el cual V es mínimo. Este resultado se puede inferir 

notando que la solución de la ecuación (CA) tiene el mismo número de ceros que la 

eigenrunción de la ecuación (C.3) asociada al estado ligado con energía más alta, ya que 

su correspondiente eigenvalor es muy pequeño (-P7v "" O). y porque este estado tiene 
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exactamente ZV" ceros. 

L na vez teniendo este resultado. es útil construir una función para la fase e de la 

función cp(x). definida por la expresión 

1 dIO 1 -- = --tane. 
'P dx y . (C.?) 

siendo y una constante positiva arbitraria. Sustituyendo esta expresión en la ecuación 

(CA) obtenemos 

en donde e satisface la condición de frontera 

(C. S) 

fC 0\ 
\ .J/ 

Es importante percatarse que, de las ecuaciones (C.6) y (C.?), es evidente que cada cero 

de <p(x) corresponde a un polo de tane, es decir 

(C.lO) 

asimismo, de la ecuación (C.S) obtenemos de(sJ)/dx = y-l > O. El hecho de que V(x) 

sea periódico implica que <p( -xc) = cp(l - xc), Por tanto, de esta expresión sustituida 

en la ecuación (C.?) se encuentra que e(l- xc) debe ser un múltiplo entero de 11, el cual 

por la ecuación (C. ID) debe de ser exactamente e(1 - xc) = N1I. Finalmente. podemO:i 

acotar el lado derecho de la ecuación (C.S) para obtener 

(C 11\ 
. -'-.J...) 

puesto que el mínimo valor de (a cos2 e + bsin2 el, para toda 8, es min[a, b] que. junto con 
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• 
la ecuación (C.9), permite escribir 

¡ '-XC 1 
e(l- xc) ~ dxmin[-yV(x), -J. 

-XC' Y 
(C.12) 

Esta expresión junto con e(1- xc) = N1f se transforma en 

1 t N ~ 1f\,~ vD dxV(x), (C.13) 

después de haber seleccionado el valor especial y-I = J - Vroiw 
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