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0.1 Introduccidn

Actualente es cormin disefiar y preparar multicapas semiconductoras haciéndole capa
por capa atémica, con un estricto control en el envenenamiento por impurezas {dopaje)
v composicién Hegando & construir précticamente una por una cada capa atdmica, de
tal manera de que el tamano de éstas conste de unas cuantas capas atémicas. Con di-
chas estructuras se pueden generar dispositivos opticos y optoelectrdnicos muy eficientes
ademds de motivar la investigacién de nuevas e interesantes dreas en la fisica del Estado

i .3 Vo

Sélido v la Mecdnica Cudntica. Es decir. ademds del entendimiento de la fisica bésica

)

asociada al estudio de propiedades electrdnicas y épticas de las nanoestructurag semicon-
ductoras tales como pozos. alambres y puntos cudnticos, existe también interés debido 2

su importancia tecnoldgica.

nos restrigiremos a estudiar las propiedades electrénicas de un sistema exciténico de baja
dimensionalidad. Referencias importantes de revisién sobre excitones estdn dadas en las
referencias {1]-(3]. En particular investigaremos tedricamente una heteroestructura del
tipo II, esto es, una heteroestructura para la cual el electrén y el huece que conforman al
excitén se encnentran separados espacialmente. Tstos sistemas que exhiben separacion
espacial entre el electrén y el hueco tienen la ventaja de que st vida media es mayor que
la correspondiente a sistemas del tipo T en donde ambos portadores de carga comparten
la misma region de confinamiento [4].

La lteratura cientifica sobre excitones en estrucyuras tipo I es muy extensa [5!-[14]
por lo que solo mencionaremos a continuacién algumos trabajos representativos. Vird
v Del Sole [11] estudiaron el excitén en una heteroestructura cuando el electrom y el
hueco estdn confinados en la superficie de una esfera. Un ejemplo de soluciones tipo
hidrogenoides en una dircensién que han sido comparadas con resultados experimentales
se encuentra en ol trabajo de Corella-Madueno et al. [12] quienes variaron la posicion
relativa de la impureza en ¢l interior de un alambre cuantico. Los efectos del grosor de

anillos nanoscopicos en la energla excitdnica fueron analizados por Hu et al. [13]. Existen




Capitulo 1
Excitones en heteroestructuras

A continuacién revisamos algunas de las caracteristicas generales de los excitones en tres
dimensiones (3D). es decir. en medios sélidos sin conflnamiento, asi como su espectro de
energias y funciones de onda para los casos de confinamientos unidimensional y cuasiuni-
dimensional. Estos tipos de confinamiento se definirdn en la seccidn 1.2. Revisaremos con
més detalle este tiltimo tipo de heteroestructura, mejor conocida comoe alambre cudntico,
debido a que el confinamiento transversal al que se somete al excitdn es bidimensional y.
por ende, similar al confinamiento necesario para obligar al exciién a moverse en los aros

cudnticos que investigaremos en el sigulente capitulo.

1.1 Excitones en 3D

En los cristales aislantes o semiconductores, cuando se excita un electrén de la banda
de valencia hacia ia banda de conduccidn, en la banda de valencia se crea una vacancia
de carga positiva denominada hueco. En la figura 1-1 se ilustra esquersdticamente un
diagrama de handas que contiene solamente las dos bandas més importantes en el proceso
de creacidn de pares electrén-hueco, es decir, una banda de valencia y una banda de
conduceion. La interaccion coulombiana entre el electrdn y el resto de los electrones en

la banda de valencia se puede modelar como la interaccién entre un electrén y un hueco,



Figura 1-1: Fsquema de transicidn electrénica en el espacio & lejos de la zona de Brillouin.
La transicién de un electrén de la banda de valencia (BV) a una de conduceién {BC) se
efectiia mediante la absorcion de un fotdén de energfa hr dejando un hueco en la BV,

donde el hueco se comporta como una particula (o més bien cuasiparticnla, concepto
que se refiere a las excitaciones entre particulas individuales en un sistemna de electrones
interactuantes {241} con una carga positiva de la misma magnitud que la del electrén. Por
su parte el electron presenta una masa efectiva en el interior del sélido m,. debido a su
interaccién con la red cristalina de iones, v el hueco presenta una masa efectiva my, que
no es necesariamente la misma que el electrdn. Es posible crear un par electrén-hueco
excitando un electrén de la banda de valencia con un fotdn de energla hr. La interaccidn
coulombiana entre el electrén v el hueco une a ambas particulas de tal forma que el

sistema comptesto es neutro v a este sistema unido de particulas cargadas en un medio

[l

se le conoce como exciton. ot cual es andlogo al dtomo de hidrdgeno, con la diferencia de
que. en vez del protdn. hay un hueco positivo.
De hecho. los espectros de reflectancia y absorcidn de radiacion electromagnética

muestran estructura para energlas fotdnicas por debajo de la brecha. o gap. de energla.
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en donde se esperaria que los cristales fueran transparenves. Esta estructura es causada
por la absorcion de un fotdn. con la creacidn de un excitdn.

La energfa de amarre de tn excitén se puede medir de varias formas, entre las que
sobresalen:

1) En travsiciones 6pticas a partir de la banda de valencia. por la diferencia entre la
energia requerida para crear un exciidn y la energla necesaria para tener un electrén y
un hueco libres en la red.

2} En luminiscencia, comparando la energfa de recombinacién de la linea de electrén
y hueco libres con la energia de la linea de recornbinacion de excitén.

3} Por fotolonizacitn de cxcitenes. para formar portadores libres, el cual es un expe-
rimento dificil por que requiere una alta concentracion de excitones.

Mencionaremos los dos diferentes tipos de excitones: uno, conocido como excitdn de
Frenkel. el cual describe excitones en confinamientos pequefios v apretados, v el otro,
conocido como cxcitén de Wannier-Mott. para el cual el amarre es débil y la separacion
entre el electrén y el hueco es grande, comparada con el tamafio tipico de la red atémica.
Para el tamafio y tipo de confinamiento que nos interesa eu este trabajo, este dltimo
tipo de excitén es el adecuado, porque consideramos estructuras con confinamiento de
decenas de angstrons. Ya que los excitones de Frenkel son mucho mads localizados, éstos
podrian modificar su estructura inferna bajo confimmiento atn més estrecho.

51 consideramos un electrén en la banda conductora v un hueco en la banda de

valencia. amhos se atragran entre sf debido al potencial de Coulomab
b I

Vir 2 /e, (1.1)

o
i
]
4]
.
oy
3

en donde ¢ es 1a carga elécirica fundamental. r es 1a distancia entre las particulas y s es la
constante dieléctrica de apantallamiento del material. Aparecersn cstados confinados del
sistema exciténico. cuvas energias totales estédn por debajo de la energla de la banda
de conduceion. KEste problema es similar al stomo de hidvdgero, si la superficie de

energia para el hueco v el electrén es esférica. Por analogfa con el dtomo de hidrégeno
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(sustituyendo e® por €?/e v py por u.donde pyy v ¢ representan las masas reducidas del
sistema hidrogenocide y del sisterna electrén-hueco respectivamente). los niveles de energla
se miden con respecto a la parte mds alta de lags handas de valencla. v éstas estén dadas

por una expresién de Rydberg modificada

4
e
B, = B,
" 9 2RZe2p2
2
. e
- B S n=12,. (1.2)
EQematt

Agul 1 es el nuimere cudntico principal. ae.. = 7%/ e’ es el radio exciténico de Bohr v
G paL, H b

o= memy,/{(m. + my,) es la masa reducida del sistema, en donde m, y m, son las masas

(<%

efectivas del electrén y el hueco respectivamente. Una estimacion del orden de magnitu
de a... S¢ puede obtener usando la constante de apantallamiento £ = 13.13 y la masa
efectiva del electrdn m = 0.07m, del Gals [25], en donde m, es la masa del electrén. De
esta forma. g... = 190 Ex lo cual nos muestra que el tamafno tipico de este excitdn es
mucho mayor que el pardmetro de red. que es de orden de angstroms.

El estado base de 1a energfa del excitén se obtiene sustituvendo n = | en la ecuacién
{1.2). Por ciernplo. se han estudiado las lneas de absorcidn Opticas en éxidos de cobre
(CupO) a bajas temperaturas y se han encontrado que los resultados experimentales estdn
en excelente acuerdo con la expresion de Rydberg madificada [26].

El umbral del proceso de creacién de un excitén por un fotén de frecuencia w estd
dado por fiw > E, — (€*/ete,.}, donde E, es la brecha de energia y k= h/27%. donde A

es la constante de Planck,

1.2 FTxcitones en sistemas cuasi-unidimensionales

Los fisicos v matemdticos estdn interesados en sistemas donde la dimensionalidad sea
diferente a las tres dimensiones a las que estamos acostumbrados. En las dltimas décadas
ha sido posible fabricar estructuras semiconductoras que exhiben una dirmensionalidad

reducida cuyas propiedades fisicas han sido resumidas. por ejeruplo. en la referencia
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27]. En efecto. una estructurs cuasiunidimensional es aquella en la cual dos de las
dimensiones del sistema estdn restringidas a tamafios muy pequenios tales que los efectos
cudnticos en esas direcciones son importantes. Una definicién mds precisa de un un
sistema cuasiunidimensional implica que las particulas méds energéticas del sistema estdn
en los estados mds bajos de energla EY en las direcciones de confinamiento. es decir
n.m < 10. Par ejemplo. en el caso de un alambre cuintico infinito la energia de los
electrones estd dada por E, i = E9 1 2
real. Esta expresién de la energla muestra claramente el concepto de sub-bandas que son
una familia de parsbolas en & paralelas entre si. El caso més extremo de confinamiento
en dos direcciones es el de los sistemas cuasiunidimensionales en los que n v m toman
los valores mas bajos. Ejemplos realistas de estos sistemas son los alambres cudnticos
semiconductores, donde los electrones y los huecos son libres de moverse en un cspacio
unidimensional. En el Apéndice I de esta tesis se revisan brevemente las técnicas de
fabricacién de alambres cudnticos. Articulos de revision sobre alambres cudnticos se
encuentran en las referencias [4] y 28] en donde el primero es de cardeter experimental
v el segundo es tedrico.

En el sistema estrictamente unidimensional dende se desprecia completamente el grue-
so del alambre cudntico se busca una solucidn unidimensional en el Apéndice I de esta
tesis 0 = ¥(z) en vez de unsa solucion y = ¥(#) en donde 7 es un vector de posicién
tridimensional. El problema estrictamente unidimensional no es realista pero es intere-
sante desde el punto de vista de la fisica matemdtica v ha dado origen a controversias
que se iniciaron desde el trabajo original de Loudon [29]. En este punto es interesante
analizar las posibles analogias entre los sisternas excitonicos y los sistemas hidrogencides
con respecto a la dimensién. En 3D las soluciones de un excitén v las del dtomo de
hidrégeno son similares como se aprecia en la ecuacién {1.2) con la diferencia de que las
masas son diferentes y la interaccidn coulombiana se ve apantaliada a través de constante
dieléctrica que caracteriza al semiconductor. Sin embargo, en el caso estrictamente 1D el
sistema excitdnico se ha construido experimentalmente con materiales semiconductores

mientras que el sistema hidrogenoide requeriria de campos magnéticos muy infensos {30}

13



Figura 1-2: Se muestra un alambre cudntico en cuyo interior estdn confinados el electrén
v el hueco. Se muestran también la partes radiales de las funciones de onda asociadas a

estas paticulas.

lo cual estd fuera del tema principal de esta tesis.

1.3 Excitén en ur alambre cudntico tipo I

Revisaremos un modelo de un excitén en un alambre cilindrico cudntico con un radio

finito R como se muestra en la figura 1-2 que fue investigado por Banyai et al. [32]. Los

electrones v huecos estdn confinados en un potencial cilindrico y las funciones de onda se

anulan en las fronteras.

Se resulve la ecuacién de Schrodinger tridimensional

62

vh -+ Ve(f_‘;) -+ Vh(f"h) -+ V('?_”’; Fh) ETJ(?_”*G, ?7,1) = E@(Fe, Fh)

(1.3)

(1.4)

%



donde V(7.) v Vi{7,} son los potenciales de confinamiento del electrén vy el hueco, res-
pectivamente, debido al alambre. Para resolver esta ecuacién, si se toma en cuenta el
alambre es muy estrecho en la direccién p tal que las funciones de onda en esta direccién
permanecen en el estado mds bajo de energfa, se supone gue la funcidn de onda ¥(7, 7,
es separable y tlene simetria cilindrica en torno al eje z (I, = 0 o bien 5% /3¢ ='0Q).
Cambiando a coordenadas cilindricas {r.} — {p., ze, $, } para el electrén y similarmente

para cl hueco se escribe

U(7er Th) = 0l 0B 00 ¥ (7. 2) - (1.5}

Aqui ¢, v ¢y, sou funciones de onda del estado base de una particula, correspondiente

a la solucién de

z 4 - [ 8 3 i
#'-_wpe_;r + {/e (Pe) Qﬁe (pe) = Eﬂ@e (pe) H (16)

y similarmente para ¢, {p,) cambiando e -+ h, para el modelo de barrera infinita se

escriben esas funciones analiticamente

. ']0 (aUPS/R}

- , 1.7
VR {cn) (4.7)

Be (Pe)

en dende J,(r) es la funcién de Besse! de orden n. La energfa de confinariento corres-

pondiente es
G
¢ om R

(1.8)

Qg = 2.405 es el primer cero de Jy(z) == 0. El denominador en la ecuacion (1.7) es sélo
un factor de normalizacion de la funcién de onda.
Regresando al problema, se puede usar abera la eenacidn (1.6) para simplificar la

solucién. Svstituyendo la ecuacién (1.5) en (1.4), multiplicando por ¢ ¢y, e integrando



sobre el plano transversal. tanto para el elecirén y el hueco. se obtiene:

ﬁ? 62 ﬁz 62 + V (z 3 ‘l‘ ( 3z ) (E E E )‘LIJ ( (1 g
{Zer 2 e\Ze; Zp) = — fe — o (ze. 7). ]
Im, Oz2  2my, 027 ef ml h h Zes ZR) (1.9)

en donde

62 R <R w2 2
Vol 2) = e [ d d do, | dé
f( Zh) EQT:'2R4J£}(_O£0) /s Pe pe}{} P &P /I—‘ e Oy,

y Jeleop./R) Ji{cop,/R)

Hze - zh)z + (pe Cos ¢e - PR Cos @h)z + (pe sin éﬁ ~ P Sin@h)z]lfz
(1.10)
A%

Este es ¢l potencial efective para el problema del excitén cuasi unidimensional. Note-
mos que V,s es simplemente un promedio sobre la coordenada radial del potencial entre
e} elecirdn v el hueco, y depende sélo de su separacién. Con esto en mente, se pueden

utilizar las coordenadas de centro de masa Z y relativa =

Z = 2y~ . (L

en donde se supuso [32} que las masas efectivas del electrén y del hueco son iguales.
Como es usual, el movimiento del centro de masa describe el movimiento del exciton
como un todo. Aquf estamos interesados en el movimiento relativo. z, el cual determins
la energia de amarre. Esto nos lleva a:
RO

2 ‘8;'2*@(25} + V;f (Z) = Eb‘}gz; (112)

donde ahora By = F — E, — E;, — £, se define como la energla de arsarre. Aqui Ky, €5
la energla cinética del centro de masa del excitdn.
Ahora se calculan las funciones de onda vy las energias de amarre del excitén. lo

cual se consigue a través del potencial efectivo. Se puede resolver esta ecuacién de
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Schradinger con Vi (2} usando métodos variacionales. numéricamente o haciendo algune
aproximacion a Vs (z}. lo cual permitirfa una solucién analitica. En relacidn con este

ltimo método, Banyail et al. [32] eligieron la aproximacin siguiente

62

V(z) = W (1.13}

y ajustaron el pardmetro v de tal manera que se aproxime a la expresion de V¢ (z) dada
por la ecuacién (1.10}.
Usando el potencial e introduciendo las variables adimensionales p = za.

ey

ey \ ¥ .. 5 -
0= \/—-8m.E, /B v A= (e/Fey)/me/2F, la ecuacion (1.12) se convierte en

[Fprapit .
Lag” Pc+|PiJ 4

r

siempre vy cuando

p. = Bra, (1.14)

con lo que se muestra que el radio finito del alambre cudntico introduce una regulacion
natural {corte} del potencial de Coulomb en el origen. Las soluciones pares de esta
ecuacién (y en particular el estado base) estdn dadas en términos de las funciones W de

Whittaker [33], definidas como:

2{lz| + aR)\ .
#(el) = Wasa { f\& ) (1.15)
4 ETC
con la condicidn de {rontera
Wiz (1.16)

que determing A Aqui e, = £h7/ue’ es el radio de Bohr del excitén 3D. La funcién de
Whittaker puede definirse [33] por medio de

o,
[
fok
U

R—

I’V,\.yz Rit“ ) =
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Figura 1-3: Energfa de amarre exciténica E,/Fy como funcién del radio del alambre
cudntico R/Ge... Aqui Ey denota la energla de Rydberg.

Con este método se calcula la energia de amarre del excitén como funcién del radio
del alambre R. La figura 1-3 muestra la energia de amarre exciténico gue se incrernen-
ta fuertemente cuando decrece el radio. Debe notarse que los resultados matemdticos
mostrados en la figura 3 no son vdlidos para radios mencres que el radio limite para la
construccién de alambres cudnticos. Este radio limite debe ser del orden de unos cuantos

pardmetros de red del material en cuestidn.
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Capitulo 2

Wannier en aros

Excitén de

cuanticos

El problema central de esta tesis [18] es analizar un excitén de Wannier-Mott, en el cual
el electrén estd restringido a moverse en un anillo cudntico muy estrecho v el hueco a
moverse en otro anillo cudntico concéntrice v coplanar también muy estrecho. FEn la
figura 2-1 mostramos esquemédticamente las posiciones del electrén y el hueco en donde
usamos coordenadas cilindricas para describir sus posiciones. Como se mencioné en la
introduccidn se encontré gue las energfas excitonicas de una heteroesiructura tipo Ii
formada por dos alambres paralelos cudnticos son muy pequefias {del orden de meV)
1181, por lo gue es deseable pensar en una estructura similar con excitones de mayor
energla de amarre. Por tanto. la razon basica al proponer esta nueva estructura de anilios
cudnticos coplanares y coneéntricos es que. debido a su geometrfa acotada. la energla
electrostitica de interaccién entre el par electrén-hueco se incrementard con respecto a la
energla clecirostitica del par en los alambres cudnticos paralelos {19, lo cual a su vez se
espera que dé lugar & energfas de amarre mayores, las cuales son mds féciles de detectar
experimentalmente. Es decir. a diferencia del caso de los alambres cudnticos paralelos en
los que las funciones de onda pueden extenderse a toda la longitud de los alambres, en

el casos de los anillos paralelos la distancia méxirma de separacidn entre las funciones de
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onda del electrén y del hueco es del orden del didmetro del anillo mayor.

Es importante mencionar que dicho sisterna de electrén v hueco espacialmente se-
parado se verd favorecido por la presencia de una carga en el centro de los anillos. la
cual podria ser une impureza con una carga nete (de cualquier signo) gue produce un
campo eléctrico radial. Por ejemplo, si la impureza tuviese carga neta positiva. €l elec-
trén tenderia a confinarse en el anillo interior v el hueco en el anillo exteriror. El campo
eléctrico producido por la impureza también modificard los potenciales de confinamiento
que mantienen al electrén y al hueco en sus respectivos anillos. Es decir. los potenciales
de confinamiento totales que counsideraremos en nuestros calculos toman en cuenta los
efectos del potencial de la impureza, debido a la presencia de ésta los radios efectivos de
cada anillo estardn mss separados.

Fl procedimiento que seguiremos cousiste en plantear ¢l Hamiltonianc del sistema y
utilizar el hecho de que los confinamientos del electrdn y el hueco son tan estrechos que
las funciones de onda en las direcciones de confinamiento estdn en los estados mdés bajos
de energfa; esto permite plantear una ecuacién unidimensional de Schrodinger para el
excitén. la cual involucra un potencial efectivo unidimensional entre electrdn v hueco; este
potencial es el resultado de integraciones ponderadas en las variables de confinamiento.

A continuacién desarrollamos dicho potencial de interaccién en términos de mulfi-
polos. Supondremos que tanto el electrén como el hueco experimentan confinamientos
transversales en las coordenadas cilindricas radial p v axial 2z, ¥ por tanto permanecen
en sus respectivos estado base. Calcularemos las energlas propias més bajas y sus res-
pectivas eigenfunciones para la ecuacion de Schrodinger resultante que dependerd de la

coordenada cilindrica 9.

2.1 DModelo

En esta seccidn plantearemos las ecuaciones del sistema formado por dos anillos cudnticos

semiconductores de radios ¢; ¥ ag. respectivamente. Uno de los aros porta un electrén y
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Figura 2-1: Esquema de aros coplanares y concéntricos con confinamientos en v v z. Por
simplicidad sélo se muestran los grosores del aro externo, los potenciales parabdlicos de
confinamiento v las funciones de onda en la direccién y. ¢ indica el dngulo relativo entre
electrén y hueco. Los radios son medidos desde los centros de los aros.
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el otro un huecco. El hamiltoniano del sistema es
H=H+ Hy + Vi . (2.1)

donde H; y Ha representan a los hamiltonianos de las particulas pr v pg, los cuales en
coordenadas cilincricas se pueden escribir en la forma:

-1 a a & I
H = - — a0 + =% + = P ¥ ‘i ) "

M

.
I8~
S

P

en donde L., = ifd /di; son las componentes z de los momentos angulares individuales
con ¢ = 1,2 que pueden identificar indistintamevte al electrén o al hueco. V] son los
potenciales de confinamiente transversal que mantienen a las partfeulas dentro del alar-
bre. El potencial de interaccidn eléctrica electrén-hueco, representado en coordenadas

cilindricas, estd dado por:

62

Vins(7y = ) = - ‘ — 03
5\/EZL — zo}® + (py — 027 + 4?1#’253“{“%*‘“2)

donde e es la consfante de apantallamiento dieléetrico propio del material y ¢ = ¢, — o,
es el dngulo polar relativo entre el electrdn v hueco.
Nuyestro sistema cudntico estd gobernado por la siguiente ecuacion de Schrédinger de

dos particulas

en donde £; es la energfa total del sistema.

Ahora supondremas que las dimensiones transversales que caracterizan a los confina~
micntos de los potenciales Vi y Ve son muy peguenas y. como ocurre en el caso del pozo de
paredes infinitas, debido al incremento en la separacién de niveles energéticos resultard
muy dificil sacar a las particulas de sus estados més bajos de energfa [19] . Esto permite

asegurar que la funcion de onda w del sistema de dos portadores de carga es separable.



de la siguiente forma:

T{,’J = w%(plf 1 )wg{ﬂz»’&)ﬂ(@; s ®2}@(¢)

—
by
(@53

R

Aqui, ¥2{p;, 2;} son las funciones de onda de la i-ésima particula, donde el fndice O
representa el estado base y Fi(¢y, é,) son las funciones propias de la componente z del
momento angular total Lyo=Ly+1,a uya forma explicita se deduce v discute en el
apéndice B. Aqui J; = m, (O%|p?] €%, con i = 1,2, representa al momento de inercia
respecto al eje z de cada particula.

Pars obtener la ecuacion de Schrddinger exciténica para ®(¢) caleularemos la expre-
sidn

(BIUFi(y, 60) [H TILIFS,.6,)0(8) (2.6

J

que es similar & un braket excepto por el hecho de que la expresidn del lado derecho de
H contiene a $(¢) mientras que el lado izguierdo no. Esto causard que el resultado de
esta operacién atn dependa de ®{4)}, como veremos a continuacién, o que da lugar a
la ecuacién buscada. Al aplicar H sohre WSWSFi(6;, ¢o)®(¢) v muitiplicario por p?p2, se

obtiene:

G H ;‘I’? Filgn, 69)®())

” ... R TL @ b &
= “P?ﬂi‘l’z(ﬁz:zz)ﬂ(@n@z)(pf\@) Dy {})‘1‘““‘ (%‘é;}“) + 5,.2] ¥y

¢ 1 & 2] F°
AT F q)\m__,_m( A
Aratilon 2)F(9:, 92)® ) [Pz Fpy \pza‘ T Azt
L B, PP oL
o) (A + 5
+p21‘p§]{/m’c@1(r’:’ia 1)“1}2(}02 Zg}i"z((ﬁﬁ} Gy ) (0)

= g o Ee ¥ {py, 21)Ua{0g, 22) FY(y, 00 ) @ (D) . (2.

Aquf utilizaremos las siguientes ecuaciones de eigenvalores que cumplen los confina-
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mientos transversales del electrén v del hueco:

Zmu

{(18 o &F

\s. 90, 50, aﬁ)*WW*V( 2} Ul = Elgil, (2.8)

donde v = 1,2. De esta forma la Ec.(2.7) queda como

ﬁ? P 82) \
LU 80.31 " S &,2/ Fildhy, b9 )@ () + 02 8 Vine T, Ba Fi( by, 05)9 ()

= (pip3) (Et B B, U9 Fy (o), 00)® (&) . (2.9)

Sobre esta expresion hacemos actuar el Bra (785} notando que (pf) = (I? ]2 ).

para obtener:

2m < 2] 2l‘11>8¢1 1y, 05)P (@) +

R e “1’“>§~F(é G2)® (9) +
2m2 1}‘0! a¢§ AR PR .
(B0TY) 02 Vs Uy U) F By, 0@ ()

(p1) (02) (B: — E; — E3)Fi(y, 62)® (8). (2.10]

Ahora dividimos por {p?) {p2) v utilizando las variables n v ¢ se obtiene:

S T U A O o
T TE ot B E B NP B My S {(2.11)
my <P ! OEID g <,02> Od; Ly I;L 50

En esta ecuacidn [, = I1Ip/ (I + I3} representa ¢l momento de inercia reducide e fyy =

I; + I3 el momento total de inercia. Sustivuyendo la ecuacion (2.11) en la ecuacion (2.10)

se obtiene:

L 2o {"1‘01’2 AT,
— — F @ 5 F Q’) (
2 (th Ig,c (9@ ) Z(@;ﬁ(IDZ) (555 [p2> <p2> 1@y, Z} lﬂﬁ)
= (B - Ei — 52\}?&(@1: s 1@ (@), (2.12)
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¥ como e cumple

L.Fi6r,05) = IFi{61. &), (2.13)
en donde L. es la comporente en la diveccién » del momento angualar del par py — py. se
ohticne

Vos¥ (¢) = | B, — E} — EX Y (o). {2.14

")I aé + f \¢) ( 4 P 211’;01_‘) (@) N }

en donde { es un ntmero entero que representa el valor propio del operador E..

Aqui hemos definido el potencial efectivo V,y que es resultado de integraciones de

y 109, en las variables de

V,.x ponderado por las densidades de probabilidad %9}

confinamiento dado por

[0 P12 12 ., -
vo= [ 10 Vednddndn (2.15)

y también definimos ia energia exciténica £ como

72
4

E=EF,~E —~E, - , 2.16
t 1 2 ?-Iﬁuf, ; ( )
con lo que tenemos la expresién final

-—h2 &2@

donde E se obtiene al restarle a la energfa total las contribuciones de las energias de
confinamiento y angular.

Para obtener las energfas v las funciones propias del excitdén, basta con resolver
la. ecuacién anterior que. como se cbserva, tiene la forma conccida de la ecuacién de

Schradinger angular.
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2.2 Desarrollo multipolar

En este punto. restringirernos nuestro modelo a potenciales de confinamiento armdnicos:
sin embargo. el modelo es vélido para cualguier potencial de confinamiento transversal.
cuyas Integrales de momento scan conocidas y estén bien definidas. Para encontrar la
expaunsidn muitipclar del potencial es itil escribir la densidad de probabilidad asociada
al estado base del oscilador arménico bidimensional [34] en términos de sus desviaciones
estandar o, = ((27)%)0 — (&2 v 0 = ({0")%), — {¢¥)2 en donde (), indican los valores

esperados cudnticos en 1os respectivos estados base. es decir,

o(1,2)]° = [*@”*"‘ w9

2 2 2
_ g _ .0 —a =T ﬂ[ar;-—g%,
(7z1) (‘701 )é e (6.@;?‘? (9'92)
. e e 7 218
T 10 p T 220 02 ’
conv=1y2
Fs claro que [T5{1, 23} tiende a la funcion delta de Dirac (2 )8(22)6{p; — 01)6(pp — aiz)

1

Oen Op ¥ Op, tienden a cero [36]. Por esta razén podemos aproximar el

i

cuando o, .
potencial electrostatico dentro de 1a expresidn del potencial efectivo dada por la ecuacién
(2.15). por una serie de Taylor en torno al maximo de [¥o(1, 2} como funcion de o, o,

o, ¥ 0p, Obteniéndose en térrinos de las desviaciones estdndar la expresidn siguiente

e? Hop 05, 04,04,)
Vialg) = - 5270700 70 Tl
oA € (147 +k+ 1)
kel t
i
|
Gtk 1 { 2.10)
- Y e i Vs LT
V2
0100302 07, \ﬂzl — z3)" + ] + 05— 20102008 )
2 =0
::;tﬁ
pr=al
P02

donde los momentos estadisticos de la distribucidn estdn dados por

1{60,, 00y, 0215 / [ / f dp,dpydzydas %
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O30S L (o~ a1 (0 — 2 (2.20)

Calcularemos primero las derivadas respecto a z; v 2o, €8 decir

;}kﬂ-?
By
dzf 8,22

- ; ﬁ~1,’2|
{2y — 22)" + Y + Py — 2Py P05 COS O] | , (2.21)

]

Iy =rg=0

pero si definimos W2 = g2 + p2 - 20,0, C08¢ v £ = 21 — 2, osta expresidn se convierte en

SRALE DR RS

o It ¥+ ok 2 - 2p, 0y cOS )| -1/2) (~1) - o W
ToRALl LAEL T 22 LT g P03 COS Q| =
szaz; |21 =g =0 dtk
(2.22)
y sl ademds s = £/W, entonces la ecuacién (2.21) toma la forma
i ak-i_—i - —1/2 “\.f.—,—i r ) 1/21
(—1}) T, [+ W ] = B+ | l (1+ 8 ) J
(u ) E}R-H 1 1/21
T W BgE | W (1+s° ) (2.23)

Sabemos que la funcidn generadora de los polinomios de Legendre [36] estd dada por

j;if%(x)tnzz(1f~2xt%-§)“wz, (2.24)

n=0

asi que tomando z = 0 y ¢ = sen¢ en (2.24) tenemos gue las derivadas en la ecuacion

(2.23) se pueden escribir como

o 2, 2 112
—— (2 — ) + 01+ p5 — 2pyp, cos @)1 !
33,]?622 ) s =tn=0
-1

= e B 0P (0)

(- 1)* (k= NPy (0) e
IR ( (2.25)
(o + 03 ~ 2mppc08 ) 2

Ahora calcularemos las derivadas respecto a gy ¥ p, indicadas en la ecuacion (2.19),
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las cuales se obtienen derivando la ecuacidn anterior, es decir,

ikt U Pt o O Youpy s mllei
e \»G — 2 T M 2 12 ~Ve5 Jl P
az§6z§8pl8p§ 1;:1“»—3;]”321%2
&+ (=1 (e DIP(0) | -
_ ‘+ =3 i . (220}

Op\0p% (g3 + g3 — 2p,p, cO8 ) 2

TP, PG

Sea uw = (py/p) — ap/a1) para que la expresidn en ¢l denominador de (2.26) pueda

escribirse coma

/ e \ 2
1+(’02) 2—'?200341: = u2+2u{%ﬁ~003¢)+1+(~a—%\ ﬁzﬁgcosé
0y e @1 al} o
= ¢ (v2+2v (—n—_cos@\Aml\‘, {2.27)
\ L 01 /

en donde ¢ = 1 — 3% cos ¢ + (-2-3-) y donde v = u/q. En términos de estas nuevas

variables, las derlvadaa con respecto a p en la ecuacion (2.26) se pueden reescribir como

ai+3

Y Bl i)
e b7 2 cos 23
87,003 (Pl P, 2P1E2 ) | p=e
h-4-d 1
8f+3 ks 2 — -3
= se (1 + 229 o)
e} dps, o £1 /
el 1
F —T 3
_ 2 e 89 (1+H 2,6_}3608@>
8101 3}92 \ Pl 1
. e 1
S . —{k++1} & r 3T
= ——p Gty T 12y cosd— — | + 1 : (2.28)
Opi CN a

Por otra parte. se conoce que la funcidn generadora de los polinomios de Gegenbauer

(35] tiene la forma sigulente

o (541 -
{ = ZhnT 2. hi<, (2.29)
VE(L+ R =202y

en donde T (z) son los polinomios de Gegenbauer [36]. Si tomamos 8 = (k+1)/2. h =7
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vz = [cosd — {az/ay)) /g, la funcién generadora de los polinomios Gegenbaver queda

entonces comao

_Eti o1

olk+ly2m (%—:Z + %) [ ) (COS@ — ﬁ} 1" i3
VT f ¢ j

s st fCOSQ— 2
- Son (245)
q

n=0
~ER 1,
- ) c_ on 2 3,
ey o [, (o) s
S i i ) S A GRC VAN [ O

{=0

Nétese que el hecho de que A = v < 1 hmplica g > py, lo cual siempre puede hacerse
sin perder generalidad en nuestra deduccidn. Desarrollando en serie de Taylor podemos

identificar cada una de las derivadas con los polinomios 7 (2); esto es

Al Ly
= 2 5
ﬁ[z__ﬁw § B LI *(jg)

" BT ()

Asf gue la derivada dada por la ecuacién (2.28) queda como

) N F ‘ £ _ _) ~ T3 %
& —(A+z+1)‘1’ Frirl) éj_ o v kcos@ /4
o0 (go) O I q

— _(k+£+j+1)ip—{k+f+j+l) MLT% M (2 32)
T e T -

en donde la derivada respecto a la variable p; da como resultado

; ; . T
& 1 \J}'T-’L*L‘tTL}‘ {*1)

B pgl+k+z+1g[p1:al pi+k+i+ (A
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Sustituyendo la ecuacidn (2.32) en la ecuacidn {2.28) obtenemos

i+g ( )ffch**ﬁw
—— (] + 05— 2pyppc08d) 2 P
0,0, i
i+ k+])

gL+§+j+1 Jtk+idr+1 (j+ + )'i

=1 4 feosg — &
x! VT ;% (W%&) . (2.34)

| BRADRT (55 1) ?

\/

Finalmente. sustituyendo la ecuacién (2.28) en la ecuacién (2.34) v a su vez en la

expresion para Vi dada por la ecuacién {2.19), cbtenemos

shded -
N 10,20y 0215 0z (1) (k + )P (0)
Velg) = WZ 20e+iy/2m (KA e B g a2 -2 U
ey (+k+1 Ea1 ai - Alg04 COS @ -+ a3 )
7 acosp—m Y (2.35)

7 ; -
\/o,f ~ 2ag0) COS ¢ + a%j

A continuacién caleularemos las integrales de momentos dadas por la ecuacién (2.20)
utilizando las distribuciones de probabilidad, que en términos de las desviaciones estandar

va mencionadas. se escriben en la sigulente forma

exp ( — (Pl—%}z )

P L S ) 2,
g (1)] - (2.36)

}!
exp <_§§2_ . ﬁ’_ﬁ}'_;}_?)_z)
2 = = LA (2.37)

MO g, Oz

Cabe mencionar que aun cuando ne existe solucién analftica para los csciladores
bidimensionales fuera del origen. la solucion unidimensional dada por la ecuacion (2.37)

es una buena aproximacidn cuando ay >> o,
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La ecuacidn (2.20} toma la forma

X

ooy = [ [ [ 2R

JO e 7'6710'472
'ZI 2'2 {pr— o) (Pz )j

ps
"TO’pl O-Pz
/
e | f; dpadz;das, (2.38)
T 2 }

Separando las integrales en variables independientes y utilizando la siguiente identidad
37]

.2
oo € +a”—‘*«-> Tk 4
j/ Xp( "?:?1 Zde: g \,EF(Q.{-Q)? k par

oo Tz Y k limpar

en donde I es la funcién gamma [38]. De forma similar, se tiene gue

(Pl*al)z ; )
= exp (-0 ) . s o it
& —o)dp = LT =)y 2 ,
/ e o= 5 ( )+ w(%, ),
(2.40)
en donde v es la funcidn gama incompleta la cual estd dada aproximadamente por

I'((z+4 1j/2) cuando a4y >> ¢,,; es decir, la ecuacién {2.40) se reduce a una expresidn
similar a la ecuacién (2.38)

1. Ast, la ecuacion (2.20) toma la forma

of PEEEN i1 o) +1
[ Zr () Tar (59 BT () U (),
! (Cfppffpzﬁﬁ,:lgﬂsg) = % k, 1.1y 7 son todos pares . {241
0, €1 Otro Caso

De esta manera, sustituyendo (2.41) en (2.19), obtenemos

N = f DT+ Hr6+5T0G+35)
Verld) = E}; 2T (o + 1+ &)
ij

(_1)41.—?. {-Jj}{(()!" 4 22 } ZGQLO.EZ 0.22 O.Z;

E1 TR P P
(7 + 2k +20)1a? (of — Zagay cosg + %)LH‘H”
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T;w.e Q) COs @ — dg
27 ,
ﬁ% - 2012&1 cos g -+ Q%

B :Eiz(gk_ 1420 — 1120 — 1127 — 1)1
rFEt (5 9k 3 22

ighl

(—1" (Z)(2k + 20 — DloZoo¥ 5% 5% §
{(af ~ 20905 cos @ + a%)k"””"f‘*%

T;;I {/ = O COS (25 — a2 . (242}
\ V4 — 2050, cosd+af / 2-42)

en donde hernos usado el hecho de que sélo los mornentos pares con respecto a k y { son no
nulos, asf como el valor P,{z) = (—1}"{2n— 1}11/{2n)!l. Si desarrollamos V,; para tomar

en cuenta el término dominante y s6lo los primeros términos correctivos, obtenemos

{2, 3 23
. \ - Ug ka1~€~2<7'pu
o) = AL varare
6\/a1 ~ 2030 cOS P + o5 4Gy (a% ,}.(;?)1/2)
5 24 3.2
0%, + o2 o> (a2+55p2)
— <2 z2 R D W
4
2(a? — 2050, cos ¢ + a2) 2 (a + o2 /2)
2

2
2
[(3cos? ¢ ~ 1)a? ~ dasa) cos ¢ + 20%“) _ (9.43)

(a? — 2030 cos @ + a3 )?

Aqui se observa que para el punto en donde la interaccidn electrostdtica es més grande
. 1 . : : ; tal
{cerca de ¢ = 0), si o, ¥ 0., decrecen o o, ¥ 0, se incrementan, entonces el potencial

coulombiano desnudo, o término monopolar {—e?/ef(¢)) aumenta. en donde 3(¢) =

V62~ 2asay cos ¢ -+ 63, El segundo término dentro del paréntesis en (2.42) corrige la
maguitud de la contribucién monopolar para o, 3 0. Nétese que despucs del término
monopolar dominante hay un término del tipo cuadrupolar, que va como 3{¢) . La
ausencia del término dipolar se debe a la simetrfa del estado base |¢4(1, 2}i? con respecto
a los centros de los anillos, la cual sélo serd vdlida para anilios delgados (o € a1, e2). En
efecto, si los anillos fueran més gruesos la atraccidn electrostdtica entre sus densidades de

carga inducirfa momentos dipolares en cada una de estas distribuciones. En la vecindad
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de ¢ = 0, en donde la interaccidn es mds fuerte, el término negativo proporcional a las o's
compite con el término positive proporcional a las O‘}%’S. Los signos de estas contribuciones
se explican con base en los siguientes argumentos. Al redistribuir la densidad de carga
frontal aumentando las o2's se obtiens uns distancia promedio efectiva mayor. entre g,
¥ gg. ¥ por ende una interaccion més débll. En contraste. al redistribuir radislmente la
densidad de carga aumentando las af,’s se produce una interaccidn mds fuerte, debido al
hecho de que el potencial entre la parte interna del anillo exterior de carga y la parte
externa del anillo exterior de carga domina sobre las cargas localizadas en las partes

externa del anillo grande e interna del anillo pequerio.

2.3 Soluciones numéricas y resultados

Supondremos cue los confinamientos se escogen de tal forma que o = 0., = o, =
1 i1 E]

Op = 0p,. Sisustituimos Viz{¢) de la ecuacidn (2.43) en la ecuacion (2.17) obtenemos

la ecuacion excitonica

2

2,
e

.

1

de’ V149 —2pcosg
2.2 I 2 . : 2

o™ (p® 4+ 30" /2) [3cos* @ — dpcos g + 2 1 ,

(i / )_ ; 1Y P ] @(@)

o - o’ +O”'°'(1+3O"2/2)
{1+ p%--2pcos o) (24 07)

(2p% + o)1 + p* - 2pcosd)?
- £, (2.44)

en donde hemos introducide los pardmetros adimensionales

o = 2I1,6%/(eh*a;)

£ =— (2I,E" /1)
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p=afa;

o =cfa

I, = mymaal (1+ %) (p% 4 0} /{my (1 + %) + ma(p® + 0%))

Puesto que ¢ es una variable angular, tiene que cumplir que ®{¢-+27) = &{¢). Como
puede observarse los coeficientes de la ecuacion {2.44} satisfacen esta condicién periodica,
por 1o que con base en el teorema de Floquet [40. sabemos que tiene una solucién con el
mismo pericdo. El hecho de que Vep{¢) sea par en ¢ nos permite separar sus soluciones
en eigenfuciones pares e impares.

Debido a que nuestro sistema define un problema de condiciones de frontera periédi-
cas. resolvernos numéricamente la ecuacion (2.44) utilizando el método de “dispare”™ (sho-
oting) {39] para el semiconductor AsGa, cuyos valores de pardmetros fisicos son € = 13.13,
my = 0.07m, y ma = 0.12m,, {m,: masa del electrén) y para las dimensiones y gruesos
de los anillos a; = 800 A, ap = 400 A, & = 50 A, 40 A, 30 A. Usamos los sigulentes

tipos de condiciones de frontera

@(0} = ®(2r) = 0 para eigenfunciones impares (2.45)

}1"
P(0) = &(2r) = A # 0 para eigenfunciones parss, (2.46)

las cuales toman en cuenta la periodicidad de ®{¢). Esta condicién periédica para ()
hace que esta funcidn no sélo se anule en @ = 0, sino que también en ¢ = 7, cuando 7 es

par. Similarmente. la misma condicién hace que $,(¢) sea simétrica no sélo con respecto
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a @ = (), sino también con respecto a ¢ = =, cuando n €8 par.

Encontramos un numero finito de estados de energla negativa que resultan ser ocho
para los valores de pardametros dados arriba. Calculamos todas las ®,,{&) tales que las
condiciones de frontera correspondientes. ecuacidn (2.45) o ecuacién [2.46). se satisficie-
ron con una precisidén de hasta seis érdenes de magnitud y, asimismo, con una precision
de hasta tres érdenes de magnitud, se verificé que se cumplieran todas las condiciones de
ortogonalidad.

Calculamos la magnitud de las energias propias negativas, que se muestra en la tabla
1 en unidades de meVs. Nétese que la energia del estado base es aproximadamente 1.5
veces la energia de un excitén en un alambre cudntico 1D, para el mismo semiconductor y
el mismo grueso [32], aunque seria méds apropiado comparar esta energfa con un sistema
de dos alambres paralelos, en donde el electrdn se halla en un alambre v el hueco en €]
otro, Para este dltimo sistema tipo Il de dos alambres cudnticos paralelos se encontré
que las energfas de amarre soh mucho més pequefios siendo del orden de 0.7 meV. Es
decir, el hecho de que el sistema de alambres cudnticos se “doble” sobre si mismo origina
un incremento de la energla de amarre por un factor de 20 a pesar de que los alambres
forman anillos de radios a; = 800 }i v as = 400 E‘x que correspouden a circunferencias de
longitudes de 4800 A v de 2400 A aproximadamente. Este sistema de electrén v hueco
separado espacialimente tiene una energla de amarre mds baja para la misma distancia de
separacion, que es de un orden de magnitud méds pequeha que la de los anillos concéntricos
[19]. Esto es una consecuencia de que los anillos cudnticos son estructuras més confinantes
en comparacion con los alambres cudnticos. Es decir, la funcidn de onda en un alambre

tiene més “espacio” a lo largo de la direccion “libre”.
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Tabla. Energias propias exciténicas en meV como funcidn de los gruesos de los aros para
Ga As con pardmetros fisicos ¢ = 13.13, my = 0.0Tm, y ma = .12m. (m. es la masa del

electron) y geométricos: ap = 800 zg.., an = 400 1(—'; o =50 f& 40 Ay 30 j«‘

Es importante mencionar que nuestro sistema debe comportarse asintéticamente en
forma similar al de los alambres cudnticos paralelos estudiado en la referencia. [19]
cuando a; v a» son mauy grandes manteniendo d = 0, —~ ap constante. Para analizar este
caso extremo utilizaremos un resultado del Apéndice 4.2 gue muestra gue el nimero de
estados de energia negativa N es proporcional a IV o /a. el cual a su vez estd dado
aproximadamente por o & @3/a;. De esta manera, sustituyendo ap por d ¥ tomando el
Hmite aq; — oc encontramos que NV diverge, por o que el nimero de estados de energd

negativa no es finito, esto mismo ocurre en el sistema de alambres paralelog [18]. Lo
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Figura 2-2: Figenfuncién para el estado base ®5 como funcion de ¢/27 para a; = 800 A.

0 0
ap =400 A Ay o =40 A.

anterior sigrifica que la densidad de estados ligados en un intervalo de energlas negativas
debe aumentar considerablemente en este 1fmite.

Obgérvese en la tabla que al aumentar n el sistema tiende a ser degenerado, de tal
forma que &y, — &onui. 10 cual se esperaba porque cuando aumenta la energla cinética
el potencial Viy puede despreciarse y nuestro sistema comienza a parecer un rotor plano.
Como es bien conocido en un rotor planoe existen eigenestados con momentos fim y —hun,
los cuales son degenerados en pares, y cuyas eigenfunciones puede expresarse como estados
pares ¢ impares, dados por sen({¢/27) o cos{¢/2w). Las eigenfunciones de los estados de
energd negativa se grafican en las figuras 2-2-2-8. En el estado base se muestra céme
(®gl tiene un pico mmuy pronunciado localizado en la vecindad de ¢ = . Los sigulentes
eigenestados tienen més picos, pero aun se nota una clara tendencia a ser atrafdos hacia el
punto ¢ = 0, en donde estd el centro de fuerza. Se debe mencionar que las eigenfunciones

casi no cambian para los tres valores de ¢. perc (E,| crece un poco como funcién de
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Figura 2-4: {gual que en la Fig. 2-2 pero para ®,.

Figura 2-5: Igual que en la Fig. 2-2 perc para ©;.
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Figura 2-6: Igual que en 1a Fig. 2-2 pero para @,.

Figura 2-T: Igual que en ia Fig. 2-2 pero para @s.
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Figura 2-8: Igual que en ia Fig. 2-2 pero para ®s.

Figura 2-9: Igual que en la Fig. 2-2 pero para 7.
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Capitulo 3

Conclusiones

Investigamos tedricamente un excitén de Wannier-Mott, en el cual el electrén estd res-
tringido a moverse en un anillo cudntico muy estrecho y el hueco a moverse en otro anillo
cudntico concéntrice y coplanar también muy estrecho. La investigacidn en este arre-
glo novedoso fué motivada por el interés de obtener energias de amarre mayores a las
obtenidas ¢n un sistema similar formado por un excitén con un electrén en un alambre
cudntico v el hueco en otro alambre cudntico paralelo. Este sistema tipo II tiene energias
_exciténicas muy pequefias siendo estas encrgias del orden de wmeV [19].

Encontramos para nuestro sistema. de electrdn v hueco separados espacialmente, una
ecuacicn excitdnica unidimensional para la coordenada angular relativa. Supusimos que
en las direcciones de confinamiento tanto el electrén como el hueco se hallaban en los
respectivos estados bases de sus potenciales parabdlicos. Efectuamos un desarrollo mul-
tipolar del potencial coulombiano efectivo de interaccidn. Este método podria utilizarse
para cualquier otro tipo de confinamiento, conduciendo a diferentes expansiones multi-
polares.

Mostramos que las contribuciones de los anchos de los anillos en el potencial efectivo

de interaccién son diferentes; pues existen términos en su desarrolio multipolar que de-
2

=

bilitan el potencial efectivo {aguéllos proporcionales a o7's) mientras que otros tienden a

fortalecerlo (aqueilos proporcionales a o2’s).
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Aplicamos nuestro formalismo a sistemas reales para obtener las energfas propias ne-
gativas. resolviendo numericamente nuestra ecuacion central para un conjunto de valores
especificos v realistas de nuestro sisterna de anillos coneéntricos. Las energfas as! obteni-
das resultaron ser aproximadamente 1.5 veces {32] la energfa de un excitén en ur alambre
cudntico 1D del tipo I para el mismo semiconductor y el mismo grueso v 20 veces mayor
que la energfs del sistema tipo II de alambres cudnticos paralelos arriba menciopado [19].
Iste resultado sugiere que en este sistema es mds facil detectar las eigenenergfas. no adlo
porque éstas son mayores, sino porque el exciton es mds cstable en una hetroestructura
del tipo II como la aqui considerada, y por tanto. su vida media es més larga.

También encontramos las funciones propias correspondientes a los estados de energia
negativa y dimos un criterio para encontrar el nimero total de estos estados para sistemas
con potenciales periddicos como el nuestro (Apéndice i1 -

Esperamos que nuestros resultados sirvan de gufa en la construecion v estudio experi-
mental de sistemas con simetria citindrica, en los que el electrén y el hueco se encuentran

separados espacialmente.
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Apéndice A
Fabricacidon de Nanoestructuras

Aqul inclufmos tres apéndices abocados a revisar temas que. sl bien son de interés en
funcion del tema central de esta tesis. su inclusién dentro del cuerpo principal de este
trabajo serfa un disgresidén que distraerfa a el lector de la secuencia de temas. proce-
dimientos v resultados principales de nuestra investigacidn. En efecto, por una parte.
la revision breve de algunas de las diversas técnicas de fabricacién de heteroestructuras
nos permite apreciar la plausibilidad del nuevo tipo de estructura que se propuso en es-
te trabajo tedrico, para la cual calculamos sus eigenestados, ensegnida construimos las
funciones propias de la componente z del momento angular total de dos particulas y por
Gitimo. el criterio para el mimero de estados ligados aplicado a nuestro sistema nos dars
una idea del comportamiento de nuestro sistema para otros serciconductores v distintas
dimensiones a las utilizadas en nuestros célculos.

En los ahos 60s los transistores que operaban como elementos de rmemoria tenfan
longitudes de fracciones de milimetro. Desde entonces se ha logrado la miniaturizacion
de estos elementos, de manera que hoyv en dia se les puede encontrar en tamafios de
fracciones de micra.

La finalidad de esta seccion es describir las diversas téepicas implementadas en la
fabricacidén de semiconductores microestructurales. Estas técnicas son extrapolaciones

de las utilizadas en la preparacion de circuitos integrados. ya sean de Si o de GaAs.
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La fabricacién de una microestructura con fines de investigacion éptica o electrdnica
requiere de la preparacidn de un substrato semiconductor. e incluye la aplicacién de
diferentes métodos para modelar diferentes capas. alternar propiedades electrénicas u
Gpticas en posiciones preselcecionadas del material, conformar contactos electrénicos o
conductores, abadir o remover material de la superficie v proteger las superficies libres

de las estructuras terminadas de ataques guimicos o eléctricos [41).

A.1 Litografia

En esta técnica, la superficie de un semiconductor se cubre con una capa dura de algtin
material orgdnico polimérico. Estos materiales juegan un papel muy importante en la
fabricacidn de pequefias estructuras y de circuitos integrados. El espesor de la pelicula
{de 0.5 a 2 o) se controla a través de la concentracién del monémero en el solvente. Fl
endurecimiento se lleva a cabo cuando se calienta por unos 10 minutos a temperaturas
del orden de 160 °C. Existen dos tipos de peliculas: resistentes positivos y resistentes
negativos. Ejeruplos de los primeros son las sales corurnes, v de los segundos se tienen a los
compuestos calcogermuros (As-S, Ge-Se). Cuando el material resistente positivo se expone
a la accion de la luz. o de un rayo de electrones, se descompone en particulas orgdnicas
mds pequefias. que pueden disolverse con mucha facilidad con solventes adecuados que
no atacan a las zonas no expuestas. En contraste, los resistentes negativos se endurecen
mas cuando son expuestos a la luz, por 1o que los solventes atacan aquellas zonas que
han sido expucstas a la accidn de la luz.

El tinico {mite natural para transferir un patrén con la mayor fidelidad a un substrato
mds pequetic es la longitud de onda de la luz, que para la luz visible es de 0.4-0.8 um v
para los rayos X es de 0.01 pm. Por este motivo, suelen utilizarse estructuras adicionales
a los bordes para que interfieran con la luz difractada, con la finalidad de lograr un
coniraste exacto en el material resistente.

En el disefio de microscopios Opticos de alta resolucidn, se utilizan lentes magnéticos

controlados por computadoras que gufan ¢l haz de electrones. Este dispositivo puede
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utilizarse para dirigir el haz sobre un material delgado cubierto por una capa resistente.
Mientras més elevada sea la energla del rayo electrdnico. mds fino es el enfoque, v se
facilita lograr un punto muy pequenc en la superficie. Este proceso, sin embargo, tiene
sus lmitaciones. ya gue los clectrones primarios alcanzan energias tales que interactian
con la pelfcula resistente, de manera que forman una cascada de electrones secundarios
con energla suficiente para romper otros enlaces que debilitan la pelicula. Esta reaccion
limita el uso de esta técnica con dimensiones de 0.02 um.

En aigunas ocasiones se han utilizado lones en lugar de electrones. con los cuales
se consigue una resolucion del orden de (.01 pm. aunque se ve reducido, en genersl, el
intervalo de penetracion de la superficie de pelicula resistente.

La principal diferencia entre la técnica optica {rayos X) y la litogrifica es la rapidez

-

de Ia primera, ya que nasta con exponcr ia méscara & un destello para imprimirla cn e

D

substrate, mientras que la técnica litografica equivale a redefinir toda la méscara. Las
mdscaras Opticas pueden hacerse, fabricarse y repararse usando las técnicas de rayos de
electrones. Detalles de este método pueden verse en la literatura [41].

Después de haber removido las partes débiles del material resistente, hemos alcanzado
la etapa donde un patrén se ha copiado en la superficie. Este patrén serd tan profun-
do como el material resistente, es decir, se espera que los solventes hayan sido capaces
de remover todo el material resistente debilitado. De hechio, uno de los principales de-
fectos encontrados en dispositivos y estructuras es la incompleta remocion del material
resistente. Ahora quedari la posibilidad de explotar este patrén de diferentes formas:
el material subyacente puede ser removido por diferentes formas de grabado. Muchos
materiales, como metales. dieléctricos o semiconduciores. pueden ser depositados cre-
ciéndolos en dreas seleccionadas. Las propiedades eléctricas pueden ser aiferacas por las
técnicas de Implantacién de iones. Estas son las opclones que someramente discutiremos

a continuacion.
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A.2 Grabado

Existen dos formas principzles de grabado: por medio de soluciones guimicas v por
plasmas. Cada una tiene sus ventajas y desventajas.

El uso de las scluciones quimicas ha sido 1til desde los inicios de la fabricacion de los
circuitos integrados. La cantidad de sustancias alcalinas y deidos que se utilizan es muy
amplia. asf como sus propiedades: algunocs atacan al material de manera isotrdpica: otros
son Touy sensibles a los planos cristalinos. Este método es muy simple, v es mds confiable
cuando ge trata con rasgos gruesos v separados. En algunos casos, las soluciones quimicas
producen franjas de interferencia generadas por las capas delgadas de pelfculs resistente,
las cuales sirven como una gufa para saber cuando se ha removido completamente la
pelicula.

Las exigencias en la calidad de grabado han dado una importancia relevante al uso del
método de plasma. En este caso se utiliza una cdmara que contiene gas {cloro, metano.
etc. ), donde los radicales atacan en forma diferenciada a las partes del semiconductor y
al material resistente. También aqui encontramos algunos agentes que atacan isotroépica-
mente, y otros 1o hacen en planos especificos. Las variables importantes son: composicidén
del gas. temperatura, potencia de radiofrecuencia, voltajes aplicados a los radicales y ra-
z6n de fiujo. Una de las desventajas de esta téenica es que los dtomos del plasma pueden
penetrar algunos nanémetros en el material. cambiando el perfil de dopaje. Sin embar-
go, la versatilidad y relativa simpleza de esta técnica permite producir estructuras més

elaboradas, diz con dia.

A.3 Implantacién de Iones

Ll propédsitc de esta técnica es el de crear capas conductoras de alguna polaridad deseada
(transporte de electrones o huecos) o proporcionar capas no conductoras {implantacidn
de hidrégenos). Este proceso conlleva algunos inconvenientes. Al implantar iones. par-

ticularmente iones pesados, se rompe la periodicidad de la red, lo cual hace necesario

47



recocer la muestra, para dar oportunidad a los iones de reacomodarse. Estudios de TEM
( Microscopia por Transmisién de Electrones) revelan que. a veces. son necesarias varias
etapas de recocido [42]. En ocasiones, las temperaturas v tiempos necesarios en este
proceso producen pérdida de elementos en cantidades inaceptables, de manera que se
debe depositar una capa para proteger la superficie durante el recocido. Ctro problema
inherente a esta técnica es la penetracidn de los iones a grandes profundidades. destru-
vendo capas sensibles en profundas partes de el material. Puede verse una discusion de
esta técnica en Morgan v Eisen [43] v Sealy [44].

Actualmente se hacen estudios combinando implantacion de iones v litograf{a, con los

cuales se puede modificar s6lo una parte de la super red [45].

A.4 Metalizacion

La principal forma de depositar un metal en una drea seleccionada se conoce como “lift-
oft”. En esta técnica se deposita por evaporacion una pelicula metédlica (o de una aleacion)
schre el modelo grabado en la superficle. En las dreas donde la resistencia ha sido
removida. el metai hace contacto con la superficie subyacente. De otra forma, ésta
cubre al material resistente. Posteriormente. se usa un poderosc sclvente para remover
el material resistente y levantar con él al metal que lo cubre. Una metalizacion efectiva
depende de una buena adhesidn del metal superpuesto al semiconductor, por lo que
puede ser necesario un recociriento posterior. A esto debe afiadirse la necesidad de
tener contactos 6hmicos o tipo Schottky. Los materiales tradicionalmente usados para
formar comtactos ohmicos en materiales tipo n, como GaAs. incluyen aleaciones de Au-
Ge-Ni. log cuales tiener un bajo punto de fusidn. El germanio ayuda a formar capas
adyacentes a la capa de contacto. El niquel fdcilmente forma una aleacién con GaAs y
el oro proporciona una fuerte adhesién entre la superficie y los alambres de contacto. En
casos especiales, puede usarse Ag Pd en lugar de oro. Los contactos de materiales tipo p
usualmente incluyen Zn en lugar de Ni y Ge. Donde se requieren contactos tipo Schottky

se tiende a usar metales refractarios que incluyen aleaciones de W y W-5i. va que estos
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maveriales resisten reacciones quimicas y, por tanto, sélo ocurren cambios menores en su
morfologia v sus propiedades eléctricas durante los {ratamientos térmicos requeridos. Las
técnicas para formar contactos retal-semiconductor se basan en desarrollos pragmaéticos
y unas cuantas reglas empiricas. Los comentarios anteriores se aplican también a otros
materiales. incluyendo dieléctricos v otros sermiconductores. Los dieléctricos son usados
en dispositivos dpticos vy espejos dieléctricos. El arte de depositar éstos en varias capas
estd aun en la etapa de perfeccionamiento, aungue capas mezcladas de {Ca,Ba)Fe, han

dado buen resultado.

A.5 Estabilizacién

Una vez que se ha preparado una estructura semiconductora con contactos eléctricos, se
hace necesario completar la etapa flnal de preparacion de la muestra, con lo que llama-
mos estabilizacién de la superficie. El problema radica en que finas capas de ¢xidos u
otros materiales que permanezcan en ia superficle pueden ser eléctricamente activos, es
decir, ligeramente dopados o quimicamene activos, de forma que lentamente erosionan
el dispositivo. Para estabilizar la superficie se deposita algin material inerte, para sa-
turar los enlaces quimicos libres v, al mismo tiempo, formar una cublerta resistiva. Los
materiales mds usados incluyen diéxides de silicic y nitruros de silicio. Las resinas epé-
xicas proporcionan ademas una rigidez adecuada al dispositive. Después de estabilizar la
superficie. debemos protegerla del medio ambiente agresivo, las temperaturas extremas,
o medio ambiente quimicarmente activo. La estabilizacién del dispositivo es esencial para

su buen funciouamiento.
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Apéndice B

Funciones propias del momento

angular total

La ecuacién de Schridinger dada por la ecuacién (2.12) que sélo depende de las variables

angulares ¢, y ¢, estd dada por

N 1{1? #r & ‘ o
HTS = 5 (Tt;; - ‘j;é&“i) S ""’“ %f(@)s — ET‘S(@D @2)7 (Bl)

Mostraremos primero que las funciones propias de esta ecuacidn se puede expresar
como el producto S{@y, dy) = Filgy, @)@ (4), en donde Fi(¢y, o) es el vector proplo de
L.y ® (&) satisface la ecuacion asociada a la coordenada relativa dada por la ecuacién
(2.44). Notese que el operador L, = L., + L., conmuta con H, por lo que si !l y E.
son los valores propios asociados a dichos operadores. éstos nimeros cudnticos permiten
caracterizar completamente al vector propio 5 = S{}, E.). Mas aiin, &l hecho de que
L. v H, conmuten permite asegurar que S es simultaneamente vector propio de ambos
operadores ¥ se podrd construir con el producte de los eigenvectores Fi{d,. @) v ® (2).

Como segundo punto construiremos las funciones propias Fi{e,, o,) de L, definidas

por

L.E($y, ¢y) = LFY0y, &), (B.2)
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a partir de las funciones proplas jmy) y |me) de las particulas individuales cuyos opera-

dores estdn dados por

t~o
3
ll

172, g'?’?'@-g) =1, Z (BS}

en donde m, son los valores propios del momento angular de cada particula restringidos

;

a ser enteros y my;) estdn dadas por

i=1,2. (B.4)

La teoria general para la adicion de momentos anguiares nos asegura ¢ue el vector propio
del momento angular conjunto L. resulta del acoplamiento de los momentos individuales

de las particulas L., a través de la expresidn [46]

[737270) = Z |igamama} (i jarmama| J15270) (B.5)

T TN

en donde los coeficientes de acoplamiento de Clebsh-Gordan satisfacen

{Figamymal j1f29ly =0 3 Menos que m; + mg = L. (B.6}

Pars el sistema que aquf anslizamos las tnicas componentes no nulas del momente an-
gular son L.; por lo que j; = my, jo = mg ¥ | = j. De esta manera la notacién en la

ecuacion {B.5) se puede simplificar y da lugar a la expresién

-J

oy, dg) = Z gy (myma| 1) (B.

Ty e =l

\
}

que, junto con la convencion usual que restringe los coeficientes de Clebsh-Gordan a ser

mimeros reales, permite escribirv al vector propio del momento angular como




en donde ] es una constante de normalizacién determinada por la condicidn

27 2 !
/[ / Z im0 G2 (g~ by ddddy.  (BO)

(97_ mp =0 mi=0
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Apéndice C

Estados de energia negativa en

sistemas periddicos

Estimaremos el nimero total. V, de estados ligados para nuestro sistema con pardmetros
arbitrarios, utilizando una extensidn para potenciales pericdicos de un resultado general
47]. vélido para potenciales de soporte acotado. Un potencial de soporte acotado es
aquél cuya integral definida sobre todo el eje real existe. Este criterio establece que N se

halla en el intervalo dado por

1 27 "2
——— gy < N < Y s .
= [ Vi< N < [ avione. )

en donde Vi < 0 denota el minimo de V{¢). La sustitucién de el término dominante

de la ecuacidn (2.43) en esta expresién conduce a la desigualdad

a . 3 P,

PAVES Iﬁ—p 4 / i zdx

WV (Y e ain g | __
(1 — p) (1-p) 0 4/1—p*—2pros(2aw)

en donde K(z) es la integral eliptica completa de primera clase (311 y los pardmetros a
y p estdn definidos en la seccidn 2.3. Nétese de esta expresién que N es proporcional

a /o, asl que tomando valores grandes de a el nimero de eigenestados aumenta. N
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tarahién crece cuando p tiende a 1: esto es, cuando ambos anillos se acercan. NMds aun.
en el caso especial en gue ambos portadores de carga se encuentran en el mismo aniilo
(p = 1), ambas cotas dadas por la ecuacidén (C.2) divergen. y N también, Utilizando

los pardmetros materiales dados arriba para Gads. obtenemos ag.as = 35310y N = §,

e

mientras gue para InSbh, cuyos pardmetros estdn dados por ¢ = 17.88. my = 0.015m, v
my = 0.021m,. obtenemos aps, = 0.544 v N ~ 3. lo que muestra gue el estade base
pars InSh estd menos Hgado que en el GaAs. Debemos mencionar que la estimacion asi
obtenida de NV para (GaAs coincide con el valor numérico obtenido en la Tabla I.
Probaremos aqui sélo la primera designaldad de la ecuacién (C.1). puesto que la otra
se efectia de forma similar [47]. Obsérvese primero que el nimero de estados de energia
negativa o ligados de la ecuacion de Schrédinger con potencial periodico V{z), dada por
2y N

——5 T Vgl = —p,

de : T L < 1-— Lay (CS)

coincide con el nimero de ceros reales (; de ia funcién definida por la ecuacion

) (©4)
con condicién de frontera
Aeg=1, BT g (c5)
gue estédn dados por
e =0 {>Cu. J=12.,N, (C.6)

en dende z. es el punto para el cual V' es minimo. Este resultado se puede inferir
notando que la solucién de la ecuacion (C.4) tiene el mismo mimere de ceros que la
eigenfuncién de la ecuacidn (C.3) asociada al estado ligado con energla mds alta, ya que

su correspondiente eigenvalor es muy pequeno (—p3, ~ 0). ¥ porque este estado tiene

o4



exactamente V ceros.
Una vez teniendo este resultado. es 1itil construir una funcidén para la fase & de la

funcién ¢(z). definida por la expresién

1de 1
—-—T = —~—tan¥, )
7 ya‘l: (C.7)

siendo y una constante positiva arbitraria. Sustituyendo esta expresidn en la scuacién
{C.4) obtenemos
elo

.
O V() co2 B+ - ein? _
o yV (z)cos 9+ysm 8, (C.8)

en donde @ satisface la condicidn de frontera

G(—x.) = 0.

N
!
o
-

Es importante percatarse que, de las ecuaciones (C.6) y (C.7), es evidente que cada cero

de ¢{z) corresponde a un polo de tand, es decir

=

o(C:) = (j - —i—) m; (C.10)

asimismo, de la ecuacién (C.8) obtenemos df((,)/de =y~ > 0. El hecho de que V{z)
sea periodico implica que p(—z.) = ¢(1 — z.). Por tanto, de esta expresin sustituida
en la ecuacién {C.7) se encuentra que 6{1 — z.) debe ser un miltiplo entero de 7, el cual
por la ecuacién (C.10) debe de ser exactamente 8(1 — «,) = Nx. Finalmente. podemos
acotar el lado derecho de la ecuaciéa (C.3) para obtener

puesto gue el minimo valor de (acos? 8+ bsin? §). para toda 4, es minla, 8] que. junto con

&
[$14



la ecuacién (C.9), permite escribir

11—z
801 = z.) > f de mini—yV(z), ]
_ y

Le

Esta expresién junto con 8(1 — z.) = Nm se transforma en

1 1
NZ2—— /[ daV (z),
W‘\v V fa) ( )

T ¥Ymin SO

después de haber seleccionado el valor especial ¥y = /— V.

(C.13)
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