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Capitulo 1

Introduccion.

Este es el texto de mi tesis de licenciatura. Este, estd enfocado al estudio
y, ejemplificacién de una manera constructiva, de los Espacios de Con-
figuraciones. Bdsicamente esto nos lleva al estudio de conjuntos finitos
ordenados (o coloreados) en RY. donde la idea principal para esta coloracién
es que cada punto se distinque de los otros.

Partimos del ya conocido R¢ v sus d-adas de nimero reales x = (1, ..., Z4)-
Suponemos familiaridad con la geometria vectorial o lineal que surge en este
espacio al establecer un origen v una métrica; familiaridad con conceptos
como subespacios lineales, combinacién lineal. dependencia e independen-
cia lineal, funciones lineales, etc...: familiaridad también e el manejo de la
topologia usual de este espacio.

Las ideas de este texto saltan de conceptos lineales a conceptos afines,
por ello de una manera introductoria en el primer capitulo dotaremos a R
de una estructura afin para poder desarrollar algunas de las nociones bésicas
de la geometria afin de este espacio. También definiremos a grandes rasgos
el espacio afin A*, este es isomrofo a R¥, pero en él se ha perdido la nocién
del origen. Para hacer distincion en algunas ocasiones utilizamos la palabra
vector para las ideas lineales y la palabra punto para las ideas afines.

Una vez construido el pais edificaremos las ciudades: para ello desarrol-
laremos algunos conceptos y resultados de la teorfa de los conjuntos convexos
relacionados con los conjuntos finitos de puntos ordenados. Dos son los pilares
principales de esta construccion: el primero es una estructura combinatoria
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lamada los Separoides; el segundo es el Teorema de Radon y una ver-
sion que llamamos Radon Fuerte. Estos estdn intimamente relacioneados
y nos proporcionan herramientas combinatorias muy fuertes para estudiar la
seometria de los conjuntos finitos de puntos ordenados.

Finalmente en el tercer capitulo. que es el central de este trabajo, de-
scribimos a los personajes: los Espacios de Configuraciones. Estudiare-
mos principalmente a una familia. la correspondicnte a las configuraciones
de d + 2 puntos en R¢. Se demostrara un importante teorema que establece
el homeomorfismo existente entre las Variedades de Grassmann y los
Espacios de Configuraciones.



Capitulo 2

Geometria Afin.

Fin un espacio vectorial (o lineal) hay un punto distinguido llamado origen
5 cero; de tal manera que todos los demds puntos se pueden pensar como
vectores (o segmentos dirigidos) anclados a este origen. Un espacio afin es
como un espacio vectorial en él cual se ha perdido la nocién de este origen.

Las ideas de este texto saltan de conceptos lineales a conceptos afines,
por ello, en este primer capitulo dotaremos 2 R¢ de una estructura afin, para
asi desarrollar algunas de las nociones bésicas de la geometria afin de este
eSpacio.

2.1 Subespacios Afines.

Un subespacio afin, de un espacio vectorial, es la traslacién de un subespacio
lineal , es decir, y abusando un poco del termino. es un “subespacio lineal”
que no pasa necesariamente por el origen.

Dado cualquier subconjunto C' C R? y un vector a €R?, denotamos por
C + a al conjunto C trasladado por a. es decir

C+a={x+a; xeC}

De esta manera, un subespacio afin es un subconjunto A de R? que se
puede ver de la forma A = V + a. donde a es un vector de R y V es un
subespacio vectorial.

Una combinacién afin de un nimero finito de puntos xg, . .. ,x; de R,
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s una expresion de la forma

k k
Z)\le donde Z M=1 con MER

=0 1=0

Es importante observar que una comnbinacion afin es un combinacién lineal
londe los coeficientes cuinplen la propiedad especifica de que su suma da uno.

droposicién 1 Todo conjunto C' C RY que sea cerrado bajo combinaciones
fines de dos elementos es cerrado bajo combinaciones afines finitas arbi-
TaTias.

Demostracién. Esta demostracién la haremos por induccién:
Tomemos Xg, X1, X3 tres puntos de C y sea

X =)\0Xg + /\lxl + /\QXQ_ con Ag + )\1 + Ag =1

ina combinacién afin de ellos. Para no caer en un caso trivial, supongamos
jue A; # 0 para toda i; y como alguna A, debe ser distinta de uno, suponemos
in pérdida de generalidad que 1 — Ag # 0.

Entonces tenemos que

X = )\0}{0 + )\1X1 + /\3}{2

A A
= Ag¥Xg+ (1 - /\0) (1 —IAOXI + ] _2)\0}(2)

le hecho

N e
= xX
Yl T T I

s una combinacién afin de dos elementos de C. va que A; + As=1 — Ag,
ntonces y €C, esto nos da entonces que x €C.

Supongamos ahora que toda combinacién affn arbitraria de k elementos
std en C. Tomemos entonces una combinacidén afin arbitraria de £ + 1
lementos de C.

k k
X =§:)\?X1 con Z)‘Fl'
=0

=0
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Podemos suponer que A, # 0 para toda (. y también que alguna X, #
. ¥ que sin pérdida de generalidad 1 — Ay s 0. Entonces como Ag +
A1+ o+ Ag) =1, se tiene que

=1

le modo que

sor hipotesis de indduccién, esta en C. Ahora, como

k

k
Ar
X =Z;\,X1=)\0X0 + (1 — )\0) Z 1= )\OX1 = AoXg + (1 - )\o)y,

=0 =1

s decir, x es una combinacién afin de dos elementos de C, por lo que x €C.
1

Proposicién 2 Sea A C RY, A # (. Las siguientes propiedades son equiva-
entes:

a)-A es subespacio afin.

b) A es cerrado bajo combinaciones afines.

Demostracién. (a = b} Si A es un subespacio afin. existe V C R¢ un
subespacio lineal y a €R? talesque A=V + a
Tomamos yq,... .¥r puntos de A, y sea

k k
y = Z Ay, donde Z X =1
=0 =0

mna combinacién afin de ellos. Por definicién para cada y,, existe x, un vector
le V talque y, = (x, + a), entonces

K

k k
Y= Z)\zy, = ZAT (x,+a) = ZA,X? +a.
1=0 =0

=0 1

yues la sumna de las A,’s es uno.
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Como V' es un subespacio vectorial, es cerrado bajo combinaciones lin-
eales, asi que

&
X = Z Ax, € V.
=0

por lo tanto ¥y = x +a € A. Lo que demuestra que A es cerrado bajo
combinaciones afines.

(b=a) Como A #0, tomemos a€AyseaV=A—-a=A+(-a). Lo
que tenemos que demostrar es que V' es un subespacio vectorial. Lo haremos
demostrando que es cerrado bajo combinaciones lineales.

Sean xq, ... .X; vectores de V. y sea

k
X = E X,
=1

una combinacién lineal de ellos. Sabemos que x, = {y, — a) para algiin punto
y, € A, asi tenemos que

k 3
x=z}\1(y? —a)= Z/\iy’ —Z)\,a.
. =1 =1

Entonces
- k k k k
x+a= (Z)\zyz— Z)\,a) +a=)Y Ay, + (1 —Z)\l) a
=1 =1 =1 =1

st hacemos yp=ay Ap=1- Zf:l A, sucede que

k
x+a=Z)\2y1 con Z)\,t:)\gqhzz\z:l.
=0

Fntonces x + a es una combinacién afin de elementos de A, y por hipotesis
x+a € A. que es cerrado bajo combinaciones afines. Esto implica que
x = (x+a)—a €V, esto demuestra que V es un espacio vectorial. ya que
es cerrado bajo combinaciones lineales. m

El subespacio lineal que le corresponde a cada subespacio affn es tnico:
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Proposicién 3 Sea A un subespacio afin. entonces para cualesquiera a. b €
A setienequeV=A-a=4-b.

Demostracién. Por la segunda parte de la demostracion anterior [Proposi-
cion 2} V = A — a es un subespacio vectorial. v adewsds b — a €V, Asf que
V=V-(b—a)=(V+a)-b=A-b. =

Se dice que dos subespacios afines son paralelos si les corresponde cl
mismo subespacio lineal. La dimensién de todo subespacio affn, es la misma
que la de su subespacio vectorial correspondiente. Un hiperplano en R? es
un subespacio afin de R?¢ que tiene dimension d-i.

A=V+a v

Dibuje 1.

Proposicién 4 La interseccidn no vacia de subespacios afines es un sube-
spacio afin.

Demostracién. Veamos que la interseccion NA,. donde cada A, es un
subespacio affn. y o corre sobre un conjunto arbitrario.es un subespacio afin.

Ya que los A, son subespacios afines se pueden ver de la siguiente forma
A, = Lo + ¢, notando que L, es un subespacio lineal y por la Proposicién
3, se puede toamr la misma C.

Entonces tenemos lo siguiente:

NAe=N{Le+c)=NL,+c=L+c.

Como la interseccion arbitraria v no vacia de subespacios lineales es un sube-
spacio lineal, L es un subespacio lineal v esto muestra que NA, es un sube
pacio afin. =
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2.2 El Generado Afin.

Hemos definido los subespacios afines de manera global, ahora veremos como
e generan.

Llamamos el generado afin de un subconjunto C C RY C # 0, al
conjunto de todas sus combinaciones afines: es decir,

(C) ;= {x €R?; x es una combinacion affu de clmentos de C'}
Proposicién 5 El generado afin es un subespacio afin.

Demostracién. Tomemos una combinacion afin de dos elementos x y y
en (C), z =Ax+py donde A4+ = 1.
Por ser elementos de {C). tenemos que

k k
x = ZA*Xﬂ con Z)\zzlpara x, €C,y
=0

1=0

! !
y = Z#Jz con Z,u,=1para v, €.
’.'.:O 1=0

Entonces
k i k !
Z =AX+py =X (Z A,xi) + i (Z ,uiyz) = Z Adx, + Z TR
1=0 =0 =0 =0
donde los coeficientes cumplen lo siguiente:
k ) k i
Z,\)\1+Z}mz=/\ (Z)\1) —i—p:(z,ui) =Al4p-1=1
1=() =0 1=0 =0

de modo que z es una combinacién afin de elementos de C, es decir z €(C).

Esto demuestra que {C) es cerrado bajo combinacidnes afines de dos el-
ementos, y por las Proposiciones 1 v 2 es un subespacio afin que contiene a
C. =

Ejemplo 8 Dos punios distintos generan afinmente a la recta que los con-
tiene.



CAPITULO 2. GEOMETRIA AFIN, 10

Sean pp v p: dos puntos distintos de RY, su generado afin es:

{PO=P1> = {/\upo + AP Ao+ N = 1} (1)
={{(1-A)po+ Ap1}
= {po+A(p1 —Po); A € R} (2)

La ecuacién (2) es la ecuacion paramétrica de la recta, en la cual por
medio de un parametro (A € R), se puede identificar cualquier punto x que
e encuentre en la recta generada por estos dos puntos. Observemos que
cuando A = 0, X = pg, ¥ que cuando A = 1, X = p); ademas, sl A € (0,1), x
e encuentra en el interior del segmento comprendido entre los dos puntos.

Notemos aquif que este interior no siempre coincide con el interior topolégi-
co usual, ya que el interior usual (por ejemplo de un segmento en R*) algunas
veces es vacio; aqui nos referimos al interior relativo al generado afin de
estos dos puntos.

La ecuacién (1) es la de las combinaciones afines, para identificar a
cualquier punto de la recta juegan dos pardmetros X — (Ag, A;). En este
caso podemos observar, que cuando Ag = 1, A; = 0 entonces X = py, y cuan-
do Ao = 0, A\; = 1 entonces x = p,. También cuando Ao, A; > 0 el punto se
encuentra en el interior del segmento comprendio entre pg y p1. Esto, como
se vera m4s adelante, nos da un sistema baricéntrico de coordenadas cuya
base son los dos puntos [Seccién 2.4, en donde se determina cualquier punto
sobre la recta de manera tnica. En el Dibujo 2. se muestra la posicién del
punto dererminada por los signos de los pardmetros {+, - o 0}.

(+-) (+4+) )

P, P

1

Dibujo 2.

Veremos que el generado afin de un conjunto C es el subespacio afin “mas
pequeno” que contiene a C.

Proposicién 7 El generado afin de un conjunto C es la interseccidn de
todos los subespacios affnes que contienen o C.
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Demostracién. Queremos demostrar que (') = NA, donde A, corre
sobre todos los subespacios afines que conticuen a C .

Como {C') es un subespacio afiu que contiene a C' [Proposicién 5 , C' = 4;
para alguna j. Por tanto NA, C A, =C.

Ahora sea x €(C), entonces x ¢s una combinacion affn de elementos de
C', v como NA,, es un subespacio afiu [Proposicién 4] que contiene a ¢’ s un
subespacio cerrado bajo combinaciones afines por tanto x € N A,

Asi queda demostrado que los dos subespacios son iguales. =

2.3 Dependencia e Independencia Afin.

I.lamamos una combinacién homogénea de vectores Xg,... ,Xx C R? a
una expresion de la forma

k ke
Z A%, donde Z A, =0
=0 i=0

Proposicién 8 Dado un subconjunto no vacio C C R?, sea V el conjunto
de combinaciones homogéneas de elementos de C'. Entonces V' es el espacio
vectorial (o lineal) paralelo al generado afin (C}.

Demostracién. Queremos ver que V = {C} — ¢. para alguna c €{C).
Sea x €V entonces

k k
X= E Ax, donde Z A=0 v xeC
=0

=0

y tomemos ¢ €{C), que por estar en el generado afin lo podemos ver como

c=i,u2yi Con i:'”f =1
=0 1=0

para y, € C, y escalares p,.
Entonces

k
x—%—c=ZA,xz+i#J?

1=0 1=0
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londe los coeficientes cumplen gue

T k
Zy,+2)\,=1
1=

=0

s decir, x + ¢ es una combinacion afin de elementos de C, y por tanto
x +ce(C), xe{C) —c

El regreso es andlogo.

Ver dibujocl. =

Al igual que en la geometria lineal. los conceptos de dependencia e inde-
pendencia afin nos permiten saber que relacion existe entre los puntos v la
dimensién de sus subespacios generades afinmente.

Se dice que los puntos xg... .xXx C R? son afinmente dependientes
i existe una combinacién homogénca de ellos igual a cero, donde no todas
las A; sean nulas. Son afinmente independientes si no son afinmente
dependientes, i.e., si la Unica combinacién homogénea de ellos que da cero es
cuando todas las A,’s son nulas.

Lema 9 Los puntos X, ... .Xx C R® son afinmente independientes s y solo
st los vectores (X1 — Xo), ... . (Xx — Xo) son linealmente independientes.

Deémostracién. {=) Demostremos primero que los vectores
{x7 — %} .... (% — Xq)

son linealmente independientes.
Sea

k
2)\2 (x, —X¢) =0
=1

un combinacion lineal de ellos que da cero. Lo que tenemos que ver es que
todos las A;’s son nulas.
Sucede que

k

k k
0= Z’\’ (x, — Xg) = Z/\zx! — Z/\-JCQ
=1 =1

=1
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1 hacemos

3
)\0 = - Z )\1.
=1

n la ecuacién anterior, tenemos que

A
Z A, == 0.

=0

r ademads

k k k k
Sh=204> A==> A+ A=0
7=1 =1 1=1

i=0
Entonces obtuvimos una combinacion homogénea de los x,’s que por
lipétesis eran affnmente independientes entonces las A, = 0 para toda i,
y esto demuestra que (x; —Xg), ..., (X — Xg) son puntos linealmente inde-
vendientes.
(<) Ahora el regreso.
Tomemos una combinacién homogénea que de cero

k k
Zx\g{z =0 talque Z Ay o= )
=0 =0

ntonces tenemos que

k k k k
0= Ax,—0xo= Ax.— 3 AXo= Y (% —Xo)
1={) =0 1=0 =]

omo (X; — Xg) .. .., Xk — Xo) son linealmente independientes, entonces las
A\, = 0 para ¢ = 1,..,k, y como Ay = —ZLI A, también Ay = 0, lo que
jernuestra que Xg, ... , X son puntos afinmente independientes. =

De lo anterior se sigue que, enR¢ . el nimero maximo de puntos afinmente
ndependientes es d+1;

Teorema 10 Cualesquiera d+2 puntos en R? son afinmente dependientes.

Demostracién. Supdngase lo contrario tomemos Xg.... ,Xg+3 puntos
wfinmente independientes entonces. por el lema anterior [Lema 9].

(%1~ Xp) ..., (Xar1 — Xo)

son linelamente independientes. Esto nos lleva a una contradiccién, porque
1+1 vectores en R? siempre son linealmente dependientes. m
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2.4 El Espacio Afin.

Cuando nos referimos a un espacio afin A", estamos pensando en un sube-
spacio afin de dimensién r de RY.
Llamamos una base afin de un espacio afin A™ a una familia de puntos

8 = {xg,... ,x} afinmentc independientes tales que (xg,...,xx) = A7, (se
debe tener que k = r).
A partir de una base affiu 3 = {xgy.... , X, } todo punto x € A" lo podemos

escribir de la forma

}{“—*i)\mz con ZT:)\Tzl.
=0

=0

Si se hace una asociacién x — (Ay.... . ;) se obtienen unas coordendas que
nos determinan un sistema de referencia de A", este se llama sistema de
coordenadas baricéntricas donde 7 es la base de referencia.

Proposicién 11 (Unicidad) Las coordenadas baricéntricas asociadas a x €A™
a partir de una base 3 de A7, son dnicas.

Demostracién. Sea § = {x¢.... ,X,} una base afin para A". Supong-
amos que X €A" tiene dos expresiones afines con la misma base afin, es decir,
que

X = i:)\tx1 = zr:,u?x?. donde i)n = i,u, = 1.
1=0 =0 =0 1=0

Entonces

™

Z)\Ix2 - E:,u,xz = Z (A — p,)x, = 0.
=0 1=0

1=0

T

Yy hempm) =) A=) g =0

1=0 2=0 =0

Es decir tengo una combinacién homogenea de puntos afinmente inde-
pendientes entonces A, — u, = 0 para toda i, por tanto A, = p,. ®



CAPITULO 2. GEOMETRIA AFIN, 15

Ejiemplo 12 El generado afin de tres puntos no colineales es A2

Tomemos pg, P1 ¥V P2 1o colineales. entouces:

{Po,P1, P2) = {X =Xopo + \p: + Aepa donde Mg+ Ay + Ap = 1}

Los puntos po. P1 ¥ P2 1os proporcionan una base de referencia de A2
Jbservemos lo siguiente: si alguna coordenada baricéntrica es cero, y sin
sérdida de generalidad pensemos en Ag = 0, entoces x =A;p; + Ayp; con
\1+ A2 = 1, esto es x se encuentra en la recta generada por p; y p2 [Ejemplo
3] si dos de las coordenadas son cero, como por ejemplo Ay = Ay = ( entonces
X = Py Si todas son positivas x se encuentra en el interior del tridngulo que
iene como vértices a po, p1 ¥ P2. Es mads, tenemos el siguiente diagrama.

" /

(0’; _) (",7‘:,0)
(+,+7) ’. p (-+t)
; 0
H )(O*t +)
(+++)
R
(+ } e (+,_'+) R \ ( ¥ !+)
(j;l"! } (0"-_,:}_)
Dibujo 3.

Los hiperplanos de un espacio afin A™ son de los subespacios de la
orma H N A", donde H es un hiperplano de R¢, tal que A"¢ H.

El espacio euclideano RY claramente tiene una estructura afin, y ademds
-ambién tiene una base afin canénica al incluir al origen a su base canénica.
Fs decir, la base affn canénica de RY es {ep,e;,... €4} donde e = 0 y
(e;.... ey} son la base lineal canénica ya conocida.
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2.5 Transformaciones Afines.

°n el terreno de las funciones nos interesan aguellas que conservan esta es-
urctura afin que hemos venido desarrollando.

Una funcién T : RE— R’ es una funcién afin si conserva combinaciones
afines. Es decir. si tomamos una coinbinacion afin.

k k
X = E A, con E A =1
=1 =1

de puntos x, € R?, entonces T es una funcién afin si:

k k
=T (Z Aixi) =Y AT(x).

i=1
QOtra manera comun de verlas es la siguiente:

Proposicién 13 A toda funcion afin T : R — R' se le asocia de manera
Unica una matriz B € My (R) y un vector b €R' tal que T (x) = Bx+Db

Demostracién. Sea b :=T{0) v T, (x) =T (x) - b.

Como T es funcién b es unico.

Demostraremos ahora que 7, es una funcién lineal. Sean A y u escalares,
y X, y .dos vectores de RY, entonces tenemos que

T,(0x+py) =T (Ax+py)-T(0)
Tomemos la siguiente combinacién afin de x. y y 0.
Ax + py+ (1 — X —p)0.

entonces la ecuacién anterior se convierte en:

T(Ax+puy+{l-2—pu
AT (%) + uT (y) +

AT (x)-T(0)) + (T (y) 7(0))

AT, (x) + uTo ()

Esto demuestra que T, es una funcién lineal y por tanto se le asocia una

matriz B € Mi.a (R) tal que 7, (x) = Bx, asi T (x) = Bx+b. =
A b se le llama la traslacién de 7', y a B la parte lineal.
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Droposicién 14 Sih: RY — R s una funcion afin suprayectiva. entonces
11 (0) es un hiperplano de RY. E inversamentc. pava todo hiperplano H
ziste una funcion afin ki RY — R tal que h=1 (0) = H.

Demostracién. Veamos lo primero. Sea h : RY — R una funcién afin
suprayectiva, por la proposicidn anterior [Proposicion 13]. sc le asocian hg
ma funcién lineal y b € RY, tales que h = hg + b.

Tomemos y € h™1 (0}, entonces 0= A{y) = iy {y) + b, es decir ko (y) =
_b., esto es que y € hy' {—b). sucede entonces que h~' (0) C hg' (=b). La
-ontencion inversa se ve de manera andloga lo que demuestra que A1 (0) =
7 (—b)

Como hg es una funcién lineal sucede que hy' {(—b) = k7' (0) + ¢ donde
ho(c) =—b, y como A7 (0) = h;" (—=b) = Ay (0) + ¢ queda demostrado que
h=1(0) es la traslacion de un subespacio lineal de dimension d — 1.

E inversamente: Sea H un hiperplano de RY. entonces H = V + a donde
V es un subespacio lineal de dimensién d — 1 v a € R?.

Sea I : RY — R la proyeccién sobre V 4.1 es una funcién lineal tal que
[=1(0) = V. Definimos h : R* — R, de la siguicntc manera: h :=1—c¢
donde ¢ = =1 (a)entonces H =V +a=1"{0)+a=1""(c)=h(0). =

Si 7 : R%— R® es una funcién affn biyectiva hablamos de una trans-
formacién afin, en cuyo caso B sera una matriz invertible de d x d.

Toda transformacion afin queda compietamente determinada por sus val-
ores sobre una base afin, esto gracias a! resultado sobre la unicidad de las
coordenadas baricéntricas. En particular. si tenemos dos bases afines distin-
tas de R4, P = {po,... .pa} v @ = {ao.. .. .qqq}. existe una unica transfor-
macién, T : RY— R, que manda una en la ofra: defimuda como T {p.} = q,
para toda i = 0, ... ,d (e inversamente).



Capitulo 3

Conjuntos Convexos.

Decimos que un conjunto es convexo cuando contiene a todo segmento com-
prendido entre cualesquiera dos de sus puntos.

Mucho se ha desarollado en lo que a teoria de conjuntos convexos se
refiere, aqui nos restringiremos a algunos resultados, cldsicos y no tan cldsicos,
relacionados con conjuntos finitos ordenados. relevantes para este trabajo.

Un conjunto C C R? es un conjunto convexo si para cualesquiera x; y
Xo puntos de C, el segmento

[xl,XQ] = {)\ixl +)\2X2 ' )\1 + /‘\2 =1 y /\1.)\2 _>_ 0}

esta completamente contenido en C.
Una combinacién convexa. de un conjunto finito de puntos. xp, ... .xx €
R?, es una expresion de la forma
k k
Zz\,m donde Z/\, =1 v A 20

=0 =0

Es decir, una combinacién convexa es una combinacion affn cuyos coeficientes
son positivos [Ejemplos 6 y 12].

Proposicién 15 Todo conjunto convero C es cerrado bajo combinaciones
convezas arbitrarias.

Demostracién. Esta demostracién se sigue igual que para 21 caso afin
[Proposicién 1]. Solo que aqui y v x resultan ser combinaciones convexas, ya
que los coeficientes son estrictamente positivos. B

18
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Llamamos el casco convexo de un conjuuto C. al conjuto de todas las
combinaciones convexas de sus elementos, es decir

k
C] = {x ER?  x = Z)\,x, conx, € C.A > O} :
=]

El casco convexo de un conjunto C es, como su nombre lo indica, un
conjunto convexo; es mds resulta ser la interseccién de todos los conjuntos
convexos que contienen a C'. por ello se dice que es el conjunto convexo “mas
pequeno” que contiene a C'. La demostracién de estos hechos es analoga a
os resultados dados para el generado afin [Proposiciones 4, 5 y 7]

Cuando se trata del casco convexo de un conjunto finito nos referiremos
. €] como politopo. Siademds el conjunto finito es afinmente independiente
o llamaremos simplejo; para denotarlo utilizaremos la notacién AF si el
subespacio que genera afinmente es de dimensién &, los puntos son una base
varicéntrica del subespacio afin que generan. El interior de un simplejo serdn
1quellos puntos cuyas coordenadas baricentricas son estrictamente positivas
Ejemplos 6 y 12]. Anteriormente va habiamos notado que el interior de
in simplejo no es necesariamente su interior topoldgico en el sentido usual
Ejemplo 6], sino que es el interior relativo al generado afin de los vertices
el politopo. Todo politopo tiene interior relativo no vacio. En el caso de un
unto (A°) tenemos que el casco convexo y su interior son el punto mismo.

. simplejos
AO

AZ

Dibujo 4.

3.1 Separoides.

Jn problemna clasico de la teoria de conjuntos CONVExXos es pensar en cuando
los conjuntos se pueden separar por un hiperplano. Se dice que un hiperplano
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H separa a dos conjuntos (" v Ca, si estos quedan en los dos diferentes
semiespacios que define H. que denotamos por A+ vy H™: cs decir. como H
estd definido como h™1(0) para alguna funcién afin & : R~ R {Proposicién
14], entonces H separa a C; y Cs si h(x) > 0 para todo x € C; y h(x) <0
para todo x € Cy. 0 viceversa,

Un teorema fundamental sobre oste tema cs ol siguiente, que aqui solo
enunciaremos y discutirenios brevemente [cf. [5] o (6]].

Teorema 16 Dos conjuntos C y Cy se separan por un hiperplano si y sélo
87 SUS COASCO5 COTWWETOS NO se mtersectan.

Demostraciéon. Supongamos que i : R* — R es una funcién afin que
cumple A{x) > 0 para todo x € Cy y h(x) < 0 para todo x € C,. Puesto
que el casco convexo estd formado por combinaciones convexas y una funcién
afin las preserva, entonces A(x) > 0 para todo x € [C}] y h(x) < 0 para todo
x € [C2]. Lo cunal implica que [C;] N [Cy] =

El reciproco es mas dificil v sélo indicaremos como demostrarlo en un
caso sencillo que es cuando {C] y [Cs] son compactos pues es el que nos
nteresard més adelante. En este caso se puede tomar €] segmento mds corto
entre {C1] y {Ch] (que existe por la compacidad). Y entonces el hiperplano
perpendicular a este segmento en su punto medio es uno que separa a los dos
conjuntos. ®

Al generalizar la idea de “separar” de una familia de dos conjuntos (C;
y C, arriba)} a familias con mas de dos conjuntos surge un concepto més
abstracto y combinatorio que llamamos los separoides.

Un separoide es una relacion, denotada por |. que se da entre los sub-
conjuntos de un conjunto X; cuando A v B estan relacionados, se escribe
A | B y decimos A se separa de B. Esta relacién debe cumplir las siguientes
propiedades:

Sean A, B C X.

1. A|B=B|A
22A|B==> ANnB=190
33A|ByA CA=AIB

Nos referimos a las parejas (4. B) € 2% x 2% con A | B como las sep-
araciones, y a A y B como las componentes de la separacién.Definimos
el orden de un separoide como la cardinalidad del conjunto X; del mismo
modo nos referimos al orden de las componentes.
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El complemento de las separaciones son las no-separaciones, que se
scriben A1 B y se lee A no se separa de B. Es claro que cualquiera de las
os, separaciones o no separaciones. determina el separoide.

3.2 Puntos Ordenados.

\ntes de desarrollar los ejeinplos de separoides que aqui nos son de interés,
studiaremos los conjuntos sobre los que estos serdn definidos.

Pensemos en un conjunto finito de puntos ordenados, ddndole la
iguiente notacion, P = (po.... ,pPn) C RY. Es importante destacar el uso de
sta notacion, ya que con ella nos referimos a un conjunto, pero en el cual la
dea de orden es muy importante. no por que uno esté adelante de otro, sino
orque cada puntos se distingue de entre los otros, cada punto “tiene un color
listinto”; de tal manera, la idea de que dos puntos ocupen el mismo lugar
abe en la definicién. Se puede pensar a P como una funcién P : I, — RY,
londe I, = {0,... ,n} es el conjunto de indices y P (2) = p,. Una idea de
sta coloracion, es pensar en [, como una paleta de colores.

Se dice que P estd en posicién general si todo subconjunto ordenado
le d + 1 puntos (0 menos), A = (Py, ... Py, ). s afinmente independiente.
>or otro lado, cuando un subconjunto de r + 1 puntos, A = (p,,, ..., P..} CON
> k genera un subespacio afin de dimensién k, hablamos de que P contiene
ma k-aglomeracion de r + 1 puntos: a estos casos los llamamos también
legeneraciones.

El soporte de P = (pg....,Pn} €s el conjunto {pg. ..., Pn}, es decir, los
unto que se “ven’.

jemplo 17 Dos diferentes maneras de “ver” b puntos ordenados en R?.

Sea P = (po.P1,P2-P:-Ps) C R?, un conjunto de puntos ordenados;
yensemos en las dos siguientes acomodaciones de ellos:
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a) b)

Dibujo 5.

a) En el primer caso los puntos est4n en posicién general, ya que si vemos
vdas las diferentes posibilidades de tomar subconjuntos de 3 puntos de P,
stas forman subconjuntos afinmente independientes.

b) Aqui solo “vemos” 4 puntos. el cardinal del soporte es menor al cardinal
el conjunto, esto nos dice que existe una 0-aglomeracién, que en este caso
s de 2 puntos correspondiente a A = (pg, p2). También P contiene varias 1-
glomeraciones de 3 puntos, por ejemplo: B = {pg. p2.p3) ¥ C = (p1, P2, P4).

.3 Separoides de Puntos.

os dos ejemplos de estructuras de separacién que daremos a continuacion
> asocian a esta clase de conjuntos y los Hamamos Separoides de puntos
{P).

1) Sea P = (po,... ,P=) un conjunto ordenado de puntos en R%. Dados
0s subconjuntos ordenados A. B C P definimos que A se separa de B, y
scribimos A | B. si existe un hiperplano H, talque AC H* y BC H™.

2) Dado P = (po, ... .ps) como arriba, sea I, = {0.... ,n} el conjunto
e indices. Definimos un separoide en 7, declarando que A se separa de B,
| B, para A, B C I, si

puic Aln{p;ic Bl =0.

Los dos ejemplos anteriores satisfacen las propiedades de un Separoide,
por el Teorema de Separacién [Teorema 16] son equivalentes; asf, se puede
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ensar que la estructura de separacion cstd en los fudices o en los puntos
lismos (nosotros lo utilizaremos indestintamente).

Geomeétricamente dos conjuntos no se separan. A ¢ B sl sus cascos con-
exo0s se intersectan. Diremos que una no-separacion es minimal si cualquier
ibconjunto propio de A sc separa de 3. v cualquicr subconjunto propio de
} se separa de A.

Nota: Estas estructuras se puede generalizar fadcilmente al caso cuando
ambiamos los puntos pol conjuntos CONvexos.

jemplo 18 ;De cudntas maneras. en ternunos de su separacion, podemos
ncontrar acomodados 3 puntos coloreados en R??

Estas son las cuatro maneras bésicas:

o e o
b) ¢
©

a) c)

Dibujo 6.

a) Nadie se separa de nadie. hay una O-aglomeracién de 3 puntos.
b) Hay una 0-aglomeracién de 2 puntos.
¢) Hay una l-aglomeracion de 3 puntos.
d) Todos se separan de todos. los puntos estdn en posicién general.
Sin perder generalidad podemos pensar que la paleta de coloracién es
y siguiente: O = blanco, 1 = gris. 2 = negro. entonces en terminos de
eparoides tendremos o siguiente:
a)041;112,042,0412.1102. 2101
Las no separaciones minimales son: 041. 112y 0¢2
b)0|1,1]2,042,0{12.1]02. 2401
La no separacién minimal es: 01 2.
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c)0]1,1]2.0[2,0[12.1]02.2¢01.

La no separacién minimnal es: 2 1 01.
d)011,1]2,0{2,0]12.1]02.2]0L.
No hay no separaciones.

Declimos que estas son las cuatro maneras bdsicas. porque cualquier otra
jue se nos ocurra, en téruunos de separacion. serd alguno de estos casos. lo
inico que puede variar es cl orden (o coloracion).

Varias son las cosas que comicnzan a despuntar en este ejemplo, una de
llas es el de distinguir las no-separaciones minimales. Esto se hace porque
partir de las no-separaciones minimales queda totalmente descrita toda la
structura de separacion; esto es, que dado solamente las no-separaciones
ninimales podemos deducir légicamente todas las demds separaciones y no
eparaciones que hay en el conjunto.

Hay clertas nociones que podemos rescatar a partir del separoide suby-
cente. Es més, podemos plantear la siguiente pregunta: si solo se conoce
| separoide, ;se puede encontrar un conjunto finito que lo cumpla?. A este
roblema se le llama la realizacién de un separoide. y se puede plantear
n terminos mucho més amplios (como para conjuntos convexos, por ejemp-
) [ep. {1]}, nosotros no desarrollaremos mucho més, v lo ma.nejarpmos asi a
Tandes rasgos.

Un ejemplo de lo anteriores es el siguiente: Llamamos un simploide de
ango k a un separoide de orden k& + 1 que tiene todas las separaciones
osibles. Este puede ser realizado por los vértices de un simplejo A*. En
eneral definimos el rango de un separoide como el méximo rango de
s simploides contenidos en él. es decir el mdximo subconjunto de puntos
finmente independiente. Observese que para cualquier subconjunto en Re,
. dimensién del espacio ya establecio una cota para el rango, este a lo mas
erd d.

3.4 Teorema de Radon.

\ continuacion daremos dos tecremas muy importantes para el desarrollo
osterior de este trabajo; aunque estos estén descritos en términos de con-
untos finitos de puntos “normales”. sin orden. estos son vilidos para con-
untos con color, y en los corolanos v notas intentaremos traducirlos a estos
érminos e hilarlos con estas ideas.



CAPITULO 8. CONJUNTOS CONVEXOS. 26

jue son combinaciones convexas. va que

STX=> =1

A e B3

s ademas A, > 0.
Asi obtuvimos dos conjuntos. los correspondicntes a Ay B, cuyos cascos
onvexos se intersectan. W

Proposicién 20 Un conjunio finilo ordenado. I’ = (po, ... ,Pr) €8 afin-
mente independiente si y sdlo si todo subconjunto propio de P se separa de
su complemento.

Demostracion. Sea P = (po.- .- ,Px) un conjunto afinmente indepen-
diente, y sea A el generado afin de P.
Extendemos P a una base afin para todo R?, P¢ = (py, ... , Pk, Pk+i: - - s Pd)-

Sea A cualquier subconjunto propio (ni el vacio ni el total) sobre los
indices I, de P; entonces la funcién ¢ : RY — R definida como:

1 st 1€LL,yreA
olp.)=¢ -1 si i€yt A
0 sl 2¢Ik

sobre todas p, € P¢, es una funcién afin. donde »7*(0) es un hiperplano de
RY, v ~1(0) N A separa al conjunto dado de su complemento.

EJ regreso lo haremos por contradicién.

Supongamos sin perdidad de generalidad que para todo subconjunto pro-
pio A C P, A| A% y que los puntos de P son afinmente dependientes. Se
sigue que la demostracién anterior [Teorema 19]. aqui A= Ay B = Ac. Asf
sucede que A y A° se intersectan en el casco convexo, es decir no se separan,
lo que nos lleva a una contradiccién. #

Al traducirl el Teorema de Radon en terminos de separoide y conjurntos
ordenados diria lo siguiente: El separoide asociado a un conjunto finito que
tiene d+2 puntos (o mé4s) ordenados en R? tiene al menos una no separacién
donde 0 % A C P sucede que At A°.

La aplicacién para caracterizar los conjuntos de puntos de acuerdo a su
separoide asociado es la siguiente:

Corolario 21 Dado un conjunto finito y ordenados de puntos en Re, P =
(Do ..., Pn) ¥ siendo S{P) su separoide asociado. sucede que P genera afin-
mente a RY si y solo si el rango de S(P) es d.



CAPITULO 3. CONJUNTOS CONVEXOS.

o
|

Demostracién. Silos puntos generan afinmente entonces P contienen
an subconjunto de d -+ 1 puntos affmmente independientes, es decir, el rango
de S (P) es mayor o igual a d. Si fuera mayor quiere decir que tengo inds de
d + 1 puntos afinmente independicntes en RY, lo cual es un absurdo.

Ahora, el rango de S (P} es d. por lo tanto P contiene a d + 1 puntos
afinmentes independientes que gencran a RY. m

El Teorema de Radon tiene una versidn mds fuerte gue nos servird para
caracterizar, en particular, los separoides asociados a d+ 2 puntos ordenados.
con la peticion especial de que generen R?.

Teorema 22 (Radon fuerte) Para todo conjunto de d+2 puntos en R¢ que
generan afinmente existen dos subconjuntos digjuntos y unicos tales que los
simplejos que forman se intersectan en un dnico punto en su wnterior.

Demostracién. Esta demostracién tiene una base muy parecida a la
anterior.

La primera diferencia aparece al construir los subconjuntos de la siguiente
manera,

A = {itales que A, > 0},
B = {2 tales que A, <0},
C = {itales que A, = 0}:

esto se hace para asegurar la interseccién en el interior del casco convexo.
Las constantes A y A.s se definen de la misma manera. Asi.

d+1
0= Z AX, = Z AX, + Z X, + Z A,
1=0 €A B £

como el 1ltimo termino es nulo sucede que
> A, = > —ax,,
1EA €8

y dividiendo por A como en el caso anterior, obtengo. en este caso, dos
combinaciones convexas con A, > (. asf aseguro que la interseccién se realiza
en el interior de los casco convexos.
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Unicidad. Como el conjunto finito genera a RY, sin perdida de generalidad
omemos a Xg, ..., X afinmente independientes. es decir una base afin de este
spacio; entonces podemos expresar a Xg4) de la siguicnute manera:

d

d
Xdsi = E %, con E i, =1
1=0

=0

Por lo anterior, tenemos tambitn que

d
Xg41 &= Z"'AA

T
X;.
=0 d+1

por el resultado de unicidad de coordenadas baricéntricas [Proposicién
11} sucede que

As

)\d+1

My

lo cual nos asegura que la particién A, B, C de los indices es Unica. =
En términos de separoides:

Corolario 23 Sea P = (po,... .Pa+1) un congunto de d + 2 puntos en R
y sea S (P) su separoide asociado. Entonces P genera afinmente a R? si y
sold si S (P) es de rango d y tiene una dnica no separacion minimal.

Demostracién. Como P genera a R? existen d+1 puntos en P afinmente
independientes, el simploide generado por estos es de rango d, y por Radon
Fuerte tiene una tinica no separacion minimal. A este tipo de no separaciones
minimales las llamamos no-separaciones de Radon.

Para ¢l regreso basta con ver que contien un simploide de rango d que
genera a RY. =



Capitulo 4

[ispacios de Configuraciones

[odo lo anteriormente desarrollado nos permitira ahora abordar el capitulo
entral de la tesis; en este definiremos, y ejemplificaremos de una manera
onstructiva, los Espacios de Configuraciones. La idea bésica, es pensar en
uantas maneras distintas, en terminos de separacién, se pueden encontrar k
untos ordenados (o coloreados) en R?,

Definimos una k-constelaciéon como un conjunto finito de & puntos or-
lenados que generdn afinmente a R? (k > d+ 1), P = (pg, ..., Pr—1)-

Decimos que dos k-constelaciénes, P = (pg.....Ps-1) ¥ @ = (Qo; -, Q1 )5
on afinmente equivalentes si existe, T : R%— R?, una transformacién
fin que mande una en la otra preservando el orden. es decir tal que T (p,) =
1. para todai=10,... .k — 1.

Gracias a las propiedades de las transformaciones afines [seccién 2.5] la
quivalencia affn establece una relacion de equivalencia entre las k-constelaciones
le R. Por estas propiedades dos constelaciones equivalentes conservan sus
yosiciones relativas. es decir. los coeficientes con respecto a una base de co-
rdenadas bariéntricas se conservan: se mantiene la proporcionalidad entre
os puntos. Veamos el siguiente ejemplo:

Fjemplo 24 Cinco diferentes 3-constelaciones en la recta:

La coloracién es la siguiente: 0 = blanco. 1 =gris y 2 = negro.

29
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e O ©® e O e

Dibujo 7.

Las tnicas 3-constelaciones que son afinmente equivalentes son: a, ¢ y e;
jue en ellas se conserva la proporcionalidad, es decir, py se encuentra en el
yunto medio (posicién relativa) del segmento comprendido entre p; y pe.

Es a las clases de equivalencia que surgen de esta relacién a las que Ha-
namos k-configuraciénes (P): de esta manera definimos el Espacio de
“onfiguraciones de k& puntos en R? como:

C(k,d): = {P ; P es una k-configuracién en Rd} .

El conjunto de las k-constelaciones es un subespacio de (Rd)k, y entonces
iene una topologia natural. Al espacio C(k.d) se le asocia la topologia
ociente.

Bjemplo 25 C{d+1,d)

Pensemos en d+1 puntos en B¢ {dos puntos en ia recta, tres en el plano,
uatro en R3, etc...). La condicion para que formen una constelacién es que
os puntos generen afinmente. esto hace que siempre tengamos bases afines:
1sf, todas las d + 1-constelaciones son equivalentes [ver seccién2.5|, por tanto
] espacio C (d + 1, d) consta de una sola configuracién. un sélo punto.

Notemos que una k-configuracion P hereda el separoide asociado a sus
epresentantes (que denotamos por S (P)), va que dos k-constelaciones equiv-
lentes tiene el mismo separoide asociado. Lo inverso no sucede; veamos que
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n el Ejemplo 24 (ay b) tieneu la misma estructura de separacién, mas sin
mbargo no son afinmente equivalentes.

De este hecho definimos otra relacién de equivalencia, pero ahora entre
as k-configuraciones en R% decimos que dos k-configuraciones, P v Q. son
quivalentes. st S (P) = S(Q).

Esta relacién. en los casos que aquf veremos. hnprime una descomposicion
elular en el espacio de configuraciones de acuerdo a las clases de equivalencia.

1.1 C(d+2,d)

Ahora desarrollaremos, de una manera constructiva. la secuencia de ejemplos
orrespondientes a los espacios de (d + 2)-configuraciones de R?. Comenzare-
n0s por los dos mds sencillos, para despues intentar explicar la generalizacién.

.11 C(3,1)

La pregunta es: ;De cudntas maneras, en terminos su separoide, podemos
ncontrar diferentes 3-constelaciones en la recta?
Los casos basicos son dos:

a) r- b)

Dibujo 8.

“Ver” dos puntos o “ver” tres puntos. Cuando se “ven” dos puntos [Dibu-
0 8 (a)], el cardinal del soporte es 2: quiere decir que la 3-constelacién con-
iene una (-aglomeracién de 2 puntos; esto traduciendolo a separoides es el
caso cuando en la estructura existe una no-separacién de Radon con com-
ponentes de cardinalidad 1. Hayv tres posibilidades de que esto suceda (de
acuerdo a las diferentes coloraciones que podemos dar) que son: 011, 012,
| t+2: estas corresponden a los tres vértices del espacio C(3,1).

La otra posibilidad [Dibujo 8 (b)]. que es “ver” tres puntos, implica que
slguno de los puntos se encuentra en el interior del casco convexo de los
otros dos; en terminos de separacién es cuando en la estructura tenemos una
no-separacion de Radon con conponentes de cardinalidades 1 y 2, respecti-
vamente,
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Para fijar ideas, supongamos la siguiente coloracién en el Dibujo 8 0 =
blanco. 1 = gris y 2 = negro. Tenemos entonces que pg se encuentra en el
casco convexo de p; y pa, entonces existen Ay, A; € R tales que

Do=Mp1+Ap2 donde Aj+Ay=1 y ApA>0

De acuerdo a todas las posibilidades de que esto suceda (las diferentes posi-
ciones relativas de py conrrespecto a py y p2), v recordando que las coorde-
nadas baricéntricas son invarientes affnes, tenemos que las 3-configuraciones
correspondientes a las no-separaciones de Radon del tipo 0 { 12 forman una
celda abierta de dimensién 1, o arista, que tiene como vértices a0 {1 y a
0¢t2.

Observacion: obtengo la misma arista si la coloracién es: 0 = blanco,
1 = negroy 2 = gris.

Asi, pensando en todas las diferentes posibilidades de coloracién que
puedo tener, el espacio de configuraciones C(3,1) es el siguiente:

C(3,1)

4.1.2 C(4,2)

;De cuantas maneras distintas, en términos su separoide, puedo encontrar
acomodadas constelaciones de cuatro puntos en el plano? Los casos bdsicos
son los siguientes:
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° e © ®
o °
o O O e O O O 0 O
a) b) o) d)
Dibujo 10.

El primer caso es uno de los casos degenerados [Dibujo 10, (a)], el cardinal
del soporte es menor a cardinal del conjunto, ya que el conjunto contiene una
J-aglomeracién de dos puntos. Estos son los casos correspondientes a las no-
separaciones de Radon del tipo 2 t j con 4,j € Iy, correspondientes a los
vértices (A®) de , y que de acuerdo a las diferentes parejas de puntos que se
pueden formar son seis.

El siguiente caso [Dibujo 10, (b)]. es cuando la 4-configuracién contiene
una 1-aglomeracién de 3 puntos. Estos casos se corresponden, de acuerdo
a la terna que esté alineada, con las 3-configuraciones de R!, que como ya
vimos, son la frontera de un triangulo. Asi. éstas parametrizan doce aristas
(A} cuyas no separaciénes de Radon son del tipo i { jk, ubicadas cada una
entre los vértices i{j y i1 k.

Luego tenemos dos casos en posicién general [Dibujo 10 (¢) y (d)]. El
primero de ellos, corresponde a las no-separaciones de Radon del tipo 7 { jkL.
Este tipo de 4-configuraciones parametrizan tridngulos (A?) de C(4,2), que
se pegan con las aristas 2 { jk, 2 { jl v 2 { kl, asi como con sus vértices
respectivos: 17, ¢!y ¢ {k De este tipo de celdas hay cuatro.

Finalmente tenemos otro caso en posicién general . pero cuyo casco con-
vexo se ve como un cuadrado. y cuvas no-separaciones de Radon corresponde
al tipo 7 {1 kl. Son tres las posibilidades y como veremos a continucacion
parametrizan un cuadrado (A! x A').

Para fijar ideas, consideremos la siguiente coloracién en el Dibujo 10:
0 = blanco, 1 = grisclaro, 2 = grisoscuro y 3 = negro. Entonces, en este
caso, corresponde a la no-separacién de Radon 03  12. Tenemos entonces,
por el Teorema de Radon Fuerte. que existen Ag, Aj. Ag, Az, todas ellas
positivas, con Ag + Az = Ay + Ay = 1 v tales que

AoPo + Aspz = Ajp1 + A2p2-
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A esta configuracién le asociamos la pareja {Ap. Az) X (A1, A) € Al x Al
donde expresarnos los puntos de A! por sus coordenadas baricéntricas. Puesto
que las transformaciones afines preservan coordenadas baricéntricas esta aso-
clacién es independiente de la constelacién representante.

Inversamente, a cada punto (2, y) del cuadrado unitario, [0,1]>:{0,1] C R?
se le puede asociar la configuracion py = (0,7). p1 = (1,¥), pg (:c 0)y
p; = (z.1). Entonces las A's del parrafo anterior son Ag = 1 — =z,

Aa=l-yy =y

Es facil ver que el cuadrado 03 1 12 se pega a las aristas 0 1 12, 1 1 03,
2103, 3112, Y de manera andloga se comportan las configuraciones de las
clases de equivalencia correspondientes a los separoides cuya no-separacién
de Radon es 01123 y 02 ¢ 13.

Hemos descrito completamente cuales son las celdas del espacio C(4,2) v
como se pegan. Al hacerlo se obtiene el plano proyectivo:

Dibujo 1i.
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{.1.3 El caso general: C (d+ 2,d).

Las ideas bésicas para la descripcion combinatoria del caso general son iguales
. las del ejemplo anterior.

Hemos visto que el separoide de una configuracion de d + 2 puntos en
< estd determinado por su no-separacion de Radon. De tal mancra que las
lases de equivalencia de configuraciones corresponden a las parejas de sub-
onjuntos disjuntos Ay B de, = {1.2..-- .n} doude n = d+ 2. Definamos
ntonces el orden parcial de Radon de rango n. como

R.={(AB)|ABCI,, ANB=0.A#0+#B},

srdenado por la relacion {A. B) < (A", B')si A C A’y B € B’; y donde iden-
ificamos a la pareja (4, B) con la pareja (B. A), v esto no causa confucién
en e] orden pues los conjuntos son disjuntos.

A cada clase de equivalencia de configuraciones le corresponde, por el
Teorema de Radon fuerte, un tnico elemento {A.B) de R,, donde A 1 B
es su no-separacién de Radon. Y veremos que cualquier elemento del orden
parcial de Radon viene de alguna configuracién:

Sean @ = #A, b= #B yc=#C = I, — (AU B), de tal manera que
2 + b+ ¢ = n. En el subespacio R*~! de R? generado por las primeras a — 1
coordenadas podemos colocar los puntos correspondientes a A de tal manera
que generen un simplejo con el origen en su interior. En el subespacio Rb-!
de R? generado por las siguientes b — 1 coordenadas. ponemos los puntos
correspondientes a B generando un simplejo con el origen también en su
interior. Asi que la no-separacion de Radon de los puntos de AU B en
Re+—2 es precisamente A { B. Los puntos que nos falta definir son justo
los de C, que se necesitan para generar afinmente a R?, v que colocamos
en la base candnica de R¢. Se puede demostrar. como lo hicimos en el caso
anterior, que las configuraciones que tienen no-separacion de Radon A { B se
parametrizan por A% x A" correspodiendo a donde quedd el origen en la
demostracién anterior. De tal manera que a (A. B) € R, le corresponde una
celda A%t x Ab™! y esta se pegara a las correspondientes de los (A’ B) <
(A B).

Muy a grandes razgos esto describe a C(d + 2.d).

4.2 C(4,1)

Por tltimo desarrollaremos brevemente este ejemplo.
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con Ay + Az = py + py = 1, donde Ay > gy v Ay < py, st a esta config-
racion le asociamos la pareja (Ay, As) % (i, 1ty) € Al x A, obtenemos la
»arametrizacién del interior deuno de los tridngulos determinados por una
liagonal del cuadrado A* x Al

El espacio C(4.1) es cl siguiente:

Dibujo 13.
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(Grassmannianas.

Las Grassmannianas o variedades de Grassmann son los espacios que surgen
de tomar como elementos a los subespacios lineales de una cierta dimensién
k en R™, es decir:

G(k,m) = {V CR™ ; V es un subespacio lineal de dimensién k}.

51 C(n+1,d)~G(n—d,n).

Teorema 26 El espacio de n + 1-configuraciones en R® es isomorfo a la
Grassmanniana correspondiente a los subespacio lineales de dimension n —d

de R™.

Demostracién. Sea P = {pg,... ,p.) una configuracién del espacio
C {n+ 1,d), sin pérdida de generalidad suponemos pg = 0 (si no trasladamos
al origen).

Definimos fp : R® — R? como la extensién lineal de fp (e,) = p,, defin-
imos también ¥ : C(n+1.d) — G (n—d.n) como ¥V (P) = ker fp, que
estd bien definida, como P = (pg = 0.... .p,) genera afinmente, tenemos
que p1, ... , Pr generan linealmente. entonces fp es una funcién suprayectiva
y por tanto la dimensién de su ker ¥ (P), es n — d.
Ya construida la funcién demostraremos la sobreyectividad e inyectividad.
1)SeaV € G (n ~d,n) y sea V- su complemento ortogonal. la dimensién
de V< es d.
Sea la proyeccién ortogonal Iy : R® — V*. Entonces P = (0,11 {e;).... ,[I(e,}}
es una constelacién en V4 yva que Il es sobreyectiva.

38
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Al establecer cualquier isonorfismo lineal entre 17+ con R? | obtenemos
una configuracion en R¢. Por construccion fp = Iy de modo que V =
ker.fp = ¥ (P). Esto prueba que ¥ es sobreyectiva.

2) Tomemos P = (pg,... ,pn) ¥ Q = (qo.... .q,) dos constelaciones
del espacio C (n + 1,d). y supongamos que ¥ (P) = ¥ (Q) esto es ker fp =
ker fa.

Sin perder generalidad, podemos tomar pg = 0. qy = 0,y a py.... ,pa
como una base lineal de RY.

Definimos g : R — R una transformacion afin tal que g (p;) = q, para
'€ {1,...,d}. Nos queda demostrar que g (p,} = q, para j > d.

Sean Aq,...,As tales que

= Zj)\,p1 para j > d.
=1

Por definicén de fp tenemos que

= fp (e,} Z)\ fele).

Esto implica que

d
(Z )\’lfP (et)) - fP (e]) = O:

le donde se obtiene que

d
fr (Z A, — e;) =0

sto es,

d
E Ae, — e
=]

stéd en el kernel de fp.
Tenemos por hipétesis que ¥ (P) = ¥ (Q). entonces

d
D he—e, RSTA TESIS NG SALY
DE LA BIBLIOTFOA
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ambién estd en el kernel de fq por tanto

d
fa (Z Ae, — e3> = 0.

s decir,

d
(Z Mia (ei)) ~ fale) =0,
=1

lo que nos lleva a que

d d
Z)\iql = Z)‘an (ei) = fQ (e;;) =q;.
1=]

1=2

Por tanto

d
g(p;) = Q(Z)sz)
; =1
= Z)‘tg(pl)

d

= Z )\tqz
=]
= q

Asi vemos que las ), se conservan, esto nos lleva deducir que P y
Q son constelacidnes equivalentes. es decir, representan a la misma configu-
racion.

Aqui se explica porque C' (4.2) v C (4.1) resultan ser el mismo espacio
opol6gico (el plano proyectivo). FEsto es debido a que las Grassmanianas
tienen dualidad.

Como a cada subespacio de dimensién k de R™ se le puede asociar su
ortogonal V1 que tiene dimensién k& — m, v esta asociacién es claramente
ina biyeccion, tenemos la dualidad de Grassmanianas:

G(k,m)=G(m—k.m}.
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Entonces para los Espacios de configuraciones obtenemos que:
Cin+l,d) = Gn—dmn)
I 1t

Cln+ln-d) = Gldn)

Obsérvese, solamente. que sin embargo, las descomposiciones celulares
on diferentes.
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