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Introducción 

Objetó de Estudio. Consideremos el par (I, v) donde I : M -t ]R4 es 
una inmersión de clase eoo de una superficie local M de clase eoo y v es un 
campo vectorial unitario normal a I (M) de clase eoo • El operador de forma 
Sv en TpI (M) asociado a la segunda forma fundamental de I con respecto 
a v resulta ser un operador lineal autoadjunto dependiente del campo v. Las 
v-líneas de curoaturo son las curvas integrales en I (M) de las v-direcciones 
principales en TpI (M) determinadas por los vectores propios ortogonales de 
Sv para cada p E I (M) Y sus valores propios son las v-curoaturos principales 
k¡, k2 . Estas curvaturas principales son los valores máximo y mínimo de la 
segunda forma fundamental 1 Iv (X) = (Sv (X) , X) para X en el círculo 
unitario del plano tangente TpI (M). Decimos que un punto pE I (M) es v
umbt1ico si k¡ (P) = k2 (P). Una v-configuroción principal deI (M) es la terna 
formada por los puntos v-umbílicos y el par de foliaciones con singularidades 
de I (M) determinadas por las familias maximal y IllÍnimal de las v-líneas 
de curvatura. Los puntos v-umbílicos son las singularidades comunes de este 
par de foliaciones en I (M). 

La ecuación diferencial de las v-líneas de curvatura se puede escribir lo
calmente en un sistema de coordenadas (u, v) en la forma 

A (u, v) dv2 + B (u, v) du dv + e (u, v) du2 = O, (1) 

donde A, B Y e son funciones de clase eoo de un abierto U e ]R2 en ]R 

que dependen de la primera y segunda formas fundamentales del par (I, v) 
de manera análoga al caso clásico de superficies en ]R3. En este sistema de 
coordenadas los puntos v-umbílicos simples se caracterizan como los mínimos 
no degenerados de la función cuadrática H : U e ]R2 -t ]R definida por 

H (u,v) = B 2 (u, v) - 4A(u, v) e (u, v) . 

Esta función cuadrática H siempre resulta positiva para el 1-jet de la 
ecuación (1). La se.rmda forma fundamental depende del campo v en el 
haz normal TI(M) para el caso de superficies en ]R4. Además, como el 
complemento ortogonal en ]R4 del plano tangente TpI(M) tiene dimensión 
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2 para cada p E I (M), surge una diversidad en el tipo de configuraciones 
principales que pueden tener lugar en una superficie dada inmersa en ]R4 al 
variar solamente este campo normal v. 

En esta tesis estudiamos esta diversidad de configuraciones dependiendo 
de campos normales v que definen puntos v-umbílicos simples aislados en 
I (M). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que en un sistema de 
coordenadas local (x, y, z, w) alrededor del punto v-umbílico p E I (M) , 
estos campos normales coinciden en el punto p con el campo 8/8z de la base 
canónica asociada {8/8x, 8/8y, 8/8z, 8/8w} al sistema local de coordenadas, 
siendo el plano tangente TpI (M) generado por los campos 8/8x y 8/8y. 
Llamamos v-umbilicales a este tipo de campos normales. Sea NI el conjunto 
de los l-jets de los campos v-umbilicales de I (M). Resulta que este espacio 
NI puede parametrizarse por dos números reales arbitrarios (m, n) E ]R2, lo 
cual es bastante natural tomando en cuenta que la dimensión del haz normal 
TI (M)l. es igual a 2 para inmersiones de la superficie M en ]R4. Podemos 
considerar entonces a NI como un plano. Para una superficie fija I (M), la 
configuración principal alrededor del plmto v-umbílico p E I (M) depende 
solamente de v E NI. 

En este contexto es natural estudiar el problema local de las bifurca
ciones de las configuraciones principales alrededor de los puntos v-umbílicos 
considerándolas dependientes solamente de v E NI. 

Este problema puede formularse del siguiente modo. Dos campos VI, V2 E 
NI se dicen topológicamente equivalentes, lo que se denota VI ~ V2, si existe 
un homeomorfismo de la superficie I (M) en sí misma tal que la configuración 
principal alrededor del punto vl-umbílico sea transformada por este horneo
morfismo en la configuración principal alrededor del punto v2-umbílico. Un 
campo v E NI es estructurolmente estable si existe una vecindad V e NI de 
v tal que 11 ~ v para todo 11 E V. Ahora, un campo v E NI se dice que es 
un punto de bifurcación si v no es estructuralmente estable. El subconjunto 
B e NI formado por todos los puntos de bifurcación en NI es el conjunto 
de bifurcación. La pregunta fundamental es la siguiente. Dado un campo 
v E B ¿es posible encontrar una vecindad W e NI de v tal que podamos 
dar una descripción completa de las configuraciones principales locales aso
ciadas a todo 11 E W? Esta pregunta puede ser respondida si se conoce la 
estructura del conjunto de bifurcación en W. En algunos casos, aiíadiendo 
alguna condición que elimine las singularidades más "degeneradas", puede 
resultar que la estructura del conjunto de bifurcación alrededor de v sea lo 
suficientemente simple como para describirla geométricamente y hablar de 
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transversalidad a este conjunto B. Esto nos puede permitir encontrar alguna 
variedad A en W con v E A tal que para todo r¡ E W exista e E A con e ~ r¡. 
Así, para responder la pregunta planteada arriba podemos restringirnos a la 
variedad A. Si podemos encontrar tal variedad A con dim A = k de manera 
que cualquier variedad (k - l)-dimensional que contenga a v no cumpla tal 
propiedad, habremos encontrado lo que se llama una deformación versal del 
punto v, el cual recibe el nombre, en este caso, de punto de bifurcación de 
codimensión k. 

Historia y motivación. En 1982, Sotomayor y Gutierrez consideraron 
en [18J y [l1J inmersiones de una 2-variedad compacta y orientada en ]R3. En 
esos trabajos describen una clase de inmersiones con configuración principal 
estable y prueban que esta clase es densa en el espacio de las inmersiones con 
la topología e2• Llamaron Daroouxiana a esta clase, debido a los trabajos 
de Darboux del siglo XIX sobre la forma de las líneas de curvatura alrededor 
de un punto umbílico [3J. 

Más recientemente, en 1995, Rarnírez-Galarza y Sánchez-Bringas pro
baron en [15J que existe una clase D de pares (T, v) estructuralmente esta
bles, donde T : M --+ ]R4 es una inmersión local de clase er

, r ~ 3, de una 
superficie compacta M de clase e oo en ]R4 y v E NI. 

Además, probaron que esta clase V es densa en la topología e3 en el espa
cio H = Immrs(M) x N, donde Immrs(M) es el espacio de las inmersiones 
de M en ]R4 de clase er con la topología es, r ~ s ~ 3, Y N es el espacio de 
los campos vectoriales unitarios de clase e= normales a T(M). 

También se probó en [15J que en V existen sólo tres clases de equivalen
cia topológica, siendo éstas las mismas clases topológicas de configuraciones 
principales de superficies en ]R3 encontradas por Gutierrez y Sotomayor en 
[18J. Por esta razón se dicen también Darbouxianas las clases de equivalencia 
en D. Estas clases se denotan por Di> D2 Y D3. 

En contraste con estas similitudes entre las configuraciones principales de 
superficies en ]R3 y en ]R4 existe una diferencia notable respecto a los Índices 
admisibles de un punto umbílico. El índice de un punto v-umbílico es el índice 
de Poincaré-Hopf de una singularidad de cualquiera de las dos v-direcciones 
principales, ya que los índices de ambas direcciones coinciden. Una famosa 
conjetura de Loewner, descrita en [19], afirma que cualquier punto umbílico 
de una superficie de clase ew inmersa en ]R3 debe tener índice menor o igual a 
uno. Esto ha sido demostrado afirmativamente para superficies e inmersiones 
de clase CW por H. Hamburger en [13J, G. Bol en [2J, T. Klotz en [14J, C. J. 
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Titus en [19], y H. Scherbel en [17], motivados todos ellos por la conjetura 
de Carathéodory de 1926, aún sin resolver en su totalidad, que afirma lo 
siguiente: existen al menos dos puntas umbílicos en tada superficie cerrada 
convexa suficientemente diferenciable. Gutierrez, Mercuri y Sánchez-Bringas 
prabaron en [9] que, para inmersianes de clase C r

, can r ~ 3 Y un punto 
umbílico de tipa Lajasiewicz, la canjetura de Laewner también resulta ser 
cierta. Par .otro lada, Gutierrez y Sánchez-Bringas probaron en [10] que 
dado n E Z existe una superficie M de clase CW, una inmersión de M en 1R4 
de clase CW y un campa vectorial v narmal a M de clase cw con un punto 
v-umbílica aislada de Índice n/2. Esta implica que la canjetura de Loewner 
no puede extenderse a superficies inmersas en 1R4. 

Los pares (I, v) con puntos umbílicos de Índice mayar que una aparecen 
en el camplementa del canjunta 1) de la superficie carrespondiente. Esto es, 
dichos pares (I, v) están en el canjunta de bifurcación estudiado en esta tesis. 

Otra fuente de inspiración para esta tesis fue el trabajo de clasificación 
de singularidades de ecuacianes diferenciales cuadráticas, no necesariamente 
provenientes de la geometría, realizada por Guíñez y Gutierrez en [7] y [8]. 

Resultadas. Mantenienda fija la superficie lacal I (M) y varianda el 
campa v E NI tenemos que la canfiguració~ principal alrededar del punto v
umbílica p E I (M) depende solamente de las parámetras de v. Por esta razón 
hablamos de campos v E NI y de canfiguracianes principales alrededor de 
puntos v-umbílicos indistintamente. Abusando tadavía más de la natación, 
hablamas de los puntos v E NI coma puntas v-umbílicos. El espacia NI es 
un plana 1R2. 

En esta tesis encontramas que el canjunta de puntos v-umbílicas no sim
ples de NI es una línea recta L en NI. El diagrama de bifurcación de las 
v-canfiguracianes principales locales en NI está formada por la unión de L 
y una curva algebraica real r can das camponentes canexas r l y r2 . La 
campanente r l es regular excepto en un sóla punto V de tipo cúspide y r 2 

es difeomarfa a una línea. Es natable que en este canjunta de bifurcación 
aparecen tanta puntos de c.odimensión 1 cama también un punta de cadi
mensión 2 representada par V. Además, existe un punto de tangencia T 
entre r 2 y la línea de puntos no simples L. Los tipos Darbouxianos DI, D2 

y D3 aparecen en el complementa del conjunta de bifnI:cación B = r U L. 
Determinamos las configuracianes principales de los tipos Darbauxianos así 
cama también de las tipas que están en r - {T}. Sobre r - {V, T} existe 
un sólo tipo de canfiguración principal que llamamas D 12 . Estas puntas de 
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bifurcación tienen codimensión 1. En el plUltO V se tiene lUla configuración 
que llamamos DI. V es lUl plUltO de bifurcación d~ codimensión 2. Los tipos 
DarbouxÍanos Di, i = 1,2,3, Y los tipos D I2 y DI se distribuyen en el es
pacio NI como se muestra en el diagrama de bifurcación de la Figura 5 del 
Capítulo 2, pág. 29. Se put.'l:ien obtener deformaciones versales de los plUltos 
de tipo DI2 eligiendo líneas en NI que sean transversales a las componentes 
regulares de la curva r. Una vecindad suficientemente pequeña del plUltO V 
es una deformación versal de lUl plUltO umbílico de tipo DI. En todos los 
resultados anteriores se suponen fijos los parámetros k, a, b, e, d, a Y I que 
aparecen en la parametrización canónica x : U e ]R2 --t ]R4 de la superficie 
T (M), definida por 

x (u, v) = (u, v, 'P (u, v)' 1/1 (u, v)), 

donde 

1/1 (u, v) = Iu2 + ~v2 + O (3), 

con bd oJ O. El diagrama de bifurcación en los casos en que b = O y d oJ O, 
o en que b oJ O y d = O, son casos límite del diagrama de bifurcación en 
que ambos son distintos de cero y es topológicamente equivalente al que se 
muestra en la Figura 7 del Capítulo 2, pág. 33. Finalmente, si permitimos 
además que los parámetros (b, d) de la parametrización canónica x varíen en 
]R2, entonces el diagrama de bifurcación va cambiando de acuerdo a la Figura 
8 del Capítulo 2, pág. 42. 

Contenido de esta tesis. En el Capítulo 1 se definen las configuraciones 
principales de superficies inmersas en ]R4, se obtiene el 1-jet de la ecuación 
diferencial de las líneas de curvatura usando lUla parametrización canónica 
local de la superficie y la forma normal del 1-jet del campo v E NI. 

Las configuraciones Darbouxianas son definidas usando las singularidades 
de cierto campo vectorial tangente a lUla superficie definida en el haz proyec
tivo. Esta construcción nos permite describir las configuraciones principales 
de los tipos Darbouxianos así como también de los tipos singulares simples 
de codimensiones \IDO y dos en el espacio NI . Finalizamos definiendo los 
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puntos umbI1icos simples como mínimos no degenerados de cierta función y 
dando una earacterización de los mismos en términos de dos desigualdades 
sobre los parámetros de la superficie y el campo normal. 

En el Capítulo 2 demostramos el resultado principal de este trabajo, el 
Teorema 2.1.1, el cual describe la estructura topológica del conjunto de bifur
cación en el espacio NI. Esto nos permite describir el diagrama de bifurcación 
para los puntos umbílicos simples en NI. También obtenemos en el Capítulo 2 
los diagramas de bifurcación en los casos no genéricos y demostramos que son 
casos límite del diagrama de bifurcación general en un contexto de variación 
simultánea de la &uperficie y el campo normal, con ciertas restricciones sobre 
los parámetros de la superficie. 

En el Capítulo 3 encontramos familias A que son variedades transversales 
en v E B a ciertas subvariedades de codimensión 1 para el caso D I2 y de 
codimensión 2 para el caso DI. Esta transversalidad sugiere la versalidad de 
tales familias A, lo que probamos directamente usando métodos desarrollados 
por Guíñez y Gutierrez en [8J. Si para cada ecuación diferencial de líneas 
de curvatura consideramos la correspondiente forma diferencial cuadrática 
(en el apéndice definimos estas formas), entonces nuestras deformaciones re
sultan ser versales en el espacio de las formas diferenciales cuadráticas. En 
[8J se obtienen deformaciones versales de los tipos singulares D I2 y DI en 
el espacio de las formas diferenciales cuadráticas. Estas deformaciones son 
diferentes a las que encontramos en esta tesis. Sin embargo, para el caso DI 

de codimensión dos, se demuestra en [8J que el conjunto de bifurcación de las 
singularidades de tipo D 12 , en ese caso y para esa deformación versal, es una 
curva de tipo cúspide similar a la componente cúspide de nuestra curva r. 
Sin embargo, tales deformaciones versales no definen familias de ecuaciones 
diferenciales de líneas de curvatura, lo que es necesario en nuestro trabajo. 
Además, como nuestras deformaciones versales tienen lugar en el espacio de 
los campos v-umbilicales, podemos expresar este hecho del siguiente modo: 
la variación de los parámetros en la deformación versal de este tipo de sin
gularidades en el espacio de las formas diferenciales cuadráticas corresponde 
a la variación de los parámetros del 1-jet del campo vectorial normal a la 
superficie. 

Problemas abiertos. Para determinar las configuraciones principales 
que pueden tener lugar sobre los puntos de la línea no simple L es necesario 
analizar el 2-jet de la ecuación diferencial de líneas de curvatura. De acuerdo 
a la clasificación realizada por Guíñez en [7J, todos los puntos de esta línea 
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L tienen rango 1. Esto implica la existencia de un sistema de coordenadas 
en donde se puede escribir el 2-jet de las funciones A, B, O que aparecen en 
la ecuación (1) en la forma 

A2 (x, y) 
B2 (x, y) 
O2 (x, y) 

y+ a20x2 , 

b2o x 2, 

- -y + C20X2 , 

y la configuración principal puede variar dependiendo de los coeficientes 
~o, ~o, Y C20· Los métodos que desarrollamos en esta tesis ya no se pueden 
aplicar a este tipo de puntos umbílicos. Sin embargo, nuestros resultados 
pueden ser de importancia para resolver el problema abierto de eneontrar 
deformaciones versales de este tipo de singularidades. Existen datos que nos 
sugieren la existencia de segmentos en la línea no simple L que son de un 
mismo tipo de configuración principal, que llamaremos aquí D23 . Estos pun
tos representan una bifurcación entre los tipos D2 y D3. Si la codimensión 
de este tipo es igual a 1 (Io que parece ser cierto), entonces cualquier línea 
transversal a estos segmentos en nuestro espacio NI puede ser considerada 
una buena candidata para deformación versal de la singularidad D23 • 

También existe un punto particular muy especial en la línea no simple L. 
Se trata del punto de t.angencia T entre la componente regular r 2 de la curva 
r y esta línea no simple L. El punto T representa múltiples transiciones entre 
las configuraciones principales, ya que im cualquier vecindad U e NI de este 
punto existen puntos de tipo DI, D2 , D 3 , Y D 12 • Determinar la configuración 
principal del punto T así como tilla deformación versal del mismo es un 
problema que dejamos abierto. 

También se encuentra abierta la cuestión de la caracterización de las 
ecuaciones diferenciales de líneas de curvatura en superficies compactas con 
una configuración principal global estructuralmente estable, lo que permi
tiría comenzar el estudio global de las bifurcaciones de este tipo de ecua
ciones. Otro problema es el de la realización de cualquier ecuación diferencial 
cuadrática como ecuación de líneas de curvatura. Más precisamente, dadas 
las funciones A, B, O de un abierto U e JR2 en JR, ¿existe una inmersión I 
de clase eoo de este abierto U en JR4 y un campo vectorial 11 de clase 0 00 

normal a I (U) tales que la ecuación de líneas de curvatura del par (I,I1) esté 
definida por una ecuación de la forma (1)? Este problema ya ha sido resuelto 
afirmativamente por Gutierrez y Sánchez-Bringas en [10] para el caso en que 
las funciones A, B, e son analíticas con A = -O, e inmersiones y campos I, 11 

también analíticos. Este resultado es el que permite garantizar la existencia 
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de puntos umbílicos en ]R4 con cualquier índice de la fonna n/2 para n E Z. 
En relación con la conjetura de Carathéodory resulta de particular interés 
investigar si es posible o no realizar este tipo de inmersiones de clase eoo en 
]R3. 
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A lo largo de esta tesis denotaremos por: 

u,v,W, vecindades. 

f, F, F, ep, 'I/J, funciones. 

S, M, N, variedades diferenciables. 

x, Y, Z, V, w; J:, campos vectoriales. 

x,y,z, parametrizaciones. 

T, inmersiones. 

V, 7), campos normales umbilicales. 

w, {j, formas diferenciales cuadráticas. 

b, d, coeficientes de los términos uv2 y u2v respectivamente, en el 
desarrollo de un polinomio homogéneo de grado 3. 
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1 Configuraciones Principales 

1.1 v-Configuraciones principales 

Sea M una superficie diferenciable orientada inmersa en 1R4 con la métrica 
Riemanniana inducida de la métrica Riemanniana estándar de 1R4. Para cada 
p E M consideremos la descomposición TpIR4 = TpM ES (TpM)·L, donde 
(TpM)l. es el complemento ortogonal de TpM en 1R4. Sea V la conexión 
Riemanniana de 1R4. Dados X y Y campos vectoriales locales en M, elegimos 
algunas extensiones locales X y Y de estos campos a 1R4. 

La conexión Riemanniana de M está bien definida por la componente 
tangencial de la conexión Riemanniana de 1R4 : \7 x Y = (V x y) T. 

Sean X (M) el espacio de los campos vectoriales diferenciables en M y 
X (M)l. el espacio de los campos vectoriales diferenciables normales a M. 
Consideremos la aplicación a : X (M) x X (M) --+ X (M)l. , definida por 

a (X, Y) = V x Y - \7 x Y. 

Es fácil ver que esta aplicación está bien definida, es simétrica y bilineal. 
Si p E M Y v E (TpM)l. , v i- O, definimos la función 

H" : TpM x TpM --+ IR, H" (X, Y) = (a (X, Y) , v). 

Esta función resulta también simétrica y bilineal. La segunda forma fun
damental de M en p es la forma cuadrática asociada, 

II" : TpM --+ IR, II v (X) = H" (X, X) . 

Recordemos que el operador de forma SI' : TpM --+ TpM está definido 
por 

donde iJ es la extensión local a 1R4 del campo vectorial normal v en p. 
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Este operador es lineal y autoadjunto. En consecuencia, para cada p E M, 
existe una base ortonormal {el,e2} de TpM que consiste de vectores propios 
de Sv: 

Como este operador cumple que 

(SI' (X) , Y) = Hv (X, Y) 

para cualesquiera X, Y E TpM, la segunda forma fundamental puede expnr 
sarse por 

Ilv (X) = (SI' (X) , X). 

Además, la restricción de la segunda forma fundamental a los vectores uni
tarios en TpM alcanza sus valores máximo y mínimo en esta base ortonormal. 

Definición 1.1.1. Sea v E (TpM).l. Los valores propios kI y k2 del 
operador de forma SI' correspondientes a los valores máximo y mínimo de 
la segunda forma fundamental IIv en el círculo unitario TpM son llamados 
las v-curvaturas principales. Un punto p E M es v-umbílico si las 
v-curvaturas principales coinciden en p, esto es, k I (p) = ~ (p). 

Definición 1.1.2. Sea Uv el conjunto de los puntos v-umbílicos en M. 
Para cada p E M - Uv existen dos direcciones definidas en TpM por los dos 
vectores propios de Sv. Llamamos a estos campos de líneas las v-direcciones 
principales. 

El teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferen
ciales ordinarias garantiza la integrabilidad de las v-direcciones principales 
localmente en M - Uv . 

Definición 1.1.3. Las v-líneas de curvatura son las dos familias de 
curvas ortogonales definidas por las integrales de las v-direcciones principales. 
La terna formada por las dos foliaciones ortogonales definidas por las v-líneas 
de curvatura junto con los puntos v-umbílicos como sus singularidades, se 
llama la v-configuración principal de M, denotada por PI' = (Uv, Lv, Iv). 
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La ecuación diferencial que define la v-configuración principal está dada 
por la ecuación de Rodrigues, 

Sv (e' (t)) = .A (e (t)) e' (t), (1.1) 

donde .A (e (t)) es una función real-valuada definida en M. Con el objeto 
de estudiar las v-configuraciones principales de una superficie inmersa en 
JR\ en una vecindad de un punto v-umbílico p E M, introducimos ahora un 
sistema de coordenadas (x, y, z, w), de modo que la superficie M se pueda ver 
localmente como la gráfica de una función diferenciable I : U e JR2 --> JR2. 
En este sistema la pararnetrización local puede escribirse en la forma 

x(u, v) = (u, v, cp(u, v), .,p(u, v)). (1.2) 

Encontremos, en primer lugar, la ecuación diferencial que deben satisfacer las 
v-líneas de curvatura en las coordenadas definidas por esta parametrización. 

Como Sv : TpM --> TpM, se tiene que Sv(x,.) y Sv(x,.) E TpM. Por lo 
tanto para cada p E M existen aij, i, j = 1,2 tales que 

Sv(x,.) = aux,. + a2¡x,., 
Sv(xv) = a¡2x,. + a22Xv· 

De ahí que para V E TpM, V = v¡x,. + v2x,., se tiene 

Sv(V) = (au V¡ + a¡2v2)x,. + (a21 V¡ + a22v2)xv, 

(1.3) 

lo cual puede escribirse respecto a la base asociada {x,., Xv} de TpM como 

Sv ( v¡ ) = (all a¡2) ( V¡ ) . 
V2 a2¡ a22 V2 

Ahora, la expresión de la segunda forma fundamental en esta base está dada 
por 

n(V) - (Sv (V), V) = (Sv(v¡x,. + V2Xv), v¡x,. + V2Xv) 
vr(Sv(xu), x,.) + V¡V2(Sv(Xu), Xv) + V2V¡ (Sv(Xv), x u )+ 

donde 

ev -

Iv -
9v -

+v~(Sv(xv), xv) 

(Sv(x,.),xu) = (I/,Xu,,), 

(Sv(x,.), xv) = (x", Sv(xv)) = (v,xuv), 
(Sv(Xv), Xv) = (1/, Xvv). 
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Encontremos ahora los valores de las aij en ténninos de los coeficientes 
ev, !v,9vo 

De la ecuación (1.3), tenemos que 

Iv (Sv(x,,), xv) 
Iv - (Sv(x,,), x..) -
ev - (Sv(x,,), x,,) 
9v (Sv(x,,), x..) 

anF + a'2]G, 
a12E +a22F, 
anE +a21F, 
a12F +a22G, 

(1.4) 

donde E = (x",x,,), F = (x.., xv), G = (x.,xv) son los coeficientes de la 
primera forma fundamental. Las relaciones (1.4) pueden expresarse en forma 
matricial como 

de donde 

1 (ev f v ) ( G -F) (an a21) 
EG - F2 fv 9v -F E - a12 a22 ' 

y de alú obtenemos las expresiones de las entradas aij de la matriz del ope
rador de forma Sv en la base {x..,xv} : 

evG - fv F 
an = EG _F2 ' 

fvG - 9vF 
an = EG -F2 ' 

fvE -evF 
a21 = EG _F2 ' 

9vE - fvF 
a22 = EG _F2 . 

Finalmente, si c(t) = x(u(t), v(t)) es una v-línea de curvatura, la ecuación 
(1.1) nos dice que las funciones u' (t), v'(t) satisfacen el sistema de ecuaciones 

an u' + a12v' = AU', 
a21ú +a22v' = AV'. 
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Eliminando A de este sistema con los valores obtenidos de las aij, resulta la 
ecuación diferencial de las v-líneas de curvatura 

donde 

A (u, v) dv2 + B (u, v) dudv + C (u, v) du2 = O, (1.5) 

A = /vG-gvF, 
B = evG -gvE, 

C=evF-/vE. 

Ahora, para el análisis local de la v-configuración principal de una superfi
cie M parametrizada por (1.2), podemos suponer, sin pérdida de generalidad 
(usando translaciones y rotaciones), que el punto v-umbílico p de M es el 
origen de JR4, con el plano tangente de la superficie en p siendo el plano 
xy y con el campo vectorial normal unitario v E (TpM)l. coincidiendo con 
(O, 0,1, O) en el origen. 

Considerando el polinomio de Taylor de orden 3 de las funciones 'P y 1/! 
de la parametrización (1.2) alrededor de p obtenemos 

'P(u, v) = ~ ('Puu(O, 0)u2 + 2'Puy(0, O)uv + 'Pyy(O, 0)v2
) + 

+ ~ ('Puuu(O, 0)u3 + 3'Puuv(0, 0)u2v + 3'Puvy(0, 0)uv2 + 'PVyy(O, 0)v3
) , 

y también 

1/!(u, v) = ~ (1/!uu(O, 0)u2 + 21/!uv(0, O)uv + 1/!VY(O, 0)v2
) + 

+ ~ (1/!uuu(O, 0)u3 + 3'1j;uuv(0, 0)u2v + 31/!uvv(0, 0)uv2 + 1/!VYY(O, 0)v3
) , 

pues 'P(O, O) = 'Ij;(0, O) = O, ~(O, O) = ~(O, O) = ~(O, O) = :; (O, O) = O. 
Como 

X(u, v) = (u, v, 'P(u, v), 1/!(u, v)), 

tenemos 

X u = (1, O, 'Pu, 1/!u), X y = (0,1, 'PY> 'lj;v), 
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xuu = (O, 0, 'Puu,,,puu), Xuv = (O, 0, 'Pu""puv), Xvv = (O,O,'Pvv,,,pvv). 

De ahí que 

'Puu = ((0,0,1, O), (O, 0, 'Puu, "puu)) = (l/p, xuu) = cVp ' 

'Puv = ((0,0,1,0), (O,O,'Puv,,,puv)) = (l/p,xuv ) = Ivp , 

'Pvv = ((0,0, 1,0), (0,0, 'Pvv,1¡!Jvv)) = (l/p,xvv) = gvP ' 

por lo tanto 

1 ( 2 2) a 3 d 2 b 2 e 3 
'P(U, V) ="2 CvU +2Ivuv +gvv +i5U +"2UV +"2·UV +i5v . 

Análogamente, 

El hecho de que la superficie es la misma independientemente de cual base 
del plano tangente se tome, obtenemos al elegir la base ortonormal {el,e2} 
de los vectores propios del operador Sv, los coeficientes 

En consecuencia, 

Cv = (SvCel) , el) = (kleI, el) = kl , 
Iv = (Sv(el),e2) = (klel,e2) = 0, 

gv = (Sv(e2), e2) = (k2e2, e2) = k2. 

1 a d b 2 e 
'P(U, v) = "2 (klU2 + ~v2) + i5u3 + "2u2v + "2UV + 6v3. 

Además, como p E M es l/-umbilico, kl(P) = k2(P) = k, lo que nos permite 
escribir 

k a 3 d 2 b 2 e 
'p(u'v)="2(u2+v2)+i5u +"2UV+"2UV +6v3. 

Una rotación del plano xy puede eliminar el término en uv del desarrollo 
de "p para obtener finalmente nuestra paramctrización canónica: 

x(u,v) = (u,v,'P(u,v),,,p(u,v)), (1.6) 
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donde 

( )
0<212 6 3 E 2 <: 2713 

./. U V = -u + -v + -u + -u v + -uv +-v 
'1', 2 2 6 2 2 6' 

de manera que no perdemos generalidad al suponer parametrizada nuestra 
superficie local por (1.6), para k, a, d, b, c, 0<, " 6, E, <:, 71 E JI!.. 

En esta parametrización canónica consideremos el conjunto N de los cam
pos normales v E (T M).L unitarios, para los cuales p E M es un punto v
umbílico aislado tal que vp = alaz. Llamaremos campos v-umbilicales a 
los elementos de N. 

El 1-jet de estos campos v-umbilicales se da en el siguiente lema. Como 
veremos más adelante, este l-jet determina genéricamente las ecuaciones 
diferenciales de las v-lineas de curvatura. 

Lema 1.1.4. Sm NI el conjunto de los l-jets de los campos v-umbilicales. 
La forma de un campo v E NI en una vecindad del punto v-umbüico está 
dada por 

v(u, v) = (-ku, -kv, 1, mu + nv), (1.7) 

donde k es la curvaturn principal en el punto v-umbzlico y m, n son números 
rmles arbitrnrios. 

Idea de la prueba. Desarrollando las coordenadas del campo normal v en 
series de Taylor podemos escribir 

4 

v (u, v) = ¿:eli + miu + n;v + Oi(2)) e;, 
i==l 

donde Oi(r) denota el desarrollo de los términos de orden r. Por una parte, 
la condición inicialv(O, O) = (O, 0,1, O) implica que /1 = 12 = 14 = O, 13 = 1. 
Por otra parte la condición de perpendicularidad de v( u, v) con respecto a 
xu(u,v) y xv(u,v) implica que 

mi = -k, nI = O, m2 = O, n2 = -k. 
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Además, como 1/( u, v) es unitario, se obtiene m3 = O, n3 = O. 
Finalmente, es fácil probar por inducción que dados los coeficientes de 

orden j de 04(j), resulta que los coeficientes de orden j + 1 de 

están determinados por el (j + l)-jet de los productos 

(xu(u, v), I/(u, v)}, (x.(u, v), I/(u, v)}, 

y de la diferencia III/(u, v)11 2 
- 1, respectivamente. De este modo se ve que 

los parámetros m4 Y n4 pueden tomar cualquier valor real. • 

Usando (1.6) Y (1.7) encontramos los coeficientes de la ecuación (1.5) 
para obtener finalmente el 1-jet de la ecuación diferencial de las l/-líneas de 
curvatura, 

donde 

Al (u, v) 
BI(u,v) 
CI (u, v) 

d u + b v, 
(a - b+ (o: - ,)m)u + (-e + d + (o: - ,)n)v, 
-du-bv. 

1.2 Configuraciones Darbouxianas 

Sea I : M --+ JR4 una inmersión de clase Coo de la superficie local M de clase 
Coo en JR4. Consideremos el haz proyectivo PI(M) sobre I (M) definido por 
TI(M) - {O}, el haz tangente sin la secciÓn nula, módulo la identificación de 
dos elementos (x, v) y (y, w) si x = y, y v = :>"w para algún:>" # O. Denotemos 
por rr la proyección de PI (M) sobre I (M). 

Si I (P) es un punto 1/-umbílico en I (M) e JR4, entonces existe una vecin
dad V (I (P)) con una parametrización canónica (1.6) identificando I (P) con 
el origen de JR4. Usando esta parametrización canónica, el espacio PI (M) 
puede parametrizarse por dos sistemas de coordenadas: 

(u,Vjq =du/dv) , y (u,vjp=dv/du). 
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En estos términos la ecuación de las v-líneas de curvatura (1.8) puede ser 
usada para definir en PI (M) una superficie en el sistema de coordenadas 
(u, v,p) como sigue. 

Definición 1.2.1. Sea S (I, v) = F- 1(0), donde F : PI (M) ..... IR está 
definida por 

F (u, v,p) = Al (u, v) p2 + B1 (u, v) P + C1(u, v), 

esto es, 

F(u,v;p) _ (du+bv) p2 
+((a - b+ (a- ,)m)u+ (-c+d+ (a-,)n)v)p 
-(du+bv). 

Sea U el conjunto de los puntos v-umbilicales de I (M). En el comple
mento de rr-1(U), se tiene que S (I, v) es una superficie regular en PI (M). 
De hecho, resulta ser un cubriente doble de I (M) -U. Si O E JR4 es un punto 
umbílico, la fibra rr-1 (O) está contenida en S (I, v) . 

Condición (T). El par (I, v) satisface la condici6n de transversalidad 
en el origen si las curvas definidas por los ceros de las funciones Al (u, v) Y 
B1 (u, v) se intersectan en el origen transversalmente. 

La condición de transversalidad es equivalente a decir que S (I, v) es 
regular también en toda la fibra rr- 1 (O). Es claro que esta propiedad es 
independiente de la parametrización. 

Definición 1.2.2. Sea j: el campo vectorial definido en PI (M) por 

(1.9) 

Este campo tiene las siguientes propiedades. 

1. j: es tangente a S(I,v). 
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Como "il F es ortogonal a la superficie F-1 (O) = S (I, v), lo anterior se 
sigue del siguiente cálculo: 

F,.Fp + Fv pFp + Fp ( - F,. - pFv) 

F,.Fp + pFvFp - FpFu - pFpFv 

- O. 

2. Si restringirnos el campo J: a la superficie S (I, v), entonces 

Il. (J:(u,v,p)) se anula solamente en el origen (0,0). 

Observamos primero que 

Il. (J: (u, v,p)) = (Fp (u, v,p), pFp (u, v,p)) = Fp (u, v,p) (l,p). (1.10) 

Ahora, como 

Fp (u, v,p) = 2p (d u + b v) + u (a - b + (O< - /) m) + v (-c + d + (O< - /) n), 
(1.11 ) 

vemos que Fp(O,O,p) = ° y por lo tanto Il. (.t(O,O,p)) = (0,0). 

Inversamente, si Il. (J:(u,v,p)) = (0,0) para (u,v,p) E S(I,v), en

tonces de (1.10) resulta Fp (u, v, p) = 0, esto es, 

2p(du+bv)+u(a-b+(0<-/)m)+v(-c+d+(0<-/)n)=0 (1.12) 

y como (u, v,p) E S(I, 1/), tenemos además que F(u, v,p) = 0, esto es, 

(d u +b V)p2 + ((a - b+ (O< - /)m)u + (-c +d+ (O< - /)n)v)p 
-(du+bv)=O. 

Sustituyendo (1.11) en (1.12) resulta 

(du+bv)p2+(-2p(du+bv))p-(du+bv) - 0, 
-p2(du+bv)-(du+bv) _ O, 

-(du+bv)(P2+1) _ O, 

de donde d u + b v = O para todo d, b E IR. Entonces (u, v) = (O, O). 
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3. Si (u,v) t- (0,0) y (u,v,p) E 8(I,I/) entonces II. (.f (u, v,p)) 

genera la línea de curvatura con la dirección (l,p). 
Si (u,v,p) E 8(I,I/) entonces (u,v,p = ~:) satisface la ecuación dife

rencial de las líneas de curvatura, esto es, p es la pendiente de la tangente 
a la línea de curvatura en (u, v). Por lo tanto (l,p) es la dirección de la 
línea de curvatura en (u, v). Ahora, como ya vimos en el punto anterior, 

II. (.f (u, v,p)) =:Fp (u,v,p) (l,p), de donde se obtiene la afirmación. 

4. Las singularidades del campo .f en II-I (O, O) ocurren donde 
se anula el polinomio (-:Fu - p:Fv ) (p). 

Como 

:Fp(u,v,p) = 2p(du+bv) +u(a-b+ (a -,)m) +v(-c+d+ (a -,)n), 

resulta :Fp (O, O, p) = O, de modo que las dos primeras funciones componentes 
del campo .f se anulan en (O, O, p) para toda p, mientras que la tercera 
componente resulta independiente de u y de v, pues 

(-:Fu - p:Fv ) (u, v,p) = d - (a - 2b + (a -,) m) p - (2d - c + (a -,) n) p2 

y se anula solamente si p es raíz del polinomio 

f(p) = bp3 + (2d -c+ (a - ,)n)p2 + (a - 2b+ (a-,)m)p- d, (1.13) 

el que llamaremos polinomio separatriz del par (I,I/). Hacemos notar 
que éste es un polinomio de grado 3. En consecuencia, habrá una o tres 
singularidades de coordenadas (O, O, Pi), de acuerdo al número de raíces reales 
Pi de este polinomio. 

5. La parte lineal del campo .f 18 (I, 1/) en las singularidades 
(O, O, Pi) tiene los siguientes valores propios: 

2b - a - (a - ,)m + 2(c - 2d - (a - ,)n)Pi - 3bP?, 
- a- b+ (a - ,)m+ (3d - c+ (a-,)n)Pi +2bpr 
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Al evaluar la matriz Jacobiana del campo j: en (O,O,Pi) obtenemos una 
matriz de 3 x 3 cuyos valores propios resultan ser (31 (Pi) = O, y fh. (P;), fh (Pi) 
dados por (1.14) con los vectores propios correspondientes 

~1 - ((c-d-2bp;+nh- a»j(a-b+2dpi+ m(a-,,»,1,0), 
6 - (l,Pi,O), 
~3 - (0,0,1). 

Ahora, si (O, O,Pi) es una singularidad de j: 18 (Y, 11), entonces, del punto 
anterior, Pi es raíz del polinomio separatriz, y por lo tanto, 

f (Pi) = -(-Fu - PiFv) (Pi) = (Fu + PiFv) (Pi) = o. 

Así, 

(\1 F (O, 0, Pi) ,6) = ((Fu, F., Fp) (0,0, Pi) , (1, Pi, O» = (Fu + PiFv) (Pi) = O, 

de alú que 6 E T(o,o,p,)8 (Y, 11) . 
Además, 

(\1 F (O, O, Pi) ,6) = ((F", Fv, Fp) (O, O, Pi) , (0,0,1» = Fp(O, O, Pi) = o. 

Por lo tanto 6 E T(o,o,p,)8 (Y, 11). De manera que los vectores propios ~2,6 
generan el plano tangente a la superficie 8 (Y, 11) en (O,O,Pi). 

6. Las raíces reales del polinomio separatriz corresponden a las 
direcciones de aproximación principal al punto umbílico. 

Una dirección de aproximación principal a un punto umbilico es 
una dirección r tal que existe una línea de curvatura que contenga al umbilico 
en su cerradura y cuyo campo de direcciones tangentes tenga a r como di
rección límite en el punto umbilico. 

Si v = pu+O (u2) es una línea de curvatura, entonces satisface la ecuación 
diferencial (1.8), 

(d u + b v) (:~)2 + [(a - b+ (a -,,) m) u + (-c + d + (a -,,) n) v] :~ 

-(du+bv)=O, 

12 



de donde resulta que, a primer orden, 

(d u + b pu) p2 + [(a - b + (o: - 1') m) u + (-e + d + (o: - 1') n) pul p 

-(du+bpu)=O, 

esto es, 

-d u - lJpu = 0, 

y, finalmente, 

es decir, f (p) = 0, donde f es el polinomio separatriz. 
Inversamente, si f(p) = 0, entonces, por el punto 4, (O,O,p) es una 

singularidad de :t 18 (I, v), y por el punto 5, (l,p, O) E T(o,o,p)8 (I, v). Por 
lo tanto, existe una curva "1 E 8(I,v) tal que r' = (l,p,O) en (O,O,p). 
Proyectando esta curva obtenemos que JI b) es una línea de curvatura en la 
dirección del vector (l,p) en el punto umbílico. 

Las propiedades 1 a 6 pueden ser utilizadas para realizar una resolución 
de las singularidades determinadas por los puntos v-umbílicos de la inmersión 
de la superficie local M en ]R4. 

Esta resolución se establece analizando los puntos singulares hiperbólicos 
del campo vectorial :t 18 (I, v) de manera análoga al análisis para superficies 
en ]R3 realizado por Gutierrez y Sotomayor en [12]. 

Definición 1.2.3. Las proyecciones de las separatrices del campo vecto
rial :t 18 (I, v) en una singularidad de tipo silla de este campo en (O,O,Pi) 
determinadas por el vector (I,Pi'O) del plano tangente T(o,o,p;) 8 (I,v) serán 
llamadas sepamtrices umbilicales. 

Definición 1.2.4. Un punto umbílico aislado de la ecuación de líneas de 
curvatura (1.5), 

A(u, v) dv2 + B(u, v) du dv + C(u, v) du2 = 0, 
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es simple si es un mínimo no degenerado de la función H : U e JR2 -t JR 
definida por 

H(u, v) = B2(u, v) - 4A(u, v)C(u, v). 

Como esta función H depende de funciones reales de dos variables y de 
sus derivadas, observamos que esta definición es invariante bajo cambios de 
coordenadas, ya que la condición de ser 1m mínimo no degenerado de una 
función es invariante bajo estos cambios. 

Veamos cómo expresar la condición de que el origen sea un punto umbílico 
simple en términos de los coeficientes de primer orden del desarrollo de Taylor 
de las funciones A, B, y C. 

Las primeras derivadas parciales de la función H son las siguientes. 

H" = 2B(u, v)B" - 4(A(u, v)C" + C(u, v)A,.), 
Hv = 2B(u, v)Bv - 4(A(u, v)Cv + C(u, v)Av). 

Las segundas derivadas parciales de H resultan ser 

Hu" = 2(BBuu + B~) - 4(AC" " + CuA,. + CA"" + AuC,,), 
Huv = 2(BBuv +B"Bv) -4(AC"v +C"Av + CA,. v + AuCv), 
Hvv = 2(BBvv + B;) - 4(ACv v + CvAv + CAvv + AvCv). 

Sean 

a¡ = A,. (O, O), a2 = Av (O, O), b¡ = Bu (O, O), ~ = Bv (O, O) , 

Cl = Cu (0,0), C2 = Cv (0,0). 

Entonces, como A(O, O) = B(O, O) = C(O, O) = O, 
tenemos que 

Huu (O, O) = 2bi - 4 (c¡a¡ + a¡c¡) = 2(bi - 4a¡c¡), 
H"v(O,O) - 2b¡b2-4(c¡a2+a¡C2) 

= 2(b¡b2 - 2C¡C2 - 2~c¡) 

Hv v (O, O) 2b~ - 4 (C2a2 + a2c2) = 2(b~ - 4a2c2)' 

Estos cálculos demuestran la siguiente proposición. 
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Proposición 1.2.5. El origen es un punto umbílico simple de la ecuación 
diferencial de líneas de curvatura 

si se satisfacen las siguientes desigualdades: 

b~ - 4a¡c¡ > O, (1.16) 

y 

(1.17) 

Demostración. Aplicando el criterio del Hessiano a la función H con 
los cálculos desarrollados arriba se obtiene que el origen es un mínimo no 
degenerado de H .• 

Usando las inecuaciones (1.16) y (1.17), la parametrización canónica de 
la superficie (1.6) y los valores de a¡,a2,b¡,b2,c¡ Y C2 definidos en (1.15) es 
inmediato verificar que, si p E M es un punto v-umbílico aislado, entonces p 
será simple si se cumple que 

4d2 + (a-b+ (o: -1')m)2 > O, 

((a - b) b + (c - d) d + (o: -1')(bm - dn))2 > O. 

(1.18) 

(1.19) 

Los casos que están en la frontera de los conjuntos abiertos definidos por 
la clase Darbouxiana son interesantes desde el punto de vista de la teoría de 
bifurcaciones. Estos casos serán estudiados en esta Tesis. 

Definición 1.2.6. Sea p un punto v-umbílico simple de una superficie 
local M inmersa en JR4 y f el polinomio separatriz del par (T, v), donde 
T : M --> JR4 es la inmersión en p y v es un campo normal umbilical. Entonces 
se dice que el punto p es de tipo 

(a) Darbott:l:iano si f tiene solamente raíces simples y se cumple 
la condición (T). 
(b) D¡2 si f tiene una raíz simple y una doble. 
(c) D¡ si f tiene una raíz triple. 

Existen tres diferentes tipos topológicos de puntos umbílicos Darbou
xianos de acuerdo a los siguientes casos. 
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Caso DI. El polinomio sepamtriz tiene una única míz real PI y los 
valores propios (1.14) son de signos opuestos pam esta míz. 

En este caso la singularidad del campo j: restringido a la superficie 
S (I, 11) en (0,0, pd es de tipo silla y existe una única dirección de aproxi
mación principal al punto umbJ1ico siendo ésta la separatriz umbilical. La 
proyección nos da la configuración principal alrededor del punto umbilico: 
un sector hiperbólico rodeando la separatriz umbilical, corno se muestra en 
la Figura 1, donde sólo se ilustra una hoja de la superficie S (I, 11). 

Caso D 2 . El polinomio sepamtriz tiene tres míces reales y distintas Pi y 
los valores propios (1.14) definen dos sillas y un nodo del campo j: en P¡,P3, 
y P2 respectivamente, con PI < P2 < P3· 

En este caso la singularidad del campo j: I S (I, 11) de tipo nodo se 
encuentra entre dos sillas y existen tres direcciones de aproximación principal 
al punto umbilico, aunque sólo dos separatrices umbilicales delimitando un 
sector parabólico y un sector hiperbólico. Ver la Figura 1. 

Caso D3. El polinomio sepamtriz tiene tres míces reales y distintas Pi 
y los valores propios (1.14) definen tres sillas del campo J:. 

En este caso las tres singularidades del campo j: I S (I, 11) son de tipo silla 
y existen tres direcciones de aproximación principal al punto umbilico que 
son también separatrices umbilicales delimitando tres sectores hiperbólicos. 
Ver la Figura 1. 

Corno los tipos Darbouxianos están definidos por singularidades hiperbólicas 
del campo j: I S (I, 11) en el eje p que tienen el mismo Índice para cada 
i E {1, 2, 3}, todos los tipos Di son topológicamente equivalentes, esto es, 
para cada tipo Di, existe un homeomorfismo que manda la configuración de 
un Di en la configuración de otro Di, para la misma i. 

Además, corno las condiciones Darbouxianas dependen en última instan
cia de los coeficientes de orden 3 del desarrollo de Taylor de funciones sufi
cientemente diferenciables, observamos que si dos superficies son C3 -cercanas, 
entonces estos coeficientes estarán cercanos y estas condiciones se seguirán 
cumpliendo. De manera que las condiciones Darbouxianas son abiertas en 
la topología C3. La estabilidad estructural de las configuraciones principales 
alrededor de un punto umbílico Darbouxiano se sigue directamente de la 
hiperbolicidad de las singularidades del campo vectorial j: restringido a la 
superficie S (I, 11). Un problema abierto es establecer condiciones necesarias 
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para la estabilidad estructural de configuraciones principales en general ([12], 
Capítulo 4). A este respecto GtÚñez en [7] obtiene una caracterización de 
laB ecuaciones diferenciales cuadráticas llamadas positivas, definidas en una 
2-variedad diferenciable, orientada y compacta cuya configuración es estruc
turalmente estable en la topología (jl.. 

Tipo DI 

Fig. 1. Configuraciones DarbouxianaB. 

Allí se muestra que existe cierto tipo de ecuaciones con una configu
ración estable fuera de lo que aqtÚ se denomina la clase Darbouxiana. Sin 
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embargo, estas ecuaciones estables no Darbouxianas no pueden provenir de 
la geometría de las configuraciones principales de superficies. Hacemos no
tar que las configuraciones Darbouxianas son invariantes bajo rotaciones del 
plano uv. (Ver [15] Proposición 3.8). Además, Ramírez...Galarza y Sánchez... 
Bringas probaron que estos tipos son genéricos ([15], Teorema 3.9). 

La transversalidad de la condición (T) junto con el hecho de que las condi
ciones Darbouxianas son C3-abiertas implican que los tipos Di, i = 1,2,3, 
dependen continuamente de pequeñas perturbaciones de clase C3 de (I,1/). 
Las separatrices umbilicales asociadas dependen continuamente sobre partes 
compactas, como lo hacen las separa trices de tipo silla de sus levantamientos 
por rr- I a la superficie S (I, 1/). 

Los casos que están en la frontera entre los tipos DI y D 2 se pueden pensar 
como casos límite al variar continuamente las condiciones Di, i = 1,2. ASÍ, 
la configuración del tipo D I2 se obtiene al variar las condiciones del tipo 
D 2 basta el límite en que una de las singularidades de tipo silla del campo 
j: I S (I, 1/) coincide con la singularidad de tipo nodo, de manera que surge 
una singularidad de tipo silla-nodo en el eje p en S (I, 1/), correspondiendo a 
la raíz doble del polinomio separatriz. Esto se proyecta en el colapso de una 
mitad del sector parabólico de la configuración principal D2 . Ver la Figura 
2. 

.. .. , .. .. , " , .. " " -........... .::'~ .. ~~'~;:=====:: -----1 

Fig. 2. Configuración principal del tipo D 12 • 

Análogamente, la configuración del tipo DI se obtiene al variar las condi
ciones del tipo D12 hasta el límite en que las dos singularidades, tilla silla y 
una silla-nodo del campo j: I S (I, 1/) coinciden, de manera que surge una 
única singularidad de tipo silla en el eje p en S (I, 1/), correspondiendo a la 
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raíz triple del polinomio separatriz, colapsándose la mitad restante del sec
tor parabólico de la configuración principal D¡2. El resultado es una única 
separatriz umbilical rodeada de un sector hiperbólico, tal como en el caso 
D¡. 
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2 Diagramas de Bifurcación 

2.1 El caso general 

Consideremos mla superficie local arbitraria M inmersa en JR4 con un punto 
l/-umbílico aislado p. Genéricamente se tiene que cualquier perturbación de la 
dirección normal l/ E (TpM).L hace que p deje de ser umbílico. De modo que 
supondremos esta dirección fija y consideraremos su variación únicamente en 
el 1-jet del campo vectorial norlllal l/ conservando la condición de definir un 
punto l/-umbílico aislado en p. Denotemos con NI el conjunto de los l-jet de 
los campos vectoriales normales l/-umbilicales en p. 

La forma normal de l/ E NI dada en (1. 7) nos permite identificar NI con 
JR2. Sean (m, n) las coordenadas de un elemento l/ de NI. Entonces, dada la 
superficie local M tenemos que la configuración principal alrededor del punto 
l/-umbílico aislado p E M depende de estos parámetros m, n como vimos en 
el Capítulo 1. El objetivo de este Capítulo es describir el cambio en estas 
configuraciones principales al variar los parámetros m, n. 

Dividiremos este estudio en dos secciones. En la primera sección analizare
mos el caso general en que los coeficientes de la parametrización canónica 
(1.6) de la superficie local M satisfacen /xl f O, Y o f 'Y. Los casos en que 
d = O o b = O serán desarrollados en la segunda sección. Por otro lado, el caso 
en que o = 'Y representa la clase de superficies que son umbilicales respecto 
a cualquier campo vectorial normal y no tienen interés en este análisis. 

Dada una parametrización canónica (1.6) de la superficie local M alrede
dor de p, vemos que para d f O, se satisface (1.18) para todo (m, n) E NI. 
Así, para obtener el conjunto de los campos l/ E Ni que definen puntos l/

umbílicos no simples para una superficie local fija, sólo nos resta ver dónde 
no se satisface la segunda inecuación (1.19). Esto último ocurre para los 
puntos (m, n) E NI que satisfacen 

(a -,_b) b+ (e - d) d + (o - 'Y) (bm - dn) = O. 

De este modo obtenemos que el conjunto de los campos l/ E NI que 
definen puntos l/-umbílicos no simples está determinado por una línea recta 
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L en el plano NI de coordenadas (m, n) determinada por la ecuación 

_ (b) (a-b)b+(c-d)d 
n- d m+ (a--y)d ' (a--y)dofO. (2.1) 

A continuación darnos el enunciado preciso de nuestro resultado principal. 

Teorema 2.1.1. Sean 1/ E NI con coordenadas (m, n) y d of O, b of O. 
El conjunto de bifurcación de codimensiones uno y dos, de los campos 1/ 

-umbilicales en el espacio NI es la línea L y una curva algebroica real r 
que tiene dos componentes conexas. Una de estas componentes tiene un 
único punto singular de tipo cúspide y la otro es una curva difeomorfa a una 
línea. El punto singular de r es de tipo DI de codimensión dos y los puntos 
regulares de r son de tipo D I2 de codimensión uno, excepto en el único punto 
de tangencia T con la línea L. Ver la Figuro 3. 

Fig. 3. Conjunto de bifurcación en el espacio NI. 

Demostración. Presentarnos la prueba en tres secciones. En la primera 
obtenernos una descripción conveniente del conjunto de ptmtos de los tipos 
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D I2 Y iJ¡ en el espacio NI' Este conjunto consiste de una curva algebraica 
real r de grado cuatro. En la segunda probamos un lema que describe las 
propiedades topológicas de la curva r establecidas en el enunciado del teo
rema. En la tercera analizamos los tipos de configuraciones principales que 
ocurren a lo largo de la curva r. Realizamos algunos cálculos en MATHE
MATICA para obtener expresiones precisas en esta prueba. 

2.1.1 El conjunto de puntos de tipo D I2 y iJ¡ 
En esta parte determinaremos el lugar geométrico en el espacio NI donde se 
tienen bifurcaciones de los tipos D I2 y iJ¡. 

Recordemos que los tipos D I2 y DI están caracterizados por las raíces 
múltiples del polinomio separatriz (1.13) de ~uerdo a la Definición 1.2.6 
como sigue:' raíces triples corresponden al tipo DI, Y cuando existe una raíz 
simple y una doble se tiene el tipo D12' 

Como las raíces múltiples de un polinomio ocurren en donde se anula su 
discriminante, debemos determinar el discriminante de (1.13) como función 
de los parámetros m, n en un sistema de coordenadas adecuado. Para esto, 
denotemos con P el conjunto de los polinomios separatrices escritos en la 
forma 

Podemos identificar P con JR2 dándole coordenadas (Al, A2) a un elemento 
deP. 

Consideremos abora la función 

(2.2) 

definida por 

Al = 2~b3 {(2d - e + (a -¡)n)(2 (2d - e + (a - ¡)n)2 (2.3) 

-9b(a - 2b+ (a -¡)m» - 27b2d}, 

A2 = 3~2 {3b (a - 2b + (a -¡)m) - (2d - e + (a - ¡)n)2}. (2.4) 
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El cambio de parámetros definido por la función F es la composición 
F = F2 o FI , donde FI : NI -t JR4 está definida por 

F¡(rn,n) = (co, Cl, C2, C3), 

donde Ci, i = 0,1,2,3, son los coeficientes de los términos de orden i del 
polinomio separatriz (1.13), esto es, 

Co - -d, 
CI - a - 2b + (a -¡)m, 
C2 - 2d - C+ (a -¡)n, 
C3 - b. 

F2 : JR4 -> P está definida por 

D ( ) _ (C2 (2c~ - 9CIC3) + 27coc~ 3CIC3 - C~) 
r2 Co, Cl, C2, C3 - 27 3 ' 3 2 . C3 c3 

La función F2 corresponde a la transformación de Vieta que elimina 
el término cuadrático del polinomio separatriz después de hacerlo mónico, 
dándole la forma f(P) = p3 + A2P + Al a este polinomio. 

Entonces, el discriminante del polinomio separatriz (1.13) está dado por 

~ (Al, A2) = 4A~ + 27A~. (2.5) 

De esta forma vemos que el subconjunto de NI donde ocurren las raíces 
múltiples está determinado por la imagen inversa 

r = p-I (e) (2.6) 

del subconjunto e de P donde se anula el discriminante, 

(2.7) 

Nota 2.1.1. La función F dada por (2.2) es diferenciable casi en todas 
partes, cuyo jacobiano 

1 2 ( J= 3b3 (¡-a) (a-2b+ a-¡)m), 

se anula solamente en la línea m = (a - 2b) / (¡ - a). De modo que F es un 
difeomorfismo local fuera de su conjunto singular, 

SI(F)= (m,n)ElR.lm= . { 
2 a - 2b} 

¡-a 
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2.1.2 Topología de la curva r 

El subconjlUlto r de NI es una curva algebraica real definida por la ecuación 
polinomial4A~+27A~ = O con Al, A2 dadas por (2.3) y (2.4) respectivamente. 
Denotemos esta ecuación por f (m, n) = O. 

Es lUl hecho conocido que lUla curva algebraica real r definida por lUla 
ecuación polinomial de grado 2: 2 en dos variables consiste a lo sumo de 
un número finito de componentes. Más precisamente, cuando la curva no 
tiene singularidades y es real, cada lUla de sus componentes no acotadas 
es homeomorfa a lUla línea y cada componente acotada es homeomorfa a 
lUla circunferencia. Por otro lado, si la curva r es real singular y ¿ es el 
conjlUlto de sus plUltoS singulares reales, entonces r - ¿ es lUla 1-variedad 
diferenciable. (Ver, por ejemplo, [16].) 

En esta parte describimos las propiedades topológicas de la curva r. 

Lema 2.1.2. La curva algebroica real r definida en (2.6) tiene dos com
ponentes conexas. Una de ellas tiene una única singularidad de tipo cúspide 
y la otro es una curva difeomorJa a una línea. 

Demostración del lema. Consideremos la t.ranslación 

(m,n) ........... (x +mo,y+no) 

que manda el origen al plUlto V = (mo, no), donde 

(2.8) 

a - 2b - 3 (bd2)1/3 2d - c + 3 (b2d)I/3 
mo = , y no = (2.9) ,-a ,-a 

Entonces la curva algebraica r = p-I (C) definida por (2.6) se escribe en el 
nuevo sistema de coordenadas (x,y) como 

(2.10) 

donde las Ji (x, y), i = 2,3,4, son polinomios homogéneos de grado i dados 
por 

h (x, y) 

/3 (x, y) 

f4(X,y) 

27 (bd)2/3 ( ~x + f/dy) 2, 

= 2 (a -,) (2 (~x - ,yr¡y r + 9 (bd)I/3 ( ~x - f/dy) xY) , 

= _ (¡ _ a)2 x2y2. 
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De esto vemos que el origen es un punto singular doble de la curva (2.10), 
y la linea 

(2.11) 

es una línea tangente doble (y la única tangente) en el origen. Además, la 
rotación del plano xy de tm ángulo () = - aretan 0fd transforma (2.10) en 
j (x, y) = O, que define lUla curva cuya linea tangente en el origen es el eje 
horizontal, y tal que 

ff1j (O O) = 24bd(r - a) '" O 
8x3 ' [b2/3 + d2/3J3/2 . 

Estas propiedades implican que la curva r tiene un punto cúspide en V. (Ver 
[5J, p. 82.) 

Ahora, para describir las componentes conexas de r determinaremos el 
modo de intersección de las líneas verticales x = constante con esta curva, 
usando el hecho de que f (x, y) = O es una ecuación cúbica en y con coefi
cientes definidos por funciones reales de x. 

Para ver esto, escribimos la ecuación polinomial (2.10) en la forma 

donde 

a3(x) 

a2 (x) 

al (x) 

ao (x) 

a3 (x) y3 + a2 (x) y2 + al (x) y + ao (x) = O, 

" 
4d(r-oo), 
27 (b2d4 )1/3 + 6 (r - a) (~//3 x - (r - 00)2 x2 , 

_ 54bdx - 6 (/ - a) (b2d//3 x2 , 

27 (b4d2) 1/3 x2 - 4 (r - a) bx3 • 

Ahora, para x = O tenemos que 

a3 (O) = 4d (, - a), ~ (O) = 27 Wd4) 1/3, 

(2.12) 

Y además al (O) = ao (O) = O. Así, para x = O, la ecuación (2.12) se reduce a 

4d (r - a) y3 + 27 (b2d4 ) 1/3 y2 = O, 

cuyas soluciones son: YI = Y2 = O, 
27 Wd)I/3 

Y3 = - 4 (/ _ a) '" O (una raíz simple y 

una doble igual acero). 
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Afirmación: el signo del discriminante f!. (x) de (2.12) como ecuación 
cúbica en y es igual al signo de x. 

Por lo tanto, para x < O, se tiene f!. (x) < O, lo cual nos dice que (2.12) 
tiene tres soluciones reales distintas. Para x = O tenemos f!. (x) = O, lo que 
garantiza la existencia de una solución real simple y de una doble igual a cero 
(lo que acabamos de comprobar). Finalmente, para x> O resulta f!. (x) > O, 
y entonces (2.12) tiene solamente una solución real. 

Las soluciones de la ecuación (2.12) están definidas por la fórmula de 
Cardano para resolver la cúbica. Como los coeficientes de la ecuación cúbica 
(2.12) son funciones de x, sus soluciones son funciones de x. De la fórmula de 
Cardano es fácil ver que estas funciones son diferenciables fuera del conjunto 
donde se anula el discriminante, esto es, fuera de la línea x = O. Se sigue 
que r - {V} consiste solamente de curvas diferenciables. Esto completa la 
descripción topológica de r. Ver la Figura 4. 

y 

------~~----~--~--~~ 
F 

-----4-------..,:~ A.\ 

Fig. 4. Estructura topológica de la curva r. Esta curva es la imagen 
inversa bajo F de la cúspide discriminante C. 

Para terminar, probamos la afirmación del siguiente modo. El discrimi
nante de la ecuación (2.12) depende de x como 

f!.(x) = 4b(r - a)x h(x), (2.13) 
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donde 

h (x) = (-y - a)6 x6 _ 27 (biP) 1/3 (-y _ a)5 x5 + 324 Wd4) 1/3 (-y _ a)4 x4 

- 2187/xP (-y - a)3 x3 + 8748 Wd8) 1/3 (-y - a? X2 

- 19683 Wd JO ) 1/3 (-y - a) x + 19683b2d4. 

De (2.13) vemos que la única posibilidad de raíces múltiples para (2.12) se 
tiene donde x = O o h (x) = O. 

Probaremos que la función h es estrictamente positiva para toda x E ~. 

Entonces, por (2.13) el signo de ~ (x) y el de x es el mismo suponiendo 
b > O, , > a (para los otros casos la prueba es análoga). 

Un cálculo directo muestra que para Xo = 9(bd2)1/3/2(-y - a), tenemos 
h' (xo) = O, Y !t' (xo) > O. Así, Xo es un punto crítico para el cual h (xo) es 
un mínimo local. Además, h (xo) > O. De hecho, veremos que Xo es el único 
punto crítico, y h (xo) es un mínimo absoluto. 

Para esto, hagamos h' (x) = (x - xo) h 1 (x). De este modo es fácil ver 
que h 1 (x) = 6 (-y - a)2 h2 (x), donde 

h2 (x) = (-y - a)4 x4 -18 (bd2) 1/3 b - a)3 x3 + 135 (b2d4 ) 1/3 (-y _ a)2 x2 

- 486bd2 (-y - a) x + 729 Wd8 ) 1/3 . 

Sólo nos resta ver que h2 (x) no tiene raíces reales. Del método de Ferrari 
para resolver la cuártica, se tiene que las soluciones de la ecuación h2 (x) = O 
son las soluciones de la ecuación (X2 + px + k)2 = O, donde 

9(biP)I/3 27(b2d4 )1/3 
p= k= . 

, - a (-y - a)2 

Como el discriminante de la ecuación cuadrática x2 + px + k = O es 

(
bl/3d2/3)2 

~ = -27 < O, ,-a 
la prueba del lema está completa. • 

2.1.3 Distribución de los tipos DI2 y DI 

En esta parte mostramos primero que los puntos de tipo D I2 se encuentran 
en r - {V, T}, donde V es el punto dado por (2.9) y 

T = _1_ (ab - d
2 

b
2 

- cd) (a _,) bd;i O, (2.14) ,-a b' d ' 
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es el único punto en la intersección de la línea no simple L definida por (2.1) y 
la curva r, como puede comprobarse fácilmente por cálculos directos. Co~o 
T es el único punto no simple de r,· tenemos que los puntos de tipo D I2 y DI 
están en r - {T} . 
Un cálculo directo muestra que F (V) = (O, O). 
Afirmamos que no existe otro punto en F-I (O, O) diferente de V. 
Supongamos que existe VI en F-I (O, O) tal que VI # V. 
Otro cálculo directo muestra que si VI E SI (F), entonces F (Vj) # (O, O). 
Por lo tanto VI 1: SI (F). De alú que F es un difeomorfismo local en VI. 
Esto y el hecho de que (O, O) es un punto cúspide de la curva e dada en (2.7) 
implican que VI es también un punto cúspide de r, pero no existe otro punto 
cúspide de r diferente de V según el ~ma 2.1.2. 

Además, el único punto de tipo DI en el espacio P es el origen con 
preimagen F- I (O, O) = {V} como hemos visto. En consecuencia, los puntos 
de tipo DI2 en NI son los puntos simples de r - {V}, esto es, todos los puntos 
a lo largo de r - {V, T}. 

Finalmente, la tangencia de la «urva r con la línea no simple L en el 
punto T que se afirma en el Teorema 2.1.18e demuestra fácilmente. Usando el 
Teorema de la Función Implícita podemos calcular la pendiente de la tangente 
a r en dicho punto, que resulta ser b/ d. Esta es la inclinación de la línea no 
simple. Esto completa la demostración del Teorema 2.1.1. • 

Corolario 2.1.3. El diagroma de bifurcación de las v-configurociones 
principales en el espacio NI es el que se muestro en la Figuro 5 paro d > O, 
b > O, y 1> a. 

Demostración. Usando el hecho de que los tipos Darbouxianos de con
figuraciones principales definen componentes abiertas de NI en el comple
mento de las curvas r y la línea no simple L, resulta suficiente determinar el 
tipo de configuración principal en cualquier punto particular de cada com
ponente. El complemento de estas curvas en NI definen cinco regiones, las 
cuales aparecen numeradas en la Figura 6. De manera que elegiremos conve
nientemente algunos puntos de prueba Pi. En particular, elegiremos puntos 
a lo largo de la línea tangente doble de la componente cúspide de r para 
determinar el tipo de las regiones 1, 2, Y 3 de la Figura 6, mismas que re
sultan ser de tipo D2 , DI, Y D3 respectivamente. Ahora, como la región 2 es 
de tipo DI y la región 3 es de tipo D3 , resulta que las regiones 4 y 5 tienen 
que ser de tipo D2 si ~ < O en estas regiones. Esto es así debido al hecho de 
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que cualquier deformación de un punto umbílico simple de tipo D¡2 no puede 
deformar un tipo D¡ en un tipo D3 , pues esto implicaría un cambio de una 
singularidad de tipo silla en el eje p de la superficie S (r, v) de la Defirúción 
1.2.1, a tres singularidades aisladas de tipo silla en tal eje. 

Para cada tilla de estos puntos de prueba P; calculamos el correspondiente 
campo normal, el signo del discriminante t:.. del polinomio separatriz f, las 
raíces de f, y los valores propios de la parte lineal del campo vectorial :t 
dados por (1.14), lo que obtenemos en cada caso por cálculos directos. 

r .~ 
- __ ~.:...:._ D2 

r 

... ~-. . ~ -. 
""" -.-........ 

D, 

~ {~ 
~.:~.~.-

L 

Fig. 5. Diagrama de bifurcación de configuraciones principales en el 
espacio N¡. 

Entonces, el tipo de la configuración principal Darbouxiana queda de
terminado por el signo de estos valores propios y el signo de t:.. de acuerdo 
con los casos D¡, D2 Y Da defirúdos en la Sección 1.2. Procedemos ahora a 
realizar los cálculos. Primero probamos el punto 
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el cual está en la región 1 sobre la línea tangen~e doble (2.11) a la compo
nente cúspide de r. La translación (2.8) nos da el campo vectorial normal 
correspondiente en NI defuúdo por 

(m¡,n¡) = 'Y~a (a-2b-4(bd2)1/3,2d-c+4(b2d)I/3). 

L 

Fig. 6. Regiones donde ocurren los tipos darbouxianos. 

Ahora, usando la función (2.2) y la ecuación (2.5) obtenernos que II (PI) < 
O. El polinomio separatriz (1.13) tiene las tres raíces reales 

_ 3 - v'5 (~) 1/3 _ 3 + v'5 (~) 1/3 _ (~) 1/3 
PI - 2 b ' P2 - 2 b ' P3 - b ' 

Y los valores propios (1.14) tienen signos opuestos para PI y P2, mientras que 
para P3 ambos son positivos. Además, PI < P3 < P2· Por lo tanto se tiene el 
tipo D 2 para este punto. En consecuencia toda la región 1 es de tipo D 2 . 

Para la región 2 observamos primero que la componente regular de r 
intersecta la tangente doble en el punto 

(2.15) 
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De alú que el punto 

está en la región 2. El campo vectorial normal correspondiente es 

(m2, n2) = _1_ (a - 2(b + (1)([2) 1/3), 2( Wd) 1/3 + d) - e) . 
'Y-a 

El polinomio separatriz tiene .ó. (P2) > O Y su única raíz real es p = (~) 1/3. 
Ahora, como los valores propios fh., f:JJ tienen signos opuestos para esta 

raíz, resulta el tipo DI para el punto P2. Por lo tanto tenemos configuraciones 
de tipo DI para la región 2. 

En lo que sigue probaremos el punto 

(2.16) 

cuyas coordenadas P310 P32 son las intersecciones de la componente regular 
de la curva r con los ejes y = O Y x = O respectivamente. Este punto está en 
la región 3,4, o 5 dependiendo de la pendiente de la línea no simple, ~. Para 
al < ~ < 0.2 tenemos que P3 está en la región 3, donde 

al = ((19 - 3v'33)/8)3/2 Y 0.2 = ((19 + 3v'33)/8) 3/2 . 

Esto se sigue del hecho de que el punto 

(2.17) 

en la intersección de la línea no simple y la tangente doble satisface 

para al < ~ < 0.2, donde RI , R2 son las coordenadas de (2.15). 
Ahora, el campo normal correspondientes es 
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cuyo polinomio separatriz tiene ~ (P3) < O Y sus raíces son 

_ -19 - 3J33 (~)1/3 
PI - 8 b' 

_ -19+3J33 (~)1/3 
P2- 8 b' P3 = (~b)1/3 

Los valores propios Ih, (33 tienen signos opuestos para PI y P2 si al < ~ < a2· 
También son de signos opuestos para P3. Así que tenernos el tipo D3 para H 
y en consecuencia también para toda la región 3. 

Finalmente, para garantizar que los puntos 

se encuentran en las regiones 4 y 5 respectivamente, necesitamos reducir el 
intervalo de ~ a (~, 1). Esto se sigue del hecho de que para ~ < ~ < 1 
podernos garantizar que las intersecciones de la línea no simple con los ejes 
y == O Y x = O, dadas por . 

respectivamente, satisfacen 

(b2/3 + d2/3) 3 

d(-y - a) 

Ahora, como ~ < O para ambos P4 y P5 , resulta que el tipo de la configu
ración prmcipal puede deducirse del hecho mencionado arriba respecto a las 
deformaciones de puntos umbílicos simples de tipo D 12 , lo que nos da el tipo 
D 2 en cada una de las regiones 4 y 5 .• 

2.2 Los casos no genéricos 

2.2.1 El caso d = O 

Para el caso no genérico en que d = O tenernos la siguiente proposición. 

32 



Proposición 2.2.1. Sea l/ E NI con coordenadas (m, n) y d = O, b i- O. 
Entonces,_ el conjunto de bifurcación de los puntos l/-umMlicos aislados es la 
parábola r definida por 

m _ a - 2b = _ ("1- a) (n __ c )2 
"1 - a 4b a - "1 

y la línea L definida por 

(,,(-a)m=a-b. 

La parábola menos su vértice es de tipo D I2 de codimensión uno y el vértice 
es de tipo DI de codimensión dos. Además, el diagroma de bifurcación paro 
b > O, "1 > a es el que se muestro en la Figuro 7. 

L 

D12 f ___ ~ __ 

;:.:.;:,.~ .. 
.. - ...... .. -- ............ . 
~ ..... - DI 

f'_----- •". 
" 

,.' 

" ... 

Fig. 7. Diagrama de bifurcación en el caso d = O. 

Demostración. Observamos primero que la condición d = O sustituída 
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en la parametrización canónica (1.6) nos da la parametrización local 

k a b e 
x(u,v) = (u,v, "2 (u2 + v2) + (lu3 + "2uv2 + ¡¡V3, 

~U2 + ~V2 + 0(3)). 

que junto con el l-jet del campo v-umbilical 

VI (u, v) = (-ku, -kv, l,mu +nv), 

determinan ell-jet de la ecuación diferencial de las v-líneas de curvatura en 
la forma 

bvdv2 + [(a - b + (a - ,)m) u + (-c + (a - ,)n)v] dudv - bvdu2 = O. 

Estas condiciones también implican que las inecuaciones (1.18) y (1.19) se 
satisfacen si y sólo si a - b + (a -,) m f. O. Por lo tanto, el conjunto de los 
puntos no simples en este caso es la línea L definida por m = (a - b) / (, - a). 
Ahora, el polinomio separatriz en este contexto tiene la siguiente expresión 

f(P) = bp3 + (-c+ (a _,)n)p2+ (a - 2b+ (a - ,)m)p, 

cuyas raíces son 

PI - O 
~ (c+ (¡ -a)n+.,IK;) , 

P3 - 2ij(c+(¡-a)n-.,IK;) , 

donde ~2 es el discriminante 

~2 = (c+ (¡ - a)n)2+4b(2b- a+ (¡ - a)m). 

La función F : NI -+ P, F(m,n) = (A},A2) de la Sección 2.1 está 
definida en este caso por 

Al = 2:b3 (-c+ (a - ,)n) (2(-c+(a _,)n)2 -9b(a- 2b+ (a -,)m)) , 

(2.18) 

1 
A2 = 3112 (3b (a - 2b + (a - ,)m) - (-c + (a - ,)n)2). (2.19) 
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Como el jacobiano de F es 

1 2 J = 3b
3 

(-y-a) (a-2b+(a-I')m), 

vemos que la línea m = (a - 2b)/(-y - a) es el conjunto singular de F. 
Resolviendo las ecuaciones Al =,0, Y A2 = O para' m, n-OOlienemos sola.

mente un punto real en F- I (O, O), a saber, 

(
a- 2b e ) 

V= ,-- . 
I'-a a-I' 

Como F(V) es un_polinomio con una raíz triple, tene~os una configuración 
principal de tipo DI en este punto. 

La curva cúspide e definida en la Sección 2.1 se transforma por F-
I 

en un conjunto algebraico real. Este conjunto trasladado al punto V está 
formado por una parábola y una línea. Esto se obtiene sustituyendo las ex
presiones (2.18) y (2.19) en la ecuación 4A~+27A~ = O obteniendo la ecuación 
f (m, n) = O. La translación mencionada arriba transforma la ecuación 

f (m, n) = O en la ecuación f (x, y) = O dada por 

(2.20) 

De esta ecuación obtenemos la línea x = O y la parábola r definida por 

La parábola divide el plano en dos regiones donde el discriminante .6.2 

es diferente de cero. En el lado convexo tenemos .6.2 < O, y en el otro lado 
.6.

2
> O. Esto se ve de la ecuación de la parábola en coordenadas (m, n), que 

se escribe 

m _ a - 2b = _ (1' - a) 
l' - a 4b (

n--' c )2 
a-I' 

Esta parábola es tangente en su vértive V a la línea donde F es singular. 
La parábola y la línea menos V constituyen el lugar geométrico de los puntos 
umbílicos de tipo D12, pero solamente la parábola menos su vértice es el 
conjunto de bifurcación D 12. La línea no es un conjunto de bifurcación. 
Cualquier perturbación pequeña produce un tipo D2 , como veremos abajo. 
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Probemos el tipo de la configuración principal en algunos plUltos del espa
cio NI, para este caso no genérico, en el complemento de las curvas definidas 
por (2.20) y la línea x (-y - a) = b. Comenzamos con el plUlto 

P¡ (XI,YI) = (-1,0). 

Las raíces del polinomio separatriz resultan ser 

PI = 0, P2 = J(a - ¡)/b, P3 = -J(a - ¡lib. 

De modo que sólo hay lUla raíz real para ¡ > a, b > O. Los valores propios 
(1.14) para esta raíz son!'32 = a-¡ < 0, y f3a = b+¡-a > O. Porlo tanto PI 
corresponde a una singularidad de tipo silla y así, se tiene la configuración del 
tipo Darbouxiano DI para este punto. Como las condiciones Darbouxianas 
son abiertas, toda la parte convexa de la parábola resulta ser de tipo DI. El 
plUlto 

tiene las raíces 

PI = 0, P2 = 1/,;2, P3 = -1/,;2, 

y los valores propios correspondientes cumplen las desigualdades 

!'32 (PI) f3a (PI) = G r > 0, 

3b2 

!'32 (P2) f3a (P2) = -""2 < 0, 

3b2 

!'32 (P3) f3a (P3) = -"2 < 0, 

con P3 < PI < P2, de manera que hay lUl nodo entre dos sillas en el eje P 
satisfaciendo así, la condición Darbouxiana D2 • 

Continuamos sobre el eje horizontal de las x con el punto 

2b 
P3(X3, Y3) = (--, O). 

¡-a 
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Aquí se tienen las raíces 

p¡ = 0, P2 = h, P3 = -h, 

y los valores propios cumplen: 

fh (p¡) f3a (p¡) = -2b2 < 0, 

f:h.~) f3:¡~) = -12b2 < 0, 

f:h. (P3) f3:¡ (Pa) = -12b2 < O, 

de modo que son tres sillas y la configuración es de tipo D3. Así que toda la 
parte a la derecha de la línea no simple es de tipo Dil. 

Finalmente, probamos las regiones entre la parábola y el eje y con los 
plmtos 

resultando en ambos casos el tipo D2 •• 

2.2.2 El caso b = ° 
Trataremos ahora el caso dolO, b = O. La siguiente proposición muestra 
que el diagrama de bifurcación en este caso es topológicamente equivalente 
al mostrado en la Figura 7. 

Proposición 2.2.2. Sea v E N¡ con coordenadas (m, n) y dolO, b = O. 
Entonces, el conjunto de bifurcación de los puntos v-umMlicos aislados es la 
parábola r definida por 

n _ 2d - c = 'Y - a (m _ _ a_) 2 

'Y-a 4d 'Y-a 

y la línea L definida por 

("(- a)n =d-c. 
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La parábola menos su vértice es de tipo D I2 de codimensión uno y el vértice 
es de tipo DI de codimensión dos. Además, el diagroma de bifurcación paro 
d > O, "t > a se obtiene de la Figuro 7 por una rotación de un ángulo 
0=-1':/2. 

Demostración. En primer lugar, la condición b = O nos da la parametri
zación local 

En segundo lugar, el1-jet del campo v-umbilical 

VI (u, v) = (-ku, -kv, 1,mu +nv), 

junto con esta parametrizción determinan el 1-jet de la ecuación diferencial 
de las v-líneas de curvatura en la forma 

d U dv2 + [(a + (a - "t)m) u + (-e + d + (a - "t)n)v] dudv - d u du2 = O. 

Las inecuaciones (1.18) y (1.19) implican en este caso que los puntos no 
simples en NI tienen lugar solamente en la línea L definida por 
n = (d - c)/b - a). 

Ahora, en el sistema de coordenadas (u,v;p) del haz proyectivo definido 
en la Sección 1.2, existe una singularidad infinita del campo vectorial (1.9) si 
b = O. Sin embargo, en el sistema de coordenadas (u, v, q) esta singularidad 
se hace cero debido a la relación q = l/p. Por lo tanto vamos a trabajar en 
el sistema de coordenadas (u, v, q) en este caso. 

La superficie S (I, v) queda definida en este caso por la función 

:F (u, v, q) = d u + [(a + (a - "t)m) u + (-c + d + (a - "t)n)v] q - d U q2 = O, 

mientras que el campo 
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satisface todas las propiedades respectivas 1 a 6 de la Sección 1.2 en lUla 
forma adecuada para este caso. Por ejemplo, II • .t (u, v, q) genera la línea de 
curvatura con la dirección (q, 1), etc. 

El polinomio separatriz se escribe en este sistema de coordenadas como 

I(q) = dq3 + (-a+ b- a)m)q2 + (e- 2d+ b -a)n)q, 

cuyas raíces son 

donde Ll2 es el discriminante 

Ll2 = (-a + b - a) m)2 - 4d (e - 2d + b - a) n). 

La f1lllción F : NI -+ P de la Sección 2.1 está definida ahora por 
F (m, n) = (>'1, >'2)' donde 

>'1 = 2:d
3 

(a + (a - /,) m) (-2 (a + (o - /,) m)2 + 9d (e - 2d + b - a) n)) , 

(2.21) 

(2.22) 

Como el jacobiano de F es 

1 2 
J= 3d3 b-a) (-e+2d+(a-/,)n), 

resulta que el conjlUlto singular de F es la línea (/, - o) n = 2d - e. Re
solviendo las ecuaciones >'1 = O, Y >'2 = O para m, n obtenemos un sólo plUltO 
real en F- I (O, O) dado por 

Ahora, como F (V) es lUl p.?linomio con lUla raíz triple, tenemos lUla 
configuración principal de tipo DI en este plUltO. 
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Sea C = {(),¡'),2) E P 14)'~ + 27)'~ = O}. La imagen inversa F-¡ (C) 
trasladada al punto V es un conjunto algebraico real que consta de una 
parábola y una línea. Esto se obtiene sustituyendo las expresiones (2.21) y 
(2.22) en la ecuación 4)'~ + 27)'~ = O lo que nos una ecuación de la forma 
f(m,n) = O la cual se transforma en f(x,y) = O después de aplicar la 
translación mencionada arriba. Esta ecuación se escribe finalmente como 

(2.23) 

De esta ecuación obtenemos la línea y = O y la parábola r definida por 
(¡ - a) x2 = 4dy. Esta parábola es tangente a la línea y = O en su vértice 
V. Ambas curvas menos V constituyen el lugar geométrico de los puntos 
umbílicos de tipo D¡2. Además, la parábola menos su vértice es el conjunto 
de bifurcación D¡2, defuúdo en coordenadas (m, n) por 

n _ 2d - e = ' - a (m __ a_) 2 ,-a 4d ,-a 
La línea y = O no es un conjunto de bifurcación, pues cualquier perturbación 
pequeña produce lID tipo D2 , como veremos abajo. 

Probemos ahora el tipo de configuración principal en el complemento de 
las curvas defuúdas por (2.23) y la línea no simple y (¡ - a) = -d. 

Comenzamos con el punto 

p¡ (x¡, y¡) = (0,1). 

Las raíces del polinomio separatriz resultan ser 

q¡ = O, q2 = y'(a -,)!d, q3 = -y'(a -,)!d. 

De modo que sólo hay una raíz real para, > a, d > O. Los valores propios 
(1.14) para esta raíz son f32 = ,- a> O, Y (:h = -d - (¡ - a) < O. Por lo 
tanto q¡ corresponde a una singularidad de tipo silla y así, se tiene la con
figuración del tipo Darbouxiano D¡ para este punto. Como las condiciones 
Darbouxianas son abiertas, toda la parte convexa de la parábola resulta ser 
de tipo D¡. El punto 
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tiene las raíces 

q¡ = O, q2 = l/h, q3 = -l/h, 

y los valores propios correspondientes cumplen: 

f32 (q¡) {J3 (q¡) = G) 2 > O, 

3d2 

f32 (q2) f33 (q2) = -2 < O, 

3d 2 

f32 (q3) f33 (q3) = -2" < O, 

con q3 < q¡ < q2, de manera que hay un nodo entre dos sillas en el eje p 
satisfaciendo así, la condición Darbouxiana D 2• 

Continuamos sobre el eje vertical de las y con el punto 

Aquí se tienen las raíces 

2d 
P3(X3, Y3) = (O, ---). 

¡-a 

y los valores propios cumplen: 

f32 (q¡) {J3 (q¡) = -2d2 < O, 

f32 (q2) f33 (q2) = -12d2 < O, 

f32 (q3) f33 (q3) = -12d2 < O, 

de modo que son tres sillas y la configuración es de tipo D3. Así que toda la 
parte bajo la línea no simple es de tipo D3. 

Finalmente, probamos las regiones entre la parábola y el eje x con los 
puntos 

resultando en ambos casos el tipo D2· • 
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Finalmente sólo nos resta mencionar que si b = d = O, entonc()s la confi
guración principal consiste de rectas paralelas a los ejes canónicos o de rectas 
que pasan por el origen de coordenadas. En estos casos los puntos umbílicos 
no son aislados. Hay líneas completas de puntos umbílicos en la superficie. 

Corolario 2.2.3. Sean v E NI con coordenadas (m, n), y a, c, a, I E 
lR fijos, con I > a, a > O, e > O. El diagrama de bifurcación de los 
campos v -umbilicales en el espacio NI depende de los parámetros b y d de 
la parametrización canónica (1.6) de la superficie local de acuerno a la Figura 
8. 

11 

Fig. 8. Dinámica del diagrama de bifurcación. 

Demostración. Se sigue del Teorema 2.1.1, de las Proposiciones 2.2.1, 
2.2.2, Y de la ecuación (2.10) de la curva r, 

f(x,y) = f2(X,y) + /J (x, y) + f4(X,y) = O, 
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donde 

12 (x, y) 

h(x,y) 

f4 (x, y) 

27 (bd)2/3 ( ?'bx + Yciy) 2, 

2 (a -/) (2 (?'bx - Yciy) 3 + 9 (bd)1/3 ( ?'bx - Yciy) xy) , 
_ _ (¡ _ a)2 x2y2, 

al variar (b, d) E ]R2 Y tomando los límites de f (x, y) cuando d --t O, con 
b =J O Y cuando b --t O, con d =J o .• 

Corolario 2.2.4. Paro cada campo v-umbilical fijo representado por los 
parámetros (m,n) E ]R2, la configuroción principal alrededor del punto v
umbüico puede variar al variar los parámetros (b, d) E ]R2 de la parometriza
ción local de la superficie (1.6), de acuerdo a la Figuro 8. 

Corolario 2.2.5. Los casos no genéricos en que alguno de los parámetros 
b o d se anulan representan valores de bifurcación, en el plano de coordenadas 
(b, d), en la dinámica de los diagromas de bifurcación descrita en el Corolario 
2.2.3. 
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3 Deformaciones Versales 

3.1 Familias de ecuaciones de líneas de curvatura 

En el espacio de las formas diferenciales cuadráticas positivas (ver el apéndice) 
Guíñez y Gutierrez obtienen en [8] deformaciones versales de las si~lari
dades simples no localmente estables: D ,2 , de codimensión uno y D, de 
codimensión dos. 

Para cada ecuación diferencial de líneas de curvatura consideraremos aquí 
la correspondiente forma diferencial cuadrática positiva (ver la nota A.5) 
y obtendremos deformaciones versales de los puntos umbílicos simples no 
localmente estables en el espacio N,. 

Nuestras deformaciones también resultan ser versales en el espacio de las 
formas diferenciales cuadráticas positivas y son diferentes de aquéllas deter
minadas por Guíñez y Gutierrez, las cuales no definen en todos los casos 
familias de ecuaciones diferenciales de líneas de curvatura. Además, para 
nuestras deformaciones se tiene la siguiente interpretación geométrica: La 
variación de los parámetros de la deformación versal de este tipo de sin
gularidades en el espacio de las formas diferenciales cuadráticas positivas 
corresponde a la variación de los parámetros del l-jet del campo vectorial 
normal a la superficie. 

Dada una superficie local arbitraria M inmersa en IR4 y un campo normal 
v E N, definiendo un punto v-umbílico aislado p tenemos de la Sección 
1.1, ecuación (1.7), que v depende de los parámetros (m, n) E IR2 . Si estos 
parámetros m, n dependen a su vez de k parámetros reales, entonces (1.8) 
resulta ser una familia de ecuaciones diferenciales de líneas de curvatura 
dependiendo del parámetro J1. E IRk • Podemos pensar en esta familia como 

li . , mk. r una ap caclon w" : lA. -t JV,. 

Definición 3.1.1. Dadas dos familias diferenciables w" y w" de ecua
ciones de líneas de curvatura dependiendo del mismo parámetro J1. E IRk, 
decimos que w" y w" son topológicamente equivalentes si existen home
omorfismos h" : IR2 

-t IR2 tales que, para cada J1. E IRk , h" es una equivalencia 
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topológica entre las formas diferenciales cuadráticas wp y wp (ver el apéndice). 

Para familias locales alrededor del origen de IR2 x IRk imponemos la 
condición ho (O, O) = (O, O) Y además pedimos que hp (x, y) debe estar definida 
solamente para ((x,y),¡.t) en una vecindad V x W de ((0,0),0) enIR2 x IR\ 
siendo 

{(hp (x,y) ,¡.t) I ((x,y) ,¡.t) E V x W} 

una vecindad de ((0,0) ,O). 

Definición 3.1.2. Sea <p una función diferenciable, del abierto U e IR' 
conteniendo el origen, al abierto V e IRk conteniendo el origen, tal que <p(0) = 
O. Si wp es una familia diferenciable de ecuaciones de líneas de curvatura con 
parámetro ¡.t E V e IRk

, decimos que rJ a = w<p(a) es una familia con parámetro 
a E IR l inducida de wp por el cambio de parámetros <p. 

Definición 3.1.3. Una deformación de una ecuación diferencial de 
líneas de curvatura de la forma w = ° es cualquier familia wp : IRk --> NI de 
ecuaciones de líneas de curvatura con Wo = w. 

Definición 3.1.4. Una deformación wp de W o es una deformación 
versal de Wo si toda deformación de W o es topológicamente equivalente a 
una deformación inducida de wp por un cambio de parámetros <p: (IR' , O) --> 

(IR\ O) adecuado. 

3.2 Deformación versal de un punto umbílico de tipo 
D12 

El objetivo de esta sección es constnúr un ejemplo de una deformación versal 
de un punto umbílico simple no localmente estable de codimensión 1 de tipo 
D12 • Como ya hemos obtenido el diagrama de bifurcación en NI de las 
configuraciones principales de M, las familias transversales al conjunto de 
bifurcación resultan ser muy buenas candidatas para familias versales en 
este caso. Comencemos con la siguiente 

Proposición 3.2.1. Consideremos la superficie pammetrizada por 

x (u v) = u v - (u2 + v2
) + _u3 + -u2v + -uv2 _u2 + v2 

(
k 1111) 

, , '2 3 2 2 '2 . 

45 



Entonces, la familia l-paramétrica de ecuaciones diferenciales de líneas de 
curvatura 

1). = (u+v) dv2 +((1- A)U -4v) dudv - (u+v) du2 = O, 

definida por la familia de campos vectoriales normales 

VA (u, v) = (-ku, -kv, 1, AU + 5v), 

es una deformación versal de un punto umbRico de tipo D I2 con A E ]R, 

O < A < 5. 

Demostración. De la translación definida en la prueba del Lema 2.1.2, 
podemos ver que nuestros valores actuales de los parámetros trasladan la 
línea n = 5 al eje horizontal de la Figura 3. Ahora, como la línea n = 5 
representa la familia 1-paramétrica v). en el espacio NI y además intersecta 
transversalmente la componente regular de la curva r para A = 15/4 Y la 
línea no simple para A = 5, el Corolario 2.1.3 implica que para la familia 1). el 
punto umbilico es de tipo DI, DI2 o D2 de acuerdo a O < A < 15/4, A = 15/4 
o 15/4 < A < 5, respectivamente. Esto sugiere la versalidad de la transver
salidad de la familia 1). al conjunto de bifurcación para A = 15/4 (Ver [1], 
Sección 5.3). Ahora damos una prueba directa siguiendo el método desarro
llado en [8]. Para esto, consideremos una familia diferenciable arbitraria de 
ecuaciones de líneas de curvatura, 

w. = a (u, v, .~) dv 2 + 2b (u, v, s) dudv + e (u, v, s) du2
, 

con parámetro s E ]Rk tal que Wo tiene en el origen un punto umbilico de 
tipo D 12 • Usando la forma normal obtenida en el Lema 5.6 de [8], se puede 
probar (Proposición 4.1, [8]) que, para I s I pequeña, esta familia w. es 
topológicamente equivalente a la familia 

Consideremos la función real valuada 1/1 : U e ]Rk -+ IR definida en una 
vecindad U del origen de IRk por 
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y la familia 

'!9'\=(u+v) dv2 +((1->.)u-4v) dudv-(u+v) du2 =0, 

con parámetro >. E IR, O < >. < 5. 
Entonces, la deformación inducida por "Ij! de la familia ('!9,\),xER es 

Ws = '!9"'(s) = (u + v)dv2 + ((l-"Ij! (s) u - 4v)dudv - (u + v)du2
• 

Ahora, como la función"lj! es contínua y"lj! (O) = ~5, existe una vecindad del 
origen (más pequeña que U si es necesario) tal que"lj! (s) > O en tal vecindad. 
Como los discriminantes de los polinomios separatrices de las familias Ws y 
w8 son 

Li = 4 (Bi (s) - 2Bl (s) + 1) Y ji = (3 +"Ij! (s))2 (15 - 4"1j! (s)) 

respectivamente, se sigue que Li y ji difieren solamente por un factor positivo. 
Esto implica que la familia W. es topológicamente equivalente a w.. Por lo 
tanto, la familia '!9,\ es una deformación versal de un punto Ulllbílico del tipo 
D12 •• 

3.3 Deformación versal de un punto umbDico de tipo 
DI 

Consideremos ahora la construcción de una deformación versal de un plmto 
Ulllbílico simple no localmente estable de codimensión 2 de tipo DI. 

Ejemplo 3.3.1. Consideremos la superficie y el campo vectorial normal 
parametrizados por 

v (u, v) = (-ku, -kv, 1, mu + nv). 

con (m,n) E 1R2. 

La ecuación de las líneas de curvatura es 

(u+v) dv2 +((1-m)u+(1-n)v) dudv-(u+v) du2 =0. 
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El polinomio separatriz en el sistema de coordenadas (u,Vjp) resulta ser 

La función F : N1 --+ P de la Sección 2.1 tiene las siguientes componentes: 

1 
Al (m, n) = - (-11 + 18m - 24n - 9mn + 12n2 - 2n3

), 
27 

A2 (m, n) = - ~ ( -4 - 3m + 4n - n2) . 
3 

La imagen inversa del origen es el único plllltO (-3,5), Y el jacobiano de F 
es J = -;;. 

De esto vemos que el conjunto singular de F es la línea m = O. 
La línea no simple está dada por m = n. 
La imagen inversa de la cúspide 4A~ + 27 Ai = O es la curva algebraica real 

definida por la ecuación 

-5 - 36m - 4m2 - 4m3 + 48n + 18mn + 4m2n - 24n2 - m 2n2 + 4n3 = O, 

con su única singularidad en el pllllto (-3,5). Por el Corolario 2.1.3 vernos 
que el diagrama de bifurcación es topológicamente equivalente al mostrado 
en la Figura 5. 

Para constnúr una deformación versal de llll pllllto umbílico de tipo D¡ 
comenzamos nombrando a las componentes conexas de la curva f definida 
en la Sección 2.1 por 

f¡ (m,n) = O Y f 2 (m,n) = O, 

donde f 2 denota la componente regular. Ahora, sea n2 : JR --+ JR la fllllción 
implícita definida por f 2 (m, n2(m)) = O. Finalmente, definamos 

U2 = {(m, n) E JR2 In> n2(m)}. 

Entonces, tenernos el siguiente teorema. 

_ Teorema 3.3.2. Una deformación versal de un punto umbüico de tipo 
D¡ es 

?9 (m, n) = (u + v) dv2 + [(1 - m) u + (1 - n) v] du dv - (u + v) du2, (3.1) 
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con (m,n) EU2. 

Demostración. En primer lugar tenemos el polinomio separatriz 

con discriminante 

Ll(m,n) = -5-36m-4m2-4m3+4Sn+1Smn+4m2n-24n2-m2n2+4n3, 

siendo el origen un punto umbilical de la familia (3.1) de tipo: 
a) DI si Ll(m,n) > 0, 
b) D2 si Ll (m,n) < 0, 
c) DI2 si (m, n) E {f¡(m, n) = O} Y (m, n) i' (-3,5), 
d) DI si (m,n) = (-3,5). 

Ver la Figura 5. 
Ahora, sea 

w. = a(u, v, s)dv2 + 2b(u, v, s)du dv + c(u, V, s)du2 

una familia arbit~aria con parámetro s E ]Rk tal que Wo tiene un punto 
umbílico de tipo DI en el origen. 

Usando la forma normal obtenida en [S), (Lema 5.6) se puede probar que 
([S], Proposición 4.1) para I s I pequeña, esta familia w. es topológicamente 
equivalente a la familia 

Consideremos ahora la función 'I/J : V e ]Rk -> ]R2 definida en una vecindad 
V del origen por 

donde F es la función definida en la Sección 2.1 por (2.2). 
Entonces, la deformación inducida por la familia (3.1) via 'I/J está dada 

por 
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con el polinomio separatriz 

cuyo discriminante depende del parámetro s E ]Rk corno 

- 2 3 ~s = -5 - 36,p¡(s) - 4,p¡ (s) - 4,p¡ (8) + 48,p2(S) + 18,p¡(s),p2(s) 
+ 4,pi(s),p2(S) - 24,p~(s) - ,pi(s),p~(s) + 4,p~(s). 

Ahora, corno el polinomio separatriz de la familia Ws es 

con discriminante 

- 3 2 ~s = 4C2(8) + 27C¡ (s), 

tenernos que para todo s E V e ]Rk existen vecindades Vi y V2 del origen y 
del punto (-3,5) en ]R2 respectivamente tales que los signos de lis y ~s son 
los mismos. 

Esto implica que la familia Ws es topológicamente equivalente a la familia 

WS " 

Por lo tanto la familia 2-pararnétrica (3.1) es una deformación versal de 
un punto umbílico de tipo f)¡ .• 
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Apéndice 

Formas Diferenciales 
Cuadráticas 

Las ecuaciones diferenciales de líneas de curvatura son casos especiales de 
ciertas formas diferenciales cuadráticas definidas en una variedad bidimen
sional del siguiente modo. 

Definición A.1. Una forma diferencial cuadrática en una superfi
cie diferenciable M conexa y orientada, es un elemento del haz de las formas 
cuadráticas de TM -> IR, w = E~l <P(I/J; donde <Pi y'I/Ji son l-formas dife
renciales en M de clase Coo. 

Entonces, para cada punto p en M, w(P) : TpM -> IR es la forma 
cuadrática en el espacio tangente TpM definida para cada v E TpM por 

n 

w (P) (v) = L epi (p)(v) . 'l/Ji (P) (v), 
i=l 

donde· es el producto en IR. 
Si x : N -> M es un difeomorfismo de clase Coo y w es una forma dife

rencial cuadrática en M, se denota por x* (w) la forma diferencial cuadrática 
en N definida por 

x' (w) (q)(~) = w (x(q)) (dxq(~)), 

para q E N, ~ E TqN. Denotaremos también esta forma simplemente por w' 
cuando no exista confusión acerca del difeomorfismo x. 

En coordenadas locales, dada una parametrización x : U e IR2 -> M de 
una superficie M alrededor de p y una forma diferencial cuadrática w en M 
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observamos que si (x, y) = q = x- I (p), ~ = dx- I (v) para v E TpM, Y si 
{dx, dy} es la base dual del espacio (TqJR2)* entonces podemos escribir 

x*(w)(q)(~) = w (x (q)) (dxq (m 

= ¿ 'Pi (x (q)) (dxq (~)) . 7/Ji (x (q)) (dxq (~)) 
i 

= ¿ x* ('Pi) (q) (~) . X*(7/Ji) (q) (~) 

= ¿['Pi! (q) dx + 'Pi2 (q) dYl(~) . [7/Jil (q) dx + 7/Ji2 (q) dyJ(~) 
i 

= (¿ 'Pi! (q) . 7/Jil (q)) dx(~) dx (~) 
i 

+(¿ 'Pi2 (q) . 7/Ji2 (q)) dy(~) dy (~) 
i 

donde 'Pij, 7/Jij son funciones real-valuadas definidas en U e JR2 y 

a (q) - ¿i 'Pi2 (q) . 7/Jidq), 
b (q) = ¿i('Pil (q). 7/Ji2 (q) + 'Pi2 (q) . 7/Jil (q)) 
e (q) = ¿i 'Pi! (q) . 7/Jil (q). 

En consecuencia, podemos escribir 

x* (w) (x, y) = w*(x, y) = a (x, y) dy2 + b (x, y) dx dy + e (x, y) dx2, 

donde a, b, e son funciones real-valuadas definidas en U e JR2. 
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Una forma diferencial cuadrática 

(x, y)* (w) = a (x, y) dy2 + b (x, y) dx dy + c(x, y) dx2 

se dice positiva si la forma cuadrática (algebraica) 

J(u,v) = b2 (u,v) - 4a(u, v)c(u, v) 

es definida positiva. 

Nota A.2. Observamos que para el caso del l-jet de las ecuacionL'S 
diferenciales de líneas de curvatura se tiene c (u, v) = -a (u, v), de donde re
sulta que siempre son positivas las formas diferenciales cuadráticas que salen 
de la geometría de configuraciones principales locales alrededor de puntos 
umbílicos aislados. 

Si w es una forma diferencial cuadrática positiva, entonces para cada 
p E M, existe una Pfl:I"ametrización x : U e JR2 -t M tal que, si 

x*(w) (x, y) =a(x,y) dy2+b(x,y) dx dy+c(x,y) dx2, 

entonces 

(b2 - 4ac)(x, y) 2: O 

para cada (x, y) E U Y 

Por el teorema de existencia y unicidad de la teoría de ecuaciones dife
renciales ordinarias, existen dos foliaciones JI (w) y h (w) de la superficie M 
por curvas que son tangentes al campo vectorial 

a a 
Q(x,y)ax + P(x, y) ay 

definido por 

Q(x,y) = 2a(x,y), P(x,y) = -b(x,y) + (-1)\/(b2 - 4ac)(x,y) 

para j = 1 Y j = 2 respectivamente, excepto posiblemente cuando a = O. 
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En consecuencia, para cada punto p E M el subconjunto 

es 
(i) la unión de dos líneas transversales (en cuyo caso p se dice punto 

regular de w), 

oes 

(ii) todo el espacio TpM (en cuyo caso p se dice punto singular de w). 

Cada forma diferencial cuadrática positiva w define una configuración, 

e (w) = {Sing(w) , f¡(w) , h(w)}, 

donde Sing(w) es el conjunto de puntos singulares de w y fl (w), h (w) son 
las foliaciones transversales en M-Sing(w) cuyas líneas tangentes en cada 
punto regular p están dadas por las líneas transversales del kernel de w (P) . 

Sea w una forma diferencial cuadrática positiva en M con un punto sin
gular p E M. Entonces w puede expresarse en un sistema de coordenadas 
adecuado (u, v) : (M,p) --> (lR2 , O) en la forma 

(u, v)* (w) = (alu + a2v + MI (u, v)) dv2 + (b1u + b2v + M2 (u, v)) du dv 

+ (CIU + C2V + M3 (u, v))du2, 

con Mi (u, v) = O( (u2 + v 2)1/2), i = 1,2,3. 
Llamamos a 

la parte lineal de w. 
Un punto singular p de w se dice simple si la parte lineal de w es una 

forma diferencial cuadrática positiva. 

Lema A.3. Pam cada forma diferencial cuadrática positiva w en M con 
un punto singular simple p se cumple que los coeficientes de su parte lineal 
satisfacen: 

bi - 4alc¡ > 0, 
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y 

Demostración. La parte lineal de w es positiva si la forma cuadrática 

es definida positiva. Desarrollando y factorizando esta expresión obtenemos 

f(u, v) = (b~ - 4aICI)U2 + 2(b1b2 - 2alC2 - 2a2cI)UV 

+ (bi - 4~C2)v2. 

El lema se sigue ahora del hecho de que una forma cuadrática 

Au2 + 2Buv + Cv2 

es definida positiva si y sólo si la matriz 

es definida positiva, esto es: A > O Y AC - B 2 > O .• 

Definición A.4. Se dice que dos formas diferenciales cuadráticas positi
vas WI Y W2 son topológicamente equivalentes si existe un homeomorfismo 
h : M -t M tal que h transforma la configuración de WI en la configuración 
de W2, esto es, h (Sing (WI)) = Sing(w2) y manda las hojas de las foliaciones 
f¡(W¡) y 12(wI) en las hojas de las foliaciones f¡(W2) y 12(w2)' respectiva
mente. 

Nota A.5. La ecuación diferencial (1.5) de líneas de curvatura de una 
superficie M inmersa en ~4 medianteI: M -t ~4 con campo vectorial 
normal umbilical v es una forma diferencial cuadrática W en M, y la configu
ración de W corresponde a la v-configuración principal de la superficie M, 
i.e., {Sing(w), f¡ (w), 12 (w)} coincide con (Uv, Lv, Iv). 

Uno de los teoremas principales de [6] es el siguiente. 

Teorema A.6. (a) Dada una configurnción {fl, 12, U} en M, existe una 
forma diferencial cuadrática positiva w tal que C (w) = {f¡, hU}. 

55 



(b) Si W¡ y W2 son dos formas diferenciales cuadráticas positivas tales que 
e (w¡) = e (W2), entonces W¡ = ),W2, donde), es una función diferenciable 
), : M - U -> JR- {O} . 

Ejemplo A.S. La ecuación diferencial cuadrática en el plano JR2 

se escinde en dos familias de curvas que se intersectan a 45°, que son solu
ciones de las ecuaciones diferenciales lineales 

(1) xdy + ydx, y (2) (x+y)dy+(y-x)dx=O, 

donde el campo vectorial diferenciable fuera del origen que define la ecuación 
(2) se obtiene del campo que define la ecuación (1) por una rotación de 45°. 
Ver la Figura 9. 

y 

Fig. 9. Configuración local de la ecuación diferencial cuadrática del 
ejemplo A.8. 
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