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Resumen 

En esta Tesis se exploran algunos aspectos del problema inverso de la 
dispersión en mecánica clásica y mecánica cuántica, para sistemas Hamil
tonianos de dispersión clásicamente descritos por una herradura binaria o 
ternaria poco desarrolladas. En mecánica clásica el decaimiento de la región 
de interacción es algebraico mientras que en mecánica cuántica el decaimiento 
es exponencial debido a la existencia de tunelaje dinámico. En ambos casos, 
la característica más sobresaliente es la aparición de ecos en el decaimiento 
cuando la órbita periódica interior es estable. El período de los ecos de 
dispersión coincide con el período promedio con el cual las trayectorias de 
dispersión rotan alrededor de la órbita estable. Se muestra que este período 
de rotación, el cual llamamos período orbital, está directamente relacionado 
al grado de desarrollo de la herradura subyacente. Como resultado, es posi
ble obtener el grado de desarrollo de la herradura del sistema a partir de la 
medición asintótica del período de los ecos de dispersión. La herradura a su 
vez, representa la componente hiperbólica del conjunto invariante acotado del 
sistema, que caracteriza globalmente la dinámica de dispersión. Los resultar 
dos obtenidos son verificados numéricamente para un modelo de dispersión 
unidimensional con dependencia periódica en el tiempo. 



Abstract 

In this Thesis, sorne aspects of the inverse scattering problem are ex
plored in classical and quantum mechanics for scattering Hamiltonian sys
tems classically described by low developed binary and ternary horseshoes. 
In classical mechanics, the decaying from the interaction regíon is algebraic 
while in quantum mechanics the decaying is exponential due to the appear
ance of dynamical tunneling. In both cases, the most surpassing effect is 
the appearance of echoes in the decaying when the inner periodic orbit is 
stable. The period of the scattering echoes coincides with the mean period 
by which the scattering trajectories rotate around the stable orbit. Is shown 
that the period of rotation, which we call orbital period, is directly related to 
the development stage of the underlying horseshoe. As a result, is possible 
to obtain the stage of development of the horseshoe of the system from the 
asymptotic observation of the period of the scattering echoes. The horse
shoe reproduces the hyperbolic component of the invariant chaotic set of the 
system which in turns, characterizes the global dynamics of the scattering. 
The results are numerically verified for a periodically time-dependent one 
dimensional scattering model. 
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Introducción 

La Teoría de Dispersión consiste en el estudio de la evolución de sistemas 
de dispersión. En un experimento de dispersión se estudia la relación que 
guardan las trayectorias que son dispersadas por un blanco con las trayec
torias de incidencia sobre las cuales se tiene control. El blanco consiste 
típicamente de un conjunto de átomos o moléculas de cuyo potencial de in
teracción se tiene a lo más un conocimiento parcial. 

La teoría de dispersión estudia colisiones, es decir, interacciones que ocu
rren en una región localizada del espacio. Esto quiere decir que la influencia 
del potencial de interacción del blanco debe decaer rápidamente, de tal ma
nera que las trayectorias lejanas al blanco correspondan al movimiento libre. 
En la Fig. 1 se muestra esquemáticamente el proceso de dispersión de una 
trayectoria típica. 

Trayectorias 
Inddenl .. 

Trayectorias 
dispersadas 

Figura 1: Representación pictórica del proceso de dispersión de una trayec
toria típica. 

La trayectoria puede ser dividida en tres partes: 1) La trayectoria inci
dente se aproxima al blanco en un estado de partícula libre. 2) Cuando la 

1 



2 INTRODUCCION 

trayectoria siente la interacción del blanco su evolución puede ser extremada
mente complicada. La interacción de la trayectoria con el blanco ocurre en un 
intervalo de tiempo que depende de sus condiciones iniciales. 3) La trayec
toria se aleja del blanco en algún estado de partícula libre. El blanco en 
sí mismo, define lo que llamamos la región de interacción, mientras que las 
regiones 1) Y 3) corresponden a la región asintótica en donde las trayecto
rias se mueven en línea recta. A estas trayectorias se les llama trayectoria 
asintótica incidente q,in Y trayectoria asintótica dispersada q,di8. La hipótesis 
fundamental de la teoría de dispersión establece que el conocimiento de am
bas trayectorias asintóticas determina completamente toda la trayectoria de 
dispersión. 

En mecánica cuántica, la función de onda ¡fJ(t) determina el estado del 
sistema, el cual evoluciona en el tiempo conforme a la eco de Schrodinger 

iñ :t ¡fJ(t) = H¡fJ(t) , 

donde H es el Hamiltoniano del sistema que se supone conocido. 
Dado que los estados asintóticos definidos por 

¡fJ(t) --+ q,in(t) 
¡fJ(t) --+ q,diB(t) 

t --+ -00 
t --+ +00, 

(1) 

(2) 

son estados de partícula libre, es decir, ondas planas, el estudio del proceso 
de dispersión suele concentrarse en obtener las solución estacionaria de la 
eco 1. Para ello, la matriz de dispersión o matriz S, que relaciona los estados 
asintóticos de la dispersión 

(3) 

juega un papel relevante en la teoría de dispersión [1, 2]. 
__ ~_ EnJos casose1!Jos que_t)l Hamiltoniano del sistema es desconocido, el 

Problema Inverso -deJa DisperSión CPiO)consist-e-en obtenednforrnacion 
de la interacción producida por el blanco en términos de las trayectorias 
asintóticas. Cuando el potencial de interacción del blanco es suficientemente 
regular tal que, la dinámica en la región de interacción puede ser considerada 
como integrable, el PID consiste en obtener una buena representación del po
tencial de dispersión. Sin embargo, si la dinámica en la región de interacción 
es extremadamente complicada (caótica), el problema debe ser tratado de 
manera distinta. 
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Para sistemas caóticos, el prD consiste en obtener al menos, un en
tendimiento estructural de la dinámica de dispersión, es decir, obtener la 
estructura del conjunto invariante acotado del sistema, también llamado silla 
caótica [3, 4]. 

La aparición de caos en sistemas de dispersión se debe a la existencia de 
intersecciones homoclínicas o heteroclínicas entre las variedades invariantes 
de las órbitas periódicas inestables del sistema [5]. La dispersión caótica 
es un ejemplo particular de caos topológico derivado de la existencia de una 
maraña homoclínica, cuya topología jerárquica tiene efectos dramáticos en la 
dispersión. En el proceso de dispersión, el flujo Hamiltoniano se enreda en la 
maraña homoclínica, dando lugar al atrapamiento prolongado de trayectorias 
de dispersión en la región de interacción. Esto a su vez, produce grandes 
fluctuaciones de las funciones de dispersión a todas las escalas, las cuales 
forman un conjunto no numerable de singularidades sobre un subconjunto 
fractal de su dominio [6, 7, 8]. 

La teoría de dispersión para sistemas caóticos ha sido objeto de un gran 
interés pues, la presencia de caos ha sido observada aún en los sistemas 
de dispersión más simples corno por ejemplo: en modelos clásicos de reac
ciones moleculares [9, 10, 11], mecánica celeste [12]' dispersión de vórtices en 
hidrodinámica [13], dispersión de solitones [14] y en varios modelos clásicos 
de dispersión por un potencial [8, 15, 16, 17]. Estos trabajos dieron un gran 
impulso al establecimiento de la teoría de dispersión caótica e hicieron evi
dente el hecho de que en la naturaleza, la dispersión caótica es la regla y no 
la excepción. 

Simultáneo a los avances en mecánica clásica se han estudiado las impli
caciones que la existencia de la dispersión caótica tiene en mecánica cuántica 
[18, 19]. 

En mecánica cuántica, la teoría de la dispersión caótica consiste en estu
diar los atributos cuánticos que surgen cuando un sistema clásico que presenta 
dispersión caótica es cuantizado. 

Quizás la primera insinuación de la relación que guarda la dinámica 
caótica en la región de interacción con el proceso de dispersión en sistemas 
complejos sea la que Niels Bohr expuso en su famoso artículo de 1936. En él, 
Bohr ejemplifica la hipótesis de núcleo compuesto para reacciones nucleares 
inducidas por interacción nucleón-nucleón, con un modelo "clásico" de billar 
caótico, Fig. 2. 

En [19], se encontró que la existencia de una maraña homoclínica en sis
temas hiperbólicos, implica fluctuaciones de Ericson en las secciones transver-
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Figura 2: Representación pictórica del modelo de Niels Bohr para dispersión 
en núcleos compuestos. Tomado de la Ref. [20J. 

sales de dispersión cuánticas, fenómeno que había sido observado con anterio
ridad en las secciones eficaces de dispersión de sistemas nucleares. A partir de 
entonces, las resonancia.~ de Ericson han sido interpretadas como un indicio 
de caos. En el caso de sistemas no hiperbólicos, en donde la dinámica clásica 
es dominada por islas de estabilidad, tales fluctuaciones desaparecen en fa
vor de resonancias angostas, producto del tunelaje cuántico entre regiones de 
estabilidad y regiones caóticas del espacio fase [21, 22J. 

En mecánica clásica, la construcción de la herradura de Smale [23], ha 
demostrado ser una herramienta clave para el entendimiento de sistemas 
de dispersión caótica [3, 24J. La herradura de Smale describe, cualitativa
mente, la topología de la silla caótica de sistemas hiperbólicos. Para un 

... _-ª.isteIIlª hiperbólico la silla caótica, corresponde a un conjunto de Cantor 
. que en dos dimensiones tiene la fOrIna de una -herradura de ~Sina1e. La ---~~
dinámica restringida al conjunto invariante acotado es caótica; todas las 
órbitas periódicas son inestables. En este caso, la dinámica simbólica consti-
tuye el marco ideal para obtener un entendimiento estructural de la dinámica 
de los sistemas de dispersión [24J. 

Sin embargo, los sistemas Hamiltonianos caóticos genéricos no son ni 
completamente integrables ni hiperbólicos. La mayoría de los sistemas o 
al menos los más interesantes, son sistemas no hiperbólicos. Un sistema 
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no hiperbólico se caracteriza por un espacio fase mixto en el cual couviven 
regiones regulares y caóticas. En este caso, la herradura es incompleta, es 
decir, la silla caótica no forma uu conjunto de Cantor por lo que la obtención 
de una dinámica simbólica exacta es extremadamente difícil. 

Para sistemas no hiperbólicos es posible obtener, bajo ciertas restric
ciones, una descripción simbólica aproximada que captura el comportamiento 
dinámico sobre intervalos de tiempo en un rango finito [25]. Sin embargo, 
este tipo de aproximación no es única y su obtención es generalmente com
plicada y un tanto arbitraria [26, 27, 28]. La dinámica simbólica aproximada 
se obtiene a partir de la componente hiperbólica de la silla caótica, pues es 
la componente hiperbólica la que domina el comportamiento dinámico de las 
trayectorias de dispersión. Como resultado de ésto, la estructura del conjunto 
de singularidades presentes en las funciones de dispersión es equivalente a la 
estructura topológica de la herradura del sistema [29]. 

A pesar de todo ésto, el estudio de la importancia de la construcción de la 
herradura en mecánica cuántica no se ha explorado, con contadas excepciones 
[30]. 

En esta Tesis se estudian algunos aspectos del problema inverso de la 
dispersión en mecánica clásica y mecánica cuántica en términos de la etapa 
de desarrollo de la herradura para sistemas Hamiltonianos de dispersión de 
dos grados de libertad. También se estudia la posibilidad de obtener el 
grado de desarrollo de la herradura a partir de información exclusivamente 
asintótica. 

La Introducción de esta Tesis se extiende al Capítulo 1 en donde se intro
duce de manera formal, la construcción de la herradura de Smale así como 
otros conceptos básicos que serán utilizados a lo largo de la Tesis. En la se
gunda parte de este Capítulo nos concentraremos en el estudio y clasificación 
de las herraduras incompletas en términos del parámetro formal de desarrollo 
[29]. 

Para estudiar el proceso de dispersión en términos de la herradura, se 
emplea un sistema de dispersión unidimensional con dependencia periódica 
en el tiempo. La herradura de este sistema es binaria, siendo las carac
terísticas encontradas comparativamente simples. Este modelo se introduce 
en el Capítulo 2, en donde también se presenta la solución clásica y cuántica 
de su dinámica. 

En el capítulo 3 se propone explorar los sistemas de dispersión, corres
pondientes a una herradura de orden bajo, con experimentos de dispersión 
clásicos y cuánticos mediante la observación del decaimiento en pulsos a 
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los que hemos llamado ecos. Para ello, primero se analiza la dispersión en 
mecánica clásica. En este Capítulo se muestra que el desarrollo de la herra
dura está directamente relacionado con el periodo de los ecos de dispersión. 
El modelo clásico sirve de guía para el entendimiento del proceso cuántico 
de dispersión. El método propuesto funciona para situaciones en las cuales, 
el grado de desarrollo de la herradura es pequeño, de manera tal que, en el 
espacio fase exista una isla central de estabilidad. 

Para sistemas clásicos de dispersión, existen otros métodos para analizar 
el problema inverso de la dispersión. En [31 J se extrae el orden jerárquico de la 
silla caótica a partir de la estructura fractal de las funciones de dispersión. En 
[32], el periodo y estabilidad de las órbitas periódicas más cortas se obtienen 
a partir de un análisis de la jerarquía de los intervalos de continuidad en 
las funciones de dispersión. Sin embargo, la extensión de estos resultados 
al estudio de sistemas cuánticos no es obvia. El método introducido en 
esta Tesis permite por primera vez, la posibilidad de obtener el grado de 
desarrollo de la herradura en sistemas de dispersión cuántica. Esto vislumbra 
la posibilidad de extender a la mecánica cuántica los resultados conocidos 
para el problema inverso de la dispersión en mecánica clásica en términos de 
la topología de la herradura. 

La principal contribución de esta Tesis consiste en la relación encontrada 
entre el período de los ecos de dispersión y el grado de desarrollo de la herra
dura. Esta relación permite obtener el grado de desarrollo de la herradura a 
partir de la observación asintótica de los ecos y con ello, una representación 
de la topología de la componente hiperbólica de la silla caótica. Esta es una 
contribución al problema inverso de la dispersión en situaciones en las que el 
grado de desarrollo de la herradura es pequeño. 

El éxito del método planteado depende de la posibilidad de observar el 
periodo de los ecos de dispersión en la región asintótica, que es la única 
accesible en experimentos reales. Para mostrar la viabilidad de tales ob
servaciones, en la segunda parte de esta tesis se analiza numéricamente el 

. - modelo introducido en el Ca.pítulo :C--- ... . .. . .. ~o _o • - --_. -

En el Capítulo 4 se presentan algunos resultados generales del proceso 
de dispersión. y se establece el intervalo de parámetros del sistema en la 
cual su comportamiento es no hiperbólico. En el Capítulo 5 se presenta la 
observación numérica de los ecos de dispersión para la solución clásica. Aquí 
se discute el procedimiento, así como las cantidades físicas adecuadas para 
su observación. El problema inverso de la dispersión se analiza en términos 
del periodo de los ecos. En el Capítulo 6 se presenta evidencia numérica 
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que soporta la posibilidad de la observación de los ecos de dispersión para 
el sistema cuántico. Finalmente, en el Capítulo 7 se muestra la generalidad 
de nuestros resultados analizando la aparición de los ecos de dispersión en 
otro modelos. Un análisis final de nuestros resultados es presentada en las 
Conclusiones. 



Parte 1 

Fundamentos Teóricos 

9 



Capítulo 1 

Definición de la Herradura 

En este Capítulo se introduce el mapeo de la Herradura de Smale [23]. Este 
mapeo es de gran importancia en el estudio de sistemas dinámicos pues re
produce la topología de la silla caótica del sistema. En la Sección 1.1 se 
define el mapeo de Smale así como su conjunto invariante y descripción 
simbólica. Como se verá en la Sección 1.2 la aparición de herraduras en 
sistemas dinámicos es típica. En el caso mas general en el que el espacio fase 
contiene islas de estabilidad, las herraduras son incompletas. La definición y 
clasificación de una herradura incompleta, así como sus consecuencias en la 
dinámica forma el contenido de la Sección 1.3. 

1.1 El Mapeo de Smale 

El mapeo de Smale [23], es un modelo geométrico simple que reproduce 
la dinámica que resulta de la presencia de una maraña homoclínica. En 
la Sección 1.2 se define la maraña homoclínica y se discute su aparición en 
sistemas dinámicos y su relación con las herraduras de Smale. En esta Sección 
se introduce una versión simplificada del mapeo de Smale, poniendo mayor 
énfasis en las propiedades y características que se usarán a lo largo de esta 
tesis. Un estudio amplio y detallado de este mapeo se puede encontrar en 
[33, 5, 34]. 

Consideremos un mapeo en el plano f : JR2 -t JR2. Una representación 
pictórica de la acción de f sobre el rectángulo unitario S = [O, 1] x [0.1] 

11 
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Figura 1.1: Representación pictórica del mapeo de la herradura de Smale l. 
El rectángulo unitario S, etiquetado por sus vértices FBCD es estirado y 
doblado sobre el mismo en forma de herradura. 

se muestra en la Fig. 1.1. El mapeo consiste en una expansión vertical y 
una contracción horizontal lineales de S. Si los coeficientes de expansión y 
contracción son mutuamente recíprocos el área se preserva. El rectángulo 
obtenido es doblado sobre S de tal manera que la región sobre la cual el 
rectángulo se dobla termina afuera de S. Así, el mapeo es lineal en el do
minio I-I(S n I(S» = Ho U HI. Si se restringe el mapeo a S, el cuadrado 
unitario es mapeado en dos rectángulos verticales Vo y Vi, cuyas preimágenes 
corresponden a los rectángulos horizontales Ho Y H1 respectivamente. 

Restringido a S, el mapeo de Smale es un difeomorfismo. La acción de 
1-1 sobre S se muestra en la Fig. 1.2. 1-1 toma los dos rectángulos verticales 
Vo y Vi de vuelta en los rectángulos horizontales Ho Y HI· 

La acción de 1 y 1-1 sobre las esquinas del cuadrado unitario FBCD, 
se indica en la Fig. 1.1 Y Fig. 1.2 respectivamente. Podemos observar que el 

------ptinto F eS tin~puntofijó-del mapoo.M¡¡¡¡-aun, Fes hipei'oólico. -Su variedai:l---
estable está orientada en la dirección de la contracción. Cualquier punto 
sobre el segmento F B es atraído al punto F bajo la acción del mapeo. En 
su variedad inestable (en la dirección de expansión F D), los puntos se alejan 
de F. 

Adicionalmente, todo punto en S pero no en 1-1(8 n I(S)) es mapeado 
por 1 afuera de S. Similarmente, 1-1 mapea todos los puntos en S no 
contenidos en I(S n ¡-I(S)) afuera de 8. 
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Figura 1.2: Acción de la inversa del mapeo de Smale ¡-l. 

1.1.1 Silla Caótica 

En la Fig. 1.3 se representa la segunda iteración de ¡ sobre 8. La imagen de 
S n ¡(8) bajo ¡ que permanece en S consiste aJ¡ora en cuatro rectángulos 
verticales. 

Ayudados por la acción recurrente de ¡ sobre 8 podemos obtener una 
imagen mental de la topología del conjunto de puntos que permanece en 8 
bajo la aplicación repetida de ¡±l. El conjunto de puntos que permanece en 
8 después de una iteración de ¡-1 es simplemente 

v1 = f(r1(S) n 8) = S n ¡(8) = Vo U Vi . (1.1) 

Una vez que un punto inicialmente contenido en 8 es mapeado por ¡-1 afuera 
de 8, nunca regresa. En la Sección 1.2 veremos que estas órbitas corresponden 
a las trayectorias asintóticas del proceso de dispersión. El conjunto de puntos 
en 8 que permanece en 8 después de dos iteraciones de ¡-1 es 

v2 = ¡2U-2(8) n ¡-1(8) n 8) = 8 n ¡(8) n ¡2(8) = U Vij, (1.2) 
i.j=O,l 

donde Vij son los rectángulos verticales que se muestran en la Fig. 1.3. Sus 
Índices se eligieron de manera tal que Vij e Vi. Se puede mostrar por in
ducción que el conjunto de puntos contenidos en 8 que permanecen en 8 
bajo la acción de ¡-n es 

vn = rU-n (8) n··· n 8) == 8 n ¡(8) n··· r(8) = U Vi, ... ;.· (1.3) 
i1,"',in =O,1 
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• • ... _- doblamleoto 

F 

Figura 1.3: Representación pictórica de P(S). 

De esta manera, estos conjuntos forman una secuencia anidada de conjuntos 
cerrados no vacíos 

(1.4) 

y por lo tanto su intersección, que llamaremos Voo, es no vacía [35]. Similar
mente, el conjunto HOO de puntos en S que permanecen en S bajo la acción 
de ¡ es un conjunto no vacío. 

Llamemos An e S el conjunto de puntos en S que permanece en S bajo 
la acción de r o ¡-no En términos de lo anterior, An estará dado por 

(1.5) 

Al conjunto de puntos en S 

~~~~~~~~~~~~~~~~A-=~lim-An-,,~~~~~~~~(1.6)~~~ 
n-+oo 

que permanecen en S por siempre se le llama conjunto invariante acotado o 
silla caótica, del mapeo. El conjunto invariante acotado A, de medida cero 
en S es, al igual que VOO y Hoo, un conjunto de Cantor! 

1 El conjunto de Cantor es un conjunto compacto perfecto y totalmente disconexo. (Un 
conjunto es tota/mente disconexo si la componente conexa de cada punto en el conjunto 
es el punto mismo. Un conjunto cerrado es perfecto si cada punto en el conjunto es un 
punto límite.) 
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Figura 1.4: Representación de los conjuntos Al (izquierda) y A2 (derecha). 
Las distintas regiones de estos conjuntos han sido etiquetadas de acuerdo 
a las reglas de su dinámica simbólica. El punto decimal en las secuencias 
separa el pasado del futuro. 

En la Fig. 1.4 se muestra el conjunto An para n = 1 Y n = 2. La 
estructura de Cantor que se genera es evidente. Después de una iteración, 
Al esta formado por cuatro rectángulos. Todos los puntos en S, no contenidos 
en Al serán mapeados por 1 Ó 1-1 en puntos afuera de S. De igual manera, 
cualquier punto en S pero no en A2 será mapeado, por J2 Ó 1-2 , afuera de 
S y así sucesivamente. Los conjuntos vn y H n consisten en 2n rectángulos 
verticales y horizontales respectivamente. Así, An estará formado por 22n 

rectángulos. La estructura de Cantor de la silla caótica del mapeo de Smale 
es un caso particular de una partición de Markov; su existencia en sistemas 
continuamente hiperbólicos ha sido rigurosamente demostrada [36J. 

1.1.2 Mapeo del shift y Dinámica Simbólica 

En los casos en los que la silla caótica forma una partición de Markov, es 
posible asignar secuencias simbólicas a cada trayectoria 2 y así construir una 
dinámica simbólica [5, 37J. 

El objetivo de una dinámica simbólica es establecer una correspondencia 
uno a uno entre las trayectorias del sistema y secuencias de símbolos tomados 
de un alfabeto compuesto por un número finito, o al menos numerable, de 

2En este contexto, una trayectoria corresponde a la secuencia de puntos en S que se 
obtiene de la aplicación repetida del mapeo f. 
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símbolos o entre secuencias simbólicas y los elementos de la partición del 
espacio fase generada por la dinámica. 

En 1967 Smale [23] demostró que, restringido a A, el mapeo (de Smale) 
¡ conmuta (en el sentido de la eco 1.10 con el mapeo del shift sobre el con
junto de secuencias binarias bi-infinitas de ceros y unos. En consecuencia, la 
dinámica sobre el conjunto de la silla caótica del mapeo de Smale puede ser 
descrita por una dinámica simbólica binaria. 

Sea x un punto en A y sea D = {0,1}, un conjunto de símbolos. De
notemos por dk uno de los dos elementos de D, es decir, dk E D, k = 
O, ±1, ±2, . ... Es posible asociar al punto x con una secuencia infinita de 
símbolos d(+) = {dd~o' tal que 

d = {O , Jk(x) E Vó 
k 1, ¡k(x) E VI . (1.7) 

De esta forma, la secuencia d( + ) nos dice cual de los dos rectángulos Vo Ó VI, 
visita el punto x bajo cada aplicación del mapeo. Esta secuencia corresponde 
a la evolución futura de x. 

De la misma manera es posible asociar a cada punto x E A una secuencia 
infinita de símbolos dH = {dk } ¡;~-oo tal que 

d _ {O , ¡-k (x) E Ho 
k - 1, ¡-k (x) E HI . (1.8) 

La secuencia dH corresponde a la historia pasada del punto x. 
Dado que la herradura es un difeomorfismo, cada punto de la silla caótica 

estará asociado a una secuencia bi-infinita de símbolos compuesta por d = 
dH .d(+). El punto decimal en la secuencia denota la separación entre el 
pasado y el futuro del punto x. En la Fig. 1.4 se muestran algunos ejemplos 
de estas secuencias simbólicas para los elementos de los conjuntos A I Y A2 . 

Para obtener una dinámica simbólica es necesario obtener una dinámica 
.. sobre-el conjunto de todas las secuencias binarias bi-infinitas .ó. que esté en - -

correspondencia con la dinámica sobre A. 
Sea d E .ó. la secuencia simbólica de un punto x E A. La secuencia 

simbólica asociada a ¡k (x) es aquella que se obtiene de recorrer el punto 
decimal en la secuencia d, k lugares a la derecha, o k lugares a la izquierda 
si k es negativo. Se puede definir un mapeo sobre el conjunto de todas las 
secuencias binarias bi-infinitas 

(1.9) 
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tal que para a, b E Ll., ata) = b con b¡ = aHI. El mapeo a, llamado shift, 
toma una secuencia bi-infinita dada y recorre el punto decimal un lugar hacia 
la derecha. 

El pasado y futuro de todo punto x E A está completamente determinado 
por su secuencia asociada d y su dinámica en A está descrita por el shift a. 
Smale demostró que existe un homeomorfismo rp : Ll. -+ A tal que 

(1.10) 

La conjugación topológica entre flA ya implica una relación uno a uno entre 
sus órbitas [23, 33J. En otras palabras, la eco 1.10 garantiza la posibilidad de 
estudiar la dinámica de f sobre la silla caótica en términos de la dinámica 
simbólica de a. La ventaja de esto radica en el hecho de que la estructura 
de las órbitas de a es, si no simple, fácil de clasificar. 

Finalmente, todos los resultados aquí expuestos pueden ser extendidos 
al caso de herraduras de orden mayor. El orden de la herradura para un 
sistema dado estará determinado por el número n de órbitas periódicas de 
período uno. Así, la silla caótica estará descrita de manera análoga por una 
herradura n-aria y la dinámica del mapeo de Smale, restringido al conjunto 
de la silla caótica será topológicamente conjugado a la dinámica del shift 
sobre secuencias bi-infinitas construidas a partir de n símbolos. 

1.2 Herraduras en Sistemas Dinámicos 

En la Sección anterior hemos descrito la estructura de la silla caótica A del 
mapeo de Smale. La dinámica en A es conjugada a la dinámica generada 
por un shift sobre el conjunto de secuencias binarias bi-infinitas. Un shift es 
un ejemplo de sistema de Bernoulli o sistema B que también es sistema K, 
mixing y ergódico [38J. De aquí que al conjunto A se le llame caótico. 

Este grado de caoticidad es, a grandes rasgos, una consecuencia del es
tiramiento y doblamiento del espacio fase creado por el mapeo en todas las 
escalas, además de que este proceso crea una partición. En el caso de la herra
dura de Smale, la partición del espacio fase posee una estructura de Cantor. 
En tal situación, la dinámica en A es hiperbólica y la herradura de Smale es 
completa como se muestra en la Fig. 1.5 en el sentido en que los tentáculos 
de la primera iteración (tentáculos de primer nivel), tanto de la variedad es
table tl s como de la variedad inestable tlu , han atravesado completamente el 
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Figura 1.5: Herradura de Smale completa. El rectángulo fundamental for
mado por los vértices F BC D es atravesado completamente por las variedades 
estable, (en azul) e inestable, (en rojo). 

rectángulo fundamental formado por los vértices FBCD 3. En el Apéndice A 
se definen las variedades invariantes de un punto fijo hiperbólico y sus in
tersecciones llamadas puntos homoclínicos o heteroclínicos. El rectángulo 
fundamental se define de la siguiente manera: 

Si se sigue el flujo sobre las variedades invariantes estable e inestable del 
punto fijo hiperbólico F hacia atrás y adelante en el tiempo respectivamente 
(vease la Fig. 1.5), ambas variedades se intersectan por vez primera en el 
punto homoclínico C. A este punto se le llama intersección primaria. Las 
segundas intersecciones homoclínicas (secundarias), ocurren en los puntos B 
y D. El rectángulo fundamental se forma con los segmentos de las variedades 
invariantes que unen al punto fijo con las intersecciones secundarias y a estas 
con la intersección primaria; por los segmentos BF y DC de la variedad 
estable yJos_l'egmentos F D y BC deja variedad inestable en la Fig.1.5.~_ 

Si continuamos el flujo de las variedades invariantes de F, la estructura 
de las intersecciones homoclínicas entre ellas se hace cada vez más intrin
cada; ésta puede ser descrita en términos de los tentáculos de la herradura. 
Después de la intersección secundaria B las variedades de la herradura en
tran y salen del rectángulo fundamental indefinidamente. Al segmento de 

3 A Partir de ahora nos referiremos a! rectángulo unitario S de la Sección anterior como 
rectángulo fundamenta!. 
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la variedad inestable que entra al rectángulo fundamental por primera vez 
después de la intersección B se le llama tentáculo de nivel 1 de la variedad 
inestable, independientemente de si el tentáculo atraviesa completamente o 
no al rectángulo fundamental. Denotamos a la punta de este tentáculo como 
t lu • De igual manera pero con t -t -00, t la corresponde a la punta del 
tentáculo de nivel 1 de la variedad estable4 • La imagen del tentáculo de nivel 
1 de la variedad inestable bajo el mapeo de Smale constituye el tentáculo de 
nivel 2 de la variedad inestable. En particular, t2u es la imagen de t lu Y así 
sucesivamente. Siguiendo con esta notación, el tentáculo de nivel k + 1 de 
la variedad inestable es la imagen bajo el mapeo del tentáculo de nivel k de 
la misma variedad y de manera análoga, el tentáculo k + 1 de la variedad 
estable es la preimagen del tentáculo k de la variedad estable. 

Debido a la invariancia de las variedades del punto hiperbólico, la exis
tencia de un punto homoclínico implica la existencia de un infinito de ellos 
(véase el Apéndice A). 

A la estructura de las variedades invariantes de un punto fijo hiperbólico 
con sus infinitas intersecciones homocJínicas se le llama maraña homoclínica 
(del inglés homoclinic tangle). Su nombre sugiere el hecho que en la maraña 
homocJínica, el flujo Hamiltoniano se enreda. La existencia de una maraña 
homocJínica es característica del movimiento caótico. 

En el siguiente Capítulo veremos que el espacio fase de un sistema hi
perbólico se ve completamente caótico. Este está caracterizado por la in
estabilidad de todas sus órbitas periódicas. Sin embargo, típicamente, el 
espacio fase de los sistemas físicos es mixto en el sentido en que en él con
viven zonas caóticas y zonas dominadas por islas de estabilidad sobre las 
cuales la dinámica es regular. En este caso, el sistema es no hiperbólico. 

En sistemas no hiperbólicos, la herradura de Smale es incompleta, es 
decir, los tentáculos de primer nivel no alcanzan a cruzar el rectángulo fun
damental, dando como resultado que la partición del espacio fase generada 
por la herradura deja de ser disconexa. Las consecuencias de esto se discuten 
en la siguiente Sección. 

Aún en el caso de herraduras incompletas, la existencia de conexiones 
homocJínicas y heterocJínicas transversales entre sus variedades estable e in
estable, garantiza la existencia de una silla caótica [39, 33, 41]: 

'Esta notación será usada a lo largo de toda la Tesis. Con t. nos referiremos a la punta 
del tentáculo de nivel k o al tentáculo mismo de alguna de las variedades de la herradura 
indistintamente. 
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Teorema de Smale-Birkhoff. Sea f : IR" --t IR" un difeomorfismo con 
un punto fijo hiperbólico p y sea q f p un punto homclínico en el que las 
variedades invariantes de p se intersectan transversalmente. Entonces, f 
posee una silla caótica A sobre la cual f es topológicamente equivalente a un 
shift finito. 

En palabras llanas, este teorema dice que f contiene herraduras de Smale 
en su dinámica, (una demostración de él puede encontrarse en [5]). 

La aparición de herraduras en sistemas dinámicos no se limita a las va
riedades invariantes de puntos fijos hiperbólicos. En el caso de un punto fijo 
elíptico la existencia de intersecciones homoclínicas y por ende de herraduras, 
también es típica [40]: 

Teorema de Zehnder. Sea <p un mapeo real y analítico que preserva área 
con un punto fijo elíptico q. Entonces cualquier vecindad de <p contiene un 
mapeo que preserva área 1j; con las siguientes propiedades: i) q es un punto 
fijo elíptico. ii) Toda vecindad de q posee un punto homoclínico. 

En el Teorema anterior, el mapeo 1j; es una perturbación al mapeo <p en 
el espacio de los mapeos que preservan área. Este teorema establece que 
todo mapeo bajo cualquier perturbación produce marañas homoclínicas que 
se encuentran tan cerca como uno desee de el o los puntos fijos elípticos. 

Entonces-;1a aparici6n de una maraña liomoclínica es el caso típico en 
sistemas dinámicos no lineales. Como un ejemplo ilustrativo de la aparición 
de herraduras en sistemas dinámicos consideremos un sistema Hamiltoniano 
de un grado de libertad como es el caso del péndulo simple. La estructura 
del espacio fase del péndulo está soportado sobre sus dos únicos puntos fi
jos. El punto fijo elíptico genera un movimiento oscilatorio alrededor de la 
posición de equilibrio estable del péndulo. Este tipo de movimiento existe 
hasta que la energía del péndulo es suficiente para alcanzar su posición de 
equilibrio inestable. Las curvas que corresponden a esta energía son llamadas 
curvas separatnces~pues separan el moviniiento-dilioraeion del movimientó 
de rotación que se obtiene para energías mayores. Las separatrices forman 
las variedades invariantes, estable e inestable del punto fijo hiperbólico. 

Ahora, supongamos que el péndulo es sometido a un forzamiento externo 
tal, que su dinámica se vuelve caótica. En esta situación, la curva sepa
ratriz se deforma como se muestra en la Fig. 1.6. La separatriz deja de 
unir a los puntos inestables de manera suave y comienza a oscilar violen
tamente. Estas oscilaciones hacen que las variedades estable e inestable se 
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curvada KAM 

separatr1x 

C:mo:sm:> 
curvada KAM 

curva de KAM 

Figura 1.6: Esquema del espacio fase de un péndulo simple unidimensional. 
Cuando el péndulo es forzado de tal manera que su dinámica se vuelve 
caótica, la curva separatriz se deforma, oscilando violentamente. 

intersecten transversalmente en puntos homoclínicos, los cuales forman un 
conjunto denso en la vecindad del punto hiperbólico [39J. Así, el caos y 
la maraña homoclínica aparecen como consecuencia el uno del otro, y esta 
última es topológicamente equivalente a una herradura de Smale [23, 39J. 

En sistemas cerrados, como en el ejemplo anterior, la partición generada 
por la herradura se destruye parcialmente debido a que el espacio fase es 
compacto [42J. Los elementos de la partición se superponen y la relación 
entre secuencias simbólicas y trayectorias deja de ser globalmente uno a uno. 
Una situación similar ocurre en billares hiperbólicos cerrados [43J. 

En sistemas abiertos, la dinámica de dispersión es dominada por la maraña 
homoclínica de los puntos hiperbólicos exteriores, es decir, aquellos que están 
entre la maraña homoclínica y la región abierta. En el proceso de dispersión, 
trayectorias asintóticas se aproximan a lo largo de la variedad estable de la 
herradura. Cuando las trayectorias alcanzan el rectángulo fundamental, su 
dinámica es dominada por la compleja jerarquía de la maraña homoclínica. 
El tiempo de permanencia en el rectángulo fundamental está relacionado con 
qué tan profundo penetre la trayectoria en esta jerarquía. Después de un 
tiempo finito, todas las trayectorias (excepto un conjunto de medida cero), 
dejan el rectángulo fundamental, alejándose por la variedad inestable de la 
herradura. 

Se dice que el proceso de dispersión es caótico si existe una silla caótica. 
La dispersión caótica es un caso particular de caos topológico derivado de la 
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Figura 1.7: Herradura de Smale incompleta en donde los tentáculos de nivel 
uno de la variedad estable t ls (en azul) y de la variedad inestable t 1u (en rojo), 
no alcanzan a atravesar el rectángulo fundamental (véase Fig. 1.5). También 
se muestran los tentáculos de nivel dos. Para una herradura incompleta, el 
rectángulo fundamental es formado por segmentos de las variedades estable 
e inestable como se muestra en el recuadro (línea verde). Aquí las Hechas 
indican la dirección en que los tentáculos se desarrollan. 

existencia de una maraña homocJínica [24J. Como consecuencia, las funciones 
de dispersión presentan un conjunto no numerable de singularidades que 
viven sobre un subconjunto fractal del dominio. La estructura topológica 
del conjunto de singularidades es equivalente a la estructura topológica de la 
herradura del sistema. Así, el conocimiento de la topología de la herradura 
es equivalente al conocimiento del proceso de dispersión mismo. En efecto, 
si la herradura es completa, el conjunto de singularidades en las funciones de 
dispersión son un conjunto de Cantor. En el caso típico en el que la herradura 
es incompleta, el estudio de la topología de la herradura en términos de su 

. __ desarroll5lJ c~mparado con el caso coIllpleto) es d~ gran .1ltili~~,-

1.3 Herraduras Incompletas 

Cuando la herradura de Smale es completa, la silla caótica posee una estruc
tura relativamente simple. En este caso, el espacio fase es completamente 
hiperbólico; en otras palabras, todas las órbitas periódicas son inestables [5J. 

Una herradura incompleta es aquella para la cual el conjunto de la silla 
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caótica no es un conjunto de Cantor. En la Fig. 1.7 se muestra un ejemplo de 
una herradura incompleta. En ella, los tentáculos de nivel uno no alcanzan a 
cruzar el rectángulo fundamental. Regiones cercanas del conjunto de Cantor 
original son ahora mezcladas y algunas otras se pierden. Este constituye el 
caso mas general para sistemas físicos reales en los que se encuentra un espa
cio fase mixto donde regiones de movimiento regular, dominado por órbitas 
estables, se mezclan con regiones caóticas en las que la dinámica es compli
cada. En el caso de herraduras incompletas, el rectángulo fundamental se 
define en analogia al caso completo. Los vértices de éste son como anterior
mente, el punto fijo F y las intersecciones primaria C y secundarias By D. 
Así, el rectángulo fundamental se forma con los segmentos de las variedades 
estable e inestable que unen a estos vértices (compare las Figs. 1.5 y 1. 7). 

En sistemas abiertos, la maraña homoclínica caracteriza la dinámica so
bre la capa de dispersión; que conecta las regiones de interacción y asintótica. 
Cuando la herradura es incompleta, en la capa de dispersión existen general
mente, islas de estabilidad secundarias cuya influencia produce una dinámica 
no hiperbólica6. 

Como consecuencia de una herradura incompleta, la dinámica simbólica 
no es única y su obtención es generalmente complicada y un tanto arbitraria 
[26,27, 28J. Aun así, la dinámica simbólica es una buena aproximación de la 
dinámica generada por la componente hiperbólica de la variedad invariante. 
Los efectos no hiperbólicos aparecen generalmente a tiempos muy largos y a 
escalas muy pequeñas cuya observación requiere de una resolución muy fina 
[29J. Si éste es el caso, muchas de las propiedades de dispersión del sistema 
a tiempos cortos son dominadas por la componente hiperbólica del conjunto 
invariante 7. En este sentido, una herradura incompleta puede ser descrita 
por un subconjunto de la dinámica simbólica de la correspondiente herradura 
completa. 

1.3.1 El Parámetro Formal de Desarrollo 

En sistemas caóticos de dispersión es usual encontrar que, en función de sus 
parámetros, el comportamiento dinámico del sistema cambia de no hiperbólico 

SEn el Capítulo 3 estudiaremos la dinámica sobre la capa de dispersión. 
"En una herradura incompleta suficientemente desarrollada, es posible sin embargo, 

obtener una dinámica hiperbólica; Sección 1.3.2. 
7La existencia de puntos parabólicos puede también producir efectos a tiempos cortos 

en las propiedades de dispersión. 
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a hiperbólico. En términos de herraduras de Smale esto quiere decir que la 
herradura asociada se desarrolla desde etapas incompletas hasta formar una 
herradura completa. El objetivo de esta Sección es clasificar cualitativamente 
la topología de la herradura incompleta en términos de su desarrollo com
parado con el caso completo. Como hemos visto en el ejemplo del péndulo 
perturbado en la Sección 1.2, cuando la perturbación es cero la variedad 
invariante es la curva separatriz. Conforme se aumenta la perturbación, la 
amplitud de las oscilaciones de las variedades invariantes también aumenta; 
su estructura corresponde a una herradura incompleta. Es de esperarse que 
para algún valor de la perturbación, la amplitud de las oscilaciones será tal 
que la herradura será completa. 

Así, es posible parametrizar el desarrollo de la herradura incompleta en 
términos del valor de la perturbación. Claramente, una desventaja de esta 
parametrización es que depende del sistema mismo. Una parametrización al
ternativa para el desarrollo de las herraduras incompletas fue introducida por 
Jung en 1994 [29, 44]. Para esta parametrización se introduce un parámetro 
formal con valores entre oc E [0,1]. El desarrollo descrito en términos de oc de
scribe la parte universal de la herradura, es decir, su componente hiperbólica 
[29]. 

En el caso de una herradura completa como la mostrada en la Fig. 1.5, 
el rectángulo fundamental es seccionado completamente por el tentáculo de 
nivel 1 de la variedad inestable t1u dividiéndolo en dos partes8 . En este caso, 
el parámetro formal es oc = 1. En el caso de herraduras incompletas como 
la mostrada en la Fig. 1.7, t1u no alcanza el lado opuesto del rectángulo 
fundamental. Como función de los parámetros del sistema, la longitud del 
tentáculo t 1u aumenta como se ejemplifica en el recuadro de la Fig. 1.7. En 
este caso, el valor del parámetro formal se determina a partir de la longitud 
relativa del tentáculo t 1u respecto al caso completo. 

A continuación se describe el procedimiento para encontrar el valor del 
parámetro formal a partir de la estrll<:tura de la herradura i!l<;o}!lpleta .. __ 

La idea fundamental en la parametrización de Jung es comparar la es
tructura de la herradura incompleta con la herradura completa misma. Dado 
que en el caso completo los tentáculos de cada nivel generan intervalos dis
conexos (y agujeros), es posible utilizar la posición de éstos como una regla 

SEn herraduras construidas sobre superficies de sección adaptadas a una simetría tem
poral, la variedad estable se desarrolla igual a la variedad inestable. Una es la reflexión en 
el tiempo de la otra, por lo que por simplicidad nos referiremos sólo a los tentáculos de la 
variedad inestable. 
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para medir la penetración del tentáculo t lu de la herradura incompleta en el 
rectángulo fundamental. Los agujeros creados por una herradura completa 
aparecen jerárquicamente. Por ejemplo, en la Fig. 1.3 en el primer nivel de 
la herradura (1(8)), el rectángulo fundamental es dividido en los intervalos 
Vo y VI; el intervalo entre ellos es el agujero de nivel 1. En el segundo nivel 
de la herradura se crean dos agujeros mas, entre Voo y VIO Y entre Vu y Vol. 
En general, el nivel n de la herradura tendrá 2R 

- 1 agujeros y la medida a 
debe tomar en cuenta esta jerarquía. 

Por razones de simplicidad, estudiaremos el caso de una herradura bina
ria sin embargo, se pueden usar los mismos razonamientos para herraduras 
de orden mayor. En el caso de una herradura binaria, el sistema correspon
diente posee dos órbitas periódicas fundamentales donde al menos una de las 
dos órbitas es inestable. En un retrato fase del sistema9 la órbita inestable 
aparece como un punto fijo hiperbólico y sus variedades invariantes forman 
la herradura. 

En la Fig. 1.8 se muestra esquemáticamente el procedimiento para la 
obtención del parámetro de desarrollo. En esta figura, los agujeros de la 
variedad estable cortan el rectángulo fundamental horizontalmente. En la 
columna de la izquierda se indica el nivel de jerarquía de los agujeros, es 
decir, el nivel en el que cada agujero en particular es creado. En la columna 
de la derecha se cuentan los agujeros creados hasta el nivel k = 2 Y hasta el 
nivel k = 3 empezando por el agujero más cercano al punto fijo F. 

Consideremos los agujeros de la variedad estable de nivel 1 :::; k. Si el 
tentáculo de nivell de la variedad inestable tlu termina en el r-ésimo agujero, 
entonces el parámetro formal esta dado por 

(1.11) 

En el ejemplo de la Fig. 1.8 si consideramos los agujeros hasta el nivel 
1 :::; k = 2, entonces t1u termina en el tercer agujero, dando el parámetro 
formal a = 3/4. Si consideramos los agujeros hasta el nivel k = 3 entonces 
t lu termina en el sexto agujero y a = 6/8. En efecto, la eco 1.11 contiene 
implícitamente la construcción jerárquica de la herradura por lo que el valor 
del parámetro formal no depende del nivel k hasta el cual se consideren 
los agujeros de la herradura completa, siempre y cuando estos se cuenten 
correctamente. En general, éste será el mínimo necesario para obtener a. 

9El mapeo de Poincaré y el retrato fase sobre una sección de Poincaré se definen en el 
Capítulo 2. 
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Figura 1.8: Representación esquemática de una herradura binaria incompleta 
con un parámetro formal a = 3/4. El cuadrado fundamental está formado 
por el punto fijo exterior F y los vértices B, e y D. El nivel de jerarquía de 
los agujeros formados por la variedad estable se indica en la columna de la 
izquierda. En la columna de la derecha, los agujeros son numerados a partir 
del punto fijo para el nivel de desarrollo k = 2 Y k = 3. Los rectángulos en 
gris corresponden a los agujeros que atraviesa el tentáculo inestable de nivel 
1. 

En el caso de una herradura ternaria incompleta, el parámetro formal se 
define análogamente al caso binario por [31] 

(1.12) 

donde r y k tienen el mismo significado que antes. La diferencia esencial 
entre el caso binario y el ternario es que en el último, el numero de agujeros 
creados hasta el nivel n es ahora 3n 

- 1. Las herraduras ternarias son el caso 
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típico encontrado en billares bidimensionales con dos canales de salida, donde 
el decaimiento por los canales se lleva a cabo sobre las variedades invariantes 
de órbitas inestables. 

En términos del parámetro formal, el desarrollo de la herradura es mo
nótono lO y su descripción es universal. Así, dado un valor del parámetro 
formal se obtiene el desarrollo de la herradura y con ella la estructura de la 
silla caótica del sistema. Si además se estudia la estructura jerárquica de 
alguna función de dispersión del sistema, es posible construir una dinámica 
simbólica al menos aproximada. Una vez que se tiene una dinámica simbólica, 
se puede usar el formalismo termodinámico [24] para obtener las propiedades 
dinámicas del sistema como la velocidad de escape y el exponente de Lya
punov (de la variedad inestable) [42], la entropía topológica y la dimensión de 
información [45]. En el Apéndice B se describe brevemente este formalismo. 

1.3.2 Tangencias Homoclínicas 

La construcción de una dinámica simbólica aproximada para un sistema en 
el cual la herradura de Smale es incompleta, aunque formalmente posible, 
es un problema extremadamente difícil [46, 47]. En este caso, el espacio 
fase es generalmente mixto y la presencia de islas de estabilidad complica 
considerablemente la dinámica en la región de dispersión. La desaparición 
(aparición) de islas equivale a prohibir (permitir) un infinito de órbitas ho
moclínicas, complicando con ello una descripción lógica de la topología de la 
silla eRÓtica [24]. A este fenómeno se le conoce en inglés como pruning. 

En el contexto de la herradura de Smale, tal complicación se debe a la 
existencia de intersecciones tangentes entre las variedades estable e inestable 
de la herradura llamadas tangencias homoc/ínicas. Cuando una tangencia 
homoclínica ocurre, se crean un infinito de órbitas periódicas. En este sen
tido, las tangencias homoclínicas son puntos de acumulación para órbitas 
periódicas [5], un infinito de las cuales son estables y otro tanto inestables. 

Cabe señalar que, por construcción, todas las intersecciones entre las 
variedades invariantes de la herradura ocurren dentro del rectángulo funda
mental. Así, en una herradura completa, todas las intersecciones entre las 
variedades estable e inestable son transversales y por ende todas las órbitas 
periódicas son inestables. Para una herradura incompleta el espacio fase es 

IOComo se verá en la Sección 4.2, la parametrización del desarrollo de la herradura en 
términos de los parámetros del sistema, no garantiza la monotoneidad del desarrollo. 
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generalmente mixto, lo cual es consecuencia de la existencia de tangencias 
homoclínicas entre las variedades de la herradura. Y decimos "generalmente" 
porque para ciertos valores del desarrollo a < 1, pueden existir situaciones 
en las que todas los puntos homoclínicos son intersecciones transversales y 
por ende la dinámica es hiperbolica. Por ejemplo, en una herradura con de
sarrollo a = 7/8, el tentáculo de nivel uno de la variedad inestable termina 
en el último agujero de la variedad estable (séptimo hasta el nivel k = 3) Y 
todos los tentáculos de nivel superior caen afuera del rectángulo fundamen
ta!. En esta situación, no existen tangencias homoclínicas [29J. En general 
estos desarrollos ocurren en herraduras bien desarrolladas. 

Para herraduras poco desarrolladas, es decir, a < 1/2, la dinámica es no 
hiperbólica. Los efectos no hiperbólicos en la dispersión aparecen tarde o 
temprano dependiendo de el nivel de jerarquía en el que ocurren tangencias 
homoclínicas. En este caso, la dinámica a tiempos cortos puede ser aproxi
mada por la componente hiperbólica de la herradura [29J, lo cual es aún, 
extremadamente útil para la descripción de las propiedades genéricas de la 
dinámica del sistema. Para esto, la obtención del desarrollo de la herradura 
constituye el primer paso. 



Capítulo 2 

Definición del Modelo 

La pared no se mueve! 

Thomas Seligman. 

En este Capítulo se define el potencial modelo utilizado en esta Tesis 
para estudiar el problema inverso de la dispersión. La solución numérica de 
la dinámíca clásica y cuántica de este modelo se discute en las Secciones 2.2 
Y 2.3 respectivamente. 

2.1 El Hamiltoniano 

El objetivo de esta Tesis es explorar la dispersión clásica y cuántica en 
términos de la topología y desarrollo de la herradura de Smale. Todo sistema 
de dispersión caótica de dos grados de libertad o de un grado de libertad de
pendiente del tiempo, se puede estudiar en términos de la herradura de Smale. 
Para este tipo de sistemas, el interés principal es obtener un entendimiento 
global de su dinámica. Para ello, las características particulares de cada sis
tema, las cuales sólo se ven reflejadas en su dinámica local, no son relevantes. 
Un interés adicional es explorar, en términos de los resultados en la mecánica 
clásica, la dinámica del sistema análogo cuántico. 

Para el análisis del proceso de dispersión, se eligió un modelo Hamilto
niano con una herradura binaria, para el cual, las características encontradas 
son comparativamente simples. El modelo esta dado por el Hamiltoniano 

29 
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¡l- 00 

H(q,p, t) = "2 + A V(q) L ó(t - n) , (2.1) 
n=-oo 

donde q es la coordenada de posición, p es la coordenada de momento, A es 
un parámetro libre, t es el tiempo y n un índice entero. La dependencia en 
el tiempo consiste en un tren infinito y periódico de pulsos delta que golpean 
al potencial con período 1. El parámetro A determina la fuerza del potencial 
dado por 

(2.2) 

En este potencial, una partícula de masa uno se mueve libremente excepto 
cada período 1 de tiempo en el que siente la presencia del potencial. Diremos 
metaióricamente, que a estos tiempos el potencial "patea" a la partícula. La 
amplitud de las patada depende de su posición de acuerdo con el potencial, 
eq. 2.2. En la región asintótica q --+ 00, el potencial decae exponencialmente 
y la partícula se mueve libremente. Este Hamiltoniano es por lo tanto un 
modelo de dispersión. 

Formalmente, este modelo unidimensional dependiente del tiempo es e
quivalente a un sistema Hamiltoniano autónomo de dos grados de libertad. 
Esto se puede mostrar extendiendo el espacio fase en un grado de libertad, 
que considera al tiempo como una nueva coordenada canónica, conjugada a 
la energía [48]. 

El potencial tiene un mínimo en q = O Y un máximo local en q = 1, que 
definen los dos puntos fijos del modelo 

Xo = (qo,Po) = (1, O) 
Xl = (ql,p¡) = (O, O) 

(2.3) 

Ellos representan las órbitas periódicas fundamentales que determinan el or
-den-binario de la herradura -y-describen ~Ia-topología del flujocHamiltoniano --
del sistema. Variando el parámetro A, se obtiene un desarrollo suave de la 
herradura y una transformación del espacio fase, de regular a hiperbólico. 

En la Fig. 2.1 se muestra la forma del potencial junto con la posición de 
sus dos puntos fijos. 

En la literatura se han empleado formas similares a la del potencial 2.2. 
En [29] Rückerl et al, emplearon el potencial 

V(q) = e-q (q2 + q + 1) (2.4) 
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Figura 2.1: Perfil de la forma del potencial eq. 2.2. Los símbolos indican la 
posición de las órbitas estable (O) e inestable (x). 

para estudiar el problema inverso de la dispersión en mecánica clásica en 
situaciones en las que la herradura es incompleta. Comparando la topología 
de la herradura y la estructura de las singularidades en las funciones de 
dispersión, se obtuvo una dinámica simbólica aproximada para el intervalo 
de desarrollo a = 1/2. En [54], Rice estudió las resonancias clásicas del 
potencial 2.4 asociadas a los números de rotación 1/4,1/3,1/2 para los cuales, 
el área de la parte regular del espacio fase tiende abruptamente cero [49]. 
[11, 50, 51] se estudiaron reacciones unimoleculares en las que se usó este 
potencial como modelo para el efecto dinámico de un potencial de Van der 
Waals. También, en [52], el potencial 

(2.5) 

con a, e > O, se usó como modelo para la foto disociación de Hgh observada 
en experimentos con láseres de femto segundos[53]. 
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2.2 El Mapeo de Poincaré 

El estudio del flujo Hamiltoniano en el espacio fase se reduce frecuentemente 
al estudio de un mapeo discreto. Este procedimiento proviene de los estudios 
pioneros de H. Poincaré [55] quién, estudiando el problema de los tres cuer
pos en mecánica celeste, creó toda la base formal para la teoría de sistemas 
dinámicos. La idea consiste en definir una superficie P(x) = O en el espacio 
fase de manera tal que todas las trayectorias intersectan P transversalmente. 
Dado que el flujo es determinista, cada punto de intersección de una trayec
toria está unívocamente determinado por su intersección previa, definiendo 
así el mapeo de Poincaré. La estructura de las intersecciones con la superfi
cie de sección P constituye el espacio fase reducido del sistema Hamiltoniano 
original, llamado retrato fase. Todas las propiedades dinámicas observadas 
en el espacio fase son heredadas por el retrato fase, con la ventaja obvia de 
la reducción de la dimensionalidad [42, 48]. 

Dada la periodicidad en el tiempo del modelo Hamiltoniano eq. 2.1, el 
mapeo estroboscópico es un mapeo de Poincaré adecuado [33J. De esta forma, 
representaremos la solución clásica de la dinámica del modelo con un mapeo 
estroboscópico tomado a tiempos t = n + 1/2 de la forma 

Pn+l = Pn - AV'(qn + Pn/2) 
qn+l = qn + Pn - AV'(qn + Pn/2)/2 . 

(2.6) 

Este mapeo da como resultado la evolución de una trayectoria clásica del 
tiempo n - 1/2 al tiempo n + 1/2. La fase elegida, es decir, la observación a 
precisamente estos tiempos, garantiza que la dinámica obtenida sea simétrica 
ante inversión temporal. En esta situación, la variedad estable de la herra
dura coincide con la variedad inestable, tomando P -t -p. En la Fig. 2.2 
se muestra el retrato fase del sistema calculado únicamente para aquellas 
trayectorias que permanecen un tiempo largo en la región del pozo del po-

__ tencial l , para distintos valores del parámetro A. También, en cada gráficase __ 
muestran las variedades estable e inestable de la herradura correspondiente. 

La herradura está soportada por el punto fijo exterior xo, el cual es 
hiperbólic02 para todo A > O. La estabilidad del punto fijo interior Xl, 

1 El retrato fase que se muestra en la Fig. 2.2 corresponde aproximadamente a los puntos 
del conjunto An de la eco 1.5 para algún n grande. 

'Cabe señalar que, como la existencia de caos requiere de la existencia de una maraña 
homoclínica, un potencial caótico necesariamente tendrá un punto fijo hiperbólico cuyas 
variedades forman la herradura. 



2.2. EL MAPEO DE POINCARÉ 33 

o .• 1.0 

a b 

O., 

0.0 

-O~ 

-1.0 
-OS 0.0 O.S 1.2 

P 
1.2 1.6 

e 
0.6 

O., 

0.0 

-0.4 

-0.6 

-1.2 
-0.30 -0.15 0.00 0.15 0.30 0.45 0.60 0.0 

q 

Figura 2.2: Retrato fase del mapeo estroboscópico, eq. 2.6, para distintos 
valores del parámetro de fuerza A: a) A = 0.5, b) A = 2.0, c) A = 1.0 Y d) 
A = 6.5. La herradura correspondiente también se dibuja. Note las distintas 
escalas en las figuras. 

cambia de acuerdo al parámetro de fuerza A de la siguiente manera: para 
A < 4, XI es elíptico. En este caso, el retrato fase presenta una isla es
table, rodeada por un número no numerable de KAM-toros3 , mismos que 
garantizan su estabilidad, Fig. 2.2-a,b. En A = 4, el punto fijo interior sufre 
una bifurcación de doblamiento de período. Así, para A > 4, XI cambia 
su estabilidad a inverso-hiperbólico, Fig. 2.2-c. Sucesivos doblamientos de 
periodo terminan por destruir la isla central, pero muchas islas secundarias 
aún existen. En la Fig. 2.2, excepto en el caso d donde todas las islas de esta
bilidad se han desintegrado, existen un número infinito de islas secundarias. 
Algunas de ellas se encuentran afuera de la superficie de KAM más externa, 
cerca de la maraña homoclínica, rodeadas por las órbitas de las trayectorias 
asintóticas. En este "mar caótico" , órbitas estables e inestables se mezclan. 

SUn KAM-toro es una superficie invariante en el espacio fase. Este recibe su nombre 
de su topología toroidal [48]. 
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En el caso clásico, el proceso de dispersión se lleva acabo aquí, mientras que 
para el caso cuántico, paquetes de onda pueden, en principio, atravesar las 
superficies de KAM hacia las regiones internas clásicamente prohibidas. 

La presencia de islas de estabilidad embebidas en el mar caótico son una 
muestra de la no hiperbolicidad del sistema. Su presencia se debe a la exis
tencia de tangencias homoclínicas entre las variedades estables e inestables de 
la herradura [5]. Para este modelo\ la última tangencia homoclínica ocurre 
para A ~ 6.25. Después de esto, la herradura es completa, Fig. 2.2-d, Y el 
sistema se vuelve hiperbólico. 

De esta manera, el retrato fase de nuestro modelo muestra un escenario 
genérico en el cual, el sistema se transforma de no hiperbólico en hiperbólico, 
en función del parámetro A. De igual forma, la herradura se desarrolla 
de incompleta a completa. Como se discutió en el Capítulo anterior, este 
desarrollo puede ser descrito en términos del parámetro formal a. En la 
Sección 4.2 veremos que el desarrollo monótono de la herradura, es decir, 
que para valores mayores del parámetro la herradura esté más desarrollada, 
no está garantizado si en lugar del parámetro formal se usa el parámetro 
físico, A. 

2.3 El Mapeo Cuántico 

En mecánica cuántica nuestro objetivo es explorar la dispersión de paquetes 
de onda en términos del desarrollo y estructura de la herradura clásica. La 
evolución de estos paquetes de onda se obtiene a partir del operador de 
evolución U que para modelos pateados, como el del Hamiltoniano 2.1, es 
relativamente sencillo. 

El mapeo estroboscópico, eq. 2.6, se puede descomponer en tres transfor
maciones independientes 

(2.7) 

Pn" Pn' - AV'(qn') 
qn" - qn' 

(2.8) 

'Este valor se obtiene numéricamente cuando el tentáculo de nivel 1 de la variedad 
inestable (estable) de la herradura intersecta tangencialmente a la variedad estable (in
estable). 
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Pn+l - Pn" 
qn+l - qn" + Pn" /2 , (2.9) 

en términos de las cuales, la evolución del tiempo t = n - 1/2 al tiempo 
t = n + 1/2 se obtiene de la transformación 

(2.10) 

La segunda transformación P2 es una transformación puntual que correspon
de al cambio en el momento debido a la patada al tiempo t = n, mientras que 
Ll y La son transformaciones lineales correspondientes a la evolución libre 
durante un tiempo t = 1/2, antes y después de la patada respectivamente. 
La eco 2.10 se puede cuantizar directamente [56J, dando como resultado el 
operador cuántico de evolución5 

(2.11) 

De esta manera, el estado del sistema al tiempo t = n + 1/2 se obtiene 
de su estado al tiempo t = n - 1/2 como 

(2.12) 

La solución a esta ecuación es trivial. Los operadores que aparecen como 
primer y tercer factor a la derecha de la eco 2.11 son diagonales en la base del 
momento mientras que el segundo factor es diagonal en la base de la posición. 
La aplicación de U consiste entonces en la multiplicación por tres fases in
tercaladas por transformaciones de Fourier :F que nos llevan del espacio de 
posición al espacio de momento. En la base del momento 

(2.13) 

Con la aplicación repetida de U se obtiene el estado del sistema a cualquier 
tiempo discreto como 

(2.14) 

Así, la evaluación numérica de la evolución cuántica es muy simple pues 
involucra solamente transformadas de Fourier y multiplicación por fases. 

5En el contexto de sistemas perturbados periódicamente en el tiempo, como es el CaBO 

del modelo eco 2.1, al operador de evolución también se le llama opemdor de Floquet. 
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También es muy eficiente si en la evaluación se usan buenos códigos de trans
formadas rápidas de Fourier (FFT) [57J. Por otra lado, dada la forma del 
potencial eco 2.2, la solución analítica a la eco 2.14 es extremadamente com
plicada por lo que restringimos nuestro estudio a su análisis numérico. 

Para analizar el proceso de dispersión, los estados cuánticos iniciales se 
preparan como paquetes de onda Gaussianos de mínima incertidumbre dados 
por 

1 [(q-q¡n)2 i ] 
\l!(q,O) = 1f'/4a '/2 exp 2a2 + liPinq . (2.15) 

A diferencia del problema clásico que depende de un solo parámetro, A, la 
mecánica cuántica introduce a la constante de Planck h como parámetro 
adicional cuyo valor determina la distancia del límite clásico 1i ~ o. 

Para un momento inicial dado, PiD, a determina la duración del pulso. 
Como se discute en la Sección 3.3, un pulso corto implica una resolución 
pobre en la energía, mientras que un pulso largo puede tener una energía 
bien definida. Así, el proceso de dispersión se puede estudiar de dos maneras 
distintas: usando pulsos cortos se puede estudiar la evolución en el tiempo 
de los paquetes de onda en el espacio de configuración o en el espacio fase. Si 
se usan pulsos largos se puede estudiar alguna observable conveniente como 
función de la energía. 



Capítulo 3 

La Dispersión y el Período 
Orbital 

En este Capítulo se estudia el proceso de dispersión caótica para sistemas 
abiertos en situaciones en las que la herradura es poco desarrollada. El 
sistema debe poseer, a lo mas, tres órbitas periódicas fundamentales, siendo 
estable la órbita interior. Adicionalmente se requiere que la isla de estabilidad 
central (asociada a la órbita interior) y la capa de dispersión estén bien 
desarrolladas. Primero se discute el proceso de dispersión en mecánica clásica 
en términos del desarrollo de la herradura para después explorar, en base a 
esto, la dispersión en mecánica cuántica. En la Sección 3.1 se describe el 
procedimiento para extraer de mediciones asintóticas, el valor del número 
de rotación de la isla central. En la Sección 3.2 se explica cómo obtener 
el desarrollo de la herradura de Smale a partir del número de rotación. El 
problema inverso en el problema cuántico se discute en la Sección 3.3. Para 
el caso de sistemas periódicos en el tiempo, en la Sección 3.4 se introduce el 
formalismo de Floquet. 

3.1 Período Orbital 

En esta Sección se estudia el proceso de dispersión en sistemas Hamiltonianos 
de dos grados de libertad o de un grado de libertad dependiente del tiempo, 
como por ejemplo, en la dispersión de ondas en cavidades electromagnéticas 
planas o en potenciales unidimensionales perturbados externamente por cam
pos dependientes del tiempo. Para situar la discusión supondremos que existe 

37 
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Figura 3.1: Esquema del retrato fase de un sistema con una herradura bi
naria. El proceso de dispersión se lleva a cabo sobre la capa de dispersión. 
El conjunto de flechas rojas indican la dirección de la evolución, sobre la 
superficie de sección en la vecindad del punto hiperbólico. 

una constante de movimiento. En esta situación el espacio fase de un sistema 
tal es tridimensional. Entonces es posible estudiar el flujo Hamiltoniano con 
el mapeo de Poincaré sobre una superficie de sección como se describió en la 
Sección 2.2. 

En el retrato fase del sistema, las órbitas periódicas fundamentales apare
cen como puntos fijos del mapeo de Poincaré. El flujo en la vecindad del 
punto fijo está determinado por su estabilidad lineal, como se discute en el 
Apéndice C. Una órbita estable corresponde a un punto fijo elíptico l. La 
dinámica local alrededor~e .1!Il P!lll!o. elíptico ~\ma. mt.at:!ón. SUa órbita __ ~~ 
es inestable el punto fijo es hiperbólico, en cuyo caso, puntos cercanos se 
aproximan a él en una dirección y se alejan en otra dirección, determinadas 
por las variedades invariantes del punto fijo que forman la herradura (véase 
el Apéndice A). 

La rotación alrededor de un punto elíptico puede ser caracterizada por 

1 De aquí en adelante nos referiremos al punto fijo elíptico indistintamente como punto 
fijo interior, centro o isla. 
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el número de rotación del centro de la isla w, eco C.7. Éste se define como 
el ángulo que en promedio recorre un punto en su rotación después de una 
iteración del mapeo de Poincaré, en unidades de 271", (véase la eco C.5). Su 
inverso, r = l/w, es entonces el número promedio de iteraciones que son 
necesarias para que un punto alrededor de la isla complete una rotación. 
Llamaremos a r periodo orbital. 

En general, el período orbital de un punto en la superficie de sección es 
función de su distancia al centro de la isla. La forma en la que r depende 
de esta distancia es particular a cada sistema. Sin embargo, para sistemas 
Hamiltonianos el período orbital típicamente aumenta con la distancia. Una 
manera de entender ésto es la siguiente: cuando el sistema es regular, (las 
variedades invariantes del punto hiperbólico forman una separatriz), cada 
una de las superficies de KAM que rodean al punto elíptico están caracteri
zadas por un número de rotación finito [48]. Dado que el número de rotación 
de la separatriz es cero es de esperarse que el número de rotación de las 
superficies de KAM disminuya conforme éstas se encuentren más cercanas a 
la separatriz. En un escenario de KAM, cuando el sistema es perturbado, la 
separatriz se deforma en una herradura y los KAM-toros comienzan a desin
tegrarse conforme la amplitud de la perturbación aumenta. Sin embargo, el 
número de rotación de cada toro se mantiene constante [48], por lo que aún 
en presencia de caos la situación típica corresponde a aquella en la que el 
periodo orbital aumenta con la distancia al centro de la isla. 

Sin perder generalidad analizaremos el proceso de dispersión en un sis
tema Hamiltoniano con una herradura binaria. En la Fig. 3.1 se muestra 
esquemáticamente el retrato fase típico de estos sistemas, como por ejemplo 
el de la eq. 2.1. En estos sistemas, el retrato fase presenta dos puntos fijos, 
uno elíptico (cuando la herradura es poco desarrollada) y otro hiperbólico. 
El punto elíptico está rodeado por KAM-toros. Mas allá de la superficie 
de KAM más externa se encuentra la región en la que ocurre el proceso 
de dispersión, es decir, la región accesible a trayectorias asintóticas. Nos 
referiremos a esta región como la capa de dispersión cuya estructura fractal 
está relacionada con la estructura jerárquica de la maraña homoclínica2

• 

Cuando trayectorias asintóticas se aproximan a la región de interacción, 
algunas de ellas son rebotadas por el punto hiperbólico de vuelta a la zona 
asintótica, mientras que algunas otras lo rodean y entran a la capa de dis-

2También se puede definir a la capa de dispersión como el área en la región de interacción 
sobre la cual se concentra la maraña homoclínica. 
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persión. En la capa de dispersión, las trayectorias se mueven alrededor de la 
isla central. Al completar una rotación las trayectorias tienen la posibilidad 
de salir de la capa de dispersión a lo largo de la variedad inestable del punto 
hiperbólico o continuar rotando. 

Entonces, podemos decir que la vecindad del punto hiperbólico es una 
zona de decisión [38]. En ella, cada trayectoria debe "decidir" entre entrar o 
no a la capa de dispersión y una vez adentro, entre salir o continuar rotando 
alrededor de la isla. Para las trayectorias que entran a la capa de dispersión 
la decisión de salir o no es tomada a intervalos de tiempo determinados por 
el período orbital "promedio" característico de la capa de dispersión, el cual 
llamaremos3 

Td· 

Supongamos entonces el siguiente experimento: un observador en la región 
asintótica lanza trayectorias hacia la región de interacción con condiciones 
iniciales en algún intervalo de posición Áq y momento Áp. Al mismo tiempo, 
el observador lleva un registro del tiempo t en el que cada trayectoria (q¡,p¡) 
regresa a la región asintótica en (q¡,P¡). Con estos datos, el observador 
calcula el tiempo 

I q¡ I I q¡1 td = t - p¡ - PI . (3.1) 

Este es el tiempo efectivo que la trayectoria permanece en la región de in
teracción. Si q¡ y q¡ se miden muy lejos en la región asintótica, el tiempo td , 

llamado tiempo de retardo, es función solamente del momento inicial Pi. 
Como las trayectorias que rotan en la capa de dispersión pueden salir 

de ella sólo a intervalos de tiempo Td, el flujo de trayectorias dispersadas 
aumentará para los tiempos de retardo que sean, aproximadamente, múltiplos 
del período orbital característico de la capa de dispersión. Éstas diferencias 
de flujo podrían ser observadas en la distribución de tiempos de retardo P(td) 
y así obtener a partir de ésta, un valor para el período orbital promedio Td de 
la capa de dispersión. En analogía a la señal que envía un radar, llamaremos 

---a-los incrementos de flujo en la dispersión-eco8.----- - - ----
Hasta ahora hemos identificado al período orbital con un tiempo, sin em

bargo, esto no es estrictamente correcto. Hemos estudiado la dispersión en 
términos de la dinámica sobre la superficie de sección. En el flujo Hamilto
niano, al tiempo entre intersecciones sucesivas de una trayectoria particular 
con la superficie de sección se le llama tiempo de retomo. Este tiempo es ca-

3La barra sobre Td indica que esta cantidad es un promedio sobre distintas trayectorias 
caracterizadas por su distancia al centro de la isla. 
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racteristico de la región del espacio fase en la que la trayectoria se encuentra, 
por lo que en general, cada trayectoria tiene un tiempo de retorno distinto y 
su valor varía con el tiempo. El periodo orbital es el número de iteraciones 
del mapeo de Poincaré (es decir, el número de intersecciones con la superficie 
de sección), necesarias para completar una rotación alrededor de la isla. En
tonces, si para alguna trayectoria llamamos tr (i) al tiempo de retorno entre 
la intersección i y la i - 1 el tiempo td que la trayectoria con periodo orbital 
Td requiere para completar una rotación será 

Td 

td = ~)r(i) . (3.2) 
i=l 

Para sistemas periódicamente dependientes del tiempo (como el del mo
delo 2.1), el tiempo de retorno es constante y el mismo en todo el flujo 
Hamiltoniano, por lo que sólo para estos sistemas, el período orbital es un 
tiempo medido en unidades del período del sistema. 

En general, los tiempos de retorno tr(i) en la eco 3.2 no se pueden obtener 
a menos que se tenga conocimiento del Hamiltoniano, procedimiento que es 
inútil en un experimento real en donde el objetivo es precisamente caracteri
zar el potencial. 

Para sistemas de dispersión la situación es más favorable. En la región 
de interacción, la dinámica de las trayectorias de dispersión se lleva a cabo 
sobre la capa de dispersión. Como se ha mencionado, por definición toda 
la estructura de la maraña homoclínica del punto hiperbólico se encuentra 
precisamente sobre la capa de dispersión4

. Debido a ésto, en valor típico para 
los tiempos de retorno sobre la capa de dispersión es el tiempo de retorno de 
la órbita que corresponde al punto fijo hiperbólico [31] y la eco 3.2 se vuelve 

(3.3) 

donde t; es el tiempo de retorno del punto hiperbólico y Td es el promedio 
sobre la capa de dispersión. En otras palabras, el periodo orbital promedio 
caracteristico de la capa de dispersión Td, es un tiempo medido en unidades 
del tiempo de retorno típico de las trayectorias de dispersión del sistema. 

Así, en sistemas Hamiltonianos de dispersión es posible obtener Td a partir 
de mediciones asintóticas como por ejemplo en la distribución de tiempos de 

4 En la siguiente Sección usaremos este hecho para relacionar la rotación de las trayec
torias con la rotación de los tentáculos de la herradura. 
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retardo P(td). Esta observación es de gran importancia pues como veremos 
en la siguiente Sección, Td está relacionado con el desarrollo de la herradura 
del sistema. 

3.2 Desarrollo de la Herradura 

En esta Sección demostraremos que el período orbital promedio característico 
de la capa de dispersión Td está relacionado con el desarrollo de la herradura 
medido en términos del parámetro formal 0<. Esta relación constituye la con
tribución más importante de esta Tesis pues permite, mediante la observación 
del período de los ecos de dispersión obtener el desarrollo de la herradura y 
con éste, la caracterización de la dinámica global en la región de interacción. 

La rotación de las trayectorias en la capa de dispersión está íntimamente 
relacionada con la topología de la maraña homoclínica. De hecho, la rotación 
alrededor de la isla es consecuencia de la rotación de los tentáculos de la 
herradura que a su vez, es consecuencia de su estructura jerárquica. 

En la Fig. 3.2 se muestra esquemáticamente una herradura binaria con 
desarrollo O< = 1/8. Para este desarrollo el tentáculo de nivel 3 de la variedad 
estable (en verde) t38 intersecta al tentáculo de nivel 1 de la variedad inestable 
(en rojo) t1u• 

Como se discute en el Apéndice A, la imagen de toda intersección ho
moclínica entre las variedades de la herradura es una intersección homoclínica. 
Además, la jerarquía de la helTadura se hereda, por así decirlo, a los pun
tos homoclínicos: denotemos como (i : j) al punto homoclínico producto de 
una intersección entre el tentáculo de nivel i de la variedad estable con el 
tentáculo de nivel j de la variedad inestable. Como la variedad inestable se 
desarrolla en el tiempo t --t 00 mientras que la estable lo hace en t --t -00 

las imágenes de (i,j) son los puntos homoclínicos (i -1 : j + 1), (i - 2 : j + 2) 
(i - 3 : j + 3) y así sucesivamente. Este arreglo jerárquico permite dibujar la 

. estructura delanerraaura:aecuaIquierdesarrollo en una forffiiúelativamente 
simple. 

Esta jerarquía se mantiene para regiones completas sobre la superficie de 
sección por lo que la imagen de una región cercana al punto homoclínico 
(i : j) estará cerca de (i - 1 : j + 1). 

En particular, en la Fig. 3.2 el extremo del tentáculo de nivel 1 de la 
variedad inestable t 1u se encuentra en el agujero del tentáculo t3s • Como la 
imagen de tj,u es tj+l,u, tenemos entonces que t 2u se encuentra en el agujero 
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del tentáculo t2• y t3u en el agujero de h. y así sucesivamente. Como conse
cuencia de esta jerarquía, los tentáculos de la herradura rotan alrededor del 
centro de la isla. En la Fig. 3.2 se indica la dirección de la rotación de los 
tentáculos de la variedad inestable cuyos extremos se indican como puntos 
azules. El tentáculo tsu , el cual se encuentra en el agujero de L lB casi ha 
completado una rotación respecto al centro empezando en hu, mientras que 
too ha completado un poco más que una rotación. 

En la Sección anterior hemos visto que todas las trayectorias en la capa de 
dispersión regresan a la vecindad del punto fijo F y para nuestros propósitos, 
el tiempo promedio en el cual éstas completan una revolución es esencial. 
Este es el tiempo Td que corresponde al período orbital de las trayectorias que 
transitan cerca de la superficie de la isla, es decir, cerca de la última superficie 
de KAM. La superficie de la isla es una región en donde las trayectorias 
asintóticas permanecen por tiempos muy largos, atrapadas en la estructura 
fractal que es producto de la jerarquía homoclínica [58, 59]. Por lo tanto, 
el período orbital promedio sobre la superficie de la isla es el que determina 
el intervalo de tiempo entre ecos sucesivos y éste coincide con el período de 
rotación de los tentáculos de la herradura como se explica a continuación: 

Tomemos una herradura con desarrollo a = 2-n . Fijemos nuestra atención 
en los extremos de los tentáculos de la herradura y localicemos por ejemplo 
el tentáculo de nivel k de la variedad inestable para algún k cualquieras. En
tonces, el tentáculo de nivel k + n + 1 (tk+n+l,u), regresa cerca del tentáculo 
tk,u después de casi haber completado una revolución adicional alrededor de 
la isla comparado con el tentáculo tk,u. El tentáculo tk+n+2,u va un poco más 
allá de tk,u y completa un poco más que una revolución. Considerando que 
tk+n+l,u es la (n + l)-ésima imagen de tk vemos que, sobre la superficie de 
la isla, el número de iteraciones necesario para completar una revolución es 
entre n + 1 Y n + 2, o en promedio, n + 3/2. Como hemos dicho, la capa de 
dispersión rota junto con la dinámica sobre la maraña homoclínica, es decir, 
con los tentáculos de la herradura. Por lo tanto, el período orbital promedio 
de la capa de dispersión es Td = n + 3/2 si a = 2-n . Este resultado es conse
cuencia directa de la topología jerárquica de la herradura y puede ser escrito 
como 

(3.4) 

Por ejemplo en la herradura de la Fig. 3.2 a = 2-3 y el número de 

5Se pueden usar los mismos argumentos con la variedad estable. 
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Figura 3.2: Figura esquemática de una herradura con desarrollo a = 1/8. 
Los tentáculos de la variedad inestable tju (en rojo) y de la variedad estable 

~~~~~~~ t¡; -( en-verdéthaiCsjQo~etiquétadós-c6nfói'jife-a~s¡Crjjve17 :-L6s-extremOSQe~~~~ 
los tentáculos de la variedad inestable se indican con los puntos azules. 

iteraciones necesarias para que los tentáculos completen una revolución es 
entre 4 y 5, o en promedio, 4.5, valor que coincide con nuestro resultado 
general de la eco 3.4. 
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10 

5 

Figura 3.3: Período orbital promedio Td como función del parámetro de de
sarrollo a dado por la eco 3.4. La línea segmentada indica el valor de a = 1/2. 
La eco 3.4 es válida sólo para a < 1/2. 

Invirtiendo la eco 3.4 obtenemos el resultado que buscamos 

a = 23/ 2- 7d 
, Td > 3/2 . (3.5) 

Dado que a E [0,1], el rango de valores para Td está limitado a Td > 3/2 
como se indica en la eco 3.5. 

Así, si podemos obtener el valor del período orbital Td a partir del período 
de los ecos de dispersión, con la eco 3.5 obtenemos el desarrollo de la herra
dura. 

La rotación de las traycetorias sobre la capa de dispersión sólo tiene 
sentido si existe un centro de rotación, por lo que la validez de la eco 3.4 
y la e.c 3.5 está limitada a la existencia de una isla central. 

Para el desarrollo a = 1/2 la isla central se ha bifurcado por doblamiento 
de periodo convirtiendose en un punto fijo hiperbólico. Cuando ésto ocurre 
la isla bifurcada generalmente aún se encuentra rodeada por superficies de 
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e 

Figura 3.4: En esta figura se muestra la evolución de una nube de trayecto
rias (en color turquesa) puesta inicialmente sobre el extremo del tentáculo 
t 1u de una herradura con desarrollo a = 1/8. En su evolución la nube de 
trayectorias se deforma. 

KAM, por lo que incluso para desarrollos Q > 1/2 podemos decir que las 
trayectorias en la capa de dispersión rotan aJrededor del centro. 

Sin embargo, a partir de la eco 3.4, el valor de Td para a = 1/2 es 2 y 
como veremos en la segunda parte de esta Tesis, en la práctica no es posible 
extraer valores tan pequeños del periodo orbital debido al ancho propio de 

~~~~~~~~"los ecbS. Es-en~esté~seritidoque-nuestro~métoab-ffinCiona-para~herraaura.s~~ 

poco desarrolladas a < 1/2 en donde la isla central aún existe. 
En la Fig. 3.3 se muestra el período orbital Td como función de a. El 

período orbital aumenta con a -t O. En particular para a = O las variedades 
invariantes de la herradura se colapsan en una separatriz para la cual Td = oo. 
En esta Figura se indica el valor de a = 1/2 que constituye el límite superior 
para la extracción del periodo orbital en la capa de dispersión a partir de la 
observación de los ecos. 
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Los argumentos que llevaron al resultado de la eco 3.4 se basan en la 
rotación de la maraña homocIínica, es decir, en la rotación de los puntos 
homoclínicos alrededor del centro de la isla. Pero, los puntos homocIínicos 
no rotan para siempre; cada uno de éstos realiza un cierto número de revo
luciones antes de converger, finalmente al punto fijo hiperbólico F (véase la 
Sección 1.1.2). Sin embargo, toda la estructura homocIínica continua rotando 
con el mismo período y con ella toda la capa de dispersión. Esto se ejem
plifica en la Fig. 3.4 para una herradura con el mismo desarrollo el = 2-3 

Y en la Fig. 3.5 para el = 2-4 • En ambas figuras se muestra la evolución 
de una nube de trayectorias que se pone inicialmente sobre el extremo del 
tentáculo t1u• La nube de trayectorias rota junto con la maraña homocIínica. 
En su rotación ésta se deforma conforme al estiramiento y doblamiento de 
la herradura misma. Al completar una revolución, las trayectorias que ini
cialmente se encontraban en el agujero del tentáculo t 1u dejan el rectángulo 
fundamental y se alejan a lo largo de la variedad inestable de la herradura. 
Aquellas que se encontraban al interior continúan rotando hasta un tiempo 
t < 00 en el que todas las trayectorias, excepto un conjunto de medida cero, 
dejan el rectángulo fundamental. Este conjunto consiste en las trayectorias 
que inicialmente pertenecen a la variedad estable de la herradura y por ende, 
convergen al punto fijo F en t --+ 00, sin embargo, este conjunto es inaccesible 
para las órbitas de dispersión. 

Adicionalmente, para la herradura de la Fig. 3.5 con desarrollo el = 2-4
, 

el período orbital de la nube de trayectorias es ~ 5.5, de nuevo en acuerdo a 
la eco 3.4. 

Para sistemas con tres órbitas periódicas fundamentales la herradura es 
ternaria. Si el potencial es simétrico, es decir, V(q) = V( -q) la herradura es 
simétrica como la que se muestra en la Fig. 3.6 para un desarrollo 'Y = 3-3 . 

La herradura ternaria está soportada sobre los dos puntos fijos hiperbólicos 
Fl y F2 • En una herradura simétrica, las variedades invariantes de los dos 
puntos fijos se desarrollan igual, por lo que un sólo parámetro 'Y es suficiente 
para caracterizar el desarrollo de la herradura completa. 

Usando el mismo razonamiento que para una herradura binaria encon
tramos que, para una herradura ternaria simétrica con desarrollo 'Y = 3-n el 
período orbital sobre la superficie de la isla está dado por 

(3.6) 

Esta igualdad es similar a la eco 3.4 excepto por el factor 2 enfrente del 
logaritmo el cual, es consecuencia de que ahora existen dos puntos fijos 
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e 

Figura 3.5: Igual que la Fig. 3.4 para una herradura con desarrollo Q = 1/16. 

hiperbólicos. Invirtiendo la eco 3.6 obtenernos el desarrollo de la herradura, 
corno función del período de los ecos: 

, = 3(3/2-Td)/2 , Td > 3/2 . (3.7) 

Nuevamente, el periodo orbital está limitado a valores Td > 3/2 para ser 
consistente con el rango del parámetro de desarrollo, E [O,lJ. 

Para un sistema con una herradura ternaria, el período orbital Td en las 
ecs. 3.6 y 3.7 debe ser medido a partir de los ecos de dispersión en alguna de -1os-aúS -dIrecCIones de salina. -- --- -~---- -----~~_-~7-- -- --- -------

En resumen, el período orbital promedio en la capa de dispersión es una 
característica genérica diréctamente relacionada con el grado de desarrollo 
de la herradura subyacente. Así, mediante las ecs. 3.5, 3.7 es posible obtener 
el grado de desarrollo de la herradura a partir de la observación asintótica 
de los ecos. 

Este método funciona para herraduras poco desarrolladas (típicamente 
Q < 1/2 para herraduras binarias y , < 1/3 para herraduras ternarias), 
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Figura 3.6: Herradura ternaria simétrica con desarrollo I = 3-3. Los puntos 
enumerados muestran una trayectoria típica sobre la capa de dispersión. 

tal que exista una isla de estabilidad central. En contraste, algunos otros 
métodos [31, 32] desarrollados, requieren generalmente de una herradura bien 
desarrollada (o< > 1/2). En [31] el orden jerárquico es extraído de la estruc
tura fractal de las funciones de dispersión, sin embargo, este método requiere 
de un conocimiento preciso del tiempo de retorno a la superficie de sección. 
En [32], el período y estabilidad de las órbitas periódicas más cortas son 
extraídos a partir de un análisis jerárquico de los intervalos de continuidad 
en las funciones de dispersión. Este método también es aplicable al caso 
de herraduras poco desarrolladas. Sin embargo, no da ninguna información 
acerca de la isla. 

Comparado con estos métodos, el procedimiento basado en la obser
vación del período de los ecos de dispersión explora regiones del espacio 
de parámetros inaccesibles para los métodos existentes. Además, la apli
cabilidad de nuestro método es mayor pues el número de requerimientos 
impuestos al sistema es pequeño y éstos son satisfechos por la mayoría de los 
sistemas físicos de dispersión. 

Mas aún, como se discute en la siguiente Sección, el método introducido 
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en esta Tesis abre por primera vez la posibilidad de explorar el proceso de 
dispersión en sistémas cuánticos análogos en términos del desarrollo de la 
herradura. Este es sin lugar a dudas el resultado más sobresaliente de esta 
Tesis. 

3.3 Aspectos Cuánticos de la Dispersión 

Para estudiar el proceso de dispersión en sistemas cuánticos se analiza la 
evolución de paquetes de onda que son dispersados por un potencial unidi
mensional con dependencia periódica en el tiempo, eq. 2.2. En general, los 
requerimientos en el Hamiltoniano cuántico para la aplicabilidad de nuestros 
resultados son los mismos que en el caso clásico. 

Como se discutió en el Capítulo anterior, el operador cuántico de evolución 
introduce al modelo dos nuevos parámetros: la constante de Planck ñ como 
un parámetro puramente cuántico y la duración del paquete de ondas (1 

eq. 2.15, como un parámetro inicial. Aún cuando nuestros resultados no de
penden de la duración del paquete inicial, veremos que el valor inicial de (1 

determinará el tipo de experimento que deberemos realizar para obtener el 
período de los ecos de dispersión. 

En el límite semiclásico, ñ -+ O, se espera que la dispersión de paquetes 
de onda muestre el mismo comportamiento que la dispersión clásica de una 
nube de condiciones iniciales. 

La diferencia esencial entre el comportamiento del sistema clásico y su 
análogo cuántico es la existencia de tunelaje dinámico [61, 62J, entre capa de 
dispersión y el interior de la isla. Cuando parte de la probabilidad cuántica 
del paquete incidente tunelea6 a través de las barreras clásicas (superficies 
de KAM), existe una tendencia a que ésta permanezca localizada sobre los 
toros invariantes de KAM al interior de la isla [63J. 

En esta situación, la probabilidad del paquete incidente que tunelea al 
·interior-difelá isla rotaráalrededoTüer·centró de la islá-al-iguaI~ qUIllas 

trayectorias clásicas, con un período orbital igual al período característico 
de la región en la que la probabilidad se localiza. La probabilidad atrapada 
también tunelea del interior de la isla hacia la capa de dispersión. De esta 
manera, cuando en su rotación el centroide de la distribución de probabili
dad pasa cerca de la vecindad del punto hiperbólico una parte de ella tiene 

6 Cuando hablamos de tunelaje a través de superficies de KAM nos referimos a una 
densidad de probabilidad definida sobre el espacio fase. 
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la oportunidad de tunelear hacia el canal de salida. Análogamente al caso 
clásico, el decaimiento de probabilidad hacia la variedad inestable ocurre a 
intervalos de tiempo iguales al período orbital de la probabilidad atrapada, 
misma que puede observarse como ecos en la región asintótica. La intensidad 
de los ecos decae exponencialmente en el tiempo como es típico del tunelaje 
[64]. 

El valor de Ti determina la resolución con la que la probabilidad cuántica 
puede discernir la estructura del espacio fase. De esta manera, la probabili
dad también puede localizarse sobre las islas de estabilidad secundarias que 
existen en la capa de dispersión. 

En otro contexto, la localización de probabilidad cuántica sobre estruc
turas clásicas del espacio fase, puede ser interpretada como debida al acopIa
miento del paquete de ondas con energía de incidencia Eón, con los estados 
cuasiligados del potencial efectivo, dando lugar a la aparación de resonancias, 
mismas que pueden ser observadas en cualquier observable que sea función 
de la energía [21]. 

La observación del período orbital en los ecos depende de la duración 
del pulso con el que se realiza la dispersión. En el caso de pulsos cortos, la 
energía inicial del pulso no está bien definida pues en este caso, el ancho del 
paquete de ondas en el espacio de momento es grande y por ende, la medición 
de cualquier observable como función de la energía será infructuosa. En este 
caso, es preferible observar los ecos de dispersión en la variación en el tiempo 
de observables como por ejemplo, el flujo de dispersión. Por el contrario, 
para pulsos largos se tiene buen control de la resolución en la energía y en 
este caso, cantidades como la matriz S como función de la energía pueden ser 
utilizadas. En la siguiente Sección se discute la obtención del período orbital 
para pulsos largos. 

Para la dispersión con pulsos cortos, podemos estudiar la evolución tem
poral del paquete de ondas en el espacio fase o en el espacio de posición. Es 
posible observar la evolución cuántica en el espacio fase usando una densidad 
de distribución conocida como distribución de Husimi [65] definida por 

(3.8) 

donde 1111 > es la función de onda del pulso, 
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YÁ=~. 
La función de Husimi es un promedio sobre el espacio fase con resolución 

Á cuyo límite semiclásico corresponde a la densidad de distribución clásica 
[66J. De esta manera, es posible estudiar los efectos que sobre la dinámica 
cuántica tienen las distintas estructuras clásicas del espacio fase. 

En este caso, es posible obtener el período de los ecos en la dispersión 
cuántica midiendo la evolución en el tiempo de alguna observable como por 
ejemplo, la amplitud de probabilidad observada en algún intervalo de la 
posición de longitud Á alrededor de alguna posición q en la región asintótica 

l
q+f;./2 

l¡;.(t) = 1\lI(q, tWdq . (3.9) 
q-f;./2 

De manera análoga a la observación clásica, l¡;.(q, t) oscilará con un período 
igual al período orbital de la probabilidad atrapada. Sin embargo, como 
se discutió en la Sección 3.1, el período orbital típicamente aumenta con la 
distancia al centro de la isla. Debido a ésto y a la tendencia de la probabilidad 
cuántica de poblar regiones más internas, es decir, más cercanas al centro de 
la isla que las regiones visitadas por las trayectorias clásicas, es de esperarse 
que el período orbital clásico será una cota superior para el período orbital 
cuántico 

Tq :; Te . (3.10) 
La igualdad en la ecuación anterior se da con seguridad sólo para h = o. 

3.4 Teoría de Floquet 

La teoría de Floquet es un formalismo apropiado para resolver la ecuación 
de Schrooinger de sistemas cuyo Hamiltoniano es periódico en el tiempo [67J. 
Hamiltonianos del tipo de la eco 2.1 se pueden expresar en forma general 
como 

H(q,pj t) = Ho(P) + V(q)3(t) , 

donde 3(t) es una función periódica en el tiempo de período T 

3(t) = 3(H T) . 

(3.11) 

(3.12) 

La evolución temporal del estado del sistema \lI(q, t) es descrita por la 
ecuación de Schrooinger 

ihOZ) = HI\lI) . (3.13) 
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Dado que el Hamiltoniano depende explícitamente del tiempo, la energía 
del sistema no se conserva por lo que la ecuación de SchrOdinger no puede 
resolverse mediante la separación de variables usual. 

Sin embargo, debido a su periodicidad el Hamiltoniano es invariante ante 
traslaciones temporales discretas, H(t) = H(t + 1"). Esto quiere decir que 
es posible encontrar soluciones X(q, t) a la eq. 3.13, que sean eigenfunciones 
simultáneas del operador de traslación temporal r. 

De acuerdo al teorema de Floquet [68], las soluciones a ecuaciones del 
tipo 3.13 existen y son de la forma7 

(3.14) 

donde l<I>a(t)) = l<I>a(t + 1")) Y ea es un parámetro definido hasta múltiplos 
de 1U.v, con w = 21f /1" el inverso del período del sistema. A ea se le llama 
cuasi energía en analogía con el formalismo de Bloch, usado para Hamilto
nianos espacialmente periódicos [69]. 

Si definimos un nuevo Hamiltoniano K(t) como 

. {) 
K(t) = H(t) - zn 8t (3.15) 

y sustituimos la solución de Floquet eco 3.14, obtenemos una ecuación de 
eigenvalores para la cuasienergía como 

K(t)I<I>a(t)) = eal<l>a(t)) . (3.16) 

Suponiendo que los estados de Floquet 1<1>0<) forman una base ortonormal 
y completa para el espacio de Hilbert Ho ® T [70], podemos expandir el 
estado del sistema como 

(3.17) 
a 

en donde los coeficientes Ca son determinados para el estado inicial, es decir, 

(3.18) 
a 

7En donde sea posible sin crear confusión, omitiremos la dependencia en posición y 
momento de los operadores y funciones. 
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Utilizando la periodicidad de los estados de Floquet podemos escribir el es
tado del sistema al tiempo t = T, es decir, después de un período como 

(3.19) 
a 

Esto quiere decir que si nos limitamos a observar el sistema a intervalos de 
tiempo que sean múltiplos del período T entonces 

(3.20) 

en donde 
(3.21) 

a 

es el operador de evolución al tiempo t = T. ASÍ, el operador Un conocido 
como operador de Floquet, puede ser calculado a partir del estado del sistema 
al tiempo t = T. 

Como consecuencia de la periodicidad en el tiempo el modo de Floquet 

(3.22) 

con n = 0+ ±1 + ±2 + ... , conduce a exactamente la misma solución en la 
eco 3.14 con un corrimiento en la cuasienergía 

ea' = ea + nliw . (3.23) 

El Índice a corresponde entonces a toda una clase completa de soluciones 
organizadas por a' = (a, n) y por lo tanto, los eigenvalores {ea} pueden ser 
mapeados a la primera zona de Brillouin 1iw /2 S e < 1iw /2. 

Cuando la dependencia del sistema en el tiempo desaparece adiabática-
mente los modosdeFloquet yolas,cuasienergías-convergena [71]---- -

(3.24) 

y 

ea --+ Ea + nliw (3.25) 

donde {1/la, Ea} Y son las eigenfunciones y eigenvalores del Hamiltoniano libre 
Ho· 
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En otras palabras, en un problema de dispersión, las cuasienergías están 
relacionadas con la energía asintótica, 

27rñn ea =E'n +--, 
out T 

(3.26) 

con n = 0+ ±1 + ±2 + ... , por lo que la energía en el proceso de dispersión 
sólo puede variar en múltiplos de 1iw. En la Sección 6.2.1, usaremos esta 
relación para calcular la matriz S de dispersión. 

Las cuasienergías obtenidas de la solución a la eco 3.16 pueden ser inter
pretadas como las energías de estados de resonancia del potencial efectivo 
V(q, t) [72J. Como en la eco 3.26 una resonancia con energía E* tendrá un 
infinito de réplicas a energías E = E* + n1iw. El número de resonancias en
contradas en un intervalo de energía de longitud 1iw es una característica del 
potencial mismo. Así, la separación media entre resonancias t;.E determina 
una escala de energía intrínseca del sistema que varía con la perturbación ex
terna, es decir, en el caso del modelo de la eco 2.1, con el valor del parámetro 
A. Mientras que 1iw corresponde al período del sistema, nuestra conjetura es 
que t;.E corresponde a la otra escala temporal del modelo eco 2.1, es decir, 
al período de los ecos de dispersión. 

Si en la dispersión de paquetes de onda se usan pulsos largos su energía 
de incidencia está bien definida, por lo que en este caso será posible extraer 
el período orbital de la capa de dispersión y por ende el desarrollo de la 
herradura, a partir de la separación media entre las resonancias de cualquier 
observable que sea función de la energía como por ejemplo, la matriz S de 
dispersión. 

En regiones del espacio de parámetros del sistema para las cuales no exis
te una isla de estabilidad central bien desarrollada, las resonancias tienden a 
superponerse por lo que nuevamente, la extracción del período de los ecos es 
posible sólo en el caso de herraduras poco desarrolladas. Este fenómeno es 
bien conocido y da lugar a la aparición de oscilaciones en la matriz S como 
función de la energía con una autocorrelación que decae de forma Lorentziana 
[19J. Este fenómeno conocido como fluctuaciones de Ericson [75], fué obser
vado con anterioridad en la sección eficaz de sistemas nucleares de dispersión. 
Su importancia radica en el hecho de que a partir del decaimiento de la au
tocorrelación (en este caso de la sección eficaz como función de la energía), 
se puede obtener el tiempo de vida de la reacción. En el contexto del caos 
cuántico las fluctuaciones de Ericson han sido interpretadas como un indicio 
de la aparición del caos en la dispersión [19J al mostrarse que este fenómeno 
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es descrito por la teoría de matrices aleatorias (TMA). El comportamiento 
descrito por la TMA tiene distintas consecuencias dependiendo de si la caoti
cidad del sistema es encontrada en el flujo Hamiltoniano o en el mapeo de 
dispersión. La estadística de las eigenfases de la matriz S depende princi
palmente de la caoticidad del mapeo de dispersión, mientras que el compor
tamiento de las eigenfunciones o de cualquier otra cantidad que dependa de 
la base esta descrito por la TMA cuando existe caos topológico [76]. 
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Capítulo 4 

Análisis Numérico Preliminar 

En este capítulo se analiza el proceso de dispersión clásico y cuántico para el 
modelo introducido en el capítulo 2. Algunos de los resultados conocidos en 
la teoría de dispersión caótica son corroborados. 

4.1 Dispersión Clásica 

En esta Sección se estudia el proceso de dispersión clásica para el potencial 
de la eco 2.2. Este potencial consiste en una pared infinita por un lado y 
un decaimiento exponencial por el otro, lo que determina que la dispersión 
se lleve a cabo a través de un solo canal. El pozo de potencial alrededor de 
q = O es inaccesible a partículas con energías menores! a ~ 3Ale. 

Para estudiar el proceso de dispersión en mecánica clásica se eligen partí
culas en la región asintótica, que inciden sobre la región de interacción. Las 
condiciones iniciales de las partículas (q¡,P¡) se eligen sobre la superficie de 
sección y sirven para etiquetar su trayectoria. La trayectoria de las partículas 
se obtiene a partir del mapeo clásico, eco 2.6. Después de permanecer por 
un tiempo en la región de interacción todas las partícula regresan a la región 
asintótica en (qf(t),Pf(t)). 

1 Para sistemas pateados en el tiempo, una partícula clásica con una fase adecuada 
puede atravesar la barrera de potencial aun cuando ésta tenga una energía menor a la del 
máximo de la barrera. 

59 
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4.1.1 Retrato Fase 

Como se mencionó en el Capítulo 2, el retrato fase del mapeo estroboscópico 
eco 2.6 muestra un escenario genérico para el desarrollo de la herradura. En 
función del parámetro A la herradura alcanza un desarrollo completo para 
A ;::: 6.25. En A = 4 el punto fijo interior cambia su estabilidad debido a una 
bifurcación de doblamiento de período. 

En el Capítulo 3 se discutió cómo obtener el desarrollo de la herradura 
del sistema en términos del período orbital de la capa de dispersión el cual, 
puede ser obtenido a partir del período de los ecos de dispersión. Este método 
requiere de la existencia de una isla central bien desarrollada. Para el modelo 
de la eco 2.2 esto se satisface para valores del parámetro formal a < 1/2 o 
en términos del parámetro físico, para A aproximadamente menor a 4.17. 
Como veremos en el siguiente Capítulo, para valores de A '" 3 el período de 
jos ecos ya es difícil de medir debido a que la magnitud del ancho de los ecos 
es comparable a su período. 

En la Fig. 4.1 se muestra el retrato fase del modelo para A = 0.967, 
compuesto por las trayectorias que pertenecen al conjunto invariante del sis
tema y por las trayectorias de dispersión que inician en la región asintótica. 
En esta figura, las trayectorias de dispersión mostradas corresponden a mo
mentos iniciales en el intervalo (-1.48, -1.46). Este intervalo de momento 
corresponde al intervalo que ocupa la variedad estable de la herradura en la 
región asintótica y por ende, las trayectorias con un momento de incidencia 
en esta región observan un comportamiento complicado. Para momento ma
yores en valor absoluto a 1.48, todas las trayectorias entran y salen de la capa 
de dispersión después de completar una rotación, mientras que para momen
tos menores a 1.46 todas las trayectorias rebotan en la barrera de potencial. 
Es solamente para momentos de incidencia en el intervalo de momento que 
ocupa la variedad estable de la herradura que las trayectorias pueden per
manecer un gran número de vueltas en la capa de dispersión antes de regresar 
a ¡¡¡regIón -asintótica. Así, es sólo sobre este intervalo de momento sobre el 
cual la dinámica de la trayectorias es interesante. La longitud de este inter
valo define el ancho de las variedades de la herradura en la región asintótica, 
mismo que depende de los parámetros del sistema. 

La estructura del retrato fase para A = 0.967 es interesante. Primero que 
nada, tanto la isla central como la capa de dispersión están bien desarrolladas. 
En la capa de dispersión se puede observar una cadena de islas secundarias 
con un período orbital de T = 9. Exterior a ellas existe una cadena de 
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Figura 4.1: Retrato fase para el mapeo estroboscópico, ec 2.6 para A = 0.967. 
Junto con las trayectorias acotadas se muestran trayectorias asintóticas con 
Pi E (-1.48, -1.46). La curva roja corresponde a la última superficie de 
KAM. 

islas con T = 10 en la que cada isla se ha roto en dos por una bifurcación 
de doblamiento de período. Junto con ésta, un infinito de islas secundarias 
menores se encuentran inmersas en la capa de dispersión. 

En la Fig. 4.2 se muestra un acercamiento a la vecindad de la superficie 
de KAM mas externa (curva roja) la cual constituye la frontera interior de 
la capa de dispersión. Interior a la cadena de islas con T = 9, existen algunos 
can-toros2 y otras cadenas de islas que rodean a la última superficie de KAM. 
Esta superficie de KAM es la única que rodea a una cadena de período T = 8 
formada por grandes islas secundarias. Para algún valor entre A = 0.967 
y A = 1, esta superficie de KAM se rompe convirtiéndose en un can-toro. 
Cuando esto sucede, las trayectorias de dispersión pueden acceder a esta 

'Un KAM-toro puede ser destruido por las resonancias asociadas a las órbitas periódicas 
cercanas a él. Así, el KAM-toro deja de ser una barreara continua para convertirse en un 
conjunto de Cantor [77, 78J Y recibe entonces el nombre de can-toro. 
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Figura 4.2: Acercamiento de la Fig. 4.1 en la vecindad de la última superficie 
de KAM. 

zona. Así, será interesante comparar la dinámica clásica con la cuántica 
para el parámetro A = 0.967 para el cual una importante cadena de islas 
secundarias es protegida del exterior solamente por una curva de KAM. 

4.1.2 Tiempo de Retardo 

A toda función que relaciona el estado final de una trayectoria de dispersión 
con su estado inicial se le llama función de dispersión. El estudio de una 
función de dispersión permite obtener información del potencial de dispersión~~~~
a partir de la observación asintótica de las trayectorias dispersadas, en función 
de algún parámetro inicial como por ejemplo, el parámetro de impacto, la 
energía inicial o el ángulo de incidencia. 

El tiempo de retardo t d , definido en la Sección 3.1, es un ejemplo de una 
función de dispersión. Este corresponde al tiempo que una trayectoria per
manece en la región de interacción. Para un sistema de dispersión caótica, es 
decir, cuando existe una maraña homoclínica, el tiempo de retardo presenta 
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Figura 4.3: Tiempo de retardo td(Pi) como función del momento de incidencia 
Pi para A = 1.5. 

un número infinito de singularidades. Éstas corresponden a las trayectorias 
cuyas condiciones iniciales pertenecen a la variedad estable de la herradura y 
convergen en t -t ()() al punto fijo hiperbólico que soporta la herradura. Las 
singularidades forman un conjunto no numerable sobre un dominio fractal 
[29]. 

En la Fig 4.3 se muestran varios acercamientos para el tiempo de re
tardo calculado para el modelo de la eco 2.2 como función del momento 
inicial Pi para A = 1.5. La posición inicial de las trayectorias se eligió como 
qi = 100, mientras que la posición y momento finales (q¡,P¡) se midieron 
cuando q¡ 2: qi. En la Fig 4.3-a se puede observar que el conjunto de sin-
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gularidades se encuentra en cierto intervalo de momento. Este intervalo 
corresponde al intervalo de momento ocupado por la variedad estable de la 
herradura en la región asintótica como se discutió en la Sección anterior. Los 
sucesivos acercamientos en la Fig 4.3 sugieren una estructura auto similar de 
la función de dispersión, típica de un fractal. La fractalidad de las funciones 
de dispersión es una prueba formal de la existencia de caos topológico, sin 
embargo, en un experimento real la resolución limitada puede llevar a con
clusiones erróneas sobre la dinámica de dispersión [79]. 

La estructura de las funciones de dispersión se puede estudiar en términos 
de la estructura de sus intervalos de continuidad. Estos son los intervalos de 
momento sobre los cuales no existe ninguna singularidad. El número de ellos 
depende del valor del td que se observe. Por ejemplo, si en la Fig 4.3-b se 
traza una linea horizontal en td = 10 el número de intervalos de continuidad 
es cero, pero si la línea se traza en td = 18, el número de éstos es cuatro. Para 
valores mayores de td aparecen más intervalos de continuidad definiendo una 
jerarquía. Se puede mostrar [29], que el arreglo jerárquico de los intervalos 
de continuidad es equivalente al arreglo jerárquico de los intervalos generados 
por los tentáculos de una de las variedades de la herradura sobre algún seg
mento de la otra variedad. En [31, 32] se usa esta equivalencia para obtener 
el desarrollo de la herradura. 

4.1.3 Entropía Topológica 

Una descripción cuantitativa del tipo de dinámica de dispersión puede ser 
obtenida a partir de la entropía topológica Ko. Cuando Ko de un sistema 
dinámico es positiva, el conjunto invariante contiene un número infinito de 
posibles trayectorias, o en otras palabras, un infinito de secuencias simbólicas 
posibles. Un subconjunto del conjunto invariante acotado que contenga so
lamente un número finito de secuencias simbólicas permitidas tendrá "o = O 
[42]. 

o-~----En términos de"la entropía topológica pocemos decir -qiie~ladinámica del ~~
conjunto invariante de un sistema presenta caos topológico si "o es positiva. 
Ko determina la tasa de crecimiento del número de secuencias simbólicas con 
su longitud O equivalentemente, la tasa de crecimiento del número de órbitas 
periódicas N (1) con su longitud l. Para un sistema caótico, este crecimiento 
es exponencial por lo que la entropía topológica se define corno [80] 

N(l) = el«¡' . (4.1) 
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Figura 4.4: Tasa de ramificación exp (Ii:o) para el potencial de la eco 2.2 como 
función del parámetro físico A. 

Así, el caos topológico se caracteriza por una proliferación exponencial de 
órbitas periódicas con su longitud [29]. 

En la Fig. 4.4 se muestra la entropía topológica para el potencial de la 
eco 2.2 calculada a partir de la herradura3 , como función del parámetro A. "o 
crece monótonamente con A y es positiva, siendo cero sólo para A = O. Así, 
la dinámica de dispersión para este potencial presenta caos topológico para 
toda A > O. Más interesante es el hecho de que para ciertos intervalos de 
valores de A la entropía topológica se mantiene aproximadamente constante. 
En estos intervalos, el número de órbitas periódicas del sistema se mantiene 
aproximadamente constante y pueden ser clasificados en términos parámetro 
formal Q!. En la Fig. 4.4 se han etiquetado algunos de estos intervalos con el 
valor del parámetro a correspondiente. 

SEl cálculo consiste en medir el número de intersecciones de una de las variedades de la 
herradura con un segmento de la otra variedad como función del nivel de la herradura. El 
número de estas intersecciones crece con la misma tasa que el número de órbitas periódicas 
[29J. 
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Estos intervalos corresponden a situaciones en las que no o casi no existen 
tangencias homoclínicas entre las variedades de la herradura, en particular , 
en la Fig. 4.4 se muestra el intervalo de a = 7/8 discutido en la Sección 1.3.2. 
En ellos, los efectos no hiperbólicos en la dinámica aparecen a tiempos largos, 
por lo que la aproximación dada por una dinámica simbólica obtenida a partir 
de la componente hiperbólica del conjunto invariante acotado es mejor sobre 
estos intervalos que para valores de A donde la pendiente de II:Q es mayor 
[29]. 

De la Fig. 4.4 también podemos extraer el valor de A a partir del cual 
la herradura es completa, que corresponde a 1\;0 = In 2 para una herradura 
binaria [80]. 

4.1.4 Probabilidad de Permanencia 

Los sistemas Hamiltonianos genéricos no son ni integrables ni completamente 
hiperbólicos si no que mas bien exhiben un espacio fase mixto en el que 
regiones regulares y regiones caóticas coexisten. Cada isla de estabilidad en 
el espacio fase se encuentra rodeada por un infinito de cadenas de islas de 
menor tamaño. Como consecuencia de esto, el espacio fase adquiere una 
estructura jerárquica extremadamente complicada [48, 81]. 

Las propiedades de la dinámica sobre las regiones caóticas en un espacio 
fase mixto son fundamentalmente distintas que aquellas que se encuentran 
para un sistema hiperbólico. Estas diferencias se manifiestan de manera 
dramática en el comportamiento de la probabilidad de permanencia P(t) 
definida como la probabilidad de que una trayectoria dada de permanezca 
en la región de interacción por un tiempo mayor que t. En términos de 
herraduras, el comportamiento de P( t) es radicalmente distinto dependiendo 
de si la herradura del sistema es completa o incompleta. 

En el caso de una herradura completa, la probabilidad de permanencia 
decae exponencialmente en el tiempo como [80] 

P(t) = e-'Yt . (4.2) 

La tasa de decaimiento "f (en inglés escape rate) , está relacionada con el 
exponente de Lyapunov de la órbita periódica fundamental exterior [82]. 

Para el caso de una herradura incompleta, la probabilidad de permanencia 
decae algebráicamente [58, 59] 

P(t) = t-V 
• (4.3) 



Figura 4.5: Probabilidad de permanencia P(t) para el modelo de la eco 2.1 
para a) A = 1.0 Y b) A = 6.50. En a) la línea segmentada es un ajuste 
de ley de potencias para P(t) calculado a tiempos largos t > 200. En el 
acercamiento se muestra P(t) a tiempos cortos. En b) la línea segmentada 
es un ajuste exponencial. 

En sistemas no hiperbólicos la presencia de islas de estabilidad en el espacio 
fase cambia radicalmente la dinámica en la región de interacción. Esto se 
debe a la jerarquía de las estructuras cercanas a la superficie de las islas. U na 
trayectoria que pase cerca de las islas puede ser atrapada en esta jerarquía por 
tiempos sustancialmente mayores que en el caso de un sistema hiperbólico, 
por lo que se suele decir que para la dinámica las islas son ''pegajosas'' [59J. 
El decaimiento algebráico tiene consecuencias dramáticas en las propiedades 
de transporte [83J y sus efectos también pueden ser observados en mecánica 
cuántica [84J. 

En la Fig. 4.5 se muestra la distribución P( t) para a) una herradura 
incompleta (A = 1) y b) con una herradura completa (A = 6.5). En la 
Fig. 4.5-a, el decaimiento es algebráico con exponente /1 = 1.506 ± 0.007. 
El valor de /1 = 3/2 es el valor que se encuentra típicamente en sistemas 
cuyo espacio fase es mixto [58, 59J. Sin embargo, actualmente se discute si el 
comportamiento asintótico del decaimiento algebráico es universal o no [85J. 
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En la Fig. 4.5-b, el decaimiento es exponencial, en acuerdo con la eco 4.2. 
De un ajuste exponencial, se obtuvo un valor para la tasa de decaimiento de 
I = 0.641 ± 0.005. 

Finalmente, en el acercamiento de la Fig. 4.5-a, se muestra un acer
camiento de P(t) a tiempos cortos. En ella se puede observar que el de
caimiento algebráico muestra oscilaciones cuyos máximos ocurren a interva
los de tiempo aproximadamente constantes. Esta es la primera evidencia de 
la aparición de ecos en al dispersión clásica. En el siguiente Capítulo 5, se 
estudiarán en detalle varias cantidades clásicas que permiten la observación 
de estos ecos en la región asintótica. 

4.2 Comportamiento Anómalo 

En esta Sección se discute cierto comportamiento anómalo que presenta el po
tencial de la eco 2.2. Dicha anomalía esta relacionada con el comportamiento 
de las variedades invariantes de la herradura en la vecindad de la intersección 
primaria (véase la Sección 1.2. 

La intersección primaria (vértice C en la Fig. 1. 7), corresponde a la 
primera intersección entre las variedades estable e inestable de la herradura. 
Junto con ésta las intersecciones secundarias y el punto fijo definen los 
vértices del rectángulo fundamental. 

En una herradura completa, la orientación que guardan las variedades al 
encontrarse en la intersección primaria es viniendo de afuera hacia aden
tro respecto al rectángulo fundamental. Para una herradura incompleta 
típicamente se encuentra que la orientación de sus variedades en la inter
sección primaria coincide con el caso completo para cualquier valor del de
sarrollo Q. 

Sin embargo, para el potencial de la eco 2.2 la orientación de las varieda
des en la intersección primari_a oscila continuamente corno función A, entre 
la situación normal (de afuera-hacia adentrofyuna- situación anormal (de- -
adentro hacia afuera). Este comportamiento se puede observar en la Fig. 4.6, 
en donde se muestra el ángulo q. entre las variedades estable e inestable de 
la herradura en la intersección primaria como función del parámetro A. 

La recta en rojo (q. = 7r) corresponde a una situación de tangencia entre 
las variedades de la herradura. Alrededor de ésta, la orientación de las varie
dades oscila entre la situación normal y la anormal hasta A ~ 2.4 en donde 
la última tangencia ocurre. Para A > 2.4, la orientación de las variedades se 
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Figura 4.6: Ángulo entre las variedades estable e inestable de la herradura 
en la intersección primaria corno función del parámetro A (línea azul). La 
recta roja punteada, corresponde al ángulo <I> = 'Ir cuando las variedades se 
intersectan tangencialmente. Para <I> > 'Ir la orientación de las variedades es 
anormal y normal en el caso contrario. Por razones de comparación la línea 
azul segmentada corresponde a <I>(A) para el potencial de la eco 2.4 el cual 
muestra el comportamiento típico. 

mantiene normal. Corno consecuencia de ésto, la relación entre el parámetro 
formal el y el parámetro físico A no es monótona. 

El desarrollo de la herradura en términos del parámetro formal, descrito 
en la Sección 1.3.1, se define convencionalmente para la orientación normal. 
Cuando la orientación de las variedades en la intersección primaria es anormal 
es necesario redefinir la intersección primaria y con ella toda la numeración de 
los tentáculos de la herradura. Para ello se torna como intersección primaria 
alguna de las dos intersecciones secundarias (vértices B ó D en la Fig. 1. 7). El 
rectángulo fundamental se redefine a partir de la nueva intersección primaria 
y la numeración de todos los tentáculos subsecuentes se recorre. 

Una consecuencia del comportamiento anómalo de este potencial es que 
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Figura 4.7: Longitud del intervalo de momentos Wa que ocupan las var
iedades invariantes de la herradura en la región asintótica (en q = 100), 
como función del parámetro A. 

el grado de caoticidad4 del sistema oscila con el valor del parámetro A. Esta 
situación ha sido raramente observada en otro tipo de sistemas [86J. 

Para efectos de comparación, en la Fig. 4.6, la línea azul segmentada fue 
calculada para el potencial de la eq. 2.4 el cual muestra el comportamiento 
típicamente encontrado. La razón por la cual en esta Tesis se prefirió usar 
el potencial 2.2 a pesar de su comportamiento anómalo es debido a su sen-
cillez y al hechode,que,_a"diferencia del potencial 2.4, la convergencia_deJa_, _____ _ 
solución de la dinámica cuántica es satisfactoria. La única es, como hemos 
visto, en que el desarrollo de la herradura como función del parámetro A 
no es monótono. Sin embargo, nuestros resultados dependen del valor del 
parámetro formal a en términos del cual el desarrollo de la herradura es, 
por definición, monótono. Así, las consecuencias de tal comportamiento no 

'El grado de caoticidad se refiere al valor del área ocupada en el espacio fase por las 
islas de estabilidad. 
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Figura 4.8: Comportamiento anómalo de la herradura para el potencial 2.2, 
para: a) A = 2.4 Y b) A = 2.6. El círculo indica la posición de la intersección 
primaria. 

afectan nuestras conclusiones. 

En la siguiente Sección veremos que debido a este comportamiento anó
malo, la dependencia del período orbital en la capa de dispersión Td respecto 
del parámetro A no es monótona. Para los valores de A para los cuales las 
variedades de la herradura se intersectan tangencialmente en e, Td presenta 
un máximo. Este efecto puede ser explicado en términos de la estructura local 
de las variedades de la herradura en la vecindad del punto fijo hiperbólico. 

En la Fig. 4.7 se muestra la longitud del intervalo de valores del momento 
que ocupan las variedades invariantes de la herradura en la región asintótica 
W., como función de A. Este corresponde al intervalo de momentos en el cual 
se encuentran todas las singularidades en la función de dispersión, Fig. 4.3. 

Para los valores de A en los cuales las variedades de la herradura se inter
sectan tangencialmente, W. decrece, por lo que las variedades se contraen. 
Como consecuencia de ello, en la capa de dispersión, las trayectorias se acer
can más al punto fijo hiperbólico. Esto se puede observar en la Fig. 4.8 en la 
cual, la se muestra la herradura para a) A = 2.4 correspondiente a la última 
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tangencia de sus variedades en la intersección primaria y para b) A = 2.6 en 
donde la orientación de las variedades es normal. En esta figura es evidente 
la contracción del ancho de las variedades de la herradura. Esta contracción 
también ocurre adentro del rectángulo fundamental, dando por resultado que 
en promedio las trayectorias que rotan en la capa de dispersión se acerquen 
mucho más al punto hiperbólico. Como la velocidad de las trayectorias cerca 
del punto decrece, el período orbital aumenta, dando como resultado un 
máximo de Td para los valores de A en donde ocurren las tangencias. 

4.3 Período Orbital 

En la Capítulo 3, hemos discutido la rotación de las trayectorias de dispersión 
alrededor de la isla central. Al tiempo promedio que le toma a una trayectoria 
iípica para completar una rotación alrededor de la isla lo hemos llamado 
período orbital promedio Td. Para las trayectorias clásicas de dispersión este 
es el período orbital característico de la capa de dispersión. 

En la Fig. 4.9 se muestra Td como función del parámetro A (línea roja). Td 

se obtuvo promediando el período orbital de una nube de trayectorias clásicas 
con condiciones iniciales elegidas sobre la variedad estable de la herradura 
en la región asintótica. 

Como hemos discutido en la Sección 4.2, el valor del período orbital es 
sensible al comportamiento anómalo que presenta nuestro modelo. Así, para 
los valores de A en los que las variedades de la herradura se cruzan tangen
cialmente en la intersección primaria el período orbital presenta un máximo. 
Sin embargo, esto es resultado de la no monotoneidad de la relación entre el 
parámetro formal y el parámetro físico del sistema. 

Supongamos por un momento que la eco 3.4 es correcta. De esta ecuación 
se obtiene el valor del período orbital de la capa de dispersión en función del 
parámetro de desarrollo, Td(a). Entonces podemos utilizar el resultado para 
rlAfdelaFig. 4.9 para obtener el-parámetro dedesaiTolIoen función del 
parámetro físico, a(A). 

En la Fig. 4.10 se muestra en verde a como función de A. Observamos 
que en efecto a(A) no es una función monótona. Sus mínimos locales corres
ponden a los máximos observados en Td(A) de la Fig. 4.9. En la Fig. 4.10, 
la recta roja punteada corresponde a un desarrollo de a = 1/8 de cuya 
intersección con la curva para a(A) obtenemos un valor para el parámetro 
físico de A = 2.74. Por otro lado, en el acercamiento de la Fig. 4.10 se muestra 
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Figura 4.9: Período orbital promedio en la capa de dispersión Td corno función 
del parámetro A calculado a partir de trayectorias de dispersión con condi
ciones iniciales elegidas sobre la variedad estable de la herradura en la región 
asintótica. La línea azul segmentada corresponde al período orbital del centro 
de la isla, eco 4.4 (véase la discusión en el texto). 

la herradura para el potencial de la eco 2.2 para A = 2.77 que corresponde 
al inicio del desarrollo de a = 1/8. El acuerdo entre ambos valores del 
parámetro físico es una primera evidencia de la validez de la eco 3.4. En el 
siguiente Capítulo mostraremos con más detalle la validez de dicha ecuación 
para la dispersión en mecánica clásica. 

Corno hemos mencionado en la Sección 3.3 el período orbital depende de 
la distancia al centro de la isla de la región en la que se mide. En el caso 
del problema cuántico, la el paquete de ondas que incide sobre el potencial 
puede tunelear hacia regiones internas de la isla, por lo que su período orbital 
dependerá de la región que la probabilidad ocupe en su rotación. Aún así, el 
período orbital tiene una cota inferior dada por el período orbital del centro 
de la isla Ti el cual, está determinado por los eigenvalores del punto fijo estable 
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Figura 4.10: Logaritmo del parámetro de desarrollo log2 a como función del 
parámetro físico A, obtenido a partir de la eco 3.4 y de los datos mostrados 
en la Fig. 4.9. La línea roja corresponde al desarrollo a = 1/8 de cuya 
intersección con a(A) se obtiene el valor para A = 2.74. En el acercamiento 
se muestra la herradura para A = 2.77 que corresponde al inicio del desarrollo 
a = 1/8. 

corno se discute en el Apéndice e, obteniéndose 

1 
Ti = . 

cos-1(1 - A/2) 
(4.4) 

En la Fig. 4.9 la línea azul corresponde a T¡(A) el cual se muestra como 
~~~~~~~referen:cia: 

4.4 Dispersión Cuántica 

4.4.1 Dispersión de Paquetes de Onda 

El proceso de la dispersión en mecánica cuántica es analizado en términos 
de la dinámica de paquetes de onda Gausianos de mínima incertidumbre, 
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eco 2.15. Para ello, preparamos un paquete de onda en la región asintótica 
con condiciones iniciales (q¡,P¡; a) y fijamos los parámetros del sistema A y Ii. 
La evolución del paquete de ondas se resuelve con el operador de evolución, 
eco 2.11. 

Como se mencionó en la Sección 2.3, la aplicación del operador de evolución 
involucra el uso de transformadas de Fourier, lo cual implica, en la solución 
numérica, una discretización tanto del espacio de la posición como del espa
cio de momento. El número de puntos n que se usan en esta discretización 
depende de cuestiones técnicas como la memoria disponible y el tiempo de 
cálculo. 

El número de puntos n y la longitud del espacio de posición Lq = qmax -
qmin, definen la resolución !::.q = Lq/n con la cual el paquete de ondas es con
struido. La longitud del espacio de momento es determinada por Lq como 
Lp = n1fIi/2Lq [57], dando como resultado una resolución !::.p = 1f1i/2n!::'q 
para el espacio de momentos. Así, un aumento del espacio de posición im
plica una disminución del espacio de momentos, esto es, acota los valores del 
momento que pueden ser medidos. Es claro que una mejor resolución en la 
posición implica una resolución peor para el momento. El compromiso entre 
ambas resoluciones y longitudes de los espacios q y p, dependerá del tipo de 
medición que se necesite realizar en la simulación. 

El uso de transformadas de Fourier discretas en la solución numérica 
también implica condiciones periódicas en la frontera de los espacios q y 
p, por lo que para simular la dispersión de paquetes de onda, es necesario 
introducir un potencial de absorción. Para tal efecto hemos utilizado como 
potencial de absorción una pared cuadrática compleja dada por 

Vab(q) = -ib(q - qO)2 q> qo (4.5) 

donde qo es la posición de la pared la cual se elige convenientemente en la 
región asintótica y b es un parámetro de ajuste que depende de la velocidad 
de los paquetes a ser absorbidos. Para las simulaciones realizadas, el valor 
b = 0.001 dio buenos resultados en el sentido en que la reflexión originada en 
la pared de absorción fue despreciable para los valores de momento utilizados. 
De esta forma, el potencial utilizado en la solución numérica de la dispersión 
cuántica es la suma del potencial de dispersión más el potencial de absorción 
multiplicados por tren de funciones delta en el tiempo como en la eco 2.l. 

En la Fig. 4.11, se muestra una secuencia de gráficas que muestra la 
evolución de la amplitud de probabilidad en la posición de un paquete de 
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Figura 4.11: Evolución de un paquete de ondas típico a partir del mapeo 
cuántico, eco 2.14. 

ondas con condiciones iniciales (q¡ = 20,p¡ = -1.485) con A = 1, ñ = 
0.01 Y (f = 1. La línea negra representa el perfil del potencial rescalado 
adecuadamente y se muestra como referencia. Al tiempo t = 10 el paquete 
de ondas llega a la región de interacción. En t = 13, la velocidad del paquete 
ha disiIlintiido;-fieriaao~ por la barrera de potencial.--paraestas condiciones 
iniciales, el paquete logra entrar a la región del pozo del potencial. Para 
t = 19 el paquete ha rebotado en la pared cuadrática infinita y al tiempo 
t = 21, la mayor parte del paquete sale del pozo hacia la región asintótica. 
A tiempos posteriores podemos observar que parte de la probabilidad del 
paquete inicial permanece en el pozo del cual decae lentamente. 

En analogía al proceso de dispersión clásica, la probabilidad que per
manece en el pozo juega el mismo papel que las trayectorias clásicas que 
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pennanecen tiempos largos en la capa de dispersión rotando alrededor de 
la isla. A diferencia de las trayectorias clásicas que decaen algebrÍcamente 
en el tiempo, en la siguiente Sección veremos que la probabilidad cuántica 
que es atrapada en el pozo decae exponencialmente. Más interesante será la 
observación de que este decaimiento exponencial envuelve a una modulación 
característica de un decaimiento en ecos. 

4.4.2 Decaimiento Cuántico 

Con el fin de analizar el decaimiento de la probabilidad que pennanece atrar
pada en el pozo del potencial, calculamos la amplitud de probabilidad en la 
región del pozo como función del tiempo como 

Iw(t) = [~I\lI(q, tWdq . (4.6) 

En la Fig. 4.12 se muestra Iw(t) para un paquete de ondas con condiciones 
iniciales (q¡ = 100,p¡ = -1.48) para A = 0.967, ñ = 0.01 y (f = 2.5. Este 
es el análogo a la probabilidad de pennanencia clásica P(t) discutida en la 
Sección 4.1.4. A diferencia de la dispersión clásica en el que para este valor 
de A, el decaimiento de P(t) es algebráico, el decaimiento de la probabilidad 
atrapada en el pozo es exponencial. 

El decaimiento exponencial es típico de los procesos que involucran tu
nelaje. Sin embargo, como veremos en el Capítulo 6, para ciertas energías 
de incidencia, la probabilidad atrapada en el pozo vive enteramente sobre la 
capa de dispersión y aun así, el decaimiento es exponencial. La probabilidad 
atrapada decae directamente de la capa de dispersión en donde se encuentra 
lejos de las superficies de KAM. El decaimiento exponencial en estos car
sos se debe a la resolución limitada que impone el valor de la constante de 
Planck. La probabilidad cuántica solo puede resolver los detalles del espacio 
fase clásico con área mayor a h2

• Típicamente para este modelo, el área de 
la estructura fina que acompaña a las islas de estabilidad embebidas en la 
capa de dispersión es ,..., 10-5 , menor que el área de la celda de Planck para 
ñ = 0.01. Estas estructuras son las responsables de fomentar el decaimiento 
clásico. Así, para este valor de ñ, la probabilidad cuántica no es capaz de 
resolver estas estructuras y su decaimiento es exponencial como el observado 
clásicamente en ausencia de islas estables. 

Mas interesante es observar en el acercamiento de la Fig. 4.12 que el 
decaimiento exponencial envuelve un decaimiento oscilatorio con un período 
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Figura 4.12: Probabilidad de decaimiento Iw(t) como función del tiempo para 
A = 0.967, 1i = 0.01 Y a = 2.5 Y un paquete incidente con (q¡ = 100,p¡ = 
-1.48). En el recuadro se muestra un acercamiento en escala lineal de Iw(t). 

aproximadamente constante. Esta es una primera evidencia de la observación 
de ecos en la dispersión cuántica tal y como hemos predicho en el análisis del 
Capítulo 3. La relación entre el período de los ecos y el período orbital será 
estudiada en detalle en los siguientes Capítulos. 



Capítulo 5 

Ecos Clásicos 

Los resultados numéricos concernientes al proceso de dispersión en ecos ha 
sido dividido en dos Capítulos. En este Capítulo se estudia la aparición de 
los ecos en el proceso de dispersión clásica y se proponen algunas cantidades 
observables a partir de las cuales es posible obtener el periodo de los ecos en 
la región asintótica. 

5.1 Distribución de Densidad Clásica 

La distribución de densidad clásica Pcl(q, t), corresponde al valor de la densi
dad de partículas clásicas en la vecindad de la posición q, al tiempo t. Esta 
cantidad nos permite estudiar la forma en la que los ecos son emitidos de la 
región de interacción. De igual manera, nos permite obtener el periodo de 
los ecos en la región asintótica corno se discute en la siguiente Sección. 

Para construir Pcl(q, t) prepararnos una distribución de trayectorias clásicas 
con condiciones iniciales dadas por 

Pi - P(A) 
qi - qo - Q(Pi) 

(5.1) 

donde P(A) es una distribución uniforme en un intervalo de momento t:;.p = 
(p;min)(A),p;max)(A)) el cual cubre el intervalo de momento ocupado por la 
variedad estable en la región asintótica alrededor de qo. La longitud de este 
intervalo Wa como función del parámetro A se muestra en la Fig. 4.7. A su 
vez, Q(P¡) es una distribución uniforme en un intervalo de posición dado por 
t:;.q = (qo +Pi,qO). 
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Figura 5.1: Distribución de densidad clásica pcl(q, t) para: a) A = 0.3, b) 
A = 0.5, c) A = 1.0 Y d) A = 1.5 en una escala logarítmica de colores del 
rojo al azul, donde el rojo corresponde a una densidad alta. 

La distribución de densidad se calcula numéricamente midiendo la fracción 
... dé· trayectonas que pasan por la posición q al tiempo t. 

En la Figs. 5.1 Y 5.2 se muestra pcl(q, t) en un intervalo t:.q = (-1.0,3.0) 
sobre la región del pozo del potencial, para distintos valores del parámetro 
A. En ellas, es posible observar el proceso completo de la dispersión. La 
dispersión inicia con la nube de trayectorias clásicas acercándose a la región 
de interacción. Las trayectorias con energías menores a ~ 3A/ e son rebotadas 
por la barrera de potencial de vuelta a la región asintótica. El resto de las 
trayectorias entran a la región del pozo y dan una vuelta alrededor de la isla 
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Figura 5.2: Distribución de densidad clásica pcI(q, t) para: a) A = 2.0, b) 
A = 2.5 Y c) A = 3.0 en una escala logarítmica de colores del rojo al azul, 
donde el rojo corresponde a una densidad alta. 

sobre la capa de dispersión. Cuando las trayectorias completan una vuelta, 
algunas de ellas salen de la región del pozo mientras que el resto continua 
en la capa de dispersión y dan una vuelta más. Este proceso continua en el 
tiempo y el flujo de partículas dispersadas del pozo después de cada vuelta 
alrededor de la isla corresponden al fenómeno que hemos llamado ecos de 
dispersión. Los ecos son claramente visibles, excepto para A = 3 en donde 
la resolución es pobre debido al tamaño tan pequeño de la isla central. 

Como se discutió en el Capítulo 3 el período de tiempo entre ecos sucesivos 
corresponde al período orbital característico de la capa de dispersión Td. Esta 
observación es importante pues nos da la posibilidad de obtener Td a partir 
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de la observación en la región asintótica del período de los ecos. 

5.2 Intensidad Clásica de Dispersión 

Nuestro objetivo es obtener el período orbital promedio Td a partir de la 
observación asintótica de los ecos. Para ello, una posibilidad es medir la 
intensidad de las trayectorias clásicas que cruzan alguna zona en la región 
asintótica como función del tiempo y que llamaremos Icl(t). En términos de 
la distribución de densidad pcl(q, t), podemos escribir Icl(t) como 

l
qO+ll / 2 

Icl(t) = Pcl(q, t)dq . 
qO-ll/2 

(5.2) 

donde q* es alguna posición en la región asintótica alrededor de la cual se 
mide el flujo de dispersión. Dado que numéricamente la intensidad del flujo 
de trayectorias se mide estroboscopicamente, es importante que la longitud 
del intervalo ~ alrededor de q* sea igual a la distancia que la trayectoria 
recorre entre patada y patada. Como q* se encuentra en la región asintótica 
y que el período del sistema es 1, entonces ~ es igual al momento de la 
trayectoria. 

En las Figs. 5.3 y 5.4, se muestran los resultados obtenidos para Icl(t) 
para distintos valores del parámetro A. Para los valores de A considerados, 
el retrato fase es mixto, por lo que la intensidad del flujo de dispersión decae 
algebraicamente como en la eco 4.3. El paso de los ecos por la vecindad de q* 
se ve reflejado en un aumento en el flujo observado, por lo que el decaimiento 
es oscilatorio. Para extraer el período de los ecos l Te en las Figs. 5.3 y 
5.4 hemos removido de Icl(t) la envolvente algebraica. Así, el calculo del 
período de tiempo que transcurre entre los ecos es más preciso. También, 
para algunos valores de A, hemos interpolado los puntos de la oscilación con 

~~~~~~~U¡j-Splihé-cúbico-[57J~------------ --- -- ------

En la Fig. 5.4 se observa que para valores del parámetro A > 2, es difícil 
extraer el período de los ecos a partir de la intensidad Icl(t). Como hemos 
visto en la Sección 4.3, el período orbital para el modelo de la eco 2.2 decrece 
con el valor del parámetro A y para valores de A > 2 la separación entre 
ecos es menor a 7 en unidades de tiempo. Debido a que sobre la capa de 

1 Llamamos Te al perÍodo de los ecos de dispersión, mas, como mostraremos en la sigu
iente Sección Te coincide con el período orbital en la capa de dispersión Td. 
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Figura 5.3: Intensidad clásica en la región asintótica IcI(t) como función del 
tiempo para: a) A = 0.3, b) A = 0.5, c) A = 1.0 Y d) A = 1.5. El decaimiento 
algebraico de IcI(t) se ha removido. 

dispersión la dinámica clásica es difusiva [81], los ecos de dispersión adquieren 
un ancho. Para A > 2 el ancho de los ecos resulta ser del mismo orden 
que la separación entre ellos por lo que los ecos se superponen. En estos 
casos, es posible mejorar la calidad de las oscilaciones removiendo para cada 
trayectoria el tiempo de vuelo libre como en la eco 3.1. 
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Figura 5.4: Igual que la Fig. 5.3 para a) A = 2.0, b) A = 2.5 Y c) A = 3.0. 

5.3 Período de los Ecos Clásicos 

A partir de los resultados obtenidos en la Sección anterior, es posible obtener 
el período de los ecos observados en la intensidad del fiujo de dispersión. 

_ _ En la Fig. 5.5 se muestra con símbolos en verde los valores obtenidos 
- para Te a partir Icl(t) pMa los distintos valores del -parámetro A: - Éstos -

se comparan con el período orbital promedio sobre la capa de dispersión, 
Fig. 4.9. El acuerdo entre ambos valores confirma la igualdad de Td = Te' 

Hasta ahora hemos descrito el procedimiento para obtener, a partir de 
mediciones asintóticas, el período orbital promedio característico de la capa 
de dispersión Td. En el Capítulo 3 se ha discutido la posibilidad de obtener 
el desarrollo de la herradura a partir de Td. Para el potencial eq. 2.2, la 
herradura es binaria por lo que la relación entre Td y el parámetro formal de 
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Figura 5.5: Comparación entre el período orbital Td (curva roja) mostrado 
en la Fig. 4.9 Y los valores obtenidos para el período de los ecos clásicos Te 

(simbolos en verde) para distintos valores de A. 

desarrollo a esta dado por la eco 3.4. 
Para mostrar la validez de la eco 3.4 en la Tabla 5.1 se comparan los 

valores obtenidos para el período orbital Td a partir de los ecos de dispersión 
con los valores obtenidos a partir de la eco 3.4 Td(a). Para obtener Td(a) fue 
necesario calcular la herradura para los distintos valores del parámetro A y 
medir el parámetro de desarrollo a como se explicó en la Sección 1.3.1. En 
todos los casos sólo fue posible obtener los valores de 1/2n entre los cuales se 
encuentra el desarrollo de la herradura. Esto da lugar a la incertidumbre de 
0.5 que se reporta en la Tabla 5.1 para los valores de Td(a). 

El acuerdo entre los valores encontrados confirma la validez, dentro de 
la precisión numérica, de la eco 3.4. Con ello también se confirma la validez 
del procedimiento descrito en la Sección 3.2 como una posible solución al 
problema inverso de la dispersión en mecánica clásica. 

Cabe recordar que este método funciona para sistemas con una herradura 
poco desarrollada. Para nuestro modelo hemos encontrado, por ejemplo, que 
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A -log2 a Td(a) Td (ecos) 
0.3 (26,27) 28± 0.5 28.6 ± 1.0 
0.5 (17,18) 19± 0.5 20.2 ± 1.2 
1.0 (9,10) 11 ± 0.5 10.5 ± 0.8 
1.5 (7,8) 9±0.5 8.3 ± 0.6 
2.0 (5,6) 7±0.5 6.2 ± 0.6 
2.5 (3,4) 5±0.5 5.7± 0.6 
3.0 (2,3) 4±0.5 --

Tabla 5.1: Comparación entre los valores del período orbital promedio de la 
capa de dispersión obtenidos a partir de la eco 3.4, Td(a) y los obtenidos a 
partir del período de los ecos para distintos valores del parámetro A. Como 
referencia, también se muestra el valor dellogarítmo del parámetro de desar
rollo - log2 a obtenido a partir de la herradura. 

para A > 2, los ecos en la región asintótica se superponen, por lo que no es 
posible obtener su período. 

5.4 Distribución de Tiempos de Retardo 

En la Sección anterior hemos calculado el período de los ecos a partir de 
la intensidad del flujo de dispersión. Sin embargo, existen otras cantidades 
sensibles a los ecos, cuya medición podría ser mas conveniente en una real
ización experimental. Una de estas cantidades es la distribución de tiempos 
de retardo P(td). 

En la Fig 5.6 se muestra P(td) para distintos valores del parámetro A. La 
separación entre los máximos en la distribución P( td) corresponden aproxi
madamente, a múltiplos del período orbital . 

. .. --Los-valores de Te, obtenidos para cada caso son: a) 19.6±1.3-paraA-=O.5, 
b) 10.8 ± 1.2 para A = 1 Y c) 8.4 ± 0.5 para A = 1.5, en acuerdo con los 
valores obtenidos de lel' 

De esta manera, en una realización experimental se puede disponer de 
varias cantidades medibles, a partir de las cuales se puede obtener el período 
de los ecos de dispersión clásicos. 
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Figura 5.6: Distribución del tiempo de retardo P(td) para a) A = 0.5, b) 
A = 1.0 Y c) A = 1.5. Las condiciones iniciales de las trayectorias fueron 
elegidas sobre la variedad estable en la región asintótica. 



Capítulo 6 

Ecos Cuánticos 

En este Capítulo se explora el proceso de dispersión del problema cuántico. 
Nuestro objetivo es mostrar que para valores de 1i suficientemente pequeños, 
los resultados obtenidos en el Capítulo anterior para los ecos clásicos también 
son válidos para el problema cuántico. Para ello, es necesario encontrar ob
servables cuánticas, que sean no sólo medibles en la región asintótica sino 
tambíen sensibles a la dispersión en ecos. Como veremos, las cantidades ob
servables adecuadas dependerán del tipo de pulsos utilizados en la dispersión. 
En la Sección 6.2 se analizan los resultados numéricos para la dispersión 
cuántica de pulsos cortos y en la Sección 6.2 para pulsos largos. Mas aún, 
como discutiremos en la Sección 6.3, la observación de los ecos en la mecánica 
cuántica permite estudiar, a partir de observaciones asintóticas, la dinámica 
en el interior de la isla de estabilidad, información que es inaccesible en el 
experimento clásico. 

6.1 Pulsos Cortos 

En esta Sección estudiaremos el proceso de dispersión para el problema 
cuántico mediante paquetes de onda de corta duración l . La duración típica 
de los pulsos que se usaron en los cálculos numéricos fue de a = 2.5. También 
se usaron valores menores, sin embargo, en estos casos, la dispersión intrínseca 

1 En este Capítulo nos referiremos frecuentemente a la duración del pulso. Diremos que 
un pulso es corto si su ancho inicial en la base de la posición, el cual es determinado por 
el valor de {1, es pequeño comparado con la longitud de la capa de dispersión y diremos 
que el pulso es largo en el caso contrario. 

89 
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de los paquetes de onda dificulta la observación de los ecos. 

6.1.1 Distribución de Husimi 

En esta Sección, estudiaremos la evolución en el tiempo de paquetes de onda 
en el modelo de dispersión de la eco 2.2. De aquí en adelante nos referiremos 
al estado cuántico como paquete de ondas o pulso indistintamente. 

Para estudiar el proceso de dispersión, se prepararon paquetes de onda 
en alguna posición qin en la región asintótica con algún momento Pin0 Gen
eralmente y para comparar con los cálculos clásicos, el momento incidente se 
elige de tal manera que el paquete de ondas cubra completamente la variedad 
estable de la herradura clásica en la vecindad de qin. 

En el tiempo, el pulso se mueve libremente hacia el pozo del potencial 
hasta alcanzar la región de interacción en donde los efectos debidos al po
tencial se hacen apreciables. Entonces, el pulso comienza a ser frenado. 
Dependiendo del valor del momento de incidencia, el pulso podrá entrar en 
el pozo del potencial. 

Si el pulso entra a la región del pozo del potencial, éste se moverá sobre 
la capa de dispersión que rodea a la isla central de la misma manera en la 
que la nube de trayectorias clásicas evoluciona. Después de que el centroide 
de la probabilidad del paquete de ondas completa una revolución alrededor 
de la isla, la mayor parte del pulso saldrá de la región de interacción a lo 
largo de la variedad inestable de la herradura clásica. 

Este proceso puede observarse en la Fig. 6.1 en donde se muestra la dis
tribución de H usimi a distintos tiempos para el caso específico de un pulso 
con condiciones iniciales (qin = 100,Pin = -1.48), con A = 0.967, Ii = 0.01 
y a = 2.5. Al tiempo t = 68, el pulso alcanza la región de interacción. Más 
tarde, al tiempo t = 73 el pulso entra a la región del pozo del potencial ex
tendiéndose a lo largo de la capa de dispersión. En general, parte del pulso 
puede rebotar en la barrera de potencial y no entrar a la capa de dispersión. Para el pulso de la Fig. 6.i~éste no es el caso. . ..~~~~-- ...-

Al tiempo t = 78 el pulso completa una revolución alrededor de la isla. 
Para el tiempo t = 86, la mayor parte del pulso ha salido de la región del 
pozo a lo largo de la variedad inestable de la herradura. La pequeña parte del 
pulso que permanece en el pozo continua rotando y como se puede observar, 
parte de él ha tuneleado a través de superficies de KAM hacia las regiones 
internas de la isla, t = 88 y t = 90. Un acercamiento del retrato fase y 
de la superficie de KAM mas externa se muestra para el mismo valor del 

-----~-~--
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Figura 6.1: Distribución de Husimi para un paquete de ondas con condiciones 
iniciales (q¡ = 100,p¡ = -1.48) para A = 0.967, Ii = 0.01 Y a = 2.5 al tiempo: 
a) t = 68, b) t = 73, e) t = 78, d) t = 86, e) t = 88 Y f) t = 90. En la 
escala de colores del rojo al azul, el rojo indica los valores máximos de la 
distribución. Por razones de presentación, el rango para la escala de colores 
varÍa en cada figura; en particular, la escala en las figuras d, e y f es mucho 
menor que las del resto. El retrato fase clásico se muestra corno referencia 
en escala de tonos de grises. 
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Figura 6.2: Igual que la Fig. 6.1 para los tiempos: a) t = 93, b) t = 94, c) 
t =95, d)-t= 96, e) t=-97-yf) t =98.-- - -- - -~--

parámetro A en las Figs. 4.1 Y 4.2. 
La probabilidad atrapada en el interior del pozo del potencial continua 

rotando alrededor de la isla. Como se mostró en la Sección 4.4.2, en el 
transcurso de estas revoluciones la probabilidad en el pozo decae exponen
cialmente. En la Fig. 6.2 se muestra la distribución de Husimi de la prob-
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abilidad atrapada en el pozo a tiempos posteriores. Cada vez que el pulso 
atrapado en el pozo completa una rotación parte del pulso es dispersado del 
pozo sobre la barrera de potencial en q = 1 hacia la región asintótica. 

El proceso de dispersión en la región de interacción es similar al observado 
en la dispersión clásica. El decaimiento exponencial es oscilatorio debido a 
que el pulso que permanece en el pozo de potencial emite pulsos a un cierto 
período de tiempo que claramente corresponde a su período orbital. 

Finalmente cabe recordar que para A = 1 la superficie de KAM más 
externa, mostrada en la Fig. 4.2, se rompe en un can-toro clásicamente 
penetrable. A pesar de que las trayectorias clásicas cambian su período 
orbital, la probabilidad cuántica rota en exactamente la misma región que 
para A = 0.967. Esto nos indica que para los valores de ñ utilizados, la 
difusión se puede despreciar en favor del tunelaje. 

6.1.2 Período de los Ecos Cuánticos 

En esta Sección se muestra la evolución en el tiempo de la densidad de 
probabilidad del paquete de ondas en el espacio de la posición Pq(q, t) = 
Iw(q,tW 

Nuestro objetivo es observar la emisión de los ecos en el proceso de dis
persión cuántica de igual manera que en la dispersión clásica para Pd(q, t). 
En base a las observaciones de la Sección anterior, la duración de los pulsos 
utilizados en la dispersión debe de ser corta pues es necesario que la proba
bilidad atrapada en el pozo del potencial no esté completamente distribuida 
alrededor de la isla. Por otra parte, si los pulsos incidentes son angostos en 
la posición, la resolución para el momento de incidencia es mala. En estas 
condiciones, el pulso incidente no es capaz de resolver la estructura fina de 
la variedad estable de la herradura en la región asintótica. 

En las Figs. 6.3 y 6.4 se muestra la densidad de probabilidad Pq(q, t) 
como función del tiempo sobre la región del pozo del potencial, para distintos 
valores del parámetro A. En ellas es posible observar el proceso completo 
de la dispersión el cual, resulta ser análogo al clásico. A tiempos cortos se 
distingue la parte del pulso que rebota en la barrera de potencial y aquella que 
después de una rotación alrededor de la isla rebota en la pared cuadrática 
del pozo. Esta dispersión directa corresponde al proceso mostrado en la 
Fig. 6.1. A tiempos posteriores se observa la probabilidad atrapada que oscila 
en el pozo y emite un eco después de cada oscilación. Los ecos emitidos son 
claramente visibles excepto para A = 3 Fig. 6.4-c. Presumiblemente, para 
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Figura 6.3: Distribución de probabilidad en el espacio de configuración como 
función del tiempo para (j = 2.5 Y a) A = 0.3 Y Ti = 0.005, b) A = 0.5 
Y Ti = 0.005, c) A = 1.0 Y Ti = 0.01 Y d) A = 1.5 en una escala de color 
logaritmica. En estas figuras Ti = 0.01. 

este caso, la tasa de difusión en la capa de dispersión es comparable a la 
del tunelaje, por lo que si se incrementa el valor de Ti los ecos se observan 
nuevamente como se muestra en la Fig. 6.4-d. 

Al igual que en el problema clásico, nuestro objetivo es encontrar una 
cantidad observable que sea medible en la región asintótica y de la cual 
sea posible extraer el período de los ecos cuánticos. Para ello calculamos 
la amplitud de probabilidad atrapada en el pozo como función del tiempo 
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Figura 6.4: Igual que la Fig. 6.3 para (7 = 2.5 Y a) A = 2.0, b) A = 2.5, e) 
A = 3.0 Y 1i = 0.01 Y para d) A = 3.0 Y 1i = 0.07. 

definida como 

(6.1) 

En las Figs. 6.5 Y 6.6 se muestran los resultados obtenidos para Iw(t) para 
los distintos valores de A. En estas figuras, el decaimiento exponencial se ha 
removido de los valores originales de Iw(t) 

El pulso incidente fue elegido de tal manera que su centroide corre-
spondiera a un momento inicial mayor en valor absoluto al intervalo de mo
mento que ocupa la variedad estable de la herradura en la región asintótica. 
Las razones para esta elección serán clarificadas en la siguiente Sección. 
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Figura 6.5: Amplitud de probabilidad en la región del pozo Iw(t) corno 
función del tiempo para 1i = 0.01, (T = 2.5 Y a) A = 0.3, b) A = 0.5, c) 
A = 1.0 Y d) A = 1.5. La línea verde corresponde a una interpolación con 
un spline cúbico. 

La medición del período de los ecos cuánticos Tq a partir de Iw(t) requiere 
- - o -- ae- algunas -precisiones. En el caso gEmeral, el pulso atrapado en él pOZ(nse~

establece tanto en la capa de dispersión, corno en regiones internas de la 
isla a las cuales ha tuneleado. La parte del pulso que rota sobre la capa de 
dispersión decae más rápido que la parte que tunelea hacia el interior de la 
isla. Este hecho tiene la siguiente consecuencia: 

El período de los ecos cuánticos corresponde al período orbital promedio 
del pulso atrapado. En otras palabras, el período de los ecos es igual al 
período orbital característico del centroide del pulso. Corno la parte del 
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Figura 6.6: Igual que la Fig. 6.5 para: a) A = 2.0, b) A = 2.5 Y c) A = 3.0. 

pulso sobre la capa de dispersión decae más rápido que la parte en el interior 
de la isla, su centroide cambia con el tiempo y por consecuencia, el período 
de los ecos. Mas aún, el tiempo en el cual la parte externa del pulso decae 
dependerá generalmente del momento de incidencia de este. Para evitar esta 
arbitrariedad en el valor del período de los ecos cuánticos, hemos elegido 
medir Tq a tiempos suficientemente largos en donde hemos verificado que 
su valor no varía. De esta manera, el período de los ecos cuánticos que 
reportamos a continuación corresponderán en todo caso, al período orbital 
característico de las regiones internas a la superficie de la isla. 

En la Tabla 6.1 se presentan los valores obtenidos para Tq para distintos 
valores de A y se comparan con el período de los ecos clásicos obtenidos en 
el Capítulo anterior. 

Los valores que se obtienen para Tq son sistemáticamente menores a los 
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A Tq Te 

0.3 22.3 ± 1.0 28.6± 1.0 
0.5 17.4 ± 0.4 20.2± 1.2 
1.0 11.0 ±0.6 1O.5±0.8 
1.5 7.6±0.4 8.3 ± 0.6 
2.0 4.9± 0.3 6.2 ± 0.6 
2.5 4.9± 0.4 5.7 ± 0.6 
3.0 4.2± 0.3 --

Tabla 6.1: Comparación entre el período de los ecos cuánticos Tq y el de los 
ecos clásicos Te para los distintos valores de A. 

valores del período de los ecos clásicos Te, en acuerdo a la discusión de la 
Sección 3.3. 

De igual manera, en la Fig. 6.7 se compara el período de los ecos cuánticos 
para los distintos valores de A con el período orbital promedio de la capa de 
dispersión. 

El período de los ecos cuánticos es consistentemente menor que el período 
orbital Td en la capa de dispersión, excepto para A = 3. Sin embargo, 
el comportamiento de Tq corno función de A es el mismo. De esta manera 
podernos decir que, la eco 3.4 describe satisfactoriamente el período de los ecos 
de dispersión cuántica hasta un factor de proporcionalidad que es función de 
n. 

Así, por primera vez, se ha obtenido un procedimiento para obtener, 
con las reservas que hemos discutido, el desarrollo de la herradura clásica a 
partir de la dispersión cuántica de pulsos. Esto vislumbra la posibilidad de 
extender el tratamiento del problema inverso de la dispersión en términos 
del desarrollo de la herradura clásica a la mecánica cuántica. Corno veremos 
en la siguiente Sección, la extracción del período de los ecos cuánticos no se 

---- limita a eXperimentos de dispersión realizados con" pulsos cortos. - --

6.2 Pulsos Largos 

En esta Sección se describe el procedimiento para obtener el período de los 
ecos cuánticos en experimentos de dispersión de pulsos largos. Los valores 
encontrados sugieren sin embargo, que los experimentos con pulsos cortos 
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Figura 6.7: Comparación entre el período orbital promedio Td, Fig. 4.9 Y 
los valores obtenidos para el periodo de los ecos cuánticos, Tq para distintos 
valores del parámetro A. 

coinciden mejor con el comportamiento esperado para valores del parámetro 
A >2. 

6.2.1 Matriz S 

Para un potencial con dependencia periódica en el tiempo, es posible con
struir un análogo a la matriz S. De igual manera que para el caso estático, 
la matriz S para un potencial periódico en el tiempo relaciona el estado 
asintótico incidente con el estado dispersado como 

(6.2) 

En la representación de Schrooinger, los estados son referidos al tiempo inicial 
to = O. La evolución de los estados asintóticos está gobernada por el operador 
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de evolución libre 
.Hot 

Uo(t) = exp (-~T) (6.3) 

donde Ho Hamiltoniano libre que se supone independiente del tiempo. La 
matriz 8 por el contrario, depende del Hamiltoniano completo H(t) por lo 
que en general, S no conmuta con el operador Uo(t), es decir, la matriz 

(6.4) 

es en general, una matriz 8 distinta. 
Como hemos visto en la Sección 3.4, para tiempos que son múltiplos del 

período 7 del sistema Uo(n7) = Uo donde Uo = Uo(7) es el operador de 
evolución después de un período del sistema. Dado que para un sistema 
periódico en el tiempo la cuasienergía se conserva [70], es decir, [8, uo] = O, 
entonces se sigue de la eco 6.4 que para los tiempos t = n7, S = 8. Dado que 
ambas matrices están relacionadas a través de una transformación unitaria, 
S y 8 son operadores isoespectrales. Ésto es, ambos operadores posen los 
mismos polos y por lo tanto presentan las mismas resonancias. 

De esta manera, para sistemas unidimensionales de dispersión periódicos 
en el tiempo, las probabilidades de reflexión y transmisión se pueden es
cribir como generalizaciones directas de las probabilidades correspondientes 
en sistemas independientes del tiempo [71]. 

En una base de ondas planas 

(ql¡f;0± ) ~ e±iknCe)q e,n (6.5) 

en donde ahora, como en la eco 3.26, el vector de onda depende de la cuasie
nergía 8 como k,.(8) = J2m(8 + nñJ.JJ)jfi, con w el inverso del período del 
sistema, la matriz 8 está dada por 

(6.6) 

Los signos ± corresponden a la doble degeneración de los estados asintóticos 
y n = 0, ±1, ±2, ... está relacionada con la cuasienergía como en la eco 3.26. 

También, es posible calcular la matriz 8(8) como función de la cuasiener
gía utilizando paquetes de onda si la energía incidente de éstos se elige como 
Ein = 8 + nñJ.JJ con n = 0, ±1, ±2, .... Como en el proceso de dispersión la 
cuasienergía se conserva, de la eco 3.26 tendremos que 

E""t - Ein = ñJ.JJ(n - m) (6.7) 
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Figura 6.8: Amplitud de Probabilidad de un pulso antes y después de la 
dispersión. a) Pulso inicial con energía incidente E = 8 + nñw en el n-ésimo 
modo de Floquet. b) Después de que el pulso dispersado regresa a la región 
asintótica, la amplitud de probabilidad se distribuye alrededor del estado 
inicial en los distintos modos de Floquet. 

donde n y m son enteros. Así, la energía en el proceso de dispersión sólo 
puede cambiar en múltiplos de ñw. En la Fig. 6.8-a se muestra un pulso 
incidente, preparado en el n-ésimo modo de Floquet con cuasienergía 8, 
E = 8 + nñw. Cuando el pulso dispersado regresa a la región asintótica, 
Fig. 6.8-b, la amplitud de probabilidad es distribuida en pequeños pulsos 
alrededor del modo de Floquet inicial con energías que difieren como en la 
ec.6.7. 

De esta manera, repitiendo el experimento de la Fig. 6.8 con paquetes 
de onda centrados alrededor distintos modos de Floquet podemos calcular 
numéricamente la matriz S(8), donde el valor de la cuasienergía corresponde 
a la energía de incidencia para el modo de Floquet n = O 

En realidad, con este procedimiento la matriz S no es estrictamente uni
taria debido a que, como hemos visto a lo largo de este Capítulo, típicamente 
parte de la probabilidad del pulso incidente es atrapada en el pozo del poten
cial en donde rota alrededor de la isla y del cual decae exponencialmente2 • 

El cálculo de la matriz S requiere entonces que la energía de incidencia del 
pulso sea tal que, para tiempos razonablemente cortos, la probabilidad del 
pulso que permanece en el pozo del potencial sea despreciable. 

Típicamente, el número de modos o canales de Floquet que se acoplan 

2Lo que en realidad calculamos es una aproximación a la matriz S como el operador 
de evolución de la ec 2.11 calculado a un tiempo largo pero finito. 
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Figura 6.9: Valor absoluto de la matriz S para Ii = 0.01 Y a) A = 1, b) 
A = 2, c) A = 4 Y d) A = 6.25. La duración de los pulsos usados en la 
dispersión fue a = 10. 

---------

en el proceso de dispersión, depende del grado de caotiCiaoo-delsistema. En 
la Fig. 6.9 se muestra este fenómeno. La matriz S fue calculada para los 
100 primeros canales alrededor del canal de entrada para distintos valores 
del parámetro A. Para A = 1, donde el área de las estructuras regulares 
en el retrato fase clásico es muy importante, la dispersión acopla al modo 
inicial con sólo algunos pocos modos vecinos. En este sentido, se dice que el 
acoplamiento es débil. Cuando se aumenta el valor de A, las regiones regu
lares disminuyen y por ende la caoticidad aumenta. Cabe señalar que cuando 
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hablamos de caoticidad en este contexto, nos referimos exclusivamente a la 
disminución del área de las estructuras regulares en el retrato fase, pues como 
se ha descrito en el Capítulo 1, la dinámica solo es caótica sobre el conjunto 
invariante acotado. 

Así para A = 4 el modo inicial se acopla con casi todos modos alrede
dor del modo inicial, sin embargo, la contribución dada por el acoplamiento 
sigue siendo mayor cerca la diagonal, mientras que para A = 6.25, cuando 
el sistema se vuelve hiperbólico, prácticamente todos los modos se acoplan 
uniformemente. El acoplamiento entre modos observado en la matriz S es de 
gran relevancia en el estudio de las consecuencias de la ergodicidad clásica 
para las propiedades de localización de los estados cuánticos en el límite 
semiclásico [87J. 

Para el caso de un acoplamiento débil como el de la Fig. 6.9-a, la am
plitud de la matriz S como función de la cuasienergía muestra resonancias 
angostas aisladas. Estas resonancias pueden ser interpretadas como debidas 
al acoplamiento entre los estados cuasiligados del potencial con el continuo 
[21 J. Como veremos en la siguiente Sección, el espaciamiento promedio en
tre estas resonancias está determinado por el período de los ecos cuánticos 
observados en la dispersión con pulsos cortos. Cuando el acoplamiento es 
fuerte, las resonancias se ensanchan y traslapan. En este caso la amplitud de 
la matriz S como función de la cuasi energía presenta fluctuaciones que son 
descritas por la Teoría de Matrices Aleatorias [19J. 

6.2.2 Probabilidad en el Pozo 

En esta Sección se analiza la amplitud de probabilidad del pulso que per
manece en el pozo del potencial, eco 6.1, a un tiempo dado como función de 
la energía de incidencia 

(6.8) 

En sistemas sometidos a un forzamiento periódico en el tiempo, pueden 
crearse estados cuasiligados. Dependiendo de la amplitud del forzamiento 
éstos pueden o no tener relación con los estados ligados propios del sistema sin 
forzamiento. Para el modelo de la eco 2.1, el Hamiltoniano sin forzamiento es 
el Hamiltoniano libre, por lo que todos los estados cuasiligados serán estados 
de resonancia. 
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Figura 6.10: Amplitud de probabilidad del pulso incidente que permanece 
en el pozo del potencial al tiempo t = 250 como función de la energía de 
incidencia, para un pulso largo con (] = 10, A = 1 Y Ii = 0.01. En esta 
figura se observa un conjunto de resonancias que se repite periódicamente en 
la energía. En el recuadro se muestra un acercamiento de las resonancias del 
primer grupo etiquetadas consecutivamente. 

El cálculo numérico de la matriz S como función de la cuasienergía re
quiere grandes reCursos de me-moriay tiempo-de-cálculo. La próblmilidad 
en el pozo eq. 6.1 como función de la energía de incidencia presenta exacta
mente las mismas resonancias que la matriz S, y su obtención numérica es 
mucho más rápida, por lo que hemos preferido estudiar la relación entre las 
resonancias de la matriz S y el período de los ecos cuánticos en términos de 
Iw· 

En la Fig. 6.10 se muestra I~)(Ein) como función de la energía de in
cidencia Ein al tiempo t = 250 para A = 1 Y Ii = 0.01. La duración del 

---------------



6.2. PULSOS LARGOS 105 

pulso incidente fue (J = 10. En ella podemos observar que las resonancias 
se agrupan en familias que se repiten con una intensidad que decae expo
nencialmente. En el recuadro se muestra un acercamiento del primer grupo 
de resonancias y que hemos etiquetado de la a a la i. La resonancia eti
quetada como j corresponde a la primera resonancia del segundo grupo. En 
la Tabla 6.2 se resumen las energías de las resonancias del grupo uno y las 
primeras resonancias del grupo dos, obtenidas a partir del espectro de Iw. 

peak E¡n !:!.E¡n 
a 1.1128 
b 1.1208 0.0080 
c 1.1285 0.0077 
d 1.1359 0.0074 
e 1.1430 0.0071 

f 1.1497 0.0067 
g 1.1560 0.0063 
h 1.1617 0.0057 
~ 1.1665 0.0048 

j 1.1756 0.0091 
k 1.1836 0.0080 
1 1.1914 0.0078 

m 1.1988 0.0074 
n 1.2059 0.0071 

Tabla 6.2: Energía de las resonancias del grupo uno y las primeras resonancias 
del grupo dos de la Fig. 6.10. También se muestra en la columna tres, el 
espaciamiento de energía entre las resonancias. La incertidumbre numérica 
es de ±1.6 x 10-4 • 

Las resonancias que se observan para energías menores que la de la reso
nancia a, tienen un carácter distinto a las anteriores. Sus energías correspon
den al intervalo de energía que cubre a la variedad estable de la herradura 
clásica en la región asintótica. En consecuencia, estas resonancias corres
ponden al retardo que sufren las trayectorias clásicas debido a la estructura 
fractal en la capa de dispersión y no al acoplamiento con estados cuánticos 
cuasiligados. 

El intervalo de energías que ocupa cada grupo de resonancias se puede 
obtener de los datos en la Tab. 6.2 como Ej - Ea = 0.0628, el cual es igual 
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Figura 6.11: EnergÍa de las resonancias de Iw en la familia uno, comparada 
con el perfil del potencial. Todas las resonancias debidas al acoplamiento 
entre los estados cuasiligados y el continuo tienen energÍas arriba del inter
valo que cubre a la variedad estable de la herradura clásica en la región de 
dispersión, representado por la región en gris. 

a 27r Ii. Como hemos visto, el modelo de dispersión de la eco 2.1 tiene dos 
escalas de tiempo: la primera de ellas corresponde al período de las patadas el 
cual, hemos elegido como r = 1. La segunda escala de tiempo corresponde al 
período de los ecos, que depende del parámetro de desarrollo de la herradura 
clásica. Es de esperarse que las mediciones hechas en la energía contengan 

-. ~- taiIlbién dos escalaS características. Uni de-ellas es el tamaiÍoen energía de 
los grupos de resonancias observados en la Fig. 6.10. La segunda escala de 
energía es entonces, el espaciamiento promedio entre las resonancias de cada 
grupo. 

El ancho de los grupos de resonancias en energía, que llamaremos Ó.Eext 
corresponde al período externo, es decir, al período del sistema como Ó.Eext = 
1Uuext o simplemente text = 27r1i/ Ó.Eext . El valor que medimos para el ancho 
de los grupos de resonancias es Ó.Eext = 0.0628 que coincide exactamente 
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con el período externo t ext = T = l. 
Las resonancias en cada grupo no se encuentran equiespaciadas. El 

espaciamiento entre ellas depende cuadráticamente de su energía. Nues
tra conjetura es que el espaciamiento promedio entre las resonancias de un 
grupo, al que llamaremos LlEint corresponde de igual manera, a la escala 
interna de tiempo del sistema, es decir, al período de los ecos de dispersión 
LlEint = ñwinh donde ahora Wint = 211" /tint es el inverso del período de los 
ecos. 

Antes de obtener los valores para el período de los ecos a partir de las 
resonancias, analicemos la probabilidad del pulso que permanece en el pozo 
del potencial para las energías de incidencia de las resonancias. 

Como hemos mencionado, las energías de resonancia corresponden a las 
energías de los estados cuasiligados que aparecen debido al forzamiento ex
terno del sistema. En la Fig. 6.12 se muestra la distribución de Husimi de la 
probabilidad del pulso que permanece en el pozo del potencial cuando la en
ergía de incidencia de éste es igual a la energía de algunas de las resonancias 
mostradas en la Fig. 6.10. 

La probabilidad atrapada en el pozo para las energías de resonancias se 
establecen sobre los estados cuasiligados del sistema. Para la resonancia a, 
el estado cuasiligado se encuentra en las regiones internas de la isla. Para la 
resonancia e, el estado puebla regiones exteriores y se establece sobre una ca
dena importante de islas secundarias. Para resonancias con energías mayores, 
el estado cuasiligado es cada vez mas abierto. Después de la resonancia e to
dos se encuentran sobre la capa de dispersión. Para la resonancia i, que es la 
última de la familia uno, la probabilidad atrapada se encuentra concentrada 
muy cerca del punto hiperbólico lo cual explica su diferencia en amplitud 
respecto a las demás resonancias. Es claro que un estado mas extendido que 
aquél para la resonancia i decaerá inmediatamente dada su cercanía al punto 
hiperbólico. Así, el número de estados cuasiligados depende enteramente de 
la estructura del espacio fase clásico del sistema. Para una energía incidente 
igual al de la resonancia j, el estado cuasiligado es el mismo que el de la 
resonancia a, lo que corrobora que j es una réplica de a. 

Finalmente, en la Tabla 6.3 se resumen los valores de tint obtenidos a 
partir del espaciamiento promedio entre las resonancias de Iw para distintos 
valores del parámetro A. 

El espaciamiento entre las resonancias de cada grupo decrece cuadrática
mente con la energía, por lo que el error de medición es varias veces mayor 
que el obtenido para los ecos cuánticos a partir de la dispersión de pulsos 
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A tint Tq 

0.500 13.4 ± 3.8 17.4 ± 0.4 
1.000 9.4 ± 1.4 1l.0± 0.6 
1.196 8.5± 0.8 --

1.500 8.2 ± 1.2 7.6 ±0.4 
2.000 7.2 ± 0.9 4.9 ± 0.3 
2.425 6.6 ± 0.6 --

2.500 6.3 ± 0.5 4.9 ± 0.4 

Tabla 6.3: Escala interna de tiempo tint correspondiente al espaciamiento 
entre las resonancias de lw para distintos valores del parámetro A, comparada 
con el perÍodo de los ecos cuánticos Tq obtenidos a partir de la dispersión con 
pulsos cortos. 

6.3 Mas allá de la Mecánica Clásica 

En el presente Capítulo mostramos que los ecos de dispersión se pueden 
observar en mecánica cuántica en experimentos de dispersión de pulsos y que 
su interpretación es la misma que en mecánica clásica. Así, la extracción del 
período de los ecos a partir de mediciones asintóticas abre, por primera vez, 
la posibilidad de analizar experimentos cuánticos de dispersión en términos 
del desarrollo de la herradura. 

La diferencia fundamental entre el comportamiento clásico y cuántico es 
la existencia, en el último, de tunelaje. Así, hemos encontrado que parte 
de la probabilidad del pulso, que permanece rotando alrededor de la isla de 
estabilidad, se establece en regiones inaccesibles para las trayectorias clásicas. 
Consistente con esta observación, hemos encontrado que el período de los ecos 
cuánticos es sistemáticamente menor que el de sus análogos clásicos. 

Más allá del estudio de la dispersión cuántica en si, su análisis en términos 
de los ecos de dispersión, ofrece, adicionalmente, la posibilidad de estudiar el 
interior de la isla de estabilidad, inaccesible para el experimento clásico. En 
este sentido, la mecánica cuántica puede servir como un microscopio para la 
mecánica clásica. 



Capítulo 7 

Ecos en Otros Potenciales 

En los Capítulos anteriores se mostró evidencia numérica de la aparición de 
ecos en la dispersión clásica y cuántica del modelo eq. 2.2. El propósito de este 
Capítulo es mostrar que la aparición de los ecos de dispersión es genérica en 
sistemas Hamiltonianos de dispersión de dos grados de libertad descritos por 
una herradura de orden binario o ternario. La única condición necesaria para 
la observación de los ecos es la existencia, en la superficie de sección, de una 
isla de estabilidad bien desarrollada o equivalentemente, que la herradura 
del sistema esté poco desarrollada, a < 1/2 para una herradura binaria o 
'Y < 1/3 para una herradura ternaria, como se discutió en el Capítulo 3. En 
las Secciones 7.1 y 7.2 se muestra que la observación de los ecos de dispersión 
no depende de la forma del pozo potencial en sistemas pateados. En la 
Sección 7.3 se discute la observación de los ecos en billares. 

7.1 Pared Exponencial 

En esta Sección se considera el potencial de la eco 2.4 con dependencia 
periódica en el tiempo 

00 

V(q) = Ae-q (q2 + q + 1) L .5(t - n) . (7.1) 
n=-oo 

Como se discutió en el Capítulo 2, este potencial es muy similar al que 
hemos usado en esta Tesis, en donde la pared cuadrática para valores nega
tivos de la posición, es sustituido por una pared exponencial. A diferencia 
del potencial de la eco 2.2, en la Fig. 4.6 se mostró que la herradura de este 
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q 

Figura 7.1: Ecos clásicos de dispersión para el potencial eq. 2.4, para A = 1 
en una escala de color logarítmica. Las condiciones iniciales fueron elegidas 
sobre la variedad estable de la herradura en la región asintótica. 

potencial no presenta un comportamiento anómalo. La orientación de las 
variedades estable e inestable de su herradura es normal para cualquier valor 
del parámetro A > O. 

Sin embargo, debido a la dureza de la pared exponencial, el análisis 
numérico de este potencial está limitado al estudio de la dispersión clásica 
debido a que la convergencia de los resultados cuánticos es extremadamente 

~~lenta.Eü la Fig. 7.1 se-muestra-la distribuciólr-de-densidad clásica Pci(q~t)-· -_. 
como función del tiempo y la posición. En el decaimiento de las trayectorias 
que giran alrededor de la isla se pueden observar los ecos de dispersión. 

Aún cuando para este potencial no es posible calcular la dispersión en 
mecánica cuántica, la aparición de los ecos en la dispersión clásica es una 
fuerte evidencia de su existencia en la dispersión cuántica. Obviamente, esta 
limitación numérica no existe en un experimento real. 

---------
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Figura 7.2: Distribución de probabilidad en el espacio de configuración como 
función del tiempo para el potencial de la eco 7.2, en una escala de color 
logarítmica. Los parámetros utilizados son A = 0.173, ñ = 0.03 Y (J = 2.5 
para un pulso con momento de incidencia Po = -2.05. 

7.2 Pared Cuártica 

Como un segundo ejemplo de un potencial pateado consideramos nuevamente 
un potencial similar al de la eq. 2.2 en el que la pared cuadrática es ahora 
una pared cuártica: 

, q < O 
(7.2) 

, q~ O 

Los coeficientes de los términos en el polinomio son tales que V(q) es continuo 
con derivadas primera y segunda continuas. 

En este caso, la pared cuártica es suficientemente suave para permitir 
calcular la dispersión de pulsos cuánticos. En la Fig. 7.2 se muestra la 
distribución de probabilidad en el espacio de configuración 1\lI(q, tW como 
función del tiempo. El pozo del potencial es más ancho que el del potencial 
eco 2.2. En el decaimiento de la parte de la probabilidad que permanece 
rotando alrededor de la isla se pueden observar los ecos de dispersión. 
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Figura 7.3: Billar con dos canales de dispersión. La frontera superior corres
ponde a la función exp ( -ax2

) y la frontera inferior a una parábola c-bx2 para 
a = c = O Y b = 0.48. Este billar tiene tres órbitas periódicas fundamentales 
mostradas como lineas segmentadas en azul. 

7.3 Dispersión en Dos Canales 

Un ejemplo típico para sistemas Hamiltonianos de dispersión de dos grados 
de libertad es un billar. Un billar de dispersión consiste en una frontera de 
paredes duras en las cuales las trayectorias son reflejadas especularmente. 
El billar se conecta con la región asintótica a través de un cierto número de 
canales físicos. 

El orden de la herradura asociada al billar está determinado por el número 
de órbitas periódicas fundamentales, las cuales aparecen como puntos fijos 
en alguna superficie de sección. Un ejemplo de un billar de dispersión se 

o mUeSha en la Fig~7.3-'- Este billar está~foimado por una~froriter¡i-Gaussiana 
y = exp (-ax2) y una frontera parabólica y = c - bX2. Este billar tiene tres 
órbitas periódicas fundamentales mostradas como lineas segmentadas en azul. 
La estabilidad de estas órbitas depende de la razón entre la curvatura local de 
las dos fronteras. Las órbitas periódicas exteriores son inestables mientras 
que la estabilidad de la órbita periódica interior cambia dependiendo del 
valor de los parámetros a, b y c. En este caso, la herradura es ternaria y está 
formada por las variedades invariantes de las órbitas exteriores. Este tipo de 
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Figura 7.4: Distribución de probabilidad en el espacio de configuración como 
función del tiempo para el potencial de la eco 7.3 en una escala de color 
logarÍtmica. Los parámetros utilizados son A = 1, ñ = 0.01 Y (J = 2.5 para 
un pulso con momento de incidencia Po = -1.5. 

billares pueden ser realizados experimentalmente en cavidades de microondas 
o cavidades mesoscópicas. 

También es posible obtener herraduras ternarias usando potenciales uni
dimensionales pateados en el tiempo como por ejemplo 

00 

V(q) = Ae-1ql(i + Iql + 1) L 5(t - n) . (7.3) 
n=-oo 

Este potencial tiene dos órbitas periódicas inestables exteriores y una 
órbita periódica interior que es estable para A < 4. En la Fig. 7.4 se muestra 
para este potencial, la distribución de probabilidad en el espacio de confi
guración IIlt(q, tW como función del tiempo. Cuando el pulso incidente por 
la derecha alcanza la región del pozo, parte es reflejado y parte transmitido. 
La probabilidad del pulso incidente que permanece oscilando en el pozo del 
potencial tiene dos canales de salida, a través de los cuales decae exponencial
mente en ecos. Así, el período orbital puede ser medido tanto en la reflexión 
como en la transmisión en términos del cual, el desarrollo de la herradura 
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Figura 7.5: Billar de dispersión formado por segmentos de parábolas como 
en la eco 7.4 para a/d = 2. 

ternaria puede ser obtenido a partir de la eco 3.6. 
Para mostrar la validez de la eco 3.6 en billares analizaremos el billar de 

dispersión mostrado en la Fig. 7.5 Este billar esta formado por una frontera 
recta y(x) = O Y por una curva el que consiste en segmentos de parábola 
dados por 

a+2d < x :::; -4c 
a + 2d - d(x + 4)2 , -4c<x:::; -3c 
a + d(x + 2)2 -3c<x:::; -c 

y(x) = a + d(2 - X2) -c<x:::; e (7.4) 
a + d(x - 2)2 c<x:::; 3c 
a + 2d - d(x - 4)2 , 3c<x:::; 4c 
a+2d 4c<x:::; 

El parámetro a corresponde al ancho del billar en Ixl = 2c y d al ancho de 
las parábolas. El parámetro c fija nuestra escala de longitud. 

o ~Este-billar posee tres-órbitas periódicas fundamentales: dos órbitas"in~-
estables que corresponden a las trayectorias verticales en x = - 2c y x = 2c 
y una órbita interior en x = O cuya estabilidad depende de los valores de a y 
d. 

Para observar los ecos de dispersión podemos elegir como superficie de 
sección la frontera inferior del billarl. El mapeo de Poincaré se evalua sobre 
esta superficie en las siguientes variables: x como la posición a lo largo del 

I Vale la pena recordar que aún cuando es numéricamente conveniente, la observación 
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Figura 7.6: Retrato fase del billar de segmentos parabólicos en las variables 
(x,l/» para a = 0.1 Y d = 0.05. La posición de los puntos fijos inestables se 
indica con las cruces rojas. Las flechas azules indican las direcciones de los 
canales de salida. 

eje x, de la trayectoria al chocar con y(x) = O y 1/> como el ángulo de la 
trayectoria reflejada medido a partir del eje x positivo. 

En la Fig. 7.6 se muestra el retrato fase de este billar para a = 0.1 Y 
d = 0.05. Para estos valores de los parámetros, el retrato fase contiene una 
isla estable bien desarrollada. Los canales de dispersión sobre la superficie 
de sección ocurren a lo largo de las variedades inestables de los puntos fijos 
inestables, los cuales se indican por las flechas azules en la Fig. 7.6. 

Como en los ejemplos anteriores, los ecos de dispersión tienen su origen 
en el decaimiento de las trayectorias que rotan alrededor de la isla sobre la 
capa de dispersión. Para este billar la herradura es ternaria. Un ejemplo 
de la estructura de la herradura se muestra en la Fig. 7.7 para a = 0.15 Y 
d = 0.165. 

de los ecos de dispersión no está limitada a una superficie de sección. En un experimento 
real los ecos pueden ser igualmente medidos en el espectro de transmisión o reflexión. 
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Figura 7.7: Herradura ternaria del billar de segmentos parabólicos para a = 
0.15 Y d = 0.165. El valor del parámetro formal es en este caso 'Y = 3-5. 

La herradura asociada a billares puede presentar anomalías debidas a la 
discontinuidad en la dirección de las trayectorias que aparece cuando éstas 
son tangentes a las fronteras del billar. Sin embargo, en un cierto rango 
de valores de los parámetros, es posible obtener el parámetro de desarrollo 

Figura 7.8: Distribución de densidad clásica pcl(X, t) en escala de colores 
logarítmica para a = 0.1 y d = 0.05. Las trayectorias incidentes se eligieron 
sobre x = 2 con un ángulo cP uniformemente distribuido en [0.5557r,0.5577r]. 
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, T(¡) Tec1we, 
a) 3 -o 11.5 1O±1.1 
b) 3-15 31.5 30 ± 1.5 
c) 3-25 < f3 < 3-24 49.5,51.5 45± 5.2 

Tabla 7.1: Comparación entre el valor del período orbital calculado a partir 
de la eco 3.6 y el período de los ecos de dispersión obtenidos a partir de las 
mediciones de pcl(X, t). 

formal de la herradura. 
Como hicimos en el Capítulo 4, en la superficie de sección podemos cal

cular la distribución de densidad clásica pcl(X, t) como función del tiempo. 
En la Fig. 7.8 se muestra Pcl(X, t) para los parámetros a = 0.1 Y d = 0.05. 
Al igual que para el potencial de la eco 7.3, los ecos de dispersión pueden ser 
observados en la transmisión o la reflexión. 

A partir de pcl(X, t) es posible obtener el período de los ecos clásicos de 
dispersión para distintos valores de los parámetros a y d. En la Tabla 7.1 
se muestra una comparación entre estos valores y los valores del período 
orbital obtenido del desarrollo de la herradura correspondiente a partir de la 
ec.3.6. El acuerdo entre ambos valores corrobora numéricamente la validez 
de nuestro argumentos del Capítulo 3. 



Conclusiones 

En esta Tesis hemos explorado el problema inverso de la dispersión para 
sistemas de dispersión caótica en mecánica clásica y mecánica cuántica en 
términos del grado de desarrollo de la herradura del sistema. Los resultados 
obtenidos son aplicables a sistemas Hamiltonianos de dos grados de liber
tad o de un grado de libertad con dependencia periódica en el tiempo, en 
situaciones en las que el grado de desarrollo de la herradura es pequeño. En 
mecánica cuántica hemos encontrado que el proceso de dispersión reproduce 
el comportamiento de las trayectorias clásicas para valores de 1i suficiente
mente pequeños. 

En mecánica clásica, las trayectorias clásicas sobre la capa de dispersión 
decaen algebraicamente en forma de ecos, cuyo período mostramos que está 
relacionado con el grado de desarrollo de la herradura. El período de los 
ecos corresponde al período orbital promedio característico de la capa de 
dispersión. En la región asintótica es posible observar los ecos mediante la 
medición del flujo de las trayectorias dispersadas como función del tiempo. 
De esta manera, es posible obtener el desarrollo de la herradura del sis
tema a partir de mediciones asintóticas. La relación entre el período de los 
ecos de dispersión y el grado de desarrollo de la herradura fue verificada 
numéricamente. Ésto constituye la principal contribución de esta Tesis. 

En mecánica cuántica la probabilidad decae exponencialmente en ecos. El 
estudio de la dispersión cuántica se llevó a cabo mediante el análisis de la dis
persión de paquetes de onda. En el límite semiclásico, los sistemas cuánticos 
reproducen el comportamiento clásico. El efecto cuántico más notable es la 
existencia de tunelaje, a través de superficies de KAM, hacia el interior de la 
isla de estabilidad. Consistente a ésto, el periodo de los ecos observados en el 
problema cuántico es sistemáticamente menor al clásico. El comportamiento 
del periodo de los ecos como función del parámetro del sistema, reproduce 
el comportamiento clásico. Ésto permite por primera vez, la posibilidad de 
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obtener el grado de desarrollo de la herradura en sistemas cuánticos de dis
persión y la posibilidad de extender a la mecánica cuántica los resultados 
conocidos para el problema inverso de la dispersión en mecánica clásica en 
términos de la topología de la herradura. 

Experimentalmente es posible observar los ecos de dispersión en sistemas 
con Hamiltonianos dependientes del tiempo (similares al modelo utilizado 
en esta Tesis), en experimentos de dispersión de átomos en superficies [88J 
en el límite clásico y semiclásico. Experimentos correspondientes en cavi
dades electromagnéticas apropiadas [89], así como en cavidades mesoscópicas 
también son posibles. Desde el punto de vista teórico, es interesante que ex
perimentos realizados en esta línea, sean sensibles al grado de desarrollo de 
la herradura correspondiente, ofreciendo así, una herramienta poderosa para 
el estudio del proceso de dispersión en herraduras poco desarrolladas. 



Apéndice A 

Variedades Invariantes 

U na variedad invariante es una superficie contenida en el espacio fase de un 
sistema dinámico con la propiedad de que cualquier órbita x que comience 
sobre la superficie permanece en ella bajo la acción de la dinámica del flujo. 
En otras palabras, una variedad invariante es un conjunto de órbitas que 
forman una superficie [33]. 

Adicionalmente, el conjunto de órbitas que converge o diverge de una 
variedad invariante asintóticamente en el tiempo son también, bajo ciertas 
condiciones, variedades invariantes. 

Consideremos un mapeo f 

f(x ) f ·. Rn ~ Rn 
Xn+l = n, ~ (A.l) 

y supongamos que: 

a) f es un difeomorfismo en Rn 

b) f tiene un punto fijo en x', i.e., f(x') = x· tal que 

e) la matriz de estabilidad para x· tiene n-k eigenvalores con módulo 
I.AI > 1 Y k eigenvalores con módulo I.AI < 1. 

En tal situación, el punto fijo x' es hiperbólico. En la vecindad de x', 
el subespacio generado por los eigenvectores correspondientes a eigenvalores 
con I.AI < 1 forman una superficie diferenciable llamada variedad estable 
local de x'. De igual manera, al subespacio generado por los eigenvectores 
correspondientes a eigenvalores con I.AI > 1 se le llama variedad inestable 
local de x'. 
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Es posible definir una variedad estable global de x· como 

W,(x·) = {x I lim ¡n(x) = x·} . 
n .... oo 

(A.2) 

Este es el conjunto de todos los puntos x del espacio fase que convergen al 
punto fijo x· bajo la acción de ¡. De manera análoga, la variedad inestable 
global de x· es el conjunto de puntos del espacio fase que convergen a x· bajo 
la acción de ¡-1 

Wu(x·) = {x I lim rn(x) = x·} . 
n .... oo 

(A.3) 

Las variedades globales o simplemente variedades estable e inestable del 
punto fijo x· son invariantes. Para mapeos bidimensionales, las variedades 
invariantes de un punto fijo como x· son simplemente lineas que se doblan 
y acumulan en el espacio fase de manera complicada. La topología de éstas, 
es descrita por el mapeo de la herradura de Smale. 

Típicamente, las variedades invariantes W,(x·) y W u(x·) pueden inter
sectarse: 

Sean a y b dos puntos fijos distintos del mapeo ¡ y sea r # a, b tal que 
rE Wu(a) y r E W,(b). Entonces a r se le llama punto heteroclínico. Un 
punto heteroclfnico es la intersección entre la variedad estable de un punto 
fijo y la variedad inestable de otro punto fijo. Si en cambio la intersección 
ocurre entre las variedades estable e inestable de el mismo punto fijo, es decir, 
si a = b entonces a r se le llama punto homoclínico. 

Por definición de la invariancia de las variedades de un punto fijo in
estable, si r es un punto homoclínico, entonces ¡k(r) también es un punto 
horno clínico para todo k E Z. Por lo tanto, la existencia de un punto ho
moclínico implica la existencia de un infinito de ellos. Lo mismo sucede para 
los puntos heteroclínicos. 

La existencia de puntos homoclínicos es un criterio para la existencia 
dé movimiento fuertéméfit«f ca:otiéo~EnO-particular; si en todos los puntos 
homoclínicos, las variedades invariantes de los puntos fijos de un sistema en 
cualquier superficie de sección se intersectan transversalmente, se dice que el 
sistema es hiperbólico. 



Apéndice B 

Formalismo Termodinámico 

Para un sistema dinámico de dispersión su herradura representa la estructura 
de la componente hiperbólica del conjunto invariante acotado o silla caótica. 
Como consecuencia de la estructura fractal de la silla caótica la dispersión 
es irregular: las funciones de dispersión presentan una estructura jerárquica 
con un conjunto no numerable de singularidades sobre un dominio fractal. 

También, la jerarquía fractal de la silla caótica determina la dinámica 
caótica en la región de interacción así como el decaimiento de las trayectorias 
de dispersión. 

Dado que la dinámica caótica ocurre sólo dentro de la región de inter
acción, la dispersión de sistemas que poseen una silla caótica son un ejemplo 
particular del fenómeno conocido como caos transiente, es decir, de sistemas 
cuyas trayectorias se comportan de manera caótica en escalas de tiempo fini
tas [24]. 

En la Fig. 8.1 se muestra una parte de la función de tiempo de retardo 
mostrada en la Fig. 4.3 en donde se puede apreciar su estructura jerárquica 
en todas las escalas. Esta jerarquía puede ser organizada con la ayuda de los 
intervalos de continuidad que separan regiones del dominio en donde ocurren 
las singularidades. 

Como hemos dicho, esta jerarquía es producto de la estructura fractal de 
la silla caótica del sistema. El problema inverso consiste entonces en obtener 
información sobre la estructura de la silla caótica a partir de la jerarquía en 
las funciones de dispersión, misma que es equivalente a la jerarquía de la 
herradura del sistema. 

U na vez que se tiene información sobre la estructura de la silla caótica es 
posible obtener medidas cuantitativas de la dinámica de dispersión como la 
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Figura B.1: Jerarquía de las funciones de dispersión. Los segmentos en rojo 
corresponden a las longitudes de los intervalos que contienen a las singulari
dades en la función de dispersión en los distintos niveles de jerarquía. 

velocidad de escape o el exponente de Lyapunov. 
El fonnalismo tennodinámico consiste en un procedimiento para obtener 

estas medidas cuantitativas a partir de la jerarquía fractal de la herradura o 
de las funciones de dispersión. En la Fig. B.1 los intervalos en rojo ejempli
fican como se extrae la jerarquía fractal a partir de la función de dispersión. 
Éstos corresponden a los intervalos del dominio sobre los cuales se encuen
tianlassingularidades·. El primer nivel dejerarquía L(l) confonna el dominio 
total sobre el cual se encuentran todas las singularidades en la función de dis
persión. En un segunda nivel las singularidades ocurren sobre tres intervalos 
distintos separados por intervalos de continuidad. Los intervalos en el se
gundo nivel de jerarquía Ll2

) se enumeran con el índice i. En un siguiente 
nivel de jerarquía, estos intervalos son sucesivamente seccionados por más 
intervalos de continuidad. 

Cada uno de los intervalos L¡n) en el nivel n-ésimo se puede asociar con 
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una secuencia simbólica. Para un sistema hiperbólico, el número de símbolos 
necesarios es dos. En el ejemplo de la Fig. B.1 el sistema es no hiperbólico. 
Así vemos que en el segundo nivel de jerarquía aparecen tres intervalos para 
los cuales serían necesario tres símbolos. Para sistemas no hiperbólicos el 
formalismo termodinámico no es aplicable. Sin embargo, a partir de ob
servaciones numéricas se sabe que para ciertos valores del desarrollo de la 
herradura [29J, los efectos no hiperbólicos a parecen en niveles de jerarquía 
altos, siendo aún posible utilizar el formalismo termodinámico. 

Suponiendo que el formalismo termodinámico es aplicable, es rosible aso
ciar una única secuencia simbólica binaria para cada intervalo L¡n . La obser
vación clave de este procedimiento es la conexión entre secuencias simbólicas 
binarias y los micro estados de cadenas lineales de espines cuánticos. De tal 
manera, uno puede interpretar los símbolos O o 1 como un espín en el estado 
down o up. En este caso, la interacción apropiada entre los espines consiste 
en que el logaritmo de las longitudes de los intervalos L¡n) sea proporcional 
a la energía interna por espín E(Sj) del micro estado dado [60, 90, 91, 92J 

E(Sj) = -~lnL}n) . 
n 

(B.1) 

La idea ahora es obtener la distribución de las longitudes de los intervalos 
L¡n) , imponiendo que esta longitud escala como una ley de potencias con 
exponente (3. La ventaja de la analogía termodinámica consiste en que L¡n)¡¡ 
es en este sentido el factor de Boltzmann con temperatura 1/(3 y la suma de 
este sobre todas las configuraciones es la función de partición. Dado que la 
energía libre es extensiva, el escalamiento de la función de partición con (3 
debe ser exponencial en el límite de n grande: 

(B.2) 

La función :F((3) es la energía libre por espín o simplemente energía libre 
en el contexto dinámico l

. 

A partir de la función (3:F((3) es posible obtener cuantitativamente, las 
características dinámicas del sistema de la siguiente manera: Si se grafica 
la función f]:F(f]) como función de (3, su valor en (3 = 1 corresponde a la 
ve/ocidad de escape del conjunto invariante. Su intersección con el eje (3 
determina la dimensión fractal parcial. Su valor en (3 = O es el negativo 

1 En la literatura matemática, f3:F(f3) es llamada entropía topológica. 
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de la entropía topológica. La pendiente de la línea tangente a la función en 
f3 = 1 es el exponente de Lyapunov, su intersección con el eje f3 determina 
la dimensión de información y su valor en f3 = O el negativo de la entropía 
métrica. 

Como hemos mencionado, las longitudes L¡nJ pueden también ser obte
nidas a partir de las intersecciones de la variedad inestable de la herradura 
con el nivel -1 de su variedad estable. En el caso particular de sistemas 
periódicos en el tiempo la jerarquía generada por la herradura del sistema 
es equivalente a la información contenida en las funciones de dispersión. Sin 
embargo, en el caso general, la función de dispersión será necesaria para 
organizar la jerarquía en la estructura de la herradura. 

------- -- ------
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Estabilidad Lineal 

La evolución de todo sistema dinámico está detenninada por la estabilidad de 
sus órbitas periódicas y en particular, por su estabilidad lineal que detennina 
la manera en la que perturbaciones infinitesimales se desarrollan en el tiempo. 

Sea x' = (p, q) un punto fijo del mapeo de Poincaré P de un sistema 
Hamiltoniano de dos grados de libertad sobre alguna superficie de sección, 
es decir, P(x') = x'. La dinámica local en la vecindad del punto fijo está 
detenninada por la su estabilidad lineal. 

El procedimiento para obtener la estabilidad lineal de un punto fijo con
siste en expandir x = x' + ~x, conservando ténninos hasta de orden lineal. 
Haciendo esto, se obtiene una ecuación de la fonna 

(C.l) 

donde L, llamada matriz de estabilidad, es independiente de ~x y está dada 
por 

L= 
Oqn+l 

oPn 

Entonces, los eigenvalores de L 

det(L - Al) = O , 

detenninan la estabilidad lineal del punto fijo. 
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(C.2) 

(C.3) 
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Las soluciones a la eq. C.3 

TrL TrL 2 

[ ]

1/2 

Al.2 = -2- ± (2) -det L (C.4) 

son tales que A1A2 = 1 Y Al +A2 es un número real con tres posibles soluciones. 
Para un mapeo que preserva área (det L = 1) se tiene lo siguiente: 

ITr LI < 2 ) Los eigenvalores son complejos conjugados sobre el círculo 
unitario 

representando soluciones estables con 

TrL=2cosw. 

(C.5) 

(C.6) 

Entonces, el punto fijo es elíptico con un número de rotación igual a w 
dado por 

ITr LI > 2 ) 

tales que 

y 

w = cos-l(Tr L/2) . 

Los eigenvalores son reales recíprocos 

A2 = All 

Tr L = 12coshwl . 

(C.7) 

(C.8) 

(C.9) 

(C. ID) 

En este caso el punto fijo es hiperbólico si Al > 1 o inverso hiperbólico 
si Al < -1. Al es el factor de contracción en dirección de la variedad 

~ ~~ ooc estable y A2 élfact6r de expansión en la variedad inestable. 

ITr LI = 2 ) Los eigenvalores son iguales, tales que 

(C.U) 

En este caso el punto fijo es parabólico y corresponde a una situación 
de estabilidad marginal. 
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