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Introducción 

El fenómeno del movimiento de las ondas en un medio es algo con lo que 
nos encontramos todos los días, así las cosas, es algo muy común, usar toda 
clase de ondas en nuestra vida diaria, por decir: ondas de radio, ondas de 
agua, microondas, ondas de luz, ondas de sonido, etc ... , es en ello que radica 
la importancia física de poderlas describir de la manera mas precisa posible 
para poder hacer uso de ellas. 

Se sabe actualmente que en general el movimiento de las ondas en un 
medio cumple con el principio de superposición, pero ello solo funciona 
cuando las ondas de las que estamos hablando tienen bajas amplitudes. 
En general los fenómenos reales que involucran el movimiento de las ondas 
y que actualmente se estudian, obedecen una dinámica no lineal. Así por 
ejemplo encontramos: las ondas de un rayo laser n fuerte" o las ondas en un 
plasma. 

U na de las ecuaciones a las que se ha recurrido para describir este tipo 
de dinámica no lineal de las ondas, es la Ecuación de Schrodinger No lineal 
"cúbica", que en el contexto en el que hablamos de la velocidad de grupo de 
las ondas en movimiento se puede ver como: 

i :t.p + :':,.p + g[.p['.p = O 9 = ±1 

Donde 1jJ(x, t) es la función de onda. Debo mencionar que el nombre de 
ecuación de Schrodinger No lineal se debe a una analogía con el nombre de 
la ecuación de Schrodinger Lineal que se estudia en la Mecánica Cuántica, 
a saber: 

i :t.p + :':,.p = O. 

También en analogía a la interpretación de la ecuación de Schrodinger 
Lineal, en la ecuación No lineal "cúbica" se interpreta a la parte de -~ 
como la energía cinética del sistema y a la parte de _gl1jJ1 2 como la energía 
potencial del sistema. 

U na de las preguntas fundamentales para encontrar la solución de la 
ecuación de Schrodinger No Lineal "cubica" es saber si dichas soluciones son 
"estables)) o no. Actualmente se sabe que cuando 9 == -1 dichas soluciones 
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son estables y cuando 9 = + 1 las soluciones son "modulacionalmente" in
estables. Existen algunos autores que restringen a la inestabilidad "modu
lacional" cuando las perturbaciones de la onda son en la dirección de la 
propagación de la misma y dan el nombre de inestabilidad "filamental" 
cuando las perturbaciones son en las direcciones transversales a la propa
gación de la onda. Este tipo de inestablilidad tiene una interpretación física 
relevante dentro de la óptica no lineal. 

Fue a finales del siglo XIX que se observó lo que despues sería (en los 
años 60) la primera solución exacta y analítica de la ecuación de Schrodinger 
No lineal cubica, dicha solución se conoce con el nombre de "solitones" (el 
nombre de solitón proviene del hecho de que se trata de una onda solitaria 
que emerge de la colision de dos ondas similares sin cambiar su forma y su 
velocidad) yes de la siguiente forma~ 

.p(x, t) = Vp(x, t)e'u(x,t) 

Cuando 9 > O se tiene que: 

p = posech2
( ,¡g¡¡ax), (f = ~pot, 

y cuando 9 < O se tiene que: 

p = Po[1 - a2
( VlglPoaxj, 

sin-1(a tanh( JfYlPoax) 
(f = i 

[1 - a2sech2( JfYlPoax)l' - ~po(3 - a2 )t 

donde a es una constante real y Po es la amplitud del solitón j cuando 9 > O a 
los solitones se les conoce como solitones claros ("bright solitons") y cuando 
9 < O se les conoce como solitones oscuros (" dark solitons"). 

De este modo la importancia de la Ecuación de SchrOdinger No Lineal 
)) cubica') radica en que se utiliza en la descripción de la dinámica de ondas 
no lineales como por ejemplo: en la propagación de un rayo laser en un 
medio con un índice de refracción sensible a la amplitud de la onda) o por 
ejemplo ondas de agua propagándose en la superficie libre de un fluido ideal 
o en ondas en plasmas. 

Todos estos casos se han estado trabajando, dada su relevancia física) 
derivado del problema en específico una Ecuación de Scb.rOdinger No lineal 
j) cubica" para la cual es posible encontrar Ulla solución de forma explícita. 

En este trabajo de tesis se pretende discutir la forma en que dicho prob
lema es abordado para casos mas generales en los cuales la nolinealidad 
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abarca más de un sólo término cúbico. En este caso no es posible presentar la 
solución de la ecuación de manera explícita, pero si es posible caracterizarla 
de manera asintótica y recuperar mediante un porcedimiento matemático los 
potenciales que nos determinan el carácter del sistema dispersivo, es decir, 
el potencial. 

En términos generales dado que en esta tesis nos interesa abordar el 
problema desde el punto de vista matemático el grueso del trabajo está 
enfocado al estudio de ciertas disciplinas matemáticas que nos servirán para 
poder discutir la forma en que dichas herramientas nos sirven para resolver 
el problema en específico. Estas herramientas son lo que se conoce como 
Teoría de operadores y Teoría de dispersión. 

De este modo en esta tesis se discutirá una aplicación de la Teoría de 
dispersión y Teoría de operadores para resolver la ecuación de Schr6dinger 
con un término no lineal específico, dicha solución aparece en un artículo 
recientemente publicado.1 El problema que se plantea en dicho artículo es 
el siguiente: 

Dada la ecuación: 

a ¡{loo. 
iatu(t,x) = - dx,u(t,x) + Vo(x)u(t,x) + LV;(x)!u!'CJO+J)u(t,x) 

)=1 

donde jo es 'Un entero.jo ~ ~ para alguna (f < P < 00 con (f :::::: 3.57. Se 
probará que bajo ciertas condiciones, el límite para bajas amplitudes del op
erador de dispersión determina unívocamente las funciones Vj,j = 0,1,···. 
El método también sirve para reconstruir los potenciales Vj,j = 0, 1,'" 

La lógica del planteamiento en el problema matemático nos obliga a 
desarrollar en los primeros dos capítulos de la tesis, la fundamentación de las 
herramientas matemáticas para una total comprensión del problema. Dichas 
herramientas forman parte de lo que sería un curso introductorio en las 
materias conocidas como Teoría de Dispersión y como Teoría de operadores. 
En el primer capítulo se desarrollan los espacios fundamentales para tener las 
bases matemáticas necesarias para la comprensión de estas teorías. Dichos 
espacios son conocidos como Espacios de Hilbert, Espacios LP y Espacios de 
Sobolev. 

En el segundo capítulo se definirán los conceptos básicos en la Teoría de 
Operadores. 

lWeder, R.A lnverse Scattering for thc NOllliD.ear Scbrodinger Equation. ReCQllstruc~ 
tioD. of the PotenCial and che Nonlinearity. Matemathical Methods in tbe Applied SClences. 
11(2001),245-254 
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En el tercer capítulo se entra de lleno a la parte física del problema y 
se da una introducción de lo que son los conceptos fundamentales para el 
desarrollo de la Teoría de Dispersión. 

En el cuarto y último capítulo se presenta la discusión del artículo en el 
que se soluciona la ecuación de Schrodinger no lineal. La discusión se centra 
en el planteamiento del problema así como la complementación de algunos 
resultados. 
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~apítulo 1 

8spacios Matemáticos Importantes 

lo1 Espacios de Hilbert. Conceptos Básicos 

~os espacios de Hilbert son una generalización natural de los espacios euclidianos Rn. Usualmente tienen dimensión 
nfinita y aparecen como conjuntos en los que se trabajan muchos problemas de matemáticas y de física matemátlca 
Jonsideremos, primero un espacio vectorial V sobre un campo R (o e), que está equipado con un producto escalar (o 
nterno) entre sus elementos. Para cualquiera pareja de vectores x, y E V se asociará en número (x, y) de manera que 
as siguientes propiedades se cumplan: 

:0 es el cero en V) 

(K= R o e) 

(x,x) 2': O,(x,x) = O ~ x = 8. 

(x, y + z) :=: (x, y) + (x, z)Tfx, y, z E V. 

(x,Ay) = X(x, y)Vx, y E V,VA E K. 

(x,y) = (y,x). 

Se puede notar que de las propiedades (1.1.1) se desprenden lo siguiente: 

(x,ay + /3z) = ó:(x,y) + ~(x,z)"rlx,y,z E V,o.,¡3 E K 

(Ax,y) = A(x,y)Vx,y E V,A E K. 

(x+y,z) = (x,z) + (y,z)Vx,y,z E V. 

1.1.1 Ortogonalidad 

Decimos que dos elementos x, y E V son ortogonales si su producto interno es cero, entonces escnbimos: 

xJ.y "" (x,y) = O 

De este modo se pueden definir conjuntos ortonormales en V de la sigulente manera: 
A e V es ortonormal Sl (x,y) = O'ix,y E Ax #- y 

(.z:,x) = l'ix E A. 

La norma IIxll de ~n elemento de V está definida por: 

(x,x)\ = IIxll. 
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(1.1.1a) 

(1.1.1b) 

(1.1.2a) 

(!.1.2b) 

(1 1 2c) 

(1.1.1.1) 

(1.1.1.2) 

(1.1.1.3) 
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Un importante resultado conocido como Desigualdad de Besse1 puede ser establecido como sigue: 
Proposición 1.1.1.1 
Sea {X .. };;r=l un conjunto finito ortonormal de V. Entonces "Ix E V la siguente desigualdad se cumple: 

N 

¿ 1 (x,xn) 1''''lIxll'· (1.1.1.4) 
n=l 

Demostración: 
Empezemos observando que: 

(1.1.1.5) 

Ahora notemos que: 

(~(x,xn)xn,x - ~(x,xn)xn) 

= (~(x,xn)x.,x) - (~(x,xn)x.,~(x,xn)xn) 
N N 

= ¿(x,xn)(X.,x) - ¿ ((x,x,)x" (x,x,)x,) 
n=1 ',J=1 

N N 

= ¿ I(x,xn)l' - ¿(x,x.)(x,x,) = o. 
n=1 n=1 

En ese caso tendremos que Uzll2 + lIyl12 == lIy + Zll2 y así lIyIJ2 ::; Ily + Zll2 == IIxll2 y como: 

lIyll' = (~(x,xn)x., ~(x,xn)xn) 
N N 

= ¿(x,xn)(X,Xn) = ¿ l(x,xn)I'· 
.. =1 n=1 

Se obtiene la desigualdad (1.1.1.4) <;; 
Corno corolario de este resultado se obtiene la siguiente desigualdad también muy importante y que es conocida como 
Desigualdad de Cauchy-Schwarz: 
Proposición 1.1.1.2 
Para cualquiera par de elementos x, y E V la siguiente deSIgualdad se cumple: 

l(x,y)1 "'lIxll·llyll· (l.l 1.6) 

Demostración: 
Si y == O, tenemos que (x,y) == (x,y + y) = (x,y) + (x,y) por lo que (x,y) = O. Además como lIyll = O la ecuación 

(1.1.1.6) se cumple trivialmente. En caso de que y ':# O se tiene que, como el conjunto formado por Cm) es un 
conjunto ortonormal de un elemento, entonces se puede aplicar (1.1.1.4), y siendo así se tiene que' 

Lo cual nos da la desigualdad (1.1.1.6)0 

= l(x,Y)I' < IIxll' 
lIyll' -

., l(x,y)1 ~ IIxll·llyll· 
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Otra proposición interesante es la siguiente, en la que se establece una igualdad conocida como: Ley del Paralegramo 
Proposición 1.1.1.3 
Para cualesquiera x, y E V la siguiente desigualdad se cumple: 

IIx + yll' + IIx - yll' = 201xll' + lIyll') . 

Demostración: 
Tenemos que: 

II(x +y)lI' + lI(x -y)lI' = (x +y,x +y) + (x -y,x -y) = 

211xll' + 211yll' + (x, y) + (y,x) - (y,x) - (x,y) = 201xll' + lIyll') , 
lo que nos da el resultado esperado. <) 
Definición 1.1.1.4 
Un espacio lineal sobre e o R "equipado"de un producto escalar es llamado ESPACIO PRErHILBERT. 

1.1.2 Espacios L~neales Normados 

(1.1.1.7) 

Estos espacios son nuevamente espacios vectoriales definidos sobre un campo K ( que puede ser e o R) pero ahora 
"equipados"con una función ('norma,) V --+ R, denotada por: x E V --+ IIxl1 E R, tal que cumple con las siguientes 
propiedades: 

(1) 
IIxll 2: OVx E V,lIxll = O .. x = O 

(2) 
lIaxll = lalllxllVo E K,x E V (1.1.2.1) 

(3) 
IIx + yll :5 IIxll + IIYIIVx,y E V 

Proposición 1.1.2.1 
CualqUIer Espacio Pre-Hilbert se convierte en un espacio lineal normado con la definición (1 1 1.3) 

(x,x)\ = IIxll 

Demostración: 
La primera de las ecuaciones (1.1.2 1) se cumple fácilmente de la definición de producto escalar. Ahora notemos que: 

lIaxll' = (ax,ax) = a· '*11' = 101'lIxll' 

Además de que' 

IIx + yll' = (x+y,x+y) = IIxll' + lIyll' +2Re(x,y) ~ IIxll' +lIyll' +21Ixllllvll, 

con lo que: 
IIx + yll' ~ (lIxll + IIvll)', 

y por tanto se obtiene el resultado esperado. O 
Mencionemos ahora la definición de espacio métrico. 
Definición 1.1.2.2 
Un mapeo d: X x X -)o R+ es llamado métrica (o dt.$tancia) en el espaciO X, si satIsface las siguientes tres condiciones: 

(1) d(x, y) = O <> x = y 

(2) d(x,y) = d(y,x). 

(3) d(x, z) ~ d(x,y) + d(y, 'l. 
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Al par (X,d) se le conoce como espacio métrico. 
Observación: 

5 

Cualquier espacio lineal normado V es también un espacio lineal métrico, donde la distancia (métrica) entre dos 
elementos x, y E V está definida por: 

d(x,Y)~IIx-YIl· (1.1.2.2) 

Consecuentemente, los conceptos de convergencia, sucesión de Cauchy, completez (" Cualquier sucesión de Cauchy es 
convergente si y sólo si tiene un límite") que son muy empleados en los espacios métricos, tienen su correspondiente 
significado en espacios nOrmados lineales, así como en espacios Pre-Hilbert Por ello daremos la siguiente definición. 
Definición 1.1.2.3 
Cualquier espacio Pre-Hilbert que es completo es un espacio de Hilbert. Cualquier espacio nonnado hneal completo 
es un espacio de Banach. Todo espacio normado X puede ser un espacio de Banach o ser un subconjunto denso de un 
espacio de Banach Y X e Y tal que la norma definida en X cumple con la siguiente igualdad: 

En ese caso al espacio Y se le conoce como el completamiento de X. Podemos ver que la norma en Y vista como 
un operador, en este caso, es una extensión de la norma de X (un operador lineal Al es llamado extensión de A si 
D(A) <;; D(A') y si A' I ~ Al, VI E D(A)). 
Definición 1.1.2.4 
Se dice que dos normas definidas en un espacio vectorial X son equ.~valentes si estas inducen la misma topología en X, 
esto es, si para alguna COnstante c > O: 

1 
ellxlh S IIxll, S ~lIxlh 

para toda x E X, !I . lit, !I . !l2 son las dos normas 

1.1.3 Geometría de los Espacios de Hilbert 

Sea 11. un espacio de Hilbert y M un subespacio lineal cerrado de 1i (Esto es, si (X7I)~ es una sucesión de M y 
Xn -)o Xo E 11. entonces X o E M). Con el producto escalar inducido, M es un subespacio Pre~Hilbert de 11. que también 
será completo. (SI (x".)~ eS una sucesión de Cauchy de M entonces converge a alguna f E 11. Y como el conjunto es 
cerrado f E M también.) 
Definamos ahora en 11. el subconjunto Mol ( El complemento ortogonal de M) que está dado por. 

M L = {h E H\h.LM} ~ {h E H\(h,m) ~ O\fm E M} (1.1.3.1) 

Ahora el subconjunto Mol es también un subespacio lineal cerrado; en efecto, si h ... E Mol Y h ... --)o ha se concluye que 
(h", m) = O'Vm E M, 'Vn E N Y por lo tanto (ha, m) = O'Vm E M Esto es fácilmente observable por que: 

I(h.,m) - (ho,m)1 = I(h. - ho,m)1 S IIh. - h,lllImll--> O,n --> oo. 

Por lo que ahora tenemos dos subespacios de Hlibert de 11., M y Mol, notemos que M n Mol = {O}. 
Un teorema fundamental en la teoría de los Espacios de Hilbert es el siguiente: 
Teorema 1.1.3.1 (Teorema de la Proyección) 
Sea M un subespacio hneal cerrado de un espacio de H¡lbert 11.. Cualquier h E 'H. puede ser escrita de la forma: 
h = k + l donde k E M Y l E Mol, los elementos k, l están determinados de manera úmca por h (Declmos que 11. es 
la suma directa de M y Mol). 
Para la demostración presentaremos primero el siguente lema. 
lema 1.1.3.2 
Sea 11. un espacio de HIlbert y seaf( e 1(. un conjunto convexo cerrado. Denotaremos d = mf{llxll,x E K}. Entonces, 
eXIste un ÚniCO elemento X o E I<, lI:l:all = d 
Demostración: 
Notemos primt"ro que 'Vn E N3xn E K tal que: 

1 
d S IIx,,11 S d+ - => hm Ilx,,1I = d, n n-+oo 

(1.1.3.2) 
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luego observaremos que la sucesión (xn) es una sucesión de Cauchy. Usando la Ley del Paralelogramo tenemos la 
siguiente relación: 

que también puede ser expresada como: 

(1 1.33) 

Por la cOnvexidad del conjunto K tenemos que" ~ (xn + xm) E K, por lo que, lit (xn + Xm ) 11 ;:::: d con lo que. de 
acuerdo a la ecuación (1.1.3.3), tendremos la siguiente desigualdad-

(1.1.3.4) 

Ahora de acuerdo con (1.1.3.2) tendremos que \!Xn11 2 -t ¿.\ IIxmll2 -t ¡{Ji entonces, Ve > 0, tendremos que IIxnll2 < 
ti? + e2 , lIxml12 < d? + e2 , si tomamos n ~ n (lO) ,m 2: n (é) ,tendremos que: 

IIxn - xmll2 < 2 (2cf +2t:2
) -4d? = 4e?,n,m 2: nCE), 

lo que significa que (xn)~ es una sucesión de Cauchy. Sea Xo = limn---J.oo Xn , entonces Xv E K y 1Ixoll = limn-+= Ilx,,11 = 
d. 
Finalmente, supongamos que Xl E K Y que IIxll1 = d, entonces ~ (xo + Xl) E K y: 

o oS 11"' ; X
o 11' = ~ (lIxolI' + IIx1I1') _11 Xo

; x, 11' =,f -ll xo ; x, 11' oS o. 

Por lo que lizo - xII! = O,Xl = X O ' <> 
Corolario 1.1.3.3 
Sea 11. un espacio de Hilbert, M un subespacio cerrado de 11. y sea x E Ji. Entonces existe en M un único elemento z 
tal que: 

IIz-xlI oS lIy-xll,\lyE M 

Demostración: 
Tomemos K = x - M = {x - m,m E M}.Es faeil ver que K es un conjunto convexo en 1i. Entonces, 3!w E K, tal 
que 

IIwll = mf {lIx - mil} 
mEM 

Ahora, w E K significa que w = x - z, para algún z E M Esto es: 

IIx - zll oS IIx - yll, \ly E M 

Con lo que se concluye el resultado. <> 
Ahora podremos presentar la demostradon del teorema 1.1 3.1. 
Demostración del teorema 1.1.3.1: 
Primeramente estableceremos la unicidad de la descomposIción, para ello asumamos lo siguiente: 

h = k1 +l1 = kz +lz,k, E M,l, E M.1.,t = 1,2 

Lo que origina que: 

Siendo así: kl = kz,h = h. 
Ahora se establecerá la ex!stencia de la descomposIción. Para h E 'H., consideremos (por el Corolario 1.1.3,2) el único 
elemento z E M, tal que' 

IIz - 1.11 oS lIy - 1.11, \ly E M. (1.1.3.5) 

Ahora SI escribimos h = z + (h - z)y denotamos h - z = w (notemos que I1wll = mf.::EAdllh - =Il}). Parametrizando 
de manera rcal a y = z + tu con tER Y z, u E M podremos derivar lo siguiente: 

d = IIz - hll oS 11" - (z + tu) 11, \1/. E R, \lu E M 
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,ue es lo mismo que: 

) que implica que: 

d' S IIw - tull' ~ IIwll' - 2tRe (w, u) + t'lIull' ~ d' - 2tRe (w, u) + t'lIull', 

o S; -2tRe (w,u) + t21\u1l2 , 'v't E R 

t (tllull' - 2Re(w,u)) ~ O, Yt E R. 

7 

(1.1 3.6) 

\bora, si Re(w,u) #' O, la desigualdad (1.1.3.6) falla para 0< t < 2iíLild") o para 2~il~lt) < t < O. Por lo que 
!Re (w,u) :::: 0, Vu E M. Y el teorema para espacios de Hilbert sobre R está demostrado. Para el caso de los espacios 
le Hilhert sobre e se procede de manera análoga sólo que la pararnetrizaciÓll no se hace con t sino con ir, con TER 
r se obtendrá Im(w,u) :::: 0, '<tu E M. En cualquier caso se obtiene (w,u) = OVu E M,w.lM. <> 
reorema 1.1.3.4 
,ea M e 1l un subespacio (no necesariamente cerrado) del espacio de Hilbert 'Ji, y sea M la cerradura de M. Entonces 
a siguiente igualdad se da: 

Demostración: 
Primero demostraremos que M e (M.l)\ puesto que h E M, (h,x) = O'v'x E M.l,h E (MJ.)l., tomando las clausuras 
í' considerando que el complemento ortonormal es un conjunto cerrado se tiene el resultado. 

A.hora, demostraremos que M ::> (M 1.) 1., tomemos x E (M 1.) 1.. Se puede escribir x = y + z, donde y E M, z E M1. = 
Mi.. Dado que x..LM.J.., tenemos que (x,z) = O. Esto es que O = (y + z,z) = (y,z) + IIzl\2 = IIzll2 lo que implica que 
z= Oy por tanto::.; =yE M <> 

1.1.4 Espacios Lineales Normados y mapeos lineales 

Decimos que una sucesión (xn)~ en un espacio normado lineal E, es convergente al elemento X o E E si y solo SI 

UXn - xoll --+ O cuando n --+ oo. También decimos que una sucesión (xn)~ en E es de Cauchy si y sólo si '<Ir: > o3k E N 
tal que \\xn - !tm\1 < r:, para cualesquie.a m ~.k, n ~ k. 
En relación con lo dicho anteriormente con respecto a los espacios de Banach, decimos que un espacio E es de Banach 
si cada sucesión de Cauchy en E converge a un elemento de E (Recordemos que un espacio de Banach es un espacio 
normado completo). 
Definiremos ahora lo que es una vecindad abierta y una vecindad cerrada en un espacio normado E 
Una vecindad ablerta B (xo, p) en E (con centro en Xo y radio p) está dada por la desigualdad: 

E(x"p) ~ (x E E,lIx-xoll < p) (1.14.1) 

Una vecindad cerrada e (xo, p) (nuevamente con centro Xo y radio p) será definida por la siguiente desigualdad: 

C(xo,p) ~ {xE E,lIx-xoll S pl (1.1.4.2) 

Con la defimción de vecindad cerrada (o abierta) se puede decir lo que es un conjunto cerrado A en un espacio nOrmado 
E con la siguiente definición: 

A e Ees acotadosiy sólo si 3 una vecindad B(O,p) tal que x E B(O,p)\fx E A. 
(O equivalentemente, si 3p > O tal que IIxll < p, '<Ix E A ) 
Consideremos ahora lo siguiente, para dar una introdUCCión de la teoría de operadores. Sean E y F dos espacios 
normados. Luego consideremos a T, un mapeo lineal (función u operador) definido de E hacia F. 
Antes de plantear un nuevo teorema, debemos de recordar que un mapeo T es lineal cuando: 

T(ox + Py) ~ oT(x) + PT(y), Vo,P E K, Yx,y E E. (1.1.4.3) 

También debemos decir que T es un mapeo continuo (cn E) si la siguiente propiedad se cumple; 

(1.1 4.4) 

Teorema 1.1.4.1 
Cualquicr mapco lineal T . E -~ Fes contmuo si y s610 si, '1 conjunto acotado A e E 1.). Imagen T(.-t) es acotada en 
F. 
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)emostración: 
'rimero asumamos que T es continuo y que A es un conjunto acotado en E. Si consideramos que T(A) no es acotado 
n F, podemos encontrar entonces "In E N elementos X n E A tales que l\TxnllF 2: n. De esto se sigue que, mientras 
ue ~ -t O en E se tiene que HT(~ )IIF = ~IITxnI1F ;?: 1; lo que contradice el hecho de que T es continua en todo E. 
)e manera inversa notemos que si IIxllE < e', entonces lITxllF < e (Para algún e > O). De esta manera Vx E 
~,x #- O se tiene que IIT( nzTr; HIF < e, entonces IITxllF < GllxllE y por tanto IIT(x - y}IIF :::; Cllx - yUE. \fx,y E E. 
,0 que significa que el operador es Lipschitz continuo en E. O 
Ina vez demostrado el teorema, se introducirá un caso particular de una clase de operadores, aquellos que envían 
. el espacio E en el espacio K que es un campo, y que por si mismo es espacio vectorial. Al conjunto de todos los 
.peradores lineales de este tipo se le conoce como espacio dual E' = f(E, K) de E. 

Definiremos en el espacio dual El la norma siguiente: 

IIJIIE' = sup 1 J(x) 1 • 
1I:tlls9 

(1.1.4.5) 

.1as adelante observaremos que el espacio dual El es un espacio nonnado completo, es decir un espacio de Banach. 
l continuación presentaremos el siguiente teorema conocido Como el Teorema de la representación de Riesz. 
reorema 1.1.4.2 
.ea 1[ un espacio de Hilbert y sea 1[1 = l(H, C) su espacio dual. Entonces para cada F E 1[' existe un único elemento 
'F E 11., tal que la siguiente relación se da: 

F(x) = (X,YF)VX E 1/. (1.1.4.6) 

( además se da la siguiente equivalencia de normas: 

(1.1.4.7) 

Vota: 
Jualquier elemento y E 1[ determina un elemento FlI E 1[' dado que: 

F,(x) = (x,y). (1.1.4.8) 

Demostración: 
::onsideremos primero el espacio nudeo o Kernel de F: 

K"F = (x E 1/,F(x) = O} (1.1.4.9) 

Se puede deducir que el KerF es un subespacio cerrado de 1i, puesto que si sucede que x" -)o Xo entonces tenemos 
lue dado que x" E KerF, entonces F(x,,) = O lo cual a su vez implica (dado que F es continuo) F(xo) = O o lo que 
~s lo mismo Xo E KerF. 
::uando suceda que K er F = 1[ entonces solo basta tomar a YF = O Y el teorema está demostrado. 
En otro caso el K erF es un subespacio propio de 11.. Podemos hallar entonces un yoJ..KerF, puesto que si ](e1"F es 
iln subespacio propio entonces 3x E 1[, x r;. K er F, de este modo se puede tomar x = Xl + X2,por el teorema de la 
Proyección, donde Xl E KerF y X2 E KerFl.. De este modo se toma X2 = Yo Y podemos afirmar que yoJ..KerF. 
Ahora se demostrará que para algún a: E C, se tiene: 

F(x) = (x, ay,)Vx EH (1.1.4.10) 

Observemos que: 

F() -11 11' - F(y,) Yo = a Yo ,a = IIYoIl2' 

y con ello hemos obtenido el a: adecuado para la ecuación (1.1.4.10). Para ello, notemos que dado que Yo (,t KerF 
entonces F(yo) :f:. O. Siendo así podemos observar lo siguiente: 

F(x) ( F(X)) 
x= F(yo) Yo + x- F(yo)Yo 

Donde: 
F(x) (F(X) ) 
F(yo)Yo (,t KcrF, :x - F(yo)Yo E KcrF 
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Podemos ver que, F (x - :l::J Yo) = O, es decir que, x - :l::J Yo E K er F. Por lo que: 

Lo cual prueba la existencia de VF si tomamos YF = ayo. 
La unicidad de UF se hace inmediata si observamos que F{z) = (x,y}) = (x,y})'ix E H Si tomamos x = y} - y} 
entonces obtendremos [IV} - v}H = O por lo que y} = y}. 
Finalmente, establezcamos la relación (1.1.4.7), para ello tomemos: 

y luego tenemos que: 

IlFllw ~ IF(II::II)I = (II::II,YF) = IIYFII, 
con ello queda establecido el teorema. O 
A continuaci6n presentaremos lo que se conoce cono una forma sesqllilineal. Decimos que una función (x, y) -jo B{z, y} 
definida en H x H -t K es una forma sesquilineal si satisface las siguientes propiedades: 

(i) 
B(a:x + j3y,z) = o:B{x,z) + {3B(y,z), VOI.,j3,x,y,z E H (1.1.4.11) 

(ti) 
B(x, ay + ,Bz) = CiB(x, y) + PB{x, z), 'Va, {3, x, y, z E H (1.1.4.12) 

y también se asumirá que se cumple la siguiente propiedad: 

(ili) 
IB(x, y)1 " Cllxll'lyIlVx, y E 1/, (1.1.4.13) 

lo que nos dice que B es acotada. 

Siendo así establezcamos el siguiente teorema: 
Teorema 1.1.4.3 
Bajo las condiciones establecidas en (1.1.4.11)-{1.1.4.13) existe un único operador lineal continuo A: 11. -+ 1{ tal que: 

B(x,y) = (Ax,y),Vx,y E 1/. 

Además se puede establecer la igualdad siguiente: 

e = mi(C > o, IB(x,y)1 "Cllxllllyll, Vx,y EH} = ,up 1I·4x1lH = IlAII· 
lIo::lI~l 

Con lo cual se define la norma del operador A. 
Demostraci6n: 

(1.1.4.14) 

(1.1.4.15) 

Probaremos la uniCidad de la representación 1.1.4.14, supondremos que B(x,y) = (A1x,y) = (A2x,y),V'x,y E 1l, 
con lo cual «Al - A2 )x,y) = O'f/x,y E 11.. Tomando y = (Al - .42 )x tenemos que II{A1 - A2 )x1l2 = O por lo que 
Alx = A2X, V'x E 11., Al = A2· 
Ahora demostraremos pIlmero la ecuación (1.1.4.15). De la relación (1.1 4.13) podemos ver que I{Ax, Y)I :5 Cllxl1l1vl1, Vx, V E 
'N.. Tomando y = Ax se tiene que. 

IIAxll' "CllxIlIlAxll, Vx E 1/, IIAxll "Cllxll, Vx E 1/. (1.1.4.16) 

De esto se puede deduCIr que: sUPllo::II911Axll :5 e ve > o, y por la definición de e, SUPllo::lI<IIlAxll:5 C. 
Para obtener la otra desigualdad consideremos la defimción de la norma del operador A, ITAII = sUPUo::lI:9I1Axll. Lo 
primero que obsevaremos será que, 'f/y E 1í.,Y #: 0, se tiene que la siguiente desigualdad se cumple: 

1I·4yll = IIA( II~II )lIllyll " 11041111.11 (1.1.4.17) 
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,hora se puede deducir lo siguiente: 

IB(x,y)1 = I(Ax,y)1 oS IIAxllllyll oS IIAllllxllllyll,Vx,y E 1/., 

,or lo que se puede deducir que e s HAll y por tanto t = llAll, es decir la ecuación (1.1.4.15) se cumple. 
'ara finalizar la demostración, verificaremos la existencia de la ecuación (1.1.4.14). Tomemos entonces una x E 1i y 
onsideremos el siguiente mapeo-

y E 1/. -t B(x,y) E C, (R) 

'e puede observar que dicho mapeo es una funcional lineal y como IB(x,y)¡ ::; CllxllllVIlVx,y E 1-l se puede deducir 
lue: 

IB(x,y)1 oS CllxllllyllVx,y E 1/., 

:> que indica que la funcional aqui definida es acotada y por tanto continua en Ji. Siendo así se puede aplicar el 
eorema (1.1.4.2) y así se puede hallar un elemento W z E 1i tal que' 

IB(x,y)1 = (y,w.)Vy E 1/. 

B(x,y) = (w.,y)Vy E 11. 

ji tomamos Ax == w, .. entonces B(z, y) = (Ax,y)\fy E Ji Notemos que A es un operador lineal: 

B(Z1 + X2,Y) = B(x¡,y) + B(X2,Y) = (Axl,Y) + (AX2,Y) = (AXl + Azz,y), 

r por otro lado tenemos que: 

)Ot lo que se obtiene a siguiente igualdad: 

o que implica a su vez que: 
Ax¡ + AX2 = A(Xl + X2)'v'Xl, X2 E Ji. 

Para obtener A(ax) = aA{x), Va E K, "Ix E Ji el procedimiento es análogo. Finalmente para obtener la continuidad 
del operador A se demostrará que es acotado, y para ello se observa la ecuación (1.1.4.16) la cual nos da la relación 
de acotamIento y por tanto A es continuo Vx E n. <1 
Nota: La desigualdad 1.1.4.16 nos da la condición de acotamiento que define a un operador lineal acotado. 
Teorema 1.1.4.4 
Sea Ji un espacio de Hilbert y sea Ji' su espacio dual Entonces Ji' tiene estructura de un espacio de Hilbert y existe 
una mapeo conjugado-lineal suprayectivo, isométrico q : Ji -7 1/.'. 
Demostración: 
Primero debemos de hacer notar que 1/.1 es el espacIO de Banach l(M;K), donde nfll'/{, = sUPllzIl9If(x)1 Ahora, por 
el teorema (1.1.4.2) se tiene que VI E M', 3!VI E n tal que: 

I(x) = (x,y¡)Vx E 1/. 

Definiremos, ahora el siguiente producto escalar en ni: 

(J,g)", = (y¡,y,)"V/,g E 1/.'. 

Demostraremos, primeramente, que efectivamente es un producto escalar: 
Notemos que (f,f)w = IIV/1I2 2: O, ahora que si (j,f)'H.' = O, entonces VI = O Y por tanto 1 = O en 11.' 
Ahora veremos que, para 1,91,92 E 1í.' tenemos que, (j,91 + 92)11.' = (Y/'Y91+92)' Así dado que: 

(gl + g,)(x) = gl(X) + g,(x); 

(x, Y91+9l) = (x, Y9') + (x, V92) = (x, Y91 + 1I9l) , "Ix E 1/._ 

Y por tanto Y9' +9':1 = Y9¡ + !l9l' De esta manera: 

(j,91 + 92hi.' = (!I/,!l9'+9~) - (Y¡,!l9¡) + (y/,!l9l) = (f,9¡h" + (f,92h,,-
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Ahora demostraremos que (f,>.ghl' = ).(j,g)1i'> V). E K, ¡,9 E 1C.Tenemos que: 

(J,>.g)", = (y/,y")",, 

lo que implica que: 
(>.g)(x) = (x, y,,) = >.g(x) = >.(x,y,) = (x,Xy,),Vx E H, 

por lo que se tiene que: 
(J,>.g)", = (y/,Xy,) = X(y/,y,) = X(J,g)",. 

y finalmente tenemos que: 
(J, g)", = (y/, y,)" = (y" y/)" = (y, f)"" 

por lo que, de todo esto podemos afirmar lo siguiente: 

11/11", = sup I(x,y/)I = 119/11" = (J,f)i,· 
1l1I:119 

11 

Dado que ya definimos el producto escalar en 1{' = ¿(Ji; K) Y como este espacio es un espacio de Banach, entonces 1{' 

es un espacio de Hilbert. (La completitud de 11.' es consecuencia inmediata de que el mapeo definido es suprayecticvo 
e isométrico.) 
Ahora definamos el mapeo lineal G' : 1l' -+ 11. con la. siguiente relación: 

u(f) = y/, V/ E 1/'. 

Lo primero que notamos es lo siguiente: 

lIu(f)II" = lIy/lI" = 11/11"" '1/ E 1/', 

lo que nos dice que G' es una isometría. Además q es un mapeo suprayectivo dado que: Si y E 1l, definimos f por 
¡(x) = (x,y) y entonces u(J) = y, Vy E 1/ 
Veamos, además, que se trata de un mapeo aditivo, puesto que: 

a(h +!z) = Vh+h = Y/1 + Yh = u(fll + dfz). 

Por otro lado dado que O'(>..f) = ).O'(f) se dice que el mapeo es conjugado-lineal. Finalmente notemos que: 

(u(J),u(g))" = (y/,y,)" = (J,g)", = (g,f)"" 

con lo que se completa la demostración. <> 

1.1.5 Bases Ortonormales 

Esta sección la comenzaremos con la definición de una base ortonormal. 
Definición 
Sea S un conjunto ortonormal de un espacio de Hilbert 11. que no está completamente contenido en cualquier otro 
conjunto ortonormal de 11.. Decimos entonces que S es una base ortonormal o también que es un sistema ortonormal 
de 1/.. 
Se mencionarán a continuación dos teoremas lmportantes que establecen la existencia de una base ortonormal en un 
espacio de Hilbert asi como algunas propiedades importantes. Se omitirán las demostraciones pues se considera que 
sólo es importante hacer la mención de los resultados. 
Teorema 1.1.5.1 
Todo espacio de Hilbert 11., con al menos un elemento distinto de cero, contiene una base ortonormal. 
Teorema 1.1.5,2 
Sea 11. un espacio de Hilbert y sea S = {xo:} una base ortonormal de 1/.. Entonces las siguientes propiedades se 
cumplen: 

1. (i) 'Vy E 11., tenemos que (y,xo:) = O para todo conjunto contable (Oj}lOO que depende de y. 



'APÍTULO 1. ESPACIOS MATEMÁTICOS IMPORTANTES 

2. (ii) La fónnula de representación: 

Es cierta en el sentido de que: 

3. (m) La igualdad siguiente se cumple: 

~ 

y = 2)Y' x a , )Xa ,. 

,=1 

~ 

lim lIy - "'(y,x. )x. 11 ~ O. 
N-+oo ~ " 

)=1 

~ 

lIyll' ~ LI(y,x.,)I'. 
J=1 

.. 2 Espacios Y. Conceptos Básicos 

,.2.1 Introducción 

12 

(1.1.5.1) 

(1.1.5.2) 

,a importancia de los espacios Vesque para poder entender de que tipo de espacios estamos hablando debemos 
e definir los conceptos de espacio medible (equipado con una medida) y una vez definidos esos conceptos se puede 
onstruir una teoría de integración aplicable a cualquier función medible. Definamos entonces para iniciar esta sección 
)$ conceptos primordiales para la comprensión de los espacios V. 
'rimero empezemos con la definición de 10 que es un espacio topológico. 
).finición 1.2.1 
rna colección de subconjuntos r de un conjunto X se llama topología en X, si r tiene las siguientes propiedades: 

(1) X Y 0 pertentecen a r. 

(2) Si {V; I i E I} es una colección arbitraria de elementos de r, entonces UiÚY. pertenece a r. 
(3) Si VI Y V2 pertenecen a f, entonces VI n V2 está también en f 

II para ordenado (X,r) se le conoce como espacio topol6g:co. Los elementos de r son conocidos como con)'untos 
:biertos en X. Al complemento de un conjunto abierto se le conoce como conjunto cerrado. Cualquier intersección de 
errados es cerrada; la unión de dos conjuntos cerrados es cerrada. Sea (X, f)un espacio topológico, un punto $ es un 
,unto límite (o punto de acumulación) de un conjunto E e x si cada conjunto abierto que contenga a x contiene al 
llenos, un punto de E distinto de x. Un conjunto cerrado contiene todos sus puntos de acumulación. 
I.hora mencionemos los conceptos básicos para el desarrollo de teoría de la medida. 
).finición 1.2.2 
Jna familia A de subconjuntos del conjunto X se dice que es una (1- álgebra (sigma-álgebra) de X si cumple las 
iguientes propiedades: 

(1) X pertenece a A 

(2) Cualquier unión contable de elementos de A, pertenece a A. 

(3) El complemento de cualquier elemento de A. pertenece a A. 

).finición 1.2.3 
lea A una (I-álgebro. de un espacio X, entonces al par (X, A) se le conoce como espacio medible, y los elementos de A 
;on llamados conjuntos medibles. 
)efinición 1.2.4 
lean (X,A) y (Y,Il) dos espacios medibles, cualquier mapeo ¡: X -+ Y se dice que es A-n - medible si para cada 
5' E n,¡-I(S) pertenece a A 
\Iota Importante: 
:Ii f y 9 son dos funciones medibles definidas en X hacia R, entonces sup{J, g}, inf {f, g} son medibles también. En 
)articular si f es medible, f+ = sup{f,O} y f- = infU,O} son medibles también. ¡+,¡- son respectivamente las 
)artes positivas y negativas de f. Notemos que: 

J ~¡+ -¡-,IJI = ¡+ -r· 
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Definición 1.2.5 
Sea rP una función medible definida de (X, A) a R; decimos que 1> es una función simple si sólo toma un numero finito 
de valores distinos. Si 1> es simple y sus valores son: ab .... , an, entonces 1> = ¿~",1 l:riXA, donde At = {x ; ¡jJ(x) = ni} 
La suma, el producto, la diferencia de dos funciones simples es simple. 
Definición 1.2.6 
Sea (X,A) un espacio medible; una medida positiva en (X; A) es un mapeo Ji.: A --7- fl+ tal que: 

(1) ~(0) = O 

(2) Si (An ) es una colección contable de elementos de A disjuntos a pares, entonces: 

Siendo así (X,A,p) es un espacio medible. De esta manera una medida, es una función definida en una (]' - algebra a 
[0,00]. 

1.2.2 Integrales de funciones medibles 

Consideremos primero la definición de mtegral de una función simple en un espacio medible (X,A,p,). 
Definición 1.2.2.1 
Sea 1> una función simple positiva. Entonces definimos a: 

Como la. integral de rP con respecto a. la. medida. p.. 
Recordemos que las a., i = 1, ... , n son los valores que puede tomar la. función positiva simple. 
La. integral de rP con respecto a. p. es finita. si y sólo si, la. medida. del conjunto {xf,p(x) #- O} es finita.. 
La. integral de una. función simple tiene las siguientes propiedades. 
Teorema 1.2.2.2 
Sean rPI y rP2 dos funciones simples positivas, y sea. A un número real positivo; entonces: 

(1) 

(2) 

! A,d~ = A ! 4>,d~, 
(3) 

Demostración: 
Sean: 

n m 

rPI = L aiXAi tP2 = L .BiXB" 
1=1 }=1 

entonces. 

n '" 
tPI + tP2 = L ¿(al + .B,)xA,n8" 

,=13"'1 

y por lo tanto: 
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¡ (~1 + q,,)dp = tf:(a1 + fi,)p(A, n Bj) 
i=1,=2 

n m. n m 

= LLa,p(A, n B,) + L Lfi,pCA, n B,) 
=1 1=2 i=l J=2 

• 
= L a,p(A,) + L fi,p(Bj) 

1=1 j=l 

= ¡ ~ldp+ ¡ ~2dp. 
,as demostraciones de los incisos (2) y (3) son evidentes.O 
,hora definamos la integral para una función medible cualquiera. 
'efinición 1.2.2.3 
ea f una función medible positiva, entonces: 
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)onde el supremo es tomado en todas las funciones (jJ tales que 1> ::; f. A esta integra! se le concoce como la integral 
.e f con respecto a la medida p.. f se dice que es /l - integrable si la integral antes definida es finita. 
malmete mencionaremos las definición de la integral de una función medible (real-valuada o compleja) con respecto 
. la medida p. 
)efinición 1.2.2.4 

(1) Decimos que una función f real valuada es p. - integrable (o integrable con respecto a la medida p.) si f+ y ¡
son p. - integrables y la integral de f es: 

(2) Se diC€ que una función compleja-valuada es Jl - integrable (o integrable con respecto a la medida p,) si 'fl.j y 
O' j son ¡.t - integrables y la integral de j es: 

Nota: 

Si f=g en casi todo punto entonces I jdp. = f gd¡.t. 

\.hora mencionemos un teorema de utilidad en próximas secciones: 
_ema 1.2.2.5 (Lema de Beppo-Levi) 
jea (fn) una sucesí6n de funciones medíbles pOSltívas, tal que: 

('in E N). (Yx E X)/.(x) < 1.+1 (x), 

, además: 

(Yx E X), ¡iro f.(x) = I(x), 
'~ro 

mtonces se tiene que: 

Teorema 1.2.2.6 (Lema de Fatou) 
)ea (In) una sucesión de funciones medibles no·negativas definidas en un espacio medible (X, A, p,) cntonc('s se tiene 
lue: 
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j ( lim inf fndp):S lim inrj fnd¡.t. 
n_o:> n--Jooo 

Definamos ahora un teorema fundamental. 
Teorema 1.2.2.7 

El conjunto de todallas funciones p. - integrables es un espacio vectorial. Este espacio está denotado por C1 
Demostración: 
Consideremos primero las siguientes desigualdades, consecuencia de las propiedades del Ínfimo y del supremo. 

por lo que se tiene que: 

jU+9)+d" " j ¡+d,,+ j g+d", 

jU+9)-d""jrd"+ j9-d", 

15 

y de esta manera se verifica que (f + g)+ Y (f + g)- son integrables, por lo que f + 9 también lo es. Más aún, dado 
que: 

(f+g) = (f+g)+ - U+g)- = ¡+ -r +g+ -g-, 

se tiene que (si se hace la. extensión del teorema (1.2.1.2) para funciones medibles.) 

Para el caso de finciones a valores complejos es suficiente con considerar ~(f + g), "J(f + 9) Y venficar que las anteriores 
relaciones se cumplen también en ese caso. 
Consideremos ahora el caso cuando A E R , entonces tenemos que: 

De esta forma, si >.. > 0, se tiene que: 

y si A < 0, entonces se tiene que: 

(~n+ = { Af-,~ > O 
-~-¡+,~<O 

f(Af)d"=(-~) f rd,,-(-~) f ¡+d,,=~ f jd". 

Por otro lado para el caso de funciones a valores complejos y considerando que, A E e se tiene que observar que: 

de la que se deduce que: 

j(A!)d" = ~f Id". 

si se aphca el mismo razonamiento que para el caso real·O 
Ahora enunciemos otro teorema útil: 
Teorema 1.2.2.8 
Si f es J.L - integrable, también lo es IJi, y se tiene además que' 
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Demostración: 
El resultado es evidente si se consideran las siguientes desigualdades: 

si f es real~val'Uada. Y además: 
Itl :s l!IItl + l'ltl, 

si f es compleja-valuada. O 
Una función f es p - integrable, si y sólo si IJI es J.L - integrable. 

1.2.3 Funciones convexas y desigualdades 

Dada la importancia de estos conceptos en el desarrollo de la construcción de los espacios V es necesario incluir estas 
desigualdades y la noción de convexidad en las funciones reales. 
Definición 1.2.3.1 
Una función realtj> definida en un intervalo abierto (a, b) se dice que es convexa si la siguiente desigualdad se cumple: 

~((1- >.)x + >.y) :s (1 - >.)~(x) + >.~(y) 
Para cualesquiera x E (a,b),y E (a,b) y para>.. E [0,1]. Se dice que 1> es cóncava si -q, es convexa. 
Definición 1.2.3.2 
Los dos números positivos p y q se dice que son exponentes conjugados si: 

Otra manera de verlo es como p + q = pq. 
Ahora definiremos dos desigualdades muy importantes en los espacios medibles. 
Teorema 1.2.3.3 (Desigualdad de Holder) 
Sea (X, A, p) un espacio medible y sea f, 9 dos funciones positivas p - medibles definidas en X, entonces: 

Donde p, q son exponentes conjugados y 1 < p < oo. 
DemQstrac~6n: 
Si resulta que uno de los términos de lado derecho es nulo la desigualdad es evidente; de esta manera consideremos 
que O < J fPdp < 00 y que O < J gqdJ.l. < 00, asi las cosas, escribamos· 

De esta manera, se tiene que: 

Ahora, si x E X es tal que: 

0< F(x) < 00, 0< G(x) < 00, 

entonces existen dos números reales t, u tales que: 

F(x) = exp!, G(x) = exp~. 
p p 

Dado que ~ + ¡ = 1, la cOnvexidad de la función exponencia.l implica que. 
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tul 1 
exp(- + -) $ -expt+ -expu. 

p q p q 

Como F(x) := 00, G(x) = 00 solo en un conjunto de medida cero, puesto que: 

! F(x) < 00, ! G(x) < 00, 

se tiene que para casi toda x EX: 

1 1 
F(x)G(x) S; -(F(x))'-(G(x))', 

p q 

integrando con respecto a la medida p. se tiene que; 

! FGdJL $ ~ + ~ == 1, 
p q 

si remplazamos a F y G por sus expresiones originales, la. desigualdad de Holder se obtiene. 
Nota: 
Más adelante daremos el significado a la desigualdad cuando p == 1 Y P = oo. 
Corolario 1.2.3.4 (Desigualdad de Minkowski) 
Sea (X, A, ¡.t) un espacio medible, y sean J, 9 dos funciones f1. - medibles positivas definidas en X; entonces: 

Donde 1 $ P < oo. 
Para el caso p = 1 el resultado es evidente. Así que consideraremos el caso cuando p > 1. Escribamos: 

U + g)' = fU + g)'-' + gU+ g)H, 
Y si aplicamos la desigualdad de HOlder obtenemos: 

! fU+g)'-'d~S; (j f'd~)¡(jU+g)(H)'d~)' 
! gU + gr'd~ S; (j g'd~) ¡ (jU + g/'-»'d~)'. 

Dado que (p - l)q = p, la adición de estas desigualdades nos da: 

Nota: 
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La desigualdad de Minkowski puede ser generalizada. Sea (X,A,jl) un espacio medible, y sea (/n.) una sucesión de 
funciones jl - medibles positivas definidas en X; entonces: 

Donde 1 ::; p < oo. 
Demostración: 
Si n es finita por la desIgualdad de Minkowski se tiene que: 

(j (tM'd~)' S; (j (I:¡')'d~)¡ + (j f~d~)', 
k=1 1:=1 

lo que si se aplica progresivamente n-veces la desigualdad de Minkowski se tiene que: 

(jctf.),di')' s;t(jffd~t 
k=1 k=1 

La desigualdad de Minkowski generalizada es una consecuencia de aplicar el Lema. de Beppo Levi (Lema. 1.2.2.5). 



::APÍTULO 1. ESPACIOS MATEMÁTICOS IMPORTANTES 

L.2.4 Espacios C.P y LP 

)efinición 1.2.3.1 

18 

,ea (X, A, tt) un espacio medible, es espacio vectorial de todas las funciones f J1. - medibles definldo en X a R (o e), 
:ales que IflP con 1:S: p < 00 es integrable con respecto a la medida j.t, se le conoce como espacio .c~(X). 
~n la anterior sección, en el teorema 1.2.2.6, se demostró que el espacio .c~ (X) es un espacio vectorial Para demostrar 
¡ue los espacios .c~(X) son espacios vectoriales basta con observar lo siguiente. ,i f E .c~(X) es fácil ver que, para todo escalar A, >../ E .q(X). Además si ¡,9 E 'ct(X) entonces f + 9 también 
lertenece a .c~(X),puesto que: 

1I + gl' ~ 2'-'(111' + Igl'). 
:lue se puede deducir por la convexidad de la función J(t) ; t -). tP con). = !. 
)e aquí en adelante en lugar de .c~(X) utilizaremos únicamente .el'. 

" :ii f E el' entonces (J IflPdjl) f' será denotado por 1I/11p, Con esta notación se obtiene que: 

reorema 1.2.3.2 

IIlgll, ~ IIll1,lIgll, 
(Desigualdad de Holder) 

111 + gil, ~ IIll1p + IIgllp 

(Deslgualdad de Minkowski) 

~a función I --t 11111., definida de r,1' a ~ es una seminorma. 
Demostración: 
:"a demostración es sencilla pues; IIfll = O implica que f = O en casi todo punto. Además de que IIIH., > O siempre 
lue I > O; por otro lado, la condición de que 11>.111" = ¡>'III/J1" (>' escalar) es evidente; finalmente la desigualdad del 
.riángulo es consecuencia de la desigualdad de Minkowski.O 
)bservemos quellJI - 1211 = O ::::} JI = h para casi todo punto. Por lo que se puede establecer una relación de 
K¡uivalencia en C" que parte a C" en clases de equivalencia. 
)efinición 1.2.3.3 
:;i e denota la! relación de equivalencia: 

(1) E C')(j, E C'),l>ej, <=> 111> - ¡,¡¡, = o. 

1\.1 espacio vectorial cP / e lo conoceremos como espacio LP, ó L~(X) si queremos especificar el espacio X y la medida 
,. 
:,os elementos de I!' son clases de funciones, no funciones. Si f E CP, denotaremos a 1 a la clase de funciones 
!quivalentes a f y denotaremos U/!! = uiu· De esta forma podemos ver que la función I -). Ullldefinida de L" a R+ 
!s una norma. 
)efinición 1.2.3.4 
:iea I una función real valuada medible definida en el espacio medible (X, A, J.L), entonces inf{M : J(x) :$ M a.e} (a.e= 
:asi todo punto) es llamado el supremo esenclal de J y esta denotado por ess sup J. 
)efinición 1.2.3.5 
:iea (X,A,J.L) un espacio medible, el espacio vectorial de las funciones I J.t - medibles definidas en X hacia R (o e) 
.ales que esssup IJI < 00 se denota por C';(X}. 
)e manera sencilla se puede verificar que C';(X) o Coo es un espacio vectorial. Cuando IJI < 00 se dice que J es 
!Sencialmente acotada. 
:ii I E Coo, ess sup 1II está. denotada por IlJlloo. Esta última notación se justifica en la siguiente propOSición: 
Proposición 1.2.3.6 
)i la medida J.t eS tal que p(X) < 00, para cualquier función esencialmente acotada f se tiene que: 

Demostraci6n: 
)ado que el conjunto {x E X IIJ(x)1 > 1I/1100} tiene medida cero, se tiene' que para toda p E [1, oc): 
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y dado que JJ(X) < 00; 

"li.,"&, sup 11/11, ,,; 11/11=· 

De manera conversa, si a: < 11111""" el conjunto {x E XI f(x} > a} no tiene medida cero y se tiene que" 

por 10 que se tiene que: 

y como o: es arbitrario, entonces se tiene que" 

,l!,"&, inf 11/11, 2 11111=, 

con lo que la proposición se demuestra. O 
Notemos que la desigualdad de HOlder se conserva para el caso de los exponentes conjugados {1, oo} y podemos escribir: 

IIgll, ,,; 1I/1I,l1gll=· 
Para probar esto se tiene que considerar una función h :::: 9 en casi todo punto, y tal que, '>:Ix E X, ¡h(x)1 s: 1191100-
Entonces se tiene que: 

II/glI, = II/hll, S sup Ih(X)I! I/ld/, S IIgllooIl/Il" 
.EX 

La desigualdad de Minkowski también se cumple en el caso que p :::: 00, esto es: 

111 + glloo S 11/1100 + IIglloo' 
Para probarlo se debe de considerar a dos funciones h,91 iguales a 1,9 (respectivamente) en casi todo punto, y tales 
que \Ix E X, Ift(x)1 :S 11/11001 191 (z)! :S 1191100. entonces se tiene que: 

I/(x) + g(x)1 = If,(x) + g,(x)1 a.e S (11/1100 + IlglI~) a.e, 
por lo que 11/1100 + IIglloo es un supremo esencial de li + gl, y el resultado está probado. 
La desigualdad de Mmskowki implica que el mapeo definido como f --+ 11/1100 de Loo a ~ es una seminorma dado 
que 11/1100 = O => f = O a.e.; por lo que nuevamente es posible definir un espacio normado: 
Definición 1.2.3.7 
Si e denota la relación de equivalencia siguiente: 

(f, E 1:.=)(/, E 1:.00
), f,.h <=> 11/, - 121100 = O, 

Al espacio vectorial eX! I e se le conoce como espacio U.JO o L';'(X) 51 se necesita especificar al espacio X y a la medida 
/,. 

Nuevamente los elementos del espacio LOO son clases de funciones, y si f E c,oo denotaremos como j a la clase de 
funciones equivalentes a f y si además denotamos IIjlloo = 1111100. entonces el mapeo denotado como f -~ 1111100 
definido de LOO hacia ~ es una norma. 
Para terminar esta sección m('ncionaremos el siguiente resultado. 
Teorema 1.2.3.8 
LP(O) es un espacio de Banach si 1 ::5 p ::5 oo. 
Demostraci6n. 
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Primero asumamos que 1 :::; p < 00, t sea {un} una sucesión de Cauchy en LP(O). Entonces podemos encontrar una 
subsucesión {un,} de {un} tal que: 

j = 1,2, ... 

Tomemos Vm(X):= E~l (un,+! (x) - Un, (x)). Entonces' 

m 1 
IIVmll''';¿;(V)<l, m=1,2, ... 

)=1 

Si tomamos VeZ) = limm-¡.oo vm(x), que puede ser infinita para alguna x, obtendremos aplicando el Lema de Fatou 
(1.2.2.4) 

Por lo que vea:) < 00 a.e. en n y las series: 

00 

'Un¡(X) + L(Un,+I(X) -un, (x)) 
J=1 

convergen al límite u(x) < 00 a.e. en n. Consideremos u(x) = O cuando el límite de la serie es 00 se tiene que: 
limm-+ooun",(x) =u(x) a.e. 

Ahora para cualquier lO > O existe una N tal que si n, m :::: N entonces HUm - unllp < E, entonces por el Lema de Fatou 
se tiene que: 

r [u(x) - u.(x)['dx = r lim [u" (x) - u.(x)['dx Jo Jo. J-+OO 

:5 lim in! r IUn (x) - un(x)l"dz::; ('.P. 
]-+00 Jo ' 

Si n ;?: N. Por lo que u = (u - Un) +Un E Ven) y además lIu - un!l --t O cuando n --t 00 Por lo que V(O) es completo 
enl::;p<oo. 
Ahora consideremos p = oo. 
Sea {un} una sucesión de Cauchy en Loo(O), entonces existe un subconjunto A e O con medida cero tal que si x rt A, 
se tiene que para cada n, m = 1,2, .. : 

[u.(x)[ ,,; lIu.lloo, [u. (x) - um(x)1 ,,; [Iu. - umll oo . 
Dado que !lunll= es acotado en R, Un converge uniformemente en el complemento de A. Si considerarnos u(x) = O 
para x E A entonces se tiene que u E Le>o y además lIun - ull --t O cuando n --t oo. Lo que imphca que LOO es completo. 

1.3 Espacios de Sobolev. Conceptos Básicos 

Los espacios de Sobolev fueron introducidos por Sobolev, junto con el estudio de otros epacios estudiados por numerosos 
escritores. La notacion de estos espacios es muy variada y la importancia de ellos, en este caso, radica que este tipo 
de espacios resultan estar encajados en los espacios LP j algo que será de gran utilidad para la comprensIón de las 
demostraciones del artículo presentado en el último capítulo de esta tesIs. 

Antes de inicIar la discusión de los aspectos básicos de los espacios de Sobolev, debemos introducir dos conceptos 
necesarios; el primero es el concepto de dtStribución y el otro es el concepto de encaJam1ento de un espacio normado 
en otro. 
Empezaremos esta sección con una breve discusión sobre lo que son las distribuciones. 
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1.3.1 Funciones de prueba y Distribuciones 

Consideremos antes que nada al espacio vectorial C¿'(R) que es el espacio de todas las funciones infinitamente 
diferenciables y que tienen soporte compacto. (El soporte de una función 1J definida en R y denotado por suppc/J, es 
la cerradura del conjunto {x E R I r,I>{x) =f:. O}). Usualmente en teoría de distribuciones este espacio se denota por V. 
a los elementos de V se les conoce como funcIones de prueba. 
Definición 1.3.1 
Una sucesión de funciones de prueba (<Pn) se dice que converge en D a otra. función c/J si: 

(1) Todos los soportes de las funcioI!.es de la sucesión están contenidos en un subconjunto acotado de R; 

(2) Para cualquier p entero positivo, la sucesión (c/J!r) de las derivadas de orden p convergen uniformemente a la 
derivada de orden p de q,. 

El hecho de que el límite 4> se encuentre ya en V provien{' del hecho de que por (1) su soporte es acotado. 
Definición 1.3.2 
Cualquier elemento del espacio dual de V, es decir cualquier funcional continua definida en V(R) se le llama distribu
ción. Este espacio está denotado por V'. 
Si T es una distribución, la linealidad implica que: 

T(A,1, + A,,,,) = A,T(~,) + A,T(1,), 

Donde 4>1 y 4>2 pertenecen a V, y A¡, A2 son elementos de R, y por la continuidad se sigue que: 

Hm T(1.) = T(1) 
.~oo 

Donde (4)n) es una sucesión de funciones de prueba que convergen a 4> en V. 
V' es un espacio vectorial, es decir, para cualquier función 4> en D se tiene que: 

Donde T¡ Y Tl pertenecen a V', Y Al, Al son elementos de R. 
Definiremos ahora el concepto de derivación en la distribución. 
Una propiedad muy importante de las distribuciones es la siguiente, las distribuciones son siempre diferenciables, y su 
derivada es siempre una distribución. Definiremos entonces el concepto de derivada de la distribución. 
Definición 1.3.3 
Sea T una distribución, su derivada TI es la distribución definida por: 

T'(~) = -T(~) 

Donde I{J es una función de prueba. 
Abara si la distribución está definida en Rn , la derivada con respecto a Xl está dada por: 

8T (",) = _T(a",) 
ax. ax. 

De esta manera se puede derivar de esta definición que: 

Donde p es cualquier número positivo. 
Daremos como ejemplo un tipo de distribucIón muy común: 
EJemplo: 
Sea f una función de R a R v a e que es localmente integrable (Una función localmente mtegrable es aquella que 
es integrable para cualquier conjunto acotado de R, y se denota usualmente por L:o~). Así defimmos la siguiente 
funcional (forma lineal) TI definida en D por: 

(1.3.1) 
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y podemos de!llostrar que se trata de una distribución puesto que es una funcional continua definida ea D. 
Ahora que se han dado nociones básicas de distribuciones, prodeceremos a dar una definición de mucha importancia 
para el último capitulo de la tesis, la def1nicion de encajamiento (embedding). 
Definición 1.3.4 
Decimos que un espacio norrnado X esta encajado en otro espacio aorrnado Y, Y lo denotamos como X -+ Y, si se 
prueba que: 

(i) X es un subespacio vectorial de Y 

(ü) Si el operador identidad definido de X a Y por Ix = x\:lx E X es continuo. (Dado que 1 es un operador lineal 
esta condición es equivalente a afirmar la. existencia de una constante M taJ que ilIzlly :5 MlIxllx,.x E X) 

Ahora si, procederemos a definir, los espacios de Soholev. 

1.3.2 Definición de 105 espacios de Sobolev 

Definición 1.3.5 
Sea I! . I!m,p (Donde m es un entero no negativo y 1 :5 p :5 00) una funcional definida como sigue: 

1I.lIm., = { L IIDOull~}i 
O::5lal::5m 

lIullm 00 = max IIDo.lloo 
, 0::5!o:!::5m 

(1.3.2) 

Donde u es una función tal que el lado derecho de cada una de las ecuaciones (1.3.2), tenga sentido. podemos notar 
además que las ecuaciones (1.3.2) definen una norma para funciones en las que el lado derecho de la igualdad toma 
valores finitos, ademas de que las funciones se hacen equivalentes si son iguales en casi todo punto. De esta forma 
podemos definir los siguientes espacios: 

(i) Hm,p(n) == el completamiento de {u E Crn(O) : Hullm,p < oo} con respecto a la norma I! ·lIm,p' (n e Rn abierto.) 

(H) Wm,p(íl) " {u E lP(íl) ,Dou E V(íl) p"" 1 S;¡Q¡ S; m}. 1 

(iii) W~,p == la cerradura de Cg:'(n) en el espacw Wm,P(O). 

(1.3.3) 

Equipados con la norma adecuada definida en las ecuaciones (1.3.2), estos espacios son llamados espacios de Sobolev, 
sobre O. Se puede ver de manera clara que Wo,p(n) = LP(n). Además tambien se pueden observar los siguientes 
encajamientos: 

W;""(íl) .., Wm"(íl) .., L'(íl) 

Existe un teorema que estabelece que HmJJ(n) = Wm,p(n) para cualquier n, 2 este resultado establece la relación 
entre dichos espacios. Lo que procederemos a hacer entonces será demostrar que el espaclO Wm·p(O) es completo. 
Teorema 1.3.6 

Wm,P(O) es un espacio de Banach. 
Demostraci6n: 
Sea {un} una sucesión de Cauchy definida en Wm,P(O) ,entonces {D"'u} es también una sucesión de Cauchy en LP(O) 
para O ~ 101 ~ m. Dado que LP(n) es completo entonces existen dos funciones u y un,ü:::; 101 ~ m, en LP(n), tales 

ldebemos mencionar en ~te momento lo SIguiente: 
SI o. = (Q¡, .. ,0.,,) es una n-upla de númerOS no negativos 0J' entonces decimos que a es un multl-fndlce y denotaremos por '(;<> al nlOllomio 
Xfl .. x~", que tiene orden JaJ = r;""" a). 
De manera similar si DJ = /;:; para 1 ::; j :5 11, entonces: 

denota un operador diferencial de orden tQt. D{e, ,e)u = u. 
2[1)TeoTema 3.16 
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que Un ~ 1.l Y D~1J, --+ u(>" en Ven) cuando n -t oo. Abora dado que D'CO) e Lloc(O) entonces Un puede definir una 
distribución Tu,. E D'CO) del tipo (1.3.1), de fonna que, para cualquier fjJ E D(O): 

Por la desigüaldad de Holder, donde p,q son exponentes conjugados, es decir, q == t-:T ( o q = 00 si p = 1, o p == 00 si 
q = 1.) De esta forma Tu" (fjJ) --+ T .. (<!» para cualquier <P E D(O) cuando n --¡. oo. De manera similar se puede observar 
que TD"-un(<i>l --+T"",{1» paracadaq, E VeO). De este modo se sigue que: . 

Para carla 4> E Ven). Por tanto Uo; = Dau en el sentido distribucional en n para O ::; 10'1 ::; m y por consiguiente 
u E wm,P(!l), y darlo que !lun - ullm,p = 0, W"',P(O), es completo. 
Finalizaremos este capítulo enunciando el resultado que más se utilizará para la demostración de algunos resultados 
del artículo (que se discutirá en el cuarto capítulo de esta tesis) y que es el Teorema De Encajamiento de $obolev 3 

Teorema 1.3.7 
Sea n un dominio de Rn y sea nA: es dominio de k-dimensiones que se obtiene por intersectar n con un plano k
dimensional en R", 1 :5 k :5 n (de forma que n" = n), además sean j, m dos enteros no negativos y sea p que satisface 
1 :5 p < oo. Entonces: 
Parte I 
Si el cumple la propiedad de cono 4 entonces, los siguientes encajamientos se cumplen: 

CASO A 

Supóngase que mp < n y que n - mp < k :5 n, entonces: 

con p :5 q :5 "~mp' en particular: 

con p:$ q :::; n~mp' 
o 

Wm .p (ll) -> L,(Il), 

(1.3.4) 

(1.3.5) 

(1.3.6) 

con p :5 q :5 n~mp' mas aún, si p = 1 Y por tanto m < n, el encajamiento (1.3.4) se cumple para el caso 
k =n-m. 

CASO B 

Supongamos que mp = n, entonces para cada k, 1 :5 k :5 n se tlen€ que: 

(1.3.7) 

con p :$ q < 00, en particular: 
Wm ,p(ll) -> L,(Il), (1.3.8) 

con p :5 q < oo. Mas aún si p = 1 Y por tanto m = n, entonces los encajamieotos (1.3.7) y (1.3.8) existen para 
el caso q = 00 y además: 

CASOC 

Supongamos que mp > p. entonces. 

3[1) Teorema. 5.4 p, 97 
4La. propiedad de cono de n se enunCIa. en (4.2) pp.66 de [1] 
3C~(n) = {IJ.E CJ(n)- DOu es acouuinell n para 10'1 $J} 

(1.3.9) 

(1.3.10) 
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PARTE 11 
Sí n cumple la propiedad de Lipschitz fuerte y localmente 6 , entonces el Caso e de la Parte 1 se puede escribir como: 

CASO C' 

Supongamos que mp > n > (m - l)p. Entonces: 

conO:::;>'Sm-¡ 

CASOC" 

supongamos que n =: (m - l)p. Entonces: 

Wj+m,l(O) -t CJ'>'(O)7, 

W,+m,l(O) --t CJ,>'(ñ), 

con O ::; >. :::; 1. También si n =: m - 1 Y P =: 1 entonces (1.2.12) se cumple para>. = lo 

PARTE 111 

(1.3.11) 

(1.3.12) 

Todas las com.:lusiones de las partes 1 y TI, son válidas para dominios arbitrarios, con lo que se puede reemplazar a los 
espacios W por los espacios Wo. 

8La. propieda.d LipschJtz fuerte se enuncia en (4 S) I>p.66 de {lJ 
7S, O < .\ S 1, definImos Cm,,),(f'I) como el 8ubcspacJO de C m(!".!) que contIene IL todll.';l las funciones 1- que cumplen que, para 

O $101 ::; m, DQ~ satIsface en n la condICIón de Hólder, esto eS, que e>;l~le una constante K tal que 

JD"'4>(::) - D"'(tI(y)l:5 KI:t -l'¡",z,y E n 



Capítulo 2 

Operadores lineales 

2.1 Resultados Preliminares 

Por lo que se ha podido observar con anterioridad, un operador lineal es un mapeo lineal entre elementos de dos 
espacios vectoriales. Un operador lineal A esta definido por su dominio, i.e. un campo lineal D(A) E 1l, y por un 
mapeo lineal A definido en D(A). Recordemos que, linealidad. significa que si 1,9 E D(A),>" E K(R o e), entonces 
A(>..f + g) = 'xA(f) + A(g). Si M es un subconjunto de DCA), entonces A(M) es el conjunto de vectores de f E 'Ji 
tales que f = Ag para algún 9 E M. El conjunto A(D(A» se conoce como el rango del operador A. 
Para iniciar más a fondo el estudio de los operadores estableceremos primero algunos resultados que serán de impor
tancia posteriormente: 
Sean X, Y dos espacios lineales normados. Consideremos que l(X, Y) es el conjunto de todos los mapeos continuos 
existentes de X -4 Y. Definiremos así la siguiente función: 

por la siguiente relación: 

TE I(X, Y) .... IITII E [0,00), 

IITII = sup IITxll 
11=/1:$1 

(2.1.1) 

Notemos que si X E X,x ::f= O (el elemento cero de X), entonces rri1r tiene norma unitaria, por lo que se tendrá lo 
siguiente: 

x 
IIT(iíXIT)1l ~ IITIl,IITxll ~ IITllllxll,Vx E x. (2.1.2) 

Es evidente que si T = O (El operador nulo), entonces IITII = Q. De manera conversa si UTlll(X,y) == O entonces se 
sigue que Tx = O'Vx E X Y por tanto T = O. Más aún, si ). E K) entonces para T E e(X, Y) tenemos que: 

II>'TIl = sup II>'Txll = sup 1>'IIlTxll = I>'IIITII· 
110:11:9 110:119 

Y finalmente tendremos que para TI, T2 E i(X, Y): 

por lo que podemos ver que la función (2.1.1) define una norma. 
Estableceremos ahora un primer resultado: 
Proposición 2.1.1 
Para T E ¿(X, Y) tenemos que: 

;~~ ",~~i' = inf{C > 0, IITxll ~ CllxllVx E Xl = IITII· 

Demostración: 
Usando (2.1.2) se tiene que si x '" O entonces' 

IITxll < IITII 
Ilxll - , 

25 
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y por tanto: 

por otro lado, si x =1=- O Y IIxJt :::; 1, tenemos que: 

IITxll < IITxll < ,up IITxll. 
- IIxll - #0 IIxll ' 

siendo así que: 
IITxll 

IITII :<; :~~ liXiI' 

26 

<2onsideremos ahora a e = inf{C > O,IITxll ::; CllxJIVx E X}. Dada ~ definición de 6 se tiene que q~e IITxll ::; 
CllxllV'x E X entonces de tiene que sUPIl"'1I9I1Tx![:$ C.Por lo que IITIl :$ C. Asumamos ahora que ¡¡TU < e, entonces 

podemos decir que existe una e < 6 tal que ¡¡TI! :s e por lo que IITxH :$ ellxll, y por lo tanto e no será el ínfimo 
que se había afirmado. Por ello se debe de asumir que (; = IITlI.~ 
El siguiente resultado es importante: 
Teorema 2.1.2 
Sea Y un espacio de Banacb. Entonces el espacio l(X, Y) es de Banach también. (Notemos que si Y = K entonces 
obtendremos i(X, K) = X' que es el espacio dual de X, y que como se vió antes es un espacio de Banach aún si X no 
es completo.) 
Demostración: 
Consideremos primero una sucesi6n de Cauchy en l(X, Y) : (Tn)~. Entonces Ve > 03ñ(e) E N ,t al que IITn - Tmll < f, 

para n,m ?: ñ(f).Se sigue que 'Ix E X, la sucesión (Tnx) es una sucesión de Cauchyen Y. Como Y es un espacio 
completo entonces limn-+oo Tnx = YZo existe 'r/x E X. 
Ahora definamos un operador T,X -+ Y, con Tx = YZo = limTnx. Podemos notar de este operador lo siguiente: 

T(axl + ,8X2) = lim Tn(axl + ,8X2) = lim [(aTnXl + PTnX2) = a:TXl + ,8TX2 
n-+oo. n-+oo 

Por lo que T es un operador lineal de X -+ Y. 
Notemos que IITxll = limn-+oo lITnxfl. y por otro lado notemos que: lf1Tnll - ¡¡Tmll1 :;:; UTn - Tmll < f si n, m?: ñ(f), 
lo que significa que la suseción (lITn lD es también una sucesión de Cauchy, y por tanto es también una sucesión 
acotada: 3C > O tal que IlTn ll S C'rIn E N: De acuerdo con esto entonces 1ITnxll S Cl[xH, 'r/n E N, 'Ix E X, y además 
limn-+oo 1ITnx1[ :5 Cl[xJl. Esto por tanto implica que I[Txll S Cllxll, Vx E X, por lo que en operador T es continuo (De 
hecho tenemo, lo siguiente IIT.xll :<; IIT.llllxll y po< tanto IITxll :<; (lim.~~ IIT.II)lIxll). 
Finalmente notemos lo siguiente: l[Tnx - Tmx¡¡ :S IITn - Tmllllxll < e si n,m ?: ñ{f), Y si llxll :S 1. Entonces 
llTnx - Txll = limm-+oo l[Tnx - Tmxll :S f si n ;::: ñ(f), IIxll S 1. Entonces llTn - TI[ :5 f para n '2: ñ(f), por lo que 
T. -t T E I(X, Y). <> 

2.2 Operadores en espacios de Hilbert 

Sea 1/. un espacio de Hilbert. Denotemos a B(1/.) como el espacio de todos los operadores lineales acotados definidos 
de 11. a 1/.. Notemos primero lo siguIente: 
Teorema 2.2.1 
Sea A E B(1/.). Entonces existe un operador único A- E B(1/.) tal que 

(Ax,Y)F = (X,A·Y)E~x,y E 11. 

AO es el Operador Adjunto de A. Por otro lado se puede ver que A-- = A Y llAolJ == IIAII. 
Demostración: 

(2.2.1) 

Sea un y E 1/.. Dado que A es lineal y acotado, se puede definir una funcional acotada y lineal en 11. definida como: 

.,(x) = (o4x,.), (2.2.2) 
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"Ix E 1-l, el hecho de que tPlI sea acotada se deriva de la desigualdad de Cauchy-Shwarz: 

1~,(x)1 = I(Tx,y)1 S; IITx1l1ly11 S; IITllllyllllxll· 

Ahora por el teorema de Representacion de Riesz (1.1.4.2) se tiene que 3!z E 1-l tal que: 

if>" = (x,z), (2.2.3) 

"Ix E 1l, Dado que z depende s6lamente de y, se puede definir un operador A·y:::: z que satisfaga: 

(Ax,y) = (x,A'y) Vx,y E 11. (2.2.4) 

Para ver que dicho operador, A", es lineal, tomemos YI, Y2 E 1i y Al, A2 E e y veamos que "Ix E 1l se tiene que: 

(x, A*C).lYt + "\2Y2» = (Ax,>'lYl + A2Y2) = (Ax,AIYl) + (h, ).2Y2) = ~(AX,Yl) + 'X2(AX,Y2) = 

:.\¡"(x,A·y¡) + X2(x,A·Y2) = (x, AlA·YI + A2A*Y2), 

lo que nos da la linealidad de A*. Ahora notemos que "Ix E H se tiene que: 

IWxll' = (A'x,A'x) = (AA'x,x) S; IIAA'xllllxll" IIAIIIIA'xllllxll 

De esto se concluye que IIA·xll :5 IIAllllxll, pues si UA*xl! = 0, el resultado es trivial. Esto nos muestra que !lA-1I :5 IIAII, 
y por Jo tanto el operador A* es acotado. Si ahora seguimos un procedimiento análogo y sustituimos A por .4*, se 
obtendrá que IIAII "IIA'IJ, por lo que ,e concluye que IIA'II = IIAII. <> 

Notemos que en esta demostración el factor primordial se debió al Teorema de Representación de Riesz que nos 
define una funcional 4>11 = (Ax, y), Vx, y E 1i acotada y esto determina la existencia (única) de una z E 1l tal que 
(Ax,y) = (x, z). En el caso en que el Operador A no sea acotado la existencia de dicha z no es clara y es por ello que 
se debe de definir al operador adjunto como sigue: 
10 primero que se tiene que asumir es que D(A) es denso en 1i (i.e. D(A) = 1i) y tomemos una x E D(A) , si ahora 
asumimos que para. cada y E 1l existe una z E 1l tal que tiene la propiedad de que (Ax,y) = (x, z)'t/x E D(A), entonces 
podremos ver que dicha z es única por la propiedad de densidad de D(A). (Pues si (x,z¡) = (X,Z2) => Zl - Z2 E 

D(A)J. = {O}.) De este modo entonces se tiene que la pareja ordenada (y,z) pertenece a la gráfica de un oper<Uior que 
denotaremos por A·. Y de esta forma se podrá definir al operador adjunto A· de un operador A no acotado. 
Proposición 2.2.2 
Sea A un operador lineal con dominio D(A) denso en un €Spacio de Hilbe.rt 1{. El operador adjunto A" de A está 
dado por: 

(Ax,y) = (x,A'y) 

Para x E D(A) Y Y E D(A·), donde D(A·) es el subespacio de 'H. para el cual existe una z E 'H. que satlSfaga que 
(h,y) = (x,z), para cualquier y E D(A·) y x E D(A), y además se tiene que A·y = z. 
Nota: 
El operador A· es siempre un operador cerrado (lo que significa que: si (hn ) es una sucesión en D(A"') y pasa que 
hn -+ ho E E Y además A*hn -+ ko E E entonces tendremos que ho E D(A·) y además A·ho = ko). Esto se observa de 
lo siguiente: (Ax,hn) = (x,A·hn)'v'x E D(A),n = 1,2 .. Cuando n -+ 00 tenemos que (Ax,ho) = (x,ko),V'x E D(A), 
lo que significa que ho E D(A·),A·ho = ko· 
Proposición 2.2.3 
Sea A,D(A) e ti -+ 1{ un operador simétrico «Ax,y) = (x,Ay)Vx,y E D(A)) Asumiremos que D(A) es denso en 
E. Entonces A CA· (Decimos que dos operadores lineales L 1 , L2 con dominios D(Ld, D(L2 ) E 1i tienen la siguiente 
relación Ll e L2, si y sólo si: D(L1 ) e D(L2) y L2 = Ll en D(L1).) De manera conversa, si el operador A con 
dominio D(A) denso, está contenido en su operador adjunto, entonces A es simétrico. 
Demostración: 
Si (Ax,y) = (x,Ay),'t/x,y E D(A), vemos que y E D(A) pertenece a D· y que A·y = AyVy E D(A) Por lo 
que D(A) e D(A·) y así.4. e .4:'. De manera conversa> tomemos.4. e .4.-, entonce,> D(A) e D(A:) y además 
(Ax,y) = (x, A'y),Vx,y E D(A),. Mas aún A = A' en D(A), po, lo que (Ax,y) = (x, Ay)Vx,y E D(A).<> 
Definición 2.2.4 
Sea A, D(A) e 11. -+ 1i un operador lineal con dominio denso. Entonces si A = A" decimos que A es un operador 
allto-ac(jllnto. 
De esto podemos deducir que los operadores auto-adjuntos SOIl operadores cerrados y simétricos. 
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Proposición 2.2.5 
Sea 'Ji un espacio de Hilbert, y sea A, B dos operadores lineales con la propiedad de que A e B además de que D(A) 
es denso en Ji, entonces B* e A* 
Demostración: 
Dado que D(B) contiene un conjunto D(A) denso en 1l entonces, es también denso. Por lo que los operadores A*, B* 
están bien defimdos. Ahora tomemos un h E D*(B} Y un k E D(A). Entonces tenemos que: 

(Ak,h) = (Ek,h) = (k,E'h), (2.2.5) 

puesto que A e B. Esta igualdad nos dice que h E DCA'") Y además A"'h = B"'h. Por lo que D(B·) e D(A"') y 
A' = E' en D(E').O 
Proposición 2.2.6 
Sea A un operador simétrico con dominio D(A) denso en un espacio de Hilbert 1l. Entonces el dominio A* es también 
denso en 1l y A e (A")". 
Demostración: 
De la proposición (2.2.3) tenemos que A e A·, o lo que es lo mismo D(A"') :;¡ D(A) ahora como D{A) es denso esto 
implica que D(A") es denso también y que DCA"') = 1-1.. 10 que nos dice que el operador adjunto (A·)'" = A"'· esta 
bien definido. 
Ahora tomemos h E D(A) Y k E D(A·). De esto se tiene que: 

(Ah, k) = (h,A'k), 

() que: 
(A'k,h) = (k,Ah) Vk E D(A'). 

De estas igualdades se tiene que h E D(A"') Y que A'" = Ah. Como originalmente h E DCA) entonces se concluye 
que AC A .... O 
Notas: 

1. Del hecho que A e A* y de la proposici6n (2.2.6) se deduce que AU e A'" 

2. El dominio D(A"'''') contiene a DCA), por lo que es denso en 11. Si A'" es simétrico se tiene que (por la prop. 
(2.2.6»: A'" e (Ah)'" y como AU e A'" entonces A** e (A"'''')·, si ahora se aplica la proposición (2.2.3) entonces 
se concluye que AU es simétrico. 

Ahora definamos la suma de dos operadores TI, Tz definidos en D(Tl),D(Tz) E Ji, donde Ji es un espacio de Hilbert. 
La suma sera un operador T = TI + T2 definido en un dominio D(T) = D(T¡) n D(T2) como sigue: 

Tx = Tix + T2 x, 'r:/x E D(T). (2.2.6) 

De esta forma podemos establecer las siguientes proposiciones: 
Proposición 2.2.7 
Sean T1 ,Tz dos operadores lineales en 11. con dominios densos D(T1),D(T2 ), y asumamos también que D(TI } n D(T2 ) 

es denso también. Entonces: 
(2.2.7) 

Demostración: 
Por la definición de suma tenemos que D(T1* + T2 ·) = D(Tt) n D(T;), por lo que si tomamos una x E D(T1* + T:z*) 
y una y E D(T¡) n D(Tz) tendremos: 

(T,y,x) = (y,T;x),(T,y,x) = «y,Tix), 

y por 10 tanto por adici6n~ 

«T, + T,)y, x) ; (y, Tix + Ti')' Vy E D(T,) n D(T,) = D(T, + T,), 

loc\l.a1 prueba que:I E D{T1 +T2}* Y que (TI +T2 )·x-=Tix+Tix, por lo que (TI +T2 )'" ::JT¡· +T2•• O 



CAPÍTULO 2. OPERADORES LINEALES 29 

Proposición 2.2.8 
Sea T en operador lineal con dominio denso D(T) en un espacio de Hilbert 1l, y asumamos que D(T*) es también 
denso en 1i, Entonces T e (T*)*. (Notemos que la proposición es muy parecida con la prop. (2.2.6) Además notemos 
que TU aparece como una extensión lineal cerrada de T.) 
Demostración: 
Sea x E D(T),y E D(T*), entonces tenemos que: 

(Tx, y) = (x, T'.), (T'y, x) = (y, Tx) Vy E D(T"), 

por lo tanto x E D(TU) y T**x = Tx.(; 
Finalizaremos esta sección definiendo las nociones de convergencia para una sucesión de operadores lineales definidos 
en el espacio de Hilbert 11.. Esto es si {A .. } es una sucesión de operadores acotados con D(A .. ) = 1l,Vn, decimos que 
el operador A es el límite fuerte de A.,. si para cada f E 1! la sucesión {A • .Jl converge fuertemente al vector Af, esto 

.~IIAf - A.fll = O, Vf E Ji, (2.2.8) 

entonces escribimos An -+ A o A = s - limn-+oo Ano Por otro lado, decimos que A es el límite débil de {An} si: 

lim (I,A.g) = (I,Ag) Vf,g E Ji, 
Hx 

(2.2.9) 

y escribiremos A = w -limn-+oo An' Tenemos también un tercer tipo de convergencia en las sucesiones de operadores 
{An}, que se conoce como convergencia uniforme o convergencia en norma, en este caso decimos que una sucesión de 
operadores {An} converge en norma si: 

11 A-A.II-t O (2.2.10) 

cuando n ~ oo. Este tipo de convergencia es equivalente, por la definición de norma de un operador, a pedir 
convergencia fuerte y uniforme en el conjunto {f E 1i : H/U = l}. En este caso escribiremos u -limn-+oo An = A. Se 
puede ver que convergencia uniforme implica convergencia fuerte, y a su vez convergencia fuerte implica convergencza 
débü. 

2.3 Operadores en Espacios de Banach 

Iniciaremos mencionando algunos resultados importantes concernientes él- las propiedades de operadores acotados 
(continuos). Recordemos que la definiCIón de operadores acotados en espacios de Banach esta dada por la desigualdad 
1.1.4.16. 
Teorema 2.3.1 
Sea A y B dos operadores acotados definidos en dos espacios de Banach, y sea>. un escalar; siendo así se sigue lo 
siguiente' 

1. 

IlAAII = 1>'IIIAII· 

2. 

IIA + BII ~ IIAII + IIBII· 

3. 
IIABII ~ IIAIIIIBII· 

Demostración. 
(1) es inmediato de la definición. (2) se sigue del hecho de que por la. definición \\Ax + BxH ~ ¡\Ax\\ + \\Bx\! váli.do 
para todo x E DAnB. Para (3) basta con observar lo siguiente: 

IIABII = sup IIABxll ~ sup IIAlllIBxll ~ IIAII sup IIBxll. 
11.1:119 11%11::;1 11%119 

o 
En este momento podremos afirmar que si E es un espacio de Banach entonces el conjunto de operadores acotados 
definidos en E ~ tambIén un conjunto de Banach. Adctuás podernos mencionar que un espacio v<!ctorial en ~l cual la 
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operación de multiplicación ha sido definida se conoce como un álgebra. Si el espacio además es normado entonces se 
le conoce como álgebra normada y si además es completo y todos sus elementos satisfacen la condición (3) del teorema 
2.3.1 entonces estamos hablando de un álgebra de Banach. De esto último podemos deducir que el conjunto de todos 
los operadores a.cotados con dominio E es un álgebra de Ba.nach. Y la denotaremos como B(E). 
Ahora mencionaremos un teorema que será de utilidad. 
Teorema 2.3.2 
Sea E un espacio de Banach y sea A un operador lineal acotado definido en E tal que !lAII < 1: entonces 1 - A ( les 
el operador identidad) es invertible y acotado y tenemos que: 

(I - A)-' = LAn. (2.3.1) 

n"'" 
Demostración: 
Sea Sn :=: r::=o An. Probaremos primero que (Sn) es una sucesión de Cauchy. Para p > q se tiene que: 

liS, - S,II = I[A'+' + Ao+' + ... + A'II :s IIA,HII(l + IIAII + IIA'II + ... + IIAII'-'-'IIl· 

Puesto que IIABII :s IIAIIIIBII implica que IIA'II :s IIAII', dado que IIAII < 1, las se"es geométricas 2:::',0 IIAII' son 
convergentes y además se tiene que: 

liS, - S,II:S IIAII'H(l-IIAIIl-'. 
Además dado que IIAII < 1, dado un 10 > O, entonces existe un noCe") tal que, parap > q > n(€) el lado derecho de la 
ecuación es menor que E, y por tanto {Sn} es una sucesión de Cauchy. Dado que el conjunto de operadores acotados 
definidos en E es un espacio (álgebra) de Ba.na.ch podemos decir que esta sucesión de Caucby converge a un operador 
lineal acotado. Finalmente podemos notar lo siguiente mediante la verificación directa. 

~ 

(I -A) LAn ~ LAn(I -A) =I. 
71=0 71=0 

o 
Luego definiremos lo que se conoce como la gráfica de un operador A (denotado por G(A)) definido en espacios de 
Banach. 
La gráfica de un operador A, G (A), está definida como el siguiente prod lleto cartesiano E x F: 

OCA) = {(u, AU))'ED. (2.3.2) 

El rango del operador A eS el conjunto R(A) = {AU} .. EDo Este conjunto es un subespacio lineal de F. El kernel 
de A,KerA, es el conjunto {u E D,Au = O}, que es un subconjunto lineal de D. Siendo así se puede establecer lo 
siguiente: 
Definición 2.3.3 
Se dice que el operador lineal A, D(A) e E --t F, es cerrado si G(A) eS un subconjunto cerrado de E x F, 
Debemos hacer notar que el espacio de Banach E x F tiene como norma definida en cualquiera de su elementos 
{(e, f)} a lI{(e, ¡)}II = lIelle + IIfIlF' Además debernos establecer la conección entre esta Idea de cerradura y la idea 
de cerradura establecida en la nota de la proposición (2.2.2). Ello es lo que se establecerá en la siguiente proposición: 
Proposición 2.3.4 
El operador lineal A,D(A) e E --t F, es un operador cerrado si y sólo si, para todas las sucesiones {un}r' en D(A), 
tales que Un --t 1'0 en E, mientras que AUn --t Vo en F resulte que Uo € D(A) y que Auo = V o' 
Demostración: 
Asumamos pnmero que G(A} es cerrado en E x F, esto significa que si {(un,Aun)}f es una sucesión de G(A) que 
converge en E x F a ({uo, vo)}, entonces {(uo, vo)}G(A) 
Ahora {(un,AunH es convergente a (uo,vo) es equivalente a Un --t Uo en E y AUn --t Vo donde Un E D(A), 'Vn E N. 
La conclusión de que Hu", v,,)} E G(A) significa que Uo E D(A) y que v" = Au". 
Si ahora tomamos la conversa, asumimos que se tiene una sucesión {(UtI, vn)} en C(A) tal que {(un,vn)} --t {(u", vo)}. 
Esto es equivalente a que su Un E D{A),'Vn E N,vr¡ = Aun,un --t uo,Aun --t v"' Y por hipótesis se tiene que 
u" E D(A) y además que v" = Au" lo que significa que {(u"' v,,)} E C(.4).O 
Remarquemos lo siguiente: 
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Si A es un operador lineal cerrado entonces KerA e un subconjunto cerrado de E. Esto se observa del hecho de que, 
si se toma Un E KerA, "In E N con Un -;. U o E E,y como se tiene que AUn = O Y A es cerrado entonces se concluye 
que U o E D(A) y que Auo = O lo que significa que U o E KerA. 
Sea D un subespacio lineal de E, y sea A un operador lineal continuo A : D --+ F, entonces A es un operador cerrado. 
Esto se concluye de lo sigUiente: 
Sea {un}~ una sucesión de D, tal que Un -t Uo y tal que AUn -t Va_ Como D es cerrado en E se concluye que Uo E D, 
Y como A es continuo, se sigue que AUn -4 Auo' Por lo que Vo = Auo_ 
Ahora mencionaremos una clase de operadores de especial interés, los operadores cerrables. 
Definición 2.3.5 
El operador lineal T, D{T) e E -t F se dice que es cerrable, si tiene una extensión cerrada. (Recordemos que una 
extensión cerrada de un operador T es un operador T : D(T) e E --7 F que es cerrado y que T e T.) 
Siendo así se puede establecer lo siguiente: 
Proposición 2.3.6 
Sea T un operador lineal D(T) e E -t F, donde E,F son espacios de Banach. Entonces T es cerrable si y sólo si V 
las sucesiones {x"..} en D(T), tales que x".. -t O Y TXn -t y, resulta que y = O (esto es {(O, y)} E G(T) :::} y = O). 
Demostraci6n: 
Primero asumamos que T es cerrable, y entonces sea f su extensión cerrada. Dado esto se puede tomar una sucesión 
{xn} en D(T), tal que x".. -t O Y Tx".. -t y, lo que implica que y == 1'(0) = O. 
Ahora definiremos S de la manera siguiente: 

y por tanto 

D(S) = {x E E tal que 3 una sucesión (xn), en D(T), 
donde X n --7 x mientras que Tx".. -+ y} 

Sx =y. 

De esta manera podemos observar lo siguiente concerniente al operador 8 

1. 8 es un operador bien definido, y valuado de manera única, de hecho sea {x~} otra sucesión, donde x~ -+ x 
mientras que Tx~ -+ V'. De esta manera (x".. - x~) --7 O y T(x".. - x~) -+ V - V', por lo que V - y' = 0, y = yl. 

2. S es un operador lineal: Sean Xl,X2 E D(S);entonces 3 una sucesión {Xl."..} en D(T), donde Xl.".. --7 Xl, 
mientras que TXl,,,.. -+ VI = 8Xl; por otro lado 3 una sucesión {X2,n} en D(T), donde X2,n -+ X2, mientras que 
TX2,n -+ Y2 = 8X2; ahora se puede ver que la sucesión {Xl,n, X2,n} que está en D(T) converge a Xl +X2, mientras 
queT(xl,n+X2,n) = T(Xl,n)+T(X2,n) convergeaYl+Y2, esto es Xl +X2 E D(S) y 8(Xl +X2) = Vl+Y2:::: 8Xl+8x2. 
De manera similar se puede observar que: 

S(A.) = AS(.) V. E D(S), VA E K 

3. El operador S es una extensión de T, puesto que si X E D(T), entonces si se toma la sucesión {xn} donde 
Xn = xVn E N, podremos ver que TXn = Tx -+ Tx, por lo que X E D(8) y 8x = Tx. 

4. El operador S es un operador cerrado, de hecho, sea {wn} una sucesión de D{S) donde Wn -+ w, mientras que 
8wn -+ u. De esto se sigue que existe al menos una sucesión {Xn,p}~l en D(T) tal que xn.P -+ W n , (cuando 
'P -+ 00) mientlas que Txn,p --7 Sron, de hecho se tiene que 'VE. > ü, \lxn,p - ron\! < E., \!Txn,p - SW>n\! < € para 
p:;:::; p(€,n),Vn = 1,2,3 .... 

Si ahora se toma € = ~ y Pn =ii(~,n), obtendremos: 

1 1 
IIxn.Pn - wnll < ~,IITxn,Pn - Swmll < ~Vn EN. 

Podemos notar ahora que xn,p~ E D(T), VnN, y más aún: 

1 
11 ••• ,. - wll < 11'"" - w.1I + IIw. - wll < ;; + Ilw. - wll, 

que tiende a cero conforme n -+ oo. También se puede notar lo siguiente, 

1 
liT ••. ,. - _11 < liT ••. ,. - Sw.1I + liS",,, - _11 < ;; + liS",,, - _11, 

que tambié.n tiende a cero cuando n -+ oo. 
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De acuerdo a la definición de D(S) y S esto quiere decir que w E D(S), mientras que Sw = u, por lo que T tiene una 
extensión cerrada y por tanto T es cerrable.O 
Ahora mencionemos lo siguiente: 

(i) Podemos ver que la gráfica C(S) es la clausura de G(T), C(S} = G(T), esto se observa pues G(T) está compuesta 
de los pares {(x,y)} E Ex F tal que, para alguna sucesión ({x .. , TXn)} en G(T), es verdad que x .. -+ x, x E D(T) 
Y TXn -t y ,lo que significa que G(T) = C(S). 

(ii) El operador S previamente construido es la mínima extensión cerrada que tiene el operador T ,en el sentido de 
que si t es otra extensión cerrada f'..ntonces S e t. esto es debido a que sea x E DeS), entonces 3 una sucesión 
(xn ) en D{T) y también en Det) tal que :en --+ x, mientras que TXn -t y = Sx, lo que prueba, como t es 
cerrado, que x E D(t) Y que T = Sx, por lo que S e t 

Por todo esto podemos observar que S = T y también denotaremos G(T) ::::: G(T). 
Mencionaremos ahora dos resultados que nos ayudarán a la comprensión de la siguiente sección: 
Teorema 2.3.7 (Teorema de la gráfica cerrada) 
Sea T un operador cerrado, T: E -+ F, donde E y F son espacios de Banach. Entonces T es un operador continuo. 
Demostraci6n: 
La grafica de T, G(T) = {(x, TX)}"'EE es un subespacio lineal cerrado del espacio de Banach E x F. Por lo que G(T) 
es un espacio de Banach también. 
Ahora. consideremos el siguiente ma.peo U definido de G(T) -7 E cuya definición es: 

U{(x,Tx)) =x 

Se puede ver de manera rápida que U es un mapeo lineal, biyectivo y continuo: 

U({(x"Tx,)} + {(x"Tx,)}) = U{(x, +x,Tx, + Tx,)) = X, +x, = 

U {(x" Tx,)} + U{(x" Tx,)} 

Además de que siU{(x, Tx)} = o entonces x = 0, por lo que {(x,Tx)} = {(O, O)}. Por otro ladoVxo E E,U{(xo, Txo)} = 
x,. 
Finalmente tenemos que: 

IIU{(x,Tx)}IIE = IIxll." IIxllE + IITxllF = lI{(x,TxmE" 

lo que prueba que U es continuo. 
Ahora. consideremos la siguiente transformación V : G(T) -+ R(T), definida. por: 

V«(x,Tx)}=Tx, VxEE 

Entonces se tIene que: 
IIV{(x,Tx)}IIF = IITxIlF" lI{(x,Tx))IIE'F (23.3) 

Lo que implica. que V es también un mapeo continuo. 
Si ahora regresamos a nuestro mapeo lineal U, podemos ver que al tratarse de un mapeo biyectivo se tiene que existe 
U-1 

: E -+ G(T) donde: 
U-'x = «(x,Tx)), Vx E E 

De las ecuaciones (2.3.3) y (2.3.4) se obtiene que: 

Tx = VU-lX, "Ix E E. 

y para llegar al resultado esperado se tiene uno que auxiliar de un teorema en el que se establece que: 

(2.3.4) 

Sean X,Y dos espacios de Banach J' sea T un mapeo lineal injectivo y suprayectivo T: X -+ Y. Entonces T- 1 es 
también un mapeo HneaI continuo. 
Dicho esto podemos ver que U- I es continuo y al ser T = VU-I (producto de dos mapeos continuos) entonces T es 
un mapeo continuo. O 
Se concluirá. la sección con la siguiente proposIción: 
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Proposición 2.3.8 
Sean E,F dos espacios de Banach, y sea T,D(T) e E --7 F un operador lineal cerrado inyectivo. Entonces T-1 : 

R(T) e F -t D(T) e E es también un operador cerrado. 
Demostraci6n: 
Tenemos que G(T) = ({X,TX)}zED(T);G(T- 1) = ((y,T-1Y)}yER(T)' Notemos que si T-Iy = Z E D(T), entonces 
y = Tz,lo que puede ser escrito como: 

G(T-') = ((Tz,z))"ED(T) 

Ahora se puede observar que G(T) e E x F y que G(T-l) e F x E. Not-emos que el mapeo, P; {(x,y)} ~ {(y,x)} 
de E x F sobre F x E es un bomeomorfismo (continuo y con inverso continuo), lo que implica. que P mapeaoonjuntos 
cerrados de E xF en conjuntos cerrados de Fx E, como G(T) es cerrado en Ex F y como G(T-l) = PG{T) podemos 
ver que G(T- 1) es cerrado en F x E y por la definición (2.3.3) T- 1 es cerrado.? 

2.4 Operadores Compactos. Aspectos Importantes 

Esta clase de operadores es muy importante pues en ella se encuentran operadores muy importantes y necesarios para 
el desarrollo de posteriores teoremas mencionados en las siguientes secciones. 
Una definición sencilla de lo que es un operador lineal compacto es la siguiente: 
Definición 2.4.1 
Sean E, F dos espacios normados y sea T : E -t F un operador lineal, entonces decimos que T es un operador 
compacto si cumple con la siguiente propiedad, 'ti sucesión acotada {xn}i en E, la sucesión {Txn}i tiene una 
subsucesión convergente en F. 
Dada esta definición se puede establecer la siguiente proposición: 
Proposición 2.4.2 
Cualquier operador compacto T es un operarlor continuo. 
Demostración: 
Tenemos que si T no es continuo, entonces existe un conjunto acotarlo A e E, tal que T(A), no es acotado en F, por 
lo tanto "In E N, existe una X 11 E A, tal que l\Txn\\ 2: n, lo que implica que,evidentemente, no existe una subsucesión 
acotada de {Txn}i que sea convergente.O 
Mencionaremos ahora un importante teorema. 
Teorema 2.4.3 
Sean E, F dos espacios de Banach. El conjunto de los operadores compactos de leE, F) (Espacio de los operadores 
hneales definidos de E -t F), es cerrarlo en leE, F) con respecto a la norma del operarlor. 
Ahora mendonaremos un resultado <:.oncerniente a la suma de operadores compactos. 
Proposición 2.4.4 
Sean E, F dos espacios norma.dos, y sean TI, T2 dos operadores compactos de E -t F. Entonces el operador TI + T2 

es también compacto. 
Demostraci6n: 
Tomemos una sucesión {xn}j' acotada en E. Entonces existe una subsucesión {xnp}~ tal que limp-+oo T¡xn" == ZI 

existe en F. También existe una. subsucesión {xn"glf tal que limg-+ooT2::tnpg == Z2 existe en F. De todo esto se 
concluye que limg-+oo Tl::tn,,~ := Zl Y que limg-+oo T2x n". = Z2 , por lo que limg_+ oc (TI + T2)X"". p_,,<iste y es igual a 
zl +Z2 E F.O 
En la siguiente proposición mencionaremos una propiedad que tiene que ver con los productos (izquierdo y derecho) 
de operadores continuos CaD operadores compactos. 
Proposición 2.4.5 
Sea E un espacio normado y sea T : E -) E un operador compacto. Asumarn.os además que tenemos un operador 
A E 13{E). Entonces los operadores AT y TAsan compactos. 
Demostración: 
Tomemos una sucesión {Xn}~""l acotarla en E. Entonces existe una subsucesión {xn " }~¡ tal que lim .. -+oo TXn~ = Z 

eXiste en F, por tanto hmp-+oo ATxn~ = Az. Por lo tanto el operador AT es compacto. 
Po!" otro lado si tomamos una sucesión {xn}~=l acot.ada en E, entonces la sucesión { ... lXn}~;=1 es también d.cotada en E, 
pero esto implica que dado que T es compacto debe de existir una subsucesión {A.x..,p} tal que Uro»_:,.:>::> T(Axn~) == z, 
dado que T(Axll p ) = (T.4)(xn,), esto implica que TA es compacto.O 
Mencionaremos ahora la siguient.e propiedad importante respecto a operadores compactos defiludos en espacios de 
Hilbcrt. 
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Proposición 2.4.6 
;i consideramos un espacio de Hilbert H, Y consideramos un operador compacto T : H --7 H Y ademas tenemos a su 
}perador adjunto, T* (que recordaremos está dado por la igualdad (Th,k) = (h,T*k)'r/h,k E H) entonces podemos 
mrmar que T* es también UD operador compacto. 
Demostración: 
Primero tomemos {hn}r una sucesión acotada en H. Ahora tenemos que, por la proposición (2.4.5), el operador 
fT" : H -7 H es compacto, y asi podemos hallar una subsucesión {hn }, tal que limp-+ooTT*h .. = z. Pero dado 
!sto podemos obserVar además que la sucesión {T*hn,,} es una sucesión"de Cauchy, con lo que la proposición estaría 
)tobada, para ello observemos lo siguiente: 

IIT'(hn. - h.,)II' = (h •• - h." TT'(h •• - hn,)) 

:52 sup IJhnpIlIlTT*hn,. - TT*hn9 11 < €,p, q;::: (t:) 
.EN 

:::on este último resultado finalizamos la sección.O 

2,5 Operadores simétricos, Proyecciones 

Jnos operadores simétricos en espacios de Hilbert muy importantes por su utilidad en teoría espectral, son los opera
lores de proyección, o mejor conocidos como proyecciones o proyectores. (Recordemos que, un operador es simétrico 
m un espacio de Hilbert 11. si (Ah, k) = (h, Ak), Vh, k E 'Ji), a los operadores simétricos con dominio en 11. esto es, 
~utoadjuntos, también se les conoce como operadores Hermicianos. 
I\.hora si 11. es un espacio de Hilbert y M es un subespacio lineal cerrado, entonces, por lo establecido en el teorema 
le la Proyección (1.1.3.1), tenemos que, cada x E 11. puede ser escrita de manera única como sigue: x = y + z, donde 
~ E M y z E M.l Al vector y se le conoce como la proyección de x en M y al operador P que esta definido por Px = y 
le le conoce como proyección en M, para una mejor notación se escribirá al operador PM • Ahora podremos ver como 
~ que un operador de este tipo es simétrico. 
3ean x,y E H, podemos entonces escribir x = Xl + X2,Y = Yl + Y2, donde Xl, Yl E M Y X2, Y2 E MJ- y así las cosas 
)odremos observar que: (Px, y) = (Xl, Yl + Y2) = (Xl, Yl) y además (x, Py) = (Xl + X2, Yl) = (Xl, Yl) lo que nos da la 
:ondición de simetría. 
Mencionaremos abora otras propiedades de las proyecciones: 

(i) P es un operador lineal, en efecto sean' X = Xl + X2,Y = Yl + Y2 E 1I.,a(3 E K (R o e) entonces se tiene que 
P(ax + py) = P(a(x, + x,) + P(y, + y,)) = P«ax, + py,j + (ax, + py,)) = =, + px, ~ aP(x) + PP(y). 

(ii) Tenemos que p2 = P, esto se observa de lo siguiente: Sea X = Xl +X2, y = Yl +Y2 E rl, => (P2X, y) = (Px, py) = 
(Xl'Y¡) = (Xt,Yl,Y2) = (Px,y) 

(m) Notemos que el operador Q = l - P es la proyección al subespacio M J-. 

(IV) Se puede obtener de manera fácil la siguiente estImación lIPjj"(1'lj :$ 1, de la cual se infiere que las proyecciones 
son operadores continuos. Esta se obtiene de que "Ix E 11., IIxII2 = IIPxjj2 + IIQXj)2 por lo que IIPxH :$ Ilxjj. 

(v) Se obtienen la siguientes relaciones de orden; (J :$ P :::; l, Donde (J es el operador nulo e l es el operador 
identidad, y esta se deriva de lo siguiente: "Ix E 1I.(Px,x) = (P2x,x) = (Px,Px) 2: Oy de que: 'r/x E 1I.(Px,x) = 
IIPxllllxll ::; IIxll' = (Ix, x) 

(vi) Notemos además que si M = 1l., PM = l (Operador Identidad) y si M = {O},PM = (J. Si P t= () entonces existe 
un punto x E M = P('H.) donde x t= 0, por lo que IIP:¡;jj = Ilxjj de lo que se deriva que lIPjj = 1. 

!\hora estableceremos el siguiente teorema que es Importante. 
Teorema 2.5.1 
3ea P un operador lineal continuo y simétrico definido en un espacio de Htlbert 'H., es decir autoadjunto, tal que 
p2 = P. Entonces P es una proyección ortogonal en el espacio P(1I.). 
Demostraci6n' 
Ya habíamos notado que M = P(1I.) = {Px,x E 1l} es un espacio lineal de 11. Se puede observar además que se 
:rata de un conjunto cerrado d(' fI puesto que es ('1 kernel del operador continuo 1 - P : 1{ ~ 1l. Ahora notemos que 
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(x - Px,Py) = (Px - P2X,y) = O,V E 11., por lo que x - Px E MJ.... Así podemos afirmar que x = Px + (x - Px) es 
la única descomposición de x como una suma y + z con y E M y con z E M.L. Lo que prueba que P es la proyección 
aM.f.) 
Debemos mencionar lo siguiente. 
Definición 2.5.2 
Dos proyecciones Pt, Pz son ortogonales si y sólo si Pi Pz = O 
También debemos mencionar el siguiente teorema: 
Teorema 2.5.3 

Dos proyecciones PI\{, PN son Ol (ogona1~s si y sólo si M l.N. 
Demostración: 
Dado que M J..N se tiene que 't/x,y E 11. pasa que O = (PMX,PNY) :::: (x,PMFNY), si tomamos x = PMPN entonces 
podemos conluir que FMFNY:::: O't/y E H, por lo que PM,PN son ortogonales. 
Ahora enunciaremos una propiedad muy importante de los operadores HermicianOs. 
Proposición 2.5.4 
Sea A un operador lineal definido en 1l, Entonces A es Hermiciano si y sólo si (Ax,x) es real "Ix E 1i. 
Demostración 
supongamos que (Ax,x) es real, entonces: 

Im(Ax,x) = O 

Ahora por otro lado tenemos lo siguiente: 

(A(ix + y),ix + y) = (Ax,x) + i(Ax,y) - i(Ay,x) + (Ay, y). 

y tomando las partes imaginarias, y considerando (2.5.1) se tiene que: 

Re(Ax,y) = Re(x,Ay). 

Finalmente observemos que: 

Im(Ax,y) = Im(-,)(Aix,y) = -Re(Aix,y) = -Re(ix,Ay) 

= (-i)Re(x,Ay) = Im(x, Ay) 

Con lo que junto con (2.5.2) se obtiene que A es simétrico. El regreso de la demostración es análogo. 

(2.5.1) 

(2.5.2) 

Finalizaremos esta sección mencionando dos conceptos importantes: Los conceptos de IsometrÍa Parcial y de Operador 
Unitario en un espacio de Hilbert. 
Definición 2.5.5 
Sea U : H -t H un operador definido en un espacio de Hilbert H. Entonces decimos que U es unitano si cumple con 
las siguientes propiedades: 

(i) 
(U f,Ug) = (/,g)'<If,g E H 

(ii) 
U·U=UU·=I 

Cuando un operador sólo cumple con la primera propiedad se dice que el operador es una tsometria. Observemos que 
(i) implica (ii). 
Definición 2.5.6 
Sea O: un operador defimdo en un espacio de Hilbert 11.. Se dice que n es un Isometría Parctal si cumple con lo 
siguiente: 

o-o = E, donde E es una proyección. 
De esto se concluye lo siguiente. 

(nf,ng) = (f,n-ng) = (f.Eg) = (Ef,Eg). (2.5.3) 

Por lo que si: I,g E E1i entonces se tiene que (O¡,Og) = (1,9). Lo que prueba que el operador es una isometría en 
cierto parte de 'ti, llamada E'H., esto quiere decir que la longitud de los vectores que estén en E1i y los ángulos entre 
dichos vectores se conservarán bajo O. E:> por ello quC' se le da el nombre de Isomctria parctal 
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)e la ecuación (2.5.3) también podemos concluir que n es cero en el complemento ortogonal de E1l; esto es, si 
fE (E1l)J.. entonces, 110/112 = IIEf!l2 = O por lo que ni = e, o lo que es lo mismo: 

O(I - E)¡ = 8 V¡ E 11. 

)tra manera, por tanto de definir una isometría parcial será mediante la siguiente proposición. 
Proposición 2.5.7 

(2.5.4) 

,i n es un operador lineal con D(n) = Ji y E es una proyección tal que IIn!u ::::: IIEfll'v'f E 11" entonces n"'o::::: E. 
Demostraci6n: 
Dado que 110111 = IIEfl!\ff E Ji, se tiene entonces que 1l01! = IIEII, o 10 que es lo mismo ¡¡nll ::::: 1 a menos que E = O. 
Por otro lado es fácil ver que de esto se tiene que 110:*11 = IlEII y que n* está definido en cualquier punto de 11.. (esto 
ie conluye del hecho que dado un operador acotado A definido en Ji, entonces se tiene que A* es acotado también, 
D(A*) = 1l y que IIA"'U = IlAII.) Ahora por la identidad de polarización 1 se puede deducir que: 

(wn¡,g) = (O¡,ng) = 
~(n(f + g), O(f + g)) - (O(f - g), O(f - g» - i(O(f + ig), n(f + ig)) + i(O(f - ig), O(f - ig» = 

~(E(f + g),E(f + g)) - (E(f - g),E(f - g» - i(E(f + ig),E(f + ig)) + i(E(f - ig),E(f - ig» = 
(E¡,Eg) = (E¡,g). 

Por lo tanto n"Of - Ef es ortogonal a cualquier 9 E Ji y por tanto O"nf = EfVf E 1/.. 
E:l operador adjunto O" de la isometrla parcial .o es también una isometria parcial. Esto se observa del hecho que si 
iefinimos F = On* entonces podremos que F 2 = no"nn" = OEO" = 00 *= F Y que F" = (nO")· = ono" = F. 
Mencionaremos ahora un resultado (que será de mucha utilidad en en tercer capítulo puesto que nos servirá para 
iescribir de manera matemática un sistema de dispersión dependiente del tiempo). 
Proposición 2.5.8 
Sea O una isometría parcial, y definamos a 0"0 = E Y 00" = F . Entonces se tiene que: 

(a) unu = un'u = 1 a menos que E = O 

(b) nE= n,En- = O' 
FO=O,O·F=n" 

(c) El rango de O es un subespa.cio, y F es la proyección ortogonal en ese subespacio. Esto es F'1l = R(O) 

(d) La restricción 2 de O al subespacio E'H. es invertible y dicha inversa está dada por O" ( De forma más precisa 
por la restricción de O" en F'H.). Esto es 0-1 f = ~r fVf E F'1l. 

Demostraci6n: 
El inciso (a) se demostró ya en la proposición anterior (2.5.7), la primera igualdad del insciso (b) es una consecuencia 
inmediata de la ecuación (2.5.4). Ahora dado que En- = E"n· = (nE)" = O" la segunda igualdad se cumple. Para 
la siguiente se tiene que observar que Fn = no"o = OE = O . Finalmente para probar la última desigualdad se tiene 
que n"F = o·no· = En" = O". 
Para la demostracion del inciso (c) se tiene que por la definición de F el rango de este está contenido en el rango de 
n, esto es puesto que si f E 11. Y si además f = Fg entonces se tiene que, f = 0(0" g} lo que implica que f R(n). Por 
lo que F'H. e n'H., por otro lado si I E O'H. entonces I = Og y como FO = n entonces I = F(ng) por lo que I E F1l 
Y por ello se concluye que .011. = F1/.. 
Finalmente para la demostración de (d) supongamos que ¡ E E11. y que n¡ = (J entonces de la ecuación (2.5.3) 
se tiene que 111112 = 1101112 = O por lo que I = (J Por lo tanto la restricción de n en E1/. es invertible, dado que 
n-n¡ = IVI E E'H., entonces es claro que la inversa de la resttricción de n en E'H. esta dada por 1s restriCCIón de n· 
en F1I = 011. <> 
Para una isometría parcial O, las proyecciones E sobre el subespacio (llamado espacio imctan E1/. y F sobre el 
subespacio Fll (llamado cspac~o finan que es el rango de O son diferentes del operador identidad Cuando eXIste UlM 

isometria se tiene que E = 1 pero F puede no serlo. En el caso de un espacio de Hilbert de dimensión finita se tiene 
que el rango de la isometría. es el espacio de Hilbert completo, esto es F = l. 

11(/,9) = III + 911 2 -111 - 911 2 - 1111 + 19112 + Il11 - 19112 .\1'/,9 e 1i 
2Recordemos que do:¡ operadores A e B cuando D(A) e D{B) y ad.emás Af = B/lif E D(/1). En <'SlC eMO se dice qUl' A es la 

,...slncclÓn de 8 a D(A) y que B elll:l. utcn.o"I6n de A a. 0(8) 



CAPÍTULO 2. OPERADORES LINEALES 37 

2.6 Grupos unitarios 

Ya en la sección anterior definimos lo que es un operador unitano. Ahora definiremos lo que es un grupo unitario a 
un parámetro, Que desempeña un papel fundamental en la mecánica cuántica. 
Definición 2.6.1 
Un grupo unitario uniparametraI fuertemente (por convergencia fuerte entendemos que si {In} es una sucesión de 
vectores, entonces decimos que Un} converge fuertemente al vector f si IIf - Inl! -t O cuando n -t oc,con una norma 
definida en el espacio; este tipo de convergencia se denota como $ -limn-too in = f) está definido como un mapeo U 
con dominio en la recta real y rango en B(1i) (El conjunto de todos los operadores acotados definidos en un espacio 
de Hilbert 1l) y que cumplen con las siguientes propiedades: 

(i) Continuidad Fuerte: s -lim.,.-to(Ut+T - Ut) = O Vt E R 

(H) Unitariedad: U; = ut-
t Vt E R 

(iii) Propiedad de Grupo: UtU; = U;Ut = Ut+s, t, s E R y Uo = 1 

Un importante teorema que mas adelantes será utilizado es el que se conoce como Teorema de Stone en el que se 
establece que cualquier operador auto-adjunto genera un grupo unitario uniparametraJ fuertemente continuo. 

Teorema 2.6.2 (Teorema de Stone) 
Sea {Ut}, -00 < t < 00, un grupo unitario uniparametral fuertemente continuo. Definimos un operador lineal A ( que 
será llamado en lo sucesivo el generador infinitestmaI de {Ut }) como sigue: 

D(A) = {J I S -IimHo iT-1(U, -l)f existe} 

Af =. -Iim iT-
1(U, - [)f Vf E D(A) 

,~o 

Entonces se tiene que D(A) es denso y que A es un operador lineal auto-adjunto. 

2.7 Contracciones y puntos fijos 

Mencionaremos para terminar el capítulo dos definiciones útiles en un futuro que dan pie a un teorema de ulilidad: El 
teorema de la contracción. Dicho resultado es muy utilizado para la resolución de ecuaciones integrales. Definamos 
entonces primero que es un punto fijo. 
Definición 2.7.1 

Sea T : X -4 X un mapeo en un conjunto X. Decimos que x E X es un punto fijo de T si Tx = x 
Ahora definamos lo que es una contracción. 
Definición 2.7.2 

Sea (X, d) un espacio métrico. Un mapeo T : X -+ X tal que d(Tx, Ty) ::5 d(x, y) es llamado contracción. Si existe un 
K < 1 tal que d(Tx, Ty) ::5 [( d(x, y) entonces se trata de- una contlucción estricta. 
Mencionemos ahora el teorema que será de nuestra utilidad. 
Teorema 2.7.3 (Teorema de la Contracción) 

Una contracción estricta en un ~pacio métrico completo tiene un único punto fijo. 
Demostraclón' 
Primero se establece la unicidad. Si Tx = x,Ty = y, entonces d(:c,y) = d(T:c,Ty):S Kd(x,y) dado que K < 1 Y 
que d(x,y) 2:: O entonces se tiene que d(x,y) = O y por tanto x = y. Para probar la existencia, primero debemos de 
notar que la continuidad de T es imediata puesto que si d(x,y) < K-1( entonces se tiene que d(Tx,Ty) < €. tomemos 
entonces Xo como un punto arbitrario y sea Tnxo = x n, podemos probar que {xn} es de Cauchy por el siguiente 
razonamiento: Primero observemos que: 

d(xn,xn+l) = d(Txn_loTxn) ~ Kd(xn_l,Xnl 

::5 K Zd(xn_2'X,,_¡) ."::5 Kn-1d(J:O,Xl) 

por ello se tiene que si n > m, entonces. 

• • 
d(x,,,xm)::5 L d(x"x,_d::5 [(m ¿ !e- 2-"'d(:ru,x¡) 
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. . 
::::; Km L K 1d(xo,x¡):5 J(m-l LKPd{xo,x¡) 

1=-1 p=o 

s:: Km(l + K}-ld(xQ, Xl) -t 0, m -t 00 

por lo que se tiene que {Xn} es de Cauchy y por tanto x" -t x para algún x y dado que T es continuo entonces 
Tx = limn-+<x> TXn = limn-Jooo 2:"-+1 = X lo que prueba el resultado 



Capítulo 3 

Teoría de la dispersión 

3.1 Introducción 

!\. lo largo del desarrollo de la física, se ha visto que una pregunta ha sido fundamental en su historia, la pregunta es 
a de conocer las leyes que gobiernan el comportamiento de los fenómenos ñsicos. Durante el desarrollo de las ciencias 
lsicas se han venido realizando experimentos que se fundamentan en un fenómeno físico conocido con el nombre 
le disperSión y que han otorgado muchas respuestas para poder dar a conocer al mundo algunas de las leyes que 
:t.Ctualmente rigen en el mundo atómico; por mencionar algunos de los experimentos que se desarrollan actualmente 
Jajo este principio estan: los experimentos de espectroscopía, los experimentos de difracción, los experimentos que 
re encargan de conocer la forma que constituye al átomo, así como los experimentos involucrados con partículas 
~ementales en los aceleradores de partículas que actualmente existen. 
En esta parte introductoria se pretende adentrar al lector dentro de lo que es un fenómeno de dispersión a rasgos 
~enerales para despues dar el tratamiento matemático necesario para la total comprensión del problema. 

La Teoría de Dispersión es una herramienta que sirve para explicar algunos de los fenómenos del mundo atómico, 
forma una parte importante de la gran teoría de la física que se conoce como Mecánica Cuántica. En teoría de la 
:iispersión se involucran sistemas que se encuentran en ciertos estados que son conocidos como estados de dispersión. 
Existen muchas variedades de experimentos de dlSpersión, pero en general dichos experimentos constan de cuatro 
partes esenciales que son: 

(i) La fuente que es un aparato que producirá las partículas que han de interactuar con las que se encuentran en 
el Blanco. Aquí es importante mencionar que la fuente debe de producir las partículas de manera repetida, 
continua y bajo prácticamente las mismas condiciones, esto es por que todos los experimentos de dispersión 
involucran mediciones repetidas para sistemas que son idénticos, 

(ii) Un aparato "preparador" (que puede ser por ejemplo' un colimador, el rayo de un espectrómetro o un polarizador) 
y que sirve para definir las condiciones iniciales de las partículas idénticas que van incidiendo en él 

(iii) El blanco que contiene a las partículas que interactuarán con las partículas incidentes. Las condiciones en que 
se encuentre el blanco influirán mucho en las mediciones, por lo que deben de conocerse para poder dar la 
interpretación correcta. Por ejemplo si el blanca es grueso entonces será posible observar dlspers:'6n múltiple, y 
si por ejemplo el blanco tiene estructura cristalina entonces será posible observar un patrón de difracción. Por 
otro lado si se trata de un blanco móvil (por ejemplo un gas) entonces este efecto también será reflejado en las 
mediciones que se realizen. La interpretación mas sencilla de los resultados se encuentra cuando el blanco es 
muy fino y contiene una distribución aleatoria de partículas en reposo, 

(iv) El detector que es un aparato que se encarga de registrar los resultados y que usualmente se encuentra en un 
lugar en el que sea posible detectar únicamente las partículas dispersadas, dicho de otra forma si el blanco se 
retira del arreglo experimental entonces el detector no puede registrar nada. En la práctica esta condición no 
es tan fácil de llevar a ca.bo pues no siempre es posible tener un ra.yo lo sufiCIentemente bien colimado, o por 
que existen residuos de dispersión en el matenal debido a otras interacciones (es por ello la importancia de 
la buena calibración del detector), También es muy importante situar al detector lo suficientemente lejos del 
blanco para que no detecte las interaccIones entre las part(culas dispersadas y las partículas del blanco, En 
casi todos los casos el detector tiene un ángulo finito de resolución, lo mejor que se puede hacer es que dicho 

39 



CAPÍTULO 3. TEORÍA DE LA DISPERSIÓN 40 

ángulo sea lo suficientemente pequeño para tener mejores mediciones, pero también es cierto que existen ciertas 
limitaciones físicas que no permiten hacer la resolución muy precisa, y este mismo problema sucede con el aparato 
"preparador" . 

3.1.1 Características físicas de los sistemas de dispersión 

Las características físicas esenciales de Wl sistema de dispersión son las siguientes: 
E:n un proceso de dispersión debemos distinguir tres momentos en la evolución temporal del sistema, En el primer 
nomento el estado del sistema se encuentra en el pasado remoto. Durante este momento la partícula incidente y la 
)artícula del blanco se encuentran lo suficientemente lejanas como para poder despreciar la interacción entre ellas, en 
;érminos de teoría de dispersión clásica las partículas incidentes se comportan como partículas libres. De esta forma se 
~spera que el estado del sistema evolucione en este primer momento obedeciendo las leyes que rigen e! comportamiento 
:le las partículas libres. 
Durante el segundo momento las partículas interaccionan mutuamente y la evolución del sistema es gobernada por una 
~uación de movimiento para la cual e! término de interacción desempeña un pape! fundamental. Es en el momento 
ie la interacción que la dispersión ocurre. 
Durante e! tercer momento uno se encuentra en una situación análoga que en el primer momento. De hecho en el 
nomento en el que el fenómeno de dispersión ha ocurrido las partículas se han alejado de tal forma que la interacción 
nutua es nuevamente despreciable y no tiene efecto en el futuro de la evolución del sistema. En el futuro del sistema, 
!l detector, observa el nuevo estado de las partículas ocasionado por el proceso de dispersión. 
[,a condición de que los estados que describen los fenómenos de dispersión deban de ser caracterizables en el tiempo 
:emotamente pasado ( -(0) y en el tiempo remotamente lejano (+00) por cantidades que conciernen a la dinámica de 
)artícu1as libres, se conoce como la condici6n asintót,ca. Para poder describir dicha condición en términos matemáticos 
~ necesario estudiar la descripción de la evolución en el tiempo de sistemas mecánico cuánticos y también es necesario 
ntroducir una topología (una noción de convergencia) que servirá para expresar la diferencia entre el sistema actual y 
!l sistema libre ( en el pasado remoto y el futuro lejano). En la próxima sección se entrará de lleno a este planteamiento. 

3.2 Descripción de los Sistemas Mecánico Cuánticos 

[,a descripción de los sistemas cuánticos necesita de la definición de dos conceptos principales; uno de ellos es la 
iefinición de los estados mecánico cuánticos y el otro es la definición de las observables del sistema. 
J n estado de un sistema mecánico cuántico está representado por un operador positivo 1 de clase traza p definido 
m un espacio de Hilbert 11., y se le conoce con el nombre de operador de densidad. Además dicho operador satisface 
!l hecho de que Trp = l. Lo que quiere decir todo esto es que el espectro puntual de p que consiste en todos los 
~igenvalores positivos Ai, satisacen que: 2:. A, = 1, donde Ai se repite según el grado de degeneración que tenga. 2 En 
~l caso de que p2 = p, p es una proyección ortogonal con rango unidimensional; en este caso el estado es llamado puro. 
:;i consideramos el siguiente subespacio unidimensional, M = {al 1 a E e}, donde I es un vector unitario definido 
m un espacio de Hilbert 11.. Entonces podemos denotar a F¡ como la correspondiente proyección ortogonal en dicho 
~pacio y que opera de la siguiente manera: 

FIg = (J,g)! Yg E 1{ 

)e puede establecer una relación entre F¡ (visto como un estado puro) y un rayo unitario en 11. y que se define como 
[al 110-1 = 1}. La correspondencia entre los estados puros y los rayo unitarios es uno a uno, uno puede identificar a 
ID estado puro mediante un vector unitario que pertenezca a su rango. 
~as observables de un sistema están representadas por operadores auto-adjuntos definidos en 11.. Debemos entonces 
dentificar a una observable física con un respectivo operador auto-adjunto A definido en 1i. 
~l el valor de expectactón de una observable A en un estado puro I está definido como: 

EXPI(A) = (J,A!). 

lUn opera.dor linea! se dice que es positivo, y se escribe ti?: O, si (1, Af) ?: O'Vj E D(A) 
'ConsLderemoo un opera.dor T definido en un espacio de Ba.nach X que IL su vez esta definido sobre un campo K (R o e). El espectro 

)untua! de T esta compuesto por los eigenvalore.s de Ti este conjunto es denotado por O'p(T) y está definido por. 

O'p(T) = p. € K/3x E X,X # O,Tx = .xx}. 

;,1:1 dimensión del csp."\.Cio vectorial E), = ker(>./ -T) es mayOr que uno, enlonces decimos qUl' el l'lgenvalor e~ta dcgtncrndp, y 1.1. dImensión 
le EA ser;\. el grndo d~ dtgtntroCJ.6n del eigenv31or. 
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Cuando este existe. 
Dado que las observables de un sistema físico están determinadas por operadores auto-adjuntos, nos interesa conocer 
un resultado en el que se afirma que cada operador auto-adjunto A admite una descomposición espectral. En el 
siguiente teorema se establece este concepto. 
Teorema 3.2.1 (Teorema Espectral para operadores Auto-adJUntos) 
Sea A un operador auto-adjunto definido en un espacio de Hilbert Ji, entonces dicho operador admite una descom
posición espectral, es decir, existe una única familia de proyecciones {E.d definidos en 1l, que tienen las siguientes 
propiedades: 

(i) EA = E>.+o = s -liffi,¡-++O EHr¡ 

(ii) s - lim),,-+_oo E>. = 0, S - lim>..-++oo E>., = 1 

(ni) Si >. :5 ¡L, entonces E>.E~ = E~E). = E). 

(iv) Un vector f pertenece a D(A) si y sólo si: 

además para una f dada y para cualquier 9 EH, se tiene que: 

¡+oo 
(g, Al) ~ -00 >'d(g, EA!)· 

La familia {E.>.} se le llama familia espectral del operador auto-adjunto A. Con la ayuda de la familia espectral {EA} 
es posible definir una medida de probalididad P~,bJ,J en R como sigue: 

pt.,.],f ~ J.' d(f, EÁ!), 

Donde -00 < a < b < 00, I E 11.,11111 = 1. El hecho de que sea una medida de probalilidad proviene de la misma 
definición, de la cual se deriva que: 

pt-oo,oo],f ~ f:' d(f, E,f) ~ IIfll' ~ l. 

Uno puede interpretar que P~,bl,f es la probalilidad de que la medida de una observable A del sistema en el estado f 
tome algún valor en el intervalo (a, b]. 
Para un vector de estado f E D(A), el valor de expectación de la observable A en el estado 1, está dado por: 

La evolución en el tiempo de un sistema mecánico cuántico está dada por un grupo unitario. Sea {Ud dicho grupo. 
Si el vector f representa al estado en el tiempo t = O entonces ft representa al estado en el tiempo t y esta dado por: 

(3.2.1) 

Por la unicidad del grupo {Ud es claro que Uftll = 11111 = 1. Un requerimIento natural es el esperar que el valor de 
expectación para cualquier observable en un estado f al tiempo t sea. una función continua de t. Esto significa que 
Explo (A) = (ft, Ah) es continuo. 
Por el Teorema de Stone (2.6.2) se denva que existe un operador auto-adjunto ( en general no acotado) H que esta 
dado por: 

Hg = s-limmCL(Ut - I)g 
HO 

con h. = f;r. Este operador desempciia el mismo papel que la función Hanultomana desempeña en mecánica clásica es 
por ello que j\ este operador se le conoce como operador Harniltoniano. 



CAPÍTULO 3. TEORÍA DE LA DISPERSIÓN 42 

Sea f E D(H), entonces ft = Ud E D(T) de este modo la ecuación (3.2.1) se puede ver como: 

d f -, di t = -$1i HIt (3.2.2) 

E:n donde entenderemos que la derivada es un límite fuerte. Esta ecuación (3.2.2) es conocida en la literatura como la 
;!Cuación de ShrOdinger lineal en su forma diferencial (la forma integral es la ecuación (3.2.1)). 
Esta ecuación desempeña un papel parecido al papel que desempeñan las ecuaciones de Hamilton en mecánica clásica. 
La ecuación de SchrOdinger es una ecuación de primer orden ( definida en un espacio de Hilbert) cuyas soluciones son 
trayectorias (estados puros). El grupo {Ut} puede ser escrito en términos de su generador infinitesimal puesto que: 

Tr _2.H. 
Vt = e-"-

Si f un eigenvector de H, es decir Hf = ñ>.f para alguna). E R. Entonces Ud = exp(-itA). Esto implica que f y 
Ud difieren sólo por un factor de fase y por lo tanto definen el mismo rayo y estado. En otras palabras, el valor de 
expectación para cada observable A en el estado !t es el mismo en todos los tiempos, esto es: 

Exp¡,(A) ~ (Ud. AUd) ~ Cf,Af) ~ Exp¡(A), 

por 10 que se dice que f es un estado estacionano. De manera inversa también se puede verifiC<U' que si se tiene un 
estado estacionario entonces el estado es un eigenestado de la observable con un eigenvalor..\. Esto se puede deducir 
de manera sencilla pero primero se debe de observar que cualquier grupo unitario de un parametro a valores complejos 
a(t) acepta una única representación del tipo ef3t donde (j es un número complejo. Esto se deduce de la siguiente 
propiedad que se cumple para todo a:(t): 

[t+T 

a(s)ds = a:(t) LT 

a(s)ds 

Puesto que si esto pasa entonces dado que 0:(0) = 1 Y dado que r < < 1 entonces se tiene que' 

1, r'+' 
a(') ~ [ o <>(s)ds]-' J, a(s)ds 

Por lo que: 

00(') ~ [1' a(s)dst'[<>(T) - 1]<>(') 
d' o 

Si ahora definimos a 13 = U; a(s)ds]-l [aer) - 1] entonces (j E e pues el grupo toma valores complejos. Y así: 

00(') ~ pa(') 
d' 

Por lo que: 
a(') ~ .,P' 

Una vez demostrado esto entonces se procede a utilizar este resultado para demostrar la illvf'rSa n.E:' l<t proposición. 
Siendo así se SupOne que Expf¡ (A) = (Utf,AUtf) = Exp¡(A) = (f,Af) para cada observable, entonces si tomamos 
A = Fg, (aqui A = Fg es un operador de proyección, el efecto que produce dicho proyector en un vector f E 1i.se 
puede ver como: 

Af ~ F,f ~ (g.f)g 

donde g~ vector unitario de 11.), se tiene que (ft,Afd = (Utf,AUtf) = (g,Ud)(Utf,g) = l(Ud,g)12 y que 
(f. A!) ~ (g,/)([,g) ~ [Cf,g)[' poc lo que [(U,f,g)[' ~ [(f,g)['. Entonces si 'omamos 9 de tal modo que (f,g) ~ O 
entonces (Ud, g) = O Y por tanto (por el teorema de la proyección) Ud pertenece al subespacio unidimensional 
generado por J, esto es Ud = a:(t)J, donde a{t) es un grupo unitario uniparametral a valores complejos. y como 
ya se demostró antes esto quiere decir que el grupo acepta una única representación exponencIal; mas aún dado que 
1a:(t)1 := 1 entonces se tiene que o:{t) = e-it>. con>' E R. Por todo esto entOnces se tiene que Ud ::::: e-·e>. j, se puede ver 
que el lado derecho de la igualdad acepta la derIvada (límite fuerte) a! tiempo t = O y dada la ecuación de Scrh6dmger 
en su forma diferencia! se concluye que H f == T~>'f por lo que f es un eigenvcctor de H con eigenvalor T,>'. 
Llamaremos a. una observable A constante de movimlento si EXPI, (F>.) = Exp¡(F>.)para todo j E H y para todo rcal 
>., t, donde {F>.} es la familia espectral de A. 
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Se puede deducir además lo siguiente: 
Ut-

1 F>'ut = F).., 't/)..,t E R 

Esto se deduce del hecho que dada una observable A con familia espectral {FA} es fácil ver que bajo condiciones 
favorables que definan el dominio y tomando una t fija entonces {Ut F>"Ud es la familia espectral del operador auto
adjunto At = Ut AUe y con esto si además se tiene que Exp/,(h.) = Exp¡(F),) "IJ E 1-l Y A, tER entonces s{' puede 
concluir que UtF>"Ut = FA. Esto último se observa de lo siguiente: 

(f"FÁJ.) = (U,j,FÁU,f) = (f,U;FÁU,j) = (f,FÁf)V! E 11 

Y dado que se tiene la identidad de polarización 3 se puede deducir que: 

4(j,U;F>.Utg) = 

(f + g, FÁ(f + g)) - (f - g,FÁ(f - g)) - i(f + ig, FÁ(f + ig)) + i(f - ig, FÁ(f - ig)) 

= 4(f,FÁ g) 

por lo que se tiene que: 

esto es: 

3.3 Teoría de Dispersión Dependiente del Tiempo 

En mecánica cuántica el sistema de dispersión (dependiente del tiempo) más simple con el que se puede trabajar puede 
ser descrito por dos grupos unitarios {Ue} y {lit} que actúan sobre un espacio de Hilbert 11. que está formado por todos 
los estados posibles (puros) del sistema físico en consideración. El grupo {Ud se encargará de describir la evolución 
en el tiempo del sistema en ausencia de una perturbación o de una interacción entre los elementos constituyentes del 
mismo. A este grupo por ello se le llamará el grupo de evolucz6n sin perturbac,6n o libre. El otro grupo unitario {lit} 
se asumirá que representará la evolución en el tiempo del sistema considerando la interacción que se de y será llamado 
el grupo de evoluci6n total o perturbado del sistema. El objetivo fundamental de esta sección será la de presentar la 
condición asintótica de un sistema de dispersión como el que se acaba de describir. 

3.3.1 La Condición Asint6ntica 

Matemáticamente la condición asintótica puede ser planteada en términos de los parámetros {U,} y {Vi} que se 
mencionaron con anterioridad. Como se vió en la secciÓn 3.1.2 se puede escribir a estos grupos en términos de sus 
generadores infinitesimales que están determinados de manera única. Dichos generadores estarán denotados por Ho Y 
H respectivamente, es decir que los grupos pueden expresarse como: 

Ut = exp (-iHot), \'t = exp (-iHt). (3.3.1) 

Ho es interpretado como el operador en la ausencia. de interacción y se le llama el H<lmiltanie1l.o bOTe, por otro lado 
a H se le conoce como el Hamiltoniano Total y es la suma entre Ho Y el Hamiltoniano de interacción V, esto es, 
H = Ho + V. En muchos de los casos Ho Y V son operadores auto-adjuntos no acotados y es pOr ello que la suma 
Ho + V definida en V == D(Ho) n D(V) no es necesariamente un operador auto-adjunto. En este caso entonces se 
define a H como una extensión auto-adjunta de Ho + V. 
En presencia de la interacción la evolución en el tiempo de un estado 9 E ti está gobernada por el grupo {Vt }, esto 
es, el correspondiente estado al tiempo t será Vig. Como se mencionó en la secciÓn 3.1.1, en un SIstema de dispersión 
lo que se espera de la evolución total del sistema es que esta se aproxime a la evolución de un sistema libre cuando 
t -+ ±oo. Esta condición se puede expresar en términos matemáticos SI se supone que, dado un 9 E 1l, entonces 
existen dos estados f± tales que Vig converge fuertemente a Utf,;J: cuando t ...¡. ±oo, respectivamente. Esto es: 

(3.3.2) 
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:.o que esta aseveración implica es que los estados yt9 y Ud ±son indistinguibles en el pasado remoto (~oo) del sIstema 
r en el futuro lejano (+00). El hecho de que los grupos {Ud y {Vt} cumplan la condición (3.3.2) representa una 
-estricción fundamental y es en dicha restricción que se encuentra el carácter dispersivo de la dinámica del sistema.En 
a figura (3.1) se puede observar la representación gráfica de la condición asmtótica, en dicha representación se debe de 
:onsiderar que los puntos en el plano son vectores del espacio de Hilbert ?l, que las lineas rectas describen el sistema 
;in perturbación y que la línea curva representa al sistema perturbado. 

!t-+-I-OO 

~oo UtI_ 

Figura 3.1: Representación gráfica de la condición asintótica. 

~as ecuaciónes (3.3.2) implican que para cualquier proyección ortogonal F se tiene que: 

lim {IIFV,gll' -IIFU,J±II'} = o. 
t .... ±oo 

(3.3.3) 

~sto se puede ver de las siguientes desigualdades: 

lim lI!FV,gll' + IIFUd-II'] = lim lIIF(V,g - Ud-) + FUd_II' - IIFUd-II'] 
t-t-oo t-+-oo 

= lim [IIF(V,g - Ud-)II' + (F(V,g - Ud_),FUd_) + (FUd_, F(V,g - Ud_))] 
t-+-oo 

,;; lim [JIF(V,g - U,I_)II' + 2I1F(V,g - Ud_)IIIIFUd_1I 
t-+-oo 

,;; lim [IIF(V,g-Ud_)II'+21IF(V,g-Ud_)IIII/_II=O 
t-+-oo 

!\lgo que hay que observar es el conjunto de vectores 9 E 1i que cumplen la condición asintótica, a dichos estados se 
es llamará estados de dispersi6n del operador H. Una condición que debe ser inherente también para los sistemas de 
iispersi6n, es que cualquier estado que se maneja bajo evolución libre {Uf} debe de mantenerse lejos del centro de-' 
:lispersi6n cuando se trate de tiempos muy remotos O muy lejanos. 
4.hora si 9 E 1-l es un eigenvector de H entonces lIt9 = exp (i>..t)g por lo que el vector de estado del sistema al tiempo t 
oerá sólo un multiplo de 9 y por tanto no podrá cumplir con la condición asintótica y no será un estado de dispersión. 
E:s por este motivo que los estados de dispersión en el sistema están asociados al espectro continuo y no al espectro 
::mntual del Hamiltoniano H. 
De esta manera se asumirá que para cada Hamlitoniano H se puede asociar un conjunto de estados de disperSión 
Moo(H) que tienen las siguientes propiedades: 

(i) Moo(H) es un subespacio de 11.. 
(3.3,4) 

(H) MQO(H) es invariante bajo el grupo {exp (-iHt)}, esto es: si 9 E Moo(H) entonces, exp (-iHt)g E Moo(H) 'r/t E 
R. 
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El hecho que Moo(H) sea un subespacio de 1l quiere decir que en este conjunto se define una topología fuerte Lo que 
quiere decir esto también es que dado un estado de dispersión se le asocia una observable, Eoo(H) que es la proyección 
ortogonal autoadjunta cuyo rango es Moo(H). Por otro lado la condición (H) de (3.2.4)puede ser escrita como: 

Eoo(H) exp (-iHt) ~ exp(-,Ht)Eoo(H). (3.3.5) 

Esto último se deriva del siguiente razonamiento: 
Si 9 E Moo(H) entonces Eoo(H)g E MooCH) y por tanto e-itHEoo(H)g E Mo,AH) siendo así se tiene que: 

e-,/H Eoo(H)g = E=(H)e-itHEoo(H)g = Eoo(H)e-·tHg 

Ahora si 9 E M;;;(H) entonces se tiene que e-dHg E M¡)¿(H). (Esto se debe a que: (e-itHg,j) = (g,e-·tH f) = O'r/f E 
Moc(H), '1:/9 E M;;,). De esta manera la ecuación (3.3.5) se cumple trivialmente. 
Para poder precisar mas en términos matemáticos la condición asintótica, se debe considerar primero que en un sistema 
de dispersIón, se parte de un estado de dispersión al tiempo t == O el cual será gobernado por el grupo de evolución 
libre de perturbación. Este estado es el que hemos llamado f- y que se observa en las ecuaciones (3.3.2). De esta 
manera el estado preparado al tiempo t negativo será Ut/-, de este modo f- deberá pertenecer a Moo(Ho ). Una vez 
dado este estado preparado la primera parte de la condición asintótica implica que deberá de existir un 9 E Moo(H) 
tal que la primera ecuación de las ecuaciones (3.3.2) se cumpla. La segunda parte de la condición asintótica implica 
que debe de existir un vector f+ E Moc(Ho) tal que verifique la segunda ecuación de las (3.3.2), en donde 9 es el vector 
que se obtuvo de verificar la primera parte de la condición asintótica. 
Lo que quiere decir todo esto es que el efecto de dispersión en esta descripción estará determinado de manera fun
damental con la asociación que se pueda dar de un estado inicial f- E Moo(Ho} con un estado final i+ E Moo(Ho)' 
Ambos deberán ser interpretados como estados al tiempo t = O. De las ecuaciones (3.3.2) se puede ver que cuando 
no hay interacción, esto es, cuando Ut = Vi. se tiene que f- = f+· Podremos ver mas adelante que la relación de 
correspondencia que relaciona a los estados f- --Jo i+ define un operador en el subespacio Moo(Ho). A este operador se 
le conocerá como Operador de Dispersi6n y se le denotará con la letra S. La diferencia que existe entre este operador 
y el operador identidad estará directamente relacionada con el efecto de dispersión. 
Dado que lit es unitario, uno puede utilizar dicha propiedad para ver que la primera eCUaelon (3.3.2) puede ser escrita 
como: 

¡im lIV.g-Ud_lI~ ¡im IIg-V.·Ud_II~O. t-+_oo t-+_oo 
(3.3.6) 

De esto se puede ver que si queremos que esta condición se cumpla entonces para cada f- E Moo{Ho} debe de existir 
un vector 9 tal que la ecuación (3.3.6) se cumpla. En ese caso esta condición es equivalente a pedir que exista el límite 
(fuerte) de ~·Ut cuando t --Jo -00, en el subespacio Moo(Ho). Este límite fuerte sera llamado operador de onda W_: 

(3.3.7) 

De acuerdo a esta definición se puede ver que W_ está definido para todo f E ti, para hacer acorde la definición basta 
con tomar W_f = 8'if E (Moo(Ho)).L. 
De manera simétrica para la segunda parte de la condición asmtóntica se define el operador de onda W +, coma sigue: 

w+ == s - t]~(X) l't. UtEoo (Ho) (3.3.8) 

Cuando dicho límite existe. Es entonces que decimos que la condición asintótica se cumple si (3.3.7·3.3.8) se cumplen. 
Se puede ver que 9 = s -limt-+oo V;:Ut! si y sólo si f = s -limt-+oo Vi·Ut9, de esto se puede concluir que la segunda 
parte de la condición asintótica, en la que se pide la existencia de un vector i+ estará determinad<l por la existencia 
de 9 y como 9 debe de estar contenido en el rango de W _ esto quiere deCir que, para garantizar que 9 E W _1i.,se debe 
de pedir que el rango de W _ debe de estar contenido en el rango de W +. 
Veremos mas adelante que los operadores de onda son lsometrías parciales (tal y como se definieron en el capítulo 
anterior) y es por ello que se procede a definir los sigUientes proyectores. 

(3.3.9) 

De todo esto podemos concluir que la Formulaci6n de la condic,6n asint6hca esta dada por las SIguientes condiciones: 

(CAl) La existencio. de los lími.tes: 
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8A2) 

Los subespacios F::I:: deben de estar contenidos en el subespacio Moo(H) , El caso mas simple se da cuando: 

CA3) F+ll ~ F_ll ~ M~(H). 

Si la condición (GA3) se cumple entonces se dice que la teoría es asmtóticamente completa, esto se debe al hecho de 
que cualquier estado evolutivo l/tO,g E Ji se podrá describir de manera asintótíca por un estado libremente evolutivo, 
como lo indican las ecuaciones (3.3.2). Este tipo de sistemas son por tanto los sistemas mas sencillos de describir. De 
esta forma al sistema que cumpla con las tres condiciones se le llamara sistema de dispers&ón simple. 
Demostraremos ahora, pata que todo sea acorde, que los operadores de onda son isometrías parciales y daxemos la 
definición del operador de dispersión. 
Proposición 3.3.1 
Los operadores de onda son isometnas parciales cuyo conjunto inicial es Moo(Ho). 
Demostración:(Para W _) 
De la definición de W_ se tiene que D(W_) = 1l. Ahora se puede ver que: 

pues Vt y vt son operadores unitarios. Lo que implica esta última igualdad es que W _ es una isometría parcial, por 
la proposición (2.5.7). 
Ahora definamos lo operadores de onda adjuntos. 
Proposición 3.3.2 
Los operadores de onda adjuntos, W±, están dados por: 

Demostraci6n:(para W_) 
Se tiene que: 

lo que es lo mismo: 

W± == s - tE~oo VtVtF±. 

s - lim vtvtW- = Eoo(Ho). 
t-+-oo 

(3.3.10) 

Ahora si multiplicamos esta última igualdad por W~ por el lado derecho, utilizamos (3.3.9) y el resultado (b) de la 
proposición (2.5.8) se tiene que: 

<> 
Proposición 3.3.3 
Si W ± existen, entonces para cualquier 'T E R se cumple que: 

V-rW± = W±V-r 

V-rW; = W;Y-r· 

(3.3.11) 

(3.3.12) 

Lo que nos dicen estas igualdades es que los operadores de onda guardan cierta relación con los grupos de evolución 
libre y perturbada. A estas igualdades se les conoce como relaciones de entrelazamt·ento. 
Demostraci6n:(Para W _) 
Debemos de tener en cuanta en esta demostración la definición de grupo unitano, la ecuación (3.3.5) y la condición 
(CAl). Siendo así se tiene que: 

v .. W_ = V-rs - t]~oo Vt" VtEoo (I{o) = s - tE:?oo V-rv,,·VtEoo(Ho) = 

s - lim ~¡Ut'+TEoo{Ho) = s - lim Vt~Ut'ECXl(Ho)UT = W _Uf' t'-+_oo 1'-+-00 

la desigualdad (3.3.12) Se' obtiene de tomar el adjunto dt' (3.3 11) 'jO considerando qu<, U; = u_. 
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Proposición 3.3.4 

(a) Si f E D{Ho ), entonces W±f E D(H) y HW±! = W±Hof. 

(h) Si 9 E D(H), entonces W;g E D(Ha) y H"W±f = W;Hg. 

DemO$trac~ón: 

Sea W cualquiera de los operadores de onda. Entonces se tiene que: 

que converge a cero cuando T -+ O por el Teorema de Stone. Por lo que i-J¡WU,¡ = WHof· 
de entrelazamiento se tiene que: 

id~ V,W¡ = i !wu,! = WHof· 

47 

Ahora de las relaciones 

Ahora dado que i1;V,W¡ = HWf (Por el Teorema de Stone, nuevamente) se tiene que Wj E D(H) y que HW¡ = 
W HoJ. Lo que prueba (a), para la prueba de {b} se utiliza la segunda relación de entrelazamiento, la ecuación (3.3.12) 
siguiendo un razonamiento análogo.O 
Proposición 3.3.5 
Si (CAl) se cumple entonces se tiene que, para toda 'T E R: 

(3.3.13) 

Debemos observar que si la condición (CA3) se cumple entonces este resultado es el mismo que el resultado expresado 
en la ecuaci6n (3.3.5). 
De.mostrodÓn: 
Podemos observar de la definicici6n de F:!; y de las relaciones de entrelazamiento que' 

F±V,/" = W±W';V,/" = W±U,/"W± = VrW:!;W± = VrF±. 

IJ 
Ahora definamos lo que se conoce como el operador de Dispersi6n: 

ver figura (3.1). 
La definición tiene sentido si se cumple la segunda condici6n de la. formulaci6n de la condici6n asint6tica. Dado que 
se necesita que el rango de W _ este contenido en el rango de W + y ademas se sabe que W + es invertible por lo dicho 
en la proposición (2.5.8) y es también por esta proposición que la. inversa W¡l puede ser reemplazada por W.;.. Es 
por ello que se adopta la siguiente definición como la definici6n del operador de dispersi6n: 

Proposición 3.3.6 
S es una isometría parcial con conjunto inicial Moo(Ho) esto es: 

El rango de S es un sub espacio de Moo(Ho) invariante bajo {Uf}. 
Demostraci6n: 

(3.3.14) 

Dado que D{l-L) = D(W+) = 'H., se tiene que D(S) = N. Por otro lado por la definición de S y de F± se tiene que 
S~S = W':W+W';W_ = W':F+W_. Dado que el rango de W_ está contemdo en el rango de W+ se tiene que por la 
definici6n de F+ que F+W_ = W_ Por tanto se tiene que S~S ~ w,:w_ = Eoo{Ho), lo que prueba que S es una 
isometría parcial. 
El rango de S es subespacio del rango de W'; . (Esto se puede ver pues por la definici6n de S se tiene que el rango de 
S es un subconjunto de W.j. y como S es una isometría parcial el subconjunto e.!. cerrado y por tanto un subespacio) 
Ahora. como el rango de Wt es Moo(Hn) entonces se tiene que, por la proposición 2.5.8, el rango de S es un subespacio 
de Moo(Ho)' La inva.riancia de S frente al grupo {Ud se demostrará en la siguiente proposici6n. 



CAPÍTULO 3. TEORÍA DE LA DISPERSIÓN 48 

Proposición 3.3.7 

(a) Para cualquier TEn se tiene que: 
(3.3.15) 

(h) S deja a DCHo) invariante y además: 
(3.3.16) 

Demostración: 
La demostración de (3.3.15) se obtiene inmediatamente de la definición de S y de las relaciones de entrelazamiento, 

puesto que: 
su, = W+W_U, = W~VTW_ = U .. W¡W_ = UTB. 

Para probar la ecuación (3.3.16) se debe de observar lo siguiente: 
SHo e HoS quiere decir que SHof = HoSf'lf E D(Ha)· 
Ahora por la ecuación (3.3.15) y el Teorema de Stone (Teorema 3.3.1) se tiene que: 

H,Sf= i ;;"U.Sf = i :TSU.¡ = Si ;;"Ud = SH,fVf E D(H,l 

Mas aún se puede observar que la igualdad del resultado (3.3.16) se obtiene cuando nos restringimos al subespacio 
Moo(Ho), esto es: 

SHoEooCHo) = HoB. 

Ello se ve del hecho de que si 9 E Moo(Ho) y 89 E DCHo) se tiene que: 

BaBg = i :rUTSS*Sg = i :rSUTS·Sg = Si :rUrS*Sg = SHoEoo{Ho)g 

Por lo que EQO(Ho)g = 9 E D(Ho) y la igualdad se cumple. O 
Este último resultado demostrado tiene mucha importancia en el sentido físico pues esto nos dice que la energía libre 
de perturbación se conserva dentro del prOceso de dispersión, o en otras palabras que el proceso de dispersión es 
elástico. De esta relación se puede obtener que el valor de expectación en el estado final f + es el mismo que el valor 
de expectación del estado inicial f- E MQQ(Ho ) n D(Ho ): 

Enunciaremos ahora la siguiente proposición fundamental para poder establecer la unitariedad de S. 
Proposición 3.3.8 
El operador de dispersión es un operador unitario en Moo(Ho) si y s610 si el rango de W_ es igual al de W+. En 
particular S es unitario si la teoría es asintóticamente completa. 
Demostmcwn. 
Ya que el operador de dispersión es una isometría parcial, para poder observar que se trata de un operador unitario es 
necesario observar que S .. S == SS· = l. Puesto que S~S::= Eoo(Ho ) basta con pedir que SS· = Eoo(Ho ) (recordemos 
que estamos hablando del caso en que Moo(Ho) = 'H.), pero si pedimos que SS· = Eoo(Ho) entonces dado que 
SS" = W+W_W':W+ = W+'F_W+, para poder garantizar que SS· = Eoo(Ho) debemos de pedir que el rango de W+ 
este contenido en el rango de W_, pata así observar que F_W+ = W+ "J por tanto SS· = W+W+ = Eoo(Ho). 
Ahora si pasara que el rango de W _ fuese estrictamente más pequeño que el rango de W + entonces se tendría que 
F_ W + sería nulo en un subespacio de 1i y por tanto SS· sería una proyección mas pequeña que Eoo(Ho) Y S no sería 
unitario. Y como hemos supuesto que el rango de W _ está contenido en el rango de W +, sólo queda que para que se 
:umpla la unitariedad debemos tener que W _ 'H. = W + 'H.. 
Ahora veremos algunas consideraciOnes de simetría en la teoría de dispersión. 
Las simetrías en la teoría. de dispersión como en todas las teorías de la física juegan un papel fundamental puesto que 
ellas involucran la conseryacíón de ciertas propicdade~ fundamentales del sistema físico en cuestión 
Debemos de definir primero que nada lo que es una Simetría en el sentido matemático. Una simetría es una trans
formación en el espacio que describe el sistema físico que al actuar en la evolución del sistema deja invarientes las 
leyes de movirJllcnto que lo rigen. En mecá.mca cuántica debemos de observar que una. tmns!orrnactón simétrica está 
representada por un grupo unitariO o ant¡-unitario. 
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'Ilota: 
Un operador lineal U definido en un espacio de Htlbert Ji, es anh~unitario s,: 

(i) 

U(a!) =1iU(f) Va E C'¡ E 1/. 

De esta forma decimos que un sistema de Dispersión es invariante bajo un grupo G si existe una representación de 
G hecha por operadores (unitarios o anti-unitarios) definidos en 1i y que es tal que conmuta con Ut y Vt y que deja 
Moo(Ho),Moo(H) invariantes. De este modo para cada elemento l' E G existe un operador (unitario o anti-unitaro) 
U., tal que: 

U'Yl'l'2 = U-y I U"(2 

U,Eoo(Ho) = Eoo(Ho)U"U,Eoo(H) = Eoo(H)U, 

U"fUt = u.±tU-y, U"( lit = V±tU"I 

(3.3.17) 

(3.3.18) 

(3.3.19) 

En la ecuación (3.3.19) se toma el signo negativo cuando el operador es anti-unitario y el signo positivo cuando el 
operador es unitario_ 
Proposición 3.3.9 
Consideremos que se tiene un sistema IlSieo que es immiante bajo el grupo G, entonces: 

SU"'f =U'"(S 

Si U-y es unitario. 
S·U-y = U,,/S 

Si Vi es anti-unitario. 
Podemos observar que si la representación esta hecha por operadores anti-unitarios entonces se tiene que: 

Demostración: 
Supongamos que U"'/ es unitario, entonces se tiene que por (3.3.l8): 

U",/~·UtEoo(H{) = ~·UtEoo(H")U,,,/ 

Si ahora tomamos los límItes cuando t --¡. ±oo se tiene que, por la definición de operadores de onda' 

U,.,.W±=W±U-y, 

lo que implica que W±U; = U;W±. Ahora dado que: U",/U; = I = U",/",/-l = U,.,.U'"(-l,se tiene entonces que U; = U'"(-l, 
y por tanto se tiene que: W±U")'-l = U")'-l W± o lo que es lo mismo renombrando a ')': W±P"'l = U")'W±. De esta forma 
se tiene que: 

SU")' = w.;'W_U")' = w.;U")'W_ = U,.,.w.;W_ = U,$, 

Ahora supongamos que U,.,. es anti-unitario, siguiendo los mismos argumentos que en la demostración del caso unitari.o 
se obtiene la otra relación de conmutación.O 
Se mencionará ahora una proposición en la que se vera como mediante el cumplimiento de las dos primeras condiciones 
de la condición asintótica se puede establecer la unitariedad del operador de dispersión. 
Proposición 3.3.10 
Supongamos que (CAl) y (CA2) se cumplen y supongamos también que existe una transformación simétrica anti
unitaria, esto es que existe un opt'rador U antl-unitario que ,,('rifica las ecuacion{'s (3.3.17) y (3.3.18) Entonces se 
tiene que F+ = F_ Y que S es unitario en Moo(Ho)' 
Demostración' 
Dado que se cumple (CA2) entonces tenemos que F_1i S;; F+'H, por tanto solo falta demostrar que F_1i ;2 F+'H 
por la proposición (3,39). Para ello tomemos una 9 E F+'H; ahOl"a por la propied:td de que U")'W± = W::fU")' y por 
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U"W;f :::::: W±U'Y' se puede ver que F+U = UF_ y por tanto CJ+F+ :::::: F_U*. Así se tiene que U"g = U*F+9 = 
F_U*g E F_ll ~ F+1l Y por tanto U*g E F+ o lo que es lo mismo F+U*g = V"g, por otro lado se tiene que. 

Lo que demuestra que 9 E W_1i = F_1iVg E F+1i por lo que F+1l ~ F_1i.O 
Ahora veremos la relación existente entre las observables de un sistema físico y los operadores de onda. 
Hemos dicho que una observable de un sistema físico esta representada por un operador auto-adjunto definido en 
un espacio de Hilbert Ji, también definimos de esta observable su valor de expectación para un estado dado, ahora 
debemos ver a dicho valor de expectación como una función del tiempo que involucra estados que se encuentran bajo 
la influencia del grupo de evolución perturbativa. De este modo y en analogía a la definición de valor de expectación 
antes mencionada diremos que el valor de expectación de un estado g que se encuentra bajo la influencia de la evoluClón 
perturbativa Vi al tiempo t estará dado por (Vig, A vtg) = (g, Vt A vtg). 
Tenemos que ver que para ciertas observables resulta ser que los valores de expectación se vuelven constantes cuaudo 
t -4 ±oo. Y es con estas observables con las que debemos trabajar puesto que ellas son muy útiles para describir 
los sistemas de dispersión, pues pueden ser usadas para caracterizar las propiedades asintóticas de los estados de 
dispersión. Esto se debe a que si uno mide el valor de expectación de una de estas observables a un tiempo finito pero 
suficientemente grande uno obtiene lo que se conoce como el valor asintótico de la observable. De esta fonna lo que 
nos interesa en realidad es relacionar a los valores asintóticos de las observables con los operadores de onda y dado que 
los operadores de onda se definieron como límites fuertes lo que se pretende ahora es definir de una manera análoga 
la relación existente entre los valores asintóticos y los operadores de onda. De este modo se tomará el límite fuerte 
de las sucesiones de operadores {lit Al't} cuando esto tenga sentido. Podemos ver que la existencia de dichos límites 
garantiza la existencia de los límites de los valores de expectación de la observable, visto como función. 
Puesto que usualmente lo que se hace es caracterizar el comportamiento asintótico de los estados de dispersión mediante 
estados pertencientes a la evolución libre (sin preturbación), 10 que se pide también a la observable del sistema físico 
en consideración es que también sea tal que {U; AUt } tenga límite fuerte cuando t -4 ±oo. Además se le pedirá a la 
observable que solo actúe en el subespacio MQQ(Ho), esto es: 

Siendo así se puede establecer el siguiente resultado. 
Proposición 3.3.11 

(3.3.20) 

Supongamos que (CAl) y (CA3) se verifican. Supongamos además que existe un A E B(1-l) (B(1-l) es el conjunto 
de todos los operadores lineales acotados definidos en el espacio de Hlibert 11. ) tal que cumple (3.3.20) y que es tal 
que cumple que {Ut AUt} converge fuertemente cuando t -4 :1:00. Entonces tenemos que {\'too AvtEoo(H)} converge 
fuertemente también cuando t -...t ±oo. 
Demostraci6n: 
Debemos de notar que: 

lit· AVtEoe(H) = l~·UtUt AU~UtVtEoo(H) = 

\'t·UtUt'" EQQ(Ho)AUtUt'"VtEoo(H) = vt*UtEoo(Ho)Ut'" AUtUtvtEoo(H). 

Ahora dado que: 

se concluye entonces que: 

vt'"UtEoo(Ho)"-+ W± 

UtVtEoo(H) -7 W± 
Ut'"AUt -...t A±, 

(3.3.21) 

esto es debido a que dados: {An}, {En}, A, E E B(11.) se tiene que si s -limn-too A" = A y que si s - hmn-ooo En = B 
entonces s - limn-..oo AnBn = AB. <> 
Consideremos ahora a Ao corno el conjunto de todas las observables que venfican (3.3.20) y que además conmutan 
con {UI}, entonces para A E .040 se tiene que A;I: = A Y además se tiene que (3.3.21) se escribe como. 



CAPÍTULO 3. TEOmA DE LA DISPERSIÓN 51 

De este modo se puede pedir la existencia de los límites fuertes de: 

en lugar de la existencia de los límites fuertes que definen a los operadores de onda. Físicamente lo que esto quiere decir 
es que todas las constantes del movimiento sin perturbación serán constantes asintóticas del mOVImIento perturbado 
y es en este sentido que el movimiento perturbado podrá ser caracterizado de manera asintótica por cantidades que 
pertenezcan al sistema sin perturbación. 



Capítulo 4 

La ecuación de Schrodinger No lineal 

~.1 Discusión General del Artículo 

Dado que existen fenoménos de dispersión que se presentan en la naturaleza y que tienen una forma no lineal lo que 
;e pretende en este capítulo es tomar un caso en el que la evolución del sistema no sea lineal y discutir la forma en 
:}ue dicho problema es tratado. Recordemos que la ecuación, en el caso lineal, que nos da la evolución del sistema en 
:ualquier tiempo es la llamada ecuación de Schrodinger lineal y que se indica en la ecuación (3.2.2). 
Para poder abarcar entonces el caso no lineal discutiremos con detalle el tratamiento del problema que se trata en 
~ artículo: "Inverse Scattering for the Nonlinear Schrodinger Equation Reconstrucction of the Potential and the 
Nonlinearity" [10]. En dicho artÍCulo se resuelve el caso en el que la ecuación de SchrOdinger no es lineal estableciendo 
la condición asintótica del sistema de dispersión, construyendo el operador de dispersión de este caso y recuperando 
el potencial Va y en el caso de que la forma de la no linearidad sea de cierta manera recuperando dicha forma de la no 
linealidad mediante el operador de dispersión. Para ser mas especifica, lo que se hace en el artículo es demostrar que 
considerando el problema de la ecuación de Schr6dinger no lineal unidimensional: 

iftu(t, x) = - ;:2 u(t, x} + Vo(x}u(t, x) + t l',(x)luI 2(jo+j)u(t, x), 
.1:=:1 

se probará que bajo ciertas condiciones, el límite para bajas amplitudes del operador de dispersión determina unívocamente 
las funciones v"j = 0,1··· El método también sirve para reconstruir los potenciales l'"j = 0,1,'" 
La manera como se procede en el artículo es la siguiente: Primero se establecen las condiciones y definiciones necesarias 
para poder establecer la definición del operador de dispersión de la ecuación de Schr6dinger no lineal en su forma 
general. 
Recordemos que la ecuación de SchrOdinger no lineal en su forma general es: 

if.-("Z) = - ::,u("z) + Vo(z)u(',z) + F(z,u), u(O,z) = 1(z) (4.1) 

Primero se da la definición de función continua Ck en el sentido real: 
Sea F(x, u) una función a valores complejos, decimos que la función F(x, u} es una función Ck en el sentido real ::;1 

para cada x E R, la parte real de la función, ~F, y la parte imaginaria, OF, son funciones Ck con respecto a las 
partes real e imaginaria de u. 
Una vez hecho esto se procede a definir la naturaleza de la no linealidad F = F(x, u) asumiendo que se trata de una 
función C2 continua cuya derivada es el en el sentido real, y que se puede dividir en dos funciones real-valuadas 
F¡,F2 , de forma que F = Fl + iF2 Y u = r + is con r,S E R. 
Definamos: 

(4.21 

(4.3) 

52 
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Todo ello nos sirve para caracterizar a la función F. 
Luego se procede a definir para cualquier 'Y E R, a L~ como el espacio de Banach de todas las funciones medibles, 
complejo-valuadas, rp, definidas en R y que están equipadas con la norma: 

II~IIL\ ,= 11~(x)I(! + Ixl)'dx < 00 (4.4) 

Lo que sigue a continuación es la definición del operador H como la única realización autoadjunta de otro operador 
'T = -~ + Vo(x) (con Vo E LD que es esencialmente auto-adjunto en el siguiente dominio: 

D(r):= {tj¡ E Lb: 1> y Ii¡p son absolutamente continuas y rtj¡ E L2
}, 

donde L~ es el espacio de todas las funciones (clases de equivalencia) de L2 con soporte compacto. 
Se menciona además el hecho de que el espectro puntual de H no tiene valores positivos o iguales que cero, que no 
tiene un espectro singular continuo y que su espectro continuo es [0,00). Además se define al operador He como la 
realización auto-adjunta del operador -~ definida en el espacio de Sobolev W 2 ,2 (Recordemos la definición hecha en 
la ecuación (1.3.3·U»). Todo esto sirve para definir los operadores de onda y sus adjuntos, de forma. que están definidos 
como sigue: 

W:t = s - tim edHe-.tHo 

t....¡.±oo 

W· = s - lim ettHoe-'lt.H p. 
± t....¡.±oo e 

(4.5) 

(4.6) 

Dichos límites tienen sentido (como se vió en el capítulo anterior) y se puede demostrar que existen, que el rango de 
W ± = llc que es el subespacio de continuidad de H y además se tiene que Pe es la proyección ortogonal sobre 'He. 
Lo que sigue es establecer la condición asintótica pero primero se dan las siguientes definiciones. 
Para cualesquiera u, v soluciones de la ecuación de Schrodinger estacionaria: 

(4.7) 

se denota como el Wronskiano [u, v] de u, v: 

d d 
[v,vl ,= (dxv)v-v(dxv). 

Sean ¡,(x, k), j = 1,2 'iSj !:: O las soluciones de 30st, de la ecuacion (4.7). (Las soluciones de Jost U,(x,k) (i = 1,2) 
con k E R se comportan como: !l(x,k) ..... eik~ si x -t oo,h(x, k} "" e-Ik~ si x -+ -oo.) Un potencial Ve se dice que es 
genérico si [f¡(x,O),h(x,O)] =1- O y se dice que Ve es exepcional si [J¡(x,o), f:.¡(x, O)] = O. 
Ahora definimos el siguiente espacio métrico: 

Con la siguiente norma: 

M ,= {v E C(R, W,.,+,), sup(! + itl'lIvllw,.,+,) < oc} 
'En 

IIvllM ,= sup(! + Itll'lIvllw, ,+, 
<En 

Donde p !:: 1 Y además d = ~¡;~~J. Además recordemos que las normas definidas en los espaclOS de Sobolev Wm,p 
estan definidas en la ecuación (1.3.2) notando que: lIullm,p = lIullw .... p' 
Dichas estas condiciones se puede establecer el primer resultado del artículo que es el siguiente: 
Teorema 4.1 1 

Sea Ve E L;, que en el caso genérico es 'Y > ~ y en el caso excepcional 'Y > ~, supóngase que H no tiene eigenvalores 
negativos, y que: 

(4.8) 

Además asumamos que F es C2 en el sentido real y que F(x,O) = 0, y que para cada x E R, todas las derivadas de 
primer orden, en el sentido real de F se anulan en C':!tO. Mas aún, supongamos que Ik Fes CO) en el sentido real, y 
que las siguientl's cstimacionl's se cumplen: 

I[lO]Tcorema 11 
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(4.9) 

)ara alguna p < p < 00, donde p es la raíz positiva de ! (:~g = ~. 
Sntanees, existe un ó > O tal que para toda 4>- E W2,2 n W1,1+; con 114>-llw2,2 + 1Iq)-llwt ,l+¡ ::; ó existe una única 

ioluci9ll, u, de (4.1) tal que u E C(R, W1,2) n M y: 

lim ltu(') - e-·mO_lIw" = O, (4.10) 
t ..... -oo ' 

nas aún, existe también una única <1>+ E W¡,2 tal que: 

!\demás que: e-itH 4>± E M y: 
Hu - e-itH rP±!lM ::; ClJe-dH rp±lI~ 

110+ - o-lIw •. , :S Clllo-lIw,-, + 1I0-lIw •.• +;1 
&1 operador de dispersión Sv., : IP- '-t <1>+ es inyectivo en W¡,l+¡ n W2,2. 

(4.11) 

(4.12) 

(4.13) 

&n la demostración del Teorema 4.1 se nos dice que un principal resultado que se utiliza es la estimación V - Lq que 
fue probada por el autor en otro articulo [11}, dicha estimación es: 

[) lo que es lo mismo: 

II -;eHII e o e B(LP,LP'):5 f;-!,t> • (4.14) 

(4.15) 

donde debemos de observar que p,p' son exponentes conjugados (Recordemos la definición de exponentes conjugados 
dada en (1.2.3.2), ~ + ; = 1.) y además 1 ~ P :5 2. 
También por los resultados de otro artículo [9] se demuestra que los operadores de onda W ± Y sus adjuntos W± son 
operadores acotados en los espacios de Sobolev W 1,p, 1 < p < oo. 
El resultado que sigue es el que nos dice que se puede ver que existe una equivalencia entre las normas de los espacios 
W k,p y la norma del espacio LP definida como sigue: 

Donde F es la transformada de Fourier 2. Probaremos que dicha equivalencia se cumple en el caso p = 2. 
Por la definición de espacio de Sobolev, se tiene que: 

11/11;" •. , = ¿ IIDI.I/II1, = ¿ lI(ik)'·'j(k)1I1, 
IQI~/C IQI~1< 

Esta última igualdad es debida a las propiedades de la Transformada de Fourier definida en L2 , tomando en conside
ración que P = tk =? IPI = k. Se demostrará entonces que ¡PI!a! :::; C(l + ¡p¡2)i ,O:::; lal:::; It. Para ello se toman dos 
casos: 

(1) (IPI:S 1) 

(i) (IPI ~ 1) 
IPII.I:s OPI')<:s I+OPI')t S (1+IPI')t 

~'"'[8~I~p.~13~5------------------------
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De este modo se tiene que: 

Dado que !lfIlL~ = IIjlJp = II/up se concluye entonces que: 

Ahora, para observar que: 

debemos de notar que: 

1I/11:" •. ,:S Cllr'(1 + k')tFf(k)1I1,· 

IIr'(1 + q')it F/IIL' :s Cll/llw •. " 

IIr'(l+q')~ Fflll, ~ 11(1 + q')'F/III, ~ 

/(1 + q')"IÍI'd{¡. 

Tomando de nuevo dos casos se tiene que: 

(i) 
Iql :s 1, (1 + q')" :s 2" 

y por tanto: 

r (1+ q)"IÍI'dq:S r 2"IÍI'dq 
Jlql~1 11111'51 

(ü) 
Iql <! 1, (1 + q')" :s (q' + q')" ~ 2"q'" 

y por tanto: 

r (1 + q)"IÍI'dq:S r 2"q'"IÍI'dq. 
Jlql~l Jlql~l 

En ambos casos podemos observar que: 

IIfllk, ~ I: IlIqIQFf(q)1I1, ~ 
lal:5/t 

I: / Iql'QIFI(q)l'dq ~ /[1 + Iql' + Iql' + ... + Iql'"IIÍ(q)l'dq 
1001'5" 

De esta manera si consideramos e = 2" concluiremos que: 
P",. Iql :s 1 

C / IÍI'dq :s C / [1 + Iql' + Iql' + ... + Iql'"IIÍ(q)l'dq ~ CII/II:".". 

Para Iq! :::: 1 

IIr'(1 + q'); Fflll, ::; / 2"q'"IÍI'dq:S C /[1+ Iql' + Iql' + ... + Iql'"IIÍ(q)I'dq ~ Cllfll:" ... 

En ambos casos se tiene: 

IIr'(1 + q'); FfIlL' ::; Cllfllw •. " 
por lo que la equivalencia de normas está establecida para el caso en que p = 2. <> 
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El resultado de la equivalencia de normas es útil en el articulo puesto que sirve para establecer la estimación W1,p

W1,p', como veremos a. continuación y la cual será utilizada despues. 
Primero que nada. se debe de observar que si Se generaliza el resultado demostrado se puede concluir que la. norma. 
tI(! + H)~ fIlL'l, es equivalente a. la. norma. de W.I::,p, para k = 0,1 Y para 1 < p < 00 [91, Luego, podremos ver que: 
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lIe-da IlIw •. " "CII(I + H)~e-·<H IIIL " "Clle-·,a(I + H)~ Ilb' 
1 • 1 

"C á-¡ II(I + H)' IIIL, "C ,,_¡ II/lIw •. " 

y así se establece el resultado. 
Lo que sigue a continuación es el establecimiento de la existencia de u E C(R, W1,2) n M como solución de la ecuación 
no lineal de SchrOdinger que cumple la. condición asintótica para t --¡. -00 siempre y cuando sea solución de la ecuación 
integral: 

(4.16) 

Lo primero que se debe demostrar es que la integral del lado derecho converge absolutamente en W1,2 y en M lo que 
se procede a hacer es definir el siguiente operador integral para u E M: 

1 l' . Qu(t):= -;- e-'(t-r)HF(x,u(r»dr 
• -00 

(4.17) 

De este modo se nos dice que dada la existencia del encajamiento del espacio V en W1,p+lJ (1.3.7), dada la. estimación 
V -V' se concluye que: 

(4.18) 

Para el caso en el que pd > 1,y se nos dice también que las constantes e pueden ser tomadas uniformes en vecindades 
abiertas de M. 
Antes de demostar dicho resultado, en un caso particular, se debe establecer el siguiente lema que servirá no sólo en 
esta demostración sino que tambien en el establecimiento de la unicidad de la solución. 
Lema 4.1.1 
Sean O < ff ~ d < l,tfp > l,p > 1, entonces: 

l OO I 1 

l' Id d' dT" C(1 + 1'1)-'" . 
_00 T (1 + ITI) P 

Demostroci6n: 
Sea: 

l OO 1 1 
1:= l' Id d' dr=11 +12, 

-00 - T (1+ ITI) , 
donde: rOO 1 1 roo 1 1 

h = 1-00 X(lt-TJ$1)(r) It rld (1 + Irl)d1pdr, 12 = Loo x(Jt-Tr~l)(r) It rld (1 + Irl)d1pdr. 

Veamos primero que pasa con lt, consideremos dos casos Itl ::; i y Itl ~ ~, en el primer caso se tiene que: 

_ roo 1 1 , r dT _ r d< _ , _ , (1 + 1'1)" -d' 
1, - J_oo X(['-r[9l(T) l' _ TI' (1 + ITI)",dT" C J[H[9 l' _ TI' - - J['[9 1{ld - C' - C' (1 + 1'1)" s C(I+I'1) . 

Ahora si Itl 2: ~ se tiene que Irl = Ir - t + ti 2: Itl- Ir - ti ~ Itl - 1 ;:: ~ y así: 

r dT ,C" C" (1 + 1'1)" 
1, $ C' J[,_,[~, l' _ TI' (1 + 1'1)-" " (1 + 1'1)'" = (1 + 1'1)" (1 + 1'1)' "C(1 + ItD-d'· 

Veamos ahora que pasa en 12 : 

donde 
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Notemos que: 

l. ~ 1: X(l'_'I~'l'/T) (1 + I;~ TIl' (1 + 1~1l"pdT'; C(1 + Im-'p 1.1~'l' (1 +i'll' ~ C(1 + Itll-"P(1 + Itll'-' ~ 
C(1 + Itll-["P-<+~ ,; C(1 + Itll-' ,; C(1 + Itll-d', 

de esta forma se demuestra. ellema.O 
Este lema. nos sirve de manera directa para. demostrar la desigualdad (4.18) en el caso en que v = 0, puesto que en 
este caso lo que se quiere demostrar es que: 

Pero como: 

IIQu(t)lIL. .. ,; C(1 + Itll-'lIu(t)lI~ 

II! Qu(t) lb .. ,; C(1 + Itll-'lIu(t)lI~ 

IIQu(t)lb .. ,; c[ lIe-i(H)HF(x,u(Tlllb .. dT'; cl' -1 1 1,IIF(x,u(T))1I ""dT 
-00 _CClt-T L" 

La última desigualdad se observa de que de acuerdo con (4.15) el exponente de t será pñ -! = !~ = d. 
Tomando en cuenta la primera de las estimaciones de (4.9) y la definición de la segunda derivada de F dada en (4.2) 
se tiene que: F(x,u) = O/Oul") y por tanto: 

1', j" j" e -1--I,II(F(x,u(T))1I ""dT';C -1--I,llIu(T)IPII ""dT~C -1--I,lIu(T)II~,+. 
-00 t-r L,. _00 t-r L p -00 t-r 

,; e [00 It _1 TI' ¡¡¡U(T)II~,+. (1 + ITIl'P](1 + ITIl-'PdT ,; CIIU(T)II~ 1: It ! TI' (1 + ;TIl'P dT 

,; C(1 + Itll-'lIu(t)II~, 
como consecuencia del lema 4.1.1, de manera análoga se estima: 

pues como I..*- = 0'(11.11),,-1) ~ * = O"(luIP). Así el resultado (4.18) queda demostrado para el caso en que 
v(t) ~ O. 
El resultado (4.18) sirve para demostrar la desigualdad: 

IIQu(t)IIl" •. , ,; C!/ [00 dT(J 1 + HF(x,u), vI + HQU(t))L' 

:$ e ¡too díIlF{x,u)(T)llwl.I+~ (l+ITI)-dllull~ :5 e ¡too drllullev¡,p+1 (l+ITD-dlJull~ :5 e ¡tOQ d7(1+ITD-d(P+l}lIull~ 
:5 C(l + max{O, -t} )-(d+dP-l)lIull~. (4.19) 

Para demostrar la primera desigualdad de esta expresión debemos de observar 10 siguiente: 

IIQu(t)IIlv", ~ C(JI + HQu(t), JI + HQu(tllp 
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= e ¡too dr [too dr'( vI + He-,(t-T)"F(u(r)), vI + He-*-r')HF(u(T'})) p 

= C l~ dT( vI +HF(u(T)), loo c'{T-T')HvI + HF(u(T'))dT') L' 

= c[l~ dT[ (VI + HF(u(T)) , {~ e-'{T-T')HVI + HF(u(T'))dT') L' + 

l~ dT( vI +H [' e-'{T'-T)H F(U(T))dT', vI + HF(u(T'))) L'] 
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~ C[l~ dT( vI + HF(u(T)), vI + HQU(T)t, + l~ dr( vI + H {~ e-'{T'-T)HF(u(T))dT, vI + HF(u(r))) L'] 

= C[l~ dT( vI + HF(u(T)),vI + HQU(T)) L' + l~ dT'( vI + HQU(T'), vI + HF(u(T'))) L,] 

= 2!ll~ dT( vI + HF(u(T)), vI + HQU(T)t, 

~a última desigualdad de (4.19), se obtiene de evaluar directamente la integral cuando T ;::: O o T :$; O. Para lo que 
:e utiliza dicha desigualdad es para observar la unicidad de la solución puesto que se utiliza la definición de Q y la 
~uaci6n integral. (4.16) para demostrar que: 

U(t) - v(t) = Qu(t) - Qv(t)Vt 

~ara !L, v soluciones de la ecuación de ScrOdinger no lineal. 
:..o que esto implica es que si se define 'UT := X(_oo,T)U(t) donde X(-oo,T) es la función característica del intervalo 
:-oo,T) y donde TER entonces se tiene que: 

:o.rotemos que: 

'i ahora veamos que: 

IF(UT) - F(VT) I :;;IF(u(O)) - F(u(l))11 :;; !,' IdF~(t)) Idt = !,' I:'~T 8~~T + :':T 8~:T Idt = 

r' la8F 
(V¡T -UIT) + a8F 

(V2T - U2T)1 ~ (11 'V Fllvr - urldt ~ CluIP-1[UT - vTI ~ C(juTI + lvrl)p- 1luT - vTI, Jo UIT U2T Jo 
Donde se condsider6 u(t) = (1 - t)UT + tVT, tomando en consideración que UT = (UIT,U2T),VT = (V1T,V2T) y que 
F = F(UT). Una vez obtenido esto se concluye que: 

esta última desigualdad como consecuencIa de la aplicación de la desigualdad de Holder (1.2.3.3). Ahora como: 

se tiene que: 
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en donde: 

entonces por el Lema 4.1.1: 

o sea que: 

pero como: 

lIullM = '"p(1 + Itl)" II"II",+> 
<ER 

si T :::; To• por lo que (4.20) queda como: 

lo que nos dice que UT{t) - VT(t) = O si t:::; To. Luego, por un método estandar, t se extiende a todo R. 
La unicidad. de q,+ se puede observar del razonamiento siguiente: 

por lo que se puede observar que: 

= t~lIe-1tH[eitHu(t) -!Jl+1I1wl.2 

'i! e lim lIe-"HvI + Hle"Hu(t) - ~+IIIL' 
,~~ 

'i! C lim IIVI + Hle"'u(t) - o+lI1L' 
,~~ 

4>+ = s - hm e,tHu(t), 
t-+-QO 

y por tanto, si existen 4>~,4>~ que son solución de (4.21) entonces por (4.22) se tiene que: 

t/>~ - t,6~ = O =* <p~ = t/>~. 

El resultado que se presenta a continuación es el que nos dice la equivalencia de la norma de W,2,2 y la norma: 

II(H + 1).IIL' 

Dicho resultado es derivado de lo siguiente: 
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(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 

Primero se debe de ver que la norma en W 2 ,2 y la norma II(Ho +1)uIlL2 son equivalentes, para ello debemos de observar 
que: 

11"11:'", = /lIul + Ikl'lul' + Ikl'lul'ldk:; e/ (1+ Ikl')'lul'dk = CII(I + H,)ulll" 

y por otro lado se tiene que: 

11(1 + H,)ulll, = /(1+ Ikl')'lúl'dk = /lIul + 2Ikl'I'¡I' + Ikl'lul'ldk:; Gllull:'", 

ESTA TESIS NO SALE 
DE lA BIBUOTECA 
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le esta forma entonces lo que basta pOr demostrar es que los operadores H;:;to~l y H1}!.!:'v.:1 son acotados puesto que 
i ello pasara: 

, por el otro lado se tendría que: 

11:
0 

:~(Ho +I)ullp :::; K'llHo +IlIp ~ K"llullw2,:'¡' 

le forma que se obtendría el resultado deseado: 

C'III(H + I)uIlL' :5 lIullw,., :5 CII(H + 1)ullL" 
?ara ver que los operadores sean acotados ala que se recurre es a un resultado 3 que nos dice que si D(A) :::) D(B) donde 
.4 y B son operadores lineales cerrados B-1 es acotado entonces AB-l es acotado. Como en este caso D(H + 1) = 
D(Ho + 1) y como ambos son cerrados y tienen inversa acotada entonces el teorema se cumple y queda demostrada la 
~quiva1encia de normas. 
Por este resultado y por el Teorema de encajamiento de Sobolev, (1.3.7), se deriva: 

Lo que implica que: 

esto debido a que: 

lIe-itHtP_llwl.P+1 :S Cl1rb-llw2 •2 • 

lIe-.. H ~-lIw, .... :5 Cdl~-IIw,., :5 (1 :1'1)' ·1I~-IIw,." 1'1 :5 1 

Ile-"H"_llw < C'II" 11 < C,(1+ 1'1)' 1 11" 11 < 
o/ ' •• +' _ ItI' ,- w,.,+~ - 1'1' (1+ I'U' 0/- w,.,+¡ -

C. 
(1 + 1'1)' 1I~-lIw,.,+¡, 1'1 '" 1 => 

lIe-"H ~_lIw".+, :5 Cs (1 :1'1)' 11I1-lIw,., + 1I~-lIw",+¡ IV' E R, 

que inmediatamente implica el resultado (4.23) 

(4.23) 

Se utiliza este resultado para definir una función u -t e- ltH 1>-+ Q( u} que sea una contracción (recordemos la definición 
(2.7.2)) de MR a MR, paxa toda ~ E w,.,nw,.¡ donde MR ,= {u E M .lIullM ~ Rl, tal que 1I~-1I'.2+1I~_1I,.,+¡ :5 ó 

con la condición de que: C(2R)P-l ~ ~ con e como en (4.18) y ó > O tal que CÓ:$; ~ con e como en (4.23), podemos 
ver que la anterior función es una contracción del siguiente razonamiento, sea T la función antes definida, entonces se 
tiene que' 

Además que: 

IIT(u)IIM ~ lIe-,<H~_IIM + IIQ(u)IIM 

IIT(u)IIM S e [11~-112., + 11~-Ih.,+,J + GlI"II)., 

IIT(u)IIM ~ Có + CR' =~ ~ + CR' = I~ + CRP-'IR:5 (~+ ~)R:5 R. 

IIT(u) - T(v)lI" = IIQ(u) - Q(v)ll" = C(2RV-'llu - VIlM ~ ~lIu - vllM 

3E,Qtc resultooo es una. con~cucncin del Teorema (2 3 7), Teorema de la. Gráfica cerrada, pue.q otra forma. en la que se enuncia al teorema 
C~ la. SIguiente: 
TEOREMA 
Sea. A un aperlldar ccrrndo definido de un ClIpaclo de Ihlbrrl JI 11, otro COn Id propl(>d;l,(j de qu(' D(A) ;:;. 1i entonce.!! A es acotado. 
l4 demo~t1'l1Clón de ole kO!"ema se puede lit .. en /6J Aplndlcr B p. SlS 
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por lo que T es una contracción. Aplicando ahora, el teorema de la Contracción (2.7.3) existe, entonces, un punto fijo 
que es solución de la ecuación integral (4.16) definida en MR- Y más aún se tiene que. 

de modo que: 

II"IIM ,s Ile-"H~_IIM + IIQ"IIM ,s lIe-;w~_IIM + Cllull::<'II"IIM 

,s lIe-'tH~_IIM + CW-'II"IIM ,s lIe-'tH~_1I + ~lIuIlM' 

lI"IIM,s C¡le-,tH~_IIM. 
La deducción de la estimación (4.12) (en el caso q,_) es una consecuencia de (4.18) y (4.24) ya que: 

lIu - e-"H~_IIM ~ IIQ(u)IIM ,s Gllull\' ,s C¡le-,tH~_IIM. 
Ahora observemos que, como consecuencia de (4.19): 

lim tlu(t) - e-itH 
rp-!lWl:t ~ e liro 1 1í.±i!,fdlllul\~ = o 

H-oo 't-+-eo (1 + max{O, -t}) 

(4.24) 

Por lo que la ecuación (4.10) del Teorema 4.1 queda demostrada y además tenemos que u E G(R, W1,2) es una 
consecuencia de la estimación (4.19) tdtnbién, puesto que si se tiene tI, t2 E R con ti -+ t2 entonces: 

que puede observarse tiende a cero cuando tl -+ t2. 

Se procede a definir, después, a </1+ como: 

(4.25) 

y siguiendo el mismo procedimiento que en el caso de la. estimación (4.19) se puede probar que tP+ E W¡,2 y además 
se puede notar de inmediato que: 

II~+ - ~-lIw,., ,s GII.II\,· 
De este modo se puede probar la ecuación (4.13), puesto que: 

II~+ - ~-lIw,., ,s GII-II\,,s Clle-'tH~_II\',s G[lI~_lIw,., + 1I~-lIw, .. ,1'· . " 
Dada la definición de tP+ se puede observar que la ecuación integral (4.16) cambia a: 

u(t) = e-itHtP+ _ ~ /,00 e-i(t-T)HF(x,u(r))dr, 
, t 

Y siguiendo el mismo razonamiento que en la deducción de la ecuación (4.19) se tiene que' 

11100 

e-'(t-")HF(x,_(T»dTIIM,s GII.II\', 

lo que hace que la ecuación (4.11) se cumpla y que e-·tH4>+ E M. Dada la nueva definción de u se puede seguir un 
tratamiento simétrico al del caso de f/J- para que se tenga en el caso de f/J+: 

lIullM ,s C¡le-,tll~+IIM, 
y por tanto la ecuación (4.12), se cumple de inmediato. 
Finalmente se prueba la inyectl\'idad de SVo' para ello se obsena qut' si se supone cI>+ = SVo1>- = (l se tiene que: 

u(t) = --:- c-·(t-T)H F(x,u(r))dr, '1
00 

, , 
de este modo, si se vuelve a denotar a U7'(t) = X(T,~)(t)u(t) y se sigue el mismo razonarmento que el qUt' se siguió en 
(-1 .. 20), sólo que ahora los limites de integración han variado, se tiene que: 
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1 lIuT(tlllM :5 2I1uT(tlIlM, 

lara T ;::: To con To > O De este modo u{t) = O para t ;:: To, Y nuevamente por un metodo estandar se establece la 
micidad en GCR, W1,2) y por tanto u(t) = O Y ello implica, dado el resultado (4.10), que I/J- = O lo que prueba que 
)vo es inyectivo. 
~on esto finaliza, en el artículo, la demostración del teorema 4.1. El tratamiento que sigue se centra ahora en la 
econstrucción del potencial en la ecuación de Schrodinger no lineal. Por ello es que se establece la definición de un 
meva operador de dispersión S que relacione al operador de dispersión de la ecuación nu lineal S,;, eOIl los operadores 
le onda W ± Y que nos sirva para reconstruir el operador de dispersión del caso lineal que se denota por S L. Por ello 
e define a S como: 

S:= w.';:SvoW--

~l por qué se define al operador de dispersión de esta manera está relacionado directamente con las propiedades de 
os operadores de onda y de dispersión en el caso lineal, para ver ello de manera clara recordemos la figura (3.1). 
~onsideremos que tP± son los estados de dispersión del sistema sin perturbación al tiempo (t = O), es decir, f±(t::: O), 
'espectivamente (de acuerdo con la figura (3.1)) y consideremos que W± es el estado de dispersión perturbado al tiempo 
::: O, es decir, g(t ::: O), de esta forma se tiene que: 

\.hora, en analogía al operador de dispersión lineal EL, se tiene que, para SVo: 

)or lo que para este nuevo operador de dispersión S: 

)icho esto se establece el siguiente resultado en el que se da el método de la reconstrucción de S L Y que se da a 
:ontinuación: 
feorema 4.2 4. 

)upóngase que las condiciones del Teorema 4.1 están dadas. Entonces, para cada tP- E W2,2 n W1,l+; se tiene que: 

m donde la derivada del lado izquierdo de la ecuación (4.25) existe en la topología fuerte de Wl,2. 
Para la demostración de dicho resultado se observa primero que dado que SeO) ::: O y que W± son acotados en 
W2 ,2 n W1,l+¡ [9] es suficiente probar que: 

&sto es debido a que: 

d 
;¡;S(,,pl I,~,~ SL,p => 

s~lim W';Sv.W_('''l~S(Ol ~W';W_.=O=> 
f"'O e 

s _ lim ~W-,';=-S-,v"-. W __ -'.( ,-,,p-,-l~~~':...W:...+,-· W __ .:." O => 
, ... 0 e 

r W·[Sv,W-('~l ~ lV_.'1 O 
s -,~ + <: ::: => 

S _ lim[SvOW _(<:41) - W_ltP
J 
= O => 

, ... 0 e 
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en el último paso se consideró W _q) = 1/1. 
Para demostrar entonces que dicho limite existe se debe de ver que si se renombra e1/.1 = ~_ enton.ces lo que se debe 
de demostrar es; 

s - liml~+ - ~- J ~ O "', 
E""¡'O € 

pero como: 

se tiene que: 

~II~+ - ~-II",'; CI<I'-' 111,;>:[", + II';>II,-,+,J' 

y por tanto el resultado queda demostrado.{> 
En el siguiente resultado se establece la forma en que se puede recuperar el potencial Vo a partir de S. 
Corolario 4.35 

Bajo las condiciones del Teorema. 4.1 el potencial Vo está determbado de manera única por el operador de dispersión, 
S, 
Para demostrar este resultado se tiene que, por el teorema 4.2, S detennina de manera única a SL, de SL se obtienen 
los coeficientes de reflección para la dispersión de Schrorunger lineal. Dado que H no tiene estados acotados se puede 
reconstruir Va de algún coeficiente de reflección, usando un método de dispersión inversa lineal.O 
Finalmente se establece que si la forma de la no linealidad, F, es: 

00 

F(x, u} = L V,(x}]ttI2(J~+j)u 
j""l 

Entonces es también posible recuperar los V, con j = 1,2, ... y precisamente, en el cuarto resultado, se establecen las 
condiciones para poder aplicar el procedimiento de la reconstrucción de las V,: 
Lema 4.4 ' 
Supongamos que las condiciones del teorema 4.1 estan dadas y que además F(x, u} = ¿i=¡ V,(X}]U]2(j,,+J)U, donde jo 

es un entero tal que jo ;:: ~ para lu] ~ TI, para alguna '1 > 0, y donde V, E W¡,oo con IIV, Hw¡ "" ::; C1 , j = 1,2 ... 
para alguna constante C. Entonces para cualquier tP ,E W2,2 n W¡,l+;' existe una /;0 > O tal que para todas las 
O < /; < EO se tiene que: 

i«St~ - 1)(/;4», 4»L2 = f>2UO+1)+1 [/ J dtdxVJ(x}le-.tH 4>1 2(Jo+3+1
j + Q3] 

3=1 

(4,27) 

donde QI = O y Qj,j > 1, depende únicamente de tP y de Vk con k < j, mas aún, para cualesquiera:é E R Y >. > O; si 
denotamos qh.(i) := 4>(>'(x - i)), entonces si tP:f:. O se tiene que: 

'V i: _ lim>.->oo >.3 J 1 dtdxV, (!'I;) le-,tH 4>>.1 2('0+1+1) 

,( ) - J J dtdxle->tH04>!2(30+J+1) 
(4.28) 

Lo que primero se procederá a demostrar es que por el teorema de la contracción podemos ver que u(t) se puede 
escribir como: 

esto es debido a que: 

~[lQl Coroluio 1.3 
0[lOJ Lema 1,1 

00 

u(t) = e-itH /;rP + L Qne-ItH /;tP, 
n=¡ 
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(Recordemos que T esta definido por el mapeo u --7 e-ttH 4>- + Q(u». 
Una vez escrita de esta forma u(t) se l.ltiliza la defimción de tP+ (4.25) para observar que: 

1 r= 
«S. ~ 1)('1), 1) = i J_= (e"H F(x,u(t)), ,,)dt = 

(4.29) 

Para analizar esta desigualdad consideremos el caso en que u(t) ::::: e-ttHEifJ. De esta fonna podremos ver que (4.29) 
queda como: 

(4.30) 

que como puede darse uno cuenta son los términos principales de la relaci?n (4.27). 
Ahora, para poder ver la forma de los términos correctores, Qn de (4.27) empezemos considerando el caso más simple, 
o ::::: 1), de este modo se tiene que: 

e- ttH ErP + ~ {t e-.(t-r)HV1 (x)le-UH f,4>12(io+l)e-·tH €<pdT ::::: 
t J-oo 

e-1tH€tP + ~ r e-.(t-TlH e2(j,,+1l+lV1 (x)le-1m 1fr12(io +l)e-·tH ,pdr, 
t J- oo 

por ello (4.29) queda como: 

; (Xl (Xl Vi(x)le-.tH€tP+ ~ (t e-i(t-T)Hc2(J<I+l)+lVí(x)le-.tHq)!2()Q+!)e-1tHcpdrI2(JQ+J) 
tLooLoo tLoo 

De esta ecuación nos interesa la parte: 

(e- itH e.q) + ~ ["", e-·(t-r)H (2()Q+I)+1 VI (x)!e-· tH cp!2(Jál)e-,tH q)dr) , 

puesto que al desarrollar el primer bmomlO, 

le-'tH {t:/J +; ¡t C-·(t-T)1f e.2() .. +1)+1 VI (x)le-. tH 4>12(Jo+l)C-1tlf rpdrI2(J~+J) 
; J-<x> 

(4.31) 

(4.32) 
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obtendremos potencias menores o iguales a 2(Jo+j). El término (e-·tH €,p)2(J<>+J) de dicho desarrollo, al ser multiplicado 
por e-·tH€tP, de otro binomio de (4.31) nos dará el primer término prmcipal de (4.27) cuando j = 1 (lo que concuerda 
con la obtencion de la ecuación (4.30) cuando u = e-otH€4J). 
Los demás términos del desarrollo de (4.32) al ser multiplicados por el segundo binomio de (4.31) nos darán únicamente 
términos correctores. Esto se sigue del siguiente razonamiento: 
Tomemos el téunino del desarrollo del binomio (4.32) (e-dHét/l)2(j,,+lj-l y luego multlipiquémoslo por: 

(~jt e-l (t-T)He2(J .. +1)+lVl (x)¡e-itH.p12(JQ+1}e-~tH tjJd.), 
• -00 

con ello obtendremos el siguiente resultado: 

ICe-dH €q)2(]ál)-1( ~ jt e-·(t-orlH t;2:(j,,+1l+1V1 (x)le-·tHq>!2(J<>+lle-·tHqxlr) I = 
• -00 

t;"CJo+l) l(e-itH~)2(jc+1)-1( ~ jt e-.(t-.)HVt (x)le-·tH ~!20D+I)e-,tH IjJd:r) I 
• -00 

(4.33) 

Que puede observarse se trata de un término con una potencia en € más grande que la del principal cuando j = 1 (la 
potencia de € que corresponde en este caso es 200 + 1) + 1, como puede verse en (4.27)). 
Podemos concluir que no existe término correctivo para el caso j = 1, por lo que Ql = O (en todo caso este término 
pertenecerá a algún término correctivo, de orden superior). Notemos además que dicho (4.33) depende de ~ y VI, lo 
que nos dice que los términos correctores Qn con n > 1 podrán depender de (4.33). 
Para el caso siguiente 0 = 2) el término más simple le pasará algo parecido y al compararlo con el término principal 
en el caso j = 2 se observará que la potencia obtenida será mayor que la del término principal y por tanto el término 
obtenido pertenecerá a un correctivo de orden mayor (el término correctivo al que pertencezan estará determinado 
por el valor de jo), que únicamente depende de VI o V2 (o ambas). 
En conclusión los términos correctivos Qn dependerán si~mprc de partes que involucren a términos con ljJ y V; con 
j < n, que es lo que se pide en el Lema 4.4. 

Lo que sigue es la demostración de la ecuación (4.28). Para ello primero se tiene que ver que la integral: 

// dtdxle-tW ~120c+)+l) < 00, 

es decir, es finita. 
Dado que como consecuencia del Teorema de Sobolev (1.3.7) se tiene que: 

Para una constante Cq , 2 5 q 5 oo. 
Para ello consideraremos dos casos, el primero será para Itl 5 1, de modo que-

f dt!dx!e-ttH 1>1
2
(Jo+Hl) = f dtlle-¡tH1>lIi~(~~¡;,\») s: r dtCIlrt>IIW~o:)+l) s: C!_ 

J1tl '5.l J1tl'5.l J1tI5!· 

Luego se considera el caso en Itl ;:: 1 observando además que, 2(Jo + J + 1) ;:: (p + 1): 

[ dt! dxle-·tH ¡pj2(Jo+J+l) = r dt! d.cje- 1tH rt>1 2(jo+,+ll-(p+ll le-·tH ¡p1(P+I) 5 
Jltl?l Jltl?l 

r dtlle-·tJf1>lIi<L:+J+ll-(P+1lle-·tJf¡pI(P+1) 5 C r lIe-·tJf1>II~!!, ~ C r 111>1I:~'~¡ 5 C
2

• 

Jltl?! J1tl?L Jltl?l !tl!(p-t) 

La última desigualdad se basa en el hecho que ~(p - 1) > 1 puesto que 3.56:; p < p. Por todo esto se puede ver que 
J dt J dxle-,eH~12{J~+J+l} < oo. 
Una vez establecido esto se procede a definir el sigUIente operador auto-adjunto en L2 
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con: 

V>.(x) = ~.vo(~ +i). 

Puesto que H no tiene eigenvalores, entonces H)... tampoco tiene eigenvalores, esto es HA > O. También se puede ver 
que se puede establecer la siguiente equivalencia de normas 7: 

Cdlollw,., " II(H, + I)oIlL' " C,lIollw,., (4.34) 

Dado que N(V),) = !N(Vo) para), 2: 1 entonces se pueden fijar las C1 ,C2 para toda), 2: 1. Definamos t::::: ),2t y 
.i ::::: >.(x - i). 
Podemos notar, además, que se cumple lo siguiente. 

e-ttH>.tjJ(x) ::::: e-·tH~>.(x), (4.35) 

ello se puede ver si se plantea el siguiente problema. Consideremos la siguiente ecuación: 

.Bv 
t-:;;; = H>.v 

Bt 

v(O,x) = O. 

Se puede observar que ü(f, x) = e-·lH~1>(x) es solución de la ecuación antes planteada. Y además se puede ver que 
u(t,x) = e- llH tP>.(x) también lo es, puesto que: 

i~U(t,x) = 2 a~2te-.tHtP>.(x) = ~[-d.", + Vo(x)Je-itHcfJ>.(X) 

= [-A, + V,]u(t,x) = H,u(t,x) 

Dado que u(O, x) = q,(>.(x - i)) = 4>(x) entonces se tiene que u = Ü y el resultado está demostrado. 
El resultado; 

Ij := ).3 J J dtdxl-j(x)le-\tH 4>>..12(](}+i+1) = J J didXVJ (~ + .t)!e-·tH~4>12(]g+]+l), 

es inmediato del cambio de variable i;= ).2t y x;= ).(x - i). 
Para ver los siguientes resultados debemos de mencionar el siguiente teorema: 
Teorema 4.4.1 s 

(4.36) 

Sean An y A dos operadores autoadjuntos, entonces si (/tI - An)-l -t (/tI - A)-l en la topología fuerte (ecuación 
(2.2.8», donde /t es elemento del conjunto resolvente de A, 9 Y además f es una funcIón continua y acotada en R 
entonces, f(A n ) - f(A) -t O. 
Dado que las normas Hullw2.2 y 11(1 + Ho)u1lL2 son equivalentes y se tiene (4.34) entonces: 

en la topología fuerte de ~.2 y por tanto como f(x); e-·f.o: es una función continua y acotada en R se tiene que: 

s - lim e-·tH~4> = e- iiHg 4>, 
,~OO 

donde el limite existe en la topología fuerte de W2•2• 

(4.37) 

Además por el teorema de encajamiento de Sobolev, (1.3.7), se tiene que dIcho límite eXiste también en la topología 
de LQ,2::; q ~oo, y mas aún: 

de esta forma, utilizando la estimación (4.14) y el resultado (4.35) se obtiene que: 

7[6] Teor("mn. 2.7.1 
8[4J Vol.i Teorcmn VIII 20 P 286 

(4.38) 

OSea T . X ..... y, UIl opcrOLdor hm:a.J acotndo, con X, Y ("SpIl.CIO/: normados hnen.1c~ SI' dice que" E e ¡'~ clem¡'uto del conjunto rl'Solvcnu' 
de un Opt'r:\dor T ~I (,,1 - TJ-! "S una blyecdón con mWl'bn acot:..dll.. Al operador ( .. r - T)-l Ml I{' conoc<' eonl() ,,¡ re"~OrHllt~ de Ten J. 
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(4.39) 

~n d:= ~~. 
as resultados (4.36)-(4.39) Y el teorema de convergencia dominada (1.2.2.5) sirven para poder calcular el límite. 

Um ).,3 j j dtdxV (x)le-ttH 1/I.\120o+i+1) = lim j j dtdXV (~ _ x)le- tEH"!Jl(x)12{Jc+Hl) = 
.\'--+00 J Á-+oo J >. 

Vj(i) ! f dtdxle-itH°4>12(Jo+l+1), 

atando que 2(jo + j + 1) ;::: p + 1, que d(p + 1) > 1 Y que V, es continua. Por tanto la ecuación (428) del artículo se 
lIDlple. 
'inalmente , como último resultado se establece la forma de la reconstrucción de las lj,] = 1.2, ... , 
:orolario 4.5 10 

:ajo las condiciones del Lema 4.4, el operador de dispersión S, determina de manera única los potenciales Vi, j = 0, 1 . 
:n la demostración que se menciona en el artículo, la discusión se centra en la forma en que se reconstruirá SVo 
or medio de S, una vez establecido ello se menciona que los coeficientes pueden ser recuperados por medio de las 
cuaciones (4.27) y (4.28) . Para ver dicha reconstrucción se debe de observar que la ecuación (4.27) l.OS define una 
~rje con potencias en f y por ello es posible caJcular los coeficientes de dicha serie. 
:1 proceso por el que se recuperan los coeficientes se sigue del siguiente razonamiento: 
ea ¡(f) = ¿~k~ éak una serie de potencias de f entonces podemos observar que: 

i ahora se calcula: 

.hora veamos para k = ko + 2: 

. I(é) - o,k é o 
- é,,+lak +l 

!~ " é o+ 2 " 

lendo así, si se quiere obtener el coeficiente ak,,+n, n = 1,2,3 .. de la serie se tendrá que calcular el siguiente limite: 

)e este modo el primer coeficiente de la serie definida en (4.27), no será otra cosa que: 

~ jjdtdxV,(.)I.-,'H ~12b.+2) = Um «S, - I)('~),~)L' , 
1 t-+O E2(¡o+1}+1 

) que nos permite introducirlo en la ecuación (4.48) y ello mismo nos permite conocer quien es Ví(i). Una vez 
onocido VI entonces se pueden conocer todos los términos correctores que tengan a lIt que podrán ser los términos 
orrectores Qn, n == 2,3, .... De este modo al calcular el segundo coeficiente de la sene de potencias de E que es 
. J dtdxV2{x)le- itH 4>1 2(30+3) + Q2 se podrá conocer la integral puesto que Q2 se conoce, ya que, si existe, s6lo depende 
le VI. De este modo se podrá obtener V2. Para los demás términos se procederá de manera análoga. y de esta forma 
1 proceso de reconstrucción de las Vj está dado. 
:- con esto damos por terminada la discusión.(>(> 

IOPOJ COfol;tTlO 1.5 
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