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Resumen 

En este estudio, desde varias perpectivas y usando el método espectral se ha analizado 
la ecuación de vorticidad barotrópica no divergente sobre la esfera. El objetivo principal 
fue analizar el modelo analítico, el modelo espectral numérico (de valores iniciales y el de 
estabilidad), y pruebas del modelo espectral con flujos analíticos (PL, RH, Wu-Verkley, 
modones). Se ha desarrollado un conjunto de códigos para resolver numéricamente la 
ecuación de vorticidad barotrópica (EVB) sobre la esfera en términos de armónicos 
esféricos, entre los que destacan el código del modelo espectral para integrar la EVB 
como un problema de valores iniciales y el código para estudiar la inestabilidad de 
soluciones de la EVB. El código del modelo espectral se compiló en Fortran 77 en el 
ambiente de la supercomputadora Cray YMP y el algoritmo de estabilidad también en 
Fortran 77 pero compilado en cualquier estación de trabajo. 

Se analizó la clase de soluciones exactas de la EVB, que son los flujos zonales, on
das Rossby Haurwitz (RH), las soluciones aisladas (modones), y las soluciones globales 
llamadas ondas Wu-Verkley que son formadas por varias ondas RH. Donde se hizo el 
intento de conectar métodos modernos de la teoría de funciones definidas sobre la es
fera, con la representación de funciones en términos de armónicos esféricos, se trató de 
dar una formulación matemática rigurosa de los distintos aspectos conectados con la 
construcción de estas soluciones exactas de la EVB. También se contruyó una 'solución' 
la cual es menos idealizada. Esta solución se usó para realizar un experimento sobre 
la variabilidad de baja frecuencia. Los modones son modelos matemáticos simples del 
fenómeno del bloqueo atmosférico. Un problema central, en el pronóstico del tiempo a 
mediano como a largo plazo, es la acción de bloqueo que adquiere el flujo de los oestes 
(cresta subtropical) el cual no se puede explicar en términos de las ondas RH. Por lo 
tanto se intenta desarrollar más teorías sobre la modelación de este fenómeno. Para 
este fin se resolvió numericamente la EVB sobre la esfera usando el método numérico 
de transformada espectral y se probó con la clase de soluciones exactas de la EVB. 
Se enfatizó en estudiar el comportamiento del error relativo entre la solución exacta 
y la solución numérica, y en preservar la energía cinética total, la enstrofía integral y 
la estructura geométrica de las soluciones (flujos zonales, ondas de Rossby-Haurwitz, 
soluciones de Wu-Verkley, y modones bipolares de Verkley). Analizando los resultados 
preliminares de los experimentos se propusieron algunas alternativas de cómo resolver
las más eficientemente que fué el de incorporar un filtro numérico en el esquema de 
integración leapfrog y el de proponer un método implícito (el cual no se probó) en la 
forma espectral para integrar la EVB. Algunos autores indican que ciertos patrones 
de variabilidad de baja frecuencia, estan conectados con el proceso de inestabilidad 
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barotrópica. Se desarrolló un algoritmo numérico para estudiar la inestabilidad baro
trópica de flujos ideales arbitrarios sobre la esfera en rotación. Se probó con la clase 
de soluciones exactas de la EVB, y los resultados de los experimentos numéricos de 
estabilidad se checaron con algunas estimaciones teóricas desarrolladas hasta ahora. 
Todavía hay bastantes preguntas que quedan sin responder sobre la inestabilidad de 
varias configuraciones (barotrópica) del flujo atmosferico de gran escala y su influencia 
sobre la variabilidad de baja frecuencia. Que en nuestro caso serían, la inestabilidad 
de las ondas RE y estructuras no lineales tales como modones y ondas Wu-Verkley. 
La estructura espectral de estos modos observados o analíticos puede contribuir a una 
mejor comprensión de las anomalías persistentes del flujo atmosférico y por lo tanto la 
variabilidad de baja frecuencia. 
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Capítulo 1 

INTRODUCCION 

U no de los problemas fundamentales de la meteorología actual es el desarrollo de mode
los o métodos de predicción del tiempo a corto y a largo plazo. Se sabe que, el modelo 
de predicción del tiempo cuyos cálculos se realizaron por primera vez sobre una compu
tadora, fue el modelo barotrópico basado en la ecuación de vorticidad barotrópica no 
divergente (Charney et al,1950); desde entonces se han desarrollado modelos más avan
zados de predicción del tiempo que se basan en las leyes de conservación de la dinámica 
de fluidos y de la termodinámica, y actualmente varios de estos modelos están en ope
ración en algunos centros meteorológicos. Estos modelos operacionales (globales) son 
muy complejos pero limitados, y es difícil dar una interpretación de cómo evoluciona 
el patrón de fiujo global atmosférico a mediano y a largo plazo. Ha habido progresos 
en el pronóstico a mediano plazo en los últimos 25 años, por lo que los pronósticos 
a 6 días sobre la región europea actualmente son buenos principalmente en invierno. 
Un problema central tanto a mediano como a largo plazo es el fenómeno de bloqueo 
(Rex, 1950a,b). El fenómeno de bloqueo, es la estructura o configuración meridional 
que adquiere el fiujo atmosférico de los oestes parecido a la cresta subtropical ( Pérez, 
1993, 1996). El tiempo de vida observado de una acción de bloqueo atmosférico es de 
10-30 días ( Rex, 1950a, b; Trield et al, 1981 ; Butchart et al, 1987; Anderson, 1992; 
Verkley, 1993; Neven, 1993). Según Hollingsworth et al, (1987) se requiere realizar más 
estudios sobre el diagnóstico, desarrollar teorías y modelación de este fenómeno. Estas 
estructuras no se pueden explicar en términos de las ondas Rossby-Haurwitz (RH), las 
cuales son soluciones exactas de la ecuación de vorticidad no divergente sobre la esfera. 
En este sentido muchos trabajos se han publicado desde que Stern (1975) desarrolló la 
teoría de modones sobre el plano beta y sus aplicaciones a la acción de bloqueo atmos
férico (Larichev y Resnik, 1976; Flier et al. , 1980; Mc Williams, 1980; Verkeley, 1984; 
Tribia, 1984; Haines y Marshall, 1987, entre otros). Los modones son nuevas soluciones 
no lineales de la ecuación de vorticidad barotrópica no divergente (EVB) sobre la esfera, 
y su configuración se parece a los centros de alta y baja del bloqueo atmosférico. Uno 
podría afirmar que la EVB sin forzamiento y sin viscosidad es un modelo simplificado de 
la dinámica atmosférica y por lo tanto los modones son también modelos matemáticos 
muy simplificados del fenómeno de bloqueo atmosférico. 

El desarrollo de métodos de predicción a largo plazo depende también de qué tanto 
conozcamos la física de las anomalías (de circulación atmosférica, Wallace y Blackmon, 
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1983) persistentes. Muchas observaciones y teorías se han desarrollado para tratar de 
explicar las anomalías persistentes y la variabilidad de baja frecuencia, entre las que 
destacan la teoría de dispersión de ondas Rossby (Rossby et al, 1939; Haurwitz, 1940; 
Yeh, 1949; Hoskins et al. 1977; Hoskins y Karoly, 1981; Webster, 1981), las teorías 
de inestabilidad barotrópica (Simmons et al, 1983; Frederiksen et al, 1987; Dikii, 1976; 
Baines, 1976; Haarsma y Opsteeg, 1988; Skiba, 1989; Anderson, 1991; Skiba (1994, 
1998,2000); Borges y Sardehmukh, 1997; Skiba y Adem, 1998; Skiba y Strelkov, 2000) 
y la teoría de equilibrio múltiple (Charney y DeVore, 1979; Legras y Ghil, 1985) o 
dinámica de modos libres (Wu, 1993; Wu y Verkley, 1993). Un modo libre es una 
solución exacta de una ecuación de vorticidad potencial que se le puede excitar a través 
de un forzamiento. Un caso particular de la ecuación de vorticidad potencial, es la EVB 
en el cual el fiujo a gran escala se considera ideal (sin forzamiento y sin disipación). 
En los mapas meteorológicos, los modos libres en ciertos aspectos se parecen a los 
centros de alta y baja de bloqueo. Por otro lado, también los modones se parecen a los 
centros de alta y baja de bloqueo (acción de bloqueo), tienen una estructura bipolar 
(Verkley, 1984, 1987), tripolar, y cuadripolar (Neven, 1993) y son soluciones exactas de 
la ecuación de vorticidad barotrópica. 

Si la inestabilidad barotrópica (lB) es una fuente importante de variabilidad de baja 
frecuencia, entonces esto podría hacer una contribución significante en el crecimiento 
de error en las integraciones numéricas a mediano plaZo. Simmons et al, 1983, propo
nen que mucha de la variabilidad de baja frecuencia de la circulación del HN podría 
atribuirse a la inestabilidad barotrópica de los vientos troposféricos superiores asociado 
con la variación este-oeste de la corriente de chorro. Esto implica que la estructura 
del modo normal más inestable resaltaría más en los mapas de anomalías promedio. 
Andrews (1984) ha cuestionado la forma en que en Simmons et al, 1983, se ataca el 
problema de lB para un fiujo que no es una solución estacionaria de la EVB (Borges y 
Sardeshmukh, 1995). Ellos forzaron el fiujo básico para que fuera estacionario con un 
forzamiento estacionario arbitrario, indicando que es crucial la forma matemática del 
forzamiento en el problema de estabilidad que resulta. ' 

En este trabajo se pretende tomar la perspectiva de la dinámica de modos libres 
y de inestabilidad barotrópica, por lo que se tiene que construir la maquinaria para 
realizar estos estudios. Esta maquinaria consiste en examinar la clase de soluciones 
exactas de la EVB y después realizar experimentos numéricos que reproduscan esta 
clase de soluciones, primero como un problema de valores iniciales y después como un 
problema algebraico para el caso de la inestabilidad de las soluciones. Por lo tanto el 
objetivo del trabajo de tesis doctoral es: Desarrollar un modelo espectral para integrar 
la ecuación de vorticidad sobre la esfera y desarrollar un método numérico para estudiar 
la estabilidad de flujos barotrópicos sobre la esfera en rotación. En el capítulo 2, se 
repasan los elementos del análisis armónico sobre la esfera (método espectral). En los 
siguientes el trabajo se efectua en la forma siguiente: 

a).- La construcción de una 'solución' parecida al modo libre Wu-Verkley pero menos 
idealizada es decir soluciones que de algún modo tienen incorporadas las observaciones 
meteorológicas. No estudiaremos los flujos derivados de climatologías observadas, sino 
soluciones libres estacionarias de la EVB sobre la esfera que sean cercanas al flujo 
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climatológico observado en un sentido global, lo cual se discute en el capítulo 3. Según 
Rochas, (1986) hay dos razones para investigar nuevas soluciones exactas de la EVB, 
y son que éstas pueden usarse para probar métodos numéricos que resuelvan tales 
ecua.ciones y también pueden ayudar a explicar el mecanismo físico representado por 
las ecuaciones. La principal ventaja de una nueva solución es que representa patrones 
parecidos a los observados en el ca.mpo medio troposférico superior. Para ver más 
claramente la clase de soluciones exactas, en el trabajo se intenta dar un formalismo 
más matemático usando métodos modernos de la teoría de funciones. 

b).-Análisis del modelo numérico para integrar la ecuación de vorticidad atmosférica 
no divergente usando el método espectral. Uno de los problemas importantes en el uso 
de estos modelos es el desarrollo de métodos numéricos especiales para integrarlos. Esto 
se describe en el capítulo 4, donde se realizan simulaciones numéricas con flujos zonales, 
ondas RH y también experimentos numéricos con la interacción de modones. 

Pierrehumbert y Malguzzi (1984), demostraron que para el plano beta, un forza
miento de vorticidad (modones en su experimento) localizado, cuya forma espacial 
satisface la ecuación de vorticidad puede producir flujos de equilibrio múltiple. Wu 
(1993) al usar un modelo espectral dependiente del tiempo, parecida al del inciso b 
con forzamiento y disipación, demostró que las soluciones libres Wn-Verkley un poco 
degeneradas pueden, por resonancia, excitarse a una amplitud finita, y que los procesos 
de inestabilidad barotrópica y resonancia no lineal de ondas planetarias son el meca
nismo que dispara los regímenes de flujos diferentes en ambos hemisferios. Según Wu 
esto es una regla que podría generar la variabilidad de baja frecuencia que se observa 
en la atmósfera. Estos experimentos los repetimos con la 'solución', construida en el 
capítulo 3 menos idealizada. La estabilidad de esta solución se probó con integracio
nes en el tiempo usando el modelo espectral; para esta solución, la estabilidad mostró 
oscilaciones entre dos tipos de regímenes parecidos a los encontrados por Wu en 1993. 
También, al realizar integraciones a largo plazo (150 días) con forzamiento y disipación, 
y al calcular la anomalía de flujo promedio de los resultados de los primeros 100 días, 
observamos la existencia de ciertos patrones de variabilidad de baja frecuencia, los cua
les podrían estar conectados con el proceso de inestabilidad barotrópica. Simmons et 
al, 1983 incorporaron un término de forzamiento artificial, tomando un estado básico 
observado que fue el patrón climatológico de enero en 300 mb, obteniendo varios modos 
con el método matricial y en la truncación triangular 21 (T21 ). 

c).-En el capítulo 5 se describe un algoritmo numérico para estudiar la inestabi
lidad lineal de flujos básicos que son soluciones exactas de la ecuación de vorticidad 
sobre la esfera. Es evidente desde hace mucho tiempo que el problema de inestabi
lidad barotrópica del flujo atmosférico ya se ha estudiado (Kuo, 1949; Lorenz, 1972; 
Baines, 1976; Simmon et al., 1983, Zang, 1988; Skiba, 1989; Anderson, 1991; Borges y 
Sardeshmukh, 1995; Skiba (1994, 1998, 2(00); Skiba y Adem, 1998; Skiba y Strelkov. 
2000). Lorenz reexaminó el mecanismo de inestabilidad barotrópica con variación wnal 
incorporada al flujo básico en la forma de una única onda Rossby, demostró que este 
flujo 2-dimensional es inestable, y sugirió que tiene implicación en el pronó,tico de largo 
plazo. El algoritmo numérico para estudiar la inestabilidad lincal de flujo no divergente 
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sobre la esfera, de este trabajo de tesis, se prueba con la clase de soluciones exactas 
de la ecuación de vorticidad no lineal que son los flujos zonales (del tipo polinomios 
de Legendre), Ondas Rossby-Haurwitz zonal, modones monopolares de Verkley zonal, 
flujo zonal observado y soluciones exactas más complicadas (ondas RH, soluciones li
bres Wu-Verkley y modones). En casi todos los experimentos con flujos zonales, que se 
realizaron, notamos que el número de onda zonal del modo más inestable fue m = 2, 
Y los siguientes fueron m=3 y m=l, lo cu¡¡.! está de acuerdo con los resultados obte
nidos por Baines (1976). Por otro lado, todavía hay bastantes preguntas que quedan 
sin responder sobre la inestabilidad de varias configuraciones (barotrópica) del flujo 
atmosférico de gran escala y su influencia sobre la variabilidad de baja frecuencia. Que 
en nuestro caso serían: la inestabilidad de las ondas RH y estructuras no lineales tales 
como modones y ondas Wu-Verkley. La estructura espectral de estos modos observados 
o analíticos puede contribuir a una mejor comprensión de las anomaÍías persistentes en 
el flujo atmosférico y por lo tanto la variabilidad de baja frecuencia. 
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Capítulo 2 

ANALISIS ARMONICO SOBRE LA ESFERA 

En este capítulo se revisan los elementos esenciales del análisis de Fourier sobre la esfera, 
los cuales se usan en el método espectral y en el desarrollo de los algoritmos numéricos 
de los capítulos 4-5. 

Sea 8~ = {x E R3 :1 x 1= a} la esfera de radio a con centro en el origen del espacio 
euclideano R3; si a = 1, 8~ = 8 2 es la esfera unitaria sobre la cual se trabajará la tesis. 
Definamos C;;"(82

) como el espacio de funciones f : 8 2 -t G con valores complejos 
continuas (espacio de funciones ortogonales a una constante) sobre 8 2 con todas sus 
oo-derivadas continua. Sean f, 9 E C;;"(82

), definamos un producto escalar y una 
norma como 

1 j1 12
" 1 (f,g)=-2 fg*ds,lIfll=(f,f)2, 

7r -1 o 
(2.1) 

donde S=(A, Ji.), O ~ A ~ 27r es la longitud, Ji. = senr/>,I r/> I~ ~, el seno de la la
titud, g* es el conjugado de 9 y ds = dAdJi. es un elemento de superficie sobre 8 2 . 

La completación de C;;"(82 ) con respecto a la norma 11 f 11 es el espacio de Hilbert 
L~(S2) '" {f : J 1 f 1

2 ds < oo} = H 1 El) H 2 El) ••• El) Hr El) ••. , es decir, la suma directa 
de subespacios de dimensión finita Hr = {Y: -2>Y = XrY}; los elementos Y E Hr se 
llaman polinomios esféricos homogéneos de grado r , x,· es un eigenvalor del problema 
espectral -2>Y = XrY, donde 2> es la expresión del Laplaciano sobre la superficie de la 
esfera 8 2 : 

(2.2) 

Las funciones asociadas de Legendre hipergeométricas H (Ji.) = p;: (Ji.) y H (Ji.) = 
Q;;' (Ji.) son soluciones de la ecuación hipergeométrica de Legendre: 

Esta ecuación surge al resolver por el método de separación de variables la ecuación 
de Laplace en coordenadas esféricas, donde P;: (Ji.) es la [unción de Legendre de primer 
tipo y Q;;' (Ji.) es la función de Legendre de segundo tipo, de orden m y grado complejo //. 
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Una expresión explícita de P;: (J1-) para -1 < J1- < 1 se puede encontrar en Abramowitz 
y Stegun (1965) o Verkley (1984): 

para v = Q o complejo v = ~ + ik, donde (q)j es el símbolo Pochhammer defini
do como (q)o = 1, (q)j = q(q+ 1) ... (q+ j -1), para cada q E e y j entero no 
negativo. Los (q)j se obtienen de la función gamma f (z) con argumento comple
jo z E e, donde f(l) = 1, f(q+1) = qf(q) , de tal forma qne f(m+1) = m! y 

~i:~:!il = (_l)m (-v)m (v + l)m. El desarrollo en serie (2.3) para v = n converge con 
j = n y en este caso se obtienen las funciones asociadas de Legendre. Las funciones 
(2.3) cumplen las siguientes relaciones de recurrencia 

Los polinomios armónicos complejos o armónicos esféricos 
{Y1\ •.••.• , y,:',,} = {ynm(>., J1-) = P;:'(J1-)ei m>., / m /::::: n} forman una base ortonormal 

en C;:(82
) o bien son funciones propias del operador Laplace-Beltrami A = (-Ll.) en 

82 
: 

m, es el número de onda zonal o modo de Fourier y P;:'(J1-) son los polinomios asociados 
de Legendre normalizados dados como 

2n + 1 (n - m)! (1 - J1-2)~ dn+m ( 2 _l)n 
2 (n + m)! 2nn! dJ1-n+m J1- , 

Los P;:' son ortonormales en J1-
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Sea H::'(Ji) = (1 - Ji2) d:f, entonces tenemos también las propiedades yn-m = 

(Ynm)*, P;:'(-Ji) = P;:'(Ji),H::'(-Ji) = -H::' (Ji) , para n- I m I par y P;:'(-Ji) -
-P;:'(Ji) , H::'( -Ji) = H;:'(Ji), para n- 1m I impar. 

Si f E L 2(S2), existe una representación única f = 2:::::0 Fn , donde la serie de la 
derecha converge a f en la norma L2 . Fn es la proyección ortogonal de f sobre Hn 
y Fn = 2::::;-;¡ f;:,ynm, siendo an = dim(Hn ) = 2n + 1, con los coeficientes de Fourier 

f::' = (J, Y;:') = 2~ f~¡ f;" f ynm*ds . 
Denotamos por p N = $f:¡Hi = {"p E L~(S2) : TN"p(A, Ji)}, el espacio de polinomios 

esféricos de grado N, tal que la proyección ortogonal (sin tomar en cuenta n=O) es 

N n M N M 

TN"p(A, Ji) = L L ("p, Y,;")Ynm = L L ("p'ynm)Ynm = L "pm(Ji)eim>.. 
n=l m:;::-n m;-M n;lml m=-M 

(2.4) 
M es el modo de Fourier más alto y N(m) es el grado más alto de la función asociada 
de Legendre en la representación norte-sur y los coeficientes de representación espectral 
están dados por 

(2.5) 

en la truncación triangular M = N y (m, n) E TN t+ O ~I m I~ n ~ N. Para la TN 

se tiene la propiedad de la invarianza respecto de una transformación de coordenadas 
esféricas. El espacio físico se aproxima por una malla de 1 x J puntos. 

Para transformar del espacio espectral 1/1;:' al espacio físico '¡fJ (Ai, Jij), se aplica pri
mero la transformada de Legendre inversa: 

N 

'lj;m (Jij) = L 'Ij;;': P:;: (Ji) 
n;lml 

y luego la transformada de Fourier inversa (FFT-l) : 

N 

'lj;N = TN'Ij;(Ai,Jij) = L 'lj;m(Jij)eim>.,. 
m=-N 

Primero: calculamos la contribución simétrica (n - m par) 

N, 

,1/1';(Ji) = L '1/);': P;:'(Ji) 
n;lml 

y luego la contribución antisimétrica (n - m impar) 

N, 

'Ij;'A(Ji) = L 'Ij;~'P;:'(Ji). 
n;lml+l 

Enseguida combinamos estas contribuciones en la forma 
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como 'l/r( ¡.tJ) = 2~ J0
2
" 'Ij;(>., ¡.t)e-imAd>., al aplicar una F FT-¡ a esta integral tenemos 

1j;-(>., ¡.t) = TN 'Ij;. 
A cada armónico Yn

ffi U onda se le asocia la pareja (m, n), m es el número de ondas en 
la dirección zonal y (n - m) el número de nodos o ceros entre los polos, no incluyendo 
los polos. 

Para calcular 'Ij;;:' de 'Ij;(>., ¡.t), la integral interna 'lj;m(¡.t) en la ecuación (2.5) se resuelve 
mediante una FFT y la integral exterior se ejecuta vía cuadratura Gaussiana usando J 
puntos de cuadratura ¡.tj E [-1,1]: Primero se calculan las componentes simétricas 

y luego la componente antisimétrica 

Entoces los coeficientes espectrales de 'Ij; se calculan como 

donde 1 =~. 

I:~=I ('Ij;~)j (¡.tj) p~n(¡.tj)2wj para n-m par } 
I:~=¡ w:n j (¡.tj) P:;'(¡.tj)2wj para n-m impar 

Proposición. Sea la amplitud espectral o mod 'Ij;;:' =1 'Ij;;:' 1= 1'Ij;.;;' _,p;:'*I' j 2y la 

fase espectral o Arg 'Ij;;:' =tan -¡ CRe::;) _ Entonces el ángulo de fase espectral de 

un modo (m,n) es <P(m,n) = m>'+Arg 'Ij;;:' y la velocidad de fase de este modo es 

e (m n) = - ü<p(m,n)/8<P (m n) = _~E.. Arg .1.m , at 8)'" m 8t 'fin . 

Dem. En efecto, sean los números complejos Z¡ = x¡+iy¡, Z2 = x2+iY2 E e, tal 
que Z,Z2 = X'X2 - Y'Y2+i(x'Y2 + xzY,) y (z¡Zz)* = X,X2 - y,yz-i(y,yz + X2Y¡) entonces 
Z¡Z2 + zrz2 == 2 (X,X2 - Y¡Y2)' Sea (m, n) con m > O el modo o la onda de componentes 

1j;(>., ¡.t) 'lj;r;:yn
m + 'Ij;;;-myn-

m = 2P:;'(¡.t)Re ['Ij;r;:eim.\] 

- 2P:;'(¡.t) [Re'lj;r;: cosm>. - 1m 'lj;r;:sell m>.] 
2pm( )Im 'lj;m 

_ n ~ 'Ij; n [cos(Arg'lj;r;:) cosm>. - sen(Arg 'lj;r;:)sen m>'l 
sen rg ;:' 

- P::'(¡.t) 2 I 'lj;r;: I cos<P(m, n). 
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Im,¡,m 
Ya que sen Arg 'Ij;": = ¡'¡':rI' la amplitud del modo (m,n) es z = 2 1 'Ij;": 1 . Para m=O, 
el factor 2 en la amplitud se omite. La fase espectral puede normalizarse con m y 21f, 
así que la longitud actual O,,: de la cresta en P::'(p,)zcosm(>. - O,,:) sería O,,: = -Arg 
'Ij;":/m. 

Usando los armónicos esféricos sobre 8 2 se puede definir un tipo especial de derivada 
generalizada que permite definir el grado de suavidad de alguna función en S2. Para 
'Ij; E L~(S2), V a E R (Gadzhiev,1981; Kamzolov, 1982; Ivanov, 1983; Skiba, 1989; 
Ivanov y Skiba, 1990) como: 

00 n 00 

(-~)" J = L L X~J:::Ynm = LX~Fn. 
n=l m::;::-n n=l 

En este caso se formaron (Skiba, 1989) los espacios de Hilbert Hff(S2) = {'Ij; : 'Ij; E L~(S2)} , 
donde L~ (82 ) = {'Ij; : 'Ij; E L2 (S2), f s2 'lj;ds = O} con el producto escalar 

(I,g)" = (I,g)H¡;(S2) = ((_~)'l' J, (_~)'l' g) 

y norma 

00 " 

11 'Ij; 11;=11 'Ij; 111¡;(S2)=11 (-~) 'l' 'Ij; Ilh(S2)= L L X~ 1 '¡fJ~n 1
2 

n=l n~=-n 

0-8 

Proposición (Skiba, 1989). a.- 11 'Ij; 11,,2: X;-' 11 '¡fJ Ilji, para los reales a > (3, 
'¡fJ E Hff(S2), X" = n(n + 1). 

I 

b.- Xl 11 'Ij; UZ::::II \l'lj; 11 2=11 (-~)" 'Ij; 11 2
, '¡fJ E HJ(82

). 
I I 

C.- 11 'Ij; IIbS2):::: 2t 11 'Ij; III~(S2)1I \l'lj; III~(S2) . 
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Capítulo 3 

CLASE DE SOLUCIONES EXACTAS DE LA ECUACION DE 

VORTICIDAD SOBRE LA ESFERA 

En este trabajo se trata de relacionar métodos modernos de la teoría de funciones 
definidas sobre la esfera, con la representación de funciones en términos de armónicos 
esféricos. Hasta ahora las soluciones exactas analíticas encontradas de la ecuación 
de vorticidad barotrópica atmosférica (sin forzamiento y sin disipación), han sido los 
flujos zonales, ondas Rossby Haurwitz (RH), las soluciones aisladas (modones), y las 
soluciones globales llamadas onda Wu-Verkley que son formadas por varias ondas RH. 
Es el propósito de este capítulo reexaminar esta clase de soluciones en el contexto de 
variedades (Matsushima, 1972; Loomis y Sterberg, 1990; Szeptycki, 1973) y 'construir' 
una solución que sea menos idealizada. La estabilidad de esta nueva solución se prueba 
en el capítulo 4, principalmente con integraciones eu el tiempo, usando un modelo 
barotrópico global espectral con la inclusión de forzamiento y disipación, y se investiga 
la excitación resonante de esta solución. 

3.1 CONSTRUCCION DE FUNCIONES SOBRE LA 
ESFERA 

Sea S2 = {X€n3 : Ixl = 1} la esfera unitaria en n 3. Se consideran algunas funciones 
f (clase de soluciones exactas de la EVB) sobre la esfera S2 vista como una variedad, 
f : S2 ~ n que son soluciones exactas de la ecuación de vorticidad sobre la esfera. 
Se construye un atlas {(ne, 'Pi),l = L, I<} formado por cartas locales o sistemas de 
coordenadas locales, tales que U ni = S2, así que las coordenadas de un punto Q E ni 

i 
relacionado al homeomorfismo 'Pi: ne ~ Ue e n~ son las coordenadas del punto 'Pe(Q) 
que está en nr Para una carta local (n" 'P,), la función Jo 'P:' es un mapeo de un 
conjunto abierto U, = 'PJn,) e n2 en n y representa f en el sistema de coordenadas 
local. 

Definición (Carta coordenada). Una carta coordenada sobre un conjunto S2 es un 
par (n,'P), donde n e 52, 'P : n ---+ R2 una biyección y 'P(n) e R Z es un conjunto 
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abierto. 

Si (n, <p) es una carta coordenada, se llama a n el dominio de la carta coordenada y 
<p la coordenada. Todavía no mencionamos que n sea un abierto en S2, ya que S2 aun 
no es un espacio topológico. 

Definición (Atlas sobre S2). Un atlas para el conjunto S2 es una colección {(ni, <PI) : 
1 E N} de cartas coordenadas tal que: 

i) Para .,1>, E N, (n" <p,), (n,,, <PI') entonces los conjuntos <p,(n, n n,J y <p" (n, n n,,) 
son abi~rtos y el mapeo <PI' o <p-:l 11",(n,nn.): <p, (n, n n,,) -r <p" (n, n Q,,) es un difeo
morfismo. Lo anterior indica que (n,,<p,) y (n",rp,,) son compatibles; ii) S2 = UIENnl 

Definición (Variedad) . La esfera unitaria S2 es una variedad que contiene un atlas. 

Ahora deseamos definir funciones diferenciales sobre la variedad S2 y para esto se 
consideran las coordenadas como una herramienta para decidir cuáles de las muchas 
funciones sobre S2 son diferenciables ya que como n, es sólo un conjunto todavía no 
tiene sentido preguntarse si la función f: n, -r R es diferenciable. Pero al considerar 
la función f o <P-:! : <p, (n.) -r R, fo <p-:l es una función definida sobre un conjunto 
abierto <p, (n,) e R 2 y se entiende que tales funciones son diferenciables. 

Consideramos ahora qué pasa cuando cambiamos coordenadas a alguna otra carta 
coordenada (n",<p,,), y por conveniencia, supongamos que n, = n". Entonces es posible 
que f o<p-:l sea diferenciable pero que f o <p~l no lo sea. 

Para comparar, sea f o <p-:l = f o <p~l o (<p" o <p-:l) donde el mapeo <p" o <p-:l : 
<p, (n.) -r <PI' (n,,) es una biyección entre subconjuntos abiertos de R2• Entonces una 
condición suficiente para que f o <p-:l sea diferenciable, si f o <p~l lo es, es que <p" o<p-:l 
sea diferenciable. 

La esfera 82 es una variedad diferenciable conexa y compacta. Puesto que 8 2 es 
compacta ésta no puede cubrirse por una única carta. Considere el atlas Coo, {(n" rp.), 
(n", rp,,)} donde cada carta corresponde a un grupo coordenado geográfico (Richtmyer, 
1981; Skiba, 1989), con más precisión, la carta (n" <p,) corresponde al polo N, la (n", <p,,) 
al polo NI, n, y n" son los abiertos de 8 2 dados por n, = 82 - f" n" = 8 2 - f ", donde 
r, = {x E 8 2

: IA(x)1 = 7r,jt(x) E [-1,1], (A,jt) = (xZ,xZ)}, f" = {x E 8 2 
: IA'(x)1 = 

7r,jt/(X) E [-1,1], (..\',jtl) = (x~,x~)}, satisfacen f,nf" = 0, jt= sene/>, e/> es la latitud y 
A la longitud. Las líneas e, f" son los meridianos internacionales del tiempo relativos a 
N y NI respectivamente (ver Fig. 3.1). Para que el mapeo rp, sea 1-1 es necesario omitir 
el polo norte y el polo sur (e/> = ±~) y la línea internacional del tiempo e (A = ±7r). 

La rpe : 82 -+ Ue e R~, P. = .,1>" es una biyección, con inverso <p¡! : Ue -r 8 2 definido 

como s = 'P¡l(xi, xi) = ( JI - (x;)2 COsXl, J1- (x¡)2 sen xi, x;). Sea Q E 82, enton

ces <p,(Q) = (XZ(Q),xZ(Q)) = (A(Q),jt(Q) Y <p,,(Q) = (x~(Q),x~(Q)) = (..\'(Q),jt'(Q)) 
son las coordenadas locales asociadas a la carta (n" <p.) y (n", <p,,) respectivamente. El 
atlas {(n" <p,), (n", rp,,)} determina una estructura diferenciable sobre 8 2, n, nn" 1= 0', 
n, U n" cubre a S2, son compatibles y definen el difeomorfismo 'P .. (Y) = 'P" o 'P-:l(y) 
entre dos sistemas de coordenadas. Para obtener las fórmulas de transformación 'P,,, = 
('P;", 'P~) se usan las relaciones trigonométricas de un triángulo esférico NQN' relativo 
a las coordenadas (A,jt) y (X,jt') y tenemos: 
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donde (Ao,Jlo) son las coordenadas de N' visto desde el sistema geográfico (A,Jl). En 
términos del atlas se dice que la función f : 8 2 -+ n es diferenciable de clase CT 
en Q E 8 2 si existe una carta (ni, 'Pi) con Q E ni tal que f o 'Pi l es una función 
diferenciable CT sobre el subconjunto 'Pe(ne) e nE y Fe = f o <pil es la expresión en 
coordenadas de J. 

Fig. 3.1 Un atlas sobre la esfera 82 o grupo coordenado geográfico. 
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Proposición(forma no dimensional). Sea {(ne, epe)}, f. = t, Ji; un atlas de ff2 y la 
función corriente 'Ij; : 82 ~ R de Cr

• Entonces la ecuación de vorticidad en la carta 
(n" ep,) en su forma no dimensional es 

donde W, = 'Ij; o ep;:1 : U, e R~ -+ R de Cr es la función de corriente no dimensional 
Dem. Sea la ecuación de vorticidad en su forma dimensional 

8b.w* , --
m* -J* (w;,b.w; + 2ntt) = -J* (w;, /lw;) - ~~ 88~~ 

_ ~(8W~ 8b.w~ _ 8w~ 8b.W~) _ 2n 8w~ 
a2 8J1. 8A 8A 8J1. a2 8A 

donde (*) indica, con dimensiones, W~ = 'Ij;* o ep;:l : U, e n~ -+ n de Cr es la 
f "' d . d' . al r> 'Ir t* n-1t t nt* ,T, n-l -2.T,* unClon e comente lmenslOn ," = 432ii0S' =.. , ="', "', =,. a '" " 
w~ = na2w" b.* = a-2b., J* = a-2J y el viento u* = nau. Sean las relaciones 
8 _ 88t _ 8t 8 _na entonces 

i7t" - mil!" - mo él! - "'él! 

de donde obtenemos el resultado esperado. 

3.2 SOLUCIONES CLASICAS 

Sea {( ne, <Pi)}, f. = t, Ji; un atlas de 8 2 y la función de corriente 'Ij; : S2 -+ n de Cr
, tal que 

la función de corriente en el sistema de coordenadas local wL = 'Ij; o <p;:1 : U, e RZ ~ R 
de C' satisface la ecuación de vorticidad (en forma no dimensional): 

8b.w, ( ) --¡¡¡- + J W" b.w, + 2J1. -

W, (A, J1., O) -

O, (A, J1.) E U" t E (O, T] 

W,o(A,J1.), (A,J1.) E U, (3.3) 

donde J (e, q) = ~~ - g~ ~ = (k x \le)· \lq = v· \lq, es el jacobiano, v = k x \le = 

{u, v} = {- ,JI - J1.2 ge, ../ g~} el campo vectorial de velocidad del viento sobre la 
IJ. l_p2 

superficie de la esfera, grad e = \le = { ,¡L¡.¡2 g~, ,JI - J1.2 g~ }, e = W" (= b.w, = div 
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grad lit" es la vorticidad relativa, q = Ll.1It, + 2¡.¿ la vorticidad potencial o absoluta y k 
es un vector unitario normal a la superficie de la esfera. Es natural suponer que todas 
las funciones tienen período 211" para la variable A y regular en ¡.¿ = ±1 

Proposición(Flujo zonal). Sea {(!ti, 'Pi)}, f. = ¿, K, un atlas de 8 2 y la función 
corriente"ljJ: 8 2 -t 'R. de e r . Entonces el mapeoflujo zonal lit, = "ljJ0'P-;1 : U, e 'R; -t 'R 
de er de la forma ' 

N 

1It,(A, ¡.¿) = :E bnP~(Jl) E pN (3.4) 
n=O 

es una solución exacta de la ecuación de vorticidad (3.3) siendo bn constantes. 
Dem. Es claro que el resultado se obtiene de (3.3). 
Proposición(Polinomio homogéneo). Sea {(!te, 'Pe)}, e = ¿, K, un atlas de 8 2 y 

la función corriente "ljJ : 8 2 -t 'R. de er • Entonces el mapeo polinomio Homogéneo 
lit, = 'if; o 'P-:1 : 'R; -t 'R. de er de la forma 

n 

(3.5) 
m=-n 

es una solución exacta de la ecuación de vorticidad (3.3), con n2: 2 , donde am pueden 
ser factores complejos y la velocidad de fase satisface 

2 
C=--. 

Xn 

Dem. Sea lit, E H n , con 1It,(A, Jl, t) = \[In(A - ct, Jl) = ¿::=-n amynm(A - ct, Jl), 
entonces a:r = -2 lit' Y a~n = lit' donde lit' = ¿::=-n imamynm(A - ct, Jl). También 
tenemos las siguientes expresiones: 

8 Ll.1It , 811t n 8 Ll. \[1 , , 
Ll.1It, = -Xnlltn; ----¡¡¡;- = -Xn 8Jl ; Ll.IIt,. + 2Jl = -Xn lJi , + 2/1; ---¡¡¡- = CXn lJi 

Ahora de la EVB: 

811t, , ( ) 811t n , 
Ll.Tt = XnclIt = J -Xn IItn + 2Jl, IJin = -2 éJ). = -21Ji 

de donde obtenemos el resultado. 

Proposición ( Onda Rossby-Haurwitz). Sea {(lte, 'Pe)}, e = ¿, K, un atlas de 8 2 y 
la función corriente "ljJ : 8 2 -t 'R de er . Entonces el mapeo lit, = 'ifJ o 'P-: ¡ : 'R; -t 'R de 
Cr de la forma 

n 

1Ji,(A, Jl, t) = -WJl + L IJi:;:Y';"(). - ct, Jl) E Ho ffi H" (3.6) 
m::;;:-n 

con n 2: 1, llamada onda Rossby-Haurwitz (RH), es una solución exacta de la ecuación 
de vorticidad si su velocidad angular e satisface 
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2(w + 1) 
c=w- ; (3.7) 

Xn 

aquí el término -w ji, es el término de rotación como un cuerpo rígido. 
Dem. Aquí 'lr, se puede expresar como 

por lo tanto 

y 

iJ " 8'lr, 8'lr, , 8 A,T, ( ) 8'lr, 
8)" ,-,(jI, = -Xn 8)" ,A &t = Xnc'lr, Oji,u't!, = 2 - Xn W - Xn Oji,' 

donde 'lr' = L:~,=-n im'lr:';;Y,;n()., - ct, ji,), así que de la EVB (3.3): 

por lo que 

así que obtenemos 

2(w + 1) 
c=w- . 

- Xn 

En la figura 3.2a-b mostramos la función de corriente de varias ondas RH: 

(3.8) 

definidas por los parámetros (m, n) = (2,5), Y (3,6) yen forma nodimensional. En la 
figura 3.3c-d se muestra la función de corriente y el campo de viento (vectores) de estas 
mismas ondas RH (m,n) pero ahora en forma dimensional. Donde podemos observar 
que las intensidades de los vientos máximos estan entre 30 a 50 mis. 
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a b 

CONTOUR FJ!QM - oa ro 06 BY .01 COIlTOUR Fl!OM - oa T() 08 BY 01 

Fig. 3.2 Función de corriente de ondas Rossby-Haurwitz: \[!('>",¡.t)=-w¡.t+\[!;:' P;:' (¡.t) cos(m.>..), 
con (m,n)=(2,5) (a) y (m,n)=(3,6) (b). 

a b 

CONTOUR FROW - O<l ro ,,,", 11'1' CIO' 

Fig. 3.3 Función de corriente del modón ecuatorial aislado de Verkley (1984) (a), 
y del modón uniforme de Verkley (1990) localizado sobre el golfo de Ala;;ka (b). Los 
puntos indican una malla del sistema primado cada 5 x 5 o y se dibuja la frontera de 
la región interna del modón. 
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~ 

i 1" 2 "lOti i 2S:HlD• ------ -_ ..... -

L 
O~+'" "~Q2 -.:= W_ IIo><lmu. V""o, 

d i 

, . 

~----

Fig. 3.3e-d. Función de corriente W(>',tL) y el campo de viento, de las ondas Rossby
Haurwitz: con (m,n)=(2,5) (c) y (m,n)=(3,6) (d) de la fig. 3.2. En dimensiones de 
m2/s, y mis respectivamente. 

26 



e 

f 

OIlGOCHIZ -lI.o.lm.", V,dot 

o"" ... o¿ -W .. /m .... y.«", 

Fig. 3.3e-f. Función de corriente \f! (.>- J.L) y el campo de viento, del modón de Verkley 
(1984) (e) y del modón de Verkley (1990) (f) de la lig. 3.3. En dimensiones de m2/s, y 
mis respectivamente. 

27 



3.3 SOLUCIONES GENERALIZADAS 

Proposición( Solución Thompson, 1982; Verkley, 1984). Sea {(ne, 'Pe)}, !! = ¿, K. un 
atlas de 8 2 y la función corriente 1f; : S2 -+ 'R- de OT. Entonces el mapeo W, = 1f; o 'P;:l : 
RZ -+ R de OT de la forma 

(3.9) 

es una solución exacta de la ecuación de vorticidad sobre la esfera, donde Yv es una 
eigenfunción del operador Laplace l:. de grado v. La ecuación (3.9) describe una confi
guración en el cual la estructura Y" se mueve con velocidad constante c" y sin cambiar 
de tamaño y forma en el flujo zonal-w¡.t. Donde el polo N'(Ao, ¡.to), ( Aa = c"t, ¡to = cte), 
del sistema primado (A', ¡.t') se mueve a lo largo de un círculo de latitud ¡.t = cte con 
una velocidad angular constante: 

c" = w _ 2(w + 1) (3.10) 
X" 

donde Xv es un eigenvalor del problema espectrall:.Y" = -X"Y". 
Dem. En particular para un armónico esférico Y (A', ¡tI) de grado n, se tiene que 

X" = X" = n(n + 1), entonces (3.9) es una onda Rossby-Haurwitz ya que 

n 

ynm(A', ¡.tI) = L D;:'kb, 6, O)Y'::(A, ¡.t) 
k=-n 

el cual liga los armónicos esféricos ynm(A', ¡tI) Y Y;~(A, ¡t) para dos sistemas de coordena
das geográficos {(n" 'P.), (nK , 'PK)}; 'Y(t) = c"t es el ángulo de Euler entre los ejes OX2 Ó 

OX'2 de dos sistemas cartesianos (XI,X2, X3) Y (x~, x~,~); 6 es el ángulo de Euler entre 
los polos N y NI. Siendo D;:"'b, 6,0) = d;:.k(¡tO)eim-y la función Wigner's (Skiba, 1993). 
En el caso en que el polo NI coincide con el polo N o sea ¡.to = 1 entonces D;:'" = O. 

En los dos sistemas se cumple que X = X(A, ¡t, Aa, ¡to), ¡tI = ¡tI (A, ¡t, Aa, ¡to), Z;; = 
8)/ OJ.L' _ ~ 

- aA y aAo - - a>. . 

a 

Entonces tenemos por la regla de la cadena 

(3.11) 

a>.' _ a>.' ~ _ aA' = _ aA'. §!... _ a,,' ~ _ _ a,,' (3 11) d pero como at - aAo at - c" 8>'0 c" 8>" at - a>.o at - C" 8>' ' • se re uce 

oq( Al, ¡.t') 
8t 
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Al usar las relaciones anteriores y las igualdades: 

W, (A, ¡t, t) 
q (A, ¡t, t) 

Llw, (A, ¡t, t) 

- wK (Al, ¡tI) , 

- q(A',¡tI) ; JI(WI<l' WK,) = J(W" , W,,), 
LllwK(X,¡tI) ; q(X, ¡tI) = LlWI«X,¡tI) +2¡t, 

la ecuación (3.11) se transforma en 

J (\lí, q) = O, (3.12) 

donde W = W, + 2cv ¡t. Una derivada A = :: en un diagrama (q, W) puede considerarse 
como un potencial o índice de refracción. Por otro lado 8~¡, = CvXv 8i{ y J(W" Llw, + 
2¡t) = [2 + w (2 - Xv)] ~~ lo cual da el resultado (3.10). 

La clase de soluciones exactas estacionarias o soluciones que se mueven uniforme
mente sin cambiar de forma a lo largo de un círculo de latitud y que satisfacen una 
relación funcional (3.12) de la forma q = F(W) se llaman soluciones libres. Las ondas 
Rossby-Haurwitz (RH) son soluciones lineales de la ecuación (3.3), se caracterizan por 
tener una relación lineal entre q y W, y son (soluciones libres) modelos de las ondas 
planetarias atmosféricas observadas que se propagan hacia el oeste en la atmósfera. 

Otra clase de soluciones exactas de la ecuación (3.3), parecidas a (3.9) son los 
modones y se caracterizan por tener una relación lineal multivaluada por trozos entre q 
y W. Los modones son soluciones altamente no lineales y su configuración se parece a los 
centros de alta y baja de bloqueo atmosférico. Hay varios tipos de modones: Modones 
tipo onda, modones aislados y modones uniformes. Los modones tipo onda, son vórtices 
bipolares, los cuales se propagan hacia el oeste y pueden volverse estacionarios en el 
flujo de los oestes (Verkley, 1987; Neven, 1992,2001). Los modones aislados son vórtices 
bipolar que se propagan hacia el este y pueden volverse estacionarios en los flujos del 
este (Tribbia, 1984; Verkley, 1984). Los modones uniformes tienen una región interna 
con q uniforme y en la región externa el campo es ondulatorio (Verkley, 1990). 

La solución modón se construye (Verkley, 1984, 1987, 1990; Neven, 1993) al dividir 
la esfera S2 en dos regiones: la región interna Si y la región externa Se separada por 
una frontera circular donde W, q Y W

I 
son continuas. Se incorporan dos sistemas de 

coordenadas (A, ¡.t), (X, ¡.tI), el primado cuyo polo NI = (AO, ¡to) = (ete + evt, ete) se 
mueve a lo largo de un círculo de latitud constante y con velocidad angular ev . La 
transformación de coordenadas del sistema fijo (A, ¡t) a la esfera en rotación, con polo 
N, al sistema móvil (X, ¡tI) con polo NI, está dada por las ecuaciones (3.1) y (3.2). El 
centro del modón es el polo NI, el radio del modón es ea = ~ - fa y fa es la latitud de 
la frontera circular. La función de corriente para cada región se descompone como la 
fórmula (3.9). Sobre la variedad S2 la construcción del modón se interpreta como la : 

Proposición ( Construcción del Modón Verkley, 1984 o del modón cuadrupolar de 
Neven, 1992). Sea {(!le, 'Pe)}, e = ¿, K un atlas de S2 y 1/- = ¡j,'¡ +?j;2 : S2 -+ R la función 
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corriente de er • Entonces el mapeo w, = ('!/JI + '!/J2) o rp;-l : n~ --+ n de er puede ser de 
la forma wJ>',J1) = ('!/JI o rp-¡;I)(X,J1') + (1/J2 o rp;-I)(>',J1)' 

Dem. Es claro que el resultado se obtiene de 

w,(>', J1) '!/JI o rp;-l(>., J1) + '!/J2 o rp;-l(>., J1) 
_ ('!/JI o rp;;l) o (rp" o rp;-l )(>., J1) + ('!/J2 o rp;-l )(>., J1) 

- ('!/JI orp-¡;l) orp",(>',J1) + ('!/J2 orp;-I)(>',J1)' 

Para el caso del modón de Verkley (1984) '!/J es e2 y 

1 

(3.13) 

('¡f;¡ o rp;;l )(X, J1') = x (>.', ¡.t') = X m(J1') + Xd(¡.t') cos X --+ Yv(>", ¡.t') = L AgY;(X, J1'), 

consiste de las componentes monopolar y dipolar: 

donde /10 =sen ePa, /1a =sen ePa. Siendo 

y 

-bB(l, 1,/1) + (1+ b)(~::ti)t , si /1 ~ J1a 
P(l, 1, -J1), si J1 < J1a 

l=o 

¡m(J1) = . v 1-1'~ 
{ 

-bB(O, 1, J1) + (1 + b) ~ - P(O, 1, -J1a) + bB(O, 1, J1a) , si p:2 Pa 

- P(l, 1, -/1), SI /1 < J1a, 

( ) P:;(J1) P( ) P::'0.5+ik (J1) 
B r,s,J1 = ps( ); r,s,J1 = ps (_)' 

o: P,a -O.5+ik J-La 

Por otro lado 

donde el término -WJ1 es un flujo zonal con velocidad angular w, y D es una constante 
arbitraria. Los términos en la expresión de Yv se llaman momentos multipolares de Yv 

y su forma explícita está en Verkley (1984), Skiba (1989) o Pérez y Skiba (1999); Yv 

es una eigenfunción del operador Laplace Ll con eigenvalor Xv = -v(v + 1), es decir 
LlYv = XvYv y Y;(>.', J1') = {F;(J1')eilA'} son los armónicos esféricos en el sistema de 
coordenadas local (n", rp,,) con grado v real o complejo. Un modón se caracteriza por la 
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velocidad de fase cv , la latitud central del fLo = sen 1>0 (N'), el número de onda interno 
a y el número de onda externo u. 

Se generó numéricamente el modón Verkley 'Ij; sobre el sistema de coordenado local 
(n", lO,,), es decir \ji" = 'Ij; o 10;;1 : U" e n~ -> n, tomando una retícula en U" e n~ 
de 5D x 5D

, donde se considera la región interna y externa discutida arriba. También 
se generó una retícula o malla Gaussiana de trabajo de (128, 64) puntos sobre el siste
ma de coordenado local (n" lO,) los cuales fueron mapeados al dominio U" usando las 
ecuaciones (3.1) y (3.2). Sobre los (128, 64) puntos Gaussianos ya en U" se interpola
ron los valores de \ji", usando un esquema de interpolación de Lagrange de 9 puntos. 
La función resultante (modón de Verkley ecuatorial, 1984) ya vista en el sistema de 
coordenado local U, e nZ se muestra en la Fig. 3.3a. Este modón pequeño se definió 
por los parámetros: k = 10, a = 10, fLa = sen 66.14°, j10 = O, Ao = 2700 y Do = O. 
En la figura 3.3e se muestra la función de corriente y el campo de viento (vectores) de 
este mismo modón pero ahora en forma dimensional. Donde podemos observar que las 
intensidades de los vientos máximos se localizan en la regíon interna y son del orden de 
90 mis. 

Para el Modón cuadrupolar Neven (1993) se tiene que 

2 

Yv(X,fL') = LAeY;(X,fLl), 
l==o 

donde la forma explícita de cada término y su significado están en Neven (1993). 
Puesto que estamos interesados también en construir campos que puedan describir 

el bloqueo atmosférico, en este sentido el modón uniforme de Verkley (1990) da una 
buena descripción de este fenómeno y es lo que se discute enseguida. Sea una solución 
generalizada aislada (Modón uniforme) estacionaria o que se propaga zonalmente en una 
latitud con una velocidad angular Cv y que son soluciones de la ecuación de vorticidad 
sobre la esfera (3.3). Estas soluciones libres se caracterizan por tener una región interior 
Si en la cual q es constante, la región S, está separada del resto de la esfera Se por una 
curva o frontera circular B, sobre esta curva q = b y .,¡; = d. El significado de la 
ecuación J (\ji, q) = O es que algunos de los campos \ji o q es una constante. En los 
estudios del bloqueo atmosférico de Illari (1984) y Crum and Stevens (1988) notaron 
valores relativamente bajos y uniformes de la vorticidad potencial isentrópica en la 
región del bloqueo. Para construir la solución modón uniforme, que es estacionaria o 
que se propaga longitudinalmente con velocidad de fase cv , se supondrá que el sistema 
primado depende sólo de (X, fL'), así que 

iJ!,(A,j1,t) = iJ!,(X,¡t'), 

q,(A,j1, t) = q,(X,j1') = b.iJ!, + 2j1, 
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Proposición. ( Construcción del Modón Verkley uniforme, 1990). Sea {(ni, <pd}, 
e = ¿, K, un atlas de S2 y la función corriente 'I/J = 'l/Jl + 'l/J2 : S2 -+ 'R de C r

• Entonces el 
mapeo W 1< = ('l/Jl + 'l/J2) o <p;;-l : 'R~ -+ 'R de Cr puede ser de la forma 

W,,(X,I/) = ('l/11 o <p;;:l) ().', ,/) + ('l/J2 o <p;,-l)()., ¡.t). 

Dem. En efecto es claro que 

W 1< ().', ,/) 'l/Jl o <p;;:l(X, ¡.t') + 'l/12 o <p;;:l().', ¡.t') 
('l/Jl o <p;;:I) o ().',¡.t') + ('l/J2 o <p;,-l) o (<p¿ o <p;;:I)().',¡l) 

('l/11 o <p;;:I)(>.',¡.t') + (7/J2 o <p;,-I) o <p,,¿(>.',¡.t'). 

ya que ().,¡.t) = <p,,¿(X,¡.t'). 

(3.14) 

(3.15) 

En el sistema primado sean las regiones exterior <p,,(Se) e interior <p,,(Si). Siguiendo 
a Verkley (1990) buscamos soluciones de (3.3) sobre la esfera de la forma genera!, para 
un modón uniforme, es claro de (3.14), que ésta puede proponerse de la forma 

w ()" ') _ { Ye (X, 1/) - We¡.t + Deen <P1«Se) 
1< ,¡.t - Y; ()", ¡.t') - Wi¡.t + Di en <p1«Si) (3.16) 

tal que 

t,.'Ye = -XeYe ; t,.'Y; = e;, (3.17) 

siendo Xe Y ei constantes. Ciertas condiciones de continuidad se deben satisfacer a! 
generar estas funciones (w" (X, ¡.t'), ~!~, t,.'w,,) en el borde de la región interior. Las 
funciones especiales (Verkley ,1990) que pueden satisfacer (3.16) y (3.17) son: 

. 1 
S;;'Ul) = P::( - cosO'), SI m 2: O, O" 2: -"2 

y 

{ 

Ln cos (f.), si m = O 
Tm(O') = _ Um;I)1 [tan (~)r si m > O, 

donde P:: es la función asociada de Legendre de orden m y grado real 0", siendo m el 
número de onda zona!, O' = ~-sen-l ¡.t , Ay B son constantes por determinarse de las 
condiciones de continuidad. La función S;;'(O') es regular en O' = 7r Y singular en O' = O. 
La función Tm(o') es regular en 0' == O Y singular en O' = 7r. 

De (3.16) la vorticidad absoluta adquiere la forma: 

q (:>", ,i) == { -XeYe (X, ,i) + (2 + 2we)¡.t en <p,,(Se) 
ei + (2 + 2Wi)¡.t en <P1«Si), 

para hallar una expresión más explícita del modón, se debe dar la forma funciona! de 
los Ye y Y; según Verkley estos son: 
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Ye (A', 1/) = AoS;(e') cos X + BoS~(l:I') 

Yi (A' , ,l) = AiT1 (l:I') cos A' + BiTo (e') 

que satisfagan (3.16) y (3.17); donde las As y los Bs son constantes. Como el bloqueo 
atmosférico es un fenómeno estacionario entonces, se supone Cv = O el cual como una 
consecuencia se toma aproximadamente u = 8.06. 

Se generó numéricamente el modón Verkley uniforme 'IjJ, con los parámetros <Pa = ~;, 
u = 8.06, Wo = 0.028, Ao = 180°, 'Po = ¡, sobre el sistema de coordenado local 
(nK , 'PK)' es decir ,,¡r K = 'IjJ o ep;1 : UK e n! -+ n, tomando una retícula en UK e n~ 
de 5° x 5°, donde se considera la región interna y externa. Sobre la malla de (128, 
64) puntos gaussianos ya en UK se interpolaron los valores de ,,¡r K, usando el esquema 
de interpolación de Lagrange de 9 puntos. La función resultante (modón de Verkley 
uniforme) ya vista en el sistema de coordenado local U, e n~ se muestra en la Fig. 
3.3b. En la figura 3.3f se muestra la función de corriente y el campo de viento (vectores) 
de este modón uniforme pero ahora en forma dimensional. Donde podemos observar 
que las intensidades de los vientos máximos en la región externa son del orden de 60 
mis. 

3.4 SOLUCIONES GLOBALES 

A pesar de que el modón de Verkley, (1990) tiene una estructura ondulatoria en la región 
exterior Se> ésta todavía está muy idealizada y es por esto que se buscó soluciones que 
tuvieran un carácter más realista. A este fin, Wu and Verkley (1993), propusieron un 
nuevo tipo de soluciones que aquí las llamaremos globales. Enseguida se construirá la 
solución Wu-Verkley el cual es de naturaleza diferente a las ondas RH y modones. Sin 
embargo esto no le quita interés a realizar más estudios con el modón de Verkley, 1990 
y su relación con el fenómeno de bloqueo. 

Proposición(Wu-Verkley 1993). Sea {(ne, 'Pe)}, e =~, K, un atlas de S2 y la función 
corriente'IjJ : S2 -+ R de Gr. Entonces el mapeo Wu-Verkley 'li, = 'IjJ o 'P;:l : RZ -+ R 
de Gr de la forma 

{ 

Yi(A - ct,/1-) -wlfl·+ D I V(>',/1-) E SI 

'li,('\, /1-, t) = Yo(A - ct, /1-) - woJ.L + DoV(A, /1-) E So 
Y2(A - ct, /1-) - W2/1- + D2V(A, /1-) E S2 

(3.18) 

es una solución exacta de la ec. de vorticidad (3.3) sobre la esfera 8 2, donde 80 = 
[-7r,7r] x [-/1-0,/1-0], SI = [-7r,7r] x [/1-0,1], 82 = [-7r,7r] x [-1,-/1-0], con /1-0 = sen<po, 
'P,(8e ) = SI U S2 y cp,(8i ) = So. 

Aquí las eigenfunciones Yi (tl.Yi = -XiYi), adquieren la forma 
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Yo(A - a, ¡.¿) = AoT~(¡.¿) + BoT;'(¡.¿) cosm(A - ct), 

Y2(A - a,¡.¿) = -AIP~(-¡,¿) - BIP;:(-¡.¿)cosm(A - a), 

siendo a o <5 números reales, 

T;:(¡.¿) = P;:(¡.¿) - P;:( -¡.¿) 

y m = O, 1, 2, 3, ......... Los parámetros a, m y ¡'¿o se eligen al satisfacer la condición 

con W2 = W¡, D2 = -DI Y X2 = Xl. Tal que Xl = X" = a(a + 1) , Xo = X". = 0"(<5 + 1) 
Y las velocidades de fase 

Las funciones de Legendre P;:(¡.¿) se calculan como 

donde (q)j es el símbolo Pochhammer definido como 

(q)o = 1, 

(q)j =q(q+ 1)···· (q+j -1), 

para cualesquiera número complejo q y entero no-negativo j. Existiendo las relaciones 
con la función gamma compleja en la forma (q)j = r~(;)\ (_l)m (-a)m (a + l)m = 

~¡~+:!;l, que satisface las propiedades r(1) = 1, f(m+1) = m! y f(q+1) = 
qf (q). Para a = n un número entero, las funciones de Legendre son polinomios no 
normalizados; por ejemplo PJ(¡.¿) = O, PN¡.¿) = ¡.¿, P~(¡.¿) = ~(3¡.¿2 -1). Para generar las 
otras funciones usamos las relaciones de recurrencia 

(a - m + 1) P~l (¡.¡,) = (2a + 1) P;:(¡.¿) - (a + m) P::'-l (¡.¿) 
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La amplitud 

dPg'(¡'o) 

Bo = BI dT;(l'o) 
dI' 

se obtiene de la condición de continuidad de la parte ondulatoria, con BI arbitrario. Por 
otro lado, constantes Al, Ao y (Do - D¡) se obtienen de las condiciones de continuidad 
de la parte zonal (Wu-Verkley, 1993). Esta soluciones se caracterizan por tener una 
relación multilineal en (q, \J!) parecida a las de los modones. En la figura 3.4a-d se 
presentan varios ejemplos (sobre el sistema de coordenadas local (n" 'PJ de la función 
de corriente estacionaria (Wu-Verkley), que se obtiene con los parámetros a: = 4.542, 
a = 5.7704, m = 2 Y Jlo = sen 29.9908°, para distintas amplitudes Bl = 0.001, 0.002, 
0.003 Y 0.004 respectivamente. 
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Fig. 3.4. Función de corriente de la onda Wu-Verkley en distintas amplitudes: 
B¡=O.OOl (a), B2=O.002 (b), B3=O.003 (e), B4=O.004 (d). 
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La solución Wu-Verkley puede incluir como un caso especial a las soluciones clásicas 
RH si a = u = n, pero estas ondas RH son muy idealizadas lejos de parecerse a la 
climatología observada. Por otro lado las Ondas Wu-Verkley son muy parecidas a las 
climatologías observadas, con corrientes de cborro en latitudes medias y conteniendo la 
acción de bloqueo atmosférico. 

A pesar de que las ondas Wu-Verkley son muy parecidas a la climatología, éstas 
todavía son un poco idealizadas. Por lo que sería interesante que estas soluciones 
tuvieran incorporada la climatología, que es la idea que se discute enseguida. 

Sea un flujo zonal WO(¡I) y la función de corriente básica W de la ecuación de 
vorticidad no divergente sobre la esfera. Si escribi mos el flujo total como un flujo 
zonal Wu-Verkley y una desviación w', 

(3.19) 

La función de corriente obtenida por Wu-Verkley (1993), para la desviación está 
dada en la ecuación (3.21) de abajo y es la misma que usamos. Wu-Verkley (1993), 
construyó un flujo zonal simétrico WO, el cual tiene como función de corriente antisi
métrica la expresión 

SI 11 > Jlo 
si IJlI::; Jlo 

si Jl < - Jlo, 

donde Jlo = sen <1>0, <1>0 es la latitud de la interface entre la región interna 

(3.20) 

CP,(Si) = So = {('\,Jl) E cp¿(fltnflK ): Jl E (-JlO,Jlo)}, y externa cp,(Se) = SI U S2 = 
{('\,Jl) E cp,(fltnflK ): Jl E (Jlo,l] U [-l,Jlo) , O < Jlo < 1}. 

Para la desviación o la función de corriente de la onda antisimótrica analítica 
w' (,\, Jl, t), de un flujo zonal simétrico con respecto al ecuador, construida por Wu 
(1993) y Wu-Verkley (1993) es: 

SI Jl > Jlo 
si IJlI::; Jlo 

SI Jl < -Jlo, 

donde e es la velocidad de fase, Bo Y BI son constantes. 

(3.21 ) 

Para nuestro caso el flujo zonal wO(Jl) se construye en cierto modo de acuerdo a las 
'observaciones' en la forma: la distribución latitudinal del viento zonal observado, puede 
expresarse en general como un polinomio en Jl de la forma u (Jl) = (1- /12) 1/2 2:;:0 a¡Jl', 
donde a, son constantes. 
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En la atmósfera el viento zonal u(JL) es simétrico con respecto al ecuador (funciones 
pares), ver Fig. 3.5a. Así que la función de corriente zonal se puede expresar en series 
de polinomios de Legendre normalizados como (Baer, 1968) 

(3.22) 

donde los coeficientes se eligen de tal forma que la serie representa el flujo zonal 
observado y 

_ 2j +lV (' ) ~(')' (j+i+1) , 
bJ -2 2 2J+1 +1~ 2% '('_ ')'(2' 2" 3),a" .. %J.%+J-r. 

Z=J 

(3.23) 

Con N = 7 Y usando los coeficientes (Baer, 1968), ao = -0.2, al = 0.2, a2 = 97.00, 
a3 = -545.00, a4 = 1312.0, as = 1632.0, a6 = -1024,y a7 = -256.00, obtuvimos 
los valores bo = 0.2677, bl = 8.20 X 10-2, b2 = -5.95 X 10-2 , b3 = 1.067 X 

10-2 , b4 = 2.1981 X 10-3, bs = -3.71 x 10-3, b6 = 2.57 X 10-3 Y b7 = -6.475 X 

10-4 •• Escalándolos mostramos en la Fig. 3.5b el perfil de flujo zonal muy realista 
parecido a los campos observados de la Fig. 3.5a. Por lo tanto, tiene sentido físico 
expresar jji o (JL) como una combinación lineal de los polinomios de Legendre P;:. 
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Fig. 3.5. Perfil de el flujo zonal de enero en 200mb (a), perfil de flujo zonal (b) 
obtenido por la eco (3.22); función de corriente climatológico de enero (c) en 200mb y 
función de corriente (d) obtenido por la eco (3.26) en dimensiones de m2 /s. 
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La función de corriente del campo climatológico de enero del nivel de 200mb se 
muestra en la Fig. 3.5e, y en la fig. 3.5d presentamos la solución construida siguiendo 
las ecuaciones (3.19), (3.21) Y (3.22) donde podemos observar que ésta es "más parecida 
a la climatología" (a la Fig. 3.5c). El fiujo zonal descrito por la ecuación (3.4 ó 3.22) 
contiene el término de superrotación, el cual determina la velocidad de fase del patrón 
de ondas. Se conjetura que la velocidad de fase de la nueva solución es dispersiva, 
depende también de (A,JL,t), y del orden de las funciones de Legendre aó CJ". En las 
regiones polares (IJLI ~ ¡.to) el patrón de ondas se propaga de acuerdo con 

ca = caCA, JL, t). (3.24) 

En los trópicos (IJLI :::; JLo) la velocidad de fase de la onda se determina de 

e" = e" (.Á, JL, t) (3.25) 

como se establece en la siguiente. 

Conjetura(Pérez G. 1.). Sea {(nE, 'Pi)}, f. = 6, K. un atlas de S2 y la función corriente 
1/1 : S2 -+ R de er. Entonces el mapeo 1J! = 1/J o rp;l : RZ -+ R de er de la forma 

1f,(.Á,,u) = Re 

boPp(¡.t) + 2::=1 bnPgn+1 (JL)+ 
B1P::(¡.t)ei6(A,I',t) V (.Á, ¡.t) E SI SI ¡.t> ¡.to 
boPf(¡.t) + 2:;:'1 bnPgn+l (JL)+ 
BoT;:(¡.t)ei6().,I',t) V (A, ¡.t) E So si l,ul:::; ¡.to 

boPp(¡.t) + 2::=1 bnPgn+l (JL)-
B l P:: ( -JL)ei6().,I',t) V (A, JL) E S2 si JL < - JLo 

(3.26) 

con N>O en 'algunos' casos es una solución exacta de la eco de vorticidad (3.3) sobre la 
esfera S2, donde So = [-71",71"] X [-¡.to, ¡.to], SI = [-71",71"] X [¡.to, 1], S2 = [-1f, 71"] X [-1, -¡.tal, 
con ,uo = senrPo , 8(.Á, ¡.t, t) = m.Á - mc(.Á,,u, t)t, e es la velocidad de fase, dada por la 
expresiones (3.24), y (3.25), para la región externa rp,(Se) = SI US2 y interna rp,(Si) = So 
respectivamente. . 

Dem. En la región externa Se Y en el sistema de coordenada local ¿, V (A,,u) E 
SI U S2 si JL> ¡.to ó ¡.t < -JLo' Sea la función de corriente 1f(A, JL, t) de la forma 3.19, 
entonces de la ecuación 3.3 obtenemos 

(3.27) 

Sean la velocidad zonal Uo(¡.t) = -.,jI - ¡.t2°i; Y la velocidad angular zonal Wo(¡.t) = 
-ºJ-" = ~, entonces al usar estas expresiones en 3.27 se obtiene 

p, V 1_p,2 
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o~w' (o~w. 2)OW' w: ()O~W' J(W' AW') = o 
Ot + 0/1- + o>. + • /1- o>. + , '-> • 

(3.28) 

Por simplicidad supongamos ahora que para todo t la W' cumple la propiedad ~ W' = 
-X"w', ya que w'(>',/1-,t) = B¡P;:'(/1-)eim(>.-ct) = B(t)Y,;"(>',/1-). Entonces tenemos que 

o~w' OW' o~w' OW' 
{}t = -Xa Ot ; -¡¡¡: = -x" o>. ' 

lo cual dá que 3.28 se simplifica a 

(3.29) 

Esta ecuación indica como el campo w'(>', /1-, t) rota alrededor del eje terrestre con una 
velocidad de fase 

Ahora como W'(>., fL, t) = B(t)Y"m(>., /1-), entonces 3.29 se reduce a 

siendo 11;:'(/1-) = -mc,,(/1-) = ;: [2- (al1:;(I') +XaW.(/1-))]. Por lo tanto, para que 

yam(>., /1-) sea una solución a la ecuación 3.28 se requiere que 

(3.30) 

donde e es ulla constante por determinarse. Sí Q = n = [{ + 1, Chen, 1993 ha 
demostrado que Wo (/1-) es una solución de 3.30 cuando ésta es un polinomio en J.L de la 
forma 

K 

W.(/1-) = I:WkfL\ 
k~O 

donde las constantc'S "!Vk, para k = 0,1,2, ....... , K, son constantes por determinarse. Por 
ejemplo para K=2L=4 par, C=[(2L + 1) (2L + 2)) - 2]"!Vo + 2W2 y la velocidad de fase 

2 
C" = W. - - (1 + Wo - W2). 

Xn 
(3.31) 

Para K impar, por ejemplo K=2L+l=3, C=[(2L + 2) (2L + 3)) - 2] Wo y la velocidad 
de fase 

2 
Ca = W. - - (1 + wo) , 

Xn 
(3.32) 

es la misma que las de ondas RH, y de 3.:n tiene que el término de superrotación es 
Wo -W2· 
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Por otro lado nosotros tenemos que 

W( ) 
__ fN!o __ ~ . 2i_~b.OP~j+l 

o ¡.t - - ¿ a •. ¡.t - ¿ J ' 
O¡.t i=O j=O O¡.t 

y hemos supuesto que V t la >Ji' en >Ji (A, ¡.t, t) = >Jio(¡.t) + q!' (A, ¡.t, t) cumple la pro
piedad ,6.>Ji' = - X'" >Ji', lo cual no es válido en general, así que el patrón de ondas es 
dispersivas, en las regiones polares (I¡.tl 2: ¡.tolo se propaga de acuerdo con e", = c,,(A, ¡.t, t) 
y su expresión explícita es tema de trabajo futuro. 
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Capítulo 4 

INTEGRACION DE LA ECUACION DE VORTICIDAD 

SOBRE LA ESFERA USANDO EL METODO ESPECTRAL 

La incorporación de armónicos esféricos en problemas de la atmósfera se inició con los 
trabajos de Margules (1892, 1893), Hough (1897, 1898) Y en problemas meteorológicos 
por Haurwitz ( 1940), quien resolvió la ecuación de vorticidad linealizada de Rossby et 
al, (1939). Los análisis de la EVB en términos de armónicos esféricos fueron realizados 
en los trabajos de Ertel (1943), Craig (1945), Blinova (1946), Neamtam (1946) y Silber
man (1954) quien obtuvo los coeficientes de interacción del término no lineal de la EVB. 
Adem (1956) estudió las soluciones en serie de la EVB sobre el plano Beta. Platzman 
(1960, 1962), Kubota et al, (1961), Baer (1961, 1964), Robert (1966), Ellsalsser (1966) 
y Mireles (1968) también trataron con la forma espectral de la ecuación de vorticidad 
sobre la esfera, pero sin encontrar un método eficiente de resolverla. El método de 
transformada espectral para evualuar los términos no-lineales fue ideado por Orszag 
(1970, 1971), Eliasen, Machenhauer y Rassmussen (1970), y continuado por Machen
hauer y Rassmussen (1972), Bourke (1972) y Machenhauer (1979). En este capítulo 
se analiza el método numérico para resolver la EVB sobre la esfera usando la técnica 
de transformada espectral, se prueba con la clase de soluciones exactas de EVB y se 
proponen algunas alternativas de resolverla más eficientemente. Entre las alternativas 
está la de incorporar un filtro numérico en el esquema de integraciónleafrog que elimine 
el modo numérico y el de proponer un método implícito para integrar la EVB en forma 
espectral. Para el desarrollo del programa se evitó hacer códigos sobre el cálculo de 
funciones especiales tales como los polinomios de Legendre, funciones asociadas de Le
gendre, función Gamma y los de FFT; ya que estos problemas son clásicos y existen ya 
programas hechos y que se pueden accesar por internet. En particular se usan algunas 
subrutinas del código de Jakob et al, (1993) (los que calculan las funciones asociadas de 
Legendre y transformada de fourier rápida, FFT). Se hizo el programa para el cálculo de 
las funciones asociadas de Legendre de grado complejo las cuales se usan para construir 
las soluciones generalizadas y globales de la EVB discutidas en el capítulo anterior. 
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4.1 FORMA ESPECTRAL DE LA EVB SOBRE LA 
ESFERA 

En este capítulo se discute el desarrollo del código del modelo espectral para la EVB 
sobre la esfera, usando la técnica de transformada espectral, y se prueba con la clase 
de soluciones exactas de EVB. Enseguida, describiremos brevemente, la diferencia que 
existe entre el método de Silberman (1954) de los coeficientes de interacción del término 
no lineal de la ecuación de vorticidad y el método de transformada espectral, ideado 
por Orzag (1970), para evaluar dicho término y también la diferencia entre este último 
método y el método de transformada espectral de Machenhauer (1979). 

Sea {(ne, epi)}, e = ¿, Ji un atlas de la esfera unitaria 8 2 y la función corriente 
'ljJ : 52 -t n de Gr, donde W = '1j; o ep-l es la función de corriente no-dimensional 
definida sobre la carta (n" ep.). Entonces la ecuación de vorticidad en la carta (n" ep.) 
en su forma no dimensional es: 

8f. = 8w 8f. _ 8w 8f. _ 2 8w = F (A ) _ 2 8w 
&t O¡LE)A OA op. OA ,p. OA 

(4.1) 

donde f. = .6.w es la vorticidad relativa, W la función de corriente, A longitud y p. = sen 

,p, y,p la latitud y F(>.., p.) es el témino no lineal. El método espectral aplicado a (4.1) por 
Silberman (1954), Kubota (1960), Platzman (1962), en general consistió de lo siguiente: 
Sea (I,g) = 2~ Is fg*ds un producto escalar, Ya = Y",:a (A,P.) =p:;:'a (p.) eimo

\ un 
armónico esférico de grado na , O! = (m", na), donde p:;:'a (p.) es un polinomio asociado 
de Legendre normalizado. Entonces al desarrollar en series de armónicos esféricos W = 
¿:~=-N ¿:!=Im.,IW;:;Y:¡ (A, p.) , f. = ¿:~=-N ¿:!=Im.,1 f.;:;Yn~ (A, p.) después de 
insertarlos en (4.1) y multiplicar escalarmente a (4.1) por Y.y obtenemos: 

(4.2) 

. N N N N 

- ~ L L L L (X". - Xnp) w::':w::'; Ia-t/3 - 2imyW:; 
ma=-N no:=lmal m~;::::.-N n¡s=lmpl 

- F::; - 2im-y w:; 
donde 1"''113 es la matriz interacción y los' elementos o los coeficientes de interacción 
distintos de cero para my = m", + m/3 (regla de onda) son: 

(4.3) 

Los coeficientes de la matriz interacción se anulan, a menos que también se satisfagan 
las reglas : 
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1 n" - n(3 1< n-y <1 n" + n(3 1, ( regla del triángulo) 

n" + n(3 + n-y = Impar, (regla de paridad) 

m~ + m~ f. O, (regla del triángulo) (4.4) 

El problema, con el método de coeficientes de interacción para calcular los términos 
no lineales es que se requiere la multiplicación simultánea de las series espectrales, 
la cual consume bastante tiempo, hay acumulación de errores de redondeo al realizar 
muchas operaciones y por lo tanto, no fue competitivo con el método de diferencias 
finitas en el tratamiento del término no lineal ( Pérez, et al, 1986) 

Al inicio de los 70s, Orzag (1970) y Eliasen, Machenhauer y Rassmussen (1970) 
sugirieron una nueva idea (el método de transformada espectral) para evaluar el tér
mino no lineal. El método de transformada en general se basa en dos formas discretas 
de las integrales que intervienen en el cálculo de los coeficientes espectrales (Orzag 
1970, formuló el método de transformada, incorporando la transformada de Legendre 
y la transformada de Fourier rápida; Machenhauer, (1979) da una recopilación de sus 
resultados obtenidos al inicio de los 70s) como: 

(4.5) 

y la del eoeficiente de Fourier 

donde W(I')(A,¡.t) = -(1- ¡.t2)~~, ~(A)(A,¡.t) = * ' W(A)(A,¡.t) = ~~ y ~(I')(A,¡.t) = 

- (1 - ¡.t2) M;. 
Para describirlo brevemente, consideremos sólo el segundo término de (4.6); supon

gamos que 
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y 

(4.7) 

donde km es el coeficiente de Fourier. Por otro lado h( >.., ¡.t) puede ser representada por 
una serie de Fourier de la forma (la restricción de h a un círculo de latitud, ¡.t = ete ) 

00 00 00 N 

h(>", ¡.t) = L (L hr;: P::.'(¡.t)eimÁ = L hm(¡.t)eimÁ';:;j L hm(¡.t)eim>--, 

=-00 n=lml m=-oo m=-N 

así que el coeficiente de Fourier en (4.7) 

h"'(¡.t) 2~ 12

" \lI(Á) (>.., ¡.t )¡;-(I<) (>.., ¡.t) e -imÁ d>" 

1 K . 

';:;j K L h(>"k, ¡.t)e-imÁk , 
k=l 

(4.8) 

donde ).k = 2: y K es el número de puntos de la malla en la dirección longitudinal. 

Para calcular el coeficiente hr;: y por lo tanto, los coeficientes \lI~Á)m y di)m se procede 
generando primero una malla de K x J puntos, Orzag (1970) tomó a K = 4N puntos 
'\k y J = 4N donde N es el grado de truncación más alto, esto para impedir el aliasing. 
Según Orzag (1970) la ventaja del Método de Transformada contra el coeficiente de 
interacción es que se reducen ~ operaciones, mientras que antes para el de coeficiente 
de interacción se realizaban N 5

, por ejemplo, para un modelo hemisférico, con N = 37, 
usando (4.2) se requieren del orden de 2x106 operaciones en cada paso de tiempo y 
con el método de transformada de 140x103 operaciones reales. Eliasen, Machenhauer y 
Rassmussen (1970) fueron los primeros en sugerir el uso de integración por cuadratura 
y de una malla gaussiana de K x J, puntos, donde la distribución latitudinal de los ¡.tj 

son las raíces de un polinomio de Legendre PJ(¡.t) de grado J. Después Orszag (1971) 
y Machanhauer y Rassmussen (1972) demostraron que (3N+1) puntos de la malla a lo 
largo de cada círculo de latitud son suficientes para impedir el aliasing. 

Ahora, como 

N N 

\lI(Á)()., ¡.t) = L \lI(Á)m(¡.t)eimÁ ; ¡;-(I<)()., ¡.t) = L ¡;-(I<)m (¡.t) eim>--, (4.9) 
m=-N m=-N 

entonces sobre cada círculo de latitud, ¡.tj , j=1,2, .... ,J , se calculan los coeficientes 
de Fourier 

N N 

\lI(A)m (¡.t) = im L \lIr;: P::.' (¡.t); ¡;-(I<)m (>.., ¡.t) = L 1;;;: H;;' (¡.t), 
n=lml =Iml 
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así que con una FFT se calculan los valores de (4.9) en los puntos >'k = 2;.;k, k=1, ...... ,K. 
con lo cual ya se pueden realizar los productos sobre la malla para obtener hkJ = 
\[Ii~) ~kj)· Después para encontrar los coeficientes de Fourier de h sobre cada círculo de 

latitud se realiza una transformada de Fourier directa es decir hm(J.l.j) = k I:f=l hkJ 
e- imAk . Finalmente, se usan las fórmulas de cuadratura Gaussiana para calcular los 
coeficientes espectrales 

J 

h';: = I>.,n(J.l.j)P;:'(J.l.J)wJ, 
j=l 

2(1-,,;) . 
donde wJ = [JPJ-¡c",)f son los pesos gauss1anos y PJ - 1 (J.l.j) es un polinomio de 

Legendre de grado J - 1. 

4.2 ESQUEMA NUMERICO DE INTEGRACION TEM
PORAL 

Sea una onda RH 

n 

\[1(>" J.I., t) = -W!1- + L w;:'Y,;"(>' - cnt, 1/·), 
rn=-n 

la cual es una solución exacta de la ecuación de vorticidad sobre la esfera: 

8\[1 8\[1 8 f., \[1 8 iJ! 8 f., iJ! 8 iJ! 
f.,Ft = -J(iJ!, f.,iJ! + 2J.1.) = 8!1- ---¡¡;: - 8>' ~ - 27J>:, (4.10) 

donde en es la velocidad de fase dado por 

2(w + 1) 
Cn=w- , 

Xn 

para cada n existe una solución numérica RH inicialmente igual a 

n 

17t=-n 

Consideremos una solución numérica de (4.10) usando el esquema de diferencia ade
lantada, suponiendo que no hay errores numéricos asociados con el cálculo del jacobiano 
(los cuales sí los hay como se demuestra abajo) 

f.,\[IN(O + f.,~~ - f.,\[IN(O) = _ [(2 _ Xn)w + 2J timiJ!~'}~;"(>',J1), 
1n:....-n 



y como 

.6.\lI = -Xn \lI + (2w - Xnw) Jl, 

entonces obtenemos que la solución numérica es 

n 

m=-n 

y la solución analítica sería 

n 

-WJl + L e-imCnL:.t\ll;:'Ynm(A, Jl) 
m=-n 

, ~ [ A . (-.6.tenim)2 ] mvm( \ ) 
-wJl T m~n 1 - uten%m + 2! + ..... \lI ro L n /\, Jl . 

Con el fin de probar la calidad del resultado numérico usamos los errores absoluto 
y relativo definidos respectivamente como: 

(4.11) 

entonces podemos observar que la calidad del pronóstico se deteriora, o sea, hay errores 
asociados con el esquema de diferencia temporal: 

lo cual indica que la solución numérica se moverá menos rápido. 

Una forma de resolver el problema de inestabilidad computacional en integraciones 
a largo plazo es incorporar un filtro numérico en el proceso de integración temporal 
que controle el modo computacional en el esquema leapfrog. En muchos modelos de 
pronóstico numérico del tiempo es común usar el esquema de filtrado temporal (Robert 
1966, Asselin 1972): 

7{'L:.t = ~nL:.t + I [~(n-l)L:.t -: 2CL:.t + ~(n+l)L:.t] , 

donde I es una constante. 

Sea la forma espectral de la ecuación de vorticidad 

d~;;' vm ? ,T,m & = L'n - _%m"n' 

donde F;:' contiene el término no lineal. En el modelo barotrópico espectral, se 
aplicó el equema leapfrog y el filtro temporal en la forma siguiente: En los primeros 3 
pasos, se aplica una diferencia adelantada con un inicio suave: 
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(~;:,)tO+2At = (rn)to + 2Ó.t [(F;,)fo+At _ 2im (W;:'/O+At] , 

donde fC;.t es el paso de tiempo, en este momento de integración, algún modo computa
cional se ha desarrollado, ya que la diferencia adelantada es inestable y por lo tanto, es 
momento de filtrar en la forma: 

donde por simplicidad escribimos 

En general, de aquí en adelante se usa el esquema leapfrog, y el filtro numérico 
como: 

con k = 2,3,4, ... 

4.3 INVARIANTES DE MOVIMIENTO Y ERRO
RES DE APROXIMACION 

Introduzcamos los conceptos de energía cinética K y enstrofía E : 

Definición. La energía cinética media global y enstrofía media global espectral se 
definen como 
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1 N n N 

KN = 2" ¿Xn ¿ 1 W;:' 1
2
= ¿Kn, 

n=l m=-n n=l 

N n 

EN = ~ ¿X; ¿ 1 W;:' 1
2

, 

n=l rn=-n 

con Kn = Xn L:=-T< 1 W;:' 12 la parte de la energía total concentrada en el sub-espacio 
Hn de polinomios esféricos homogéneos y 

N n 

lNW = ¿ ¿ W;:'Y,:". 
n=l m=-n 

Proposición. En la EVB (4.1) la energía cinética y enstrofía se conservan. 
Dem. Multiplicamos escalarmente a la ecuación (4.1) por W y por ~w respectiva

mente, para obtener 

dK aw di = -(w, ~8t) = -(w, J(w,~w + 2¡.t» = (J(w, w), ~w + 2¡.t) = O, 

dE OW di = (~w, ~8t) = (~w, J(~w + 2¡.t, w)) = (J(~w, ~w), w) + (J(~w, 2¡.t), w) = O. 

Proposición(Desigualdad de Nikolsky-Favard). Sea W E pN , fJ > O, Y O < Q. 

Entonces 

11 w - TNw 11-+ 00 cuando N -+ 00 

Proposición. Sea W E Hg (82) y O ::; f3 ::; Q. Entonces 

Dem. Es claro que 
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N 00 00 

11 IJ! - TNIJ! II~~ e ¿ ¿ x~ IIJ!:;' 12 +c ¿ ¿ X~ 1 \ji:;' 12 

m=-Nn=N+1 Iml>Nn=lml 
N 00 00 00 00 

< e ¿ 
m=-Nn=N+l Iml>Nn=N+l m=-oon=N+l 

< cN2fj-2" IIIJ! 11; . 

Proposición. (Skiba, 1989). Sea a E R, f3 E R+ Y V IJ! E H:;+fJ (S2) . Entonces 

Dem. Como XN+l = (N + 1) (N + 2) > N2, entonces 

00 n 00 n 

11 IJ! - TNIJ! 11;= ¿ X~ ¿ 1 \ji:;' 12~ XN!l ¿ X~+.B ¿ 
n=N+l m=-n n=N+l m=-n 

< W 2fJ IIIJ! IIO+fJ . 

Esta proposición permite estimar la razón de convergencia de la serie Fourier -Laplacc 
de una función f(>" J.L) sobre la esfera que tiene a + f3 derivadas de L~(S2). 

Sea p E R, ,1~ P ~ oo. La cerradura de C;:O(S2) en la norma 

es el espacio de Banach de funciones medibles sobre la esfera 8 2 y denotada como 
P(S2). El espacio 

consiste sólo de aquellas funciones \ji E LP que tienen norma finita 1I (-6)1 \ji Ilu . En 
particular Wg(S2) = P(S2) y W = W2(S2). 

Proposición. 11 'if; IILP(s2)~ Ko II 4; W-"II A'if; 11", donde Ko = rná:r: {2, ~}" , 
a=1-~,PE[2,(0). 

Dem. (Skiba, 1989). 
Proposición(Gadzhiev, 1981 ). Sea \ji E W~ (82 ) . Entonces 

donde Cl y C2 son constantes de \ji. 
Proposición (Skiba, 1998). Sea \ji E: H!; (S2) . Entonces 
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Proposición (Skiba, 1998). Sea 1, 9 E WJ (SZ) . Entonces 

donde el y e2 son constantes de W. 
Dem. Como J(I,g) = *~ -UM: = v· \1g = (k x \11). \1g, es el jacobiano, 

entonces el resultado se sigue de la desigualdad 1 J(I,g) 1:s1 \1f 1 1 \1g 1 y de la 
desigualdad de Schwartz. 

Proposición(Pérez y Skiba 1999). Sea f3 > O, el error introducido al truncar el 
término del jacobiano es 

OJ:S N-P (R 11 .6.w II~+/l + 11 J (W, .6.W) II/l) 

Dem. Como f = TNI + (l - TN)I Y 11 TN II:S 1. Entonces tenemos 

(4.12) 

8J - 11 J(W,.6.W) -TNJ(WN,.6.WN) II:SII TN {J(W,.6.W) - J(WN,.6.WN)} 11 + 
11 (l - TN) J (W,.6.W) II:SII J (w - WN,.6.W) 11 + 11 J (WN, .6.(W - WN)) 11 + 
11 (I-TN)J(W,.6.W) 11 

usando la desigualdades 

11 J(w,<I» II:S e 11 W 11111 <I> 111,11 I II,,:S T~ 11 I IIp+<> 
2 2 

y las proposiciones anteriores, y la última proposición del capítulo 2 obtenemos que 

OJ < e (11 W - WN 1I~II.6.w II~ + 11 WN Il t ll.6.(w - WN) II~ +N-/J 11 J(w,.6.w) lit!) 

< N-/l {e 11 W IIt+/l Il .6.W lit + 11 W II t ll.6.W 1I~+t!)+ 11 J(W,.6.w) II¡;} 

< w{j {R II.6.W lIi+/l + /1 J(w, .6.W) /I/l}' 

donde f3 > O , C y R son constantes independientes de W. Como puede notarse los 
errores de aproximación decrecen cuando tanto N como el grado de suavidad f3 de las 
funciones .6. W, J (w, .6. w) aumentan. Las funciones más suaves son los fiujos zonales, y 
las ondas RH y las menos suaves son los modones y la onda Wu-Verkley. 

4.4 EXPERIMENTOS NUMERICOS 

1) Flujo zonal. El fiujo zonal especificado por una combinación lineal de polinomios 
de Legendre: 

N 

W(A, Jl) = :L W~P~(Jl), 
n=O 
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el cual es una solución exacta de la ecuación de vorticidad barotrópica (EVB), donde 
P~(J.!) es el polinomio de Legendre normalizado de grado n. La función de corriente 
de la solución numérica correspondiente se obtuvo por 240 horas o más. Se realizaron 
integraciones con distintas truncaciones N, el jacobiano de esquema numérico fue igual 
a cero y no hubo oscilaciones de la Ky = ~ y Ey = ~. La estructura geométrica 
de la solución zonal numérica se conservó bien en el tiempo (no se presenta aquí) y la 
precisión de reproducir la solución analítica depende sólo de la truncación N. 

2) Onda Rossby - Haurwitz(RH). Para cada 71, podemos encontrar una solución 
RH exacta de la EVB como 

n 

W(A, Ji, O) = -wJi + L W;;,yn
m (>., Ji) 

'I1t::=-n 

y comparemos ésta con la correspondiente solución analítica 

n 

W(A, Ji, t) = -Wfl + L w~'y,;n(A - cnt, p,) 
m=-n 

donde Gr, es la velocidad de fase. La solución RH es una onda que se está propagando 
zonalment.e en el subespacio H¡ EI1Hn. En particular consideremos la fuución de corriente 
de la onda numérica RH : 

w(A, p" t) = -wJi + w~'P:(Ji) cosm(A - c"t), (4.13) 

donde n = 3, m = 1, con w~· = W = 337.59 X 10-5 y en t = O (ver fig. 4.1a). Se 
integró hasta 240 horas con la versión del modelo de T31 y el campo de función de 
corriente se muestra en la fig. 4.1b. De aquí en adelante (sólo en el cap. 4) todos los 
gráficos de función de corriente se han premultiplicado por 10-7 (excepto la fig. 4.2a-l y 
fig.4.9a-d). Como podemos notar, la solución numérica se mueve al oeste sin cambiar 
su estructura geométrica y está de acuerdo con la solución analítica (4.13). La onda 
numérica realiza una rotación alrededor de la tierra aproximadamente en 6 días y la 
solución analítica fué un poco adelantada, esto debido a los errores de aproximación 
discutidos arriba. La energía cinética media global y enstrofía (Kg = *" y Eg = ~) 
demostraron muy poca variación no excediendo 7 x 10-4 % y 4 X 10-4 % respecti
vamente (fig. 4.1c-d). Estas oscilaciones se deben a haber usado el esquema leap-frog 
sin aplicar un esquema de filtrado. Se realizaron (experimentos sin filtro) integraciones 
por 10 días o más, con varias ondas RH (distintos n ), y los resultados demostraron 
que las estructuras geométricas de estas soluciones se reproducen muy bien. Mas sin 
embargo 110 hay nna coincidencia total en la fase de estas ondas, y como se demostró 
arriba, las soluciones numéricas se mueven más lento, esto por el tipo de esquema de 
integración temporal. Por otro lado los errores al calcular el jacobiano son casi cero 
ya que con las estimaciones calculadas en las proposiciones anteriores, indican que los 
errores de trullcación decrecen rápidamente conforme se aumenta N y también porque 
la onda RH es una solución infinitamente suave i.e. C;;o(82

). En la figura 4.6a, curva 
A se demuestra el comportamiento del error relativo y corno podemos observar, éste 
es el error más pequeño de todas las otras curvas relacionadas con las otras soluciones 
exactas de la EVB. 
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Fig. 4.1 La función de corriente W(.\,tL,t)=-WtL+W~P~ (tL) cos(.\-Cnt) de la solución 
numérica RH, en el momento inicial t=O (a), y a t=240 horas (b) de integración del 
modelo en T31. Evolución de la energía cinética media global (c) y la enstrofía media 
global (d). 
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3) Solución global Wu- Verkley. Como se demostró en el capítulo anterior, también 
se han reproducido numéricamente las ondas Wu - Verkley (1993). Para tener una 
solución antisimétrica, se ha elegido W2 = W¡, D2 = -DI Y X2 = Xl donde 

Xl = -0«0< + 1), Xo = -0'(0' + 1) (4.14) 

Por lo tanto la solución total (3.18) consiste de una parte zonal dependiente sólo 
de l' y la parte ondulatoria depende tanto de A como de 1'. Debido a las condiciones 
de continuidad (ecuaciones 4.21 y 4.22 de Wu y Verkley, 1993), tanto la parte zonal, 
la parte ondulatoria de la función de corriente, velocidad y vorticidad de la solución 
Wu-Verkely (3.18) son continuas en toda la esfera (Wu y Verkley 1993). 

Para m = 2, 1'0 = sin 29.998 , O< = 4.542, O' = 5.7704672, y la función de corriente de 
la solución estacionaria Wu-Verkley calculada numéricamente se presenta en la fig. 4.2 
en el momento inicia! (a), a 240 horas (b), 480 horas (c), y 720 horas (d) de integración 
con el T31 • 

La solución numérica conservó bien su estructura geométrica durante los 10 días de 
integración y está en concordancia con la solución analítica Wu-Verkley (3.18). Por otro 
lado, distinto a! caso estacionario, la solución numérica se mueve muy lentamente hacia 
el oeste. La razón de crecimiento del error relativo (4.11) para la solución Wu-Verkley 
es poca (fig. 4.6a, curva B), pero alta comparada con la onda RH (fig. 4.6a, curva 
A). Los errores moderados absoluto y relativo obtenidos en esta solución parece ser 
muy estable a pequeños errores iniciales del modelo. La evolución de la energía cinética 
media global y enstrofía (Kg = * Y Eg = 1f:) de la solución Wu-Verkley demostraron 
muy poca variación (fig. 4.3a-b) y no excedieron en 5xlO-S%. 

Veamos ahora los resultados de los experimentos que se realizaron con la incorpo
ración de un filtro para el modo numérico que surge en el esquema leap-frog. Para ver 
la evolución de la solución Wu-Verkley con la incorporación del filtro, se usó el modelo 
espectral sin forzamiento y sin disipación y en la truncación T31. Se realizaron inte
graciones hasta 30 días y con pasos de tiempo de 1 hora. Se buscó un 1 óptimo, con 
"'( =0.06, la solución numérica Wu-Verkley demostró ser muy robusta, su configuración 
se preservó bien, y sólo con ligeros cambios en las regiones de contornos cerrados. Ahora, 
se han realizado integraciones a más largo plazo, en Pérez y Skiba (1999) se realizaron 
integraciones sólo a 10 días, y los errores relativos para el caso presente han disminuido 
bastante. En la Fig. 4.6b se muestra el comportamiento del error relativo para los 20 
días de integración, y la configuración de gran escala del patrón de función de corriente 
también se ha mantenido más estacionaria ver fig. 4.2e-h ( y fig. 2 de Pérez y Skiba 
1999), donde mostramos el campo de función de corriente inicial (fig.4.2e), 10 días (Fig. 
4.2f), 20 días (Fig. 4.2g) y 30 días (Fig. 4.2h) de integración. En la figura 4.2i-j, y 
4.2k-l, se muestra la función de corriente y el campo de viento (vectores) para estos 
mismos periodos. Donde podemos observar que las intensidades de los vientos máximos 
estan entre 40 a 50 mis. En conclusión, este esquema de filtrado ha respondido bien 
para la solución Wu-Verkeley y sería interesante probarlo con los modones. 
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Fig. 4.2a-d. La función de corriente de la solución numérica Wu-Verkley, en el 
momento inicial (a), a 240 horas (b), 480 horas (e) y a 720 horas de integración (d). 
Experimento sin la incorporación de un filtro y en en unidades de m2/s. 
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Fig. 4.2c-h. La función de corriente de la solución numérica Wu-Verkley, en el 
momcnto inicial (e), a 240 horas (f), 480 horas (g) y a 720 horas de integración (h). 
Experimento con la incorporación de un filtro y en unidades de m2/s. 
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Fig. 4.2i-j. Función de corriente q¡ (A ¡t, t) y el campo de viento de la onda Wu
Verkley, en t=O (i) y en t=240 horas (j) como en la fig. 4.2e-f. En dimensiones de m2/s, 
y mis respectivamente. 
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Fig. 4.2k-1. Función de corriente W (A ¡.t, t) y el campo de viento de la onda Wu
Verkley, en t=480 horas (k) yen t=720 horas (1) como en la fig. 4.2g-h. En dimensiones 
de m2/5, y mis respectivamente. 
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Fig. 4.3. Evolución de la energía cinética media global y enstrofía media global 
(premultiplicados por 10-17

) de la solución numérica Wu-Verkley dada en la fig. 4.2a
b. 
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3) Modón dipolar Verkley (1984). También se han reproducido numéricamente los 
modones dipolar de Verkley (1984,1987 y 1990). Primeramente se ha realizado expe
rimentos numéricos (sin filtro) con el modón dipolar de lado pequeño ecuatorial (fig. 
3.3a) definido por las ecuciones (3.13), con k = 10, a = 10, Ao = 270°, /lo = O, 
/1a = sen 66.14°, y Do = O. El paso de tiempo del modelo fue de fJ.t = 1 hora. La 
función de corriente de la solución numérica en el momento inicial está dada cuando 
el centro del modón está en /lo = O, Aa = 270° (fig. 4.4a), después de 240 horas de 
integración con el esquema T31 (fig 4.4b). No hubo diferencias significanteB cuando 
también se realizaron los cálculos con la versión T20 y T42 • Por lo tanto durante los 10 
días de integración que se realizaron, el modón numérico está en razonable concordancia 
con la solución analítica y se conservó bien su estructura geométrica. Por otro lado, 
todavía hay errores numéricos asociados con la integración temporal, así que realiza
mos integraciones a 20 días con la versión T31 y usando un esquema de filtrado. Como 
podemos observar en este caso no hay mayor dispersión de energía (fig. 4.4d), que con 
el caso sin filtro (fig 4.4c). Más sin embargo como lo demuestra la gráfica de fig. 4.6a el 
modón pequeño es más inestable que la onda RH y la solución Wu-Verkley, y;¡. que la 
razón de crecimiento de su error relativo es más alto. Un comportamiento similar se ha 
demostrado para modones pequeños sobre el plano-beta. En este trabajo también se 
ha simulado numéricamente el comportamiento de un modón de Verkley de gran escala 
(k = 2, a = 3, /lo = O, Do = O, Aa = 270° Y /la = sin 16°), el cual se mueve muy rápido, 
cerca de una revolución cada 20 horas. Muy distinto al modón pequeño, este modón 
gigante conserva su forma durante casi 8 días y el paso de tiempo de integración es muy 
corto fJ.t = 20 seg (fig.4.4e--f). Durante este periodo la variación en la energía cinética 
y enstrofía no excedió 2xlO-3% para el modón pequeño (fig 4.5a-b) y 10-5% para el 
modón gigante (fig 4.5c-d). Después de 8 días de integración con este modón grande, la 
variación de energía cinética y enstrofía llega a ser grande, apareciendo distorsiones de 
pequeña escala y la razón de crecimiento del error relativo aumenta. Estos experimentos 
demuestran que con el fin de mejorar la precisión de los cálculos por decrecer el número 
Courant, es necesario decrecer el paso de tiempo y filtrar el modo numérico que aparece 
en el esquema leap-frog. Por lo que entonces se reali~ó una serie de experimentos ya 
con la incorporación del filtro numérico. Los resultados demostraron grandes mejoras, 
el modón gigante conservó su forma durante más de 13 días con un paso de tiempo 
también de !'J.t = 20 seg . 
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Fig. 4.4. La función de corriente del modón ecuatorial pequeño en t=O (a), en 
t=240 hrs (b), en t=480 hrs (e) experimentos sin filtro respectivamente, yen t=480 hrs 
(d) exp. con filtro; el modón gigante en t=O (e) yen t=240 hrs (f). 
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Fig. 4.5. Evolución de la energía cinética media global y enstrofía media global 
del modón pequeño (a)-(b) y del modón gigante (c )-( d) presentada en la Fig. 4.4 
respectivamente. Cuando no se usa filtro. 
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Fig, 4.6. a).-El comportamiento de el error relativo (11) para la onda Rossby
Haurwitz (A), la solución Wu-VerkIey (B) y para el modón pequeño (C). b).- Compor
tamiento de el error relativo para la onda Wu-Verkley (A) a 20 días con la incorporación 
de un filtro. 
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El siguiente experimento que se realizó es sobre la interacción de modones lo cual 
confirma la opinión de otros autores que el modón es muy estable a perturbaciones de 
pequeña escala (McWilliams et al, 1981; McWilliams and Zabusky, 1982). 

3) Interacción de dos modones. Supongamos que en el momento inicial t = O una 
solución exacta de la EVB es ¡f;, el cual es la suma de dos modones de Verkley el> y 
\[1, cuyos centros se localizan a la misma latitud: 1f¡(O) = el>(O) + \[1(0). Entonces en el 
tiempo t, la solución 1f¡(t) es 

¡f;(t) = el>(t) + "Ij;'(t) 

donde ¡f;'(t) se considera como una perturbación del modón el>(t). Es claro que en el 
momento inicial¡f;'(O) = \[1(0). Del análisis de estabilidad de la EVB obtenemos que la 
perturbación ¡f;' (t) está gobernada por 

(4.15) 

Si los modones el> y \[1 están muy separados entonces el forzamiento F( ¡f;') es relati
vamente pequeño y el comportamiento de la perturbación ¡f;' (t) en el estado inicial es 
similar en apariencia al del modón \[I(t). Como es claro la suma de dos soluciones exactas 
de la EVB es también una solución exacta. Esta situación fue también simulada en T31 , 

con modones de lado intermedio (k =' 2, a = 4, J.to = O, Do = O Y J.t. =' sin 36.5°) que 
también se mueven rápidamente. La función de corriente de esta solución se presenta 
en la figura 4.7a-d en t = O y en 24, 48 y 72 horas de integración, respectivamente. 

Consideremos ahora el caso general de dos modones el> y \[1 de tamaños diferentes y 
velocidades diferentes. Para el> consideremos el modón gigante y \[1 al modón mediano. 
La integración se realizó con el T3b y con un paso de tiempo muy pequeño b:.t = 208. 
Conforme los modones se separan, el comportamiento de la perturbación "Ij;'(t) se com
porta al del modón \[l. Mas si embargo, conforme avanza el tiempo los 2 modones se 
aproximan y entonces la interacción no lineal es muy intensa (fig. 4.8a). Durante la 
interacción no lineal, la evolución de la perturbación ¡f;'(t), básicamente se determina 
por excitación de la resonancia no lineal en la ecuación no lineal (4.15) debido al forza
miento F(1f¡'). Como puede observarse, tanto la amplitud corno el tamaño del modón 
medio, aumenta a expensas de la pérdida de energía y decrecimiento del modón gigante 
(fig. 4.8b-e). El resultado de la interacción no lineal está determinada por la estructura 
geométrica del forzamiento y da la apariencia como si los dos modones intercambiaran 
lugares. Evidentemente esta transformación no puede explicarse sólo por los procesos 
advectivos, puesto que los dos modones se mueven hacia el este, y después de la inte
ración (fig. 4.8e) el modón pequeño está detrás de su posición inicial como se ve en la 
fig. 4.8a. Podemos ver que cuando el sistema se recupera de la resonancia, el modón 
gigante sobrevive después de la interacción, mientras que el modón medio desaparece 
(fig. 4.8f). 
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Fig. 4.7. La función de corriente de la solución de la EVB, que inicialmente es la 
suma de dos modones iguales, de tamaño mediano, en t==O (a), t==24 hrs (b), t==48 hrs 
(e), y en t=72 hrs (d). 

66 



a 

e 

e 

\ 
\ 

b 

d 

f 

Fig. 4.8. Interacción no lineal de dos modones. Función de corriente de la solución que inicialmente 

es la suma del modón mediano dada en la fig. 4.7. Y del modón gigante dada en la lig. 4.4e. en t=O 

(a), t=24 min (b), t=72 min (e), t=80 min (d), t=96 min (e) yen t=120 min (f). 
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Fig. 4.9. Función de corriente (en unidades de m2 /s), inicial (a) de la solución de la 
cc. (3.26), en t=12 días (b), en t= 29 días (e) y anomalía de flujo promedio temporal 

(\ji - \ji)2 (d), del campo de función de corriente, en los primeros 100 días de integración 
del modelo barotrópico con forzamiento y disipación (4.17). 
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4.5 INTEGRACION DE LA ECUACION DE VOR
TICIDAD CON FORZAMIENTO Y DISIPACION 

Sea la ecuación de vorticidad sobre la esfera 8 2 con forzamiento y disipación (forma 
no-dimensional) : 

a L'I. iji s+l at + J(lJ!, L'l.lJ! + 2f.i) = -(7L'1.lJ! - ves) (-L'l.) W + Fs (4.16) 

donde con dimensiones (J "" 1.65 X 10-6 s -1, es el drag lineal o término de amortigua
miento lineal, con dimensiones T-1, ves) es el coeficiente de difusión turbulento que 
tiene dimensiones de L2sT- 1 y s es un número real, si s = 1 , entonces tenemos el 
término de difusión fickiana o de viscosidad molecular de aire v(l) "" 1.4 x 10-5 ".:'; 

si 8 = 2, esto se llama el coeficiente de difusión biarmónica y es del orden (Hoskins y 
Ambrizi 1993) de 11(2) "" 2.338 x 1016

".:4. 

Como un caso especial de (4.16) sea la ecuación de vorticidad con forzamiento, y 
con disipación de la forma: 

(4.17) 

donde el forzamiento F s = (J L'I. W" (J es ahora el coeficiente de disipación o de amor
tiguamiento lineal, (J-l representa una escala de tiempo de relajación de un proceso 
Newtoniano, si (7-1 es pequeño, entonces tenemos un intenso forzamiento/disipación. 
Puede demostrarse que si W s es una solución libre estacionaria (digamos la onda Wu
Verkley), entonces el flujo que gobierna la ecuación (4.17), rápidament.e se ajusta hacia 
\ji s. Siguiendo a Wu (1993) se integró el modelo espectral global, en T 31, de la ecuación 
(4.17) con forzamiento y disipación, usando al \ji s como la solución libre Wu-Verkley y 
como \ji (la generada por la ecuación 3.26, fig 4.9a). Se integró el modelo (4.17) hasta 
150 días con un valor del coeficiente de disipación (J = 5.78 X 10-8 

S-1 Las integracio
nes demostraron oscilaciones entre dos tipos de regímenes: de índice alto e índice bajo, 
o sea los dos hemisferios se comportaron en fases opuestas; cuando el HN estuvo en un 
índice bajo, el HS fue de índice alto (fig. 4.9b) o viceversa (fig. 4.9<:). Es probable que 
esta alternancia se deba al proceso de inestabilidad barotrópica, lo cual para algunos 
autores tiene relación con el fenómeno de teleconexiones (fig. 4.9d). 

La trayectoria de las integraciones en el modelo en un espacio fase adecuado, demos
traría que hay dos puntos de atracción donde el flujo del modelo viaja casiperiódica
mente. Es necesario realizar más integraciones para checar estos resultados y encontrar 
el espacio fase adecuado para 'demostrar' geométricamente como es la estructura de 
este atractor. 

4.6 INTEGRACION IMPLICITA 

Veamos ahora cómo integraríamos la ecuación de vorticidad: 
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&ÁiJ! 8t + J(iJ!, ÁiJ! + 2ft) = O, ( 4.18) 

o la más general 

&ÁiJ! 8t + J(iJ!, ÁIJi" + 2ft) = -O"ÁiJ! + VÁ2iJ! + Fs , 

de forma implícita usando el método espectral. Hay varias formas de resolver espec
tralmente en la EVB usando el método implícito: 

a).- El más sencillo es usando un desarrollo en serie (Adem, 1956): La ecuación 
(4.18) es equivalente a 

({to + Át) - ((to) = G(t + élt) 
élt o 

&G &2G 2 
= -J(IJi"(to + Át), Wo + Át) + 2ft) "'=! G(to) + &(to)Át + at2 (to)Át + .... , (4.19) 

donde se ha aplicado un desarrollo en series de Taylor al jacobiano y 

G(to) 
alJi"(tol 

- -J(iJ!(to),.;(to) + 2/1) = -J(IJi"(to),';(to) + 2/1) - 2 &>.. 

_ F(to) _ 20~~o), 

cuya forma espectral es 

d';~~tol = P;'(to) - 2imil1;:'(to), 

o en términos de la función de corriente espectral: 

así que 

_&il1~;:'~(t,,-,-o) 1 F m () 2im 'T,m( ) _ 1 Gm ( ) =-- io +-'" to --- to, at Xn n Xn n Xn n 

&iJ!(to) = Á -lG(t ) = _ f- f- -lGmy:n = f- f- oil1;:' y:m at o ~L..Xnnn ~L..8tn' 
m~-N n~lml m~-N n~lml 

(4.20) 

habiendo obtenido los valores de G(to) y la tendencia &'l!;:o). Enseguida se calcula la 
forma espectral del segundo término de la derecha de (4.19) más explícito, esto es 

aÁ-1G 
- G A(A, /1) + Gn(A, /1) - 2 oA (to). 
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Enseguida se procede calcular la forma espectral de GA (>',¡.¡,) , GB (>',¡.¡,) así que 

aG:;'(to) Gm () Gm () 2' (oll1:;') &t = An to + Bn to - zm Tt ' 

de donde podemos obtener también 

aG(t ) = ~ ~ oG'; ym 
at o L..JL..J at n' 

m=-Nn=!m! 

así que la forma espectral a una aproximación a primer orden de 

sería 

~';(to + ~t) - ~;;-(to) = F'n(t ) _ 2imll1m(t ) + Gm (t ) + Gm (t ) _ 2im(all1';) 
~t nOn o An 'o Bn o at . 

Como un ejemplo de aplicación de este esquema consideremos una onda RH analítica 
y el desarrollo de Taylor a primer orden: 

n 

ll1 A(>" /I, t) = -w/.t+ ¿ Il1;:'Ynm(,\ - c,.,t, ¡.t), 
m=-n 

a~1l1 . oG 
-- "" G(tol + ,,(to)~t + ..... , 

ot vt 

el cual también para cada n existe una solución numérica RH inicialmente igual a 

n 

m=-n 

Consideremos una solución numérica 'implícita', usando el esquema de diferencia 
adelantada y procediendo similarmente como arriba: 

~Il1N(O + ~t) - ~Il1N(O) = G() aG ( )~t 
~t to + at ta + .... 

o 8q¡ 
= G(to) + C"X" [j,\ (-át) 

[j o~iJi 
= G(ta) - cna>. (fit) + ..... 

= - [(2 - Xn)w + 2] t imll1;:'Y,;"(>', ¡.¡,) + Cn :>. 
rn=-n 

{[(2 - X,,)w + 2] mtn imq¡~tY,;"(>', ¡.t)} 
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n n 

= c"Xn L imiI':;'Y"m - Xn L (imc")2t.t iI':;'Y,,m, 
m::;::;-n m=-n 

ya que c"X" = (Xn - 2)w - 2, entonces obtenemos que la solución numérica ahora es 

lo cual da una mejor aproximación a la solución analítica que la dada arriba por el 
método explícito. 

n 

iI' A(O + t.t) - -wp. + L e-imc,.Ll,iI':;' y:, (A, p.) 
m::;:-n 

~ [( .) (-t.tcnim)2, ] m m 
-wp. + mL::n 1 + -t.tc,,2m + 2! T .. ·•. \[In Y" (A, p.). 

A tercer término de (4.19): 

oC &C) 2 
C(to + t.t) ~ C(to) + ¡¡¡(to)t.t + fJt2 (to t.t + .... , 

ésta se desarrolla como 

cada uno de los términos es posible calcularlos, y se determinan usando la información 
de (4.21). El esquema (4.19) puede mejorarse al usar un leap-frog en el primer término, 
a partir del tercer paso de integración. Así que esta idea de integración espectral parece 
ser más general que el que se ha usado (leap-frog) con sólo la inclusión del término de 
( 4.19). 
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b).-La otra idea más general de como resolver la EVB es usar el esquema Crank
Nicholson: 

( 4.22) 

donde ~~ = {k+~+{k. Sea un producto escalar de 2 funciones f, g, (J, g) = J~ fg*ds, y 
norma 11 fll· Multiplicando escalarmente (4.22) por e obtenemos 

lo cual implica que 11 ~k+1 11 2=11 e 11 2 e indica que en el esquema se sigue preservando 
la conservación de la enstrofía y por lo tanto el esquema es incondicionalmente estable. 
Ahora (4.22) puede desarrollarse en la forma 

( 4.23) 

La forma espectral del primero y último son directos de obtener, donde hay problemas 
es en el segundo, esto es por la inclusion de dos niveles de tiempo. Despreciando éste 
segundo término momentáneamente, entonces la forma espectral de la ecuación (4.23) 
sería a una primera aproximación: 

~n ~n = Fm~(t )-2im\jim~(t ) =" n +__ ~n ~n 
(Cm)k+1 _ (Cm)k (Fm)k+1 + (Fm)k 2im [(t:ffl)k+1 + (t:m)k] 

ll.t "o n o 2 Xn 2 

ya que ~;:' = - :' \ji~' y agrupando la expresión anterior obtenemos 

con (m, n) E TN ~ O ::;1 m 1::; n ::; N. Sea el espacio vectorial complejo C(N+I)"', 

tal que para x, y, CE C(N+1)' ,con 
. _ ( o c-1 cO el cM-1 CM)k+1 _ ( . ) x - c;O'~l '':,llS,l'·······'SN ,SN - Xl,·.·X(N+l)2 , 

_ (DO F-1 FO FI FM-1 F M )k+1 _e' ) y- L'O, 1 , l' 1'····· .. N 'N - Yb"',Y(N+t)2, 

_ (O -1 o 1 M-I M)k - ( , ) - b . ,c- COl e! 'C1'Cl'·······,cN ,eN - Cl)···C(N+l)2, Xl-al+ (l. 

Obtenemos que (4.24) se expresa como un sistema de ecuaciones F(x, y) = 0, donde 
¡.' . C(N+J)2 C(N+l)2 C(N+1)2 t F - (1 J' l') P . x --+ y con componen es - 1, 2, ........ , (N+1)" or 
ejemplo para un TI, tenemos el sistema 
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aOOXl + bYl 

a
l
-

l
X2 + bY2 

alOX3 + bY3 

allX4 + by4 

Cl --+ h(x, y) = 0, con X2, ",X(N+lj2 = 0, Y2, ... , Y(N+lj2 = O 

C2 --+ h(x, y) = 0, ........... . 

C3 --+ fa(x, y) = 0, ......... . 

C4 --+ f4(X, y) = O, ............ . 

donde a nm = (1 - imAt) y b = - A2t. Este sistema se puede resolver por un método 
Xn 

iterativo o de eliminación Gaussiana. 

Algoritmo. Sea la función F: C(N+lj2 x C(N+1j' --7 C(N+1 j2 , el problema consiste 
en encontrar una solución del sistema 

Posible solución. Lo cual se podría resolver por un método iterativo especial: 

a) Calcular F (ZIk+l)At), con Zi = (x;, Yi) es el aceptable entonces STOP; en otro 
caso calcular F (Z}k+IjAt). 

) " l' ( (k+I)At) F ( (k+IjAt) (k+1jAt b Resolver el slstema lmea F Zi Si = - Zi , para Si y poner Zi+ 1 = 
z?+1jAt + Si donde F' es el jacobiano de F. 
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Capítulo 5 

ESTABILIDAD LINEAL DE FLUJOS 
SOBRE LA ESFERA 

5.1 INTRODUCCION 

El proceso de inestabilidad el cual depende de la existencia de cizallamiento horizontal 
de un flujo básico suficientemente grande, se llama inestabilidad barotrópica (Pedlosky, 
1987). El problema de inestabilidad barotrópica de un flujo atmosférico no-divergente, 
se ha investigado ya desde hace muchos años (Kuo, 1949; Lorenz, 1972; Simmons 
et al., 1983; Haarsma y Opsteegh, 1988; etc.). Lorenz (1972) explica que debido a 
este problema hay una pérdida de predictabilidad con el tiempo del flujo atmoRférico. 
Por otro lado, Simmons et al. (1983) han indicado que el problema de inestabilidad 
barotrópica da como respuesta ciertos patrones de variabilidad de baja frecuencia, que 
se observan en la atmósfera barotrópica. Hay dos tipos de estabilidad: estabilidad 
lineal y estabilidad no lineal. Estabilidad lineal está asociada con sistemas dinámicos 
linealizados alrdededor de una solución básica o de equilibrio. Estabilidad no lineal 
significa que el sistema no lineal es estable bajo perturbaciones de amplitud pequeñas 
pero finitas (Liapunov, 1966; Amold, 1965). 

También son bien conocidas varias condiciones necesaria~ de estabilidad hidro
dinámica. El más familiar es el teorema de punto de inflexión de Rayleigh, 1880 para 
fiujos zonales (ver por ejemplo, Pedlosky, 1987; Drazin y Reid, 1981; Grecn, 1995): 

Proposición 1 (Rayleigh, 1880; Kuo, 1949). Sea Ü(y) la componente del viento 
básico, en la dirección x, en el plano (x ,y ), 11 = O, y en un canal contenida entre las 
paredes rígidas y=±Y. Entonces el fiujo zonal puede ser inestable solo si el gradiente 

de vorticidad (-Üyy ) = a~~) asume valores tanto positivo y negativo entre las paredes. 
Dem. Sea la ecuación de vorticidad linealizada en el plano: 

(5.1) 

donde, 1/1 es la función de corriente, ~' = 1:;,.1/1' , (U',V' ) = (-'¡)~,4):) denota la pertur
bación de vorticidad y la perturbación de velocidad en la dirección x y y respectiva
mente. Rayleigh supone una solución (solución de modo normal) de forma compleja 
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1/J' = ;¡;(y )eik(x-ctl , donde k es el número de onda constante, y e una velocidad de fase 
constante, así que insertando esta expresión en (5.1) obtenemos la ecuación de Rayleigh 

con e = c,. + i c;. La ecuación de Rayleigh correspondiente al plano beta (Kuo,1949) 

lo cual indica que para U - e = O hay una latitud crítica donde la velocidad de fase 
es igual a la velocidad zonal. Multiplicando la ecuación por ;¡;. e integrando entre ±Y 
obtenemos 

Aplicando las condiciones de frontera ;¡;( ±Y) = O, y suponiendo Ci # O (indica la 
existencia de ondas inestables) obtenemos 

y - - 2 
c; r (Uyy - (3) 11/J I dy = O, 

Ly I U-c12 

lo cual implica que la condición necesaria para la inestabilidad barotrópica es que 

- (:~ - fJ) y=y. = (UIlU - fJ) = O en algun Ys E (-Y, Y) 

d 
o sea que - dy (t; + f) - O 

e indica (Haltiner y Williams 1980) que la vorticidad absoluta debe tener un máximo 
o un mínimo en algún punto Ys. 

Sea la ecuación de vorticidad linealizada sobre la esfera, tal que el estado básico 
depende sólo de la latitud q, : 

(5.2) 

- a;¡; a'q, aq, 1 a2 q, . 
donde U (y) = - 84> Y t; = t. \[1 = 84>2 - tan q, a4> + cos 4> 8>.2 • Supomendo que la perturba-
ción es de la forma 

(5.3) 

donde m es el número de onda zonal y C velocidad angular de fase. Sustituyendo (5.3) 
en (5.2) obtenemos la ecuación de Rayleigh-Kuo sobre una esfera en rotación 
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(-U"'1> + ta:!:</>U" + 2U + 2)~. 
(U - e) 

(5.4) 

Multiplicando (5.4) por ~* , integrando sobre toda la esfera y tomando la parte imagi
naria se sigue que la derivada de la vorticidad absoluta (-U"" + tan </>U" + 2U +2) debe 
cambiar de signo al menos una vez en el intervalo [-~, ~l. Por lo tanto según Rayleigh
Kuo, una condición necesaria para la inestabilidad de un flujo zonal ideal sobre una 
esfera en rotación es que la derivada de la vorticidad absoluta: 

cambie de signo en alguna latitud </>0, donde U es el viento zonal básico y V = O. 

Considerando a un flujo total como la suma de un flujo zonal más una perturbación, 
y como la energía cinética total se conserva, por lo tanto la perturbación inestable toma 
energía del flujo zonal. Esto, para algunos autores es el mecanismo de inestabilidad 
barotrópica para flujos zonales. La condición necesaria de estabilidad de Rayleigh
Kuo, fue casi la única condición de estabilidad teórica útil conocida para flujos zonales. 
Notemos que esta condición es limitada, ya que cada flujo zonal básico especificado 
por un polinomio de Legendre (PL) : aP::'(¡¡,) cumple esta condición si n ::: 3 y si la 
amplitud a es muy grande (Baines, 1976; Skiba, 2000). Por otra parte todavía hay 
bastantes preguntas que quedan por responder sobre la inestabilidad barotrópica en la 
esfera. Sea W una solución básica de la EVB sobre la esfera 

(5.5) 

La estabilidad de una solución básica estacionaria de (5.5) es de considerable interés 
hidrodinámico y geofísico. La aplicación de métodos numéricos permiten indagar en 
estos problemas. En este capítulo describimos un algoritmo numérico desarrollado para 
la inestabilidad de modos normales de un flujo estacionario en un fluido no divergente 
(descrito por la ecuación 5.5) sobre la esfera en rotación. Se prueba el algoritmo para 
flujos zonales (Flujos polinomios de Legendre PL, ondas Rossby-Haurwitz zonales, RHZ 
modones monopolar zonal y flujo zonal observado) y después a flujos más complicados 
( ondas RH, modones y soluciones Wu-Verkley ). 

El estudio del algoritmo de estabilidad numérica se ha probado aquí usando algunos 
resultados teóricos de estabilidad de modos normales obtenidos para las soluciones 
exactas de la ecuación EVB (5.5). En particular se usa la condición necesaria de 
estabilidad de Rayleigh-Kuo. No usamos la condición de estabilidad de Tung (1981), ya 
que su aplicación práctica no es fácil; en lugar se utiliza las condiciones de estabilidad 
de Skiba (2000), Skiba y Strelkov (2000) los cuales se aplican para flujos zonales, ondas 
HH y modones. 
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5.2 EL METODO DE ESTABILIDAD DE MODOS 
NORMALES 

Enseguida se describe el método de modos normales para el estudio de la inestabilidad 
exponencial de un flujo estacionario 1/J: n, e 3 2 ~ R, con ili, = 1/J o 'P" (n" 'P,) un 
atlas de un sistema de coordenadas local (x¡, x~) = (A, tt) Y por simplicidad de notación 
denotamos a ili = ili ¿. (para más detalles acerca del método de modos normales se 
pueden ver los trabajos de Hoskins (1973), Baines (1976), Simmons et al. (1983), 
Verkley (1987), Dymnikov y Skiba (1987), Skiba (1989), Skiba y Adem (1998)). Sea 
;Jj(A, J.l) la solución (función de corriente básica) de la ecuación de vorticidad (5.5) sobre 
la esfera 8 2 • La evolución de una perturbación infinitesimal ili'(A, tt, t) de ;Jj(A, tt) está 
descrita por (en forma no dimensional) 

a~ 
i 

fJt 

(,' 

c~' , 
- e' t=to - '::.0' 

donde e = 6. ili' es la perturbación de vorticidad, 

(5.6) 

(5.7) 

es un operador lineal defininido sobre funciones valuadas en los complejos suficiente
mente suaves, íf = 6. ij¡ + 2tt es la vorticidad absoluta. Para un sistema de coordenadas 
local (n" 'Pol, el producto escalar y norma de funciones j, 9 : 'P,(Q,) e R2 ~ e se 
definen respectivamente como 

(1,g) = 2
1 r jg*ds == 2

1 1112

"- jg*dAdtt; [[j[[ = (1, j)1/2, 
'Ir J S2 'Ir -1 o 

donde g* es el conjugado complejo de g. Se construirá la matriz que representa al 
operador e del problema (5.6)-(5.7) en el espacio pN = H 1 EEl H3 EEl .... EEl H2N+1 de po
linomios esféricos de grado s: N, supongamos que ij¡(A, tt) pertenecen a pM, ili'(A, tt, t) 
y ~/(A,tt,t) = 6.ili'(A,tt,t) pertenece a pN (M < N). Así que 

N N N 

ij¡ = Lij¡~y~, ili' = 6.-1
(,' = - LX;;:1~~Ya,(,' = L~~Ya, (5.8) 

~ "a 

por simplicidad, de aquí en adelante usamos la notación generalmente aceptada (Platz
man, 1962; Merilees, 68; Hoskins, 1973; Machenauer, 1977; Skiba, 1989; Pérez y Skiba, 
1999): a == (ma, na), Ya - p;::,o(tt)eimo\ Xa = n"(n,, + 1), ~~ = ~~r;:o, y 

N N N 

L=L L· 
Substituyendo (5.8) en (5.6), (5.7) y tomando el producto escalar de la ecuación obte
nida por el armónico Y" nos da 
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donde 

!t;~ - (Ce, Ya) = 2~ fs (Ce)Y;ds 

N N 

- (-J(~, L)~Y'Y) + J(Ll.~ + 2JL, - Lt;~x~ly'Y)' Ya} 

N 

- L [(-J(~, Y'Y) - J(X~l(Ll.~ + 2¡.t), Y'Y)' Ya}] t;~ 
'Y 
N 

- LLa'Yt;~, ., 

La., = (CY'Y' Ya) (5.9) 

es el elemento - (O!, 'Y) de la matriz L representando al operador C en el sub espacio pN. 
Substituyendo (5.7) en (5.9) da 

ya que 

La'Y - -(J(~ + X~l(Z + 2JL), Y'Y)' Ya} 
M 

- L _(X~l - X~l)(J(Y¡¡, Y'Y)' Ya}Z¡l - 2X~1(J(JL, Y'Y)' Ya} 
¡¡(l) 

M 

L _(X~l - X~l)(J(Y¡J, Y'Y)' y,,}f¡J + 2x~lim'Y' 
¡J(I) 

M 

~ + x~l(f + 2JL) = L(X~l - X~l )f¡¡Y¡J + 2JLX~ 1 ; (J(JL, Y'Y)' Ya) = -im., 
¡J(l) 

(5.10) 

y también se puede obtener que 

(J(Y¡J, Y'Y)' Ya) ~ r J(Y¡J, Y'Y)Y;ds 
27T J 5' 

~~ ' .... "'..." t. "-¡-v"-'-' -,,~'-" •. ,~- ,,,,; ,',~ .. ', 

'.,>~ :. ,- .~ i2..<';:;:~,'~ ~_J t.3 .. :' "_"_'~ 

¿ [[: (1 ~ JL2) Pa(JL) [rn¡¡P¡¡(JL)H'Y(JL) - m'YP-y(/l)H¡¡(JL)] dJL] 

donde H,,(JL) = (1 - JL2)o/i:. Por lo tanto en el subespacio pN, el problema (5.6) 'C 
reduce a 
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d- -
dtE = LE· 

Los elementos de la matriz (5.10) pueden escribirse como 

M 

Lc,., = L Bpo.ip + Dcry, 
p 

(5.11) 

(5.12) 

donde Da., = i2m.,x:;-16cry es el elemento diagonal imaginario puro de L, ya que 6cry -
onan")'Óma:m-y y 

es el coeficiente de interacción triada no lineal y la integral se calcula con fórmulas de 
cuadratura Gaussiana. Considerando la perturbación infinitesimal (5.8) en la forma de 
un modo normal 

wl(>., ¡.¡" t) = ~(>., ¡.¡,)e"'t, e(>., Jl, t) = .6.~(>., ¡.¡,)ewt (5.13) 

donde 
~(>., ¡.¡,) = ~r(>', ¡.¡,) + i~i(>', ¡.¡,) = I~(>', ¡.¡,)lei9

, 

es la amplitud, y B B(>',¡.¡,) = arg~(>',Jl) = arctan {~.(>',Jl)/~r(>',¡.¡,)} es la fase 
inicial del modo. Así que obtenemos el problema espectral 

.cV='WV, 

para el operador .c donde 'W = Wr +iWi es el eigenvalor o valor característico, y V (>., ¡.¡,) = 
.6. ~()., /1) es la correspondiente eigenfunción o función característica. La Wr Y Wi son sin 
dimensiones. La función de corriente de un modo normal (5.13) puede escribirse como 

wl(>',¡.¡"t) _ 1~(>',¡'¡')lewrtcos [arg~(>.,¡'¡')+Wit] 

_ eWrt [~rCOS(Wit) - ~isen(wit)] 
_ I~(>', ¡.¡,)lewrtei(O+Wit). 

(5.14) 

Por lo tanto, un modo normal (5.13) o (5.14)) es inestable si W r > O, amortiguado 
si W r < O, neutral si Wr = O, y estacionario si Wi = O. El umbral temporal (folding 
-time) 7 e Y el periodo T del modo (5.13) son determinados (en días) como 7 e = 2"~rl y 

T = J~iJ' respectivamente 

El problema espectral diferencial .cV = 'W V se reduce entonces al problema alge
braico 

(5.15) 
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en el sub espacio pN, donde 7f = {V1'} = {-X1'ij;1'} es el vector característico cuyas 

componentes son los coeficientes de Fourier V1' de la función característica V con n1' ::::: 
N. 

5.3 CONDICIONES DE INESTABILIDAD 

Reescribiendo la Proposición 1 anterior como 
Proposición 1. (Rayleig-Kuo). Sea ií!(¡t) un flujo zonal básico sobre S2. Entonces 

el modo normal (5.3) puede ser inestable sólo si la derivada d~ q de la vorticidad absoluta 

q = t;ií! + 2¡t del flujo ií!(¡t) cambia de signo en al menos en un punto del intervalo 
(-1,1). 

Consideremos un flujo básico PL solución exacta de la EVB(5.5): 

ií!(¡t) = aP~(¡t), (5.16) 

entonces 

(5.17) 

Ahora según Rayleig-Kuo, algún modo normal (5.3) inestable o amortiguado necesita 
satisfacer la condición 

1+1 - ,d 
1lJ!(¡t) 12 i1q(¡t) = 0, 

-1 ¡t 
(5.18) 

el cual es sólo posible si d~ q(¡t) cambia de signo en algún punto del intervalo ( -1, 1). De 
(5.17) y (5.18), se sigue que para el flujo (5.16), el término de rotación (primer término 
de 5.17 del lado derecho) es un factor de estabilización que impide la formación de 
puntos de inflexión. Por otro lado el segundo término de (5.17) del lado derecho, es un 
desestabilizador que aumenta con el grado n y disminuye con la amplitud a. Notemos 
que la condición necesaria de inestabilidad de Kuo es limitada, ya que cada flujo PL 
(5.16) de grado n 2: 3, satisface la condición si su amplitud a es muy grande. 

Proposición 2. (Hoskins, 1973; Baines, 1976; Zang, 1988). Existe una ampli
tud crítica para la inestabilidad (para flujos básicos PL y ondas RH) y también una 
dependencia directa de la razón de crecimiento del modo inestable sobre la amplitud. 

Lo anterior se observó numericamente. 
Proposición 3. (Baines, 1976). Algún modo (5.3) del flujo LP (5.16) de grado 

n = Ion = 2 es estable linealmente. 

Dem. Por ejemplo, si n = 1, d~q = 2(1 - a), el cual tiene el mismo signo en el 
intervalo (-1,1) para cualquier a, por lo tanto no se cumple la condición de Rayleigh
Kuo, el flujo es estable, y todos los modos son neutrales. Si n = 2, entonces 1"q = 

2(1- 2a¡t), ¡t = 2~ es el punto de inflexión, sin embargo el flujo ;:¡, (/k) = aPJ (1') es estable 
para cualquier a (Baines, 1976). Por lo tanto la existencia de punto, de inflexión, es 
sólo una comEción necesaria de inestabilidad. 
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Proposición 4. (Skiba y Adem, 1998). Sea n ~ 3. Algún modo (5.3) del flujo 
LP (5.6) puede ser inestable sólo si el número de onda zonal m del modo satisface la 
condición O < Iml < n. 

Se probará el algoritmo de estabilidad de modos normales también con ondas RH 
estacionarias: 

n 

~(.A, Ji) = -WJi + L ~;:'Ynm(.A, Ji), (5.19) 
m=-n 

donde, n~ 2 y W = Xn
2
_2' el cual contiene como caso particular a la onda RH zonal: 

~(.A, Ji) = -WJi + aP~(J1), (5.20) 

siendo la amplitud a t O real arbitraria y se verificará el r<?sllltado con la estimación 
teórica: 

Proposición 5. (Skiba, 2000). Sea W un flujo básico PL (5.10) o una olld" RH 
(5.19) wn n ~ 2. Entonces la amplitud qT de cada modo inestable o amortiguado ('0.13) 
debe satisfacer la condición 

r¡( qT) 
X~ = K(qT) = X,,, Ui.21 ) 

donde X~ es el cuadrado del número espectral de Fjortoft (1953), promedio de la am

plitud del modo W, y K(qT) = WV'qTII 2 y r¡(qT) = ~1I~qTII2 son la energía cinética total 
y enstrofía de la amplitud qT. 

Dem. Sea la ecuación lineal que gobierna una perturbación infinitesimal de función 
de corriente W' (A, Ji, t) : 

(5.22) 

donde W es una solución básica: onda básica Rossby-Haurwitz (RH) estacionaria 

n 

~(.A, Ji) = -wJi + L qT;:,ynm(A, Ji), 
m=-n 

donde n~ 2 , W = Xn
2
_ 2 . La vorticidad absoluta de esta onda RH es 

Así que (5.22) para la onda RH puede escribirse como 

a~w' = -J(~,O - J(""-1(,,,,,~+2Ji) = -J(~,,,,,w' + XnW') 
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y para fiujo básico PL, ;jirA, ¡.t) = aP~(¡.t) como 

al::. iI!' (- , ') (') al = -J iI!,.6. iI! + Xn iI! - 2J iI! , ¡.t . 

Supongamos que la solución de (5.23) es en la forma de modos normales: 

iI!'(A, ¡.t, t) = ;¡¡(A, ¡.t)e"'t, 

donde rv = W r + iw; E e y ;¡¡(A,¡.t) = \Tír(A,¡.t) +\Tí;(A,/~)i es la amplitud. Por lo que 
(5.23) se reduce a: 

Ahora multiplicando (5.24) escalarmente con .6. \Tí + Xn;¡¡ obtenemos 

( -rv 1::. ;¡¡, .6.;¡¡ + Xn \Tí) - ( -rv 1::. ;¡¡, .6.;¡¡) + (-rv 1::. \Tí, Xn ;¡¡) 
- (J(\Tí,.6. \Tí + Xn;¡¡), .6. \Tí + Xn \Tí) = O 

considerando la parte real se llega: 

11 

Puesto que W r # O Y por lo tanto para un modo estable o ineotablc obtenemos finalment.e 

1 N 2 n' ---m 

1 1

2 

7)(iI!) 2 I:n'~J Xn, I:m~-n' iI! n' 
Xq; = --= = 2 = Xn' 

J{ (iI!) J ",N ",n' I ;¡¡m I ' 
2" L..tn'=l Xn' L..tm=-n' n' 

lo cual es una condición necesaria para inestabilidad de modos normales de una onda 
RH. Para un fiujo PL se llega a la misma condición necesaria. 

A pesar de las condiciones de inestabilidad de modos normales, la inestabilidad para 
los flujos polinomios de Legendre aP~(¡.t), n ::: 3, todavía no se comprende totalmente. 
En este trabajo realizamos experimentos numéricos con n = 1, .... ,7, 

Proposición 6. (Skiba y Strelkov, 2000). Sea ;¡¡ una onda Wu-Verklcy (WV) o un 
modón (monopolar, dipolar, tripolar y cuadripolar de Neven 1993). Entonces el número 
espectral de Fjortoft de la amplitud del modo ;¡¡ (5.13) es inestable () amorti~1Jad() si 
satisface la condición 
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(5.25) 

donde 15 = ~, 1-15 = ~ , (O ::; 15 ::; 1) son las fracciones de la enstrofía concentrada en 
~ regiones So y Si ; a y (7 son los grados de los armónicos esféricos representando la 
W en la región interna y en la región externa respectivamente. 

Dem. Sea una solución generalizada básica estacionaria (onda WV o modón) de la 
ecuación de vorticidad sobre la esfera: 

(5.26) 

donde Xi Y X o son eigenfunciones del operador Laplace sobre la esfera, tal que /::"Xi = 
-X"Xi y /::"Xo = -XuXo' En la región interna del modón 'PK(Si) = {(X, Ji) : Ji > J.!a} 
y en la región externa del modón 'P,,(So) = {(X, J.!') : J.!' < J.!a}, O < J.!a < 1. Aqui 
Wo = 2/(Xu - 2); Wi = 2/(X" - 2); también la vorticidad absoluta 

en 'P,(So) 
en 'P,(Si)' 

Entonces la EVB linealizada (5.22) se cumple 

y sea 

donde 

a/::,.w' - - { O iit + J(W, /::"w') + J(W',.6W + 2J.!) = O 
en 'P,(So) 
en 'P,(Si), 

J(w', /::,.ii! + 2J.!) = { -XuJ(W>!) = -q(X)J(W', ii!), 
-X,,J(W, W) 

( ) _ {X". en 'P,(So) 
q X - ( , X" en 'P, Si!. 

Entoces la EVB linealizada se puede expresar como 

a/::,.W' - -
iit+J(W,/::"W')+q(x)J(W,W') - O 

a/::,. w' J(;=¡; A ,T.' 'T.t) at + "', '-" '" + q", O. 

(5.27) 

(5.28) 

Multiplicando escalarmente la ecuación (5.28) por /::,.W' + qW' y tomando la parte real 
obtenemos 

a/::,.W' -
Re(iit, /::,.W' + qw') + Re(J(W,/::"W' + qw'), /::,.w' + qW') = O. 

Como Re2~I'I'.(si).'I'.(So) J(ii!,g)g*ds = O, entonces 
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y 

Ahora para la región· interna tenemos que 

i R 1 1 A ,,-,' ,T''*d r¡t = - ex",Z U"'t' '" S 
Ir 'P. (S,) 

(5.29) 

ya que r¡i = 4~ J'I'.(Si) 1 ~ Iji' 1
2 ds y similarmente para la región externa 

(5.30) 

Sumando (5.29) Y (5.30) obtenernos 

1 j' -1 ¡ -1 o f ,* 
Xc< rlt + X". 71, + -2 f',1ji t . iI! ds = O 

1f ::;2 

del cual nos da 

(5.31) 

Ahora usando ° = f, 1-0 = ~, Xl-' = X~ = ;\~)' entonces 71' = (1 - (5)X¡··K y 

'1)" = oXFK . Así que la expresión (5.31) queda *' [X;.;-l (1 - o) + X;/O)XI'.J( - K] = O, 
de la cual, finalmente obtenernos el resultado esperado: 

Corno un caso especial de la proposición anterior, para el caso de una onda Wu
Verklcy zonal o mod,9n zonal ésta se reduce al : 

Corolario. Sea Iji un flujo básico Wu-Verkley ~onal de un modón monopolar zonal o 
dipolar de Verkley (1990), con vorticidad absoluta uniforme en la región interna <p, (S;). 
Entonces la amplitud ;¡; de cada modo inestable o amortiguado (5.13) necesita satisfacer 
la condición 

(5.32) 

donde a es el grado del modón zonal en la región externa. Por otro lado la vorticidad 
de cada modo inestable necesita ser cero cn la región Si. 
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Proposición 7. Sea 1jf un flujo básico, el cual es una solución exacta de la EVB. 
Entonces la evolución de la energía cinética de perturbaciones K(1jf/) = ~lIv1jf/112 satis
face 

dK 
di 

- -~ 1 JI - ¡.t2~U(¡.t) . (ulv')ds - ~ r ¡.t u· (u'vl)ds (5.33) 
27f 52 d¡.t 27f 152 JI _ ¡.t2 

+- v- u·u ds+- v·u-ds-1 lId (- 1) 1 j' 1 _ ,ud 
27f 52 diJ- 27f 52 JI - ¡.t2 u>. 

- JI -iJ-2v·---ds - - iJ-V'UI2ds + - ds 1 j' 1 uu
J2 

1 1 1 1 ¡¡'VI 1 uv
J2 

27f 52 2 UiJ- 27f 52 27f 52 JI - ¡L2 2 u>. 

Dem. Al considerar un producto escalar con respecto a la 1jf1 y usar las relaciones 
(J( 1j;, f), F( 1j;)) = O, (J( 1j;, iJ-), [" n¡fJ) = O, Y (J( 1/;,1), h) = - (.J (j, h ),~)) = - (J (O, h), 1) 
a la ecuación (5.22) obtenemos: 

y usando las relaciones entre la función de corriente, y las componentes del viento 

_ _ V 2 W - _ 1 aift 1 _ V 2u1jf1 1 _ 1 a>Ji
1 

u - - 1 - ¡.t -;::¡-, v - <l' ' U - - 1- P -;:;-, v - <l' 
UJ1. VI - J1.2 UA UJ1. VI - J1.2 UA 

y la vorticidad relativa en términos del viento [,,1jf1 = V 1 ':,~' - JI - iJ-2&;:' + ~ 
1_p.2 u..... vp. V l-JL2 

obtenernos el resultado. 
La ecuación (5.33) indica que para perturbaciones alargadas zonalmente (U/2 > 

V
12 ) en las regiones de difluencia (~ < O) se extrae energía del flujo básico. Para 

perturbaciones alargadas meridionalrnente (uJ2 < v12
) y en las regiones de confluencia 

(~~ > O) también se extrae energía del flujo básico. 
Como un caso particular del resultado anterior para flujos zonales obtenemos el 
Corolario( Pérez y Skiba, 2001). Sea ift un flujo básico zonal, el cual es una solu

ción exacta de la EVB. Entonces la evolución de la energía cinética de perturbaciones 
K(1jf') = ~IIV1jf/1l2 para este flujo zonal satisface 

dK 11/ 2 d -()('/) 11 J1. -(11) - = -- v 1 - iJ- -u iJ- • u v· ds - - U· u v ds 
dt 27f $2 dJ1. 27f $2 JI - ¡L2 

(5.34) 

el cual describe la evolución de la energía total K (1jf/) de una perturbación infinitesimal 
>Ji/(>., ¡L, t) a un flujo zonal ift(J1.) sobre la esfera 8 2

• 

Esta ecuación es útil en el estudio de la estructura espacial de perturbaciones inesta
bles locales sobre la esfera. Usualmente, perturbaciones importantes localizadas están 
en las regiones relacionadas con patrones que distinguen el flujo básico. Parecido a la 
ecuación de energía de la perturbación sobre el plano - j3 (Pedlosky, 1987), su análogo 
esférico (5.34) tiene una integral más, que contiene el producto de la velocidad básica 
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U con u'v'. Mientras que la primera integral, domina principalmente, en la lateral de 
las corrientes de chorro básico localizado en los trópicos y en latitudes medias (donde 
tanto t, u(p,) como VI - p,2 son grandes), la segunda integral puede ser significativa, 
en las partes centrales de las corrientes de chorro intenso (zonas donde la velocidad u 
es grande), y especialmente cuando tales jets se localizan en las regiones polares (donde 
~ es grande). 
yl-J.t2 

En la ecuación (5.34), el signo de ftK depende del signo de los productos :" u(p,) . (u'v') 
y u· (u'v') en varias regiones sobre la esfera. En el caso cuando la primera integral es 
dominante, se puede afirmar que el crecimiento (o decrecimiento) de la energía de la 
perturbación, toma lugar en las regiones donde la inclinación de los contornos de fun
ción de corriente de la perturbación W' es opuesta a (o coincide con) a la inclinación del 
perfil de la velocidad básica u(p,) , es decir, en las regiones donde el producto d: u(!J.)·u'v' 
es positivo (negativo) (Pedlosky, 1987). 

5.4 EXPERIMENTOS NUMERICOS 

Probaremos el algoritmo de estabilidad de modos normales con varios tipos de flujos 
zonales: flujos polinomiales de Legendre (LP ), ondas Rossby-Haurwitz zonales, modo
nes monopolares zonales, y flujo zonal observado. Después se probará el algoritmo con 
ondas más complicadas, tales como las ondas Rossby-Haurwitz, modones de Verkley y 
soluciones Wu-Verkley que son soluciones exactas de la EVB 

5.4.1 Estabilidad lineal de flujo zonal 

En este caso estamos analizando flujos de la forma W(A, p" t) = W(¡l) + W'(A, p" t) donde 
ijj(p,) es la función de corriente básica. Notemos que para un flujo zonal, la estructura 
del modo (5.13) es 

(5.35) 

aquí e = Ce + i Ci es la velocidad de fase compleja, c,. = - ';';;, c, = ';;;', la parte 
real W r determina la razón de crecimiento o decrecimiento exponencial en el umbral 
dimensional Te = 2rr~"1 (en días) y Wi determina la frecuencia de oscilación con periodo 

dimensional T = l~il (en días). Aquí W r , y w, son sin dimensiones, siendo n = 432~O s 
y t = nt* = ifat, indicando el t* con dimensiones de s. 

Para comprobar los resultados numéricos del algoritmo de estabilidad estos se com
paran con los siguientes hechos teóricos: 

a) los eigenvalores o valores característicos deben aparecer en grupos de 4 eigenvalo
res localizados simétricamente alrededor del origen del plano complejo (Arnold, 1965); 

b) cualquier flujo PL de grado uno o dos, debe ser estable y tener sólo modos 
neutrales (Proposición 2); 

e) para un fiujo básico PL de grado n, el número de onda zonal m de cada modo 
inestable debe pertenecer al intervalo O < Iml < n (Proposición 4); 
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d) cualquier flujo PL de grado n y también alguna onda RH zonal puede tener 
modos inestables, sólo si se cumple la condición de Rayleigh-Kuo (Proposición 1); 

e) si el grado n de algún flujo PL es impar, entonces todos los modos se dividen 
en dos grupos: los modos simétricos y los antisimétricos alrededor del ecuador (Skiba, 
1989; Skiba and Adem, 1998); 

f) el número espectral de la amplitud de cada modo inestable necesita ser igual a 
un número específico (Proposición 5 y 6); 

g) la amplitud de cada modo inestable necesita ser ortogonal al flujo básico en el 
producto interno de la energía (Skiba, 2000); 

h) la razón de crecimiento del modo más inestable es acotado superiormente por 
una estimación teórica (Skiba, 2000); 

i) para el modon de Verkley (1990), la vorticidad de cada modo inestable necesita 
ser cero en la región interna del modón <¡?,(Si); 

j) la generación y disipación de energía de la perturbación puede explicarse con 
ayuda de la fórmula (5.34). 

Los requisitos a) y h) se han cumplido en todos los experimentos. también g) indica 
que la amplitud de cada modo inestable necesita ser ortogonal al flujo básico en el 

producto interno de la energía: (;p, Á~) = O. Esta propiedad siempre se cumplió para 

flujos zonales, ya que todos los modos calculados tiene la forma (5.3): 

\[t'(A, J1., t) = ~(J1.)eim>'e"'t = Re~(J1.)e,m(A-ct) 

Es decir que tiene una estructura armónica en la dirección A: 

a) Flujo polinomio de Legendre. 

(5.36) 

Este flujo (5.16) está descrito por el único Polinomio de Legendre de grado n :::: 1 
como 

(5.37) 

donde a es la amplitud. La matriz estabilidad L para estos flujos ( ver ecuación 5.12) 
fue analíticamente analizada por Skiba y Adem (1988). 

1. Sea n = 1. En este caso la matriz estabilidad L es la diagonal, con elementos 
imaginarios puros L"o.. Así que, los valores característicos coinciden con los elementos 
diagonales y por lo tanto W r = O para cualquier eigenvalor. Por lo tanto todos los 
modos son neutrales y para cualquier valor de la amplitud a del flujo PL . La amplitud 
de cada modo coincide con el correspondiente armónico esférico Y", (A, J1.), Y por lo tanto 
es simétrico o antisimétrico alrededor del ecuador, dependiendo de que n-m sea par 
o impar. 

2. Sea ahora n = 2. Entonces la matriz estabilidad L es la tridiagonal, y los 
cálculos obtuvimos que Wr = O, para todos los eigenvalores, o sea que, todos los modos 
son neutrales. Por lo tanto, cualquier flujo PL de grado uno o dos es exponencialmente 
estable, lo cual está de acuerdo con la proposición 3. 
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3. Sea n = 3 Y a = 0.08. Aquí n es impar, y está de acuerdo con la condición e), por 
lo tanto la amplitud de todos los modos, puede ser de dos tipos: simétrica o antisimétrica 
alrededor del ecuador J.L = O. El modo más inestable (5.13) es simétrica alrededor del 
ecuador, teniendo W r = 0.2073 Y como número de onda zonal m = 2, Y el número 
espectral X" de su amplitud es igual a 11.999 (el correspondiente número dado según 
la proposición 5 que es X3 = 12). El segundo modo inestable tiene el valor W r = 0.1576 
Y como número de onda zonal m = 1, ésta es antisimétrica alrededor del ecuador, y el 
número espectral Xq; de su amplitud también como 11.999, ver tabla 1. Los números 
espectral xq; numéricos para cada modo normal deben de ser igualo aproximarse al valor 
teórico X3 = 12=3(3+1)=n(n+1) ya que cada modo normal tiene el mismo flujo básico 
;P(J.L) = aP~(J.L). El perfil de la velocidad del flujo básico u se demuestra en la figura 
5.1a, mientras que las partes reales de la amplitud ;jir del primero y segundo modos más 
inestables se presentan en la Figura 5.1.b y la Figura 5.1.c, respectivamente. Todos los 
gráficos de flujos básicos ;p y la parte real de la amplitud ;ji r que se presentan en este 
capítulo estan dadas sin dimensiones. Por conveniencia y con el propósito de explicar 
los resultados se usa la fórmula (5.34). Las figuras del campo de función de corriente de 
la amplitud de la perturbación (fig. 5.1b-c) se marcaron con los símbolos '+ + +' y' ... ' 
en las posiciones de los jets del flujo básico que son las crestas y los valles del campo 
de velocidades u, respectivamente de fig. 5.la. En efecto, el perfil de la componente u 
tiene la misma inclinación dentro de cada región (en el canal) entre las dos líneas vecinas 
marcadas con símbolos diferentes, y esta inclinación se cambia al pasar de una región a 
otra. Puede notarse que en todos los modos, con valores de la amplitud distinta de cero, 
están confinadas en la misma banda latitudinal (Tung, 1981). Un análisis de los campos 
demuestra que ambas integrales de la fórmula (5.34) contribuyen a la inestabilidad para 
el modo más inestable (fig.5.1a), mientras que la primera integral es la que domina en 
generar la inestabilidad en el segundo modo (fig.5.1b). Puede notarse también que 
los valores de 'U' v' son más pequeños en el segundo caso. En los experimentos que 
se realizaron, la magnitud de Iwrl aumenta con el aumento de la amplitud del flujo 
básico a. Este hecho está de acuerdo con el requerimiento teórico h. Usamos este 
requerimiento para controlar la razón de crecimiento de los modos inestables. Los 
parámetros principales de los dos modos más inestables (con número de onda zonal m, 
la parte real W r y la parte imaginaria Wi del eigenvalor, número espectral Xq;, e-umbral 
temporal T,,, y el periodo T) se muestran en la tabla 1. 

89 



Tabla 1. Los modos más inestables del flujo PL (5.37), n = 3, a = 0.08 

Modos m Wr Wi 

1 2 0.2073 -0.7334 
2 1 0.1576 0.0670 

x~ 
11.9999 
11.9999 

90 

Te (días) 
0.76 
1.00 

Periodo T (días) 
1.36 
14.90 
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Fig. 5.1 El perfil de velocidad u(p) de el flujo polinomio de Legcndre (5.37) con 
n"'3, a'=O.08 (a), y contornos de la amplitud \I(r().,¡:t) de los do~ modos más inestables 
correspondiente a wr~O.2073 (b) y wr=O.1576 (e). 
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Fig. 5.2. El perfil de velocidad ü(l') de el flujo poliuomio de Legendre (5.37) con n '" 4, a = 
0.06 (a), y contornos de la amplitud ií}r(A,I') de los cuatro modos más inestables correspondien

te a wr=O.2604 (b), wr=O.2373 (e). wr=O.1924 (d) y wr=O.1485 (e). 

92 



a-ISO -120 -90 -60 -30 

ZONAL WIND u(m/sec) l: 5 
+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

o 60 90 120 150 b 

60 

30 

CCNrOUlI FROiC -.04 ro - 04 BY 4 CONTOUR FII0J.l -4 TO , BY 1 

Fig. 5.3. El perfil de velocidad u(u) del flujo polinomio de Legendre (5.37) con n = 5, a = 

-0.06 (a), y contornos de la amplitud >ÍlT(AJt) del modo más inestable correspondiente a WT = 

0.4922 (b). 
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4. Sea n = 4 Y a = 0.06. El perfil de la velocidad del fiujo básico u se demuestra 
en la figura 5.2a, mientras que los contornos de la parte real ~r()"Jl) de la amplitud 
de los cuatro modos más inestables se presentan en las figuras 5.2b-e. Como n es par, 
la amplitud de todos los modos son asimétricos alrededor del ecuador, en este caso las 
perturbaciones se localizan básicamente en los dos hemisferios. El número espectral X~ 
de su amplitud casi coincide con el valor teórico X4 = 20 indicado por la proposición 
5. Un análisis de los campos, demuestra que ambas integrales de la fórmula (5.34) 
contribuyen a la inestabilidad de los primeros tres modos más inestables (Figuras 5.2b
d), para el cuarto modo inestable, la contribución de la primera integral en generar la 
inestabilidad es más débil (Figura 5.2e). Los parámetros de estos modos se dan en la 
tabla 2. Es de notarse que los requisitos e), f) - h) se cumplieron también. 

Tabla 2. Los cuatro modos más inestables del flujo PL (5.13), n = 4, a = 0.06. 

Modos m Wr Wi X~ Te (días) Periodo T (días) 
1 2 0.2604 -0.1099 19.9999 0.61 9.09 
2 2 0.2373 0.6876 19.9999 0.67 1.45 
3 3 0.1924 0.4080 19.9999 0.82 2.45 
4 1 0.1485 -0.0578 20.0000 1.07 17.28 

5. Sea ahora n = 5 y a = -0.06. El perfil de la velocidad de el fiujo básico 
u se demuestra en la figura 5.3a, y los contornos de la parte real ~r(A, p,) del modo 
más inestable se presenta en la figura 5.3b. El número de onda·zonal del modo es 
m = 2, y la amplitud del modo es simétrica alrededor del ecuador (n es par). Las 
perturbaciones se localizan en la vecindad de las dos corrientes de chorro y las dos 
integrales de la fórmula (5.34) contribuyen a la inestabilidad, dominando más el primero. 
Los parámetros principales de los siete modos más inestables se dan en la tabla 3. Como 
es de observarse los requerimientos e), f) - h) quedan satisfechos y el número de onda 
zonal dominante fue m = 2 y m = 3. 

Tabla 3. Los Siete modos más inetables del flujo PL (5.37), n = 5, a = -0.06 

Modos m Wr W¡ X~ Te (días) Periodo T (días) 
1 2 0.4922 0.0592 29.9999 0.32 16.87 
2 2 0.4688 0.1809 30.0000 0.33 5.52 
3 4 0.3630 0.4042 29.9999 0.43 2.47 
4 3 0.3222 0.0110 30.0000 0.49 90.82 
5 3 0.2745 0.3886 29.9999 0.57 2.57 
6 2 0.1662 -0.6740 29.9999 0.95 1.48 
7 1 0.1421 0.1088 29.9999 1.11 9.18 

6. Consideremos el caso de n = 6 Y a = 0.03. Los parámetros principales de los siete 
modos más inestables se dan en la tabla 4. Las perturbaciones inestables se localizan 
en el hemisferio norte (modos 2, 3 y 4), en el hemisferio sur (los modos 1, 6 Y 7), y en 
los trópicos (el modo 5). Como se ve en la tabla 4 los requerimientos e), f) - h) quedan 
también aclarados. 
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Tabla 4. Los siete modos más inestables del flujo PL (5.37), n = 6, a = 0.03 

Modos m W r Wi X¡¡; Te (días) Periodo T (días) 
1 2 0.3471 0.1376 41.9999 0.45 7.26 
2 2 0.3435 0.5340 41.9999 0.46 1.87 
3 3 0.2700 0.3556 41.9999 0.58 2.81 
4 4 0.2463 0.2251 42.0000 0.64 4.44 
5 5 0.2137 -0.3101 42.0000 0.74 3.22 
6 4 0.1994 0.3646 42.0000 0.79 2.74 
7 3 0.1798 0.0786 42.0000 0.88 12.71 

7. Sea n = 7 Y a = 0.01. Los parámetros principales de los doce modos más 
inestables para este caso, se dan en la tabla 5. La mayor parte de los modos (modos 1, 
2, 6, 7 y 8-12) son simétricos alrededor del ecuador (requerimiento e) y se localiza en 
latitudes medias. También las condiciones e), f) - h) quedan cumplidos. 

Tabla 5. Los doce modos más inestables del flujo PL (5.37), n = 7, a = 0.01 

Modos m W r Wi X¡¡; Te (días) Periodo T (días) 
1 2 0.1245 -0.3719 56.0000 1.27 2.68 
2 2 0.1181 0.4005 56.0000 1.34 2.49 
3 4 0.1153 0.1564 55.9999 1.37 6.39 
4 5 0.1115 -0.2715 55.9999 1.42 3.68 
5 6 0.1112 -0.2732 56.0000 1.43 3.65 
6 4 0.1027 0.1891 55.9999 1.54 5.28 
7 3 0.0828 0.3586 55.9999 1.91 2.78 
8 5 0.0786 -0.1774 56.0000 2.02 5.63 
9 1 0.0755 0.0630 56.0000 2.10 15.86 
10 3 0.0739 0.0983 56.0000 2.15 10.16 
11 1 0.0727 0.0635 56.0000 2.18 15.73 
12 2 0.0645 0.0271 56.0000 2.46 36.81 

b) Ondas zonales de Rossby-Haurwitz (5.14). 
Estas ondas básicas son de la forma 

(5.38) 

donde X" = n(n + 1), n > 1 Y a = O es la amplitud. Esta es un caso (zonal) particular 
de la onda RH est.acionaria 

') " 
-,-_~_ ,,+ "'"' \{1m y m (,\ ,,) ( ,,_ 2)"" D n n ,,... 

X m=-n 

el cual es una solución exacta de la EVB (5.5). 

1. Consideremos al caso de n = 5 Y a = 0.0052. El perfil de velocidad del flujo básico 
u es simétrico alrededor del ecuador (figura 5.4a) y t.iene un jet en latitudes medias. 
Tenemos cuatro modos inestables diferentes, siendo el primero casi estacionario (ver 



tabla 6). El número espectral X~ de la amplitud de estos modos casi coincide con la 
estimación teórica X5 = 30 indicada por la proposición 5. La parte real del modo (5.35) 
puede escribirse también como 

(5.39) 

o bien 
\]i~(>" Ji, t) = ew

•
t [iíir(,x, Ji) COSWit - iíii(,x, Ji) sinwit] 

donde ';;: es velocidad de fase, y la fase inicial O~) depende de Ji. Para ';;: positivo (o 
negativo) el modo se mueve al oeste (al este). Los contornos de la parte real (5.39) 
del modo más inestable se da en la figura 5.4b-d, en los instantes t = 0, t = T /8 
Y t = T /4, respectivamente. El modo se mueve muy lentamente hacia el oeste. La 
variación espacial del campo (5.39) con el tiempo se debe a la dependencia de la fase 
inicial O~) con el Ji. La amplitud de modo más inestable es antisimétrica alrededor del 
ecuador (n es impar). Un análisis demuestra que ambas intergrales de la fórmula (5.34) 
contribuyen a la inestabilidad. Así que los casos f) - h) quedan satisfechos. 
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Tabla 6. Los cuatro modos más inestables del flujo zonal RH (5.38), n = 5, 
a = 0.0052 

Modos m Wr Wi XiV Te (días) Periodo T (días) 
1 1 0.0268 0.0064 30.0000 5.92 155.15 
2 1 0.0151 0.0287 30.0000 10.52 34.74 
3 3 0.0142 -0.1255 29.9999 11.16 7.97 
4 2 0.0041 -0.2510 30.0000 38.20 3.98 

2. Sea n = 6 Y a = 0.002. Tenemos tres modos inestables diferentes, siendo los 
primeros dos casi estacionarios (ver tabla 7). El número espectral Xw de la amplitud 
de estos modos coincide con el valor teórico X6 = 42 indicado por la proposición 5. 

Tabla 7. Los tres modos más inestables del flujo zonal RH (5.38), n = 6, a = 
0.002. 

Modeo 
1 
2 
3 

m 
1 
2 
2 

Wr 

0.0103 
0.0085 
0.0014 

Wi 

0.0128 
0.0303 
0.1031 

XiV 
42.000 
42.000 
42.000 

Te (días) 
15.31 
18.51 
107.15 

Periodo T (días) 
77.68 
32.90 
9.69 

3. Sea n = 7 Y a = -0.004. El perfil de velocidad del flujo básico u es simétrico 
alrededor del ecuador (figura 5.5a) y hay cuatro corrientes de chorro. Los parámetros 
principales de los ocho modos más inestables se dan en la tabla 8. Casi todos ellos son 
estacionarios. El número espectral XiV de la amplitud de estos modos prácticamente 
coinciden con la estimación teórica X7 = 56 indicada por la proposición 5. Los contornos 
de iiir(A, ¡.t) para el modo más inestable correspondiente al W r = 0.0515 se muestran en 
la figura 5b. 

98 



a -150 -120 -" -" -30 30 " '" '" '" b 
ZONAL WIND u(m/lIl!c) 

+ 

+ 

60 

t t 
30 

t t -30 

j 
+ 

-60 

+ 

+ 

CCNTOua 1'II0M - ~ ro -.114 aY 4 cOliToua raOK • 3 ro 3 BY 1 
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Tabla 8. Los ocho modos más inestables del flujo zonal RH (5.38), n - 7, 
a= -0.004. 

Modos m W r Wi X;¡; Te (días) Periodo T (días) 
1 2 0.0515 0.0099 56.000 3.08 100.65 
2 2 0.0501 -0.0067 56.000 3.17 148.80 
3 3 0.0370 0.0044 56.000 4.29 223.45 
4 3 0.0362 0.0035 56.000 4.39 279.75 
5 4 0.0266 -0.0093 56.000 5.96 106.53 
6 5 0.0157 -0.0554 56.000 10.12 18.03 
7 1 0.0128 -0.0011 55.999 12.36 867.33 
8 1 0.0081 0.0089 55.999 19.58 111.73 

e) Flujo zonal en la forma de un modón monopolar (5.40). 
Sea ;¡; (f.L) la función de corriente básica zonal para el modón monopolar caso especial 

de la ecuación (5.26) con vorticidad absoluta uniforme en la región interna: 

(5.40) 

(Verkley, 1990). Este flujo zonal está definido de manera distinta sobre dos regiones de 
la esfera S2. En la región del modón interno <p,(Si) = {(A, f.L) : f.L > f.La} Y en la región 
del modón externo <p,(So) = {(A, f.L) : ¡.t < f.La}, O < f.La < 1. Aquí Wo = 2/(Xu - 2); 
Wi = 2/ (X" - 2); Bo, B i , Do Y Di son constantes; f.L = f.La es la frontera entre las regiones 
Si y So; S~(O) = P:(-cosO); O es la colatitud; TO(O) = lneos (~). 

El flujo zonal (5.40) tiene vorticidad absoluta uniforme en la región interna Si (Ver
kley, 1990) el cual se localiza sobre el polo N = N'. Los parámetros principales del 
modón son O" = 8.06 Y <Pa = 65.277. El perfil de velocidad del modón ü (Fig.5.6a) 
tiene tres corrientes de chorro sobre la región externa So del modón. El modo más 
inestable se obtuvo con tres distintas truncaciones: T2b T31 y T42 . Los contornos de la 
parte real ~T().' f.L) de la amplitud de este modo se presentan en las figuras 5.6b, 5.6c 
y 5.6d, respectivamente. Los parámetros básicos del modón se dan en la tabla 9. En 
la Fig. 5.6b-d, las perturbaciones se localizan en un cinturón latitudinal de la región 
So externa del modón, lo cual está de acuerdo con la proposición 6. En este cinturón, 
la inclinación del eje principal de los vórtices es opuesto al del perfil de velocidad del 
modón, este resultado está de acuerdo con la primera intergral de la fórmula (5.34). La 
segunda integral (5.34) contribuye menos al crecimiento de la energía que el primero, y 
principalmente en la vecindad de la corriente de chorro central que contiene perturba
ciones importantes. En las regiones polares no hay perturbaciones, y por lo tanto no 
hay impacto en el comportamiento de la energía. 

Puede notarse que todavía no hay una concordancia total en los resultados teóricos 
y numéricos con la truncación T42 . En la tabla 9 se demuestra una convergencia de los 
resultados numéricos conforme el número de truncación M y N de la serie de Fourier 
aumenta (5.8), esta convergencia es muy lenta. Por ejemplo para el modo más inestable 
puede verse que hay todavía una diferencia entre el valor teórico X" = 0"( (J" + 1) ....: 73.02 
del número espectral X;¡; según la proposición 6 (el corolario) y el valor numérico el cual 
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es igual a 80.72 en la resolución T21 , 70.56 en la resolución T31 , y 74.60 en la resolución 
T42 • Para el segundo modo más inestable el correspondiente valor numérico se acerca 
más al valor teórico que es igual a 78.81 en T21 , 73.95 en T3l> y 73.11 en T42 . Más 
sin embargo como se nota en la figura 5.6b-d, el modo más inestable es de la misma 
estructura en las dos resoluciones T21 y T42 , pero su estructura se cambia en la resolución 
T31 • Esta situación ocurre cuando el modón tiene pocos modos inestables (por lo menos 
dos) con parte real w" aproximadamente iguales. Dikii, (1976) demostró que los modos 
más inestables de un flujo zonal siempre corresponden a los eigenvalores aislados. Por 
otro lado si la distancia entre dos eigenvalores aislados con partes reales máximos W r es 
muy pequeño, entonces se requiere una mayor resolución para aproximarse bien a un 
eigenvalor concreto y al correspondiente modo normal. Por lo tanto, el cambio de la 
estructura del modo más inestable se debe a una insuficiente resolución en los cálculos 
y errores de truncación muy grandes (Simmons et al. 1983, Skiba, 1998). A pesar 
de que el número espectral X¡p para los primeros dos modos más inestables calculados 
convergen al valor teórico X" =' 73.02, conforme los números de truncación M y N de 
la serie de Fourier (5.8) aumenta, la convergencia es lenta y por lo tanto, se requiere 
una mayor resolución para obtener resultados precisos. Este fenómeno se explica por el 
hecho de que la derivada J.t del modón es discontinuo en la frontera ¡l = J.ta, que separa 
las regiones Si y So sobre la esfera (Verkley, 1990; Neven, 1992), o sea que el modón no 
es tan suave como el flujo PL o la onda RH. Como un resultado, la serie de armónicos 
esféricos para el modón y su perturabación convergen más lentamente (en la norma 
Sobolev's) que los correspondientes a los flujos PL y ondas RH (Topuria, 1987; Skiba, 
1989, 1994, 1997). Más sin embargo, debido al fenómeno de Gibbs (Davis, 1963), la 
convergencia de la serie de Fourier es más rapida dentro de las regiones Si y So que en 
la vecindad de la frontera J.t = J.ta, así que no importa qué tan grandes sean M y N, 
en algún punto de la esfera S2 las sumas finitas (5.8) son muy cercanas a las mismas 
funciones ;¡;, iJi' Y (', pero en otros puntos estas sumas difieren mucho de ;¡;, iJi' Y ('. Por 
lo tanto las truncaciones M y N mayores que 42, deben de usarse en (5.8) para reducir 
los crrores numéricos. La importancia de usar grandes resoluciones para la solución 
del problema espectral (5.15) en tcoría lo ha demostrado recicntemente Skiba (1998) y 
numéricamente Nevcn (2001) que ha usado la resolución T341 y el método de potcncia 
Cll el estudio de estabilidad de modos normales, de modones sobre la esfera. 
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Fig.5.6. El perfil de velocidad u(¡.t) del modón monopolar (5.40) con 0"=8.06 y 
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truncación T21 (b), T31 (e) y T42 (d). 
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Tabla 9. Los modos más inestables del modón zonal uniforme (5·40) en T21 , T31 

a = 8.06, <Pa = 65.277. 

Truncación Modo m W r Wi X;¡; Te (días) Periodo T (días) 
T21 1 5 0.0524 0.0177 80.72 3.03 56.34 
T31 1 3 0.0627 0.0373 70.56 2.53 26.74 
T42 1 5 0.0569 0.0457 74.60 2.79 21.87 

d) Flujo zonal observado y flujo zonal como una combinación lineal de 
bjPg(¡.t ). 

A pesar de que hemos considerado varios flujos zonales, estos todavía son muy 
idealizados. La corriente de chorro subtropical de HN en DEF es muy fuerte y de 
acuerdo a observaciones, ésta se evidencia en los niveles altos entre 200-300mb. En la 
Fig. 3.5a. se muestra un perfil de flujo zonal de enero en 200mb, donde observamos 
corrientes de chorro en ambos hemisferios y una región de los estes alrededor del ecuador. 
De los criterios de estabilidad expuestos, el que se aplica más directamente es la de 
Rayleig-Kuo y el algoritmo numérico. 

En este sentido se calculó la derivada ~ de la vorticidad a~soluta 1) = .ó. ~ + 2jJ 

del flujo zonal observado, de polo a polo y se encontró que ~ cambia de signo en 
aproximadamente 1400 de colatitud (fig. 5.7a). Lo cual de acuerdo con el criterio 
Rayleigh-Kuo hay modos normales inestables para este flujo, y al usar el algoritmo 
numérico de estabilidad, se obtuvieron los primeros dos modos inestables (tabla lOa) 
con número de onda zonal, m = 5 Y m = 7 respectivamente (fig.5.7b-c). Estos se 
localizaron a un lado del Jet, lo cual está de acuerdo con la ecuación (5.34). Apro
ximadamente este flujo u(f.L) zonal observado es simétrico con respecto al ecuador, en 
este sentido podemos concluir que cuando se consideran campos de viento promediados 
wllalmente, fue difícil encontrar grandes gradientes de vorticidad absoluta negativos 
promediados zonalmente. y por lo tanto aparecieron pocos modos normales inestables. 
Por lo cual, el proceso de inestabilidad barotrópico parece 110 ser importante, por lo 
tanto, la inestabilidad baroclínica es la que podría dominar. 

Tabla lOa. Los dos modos más inestables para el jiujo zonal obse'rvado de ener'o 
200mb. 

modos m Wr W, X;¡; Te (dias) Periodo T (dias) 
1 5 0.02315 0.5353 188.48 6.87 1.86 
2 7 0.01843 -0.7659 193.55 i3.63 1.30 

Por otro lado como se vio e11 el capítulo 3, un flujo w11al iI! (¡.t) básico parecido al 
observado, se puede construir como una combinación lineal de polinomios de Legendrc 
normalizado: 

N 

- '" o iI!(¡.t) = ¿ bj P2J +t (¡.t) (5.41) 
J=O 

donde los coeficientes se eligen de tal forma, que la SUllla representa el flujo zonal 
observado. Con N = 7 Y usando los valores bo == 0.2677, &¡ = 8.20 X 10-2

, b2 =' 
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-5.95 X 10-2, b3 = 1.067 X 10-2, b4 = 2.1981 X 10-3, bs = -3.71 X 10-3, b6 = 
2.57 X 10-3 Y b7 = -6.475 X 10-4 , lo cual al escalarlos mostramos en la Fig. 3.5b el 
perfil de fiujo zonal muy realist¡¡., parecido a los campos observados climatológicos de 
la Fig. 3.5a. El perfil de velocidad de este fiujo zonal, tiene también un jet en latitudes 
medias y también un fiujo del este en los -trópicos. Al resolverse el problema espectral 
(5.lG) con este fiujo zonal (ecuación 5.41), se obtuvo para los primeros dos modos más 
inestables ( ver tabla 10b) con número de onda zonal m = 7 y m = 5 respectivamente 
(fig. 5.8a-b). Las perturbaciones inestables se localizan en latitudes medias por la lateral 
del lado polar de los jets y esto está de acuerdo con la fórmula (5.34). 
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Fig. 5.7. El perfil del gradiente de vorticidad absoluta meridional del flujo zonal 
de 200mb de enero (a) y contornos de la parte real ;¡;r()., p) de la amplitud de los dos 
modos más inestables Wr = 0.02315 (b) Y Wr = 0.01843 (e). 
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Fig. 5.8. Contornos de la parte real ~r(A, Jl) de la amplitud de los dos modos 
más inestables Wr = 0.02315 (a), y Wr = 0.01843 (b) correspondiente al flujo zonal 
combinación lineal de polinomios de Legendre. 
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Tabla lObo Los dos modos más inestables para el flujo zonal combinación lineal de 
polinomios de Legendre bjP~(J-l). 

modos m W r Wi 

1 7 0.00773 -0.41318 
2 5 0.00523 0.28568 

X~ 
202.77 
223.61 

Te (dias) 
20.77 
30.39 

Periodo T (dias) 
2.42 
3.50 

5.4.2 Estabilidad lineal de ondas Rossby-Haurwitz 

Sea la onda básica Rossby-Haurwitz (RH) estacionaria 

n 

ifi(A, J-l) -WJ-l + ¿ ifi;:,ynm(A, J-l) 
m=-n 

- -WJ-l + ifi;:, P,:."(J-l) cos mA 

o bien, especificado por la vorticidad relativa básica 

n 

feA, J-l) - 2WJ-l- Xn ¿ ifi;:,ynm(A, J-l) 

- 2WJ-l- Xn ifi;:, P,:."(J-l) cos mA 

(5.42) 

(5.43) 

donde n:::: 2 , W = ,,::-2 y X" = n(n+ 1). Una onda RH está representada por (m, n), 
donde m es el número de onda zonal y n es el número de onda total. La estabilidad de 
estas ondas RH fue considerada por Hoskins (1973), Saines (1976), Harsma y Opsteg 
(1988) y Zang (1988). La existencia de una amplitud crítica para las ondas RH fue indi
cada por Hoskins (1973), Saines (1976) y Zang (1988). La parte real de la perturbación 
(13) obtenida por el método de modos normales, puede escribirse como 

(5.44) 

e) Inestabilidad de la onda RH (2,3) 
Esta onda como un caso particular de (5.19 ó 5.42) es de la forma 

ifi(A, J-l) = -wJ-l + ifi~pi(J.L) cos 2A 

con W := -2-.
2

. Para ver la existencia en nuestros cálculos de una amplitud críti
)(3-

ca, consideremos las siguientes amplitudes ifi~ = 0.0133333351, 0.014, 0.0153333351, 

107 



0.0233333351, Y se muestra en la figura 5.9a-d el correspondiente flujo básico II! yen la 
tabla 11, se presentan los parámetros obtenidos por el algoritmo de estabilidad. 

Para esta onda RH (2,3), Haarsma y Opsteegh (1988) encontraron que la interacción 
triada está formada por la onda primaria (2,3) y dos perturbaciones (1,2) y (1,4), lo 
cual está de acuerdo con nuestros cálculos numéricos, por ejemplo para el modo más 
inetable (tabla 11b-d). 

Tabla lla. Los modos más inestables de la ondaRH (2,3) en T21 . En la amplitud 
íii~ = 0.0133333351. 

(m, n) de mayor ampl. 

1J!:;' en orden decre. Wi 
Te 

(dias) 
T 
(dias) I ~ I modos WT 

(-2,3), (2,3) 1 3.36.10-7 -2.65.10-7 12.07 473393.3 3761041. 
(-2,3), (2,3) 2 2.29.10-7 -1.75· 10-7 12.44 693758.6 5687705. 
(2,3),(-2,3) 3 
(-2,3), (2,3), (1, 3), 4 

Tabla llb. Los modos más inestables de la onda RH (2,3) pam T21 • En la amplitud 
íii~ = 0.14. 

(m, n) de mayor ampl. 

I ~ 1 modos W T w:;' en orden decre. 
T 

Wi (dias) (dias) 

(1,2), (-1,4), (-3,4) 1 0.000782 .176274 11.99 203.5 5.6 
(2,3), (-2,3) 2 8.99.10-6 1.40· 10-6 12.0 17695.2 710567. 
(-2,3), (2, 3) 3 2.38.10-7 -1.98.10-7 .• 

(2,3), (-2,3), (1, 3), 4 
Tabla Ue. Los modos más inestables de la onda RH (2,3) para T21 • En la amplitud 

íii5 = 0.0153333351. 
(m, n) de mayor ampl. 

I ~ I modos WT II!:;' en orden decre. 

(-1,2), (1,4), (3,4) 1 0.004282 
(2,3), (-2,3) 2 3.28.10-5 

(-2,3), (2,3) 3 5.46.10-7 

(2,3), (-2, 3) 4 

Wi (dias) 
-0.1729 12.00 37.17 
-1.52· 10-6 11.99 4839.4 
-1.80. 10-7 .. 

T 
(dias) 

5.78 
655292.3 

Tabla Ud. Los modos más inestables de la onda RH (2,3) para T21 • En la amplitud 
íii~ = 0.233333351. 

(m, n) de mayor ampl. 

I ~ I modos Wr II!:;' en orden decre. 

(1,2), ( -1,4), (-3,4) 1 0.0307 
(2,3), (-2,3) 2 7.11 .10-6 

(-2,3), (2, 3) 3 5.64.10-7 

(2,3), (-2,3) 4 

Wi 

0.1589 
2.11.10-6 

-1.47.10-6 

Te T 
X;;; • • 
~ (dias) (dias) 

11.99 5.18 6.28 
11.99 22362.2 472878.6 
12.00 .. 

En estos experimentos se encontró que sólo hay un modo normal inestable (fig. 
5.1Ob-d), excepto para el primer caso con amplitud ii!i = 0.0133333351, en el que no 
encontramos ningún modo inestable y como podemos notar el valor de W r en las tablas 
11a-d hay una amplitud crítica cerca de ii!i = 0.14. La componente de mayor amplitud 
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I~::I de la parte real ~r que más predominaron son I~~I y 1~411. En la lig. 5.10b-d 
notamos una situación interesante de la trayectoria que siguen las perturbaciones a lo 
largo del flujo básico: Perturbaciones alargadas zonalmente (u' > v') se mueven sobre 
la lateral del jet tropical (ligs. 5.9b y 5.10b). En la lig. 5.lOc se observa que las 
perturbaciones se localizan sobre la zona de difluencia del jet tropical (lig. 5.9c) y para 
el caso de un flujo básico con mayor amplitud (lig. 5.9d), las perturbaciones se localizan 
sobre la zona de confluencia (ligs. 5.9d y 5.10d). La estimación numérica del número 
espectral )(~ para las distintas amplitudes casi coincide con el valor teórico que es 12 y 

está de acuerdo con la proposición 5. 
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Fig. 5.9 Onda Rossby-Haurwitz básiea ii't(>., tt) =-wtt+ii't3
2 P32 (tt)cos 2>' , en las am

plitudes ii't32= 0.0133333351 a), 0.014 b), 0.0153333351 e) y 0.0233333351 d). 
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Fig. 5.10 Contornos de la parte real ;j¡r('>',~) del primer modo normal, estable 
wr=3.36 x 10-7 a); y el más inestable wr=O.000782 b), wr=O.00428 c) wr=O.0307 d). 
Correspondientes a cada amplitud de la onda RH (2,3) de la fig.5.9a-d respectívamentes. 
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f) Inestabilidad de la onda RH (2,5) 
Ahora esta onda es de la forma 

~(>', J.L) = -WJ.L + ~~pf(J.L) cos 2>' 

con W = X5~2' Consideramos las amplitudes ~~ = 0.0011333351, 0.002, 0.003, 0.004, 
Y se muestra en la figura 5.11a-d los correspondientes campos de función de corriente 
básicos y como podemos notar son muy parecidos al climatológico de algún (100-300mb) 
nivel superior de la atmósfera. Incluso esta onda RH (2,5) en su configuración se parece 
a la onda Wu-Verkley. En las tablas 12a-d se presentan los parámetros obtenidos por 
el algoritmo de estabilidad y hay modos inestables por mucho que le bajemos a la 
amplitud ~~. 

Tabla 12a. Los modos más inestables de la onda RH (2,5) en T21 . En la amplitud 
~~ = 0.0011333351. 

(m, n) de mayor ampl. 

1

- I modos Wr \Ii:;'. en orden decre. 

(-3,5), (O, 2), (3, 7) 1 0.007589 
(5,5),(2,4) 2 0.001230 
(3,4), (O, 3) 3 2.18· 10-6 

(4,5), (-5,6), (1,4), 4 

W, 

-0.037485 
0.1045434 
2.43.10-7 

29.99 
30.00 
30.0 

7e 

(dias) 

20.97 
129.3 
72931. 

T 
(dias) 

26.67 
9.5 
4109942. 

Tabla 12b. Los modos más inestables de la onda RH (2,5) para T21 • En la amplitud 
-2 
\lis = 0.14. 

(m,n) de mayor ampl. 

1
- 1 modos W r \Ii;;' en orden decre. 

(-3,5), (O, 2), (3,7) 1 0.01045 
(5,5), (2,4), (-4,6) 2 0.0005 
(3,4), (0,3) 3 1.9.10-7 

(4,5),(-5,6),(1,4), 4 

Wi 

0.03543 
0.2151 
-2.65.10-7 

(dias) 

29.99 15.22 
30.01 317.5 
30.00 .. 

T 
(dias) 

28.21 
4.64 

Tabla 12c. Los modos más inestables de la onda RH (2,5) en T21 . En la amplitud 
~~ = 0.0153333351. 

(m,n) de mayor ampl. T 

1

- I modos Wr Wi x-\Ii:;' en orden decre. . W (dias) (dlas) 

(-3,5), (O, 2), (3,7) 1 0.01235 -0.03442 30.00 12.88 29.05 
(5,5), (2,4), (-4,6) 2 0.00134 -0.09647 30.00 118.1 10.36 
(3,4), (O, 3) 3 0.00013 -0.14398 29.99 1175.3 6.94 
(4,5), (-5,6) 4 1.83.10-5 9.5.10-8 30.00 8687. 10525824. 

Tabla 12d. Los modos más inestables de la onda RH (2,5) en T21 . En la amplitud 
~~ = 0.233333351. 

Cm, n) de mayor ampl. 

1
- 1 modos W r \Ii:;' en orden decre. Wi 

(-3,5), (O, 2), (3, 7) 1 0.01469 -0.02965 
(5,5), (2,4), (-4,6) 2 0.012831 0.0784 
(3,4),(0,3),(0,7) 3 
(4,5), (-5,6), (1,4), 4 

0.00455 
0.00053 
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0.0891 
-0.1425 

30.00 
30.00 
29.99 
30.00 

7e 

(dias) 

10.82 
12.40 
34.94 
298.5 

T 
(dias) 

33.72 
12.74 
11.21 
7.01 



El número de onda zonal m que más predomina (tabla 12a-d) para el primer modo 
más inestable (figs. 5.12a-d) es m = -3 Y m = 5 para el segundo modo más inestable 
(fig. 5.13a-d). En las figs. 5.12a,c-d se nota que es casi el mismo modo más inestable, 
localizándose las perturbaciones sobre la zona de confluencia (fig. 5.12a-b) y después 
sobre la zona de difluencia del flujo básico (ver fig. 5.llc y fig. 5.12c) respectivamente. 
En el caso de menor amplitud (fig 5.lla), y para el segundo modo más inestable (fig 
5.13a) las perturbaciones básicamente se mueven sobre la zona de difluencia de los 
jets de latitudes medias. En el siguiente flujo básico (fig 5.l1b) para el segundo modo 
inestable las perturbaciones se extienden sobre la zona de los jets y en las figs. 5.13a, 
c-d se muestra básicamente el mismo patrón de perturbaciones de gran escala. La 
estimación numérica del número espectral X~ para las distintas amplitudes casi coincide 
con el valor teórico que es 30 y está de acuerdo con la proposición 5. 
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Fig. 5.11. Onda Rossby-Haurwitz básica \Ií(.>., J.L)=-WJ.L+\Iís2PS2(J.L) CQS 2'>' , en las 
amplitudes \Iís2, 0.0011333351 a), 0.002 b), 0.0003 e) y 0.004 d). 
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Fig. 5.12. Contornos de la parte real ilir(Á,jL) de la amplitud del primer modo 
normal más inestable de la onda básica RH (2,5), wr=O.007589 a), wr=O.01045 b), 
wr=,O.01235 e) wrooO.01469 d) correspondiente a cada amplitud de lig. 5.lla-d. 
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Fig. 5.13. Contornos de la parte real ~r(A,tL) de la amplitud del segundo modo 
normal más inestable de la onda básica RH (2,5), wr=O.001230 a), wro=O.0005 b), 
wr=O.001347 e) wr=O.0l2831 d) correspondiente a cada amplitud de fig. 5.lla-d. 
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g) Inestabilidad de la onda RH (3,6) 
Ahora esta onda es de la forma 

~(A, Jt) == -WJt + ~~Pl(Jt) cos 3A 

con w = X6
2
_ 2 ' para distintas amplitudes ~~ = 0.0013333351, 0.0023333351, 0.003, 

0.005, y se muestran en la figura 5.14a-d y su configuración es parecida a algun nivel 
superior (100-300mb)de la atmósfera. En las tablas 13a-d se presentan los parámetros 
obtenidos yor el algoritmo de estabilidad. Aunque hemos bajado los valores de la 
amplitud 1Ji~, hasta casi un flujo zonal la onda básiea demuestra ser inestable. En la fig. 
5.15a-d se muestra el primer modo más inestable, correspondiente a cada flujo básico 

RH (fig. 5.14a-d). Los armónicos de mayor amplitud 1q}::,1 del modo normal inestable, 

que más se imponen en los campos de 1Ji~(A, /1), figs. 5.l5a-d, son (1,4) y (4,5). A menor 
amplitud ~~ hay perturbaciones de gran escala que se localizan en altas latitudes (fig. 
5.15a-b). Para ondas RH (3,6) de mayor amplitud \Ií~ sus perturbaciones del primer 
modo más inestable se localizan sobre los trópicos y latitudes medias (fig. 5.15c-d) 

Tabla I3a. Los modos más inestables de la onda RH (3,6) en T21 • En la amplitud 
\Ií~ = 0.0013333351 

(m, n) de mayor ampl. 

I ~ I modos Wr lJi~n en orden decre. 

(1,4), (4,5), (-2,9) 1 0.01411 
(-2,5),(4,7) 2 0.00697 
(3,6), (-3,6) 3 2.35· 10-6 

(3,6), (-3,6), (6, 6), 4 

Wi 

0.05301 
-0.03394 
1.31 . 10-5 

42.00 
41.99 
42.00 

Te 

(dias) 

11.27 
22.80 
67657.3 

T 
(dias) 

18.86 
29.46 
7593G. 

Tabla I3b. Los modos más inestables de la onda RH (3,6) para T21 . En la amplitud 

1Ji: == 0.0023333351 
(m, n) de mayor ampl. 

I ~ I modos W r 1Ji;~ en orden decre. 

(-1,4),(-4,5),(5,6) 1 0.0178 
(2,5), (-4,7), (-1,8) 2 0.0120 
(-3,5), (0,2), (3, 7) 3 0.0088 
( -1,3), (-4,4), (2,8) 4 0.0018 

Wi 

-0.0488 
0.0341 
-0.0654 
-0.1094 

41.99 
41.99 
41.99 
42.00 

8.91 
13.1 
17.96 
87.31 

T 
(dlas) 

20.4 
29.2 
15.2 
9.14 

Tabla 13e. Los modos más inestables de la onda RH (3,6) en T21 . En la amplitud 
\Ií~ == 0.003. 

(m, n) de mayor ampl. 

I ~ I modos W r 1Ji~' en orden decre. 

(3,5), (O, 2), (-3,7) 1 0.ü203 
(4,5), (1, 4), (-5,6) 2 0.0181 
(-1,3), (2,8) 3 0.0146 

W, 

0.0655 
0.0446 
-0.1003 

41.99 
42.00 
41.99 

7.82 
8.79 
10.8 

(-2,5), (4,7) 4 0.0134 -0.0350 42.00 11.8 
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T 
(dlas) 

15.2 
22.4 
9.96 
28.5 



Tabla 13d. Los modos más inestables de la onda RH (3,6) en T21 . En la amplitud 
;r;~ = 0.005. 

(m, n) de mayor ampl. 

I \Ti:;, I en orden decre. modos Wr 

(3,5), (0,2), (-3,7) 1 0.0547 
(4,5),(1,4),(-5,6) 2 0.0527 
(-1,3), (2,8), (-4,4) 3 0.0473 
(-2,5), (4,7), (1,8) 4 0.0328 

Wi 

0.1331 
0.1963 
0.0520 
0.0614 

29.99 
30.00 
30.00 
30.00 

Te 

(dias) 

2.90 
3.01 
3.35 
4.85 

T 
(dias) 

7.51 
5.09 
19.22 
16.2 

Para el segundo modo normal más inestable (lig. 5.16a-d) correspondiente a cada 
campo básico RH (3,6) (fig. 5.14a-d) notamos que las perturbaciones en lig. 5.16a, se 
localizan sobre las zonas de confluencia y difluencia de los jets de latitudes medias. En 
la lig. 5.16b, estas perturbaciones demuestran mayor amplitud. En los segundos modos 
normales son más inestables (lig. 5.4c-d) demuestran un alargamiento más meriodional, 
lo cual está de acuerdo con las ondas básicas que también son de gran amplitud mostrada 
en la fig. 5. 14c-d. El número espectral X~ para las distintas amplitudes casi coincide 
con el valor teórico que es 42 y está de acuerdo con la proposición 5. 
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Fig. 5.14. Onda Rossby-Haurwitz básica iTi(A, ¡t)=-W¡t+iTiiP6:1(¡t)cos 3A , en las 
amplitudes iTiü3 , 0.0013333351 a), 0.0023333351 b), 0.003 e) y 0.005 d). 
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Fig. 5.15. Contornos de la parte real iiir(.>.,p,) de la amplitud del primer modo 
normal más inestable wr=O.01411 a), wr=O.0178 b), wr=0.0203 e) y wr=0.0547 d) 
correspondiente a cada amplitud de la onda RH (3,6) de fig. 5.14a-d. 
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Fig. 5.16. Contornos de la parte real ;j;r(A,p;) de la amplitud del segundo mo
do normal inestable, wr=·O.00697 a), wr=oO.0120 b), wr~=O.0181 y e) wr··=O.0527 d) 
correspondiente a cada amplitud de la onda RH (3,6) de fig. 5.14a-d. 
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h) Inestabilidad de la onda RH (4,7) 
Ahora esta onda básica RH es de la forma 

(li(A, /lo) = -W/Io + ii!jpi(/Io) cos4A 

donde W = X7~2' y la estudiaremos para distintas amplitudes ii!j = 0.0013333351, 
0.0023333351, 0.003, 0.005. En la figura 5.17a-d se muestra el patrón de función de 
corriente básica correspondiente a cada amplitud ii!j y en la tabla 14a-d se presentan 
los parámetros principales obtenidos por el algoritmo numérico de estabilidad. Esta 
onda RH (4,7) es muy inestable. Para casi todos los modos inestables el valor numérico 
de Xiíi para las distintas amplitudes casi coincide con el valor teórico que es 56 y está 
de acuerdo con la proposición 5. 

Tabla 14a. Los modos más inestables de la onda RH (4,7) en T21 . En la amplitud 
(li:¡ = 0.0013333351 

(m, n) de mayor ampl. Te T 
w;:' en orden decre. . '" (días) (días) \ ~ I modos WT Wi X~ 

(-1,4), (-5,6), (7,8) 1 0.01298 -0.07131 55.99 12.2 14.0 
(2,5), (-2,9) 2 0.01108 0.05291 56.00 14.3 18.8 
(2,6), (-2,8) 3 0.00735 0.02472 55.99 21.6 40.4 
(5,6), (-7,8), (1,4) 4 0.00532 0.04759 56.00 29.8 21.0 

Tabla 14b. Los modos más inestables de la onda RH (4,7) en T21 • En la amplitud 
(lij = 0.0023333351 

(m, n) de mayor ampl. Te T 

I ~ I modos WT Wi Xiíi • • 
1ji~;' en orden decre. (días) (dias ) 

(-1,4), (-5,6), (3,8) 1 0.02536 -0.0799 55.99 6.2 12.5 
(4,6), (0,2), (-4,8) 2 0.02362 0.05782 56.00 6.7 17.2 
(-2,5), (2,9), (-6, 7) 3 0.02083 -0.05626 56.00 7.6 17.7 
(3,5), (-1,5), (7, 7) 4 0.01570 0.09109 56.00 10.1 10.9 

Tabla 14c. Los modos más inestables de la onda RH (4,7) en T21 • En la amplitud 
(lij = 0.003. 

(m, n) de mayor ampl. Te T 

I ~ I modos WT w, Xii; • W;:' en orden decre. ~ (di as) (días) 

(0,2), (4,6), (-4,8) 1 0.03521 0.06439 .56.00 4.5 15.5 
(-1,4), (-5,6), (3,6) 2 0.03229 -0.09155 56.00 4.9 10.9 
(-3,5), (-7,7) 3 0.02103 -0.09411 56.00 7.5 10.6 
(4,5), (0,3) 4 0.01891 0.13074 56.00 8.4 7.6 

Tabla 14d. Los modos más inestables de la onda RH (4,7) en T2!' En la amplitud 

ii!i = 0.005. 
(m,n) de mayor ampl. 

I ~ I modos WT W;:' en orden decre. 
Wi 

(-1,4),(-5,6),(-1,2) 1 0.0583 0.1326 
(0,2), (4, 6), (-4,6) 
(-4,5), (0,3), (4, 5) 
(-4,4), (0,4), (0,6) 

2 
3 
4 

0.0581 
0.0555 
0.0502 
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0.1220 
-0.1836 
-0.2749 

XiV 

55.99 
55.99 
55.99 
56.00 

Te 

(días) 

2.72 
2.73 
2.86 
3.16 

T 
(días) 

7.5 
8.19 
5.44 
3.63 



Para cada flujo básico, los armónicos de mayor amplitud IW;:>lque más se imponen 

en los primeros dos modos normales más inestables son (-1,4) y (-5,6). Perturbaciones 
de mayor amplitud se localizan sobre los jets subtropicales del atlántico, lado oeste 
del Pacífico (fig. 5.18a). En la fig. 5.18b se observa que las perturbaciones siguen las 
ramificaciones de la onda básica (fig. 5.17b). Para el segundo modo normal, de cada 
amplitud ;[ii (fig. 5.19a-d) se observa que las perturbaciones se extienden a lo largo de 
las zonas de confluencia (fig. 5.19a) y a lo largo de los jets (lig. 5.19b,d) y por otro 
lado la configuración de perturbaciones de la fig. 5.19c es similar al de la fig. 5.18b. 
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CCKtOUR FROII -.05 ro .1;15 UY -005 

Fig. 5.17. Onda Rossby-Haurwitz básica ~(>., It)=-W¡.t+~74P7 4 (¡.t) eos 4>' , en las 
amplitudes ~74, 0.0013333351 a), 0.0023333351 b), 0.003 e) y 0.005 d). 
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Fig. 5.18. Los contornos de la parte real $r('x',/.l) de la amplitud del primer mo
do normal inestable, wr=O.OI298 a), wr,.-·O.02536 b), wr~,O.03;)21 y e) wr,·=O.0583 d) 
correspondiente a cada amplitud de la onda RH (4,7) de lig. 5.1 7a-d. 
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Fig. 5.19. Contornos de la parte real ~r(A,tL) de la amplitud del segundo mo
do normal inestable, wr=O.Ol108 a), wr=O.02362 b), wr=O.03229 y e) wr=O.0581 d) 
correspondiente a eada amplitud de la onda RH (4,7) de lig. 5.17a-d. 
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i) Inestabilidad de la onda RH (4,5) 
Ahora esta onda es de la forma 

con W = X5
2
_2' y sean las amplitudes \i!t = 0.0033333351, 0.0083333351, Om05, 0.0109, 

y así que el flujo básico correspondiente se muestra en la figura 5.20a-d y en la tabla 
15 se presentan los parámetros obtenidos por el algoritmo de estabilidad. Los campos 
de la fig. 5.20c-d son más inestables. 

Tabla I5a. Los modos más inestables de la onda RH (4,5) en T21 . En la amplitud 
\i!g = 0.003333335l. 

(m,n) de mayor ampl. 

1
- 1 modos W r \[J;:' en orden decre. 

( -1,3), (3, 7), (-5, 5) 1 0.02320 
(-2,4), (2,6) 2 0.00316 
(4, 5), (-4,5) 3 2.5 . 10-7 

(4,5),(-4,5),(0,2), 4 

Wi 

-0.103442 
0.060515 
2.37.10-6 

29.99 
30.00 
30.0 

7e 

(dias) 

6.85 
50.35 
613558.8 

T 
(dias) 

9.66 
16.52 
420574. 

Tabla I5b. Los modos más inestables de la onda RH (4,5) en T21 • En la amplitud 
\i!~ = 0.0083333351 

(m, n) de mayor ampl. 7
e 

T 

1

- 1 modos Wr W, X;¡; • • \[J;:' en orden deere. (dias) (dias) 

(-1,3), (-5,5), (3,3) 1 0.0507 -0.1167 29.99 3.13 8.56 
(-2,4), (2,6), (6, 6) 2 0.0369 -0.0614 30.00 4.3 16.28 
(-4,4), (O, 2), (0,4) 3 0.0327 -0.16942 29.99 4.86 5.90 
(1,4), (-3,6), (-3,4), 4 0.0285 0.05918 29.99 5.57 16.89 

Tabla I5e. Los modos más inestables de la onda RH (4,5) en T21 . En la amplitud 
\i!~ = 0.0105. 

(m, n) de mayor ampl. 7
e 

T 

1

- 1 modos Wr Wi x;;; • w;;' en orden decre. ~ (dias) (dias ) 

(-3,5), (0,2), (3, 7) 1 0.0549 0.1277 29.99 2.89 7.82 
(5,5), (2,4), (-4,6) 2 0.0511 -0.1893 29.99 3.11 5.28 
(3,4), (0,3) 3 0.0463 -0.0533 30.00 3.43 18.73 
(4,5), (-5,6) 4 0.0315 -0.0610 30.00 5.04 16.36 

Tabla 15d. Los modos más inestables de la onda RH (4,5) en T21 • En la amplitud 
\i!~ = 0.0109. 

(m, n) de mayor ampl. Te T 

1

- 1 modos W r Wi X;¡; . . 
w;~ en orden deere. (dias) (dias) 

(1,3), (5,5), (-3,3) 1 0.0547 0.1331 29.99 2.90 7.51 
(4,4), (0,2), (0,4) 2 0.0527 0.1963 30.00 3.01 5.09 
(2,4), (-2,6), (-2,6) 3 0.0473 0.0520 30.00 3.35 19.2 
(1,4), (-3,4), (-3,6) 4 0.0328 0.0614 30.00 4.85 16.2 

Las componentes de mayor amplitud 1;ji;:,1 que se manifiestan en el modo más ines

table (ec. 5.44) para la amplitud \i!~ = 0.0033333351 de la onda RH (4,5) básica, son 
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(-1,3) Y (3,7) ( ver tabla I5a y fig. 5.2Ia). La componente (-1,3) se propaga hacia el 
oeste mientras que la (3,7) se propaga hacia el este. Según Zang (1988) estos modos 
inestables forman una tríada con la onda primaría (4,5). Las perturbaciones mostradas 
en la fig. 5.21a..b muestran casi la misma configuración y se asocian más al carácter 
ondulatorio del flujo básico (fig. 5.20a-b). Las perturbaciones de la fig. 5.21c-d son 
similares y se relacionan más bien con la presencia de los jets tropicales en las zonas 
de confluencia y difluencia. Para el segundo modo normal más inestable (fig. 5.22a-d) 
correspondiente a cada flujo básico de fig. 5.20a-d, las perturbaciones de latitudes me
dias están adelante (fig. 5.22a), y atrás (fig. 5.22b) de la vaguada y por esto es que 
se nota que son ortogonales dichos contornos. Para casi todos los modos inestables el 
valor numérico de Xw para las distintas amplitudes casi coincide con el valor teórico 
que es 30 y está de acuerdo con la proposición 5. 
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Fig. 5.20. Onda Rossby-Haurwitz básica íIi(A, ¡t)=-w¡t+íIi54P54 (Ji)eos 4A , en las 
amplitudes íIi51, 0.0033333351 a), 0.0083333351 b), 0.ül05 e) y 0.0109 d). 
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Fig. 5.21. Contornos de la parte real ~r(.)"JL) de la amplitud del primer modo norn:,.al 
inestable, wr=O.0560 a), wr=O.0557 b), wr=O.0549 y e) wr=O.0547 d) correspondiente 
a cada amplitud de la onda RH (4,5) de fig. 5.20a-d. 
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Fig. 5.22. Contornos de la parte real ilir(A,¡.t) de la amplitud del segundo modo 
normal inestable, wr=,O.00316 a), wr=O.0369 b), wr=O.0511 y e) wr~,O.0527 d) corres
pondiente a cada amplitud de la onda RH (4,5) de lig. 5.20a-d. 



Veamos ahora cuál es el efecto de la fricción lineal, viscosidad y rotación de la esfera 
en la estabilidad exponencial de flujos incomprensibles sobre la esfera. 

Sea la ecuacíon de vorticidad sobre la esfera S2 con forzamiento y disipación sin 
dimensiones 

donde ~ ~ 1.65 x 10-68-\ es el drag lineal o término de amortiguamiento lineal, 
con dimensiones T-\ ves) es el coeficiente de difusión turbulento que tiene dimensiones 
de L2sT-1 y s es un número real, si s = 1 , entonces tenernos el término de difusión 
fickiana o de viscosidad molecular de aire v(l) ~ 1.4 x 10-5 ,,;2; si s = 2, entonces, 
tenernos el coeficiente de difusión biarmónica y es del orden (Hoskins y Ambrizi 1993) 
de v(2) ~ 2.338 x 1016 ,,;4. 

El problema espectral discreto de ecuación linealizada es ahora de la forma 

L K -V (K, >., ¡t) = w(K)-V(K,)., ¡t) 

en el sub espacio pN donde -V = {V1'} = {-X1'w1'} = {-X:;'w:;,} es eigenvector cuyas 
componentes son los coeficientes de Fourier V1' de la eigenfunción V con n1' :::; N. Donde 
K=M+N-1 y el operador LK : poK -+ P/,<, actua sobre los espacios de polinomios 
esféricos poK y tal que 

y la matriz LK = {L",} E C(N+1)2 x C(N+l)2. Donde los elementos de la matriz 

M 

L",1' = 2:::: B~",1'~ + D",1' - ~/j",1' 
;3(1 ) 

siendo los coeficientes de interacción triada: 

y la matriz diagonal 

(5.45) 

(5.46) 

La fricción lineal ( -~/j",) resulta sólo en desplazar todos los eigenvalores de la matriz 
R+ D a la izquierda del eje real por un valor de~. Lo cual implica que la estabilidad de 
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todos los modos aumenta con O'. Este efecto también se observó con nuestro algoritmo 
numérico al incorporar sólo el término de fricción lineal. 

j) Inestabilidad de la onda RH (4,5) Y RH (2,5) con disipación 
Por ejemplo para la onda RH estacionaria, especificado por el flujo básico \jf que 

tiene forma de una onda Rossby-Haurwitz de grado n=5 y número de onda zonal m=4: 

donde w = X5
2
_ 2 ' XS = 30. Los parámetros que se obtienen para IOH dos modos más 

inestables son: 

Tabla 16a. Los modos más inestables de la onda RH (4,5) en T21 . En la amplitud 
(j!~ = 0.019 

W, modo Wr 

1 0.1695 -0.2327 
0.1442 0.3418 2 

X;¡; 
29.999 
30.000 

Te (di as) 
0.9398 
1.1032 

Periodo T (dias) 
4.2966 
2.9252 

Sin fricción lineal tenemos que para el modo más inestable w = 0.169515 - iO.232737 
y con fricción lineal (O' = 5.78 X lO-S), w = 0.169457 - iO.232737. 

Consideramos ahora en nuestro algoritmo numérico de estabilidad, el término de 
difusión turbulenta VX;, y rotación 2m..,x;1 de la esfera con s=,l y v (1) ~,5.78x l(l-4 

En este caso obtuvimos los parámetros, para los primeros dos modos más inestables de 
la onda RH 

Tabla 16b. Los modos más inestables de la onda RH (4,5) en T2J y con disipación. 
En la amplitud (j!~ = 0.019. 

modo W r w, X;¡; Te(dias) Periodo T ((Úa.» 
1 0.1485 -0.2324 28.42 1.071 4.30 
2 0.1340 +0.3434 27.89 1.187 2.91 

Para la onda RH (2,3): 

donde w = X,2_2' y como función de su amplitud, para (j!~ = 0.0011333351, 0.002, se 
muestra en la tabla 16c-d, los parámetros obtenidos por el algoritmo de estabilidad al 
incluir disipación. 
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Tabla 16e. Los modos más inestables de la onda RH (2,5) en T21 . En la amplitud 
*g = 0.0011333351. 

proceso [lSico modos Te T 
WT Wi X~ (dias) (dias) 

(5 = V = o. .00758918 -.037485 29.9 20.97 26.6 
(5 = 5.78 X 10-8 1 .00758928 +.037485 30.0 20.97 26.6 
V (1) = 1.4 X 10-5 .00690658 +.037381 29.1 23.04 26.7 
(5 = V = o. .00123000 +.104543 30.0 129.3 9.5 
(5 = 5.78 X 10-8 2 .00122991 +.104543 30.0 129.4 9.5 
V (1) = 1.4 X 10-5 .00078205 +.104700 24.5 203.5 9.5 

Tabla 16d. Los modos más inestables de la onda RH (2,5) en T21 • En la amplitud 

*~ = 0.002. 

proceso fÍsico modos W T 

(5 = V = o. 
(5 = 5.78 X 10-8 1 
V (1) = 1.4 X 10-5 

(5 = v = o. 
tJ = 5.78 X 10-8 2 
V (1) = 1.4 x 10-5 

.01045032 

.01045031 

.01003589 

.00050122 

.00050107 

.00018180 

Wi 

+.0354388 
+.0354389 
-.0356648 
+.2151383 
+.2151379 
-.0732656 

Te T 
X~ (di as) (dias) 
29.99 15.22 28.21 
30.00 15.22 28.21 
29.99 15.23 28.21 
30.01 317.5 4.64 
30.00 317.6 4.64 
23.05 875.4 13.64 

Al observar la estructura de la amplitud ~ T de estos dos modos más inestables (tabla 
16b), se notó que son de menor amplitud que los de la tabla 16a. Este mismo efecto 
se observó con la onda RH (2,5). El término turbulento v(s)X~ y el término rotación 
2im:;lcontribuyen en los elementos diagonal de la matriz estabilidad La,,! e influyen 
sobre la distancia entre sus eigenvalores. Los elementos de la diagonal aumentan con 
n" ya que X"! = n"!(n"! + 1). 

5.4.3 Inestabilidad de soluciones generalizadas 

k) Estabilidad lineal del modón de Verkley 1984 
Sea una solución generalizada (aislada) básica estacionaria de la ecuación de vorti

cidad sobre la esfera: 

*(.\ ) = { Xo(X, Ji) - Wo/1 + Do en 'P,(So) 
, /1 Xi(X, /1') - Wi/1 + Di en 'P,(Si) 

(5.47) 

donde (para el caso del modón de Verkley,1984): 

Xi(A', Ji) = AiP~(/1') cosA' + BiP~(/1') 

son los momentos multipolares (Verkley, 1984) y eigenfunciones del operador Laplace 
sobre la esfera, tal que f:!.Xi = -X"Xi Y f:!.Xo = -X"Xo. En la región del modón 
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interno '1',,(8;) = {(>", ¡.t') E 'Pk(n" n n.) : ¡.t' > ¡.ta} Y en la región del modón externo 
'1',,(80 ) = {(X, ¡.t') E 'Pk(n" n n.) : ¡.t' < ¡.ta}, ¡.ta es la interface entre la región interna y 
externa del modón, tal que O < ¡.ta < 1. Aquí para el caso estacionario Wo = 2/ (Xu - 2) 
Y Wi = 2/(X" - 2); la vorticidad absoluta 

en '1',(80 ) 

en '1',(8;) 
(5.48) 

Esta solución básica ~(>', ¡.t) de la EVB, se muestra en la fig. 3.3a la cual se obtuvo 
de la ecuación 3.13, y es un vórtice bipolar estacionario ecuatorial al sur de la República 
Mexicana. Se aplicó el algoritmo de estabilidad en la truncación T2l y Tal. Los contor
nos de la parte real {i}r(>', ¡.t), de la amplitud {i} para los primeros cuatro modos más 
inestables en la truncación T2l y Tal se presentan en la fig. 5.23a-d, y en la fig. 5.24a-d 
respectivamente. En la truncación Tal las perturbaciones tienden a ser más coherentes 
que los de T2l (fig. 5.23a-d) y se localizan básicamente en la vecindad del modón (N') 
y a lo largo de la franja tropical. Estos resultados son consistentes con los campos de 
las simulaciones numéricas de la EVB vista como un problema de valores iniciales ( 
figs. 4.4a-d) donde se muestra que las perturbaciones se generaron en la vecindad del 
modón. Los parámetros principales (en la truncación T21 y Ta¡)de estos cuatro modos 
más inestables se dan en la tabla 17a. El número espectral Fojrtof X;¡; se ve que no 
tiene una tendencia hacia un valor fijo. 
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a b 

e d 

Fig. 5.23. Contornos de la parte real {ir(A,tL) de la amplitud de los primeros cuatro 
modos normal inestables, wr=O.00316 a), wr=O.0369 b), wr=O.0511 y e) wr=O.0527 d) 
correspondiente al modón de Verkley (1984), de fig. 3.3a ó fig. 5.25 Y en la truncación 
T2l · 
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a b 

e d 

CONTOUlt ynOW -1~ ro I~ llY J (;ot<TOU~ rnOIl _1~ TO 1~ 0'( ~ 

Fig. 5.24. Contornos de la parte real \iir(,\,J.l) de la amplitud de los primeros cuatro 
modos normal inestables, wr~~O.1891 a), wr~cO.0450 b), Wr ,cO.0123 y e) wr·-~O.0105 el) 
correspondiente al modón de Verkley (1984), de fig. 3.3a yen la. trnncación T;ll. 
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CONTOUR FROM -9 ro 9 BY 1 

Fig. 5.25. Función de corriente básica del modón de Verkley, 1984 utilizado en los 
análisis de estabilidad. 
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Tabla 17 a. Los modos más inestables del modón Verkley (1984) en T21 y T31 , 

Truncación modo W r Wi X;p Te (dias) T (dias) 
T21 1 0.2174 -0.5626 124.7 0.73 1.7 
T21 2 0.1287 0.2932 118.18 1.23 3.4 
T21 3 0.0669 -0.9010 248.54 2.3 1.1 
T21 4 0.0585 0.9086 234.3 2.7 1.1 
T31 1 0.1891 0.6181 120.7 0.84 1.61 
T31 2 0.0450 6.34xlO-7 114.8 3.5 1576598.3 
T31 3 0.0123 0.9839 523.93 12.9 1.0 
T31 5 0.0105 0.8320 422.4 15.0 1.2 

Si los modones son muy robustos a perturbaciones pequeñas, entonces estas solucio
nes tienen implicaciones importantes sobre las anomalías persistentes, que se observan 
en la atmósfera. Un modón como se indicó en el capítulo 3, con un contorno cerrado cn 
la frontera de la región interior, actúa como un abstácuio y podría excitar un tren de 
ondas RH estacionarias en su delantera. Bajo ciertas circunstancias este trcn de ondas 
RH que estan en la delantera pueden alcanzar al modón por atrás, esto por la ciclicidad 
en la dirección zonal y después extraer energía de la región interior y después radiados 
al exterior (figs. 4.4b-d, figs. 5.23a-d y figs. 5.24a-d). 

Estabilidad lineal del modón de Verkley 1990. 
Sea la solución básica iIí(.>., ¡.¡,) modón uniforme de Verkley (1990), el cual se obtuvo 

de la ecuación 3.13: 

donde Si, So e S2 son las regiones interna y externa del rnodón, tal que 

donde 

6,'Yo = -XoYo ; 6,'1'; = e, 

siendo A" Bo , XO y ei constantes. Las funciones especiales en este caso (Verkley ,1990) 
son: 

y 

sm((J') = pm(_ cos (J') si m > O (7 > 
O" a ) -,-

1 

2 

{ 

Lncos (~), sim=O 
Tm(e') = _ [(m;lll [tan (~)t si m > O 

1.39 



donde P:;' es la función asociada de Legendre de orden m y grado real a, siendo m el 
número de onda zonal, (J' = ~-sen-l f.1 , Y las constantes As Y Bs se determinan de las 
condiciones de continuidad. La función S:;'(O') es regular en (J' = 1f Y singular en (J' = O. 
La función T"'((JI) es regular en (J' = O Y singular en (J' = 1f. 

La vorticidad absoluta adquiere la forma: 

q (>.', f.1') = { -x°y;' (N, f.1') + (2 + 2wo)f.1 en ep,,(80 ) 

ei + (2 + 2Wi)f.1 en ep,,(8i ) 

Para hallar una expresión más explícita del modón, se debe dar la forma funcional de 
las constantes en 1';, y Y;. Condiciones de continuidad deben satisfacerse al generar estas 
funciones (iii = 1ji" (N, f.1') , ~!7, .6.'1ji ,,) en el borde de la región interior. Para el caso 
estacionario entonces, se tomó Cv = O en la ecuación 3.10, y como una consecuencia se 
obtiene aproximadamente (Verkley, 1990) que a = 8.06. 

Se generó numéricamente el modón Verkley uniforme '¡jJ (con los parámetros epa = ~;, 
U = 8,06, "'o = 0.028, >'0 = 180°, epo = ¡) sobre el sistema de coordenado local (SI", 'P,,), 
, ,T, 01, -1 U ...,2..., d . 1 U' ...,2 d"O "O 1. c. 'l-' K = 'f' o Y" : K e J"'ti, ---+ f\ .. , toman o una retlcu él en '" e /\""t>. e u X,) 1 

donde se considera la región interna ep,,(8i ) y externa 'P,,(80 )' Sobre la malla de (128, 
64) puntos Gaussianos del sistema no primado ya en U" se interpolaron los valores 
de 1ji ro' La función resultante (modón de Verkley uniforme) ya vista en el sistema de 
coordenado local U, e n~ se muestra en la Fig. 3.3b y es un vórtice bipolar uniforme 
localizado sobre el golfo de Alaska. 

Para verificar el algoritmo numérico de estabilidad los resultados numéricos también 
se compararán con la estimación teórica que da la siguiente proposición: 

Proposición 8 (Verkley, 1990). Sea la solución básica iii(>., f.1) modón uniforme de 
Verkley (1990) de la EVB con vorticidad uniforme sobre la región interna ep,,(8i ) = 
{(N, f.1') E ep"(O,, n O.) : f.1' > f.1a}. Entonces los campos de v,. para los modos estables 
o inestables son cero sobre la región interna S;. 

Dem. Ver Verkley, 1990. 
También se comparará los resultados de nuestro algoritmo numérico con la estima

ción de la proposición 6 obtenida por Skiba y Strelkov (2000 ). En este caso la enstrofía 
de la perturbación se descompone como 

E(1jiI) 

lo cual implica que si E # O 

EO E i E i 

1=1f+1f=5+ E 

donde 5 = e;, y de la ecuación 5.13 EO(~) = E(~)5 y 
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es el número Fjorftofpesado (número Skiba) según la proposición 6, siendo X" = 0"(0"+ 1) 
Y Xa = a(a + 1) Sea la función ,p : S2 -+ R, para determinar las integrales de la 
forma 

1. ,pds(x) 

se considera el atlas (D¡, ip¡), 1 = i, K, el cual cubre completamente a la esfera y la región 
interna del modón Si e sn , Si e D, n DK contenida en el dominio coordenado D, de la 
carta (íl" ip,) con coordenadas (x;, .. , x~) = (A, ¡t) sí n = 2. Sea,p una función continua 
y acotada definida sobre S2. Entonces intentamos definir la integral de ,p en el sistema 
no primado sobre Si por la fórmula 

donde \íI,(x;, .. , :¡;~) = ,p o ip;l (x;, .. , x;') es la expresión en coordenadas de ,p. Sea S, 
también contenida en ílK el cual es el dominio coordenado de la carta (ílK , ipK)' con 
coordenadas (x~, .. , x~) = (A', ,/) si n = 2. Entonces por definición tenernos que la 
integral de ,p en el sistema primado sobre S, se calcula como 

1 'if;ds(x) = 1 111 K(X~, .. , x~)dx~ . ·dx~ = 1 'if; o ip;;-l(A', ¡l)dA'd¡t' 
s, ",.(Si) ",.(S;) 

Por otro lado existe la regla de transformación entre coordenadas locales <p,< 
ipK o ip;l : U," -+ U" tal que ip,,(x;, ."x~) = (x~, ."x~), donde U,< = <p,(íl, n ílK ) y 
UK , = <p«ílK n íl,). Sea lac ip," la matriz Jacobiana de la transformación <P .. y su 
determinante definido corno 

det J ac ip,< = 
"( J ".n) __ u X k1 .J.'k 

-- O(x 1 Xn)' 
t )' ¿ 

8(,¡:1 .t:1l ) 

paras E 8 2 tenernos que det .lacip,< (<p,(s)) = det laClp'K (x;, ."x~) = ~a( ;' ~)(x;, .,.x~) 
X"X, 

y por lo que para una función ,p : S2 -+ R, Y <p," = ip< o <p;1 : U" -t U., tenernos la 
regla 

1l1,(ip,(s)) = 1l1"(<p,,, (<p,(s))) det lac <p",(<p,(s)). 

Por otro lado, para la transformación inversa ipK', = <p, o <p;;1 : UK<. -) U,", donde 
((¡';;L(X~) ") .:t~) == (x;) .. , x~), la regla es 

Así que por la fórmula de cambio de variable en las integrales múltiples anteriores 
pueden escribirse al usar la transformación 
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como 

¡ w,(x;, .. , x~)dx; . ·dx~ = 
<1',(5,) 

donde se ha usado que dxl··dxn = 8(x), .. ,x?) dxl .. dxn siendo 8(x~, .. ,x~) el determinante 
L L a(x¡, .. ,x~) K"" 8{x¡' .. ,x-r-) 

Jacobiano del difeomorfismo r.p~ o r.p;1 de r.p,(n, n n~) a r.p~(n" n n,). Lo cual demuestra 
que ambas integrales son iguales, ya que Jac r.p"jac r.p,,,=Jac r.p,,,Jac r.p",= In, donde 
In es la matriz identidad n x n , y por otro lado no es dificil demostrar que det J ac 
r.p,~ = 1. 

El centro de la región interna Si del modón es el polo norte primado N' y r.p,,(Si) = 
((X, fa) E r.pk(n"nn,): ¡l > ¡..ta}. En los cálculos numéricos las integrales en el sistema 
primado: 

lo resolvemos numéricamente de la forma 

donde 

siendo Ita = It~ < /t~ < ...... < ¡..t~ = 1, una partición del intervalo [Ita, 1]. Por otro 
lado la integral de W(X) en el intervalo [-7r,7rJ se determina, eligiendo la partición 
-r, = ).~ < ).~ < ...... < >.;. = 7r, como 
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Ahora como 

J J 

1J!(A;) = ¿ 1J!n(A;, fLj(A)) (fLj+1 - fLj) ; 1J!(A;+1) = ¿1J!A;(A:+I ,fLj(Ai+¡))(fLj+1 - fLJ) 
j=1 j=1 

obtenemos que 

1 J 

~ ~ ¿ ¿ [1J! ,,(A;, fLj) + 1J! ,,(A;, ¡'¿~+1) + 1J! ,,( A;+1' ¡.¿j) + 1J! n (A;+I' ¡.¿j+I)] 
i=l J=l 

(¡'¿j+1 - ¡'¿j)(Ai+1 - Ai) 

pero como (Ai+1 - A,) = /::1 para todo i = 1, .... .! - 1, Y así que obtenemos que la 
integral en la región interna se determina aproximadamente como 

r 1+"1+1 ls, 1/!ds(x) = _" 1'. 1J!,,(X, ¡l)dXd¡.¿' 

1 J 

= 4(/: 1) i;~ [1J!n(A;,¡.¿j) + 1J!n(A;,¡.¿j+l) + 1J!,,(A;+1,¡.¿j) + 1J!,,(A;+I,fLj+1)] 

(fLj+1 - ¡'¿j)(Ai+1 - Ai) 

Similarmente se calcula la integral numérica de una función sobre el sistema no primado. 
Se aplicó el algoritmo de estabilidad y los contornos de la parte real q[r(A, ¡.¿) y 

v,. = ,6. q[" de la amplitud para el modo más inestable se presenta en la fig. 5.27a-d, y 
fig. 5.27c-d, en la truncación T21 y T31 respectivamente, y donde ahora se presenta el 
val~ numérico del número espectral Skiba X;¡;" En las dos truncaciones la configuración 
de 1J!r para el modo normal más inestable es el mismo. Los parámetros principales en 
la truncación T21 y T31 de los cuatro primeros modos más inestables se da en la tabla 
17b. En la truncación T:l1 las perturbaciones tienden a ser más coherentes y se localizan 
básicamente sobre el Pacífico sur. En los campos de Vr (ver fig. 5.27b,c) sobre la región 
interna del modón pasan los contornos ceros, y por lo tanto está de acuerdo con la 
estimación de la proposición 8 anterior. 
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Fig. 5.26. Función de corriente básica del modón de Verkley, 1990 utilizado en los 
análisis de estabilidad. 
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a b 

e b 

Fig. 5.27. Contornos de la parte real de \jir(A,p) y Vr=.0.\jir del primer modo 
normal más inestable del modón de Verkley (1990), con wr=0.2630 en la truneación 
T3l , a) y b); Y con wr=0.2629 en T3b e) y d) respectivamente. 
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Tabla 17b. Los modos más inestables del modón verkley (1990) en TzJy TaJ , 

Truncación Modo Wr Wi X~. X~ Te (dias) T(dias) 
T2J 1 0.2630 5.51xl0-7 73.04 86.36 0.6 793992. 
T2l 2 0.2179 0.039 73.56 90.82 0.73 25.37 
T2l 3 0.2070 -0.0918 73.44 102.41 0.76 10.89 
T2l 4 0.2004 -0.2933 73.44 72.86 0.79 3.4 
Tal 1 0.2629 -0.0180 73.0386 84.03 0.60 52.5 
T3l 2 0.2455 0.0540 73.1628 93.83 0.64 18.50 
T3l 3 0.1928 0.2739 73.2115 73.43 0.82 3.65 
T3l 4 0.1790 0.1243 73.20 102.29 0.88 8.04 

Como puede observarse en la tabla 17b, todavía no hay una concordacia total en 
los resultados teóricos y numéricos con la truncaciónes T2J y T3l . En la columna 5 
se demuestra una convergencia de los resultados numéricos conforme el número de 
truncación M y N de la serie de Fourier (8) aumenta. Por ejemplo para el modo 
más inestable puede verse que todavía hay una diferencia entre el valor teórico XC" = 
J(J+ 1) = 73.02 del número espectral X~8 según la proposición 6 y el valor numérico el 
cual es igual a 73.04 en la resolución T2b y 73.03 en la resolución T3l • Para el segundo 
modo más inestable el correspondiente valor numérico se aleja más al valor teórico que 
es igual a 73.56 en TZl , y 73.16 en T3l • Más sin embargo, como se nota en la figura 5.27a 
y 5.27c, el modo más inestable es casi de la misma estructura en las dos resoluciones 
T21 y T3l · 

Como se indicó arriba, la serie de armónicos esféricos para el modón y sus per
turbaciones convergen más lentamente que los correspondientes fiujos PL y ondas RH 
(Topuria, 1987; Skiba, 1989, 1994, 1997). Más sin embargo, debido al fenómeno de 
Gibbs (Davis, 1963), la convergencia de la serie de Fourier es más rápida dentro de las 
regiones Si y So que en la vecindad de la frontera J-L = J-La, así que no importa qué tan 
grandes sean M y N , en algún punto de la esfera S2 las sumas finitas (5.8) son muy 
cercanas a las mismas funciones ~,\lI1 Y 1;/, pero en otros puntos estas sumas difieren 
mucho de iJi,w l y ¡;t. Por lo tanto mayores truncaciones M y N que 31 deben de usarse 
en (5.8) para reducir los errores numéricos. La importancia de usar grandes resolucio
nes para la solución del problema espectral (5.15) lo ha demostrado teóricamente Skiba 
(1998) y numéricamente Neven (2001) que ha usado la resolución T34J y el método de 
potencia en el estudio de estabilidad de modos normales de modones sobre la esfera. 

m) Estabilidad lineal de la solución global Wu-Verkley 
Sea la solución básica Wu- Verkley (Wu,1993) construida en la ecuación 3.18 de la 

forma: 

{ 

Yí(A - ct, J-L) - wJJ-L + DJ en SI 
~(>., J-L) - Yo(A - ct, ¡.t) - woJ-L + Do en So 

12(>' - ct, ¡.t) - W2J-L + D2 en S2 

{ 
Xo (X, ¡.tI) - Wo¡.t + Doen rp,(So) 

- Xi (N, ¡.tI) - Wi¡.t + Di en rp,(Si) 
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el cual es una solución exacta de la ecuación de vorticidad sobre la esfera, Si, SO' e S2, 
donde SI = [-71", 7I"J X [-¡to, ¡to], So = [-7I",7I"J X [-¡to, 1J, S2 = [-71", 7I"J X [-1, -¡tojo Siendo 
'I',(5i) = So = {(A, ¡t) E (¡n(n¿ n n,,) : ¡t E (-¡to,¡to)}, 'I',(SO') = SI U S2 = {(A, ¡t) E 

'I',(S1¿n S1,,) : ¡t E (¡to,l] U [-l,¡to), O < ¡to < 1} 
Las velocidades de fase, en SI U S2 es e = e", = Wl - 2(Wl+1) y en SI U S2 y en So x. 

CO' = Wo - 2(wO+l) • Así que para el caso de una solución estacionaria (ea = eO' = e = O) x. 
obtenemos que 

2 2 
Wo = (XO' - 2) ,Wl = (X", - 2) 

Las eigenfunciones 1';, adquieren la forma 

Yo(A - et, ¡t) = AoT2(¡t) + BoT;:(¡t) cosm(A - et), 

siendo Q o a números reales, tal que 

Con los parámetros ¡to = sentPo, tPo = 29.990', m = 2, Q = 4.5419, a = 5.7701, 
X'" = Q(Q + 1) = 25.1717, XO' = a(a + 1) = 39.0679 se obtiene esta onda Wu-Verkley 
básica. En la lig. 3.4 se muestra para distintas amplitudes, la estructura de esta solución 
básica y en la fig. 5.28a se presenta la solución básica que se aplicará al algoritmo de 
estabilidad. 

Se aplicó el algoritmo de estabilidad y los contornos de la parte real ;Jir(>', ¡t) de la 
amplitud para los primeros cuatro modos más inestables se presentan en la lig. 5.28b-c, 
y lig. 5.29a-d, en la truncación T21 y T31 respectivamente. Los parámetros principales 
en la truncación 721 y T31 de los cuatro primeros modos más inestables se da en la tabla 
18. En la truncaciones T21 y T31 las perturbaciones básicamente son las mismas y son 
más coherentes los de T31 . La ;Jir para el primer modo más inestable (fig. 5.28b ó 5.59a) 
las perturbaciones se localizan sobre la zona de difluencia de los jets subtropicales, lo 
cual se nota mejor en la T31 . Para el segundo modo normal más inestable (fig. 5.29b) 
hay perturbaciones en la zona de difluencia del jet ecuatorial del campo básico por otro 
lado en las latitudes más altas estas perturbaciones se extienden sobre la~ zonas de 
confluencia de los jets subtropicales. 

Tabla 18. Los modos más inestables la onda Wu- Verkley en T21 y T31 , 

U7 



TN modo Wr Wi X~ X~s Te (dias) T (dias) 
T21 1 0.073024 -0.109390 34.49 32.07 2.17 9.14 
T21 2 0.058004 -0.118794 32.02 33.93 2.74 8.41 
T21 3 0.039895 -0.200079 38.42 36.30 3.90 4.90 
T21 4 0.029342 -0.167168 34.24 33.86 5.42 5.98 

T'n 1 0.070869 -0.112484 34.70 32.50 2.24 8.80 
T31 2 0.056491 +0.131531 31.66 35.14 2.80 7.60 
T31 3 0.049520 +0.208081 37.50 34.48 3.20 4.80 
T31 4 0.038106 -0.191328 34.00 32.96 4.10 5.22 

Para el caso de la solución global Wu-Verkley la expresión de la enstrofía de la 
perturbación se expresa en la forma 

E(W') EO(W') + Ei(w') = ~ 1 1 Ll W' 1
2 ds + 

47r (l'o,I)U[-I,-!'<>J 

Llw' 1
2 ds = - 1 Llw'I2 ds+ - 1 LlW' 1

2 ds [ 
1 12". 1,+1 1 12" ¡-/'O ] 

47r o 1'0 47r o -1 

Lli[T' 1
2 ds 

Como puede observarse hay una buena concordancia total en los resultados teóricos 
y numéricos con la truncaciónes T21 y T31 • En la tabla 18 (columnas 5 y 6) se demuestra 
una convergencia de los resultados numéricos conforme los números de truncación M 
and N de la serie de Fourier aumenta (5,8), esta convergencia es muy lenta. Por ejemplo 
para los cuatro modos inestables puede verse que hay todavía una diferencia entre los 
valores numéricos del número espectral Fojtorf X~ y el número espectral Skiba X~s' 
según la proposición 6. 
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Fig. 5.28. Onda Wu-Verkley básica que se utiliza en los cálculos de estabilidad a), y 
contornos de la parte real iíir(.Á,¡.t) de la amplitud de los primeros cuatro modos normal 
más inestables, wr=O.083541 b), wr=O.059525 e), wr=O.04118 <1) y wr··O.03922 e) en 
la truneación T21 • 
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Fig. 5.29. Contornos de la parte real ~r(\tt) de la amplitud de los primeros euatro 
modos normal más inestables de la Onda Wu-Verkley básica, wr=O.0758 a), wr=O.06499 
b), wr=O.04332 e) y wr=O.03566 d) en la truneación T3l • 
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Capítulo 6 

CONCLUSIONES 

La ecuación de vorticidad barotrópica no divergente se ha usado con éxito durante varias 
décadas para describir la dinámica de procesos atmosféricos barotrópicos de gran escala 
y de bajas frecuencias. A pesar de ser un modelo muy simplificado de las ecuaciones 
de la dinámica atmosférica contiene los ingredientes principales que pueden describir el 
comportamiento complejo de la atmósfera, incluyendo el comportamiento caótico (I1yin, 
1993, Skiba, 1997). 

En este estudio, desde varias perpectivas y usando el método espectral se ha ana
lizado la ecuación de vorticidad barotrópica no divergente sobre la esfera. El objetivo 
priilcipal fue analizar el modelo analítico, el modelo espectral numérico( de valores ini
ciales y el de estabilidad), y realizar pruebas del modelo espectral con flujos analíticos 
(PL, RH, Wu-Verkley, modones). 

Se examinó la clase de soluciones exactas de la EVB, como son los flujos zonales, 
ondas Rossby Haurwitz (RH), las soluciones aisladas (modones), y las soluciones globa
les llamadas ondas Wu-Verkley formadas por varias ondas RH. Donde se hizo el intento 
de concctar métodos modernos de la teoría de funciones definidas sobre la esfera, con la 
represcntación de funciones en términos de armónicos esféricos, se trató de dar una for
mulación matemática rigurosa de los distintos aspectos conectados con la construcción 
de estas soluciones exactas de la EVB. 

Después en el capítulo 4 se resolvió la EVB sobre la esfera usando el método numé
rico de transformada espectral y se probó con la clase de soluciones exactas de la EVB. 
Se enfatizó en estudiar el comportamiento del error relativo entre la solución exacta 
y la solución numérica, y en preservar la energía cinética total, la enstrofía integral y 
la estructura geométrica de las soluciones (flujos zonales, ondas de Rossby-Haurwitz, 
soluciones de Wu-Verkley, y modones bipolares de Verkley). Las integraciones reali
zadas con el modelo en un intervalo de 10 días, mostraron que las soluciones exactas 
clásicas se reproducen con una buena precisión. Sin embargo, la estabilidad de las 
soluciones exactas generalizadas respecto a los errores iniciales y los errores asociados 
al forzamiento numérico puede ser un serio obstáculo en simular el comportamiento 
de dichas soluciones a largo plazo. Si éste es el caso entonces el modelo espectral con 
alta truncación y con un paso de tiempo muy pequeño falla en resolver el problema. 
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Esto por el error que se comete al integrar por el esquema leapfrog. Comparando, las 
trayectorias de las soluciones numéricas con las soluciones exactas, éstas divergen de 
una a otra en el tiempo. Por otra parte, la energía total y la enstrofía integral de todas 
las soluciones calculadas numéricamente se conservan con un alto grado de precisión 
por lo menos durante los primeros diez días. Analizando éste problema se propusieron 
algunas alternativas de cómo resolverlas más eficientemente que fué el de incorporar un 
filtro numérico en el tiempo en el esquema de integración leapfrog y el de proponer un 
método implícito (el cual no se probó) en la forma espectral para integrar la EVB. 

Incorporando el filtro numérico, y los términos de forzamiento y disipación se realiza
ron integraciones a más largo plazo hasta por 100 días o más. Las pruebas se realizaron 
con la solución Wu-Verkley y la solución similar a la de Wu-Verkley construida en base 
a observaciones en el cap. 3. Wu, (1993) al usar un modelo espectral dependiente del 
tiempo, con forzamiento y disipación, demostró que las soluciones libres Wu-Verkeley 
(1993) un poco degeneradas pueden por resonancia exitarse a una amplitud finita, y 
que los procesos de inestabilidad barotrópica y resonancia no lineal de ondas planeta
rias es el mecanismo que dispara regímenes de flujos diferentes en ambos hemisferios. 
Según Wu esto es una regla que podría producir la variabilidad de baja frecuencia que 
se observa en la atmósfera. Estos experimentos los repetimos con la nueva solución 
(;Qnstruida en el cap. 3, la cual es menos idealizada. La estabilidad de esta solución 
se probó con integraciones en el tiempo usando el modelo espectral y para esta nueva 
solución, ésta demostró oscilaciones entre dos tipos de regímenes parecidos a los encon
trados por Wu, 1993. También al realizar integraciones a largo plazo (150 días) con 
forzamiento, y disipación y al calcular la anomalía de flujo promedio de los resultados 
de los primeros 100 días observamos (fig. 4.9c) la existencia de ciertos patrones de 
variabilidad de baja frecuencia, los cuales podrían estar conectados con el proceso de 
inestabilidad barotrópica. 

Se probó el algoritmo numérico de estabilidad barotrópica, desarrollado para estu
diar la inestabilidad de flujos ideales arbitrarios sobre la esfera en rotación. Se pro
bó con la clase de soluciones exactas de la EVB que fueron flujo zonal especificado 
por polinomios de Legendre, ondas Rossby-Haurwitz zonales, modones zonales, ondas 
Rossby-Haurwitz, modones y las ondas Wu-Verkley. Los resultados de los experimen
tos numéricos de estabilidad se checaron con algunas estimaciones teóricas desarrolladas 
hasta ahora. Para los flujos zonales los resultados numéricos de estabilidad fueron de 
buena precisión satisfaciéndose todos los requerimientos teóricos (a-j). En particular, 
todas las figuras representando la función t;ie corriente del modo normal más inestable 
Iji', la inclinación de los contornos de Iji' fue opuesto al de el perfil de velocidad básica. 
El cual está de acuerdo con la primera integral de la ecuación (5.34) de energía de 
perturbaciones (el corolario). Para flujos zonales en más de el 50 % de los experimentos 
que se realizaron, el número de onda zonal para el modo más inestable fue m = 2. Los 
siguientes fueron m = 3 y m = 1. Lo cual está de acuerdo con los resultados obtenidos 
por Baines (1976). 

Los resultados numéricos sobre la inestabilidad del modón monopolar zonal fueron 
también satisfactorios. La mayor parte de los requerimientos a)-j) se cumplieron. Por 
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otro lado como el modón no es tan suave como los flujos PL o ondas RH (ya que la 
derivada de la vorticidad del modón e~ discontinua sobre la esfera), entonces las series 
de armónicos esféricos para el modón \[t y sus perturbaciones converge muy lentamente 
conforme la truncación M y N aumenta. Hémos (Pérez y Skiba 2000) encontrado dos 
manifestaciones de porqué se presenta la convergencia lenta: 1) la estructura del modo 
más inestable se cambió en la resolución T31 el cual fue el mismo en la truncaciones T21 

y T42 ; y 2) al comparar con los flujos zonales PL y las ondas RH, el número espectral 
)(~ = r¡(W)¡ K(W) de la amplitud del modo normal más inestable del modón zonal y 
del modón (aislado y uniforme) se calculó con mayor error. Por lo tanto para obtener 
mejores resultados para el modón se requiere trabajarlo con una mayor resolución que 
la de T42 . 

También tornamos un estado básico zonal observado que fue el patrón medio cli
matológico de enero en 200 mb, obtuvimos pocos modos inestables, con el algoritmo 
numérico de estabilidad y en T21. También este mismo efecto se notó con el flujo zo
nal de una combinación lineal de polinomios de Legendre, lo cual suguiere que lo que 
domina es el proceso de inestabilidad baroclínica. 

Se usaron estados básicos analíticos más complicados entre los que se incluyen a las 
ondas RH y estructuras no lineales tales como modones y ondas Wu-Verkley. El patrón 
de perturbaciones de los modos inestables de las ondas RH y ondas Wu-Verkley, fue 
que básicamente se extendieron sobre las zonas de confluencia, la lateral y difluencia 
de los jets, tal como se mostró en la fig. 5.9 y fig. 5.10. En las ondas RH básicas de 
gran amplitud, adelante de las vaguadas las perturbaciones tienden a dirigirse hacia los 
polos y adelante de las crestas la ruta de las perturbaciones se dirigen hacia el ecua
dor. Ondas RH (m,n) con n-m pequeño tienden a ser menos inestables, por ejemplo 
las RH (2,3) Y RH (4,5). Pero las ondas RH (2,5), RH (3,6), RH (4,5) y RH (4,7) son 
más inestables. No se encontraron perturbaciones en la zona de destrenzamiento del 
jet, sólo cuando las ondas RH eran de gran amplitud o sea un transporte meridional. 
Se generan perturbaciones sobre el jet ecuatorial (ducto de los oestes según Webster 
y Holton, 1982), cuando el jet es de cierta intensidad y casi no se manifiesta cuan
do éste es muy débil, por lo que ésto puede atribuirse a un proceso de inestabilidad 
barotrópica. En los estudios climatológicos del flujo troposférico superior algunos au
tores indican que los máximos relativos de los transitorios de gran escala sobre el dueto 
ecuatorial se mantienen por perturbaciones de latitudes medias que se propagan hasta 
el ecuador. La estimación numérica del número espectral )(~ = r¡(W)¡ K(W), para las 
distintas amplitudes de las ondas RH (m,n), coincidió muy bien, con el valor teórico 
X~ = r¡(W)¡ K(W) = )(n = n(n + 1) de la amplitud del modo normal inestable. La 
estructura espectral de estos modos observados o analíticos puede contribuir a una me
jor comprensión de las anomalías persistentes del flujo atmosférico y por lo tanto la 
variabilidad de baja frecuencia. Los planes futuros es el uso de los modelos numéricos 
para estudiar flujos reales. 
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SIMBOLOS 

a ............ radio de la tierra 

S2 ......... .la esfera unitaria de radio 1 

Cgo(S2) .... espacio de funciones valuadas en los complejos que son continuas sobre S2 
conjuntamente con todas sus oo-derivadas 

C r (S2) .... espacio de funciones continuas sobre S2 conjuntamente con todas sus r
derivadas 

(', .) ...... , producto escalar 

L3 ...... espacio de funciones integrables finitas que son ortogonales a la constantes 11 
. 11= (', .)1/2 =11 . 1Ii,2 ...... norma en el espacio L3 

o 

). .............. es la longitud 

/1 ............... seno de la latitud <P 

Hr ............ subespacios de polinomios esféricos homogeneos 

,6. .............. Laplaciano sobre la superficie de la esfera S2 

Yo, == P;::'" (/1) eim" >. = Yn'::" ............. armónicos esféricos 

P;:' ............. polinomios asociados de Legendre normalizados de grado n y número de 
onda zonal m 

FFT ........... transformada de Fourier rápida 

Hg ........ espacios de Hilbert o de Sobolev. 

(', .)", .......... producto escalar en los espacios Hg 

11 . II~=II . Iltó'(S2)=1I (-,6.) '} . lIi.;····· ... norma en los espacios Sobolev H(f 

n 3 
......... espacio Euclideano en tres dimensiones 
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- ---- --------- -----------------

(ne, 'Pi) .......... carta local o sistemas de coordenada local 

ni ............. dominio de la carta 

f o 'P ......... composición de dos funciones 

U ............ unión de conjuntos 

e .... subconjunto de 

e ......... meridiano internacional del tiempo en el sistema de cooordenada local (n" 'P,) 

J (.,.) ............... Jacobiano, 

k ................ un vector unitario normal a la superficie de la esfera 

Fe = f o 'Pi l 
.......... es la expresión en coordenadas de f. 

n .............. velocidad angular de rotación de la tierra 

t .......... tiempo 

\ji;:' .... coeficiente espectral 

y ........ eigenfunción de el operador Laplace 

N ........ polo norte 

N' ......... polo norte en el sistema primado 

<Pa ........ .latitud de la frontera circular de la región interna del modón 

\ji ........ fiujo básico 

(-)' .......... denota la perturbación infinitesimal 

q .. ........... es la vorticidad absoluta 

g* ........... es el conjugado complejo de 9 

X'" - n"(n,,, + 1) 

N N 'na: 

¿=¿ ¿ 

H,,(J1.) == (1 - J1.2)~ ...... derivada de los polinomios asociados normalizados de Legen-
dre 

~ ............ .la amplitud de la perturbación \ji' 
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v ............. el Laplaciano de ií! 

ro = W r + iWi es el eigenvalor para el operador L en el problema espectral LV = W V 
Te ............. umbral temporal (folding -time) 

T ............. el periodo 

I . I .......... el conjugado o valor absoluto 

a .............. es el drag lineal o término de amortiguamiento lineal 

v ...... ........ coeficiente de difusión turbulento 

Iíl ............. Conjunto vacío 

R2 
......... espacio Euclideano en dos dimensiones 

V ........... Para todo 

00 ........... Infinito 
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