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Prefacio 

La configuraci6n dcl Hexagrama, surge co1no toda una rccopilaci6n de resul

tados a travCs de in.is de tres siglos, encontrando su fuente de inspiraci6n en 

Blaise Pascal quien en 1640, obtuvo el teoren1a que lleva su non1bre, que en 

su versi6n generalizada establece que un hextigono esta inscrito en una c6nica 

si y s6lo si las intcrseccioncs de sus pares de lados opuestos estan alineados; 

es dccir, un hcxAgono abcedf con vertices a, b, c, d, e, f es conc6nico si y s6lo 

si la intersecci6n de los lados ab y de, bey cf. cd y fa est:in en una linea. A 

dicha recta sc le conoce como recta de Pascal del hex.igono antes mencionado 

y constituye el primer elemento de nuestra configuraci6n. 

Casi dos siglos despues de que Pascal den1ostrara dicho teorcma, Steiner 

sc plante6 nna pregunta muy interesante: al considerar todos los 6rdenes 

ciclicos posiblcs de seis puntos fijos sobre una c6nica1 generamos 60 diferentes 

hex3.gonos (como el abcdef, abdce/ 1 etc), entonces t.Ia recta de Pascal que 

cada uno de cstos hex3.gonos genera a partir de los rnismos puntos tomados en 

<lifercnte ordcn 1 es la rr1isma?; asi1 lo que Steiner dernostr6, fue que tamando 

seis puntos fijas sabre una c6nica en todas las 6rdenes ciclicos posiblcs, se 

g 



10 UN ANALISIS GEOMETRICO COMBINATORIC DEL 'HM 

obtiencn exactamente 60 rectas de Pascal diferentes. 

Luego Steiner rnisrno y l(irk1nan, encontraron 80 diferentes ternas de rec

ta.s de Pascal que se intersectan, 20 de estos puntos de intersecci6n fueron 

encontrados par Steiner, y que par ende reciben el nombre de puntos de 

Steiner, y los 60 restantes fueron encontrados por Kirkman, por lo quc los 

llamarnos puntos de Kirkrr1an. Mas adelante, Pliicker dernostr6 que existen 

15 conjuntos de 4 puntos de Steiner quc son colineales y Cayley por su cuen

ta, dernostr6 que existen 20 ternas de puntos de I(irkman que son colincales, 

constituycndo asf, las rectas de Pliicker y de Cayley, respectivamcnte. Final

mente Salmon demostr6, que existen 15 conjuntos de cuatro rectas de Cayley 

que son concurrentes, recibiendo estos puntos de intersecci6n el nombre de 

puntos de Salrnon. 

De rnanera que en esencia, consideramos como la configuraci6n <lei He

xagran1a Mfstico, a la quc resulta de los 95 puntos y 95 rectas mencionadas 

arriba prestando una especial atenci6n a la parte te6rica de dicha estructura 

que otros matem3ticos como Veronese y Hesse, enriquccicron. 

Asf, el presente trabajo, a traves de un enfoque combinatorio, tiene co-

mo objetivo el observar diferentes propiedades geomCtricas y combinatorias 

que posce la configuraci6n del Hexagrama Mistico, con el fin de caracterizar 

dicha cstructura a partir de cada una de las partes que la componen, cuya 

rnotivaci6n principal es la de llevar a caho un trabajo introductorio para su 
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posterior aplicaci6n en el estudio de invariantes de la configuraci6n. 

Procederemos cntonces de la siguiente manera: estructurarcmos a los 

elementos del hexagrama en diferentes niveles, los cuales son establecidos de 

acuerdo a la manera en quc son construidos, es decir, consideraremos en cl 

primer nivel a las rectas de Pascal, luego a los puntos de Steiner y Kirkman, 

etc, para dar una representaci6n del hexagrama como rcticula geo1nCtrica 

parcial. 

En este sentido resulta importante mencionar que llevaremos a cabo una 

serie de pasos a lo largo de! trabajo para lograr alcanzar nuestro objetivo; cl 

prin1ero de ellos sera el an.ilisis de la notaci6n elegida para designar a cada 

uno de estos 190 elementos, que nos permita recopilar la informaci6n sobre 

las rectas o bien los puntos 1 a travCs de los cuales cada elemento es generado, 

para de esta rnanera encontrar para cada pareja de elementos del Hexagra1na 

su supremo, o bien su infi.1110, en el caso de que existan. 

El exito para obtener csta reprcscntaci6n <lei hexagrama dependcra en 

gran 1nedida de la siguientc 1neta por alcanzar: dar una reprcscntaci6n dcl 

hexagrama co1no geon1etria combinatoria parcial, que estara detcnninada a 

partir de ciertos conjuntos que por sus caracteristicas, contiencn la informa

ci6n fundamental de la cstructura completa y que por lo tanto hcn1os decidido 

llamarlos cerrados, al hacer una aualogia con las cerrados en una topologfa. 
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En csta representaci6n nos interesarci en gran medida el comportamicnto 

que tiene cada uno de los ccrrados que representan a los difercntcs elcn1entos 

del hexagrama y la informaci6n geometrica y co1nbinatoria que podamos 

recuperar de estos; de igual manera volveremos a plantearnos la pregunta al 

respecto de la forma en que podamos saber de d6nde proviene cada uno de 

los elernentos de la configuraci6n para calcular cada uno de los cerrados. Sera 

de gran relevancia en esta ctapa, el estudiar o inclusive crcar, algoritrnos quc 

nos proporcionen la infonnaci6n que la notaci6n quizri.s no nos proporcionara. 

Cabe rncncionar que rnuchas de las preguntas planteadas a lo largo de la 

tesis, con adecuacioncs1 ya han sido respondidas, algunos otras no, por lo que 

a manera de un pequeiio proyecto de investigaci6n, tratarcn1os Jc cncontrar 

algunas <le esas respuestas, que nos resulten satisfactorias en concordancia 

con las necesidades que dicho ancilisis requiera. 



Introduccion 

El objctivo de csta tcsis al hacer un an.ilisis de la configuraci6n del Hexagrarna 

Mfstico de Pascal ('h'.M), dcsde un punto de vista geometrico y con1binatorio 

es fonnar parte de un trabajo introductorio para una posterior aplicaci6n de 

la Teorfa de Invariantes a traves de! .ilgebra de corchetes, que nos pcrmita 

caracterizar a dicha estructura. 

En el prirncr capitulo llevaremos a cabo la construcci6n de la configu

raci6n del 1-lM en en el piano proyectivo sabre un campo k con char(k) i:- 2 

y !kl > 7. lntroduciremos la notaci6n que emplearemos para cada una de 

las 95 rectas y 95 puntos que conform an al 1-lM, hacienda una combinaci6n 

entrc la propucsta por Salmon [5) y por Rodolfo San Agustin [4); harc

rnos ta1nbien un breve an..ilisis de las propiedadcs e inforn1aci6n geomCtrica 

que dicha notaci6n nos proporcionara1 debido a la complejidad que dicha 

cstructura posce. 

En este capitulo estudiaremos tambiCn el Teorema de \ 1eronese que re

sulta de gran importancia debido a que nos da una caracterizaci6n de tipo 

combinatoric de la configuraci6n de! 'HM, ya que descornpone a dicha es

tructura en scis configuraciones de Dcsargues ajenas. \leremos ade1n.is un 

13 
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algoritmo dado por Rodolfo San Agustin para encontrar dichas cornponentes 

arguesianas. 

En el segundo capitulo, haremos un anilisis de las condiciones que nos per

mitan realizar una representaci6n de la configuraci6n del 'HM como rcticula 

geometrica parcial, estructurando a sus 190 elementos en diferentes niveles 

de acucrdo a la forma en cada uno de Cstos fueron construidos. 

En cl tercer capitulo realizaremos la rcprcscntaci6n de la reticula geo

metrica parcial del 1lM coma geometria combinatoria parcial, travCs de 

la construcci6n de las conjuntos cerrados correspondientes a cada elemento 

de! 1-lM. Para lograr dicho objetivo, comenzarcmos con algunas nocioncs 

b.isicas incluyendo el estudio de la rcprcsentaci6n de una retfcula geomCtrica 

corno geometria combinatoria para postcriormcntc aplicarlo con ciertas ade

cuaciones a nuestro caso: el parcial. 

Construiren1os en estc tercer capitulo1 un algoritino para encont.rar a 

los ccrrados de algunos elementos de la configuraci6n <lei 1-lM y en base 

a estc algoritmo obtendremos un resulta<lo muy interesantc a cerca de esta 

estructura, por lo que compararemos este resultado con el obtenido a travCs 

de la aplicaci6n de un algoritrno alln no publicado de Rodolfo San Agustin 

con hcrrarnienta de Teoria de Grcificas. 

Haremos finalmente, un planteamiento de preguntas abiertas que se re

copilar.in a travCs de los resultados obtenidos a lo largo de! prcsente trabajo. 



Capitulo 1 

Construccion del Hexagrama 

En este capitulo llevare1nos a cabo la construcci6n de la configuraci6n dcl 

Hexagra1na ~1istico bas.indonos esencialmente en las notas de Sahnon [5], 

asi corno la tesis doctoral de San Agustin [4]. Introducirc1nos ade1n.is la 

notaci6n que ernpleare1nos a lo largo de la tesis, observando la.<, propicdades 

de cada uno de los eleruentos dcl Hcxagrama y analizando la informaci6n 

geon1Ctrica que poden1os obtener de dicha notaci6n. 

La construcci6n del Hexagrarna, ser.i realizado en el piano proyectivo 

sabre un campo k co11 chor(k) ¥ 2 y lkl > 7. 

Observaci6n 1.0.1. Dado que no podernos tener una clara diferencia entre 

entre conjugados ann6nicos ( distinci6n que serri de gran utilidad para ideriti

ficar mils adelante ciertos puntos en la configuraci6n}, la primera restricci6n 

es para cvitar obtener la configuraci6n del Plano de Fano y la segunda re

stricci6n, es tinicamente para tener garantizada la existencia de un n'Umero 

suficiente de puntos sabre cada recta de P 2 (k). 

15 



16 UN ANJ\.LJSIS GEOMETRICO COMDINATORIO DEL 1-£M 

Notaci6n 1.0.2. La siguiente notaci6n serd empleada en la primer parte de 

este capitulo: 

(i) P1 1 P2 1 ••• , P6 son seis puntos no ordenados en P 2 (k). 

(ii) { a, b, c, d1 e, J), rep res en ta al ordenamiento cfclico, sin omisi6n ni repeti

ci6n1 de los puntos Pi, ... , P6. 

(iii) abcdef es la palabra que denotara al hexagono formado a traves de/ 

ordenamiento de las puntos1 coma arriba. 

(iv) ab= 0 denotard la ecuaci6n de la recta que pasa por Los puntos a y b. 

(v) La intersecci6n de las rectas dadas por las ecuaciones ab= 0 y de = 0 

es el punto denotado por (ab, de). 

Observaci6n 1.0.3. Dadn.<1 los seis puntos P1, ... , P6 , tenemos 6~ 2 = 60 

diferentes maneras de ordenarlos dihlidricamente, por lo que es posible obte

ner 60 diferentes hexdgonos. 

Ahora, si consideramos todas las rectas que se pueden forman a partir 

de los puntos P1, ••• 1 P0 , tomando parejas no ordenadas ~Pj, tendremos 

Cl = 15 rectas a las cuales denotaremos /ados fundamentales. 

Cada !ado fundamental es intersccado por los otros 14 lados fundamen

tales de la siguiente inanera: 4 !ados que pasan por el punto Pi, 4 por el 

punto Pj y otros 6 en puntos distintos de los seis originales. Asi formamos 

Cf5 - 6Cl = 45 puntos nucvos, que llamarcmos puntos fundamcntales. 
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De esta rnanera, cada hex.igono abcdef tienc asociados tres puntos fun-

damentales: (ab, de), (be, cf) y (ed, ef) que corresponden a la intersecei6n de 

los lados opuestos en dicho hexilgono. 

1.1 Rectas de Pascal 

Blais Pascal, encontr6 en 1640, la con<lici6n necesaria para que un hex.igono 

este inscrito en una circunferencia y nuis adelante se llcv6 a cabo la genera-

lizaci6n de dicho teorc1na que hoy en dia lleYa su nombre: 

Teorema 1.1.1 (Pascal). Un hex6.gono estd incrito en una c6nica si y s6lo 

si las intersecciones de sus [ados opuestos son colineales. 

Dicho de otra 1na11era: un hcxcigono abcdef est.i incrito en una c6nica si 

y solo si (ab, de), (be, el) y (cd, fa) son colincales. 

Demostraci6n. \·er las notas del libro de George Salrnon [5]. D 

Figura 1.1: Tcorerna de Pascal 

Definici6n 1.1.2. La recta de teorenia 1.1.1 es la recta de Pascal del hexdgono 

abcdcf. 
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Observaci6n 1.1.3. La pregunta natural que surge a raiz de este teorema y 

la observaci6n 1. 0. 3, es si obtenemos la misma recta de Pascal, teniendo los 

1nis1nos seis puntos fijos, pero cambiando el ordenamiento para formar los 

otros 59 hexllgonos diferentes. La respuesta, debida a Steiner, es no
1 

pues de 

hecho por cada uno de estos 60 hexdgonos, obtenemos una recta de Pascal 

diferente. 

Notaci6n 1.1.4. De acuerdo a Salmon {5}, denotaremos a la recta del teo

rema 1.1.1 con el simbolo 

(1.1) abcdef} 
de fa be 

Observaci6n 1.1.5. Lo que en primer instancia observamos de esta no-

taci6n, es que en cada entrada tenemos un Lado fundamental y quc cada 

colu1nna contiene una pareja de lado.'> fundamentales opuestos, as{ que cada 

columna representa 0,[ punto de intersecci6n de Los [ados fundamentales op-

uestos contenidos en esta. De esta manera sugiere la notaci6n, como es de 

esperarse por su interpretaci6n geomCtrica1 que se representa a la misma rec-

ta de Pascal aunque llevemos a cabo peroiutaciones entre columnas completas 

o bien renglones completos. 

Por otro lado1 vemos que en cada rengl6n aparecen los seis puntos a, b, c, d, e 

y f sin omisi6n ni repetici6n, por lo que si consideramos un lado fundamen-

tal xy en un rengl6n1 en el otro aparecer<in los [ados xz y yw donde por 

supuesto z =fa y y w f; x (pucs si no, formarian al mismo [ado xy), asi como 

un tercer Iado lrn, en la misma columna de xy, donde l,m </. {x,y,z,w}. 
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Asi, si tenemos los seis lados fundamentales que forman una recta de Pas-

cal, tenemos deterrninado de manera 'Unica el acornodamiento de renglones y 

calurnnas, respetando por renglones el que Be encuentren los loB seis elemen-

tos a, b, c, d, e1 f y que por columnas1 Los Ladas correspondan geomitricamente 

a Ladas opuestas, considerando el lado fundamental lm debajo del Lado xy, 

donde z =/ x =/ w y z f y i, w. Por ejernplo, si tuviiramos los elernentos 

ab,cd,ef,fa, be y de, calacamos el rengl6n: a_b c.d ~f} y Los lados funda-

1nentales fa , be, de, estarlln debajo de Los elementos cd, ef y ab correspon-

dientemente1 para formar la recta de Pascal: 

{12) abcdef} 
de fa be 

1.2 Puntos de Steiner 

abcdef} Teorema 1.2.1 {Steiner). Las rectas de Pascal de fa be , 

abcdef} y cf eb ad son concurrentes. 

De111astraci6n. Ver las notas del libro de George Sahnon [5]. D 

Definici6n 1.2.2. El punto de concurrencia def teorerna 1.2.1 e.s un Punta 

de Steiner del hexagrama mistico. 

Notaci6n 1.2.3. Denotarernos al punto de Steiner del teorema 1.2.1 a travis 

del arreglo: 

(1.3) 
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Observaci6n 1.2.4. 1. Las tres parejas de renglones que son posibles 

considerar en el arreglo anterior, representan a las tres rectas de Pascal 

que se intersecan para formar al punto de Steiner en cuesti6n, par lo 

que las propiedades del arreglo que representa a una recta de Pascal, 

segtln vi mos en la observaci6n 1.1. 5, son heredadas. 

2. Si consideramos una recta de Pascal representada con la notaci6n de 

Salmon, podemos completar de manera tlnica a una matriz de 3 x 3 que 

represente a un punto de Steiner, agregando 1Inicamente los dos puntos 

faltantes del conjunto de las seis elementos que deben aparecer en cada 

columna. 

3. Par la observaci6n anterior, tenemos que dada una rccta de Pascal, 

existe una t1nica manera de completar el arreglo para formar un punto 

de Steiner, por lo quc en cada recta de Pascal hay un solo punto de 

Steiner. 

Daremos ahora un resultado mas obtenido por Steiner, a partir del cual 

obtcndremos un punto 1n:is de Steiner y que guarda una gran rclaci6n con el 

punto de Steiner de} teorema 1.2.1. 

Teorema 1.2.5. Las rectas de Pascal :: J: i! } , :~ :{ !~ } Y :! !: :; } 
son concurrentes. 

Demostraci6n. Ver las nota.s del libro de George Salmon [5). 0 
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Observaci6n 1.2.6. (i) El punto de Steiner del teorema anterior y el 

punto de Steiner del teorema 1. 2.1 son conjugados ann6nicos respecto 

a nuestra c6nica original C. Ahora bien1 dado un punto de Steiner 

podemos encontrar al punto de Steiner que es su conjugado arm6nico, 

transponiendo el arreglo coma en una matriz de 3 x 3. 

(ii) Dado que en cada recta de Pascal hay un solo punto de Steiner, que 

es el punto de concurrencia de tres rectas de Pascal y tene1nos sesenta 

rectas de Pascal, entonces tenemos Pj = 20 puntos de Steiner en el 

Hexagrama. 

1.3 Puntos de Kirkman 

I(irkman encontrO otras ternas de recta'l de Pascal quc se intersecan y quc 

son diferentes a las terna!:i encontradas por Steiner. 

abcdef} Teorema 1.3.1 (Kirkman). Las rectas de Pascal de fa be , 

edafbc} abcdef} 
cf bd ac y cf ae bd son concurrentes. 

Demostraci6n. Ver las notas de! libro de George Salmon [5]. 0 

Definici6n 1.3.2. El punto de concurrencia del teorema 1.3.1 cs un punto 

de Kirk1nan del Hexagra1na Mistico 

Notaci6n 1.3.3. Denotaremos al punto de Kirk1nan del teorema 1.3.1 a 
traves de la matriz: 

ab cd ef} 
de fa be 
cf bd ae 
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Observaci6n 1.3.4. 1. Corna en el caso de la ma.triz correspondiente a 

a lo:, puntos de Steiner, las trcs parejas de renglones que se 1n1.eden 

Jor1nar en el arreglo que representa a un punto de Kirkman, correspon

den a cada una de las tres rectas de Pascal que se intersectan en dicho 

punto y por ende hereda las propiedades de las r·ectas de Pascal sabre 

la posibilidad de intercarnbiar el orden de cualquier rengl6n o columna 

completa dejando la matriz invariante. 

2. A diferencia de la notaci6n asignada para el punto de Steiner, la matriz 

que representa a un punto de Kirkuian tiene solo una colurnna en la 

que no .9e repite ningu:no de las seis puntos a, b, c, d, c 1 f. Llamarcmos a 

esta colurnna, que de alguna rnanera caraceriza a un punto de Kirkman, 

columna marcada dado que en las casos en las que sea necesario 

colocarernos una linea horizontal sabre esta columna (tal y co1no lo 

hace Salrnon). 

3. En cada recta de Pascal hay tres puntos de Kirkman 1 

4. Por la observaci6n anterior y al tener sesenta rcctas de Pascal, que a 

t1·avCs de ternas se intersecan en puntos de Kirkman, tenemos (60J(3
) = 

60 puntos de Kirkman en el Hexagrama. 

11a den1ostraci6n de esta observaci6n puedc verse en la tesis de Gabriela Frias ( [3]). 
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1.4 El Teorema de Descomposici6n de Veronese 

Recordernos que en la configuraci6n del Hexagrarna tenemos 15 lados fun-

da1nentalcs1 de los cuales en el teorerna 1.3.1 considcrarnos a los lados: 
abcdef} 

ab, cd,ef,ed, af,bc, fc,bdy ae, que fonnan el punto de Kirkn1an ](" = de fa be , 
cf bd ae 

por lo que falta considerar los lados fundan1entalcs: ac,ad,be,bf,ce y df, con 

los cuales
1 

por la observaci6n 1.1.51 tenen1os detern1inada de rnanera Unica a 

. acbedf} 
la recta de Pascal footnotesrze a = bf ad cc 

lnversamente, dad a la rec ta de Pascal a 1 al considerar a los seis la-

dos funda1nentales que la constituyen, tenen1os que los lados fundamentales 

restantes: ab, ae, af, be, bd, cd, cf, de, ef, forman exacta1nente tres rectas de Pascal 

tomando los diferentes acornodamicntos posibles; estas tres rectas de Pascal 

ab cd ef } de af be } ab cd cf } I 
son: de afd be ' cf bd ae y cf ae bd 'que pore teorema 1.3.1 

sabemos que se intersectan en el punto de Kirkman Ka. 

Asi, si de 1nanera general, <lenotarnos por l((f a un punto de Kirkman 

dado por el teorema 1.3.1, podcn1os establecer la correspondencia de Hesse: 

Definici6n 1.4.1. 

(1.4) 

es la correspondencia de Hesse entre puntos de Kirkman y rectas de 

Pascal en el hexagra1na. 

Ahora bicn, dada la correspondencia anterior, tnencionaremos un teorema 

que reprcsenta una de las mas importautes contribuciones de Veronese con 

respecto a la teorfa del 1lM. 
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Teorema 1.4.2 (Descomposici6n de Veronese). La configuraci6n de pun-

tos de Kirkman y rectaB de Pascal de[ Hexagra1na M{st£co, sc descompone en 

seis configuracione.,; arguesianas 2 . 

Dernostraci6n. \fer la tesis de Rodolfo San Agustin [4]. 0 

Estc teorcrna1 dota a la configuraci6n del Hcxagraina de una irnportante 

propicdad quc entrc otras cosas, nos pern1itc cstudiarla por "pcdazos11 quc 

posecn la propiedad proyectiva de Dcsargncs, ya qnc al cxistir divcrsa_s con-

figuraciones de tipo (103), gracias a la corrcspon<lencia <le Hesse, se tienc 

establecida la propiedad cornbinatoria quc caracteriza a la configuraci6n de 

Desargues3 

Con el objetivo de analizar en el terccr capitulo, la configuarci6n de De-

sargucs a las quc perteneccn cicrtos elemcntos del Hexagraina, rnencionarc-

,nos un algorit1110 que nus pcrmita idcntificar cada configuraci6n arguesiana 1 

basclndonos en la dernostraci6n dcl teoren1a 1.4.2 dada por San Agustin [4], 

en el que a partir de una recta de Pascal a obtcncn1os a las otrns nueve recta.s 

de Pascal y los dicz puntos de l{irkn1a11 quc sc encucntran en la co11figuraci6n 

de Dcsargues de a. 

Algoritmo 1.4.3. 1. Considerernos la recta de Pascal a 

2. Asociarnos por la correspondencia de Hesse, el punto de Kirkman I<a 
2 Las configuraciones que cunlplcn con la propiedad de Desargues, son denotadas "ar

guesianas" para cvitar la interprctaci611 quc en cl espaiiol sc tienc de las palabras quc 
comienzan con el prefijo "des" quc significa "sin", al hablar de configuracioncs dcsargue
si;mas 

3 Esta propiedad fuc establecida por Rodolfo San Agustin !I] 
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3. Asociarno.,; al punto Ka las tres rectas de Pascal que lo detenninan por 

el teorerna 1. 3.1 

4. Repetimos el procedimiento una vez mas para cada una de las 1·ectas de 

Pascal en (3). 

5. Al obtener una colecci6n de puntos y rectas en donde cada punto estd 

asociado, coma en (1), a alguna de las rectas de dicha colecci6n1 si 

repetirnos cl procedirniento en cualquiera de las rectas ya obtenidas, no 

se obtienen puntos o rectas nuevas. 

De esta manera obtenemos una configuraci6n de tipo (103 ), que es una 

figura con: 

i) 10 puntos y 10 rec.:ta.s tales quc 

ii) Por cada punto prtSan 3 rectas y 

iii) Cada recta conticnc a 3 de los puntos rncncionados. 

1.5 Rectas de Cayley 

En esta secci6n veren1os quc de man era anciloga a la corrcspondencia ( 1.1): 

poden1os establecer una correspondencia biyectiva entre las rectas de Cayley 

c
1 

que definire1nos a continuaci6n y las puntos de Steiner St, a partir de! 

siguiente teore1na: 

Teorema 1.5.1 (Cayley-Salmon). Los tres puntos de Kirkman asociados 

de acuerdo a la correspondencia ( 1.1} a las rectas de Pascal que concurren en 
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un punto de Steiner St, estdn en una recta c que tambien pasa por el punto 

St', conjugado de St. 

Demostraci6n. Ver las notas <lei libro de George Saln1011 [5]. D 

Sin perdida de gcneralidad, podcinos dccir a partir del teore1na anterior 
ab ce df} ae c<l bf} ac bd cf} 

que los puntos de Kirkrnan de bf ac , bd af ce , df ae be y el 
cf ae bd ac be df cc bf ad 

ab c<l cf } 
punto de Steiner de fa be 

cf be ad 
cstlln aliucados. 

Definici6n 1.5.2. La recta del teorerna 1.5.1, quc denota1·e1nos corno c. se 

denomina recta de Cayley (o recta de Cayley-Salmon) del Hexagrama A1istico. 

Ahora bien, por el teorema 1.5.1, tenc1nos la correspondcncia biycctiva: 

(1.5) C <-----+ St 

A partir de csta correspondencia1 podcmos cstablecer la notaci6n para las 

rcctas de Cayley de la siguicnte rnanera: 

Notaci6n 1.5.3. Denotaremos a la recta de Cayley def teorerna 1.5.1 a 

traves del arreglo: ( :~ !; ;! ) 
cf be ad 

Las entradas de csta 111atriz corrcsponden segt'1n la notaciOn de Sahnon 

a las <lei punto de Steiner St' que siendo el conjugado de St, sc obticne 

transponiendo la rnat.riz del punto St. Para hacer la <listinci6n Pntrc rcctas 

de Cay Icy y puntos de Steiner, emplcan1os la notaci6n de Rodolfo San Agustin 

[4], con los parCntesis en lugar de la Have usual a la dcrecha del arreglo, cu 

la notaci6n de Salmon. 
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Observaci6n 1.5.4. Por la correspondencia {1.2) y la observaci6n 1.2.6, 

podemos concluir que tenernos 20 rectas de Cayley en la configuraci6n del 

'/iM. 

Ahora bien 1 la siguiente observaci6n es de gran irnportancia, debido al 

papel central que tendni para los algoritrnos, con notaci6n de Salmon y de 

la Tcoria de gr;ificas1 que analizareinos en el tercer capitulo. 

Observaci6n 1.5.5. ab cd e/} 
1. La matriz asociada al punto de Steiner de fa be 

cf be ad 
def teorema 1.5.1, puede ser construida a travis de las columnas 11mar-

cadas" de los puntos de Kirkman de bf ac , bd af ce , df ae be 
ab ce df } ae cJ bf } ac bd ef } 

cf ae bd ac be df ce bf ad 
que los caracterizan de rnanera Unica , una vez considcrados los seis la-

dos restantes en su matriz. 

2. Recordando que tenemos 15 lados fundamentales, los lados que se en-

cuentran en las matrices que representan a los puntos de Kirkman y 

que no se encuentran en la matriz del punto de Steiner y por ende, 

tampoco en el punto de Steiner conjugado, son el complemento de los 

nueve lados fundamentales de dicho punto de Steiner y su conjugado, 

acomodados en diferente orden en cada matriz de los puntos de Kirk-

mans; en el caso de la recta de Cayley que estamos considerando, dichos 

[ados son cc,df,b/,ac,ae,bd. Por ende, al considerar a la recta de Cayley 

que contiene al punto de Steiner conjugado, necesariamente en todos 

Los puntos de Kirkman de esta nueva recta de Cayley, tambien apare-

cer.in las lados fundamentales complementarios ce,df,bf,ac,ae,bd, 
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aunque esta claro que estas rectas de Cayley son diferentes. 

1.6 Rectas de Plucker 

Teorema 1.6.1. Los puntos de Steiner :: ;: ;~ }, 
cf be ad 

ab cd ef} ab cd ef} 
cf ea db y df ea cb esldn alineados. 
ed bf ac ec bf ad 

ab cd 
df eb 
cc af 

ef } ac , 
db 

De1nostraci6n. Ver la tcsis de doctorado de Rodolfo San Agustin [4]. D 

Definici6n 1.6.2. La recta del teorerna J.6.1, que denotarernos par pl, es la 

recta de Pliicker (o recta de Steincr-Pl1J.cker) de[ Hexagrama. 

Observaci6n 1.6.3. En el teorerna anterior podemos observar que el rcngl6n 

ab cd ef 

se cncuentra en todo.s las matrices que cstlln asociadas a Los cuatro puntos 

de Steiner y son exactamcnte estas cualro rnatr'ices las 1lnicas posibles quc se 

pueden Jonnar 1nantenieado este rengl6n fijo. 

De esta 1nanera1 tencrnos una correspondencia biyectiva cntre estas tres 

parejas de elemcntos y la recta de Pliicker quc contienc dicho rengl6n. De esta 

mancra, la notaci6n que cligiremos para esta recta de Pliicker sera aquella que 

involucre a este rengl6n. Asi1 a traves de la rcpresentaci6n hecha por Rodolfo 

San Agustin [4] 4 de los cle1nentos de Hexagrama en la red de subgr3.ficas de 

1(6 , tene1nos: 

Notaci6n 1.6.4. Denotaremos a la recta de Pliicker del teorema 1.6.1 a 

traves del I-factor 5 : 

4 Ver a pen dice B 
5Ver apCndice A 
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[ab,cd, ef] 

1. 7 Puntos de Salmon 

Teorema 1.7.1 (Teorema de Salmon). Las cuatro rectas de Cayley, aso-

ciadas a traves de la correspondencia (1.2) 1 a cuatro puntos de Steiner coli-

neales de acuerdo al teorema 1. 6.1, son concurrentes. 

Demostraci6n. Ver las notas de! libro de George Salrnon [5J. D 

ed ) 
hf 
ac 

Definici6n 1.7.2. El punto de conc1t1Tencia de[ teorema 1. 7.1 es un punto 

de Salmon del Hexagra1na Mistico. 

Observaci6n 1.7.3. Dado que las cntra.das de estas rnat1ices que represen-

tan a las rectas de Cayley se obtienen al considerar las entradas de las rnatri-

ces transpuestas que representan los JJtJ.ntos de Steiner del teorema 1. 6.1, en 

donde dichas matrices son las 11.nicas que se pueden construir· con un rengl6n 

fijo, tendrernos que las 1natrices correspondientes a las rectas de Cayley que 

se intersectan1 serdn s6lo aquellas cuatro qv.e tengan v.na colv.rnna en comU.n. 
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Dada la observaci6n anterior, la notaci6n que debcmos e1nplcar para dicho 

punto es sugerentc; bas.indonos de nucva cuenta en la rcpresentaci6n de! 1£M 

con gr;ificas, por Rodolfo San Agustin, tcnen1os entonces: 

Notaci6n 1. 7 .4. Denotarerrtos al punto de Salmon del teorema 1. 7.1 a travis 

de la grd.fica tripartita de tipo K 2 ,2 ,2
6

: [ac, ad, ae, a/, be, bd, be, bf, cc, cf, de, df], que 

es el complemento de la grdfica [ab, cd, ef] del teorema 1. 6.1, que considerando 

en la notaci6n de Salmon, el hecho de que contamos con 15 Ladas Jundamcn

tales, al tener todas las rnatrices de las rectas de Cayley tres lados funda

rnentales en comtln, entonces el punto de Salrnon estarci representado par Los 

dace lados fundamentales restantes. 

1.8 Breve resumen 

A partir de la,;; secciones antcriores podemos dar la siguiente dcfiniciOn: 

Definici6n 1.8.1. El Hexagrama Mistico de Pascal es la configuraci6n 

constitu{da por: 

(i) Sesenta rectas de Pascal, que concurren por ternas en veinte puntos de 

Steiner y sesenta puntos de Kirkman 

(ii) Veinte puntos de Steiner1 cada uno de los cuales estci contenido en una 

recta de Cayley y en tres rectas de Pascal 

(iii) Sesenta puntos de Kirkrnan 1 cada uno de los cuales est<in contenidos 

en tres rectas de Pascal y en una recta de Cayley 
6 Ver apendice A 
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(iv) Veinte rectas de Cayley1 cada una de las cualcs contiene tres puntos de 

Kirkman y un punto de Steiner 

(v) Quince rectas de Pliicker, cada una de las cu.ales contiene cuatro puntos 

de Steiner 

(vi) 15 puntos de Salmon, cada uno de las cuales estcin contenidos en cuatro 

rectas de Cayley 
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Capitulo 2 

El 1-lM como reticula 
geometrica parcial 

2.1 Definiciones y propiedades basicas 

En este capitulo trabajare1nos sobre cl primer objetivo planteado de dar una 

represcntaci6n del Hexagrama Mistico (1iM) como reticula geom€trica par

cial. Corncnzarc1nos dcfinicndo una reticulai observando algunas propiedades 

de dichas cstructuras con el fin de avanzar paulatina1nente y deducir las 

condiciones quc se debcn cumplir para llevar a cabo dicha representaci6n. 

De acuerdo a las condiciones que no sea posible c1unplir1 es que construire-

1nos cl concepto de reticula geo1netr€trica parcial. 

Haremos uso de todos y cada unos de las tcoremas para la construcci6n 

de! Hcxagratna ~'Iistico vistas en el capitulo anterior, para definir de manera 

natural el supremo de algunas parejas de elementos del Hexagrama quc nos 

perrnita identificar a cada elemento, en base a lospuntos o rectas a partir de 

los cuales fue construido, ya que es una inforrnaci6n importantc que quere1nos 

33 
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conservar en todo momento. 

Definici6n 2.1.1. Una ret{cula L cs un conjunto parcialmente ordenado 

(COPO), con la propiedad de que cualquier subconjunto finito S ~ L tiene 

infimo y supremo. 

Notaci6n 2.1.2. Para un conjunto {.r,,y} con dos elementos
1 

denotaremos 

a su {nfimo (inf{x,y)) y supremo (sup{x,y)) a traves de x(\y y xVy, 

respectivamente. 

Asf, A y V cumplcn con divcrsas propiedadcs: 

(u) a Va= a (!eyes de idempotencia) 

(&) a(\o=a 

(/3) a Vb = b Va (!eyes conmutativas) 

(?) (a Vb) V c = a V(b V c) (!eyes asociativas) 

('y) (a/\b)/\c=a/\(b/\c) 

(6) a V(a II b) = a (!eyes de absorcion) 

(6) a/\(aVb) = a 

De esta 1nanera, tenemos el siguientc rcsultado, que nos da la primera 

pauta para llevar a cabo la reprcsentaciOn <lei 1-lM, con10 reticula. 
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Teorema 2.1.3. Sea (L; /\ 1 V), un conjunto no vac{o con dos operaciones 

binarias que satisfacen (a)-(o) y (&)-b), entonces: 

{i) Pam cualesquiera a, b E L, a V b = b si y solo si a /I b = a 

(ii) Si definimos :S coma a :S b si a Vb = b, S es una relaci6n de orden 

parcial. 

(iii} Con S como en {ii},(L; S) es una reticula. 

Demostraci6n. Supongarnos a Vb = b. Entonccs 

a = afl(aVb) por(b) 
= a/I b 

lnversa1nente 1 si a I\ b = a, entonces 

b = bV(bfla) por (o) 
= aVb 

Ahora: <lefiniendo :S coino en (ii) 1 tcnenros que: 

I. S es reftexiva por ( o). 

2. a Sb y b Sa= a Vb= by bVa =a= a= b 

3. a Sb y b Sc= a Vb= by bVc = c =ave= aV(bVc) = 

(aVb)Vc=bVc=c=a:oc 

Por tiltirno, en (L; S), a Vb= sup{a,b), debido a que: 

1. a Vb es cot a superior de { a, b} por construcci6n y 
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2. des cota superior de {a,b} =a:', d y b :o d <=:, d = dVd = 

(aVd)V(bVd) = (aVb)Vd<= (a Vb) :od. 

D 

Para las reticulas que no tienen cadenas infinitas de elernentos cornpara-

bles, podeinos encontrar un Uni co elem en to minin10 01, y un Uni co elc1nento 

rn:iximo 11,, respecto a toda la retfcula. 

Para elemcntos a y b de un COPO, deciinos quc a cubrc b (a < b), cuando 

a > b y no hay clemcntos c tales que a > c > b. 

Un citomo1 de una reticula L con elemcnto minin10 01, es un ele1nento 

quc cubrc O I,· 

Definici6n 2.1.4. Una reticula geomCtrica es una rct{cula L qur. no ticne 

cadenas infinitas y tal que 

1. L es at6mica, esto es1 cada ele1nento de L es el ,<;uprcmo de lltornos de 

L 

2. L es sernimodular, es decir1 si a y b son distintos y ambos cubren a c 

en L, entonces a Vb cubre tanto a co1no b 

Una de las opciones claras para llevar a cabo esta representaci6n por haber 

construfdo al Hexagrama en P 2 (k) y debido a que a los elcmentos de P2 (k) 

podemos estructurarlos coma una reticula, es pensar en la configuraci6n del 
1 Gcneralmente denotado como "pun to", decidin1os en estc caso dcnotarlo de csta n1a

nera para no confundirlo con un punto de P 2 (k) 
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Hexagrama como una subreticula de P2 (k); sin embargo esto no es posible 

debido a que para cualquier pareja de rectas o puntos del 1iA1, no cxiste 

su punto dC intersecci6n o la recta generada quc sean parte de los 190 

elementos del '/iM. 

Ahora bien, otra opci6n seria la de completar con las rectas y los puntos 

en P2(k) quc sea nccesario para podcr tener los puntos y rectas quc nos hacen 

falta para tener una subreticula geometrica de P 2(k), sin embargo este pro

cedimiento no resulta del todo conveniente por diversas razones: tendrernos 

a los elernentos acornodados en dos niveles, que como hernos venido men

cionando, estructurarlos de acuerdo a la manera en que fueron construidos 

forrna partc de la informaci6n fundamental de la estructura del 1iA1 y por 

otro lado, las rectas y puntos que tendremos que agrcgar, no ser.in ficilmcntc 

distinguibles cuando trabajemos con la representaci6n que llevaremos a cabo 

en el tercer capitulo. 

Es por esta raz6n que dada la definici6n y las propiedades a lo largo de 

csta secci6n 1 la manera en que procederemos para dar dicha rcpresentaci6n 

sera la siguiente: 

1. Dado quc al cornenzar la construcci6n de los elemcntos <lei Hexagra1na1 

las rcctas de Pascal contienen mucha de la inforrnaci6n que utilizamos 

al generar los dema.5 elementos, consideraremos a las rectas de Pa.<,cal 

corno los itomos de la reticula geom€trica parcial. 

2. Definin1os para cualquier elemento hi del Hexagrarna, hi V ha = hi, 
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asi corno hi I\ h1 = h1,, es decir, pedimos que se cumplan las leyes de 

idempotencia {o reflexivas) de ambas operaciones binarias. 

3. Definiremos el supremo para todos los elemcntos que apareccn en los 

teoremas para la construcci6n de la configuraci6n dcl Hcxagrarna, con

siderando los siguientes hechos: 

a) Los puntos Steiner, Kirkman y Salmon de la configuraci6n que 

resultan de la intersecci6n de trcs rectas, qucdan detern1inados 

geomCtricamente de manera l1nica al considerar a solo dos de es

tas rectas, lo que en la construcci6n de la representaci6n en una 

rcticula geo1netrica nos permitira fundamentalrnente cun1plir con 

la propicdad asociativa y conmutativa de la opcraci6n binaria que 

en estos elen1entos hayamos dcfinido (snpren10 o infin10). 

b) Las rectas de Pliicker y Cayley1 quc son construldas a partir de 

cuatro puntos que pertcnecen al Hexagrama1 quedan dctcnninadas 

gcomE!tricamente de manera U.nica al considcrar a solo una pare

ja de estos puntos, lo que ta1nbiCn nos permitira fundamental

mentei cumplir con la propiedad asociativa y conn1utativa de la 

operaci6n binaria queen estos elernentos hayamos definido (supre

mo o infimo). 

c) Una vez definidos el supremos de parejas de clementos del 1£/1.,f 

que de manera natural podlamos hacerlo, dctcrminaren1os a trave.s 

de las propiedades que dichas opcraciones dcbcn cumplir (corno 
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!eyes de absorci6n), supremes o infimos de las parejas de elernen

tos del Hexagrama en las que sea posible1 debido a que1 aunquc 

haya1nos definido el suprerno ( o infimo) para una pareja de ele

rnentos, quizis no podamos definir su infimo (o suprc1no). 

d) Las parejas de elementos en el Hexagrama en las que no sea posible 

definir supremo o infirno, no tendr:in definidas dichas operaciones 

en la reprcsentaci6n, debido al interCs de cumplir las propiedades 

b.isicas de reticula, asi como nuestro fundamental interes de poder 

idcntificar a todos los elementos del Hexagrama en la representa

ci6n1 con solo observar la manera en que dichos elernentos fueron 

construidos. 

Es con respecto a cstos dos Ultimos incises que definimos una Reticula 

Geometrica Parcial 1 debido a que solo para ciertas parcjas de elementos 

del Hexagrama tenemos definido el supreino o infirno. 

2.2 Construcci6n de la representaci6n 

Para dar esta primer representaciOn del 1iM, cornenzaremos por utilizar 

lo que ya tenemos1 es decir, las teore1nas cl8sicos de geornetria proyectiva 

vistas en el capitulo 1, que naturalmente son condiciones par cun1plir en esta 

representaci6n y continuaremos avanzando 1 de acuerdo a las necesidades que 

vayan surgiendo. 

Asi1 estructuraremos a los elementos del n1ismo 1 en diferentes niYeles . 
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Esta estructura, llamadajerarqufa por Rodolfo San Agustin [4] est:i definida 

de acuerdo a: 

(i) El orden en que se han definido los elementos 

(ii) De acuerdo al tipo de elementos que se consideran para dicha 

construcciOn 

(iii) Considerando la restricci6n de las operaciones V (1ncct o suprc1no) c 

A join o infimo de la retfcula de subespacios vectoriales en k32 a la 

estructura de incidencia del Hexagran1a Mfstico. 

Observaci6n 2.2.1. Debemos destacar la enonne ventaja que representa el 

estructurar a los elementos del 1{A1 por niveles, pues serd mucho mas fdcil 

la identifiraci6n de cada objeto representado1 analizando los elementos de 

Los que proviene en su contrucci6n y asi, tendremos al mismo tiempo, 

fo1madas de manera natural algu.nas cadenas finitas de elementos 

ordenados a traves de este criteria. 

Considere1nos las operaciones V c I\. que actuan sobre parcjas de elemcntos 

(h,, h1 ) E 'HM de manera que: 

(a) V(h,, h;) = h, V h; <= oh,; E 'HM tal que h,; = h, V h; 

(fi) V(h;, h;) = h;, Vh, E 'HM (reflexivilidad o ley de idempotencia) 

2 Como mencionamos en el primer capitulo, k cs un campo con char(k) # 2 y lkJ > 7 



EL 'HM COMO RETiCULA GEOMETRICA PARCIAL 41 

y 

('y) 3h;; E 1lM ta! que V(h;, h;) = h;; = V(h;, h,) = h;; (simetria o ley 

conmutativa) 

(o) (V(h;, h;)) V It,= V(h,, V(h;, h,)) (Icy a.sociativa) 

(&) t,,(h;, h;) = h; V It; = 3h;; E 11.M ta! que h;; = h; f,, h; 

(fi) /',,(It;, h;) = h;\/h; E 1lM (reflexivilidad o ley de idempotencia) 

(t) 3h;; E 1li\l ta! que t,,(h;, h;) = h,; = /',,(h;, h,) = h;; (simetria o ley 

con1nutatiYa) 

(J) (t,,(h,, h,)) f,, h, = V(lt;, t,,(h;, hk) (ley a.sociativa) 

(E) leycs de absorci6n: 

• t,,(h,, V(h,, h;)) = h, 

• V(h,, t,,(h,, h,) = h, 

Co1nenzarc1nos entonccs dcscribicndo cl sHprerno, de 1nanera que cu1npla 

las condiciones dadas arriba y observarenios dcsp1H!s las consecuencias de 

dicha descripci6n 1 con rcspccto a los suprcrnos de algunas otras parejas de 

cle1nentos de! HA/. 
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2.2.1 Supremo de rectas de Pascal 

De acucrdo al Tcoreina de Steiner 1.2.1 1 sabcinos que las rectas de Pascal 

ab cd ef } eel af be } ab cd ef } 
de fa he: , cf eb ad Y cf be ad son concurrentcs en cl punto 

de Steiner de fa be 1 por lo quc tene1nos definido cl supremo para 
ab cd ef } 

cf he ad 
cualcsquicra dos de estas rectas de Pascal, co1no sigue: 

v(abcdef} 
de fa be 

(
abcdef} 

V: de fa be 

V ( 
de fa be 
cf be ad } 

ed af be 
cf eb ad 

ab cd cf 
cf be ad 

ab cd ef 
cf be ad 

} ) -
} ) -
} ) -

abcdef} 
de fa be 
cf be ad 

ef } de fa be 
cf be ad 

ab cd 

ef } de fa be 
cf he ad 

ab cd 

Ahora, de acuerdo al Teorcrna de l(irkrnan 1.3.1, tcnen1os quc las rectas de 

P l abcdef}edafbc} abcdef} t I 
asca de fa be , r:f hr\ ac y cf ae bd son concurren es en c 

punto de Kirkrnan de fa be , <le 1nancra que para cada pareja de 
abcdef} 

cf bd ae 
dichas rcctas tenc1nos definido cl supren10 co1no: 

( 
ab cd ef } 

V: de fa be 

(
abed cf} V de fa be 

V ( defabe} 
fcbdae' 

ed af 
cf bd 

be } ) 
ae 

ab cd 
cf ae :~ } ) 

:i::~~}) 

ab cd 
de fa he ef } 

cf bd ae 

ab cd 
de fa 
cf bd 

ab cd 
de fa 
cf bd 

cf } be 
ae 

ef } 
be 
ae 

Por la observacio6n 1.3.41 sabeinos que una recta de Pascal conticne t.rcs 

puntos de l(irkman 1 de modo que bas.indonos en la rccta de Pascal 
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abed cf} de fa be , describire1nos los otros dos puntos de Kirkman asociados a 

esta recta. 

V: ( :~ ~ :~ } 

V ( ab ed ef } 
cd af be 

Ve ( ed 
ae 

af be 
eb fd } 

y 

V ( 

V ( 

V ( 

abcdef} 
de af cb 

ab cd ef 
de af cb } 
cdafbc} 
fli ce ad 

ab c<l 
df ch 

ab cd 
df eb 

::!:~})~ 
ab cd adef } ) 
ce bf i---t 

abed cf}) 
ce bf ad i---+ 

abcdef} 
de fa be 
ac be fd 

abcdef} 
de fa be 
ac be fd 

:~~:~~} 
ac be fd 

ab cd 
de fa 
£b ee ;} 
abed cf} 
de fa be 
fu ce ad 

~ !: ; } 
2.2.2 Supremo de puntos de Steiner y Kirkman 

De acucrdo al Teore1na de Caylcy (teorcnut 1.5.1), sabcrnos que los puntos 

ab ee df} ae ed bf} ae bd ef} 
de Kirkrnan de bf ac , bd af ce , df ae be y el punto de 

cf ae bd ac be df ce bf ad 

Steiner de fa be est.in alineados en la recta de Caylcy cd af be 1 

abedef} (abdeef) 

cf be ad ef be ad 
por lo que para cualquier pareja de estos puntos tenemos definido el 

supretno de la siguicnte rnanera: 

V ( 
abcdef} 
deaf be, 
cf be ad ( 

ab 
cd 
cf 

de cf ) 
fa be 
be ad 
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( ab cd ef } ae cd ~; } ) ( ab de 
cf ) v, de af be bd af ,--; cd fa be 

cf be ad ac be ef be ad 

( ab cd cf } ac bd 
cf } ) ( ab 

de 
cf ) V de af be df ae be ,--; cd fa be 

cf he ad cc bf ad cf be ad 

( ab ce df } ac cd ;; } ) ( ab 
de 

cf ) v, de bf ac bd af ,--; cd fa be 
cf ac bd ac be ef be ad 

( ab cc df } ac bd 
cf } ) ( ab 

de 
cf ) V de bf ac df ac be ,--; cd fa be 

cf ae bd ce bf ad ef be ad 

V ( 
ae cd 

bf } 
ac bd 

pf } ) ( ab 
de 

cf ) bd af ce df ac be ,--; cd fa be 
ac be df cc bf ad cf be ad 

2.2.3 Supremo de Puntos de Steiner 

De acucrdo al Teorerna de Pliicker ( teorerna 1.6.1), los puntos de Steiner 
ab cd d} ab cd cf } 

ab cd ef } ab cd pf } 
de fa be , df ch ac , cf ea db y df ea ch estan en la 
cf be ad ~c af <lb p(\ bf ac cc bf ad 

rPcta de PliiC'kcr [ab, cd, ef], de n1a11cra quc cl supre1no de cualquier pareja 

dP cstos puntos lo dcfinirnos con10: 

( ab cd cf } ab cd cf } ) V de fa be df cb ac ,--; [ah,cd,cf] 
PC af db cc af db 

( ab cd ef } ab cd cf } ) V de fa be cf ea db ,--; [ab,cd,cf] 
cf be ad cd bf ac 

( ab cd cf } ab cd cf } ) V de fa be df ea cb ,--; [ab,cd,ef] 
cf be ad ec bf ad 

V ( 
ab cd ef } ab cd cf } ) df eb ac ' cf ea db ,--; [ab,cd,ef] 
ec af db cd bf ac 
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( ab cd 
cf } 

ab cd f}) V df eb ac df ea >-t [ab,cd,ef] 
ec af db ec bf 

V ( 
ab cd 

ef } 
ab cd ef } ) cf ea :~ df ea cb >-t [ab,ed,ef] 

ed bf ec bf ad 

2.2.4 Supremo de Rectas de Cayley 

De acuerdo al Teorc1na de Sahnon ( teorcma 1. 7 .1), las rectas de Cayley 

( ab de cf ) ( ab df ec ) ( ab cf ed ) ( ab df ec ) 
cd fa be , de eb af , cd ea bf y cd ca bf son 
ef be ad ef ac db ef db ac ef be ad 

concurrentes en el punto de Salmon [ac,ad,ae,af,bc,bd,be,bf,ce,cf,de,dfJ, par 

lo que tcne1nos: 

( ( ab 
de 

cf ) ( ab 
df 

cc) ) V cd fa be de eb af >-t lac ,ad,ae,af, be, bd, be, bf ,ce,cf ,de,dfJ 
ef be ad ef ac db 

( ( ab 
de 

cf ) ( ab 
cf 

ed ) ) v, cd fa be cd ea bf >-t [ac,ad,ae,af,be,bd,be,bf,ce,cf,de,df] 
ef be ad cf db ac 

( ( ab 
de 

cf ) ( ab 
df 

ce ) ) V cd fa be cd ea bf >-t [ ac ,ad ,ae ,af, be, bd, be, bf ,ce ,cf ,de ,df] 
ef be ad ef be ad 

( ( ab 
df :~ ) ( ab 

cf 
ed ) ) V de eb ed ea bf >-t jac,ad,ae,af,bc,bd,be,bf,ce,cf,de,df] 

ef ae db cf db ac 

( ( ~; df ~) ( ab 
df :) ) V eb ed ea >-t [ac,ad,ac,af,hc,hd,be,bf,cc,cf,dc,df] 

ac db cf be ad 

V ( ( ~; 

cf i) ( ab 
df ~1) ) ea cd ca >-t [ac,ad,ae,af,be,bd,be,bf,ce,cf,de,dn 

db ac ef be 
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2.2.5 Supremo de otros elementos <lei 7-lM 

Continuaren1os definiendo la retfcula parcial con las rclaciones <lada.s en la 

sccci6n anterior cntre elernentos del Hexagran1a y ba.s.indonos en las 

propicdades b.isicas que se deben cu1nplir para tcner una reticula. 

Los clen1cntos para los cnalcs cncontrarcinos su suprcmo1 seni para aquellos 

quc par transitiviclad dcberlan de poclerse con1parar, es decir, si 

a1 < a2 < ... < an-I < an, cntoncrs a1 < an. 

Es importantc n1cncionar que para quc csta propicdad h<lsica sc cu,npla. 

debernos respctar todas y cada una de las condicioncs que hayan sido 

i1npucstas para con1parar cada ele1nento a3 , a1+1• 

Para trabajar en esta secci6n, introducirc1nos la sig11icntc notaci6n: sean Pi 

y p1 rcctas d(' Pascal, !{1, !(1 y l{,j pnntos d(' Kirkn1an 1 St, punto de 

Stei1H'L r 1 y 71li recta de Cayley y Pliicker, correspo11dicnten1ente, y 

finahncntc, S1 un punto de Salmon. 

Ent.onces ten<•rnos quc: 

1. Dado quc Pi V JJi = /{1i si y solo si l{,j E p, n JJi 3
, tcne1nos por las 

propiedades (a) y (,) quc: 

l\'i1 = I\ V P1 = (Pi V Jli) V JJ1 = JJ, V(JJ, V JJi) = Jli V l(,1 , cs dccir, 

2. Procedicndo de manera anB.loga a 1: 

:1consideran1os intersccci6n coma conjuntos 
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V(p;, St;) >---) St; = St; E Ji; 

3. Sean Sti, l(i E Pi y suponga1nos que cualquiera de las dos condicioncs 

siguientes sc curnplen: Ki E ci o bien, Sti E Ci. Entonces 

V { p, V(I<, V c,) si K, E c, 
p, e; = p, V(St, V c,) si St, E c, = 

{ 
(p, V Ki) Ve; si I<; E c, { K; Ve; 
(p; V St;) V c; si St; E c; = St; V c; 

siI<,Ee; C I . . St = i, es ( cc1r 1 
SI ,j E Ci 

(P;, C;) >---) C; = K; EC; 6 St; EC, 

4. Sahen1os que J(i V Ki = Ci si y s6lo si Ki, J(i E ci, cntonces por las 

propiedades (/3) y (,) tenemos que 

e; V K; = (I<; V K;) VI<; = I<; VI<; = e;, es decir, 

5. Proce<liendo como en 4, tenernos que: 

6. Dado que Sti V Sti = pli si y solo si Sti, Sti E ph, entonces por las 

propiedades (a), (/3) y (,), tenemos que 

pl; V St;= (St; V St;) V St,= St; V St;= pl;, es decir, 

(St;, pl,) >---) pl; = St; E pl, 

7. Procediendo con10 en 1, tenemos que: 
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(S;, c;) >-+ S; = S, E c, 

8. Sean Sti, J{i E Pi y supongamos que Pi 3 l{i E ci, entonccs por 4 y la 

asociatividad de V, sabernos que: 

p, Ve; = p, V(I<, V c,) = (p, V K,) Ve; = K, V c, = e;, es dccir, 

9. De 1na11cra an,iloga a 8, tcnen1os que: 

10. Considereinos Sti E pli, de manera quc 3pi ta! quc Sti V /(i =, 

cntonccs par G y 9, a.sf como las proµie<lades (/3) y ('y) tencmos: 

K, V pl, = I,, V(pl, V St,) = (!{, V St;) V pl, = p, V pl, ~ pl., es decir, 

(I<., pl,) >-+ pl, = 3St, E pl,talqueSt, V !{, = pl, 

11. Sean R."i, Sti E c1 , cntonccs por 4 y 7, asi con10 la condici6n 

('y)K, VS, = K, V(c, VS,) = (K, V c,) Vs, = e; VS, = S., cs dccir, 

(K,, S,) >-+ S; = :le; ta! que I<,, S, E c, 

12. Por 3 y 4, a.sl co1no la propiedad (r), tencrnos quc 

p; VS,= /Ji V(c, VS,)= (p; Ve;) VS;= C; VS;= S, sicmpre que 

(I(, E p, y K; E e;) 6 (St; E p; y S; E c;), es dccir, 

(p., S,) >-+ S, <=> (1(, E Pi y I<; E c,) 6 (St, E p; y S; Ee;) 
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Dcbido a que he1nos hccho nna represcntaci6n de los elcn1cntos <lei 

Hcxagrama en una retfcula gcomCtrica parcial, las propiedades que se 

cu1nplen no son entcrarnente las de rcticula geo1netrica1 ya que nos ban 

hecho falta los supremos e infin1os de diversas parejas de clen1entos <lei 

Hexagran1a y por ende, en el trabajo posterior1 tendre1nos que to1nar en 

cuenta las consecuencia.c; que <lichas dcficiencias de ele1nentos tendrc1.n. Sin 

ernbargo, es importante 1nencionar quc uos resulta conveniente csta 

rcpresentaci6n 1 debido a que pode1nos idcntificar a cada clemento dcl 1-lM 

en todo rnon1ento
1 

aunado a la enonne cantidad de infonnaci6n que las 

rcctas de Pascal nos daran en nuestro siguicnte capitulo, par el hccho de ser 

citomos dentro de la reticula. 
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Capitulo 3 

El HM como geometria 
combinatoria parcial 

En este capftulo daremos una representaci6n del Hexagrarna como 

geornetria combinatoria parcial. Comenzaremos por estudiar algunas 

definiciones y propiedades quc caractcrizan a una gcomctria combinatoria 

para <le este n1o<lo: analizar los elementos que seran necesarios para nuestra 

representaci6n. 

Definici6n 3.0.2. Una geo1netria combinatoria es una pareja (X 1:F ), 

dondc .-\ es un conjunto de puntos y donde F cs una familia de 

subconjuntos de .\, a los que llamare1nos cerrados1 
1 tales quc: 

1. :F cs cerrado bajo intersccciones, 

2. No hay cadcnas infinitas en :F, 

1 Denotados "Flats"(\'er Van Lint), los llamaremos ccrrados debido a la analogfa con 
los ccrrados de una topologfa 

51 
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3. :F contiene al conjunto vacio, a todos las confuntos fur;nados por un 

solo elemento { x} 1 x E .)( y al propio con jun to )( y 

4. Para cada cerrado EE F 1 E f. )(., las cerrados F que cubren a J:; en 

:F, Jarman una partici6n en Los puntos restantes1 es decir: 

X - E = LJ(F - E) i.e Vx EX - E, 3'F E F (que cubre n 

E} tal que x E E. 

Aqui1 "F cubrc a E" significa que F cs un conj unto 1nini1nal de E co11 

respccto a la inclusi6n, es dccir E, F C :F de 1na11cra quc EC F, pero quc 

EC G C F no puede ocurrir para ningl1n G E :F. 

Asi pues, podemos pensar en cl conjunto de cerrados :F de una geo1nctrfa 

combinatoria 1 ordcnados por inclusi6n y asf cncontrar una scric de 

propiedades iinportantes t.al y corno sc plantca en el siguiente tcore111a quc 

nos sera de gran utilidad para rcprcsentar a la rf't.icula gen1Ctrica parcial 

con10 gcometria c:0111binatoria parcial. 

Teorcma 3.0.3. Dada una reticula geornCtrica f, con (i.tomos :i; E .\, 

entonces (X, { Fy : y E L}) cs ·una geomctria cornbinatoria, donde 

Fy= {xE X :x Sy). 

Demostraci6n. Sea L una rcticula gco1nCtrica; definimos los cerrados Fy 

(como arriba), corno las ccrrados X de L. 

1. :F es ccrrado bajo intcrscccioncs, pues x ~ y y y ~ z {=::::}- x ~ y A z. 

cntonces F, = {xE XI :r. Sy) y F,= {1:E X Ix Sz} = 
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F,nF, = {x EX IX::; yi\z) = F,J\, E :F. 

2. No hay caclcnas infinitas en :F, por construcci6n, rccordanclo quc en la 

reticula geo1n6trica tan1poco las hay. 

3. F contienc al conjunto vacio1 a todos los conjuntos forrnados por un 

solo elen1cnto { x}, x E X y al propio conjunto X, ya que: 

Fo, = {x EX Ix :SOL}= 0 

F,, = {x EX Ix :S lL} = X 

F,= {xEX Ix::; y)= {y), I/ atomoyE X 

4. Para cada cerrado Fw E :F1 todos los cerrados Fy =/:- X, quc cubren a 

Fw en :F, fonnan una partici6n en X - Fw i.e 'vx E X - Fw 1 :l! Fy que 

cubre a Fw tal quc x E Fy debido a quc: 

(i) Primera den1ostraremos que si x E X - Fw ==;,- no existen Fy y 

F:z. talcs que Fy 3 x E F:z. y ru:nbos cubran a Fw. Supongarnos que 

si1 cntonces 

[(x E Fy = x :Sy) y (x E F, = x :S z)j = x :Sy J\ z 

= x E F, n F, = Fw (pues si no, F, n F, E F,) 'v 

(ii) Ahora va1nos a dc1nostrar que 'vx E X - Fw, i.c 'vx > y, :3! 

Fy tal que x E Fy, donde Fy cubrc a Fw, dondc Fy = Fx V w 

Ohservernos prin1cro quc: 

==;,- Fy = FxVw cubre a Fw <==> Fw c Fy y Fy cs en 

estc scntido, minimal <=} w ::; y = x V tu y no existe 
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z E F11 - Fw tal que w < z < x V w i.c {=:} x V w 

cubre aw 

De 1nanera que basta demostrar que x V w cubrc a 1u. Entonccs 

considercrnos la siguiente cadcna: 

1U = Wk < 11Jk-l < Wk-2 < ... < UJ1 < 01, 

Co1no x y u11 cubrcn a OL, dado quc la reticula cs sc1ni1nodular, 

cntonccs x V w1 cubre a W1. Dado quc x V 111 1 y u,2 cubrcn a 

W1 => x V w1 V w2 = x V W2 cubre a 1112 . Inductiva1ncntc, 

tcncmos que x V wk cubre a wk = w 

D 

De cstc rnodo, nucstra siguiente rneta a alcanzar, sera la de proceder de 

n1anera sin1ilar al teureu1a 3.0.3. consideranJo cl hecho de quc la rct.fcula 

geornCtrica con la quc cstarnos trabajando cs parcial 1 par lo que los ccrrados 

scr.in tan1biCn parciahncntc dcfinidos 1 en el scntido de que estos co11j1111tos 

podrfau tener clcn1cntos si pndiE'sen1os cornpletar la rctic11la parcial a 

reticula, y cs con cstc enfoquc que hablamos sobre represcntar al 'HM con10 

Geometria Combinatoria Parcial. 

Es en cste punto en dondc cobra sentido el que, con10 rncncionarnos en el 

capitulo anterior, los 3.tomos de la reticula son las rcctas de Pascal de! 

hexagrarna, pues de esta rnancra. corno virnos en cl teore1na 3.0.3, los 

cerrados que corresponder.in a los clernentos de! 1-l.M, aunquc 

parcialmente, estaran dcfinidos a travCs de las rectas de Pascal 1'inican1cntc, 
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lo cual nos resultar.i conveniente entrc otras cosas, para poder trabajar un 

poco con respccto al Teore1na de Desco1nposici6n de Veronese. 

3.1 Cerrados de las rectas de Pascal 

Sin pCrdida de gcneralidad, considerernos la recta Pa.seal: 

P ·= ab cd ef } 
· defabc 

Entonces, dado que definirnos a las rcctas de Pascal co1no clto1nos de la 

retfcula, tene1nos par el teorerna 3.0.3 que: 

Fp = {P} 

3.2 Cerrados de los puntos de Steiner 

Sin perdida de generalidad, considercmos el punto de Steiner 

ahcdef} 
St := de fa be 

cf be ad 

Por el teore1na 1.2.1, sabemos que este punto es el supre1no de los 

"'t ,, p ab cd cf } p. a omos : 1 = de fa be , 2 = 

por el teorerna 3.0.3, tcnemos que: 

cd af be} P-ab cd ef} asf 
cf eb ad y 3 - cf be ad ' 

Fs, = {P1,P,,P,} 

3.3 Cerrados de los puntos de Kirkman 

Sin pCrdida de generalida<l, considerc1nos al punto de l(irkn1an 

abcdef} 
K := de fa be 

cf bd ae 
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Entonces, por cl tcorema 1.3.1 saben1os que este punto es el suprerno de las 

", t ,11 j) ·- ab c<l cf } p, ·- eel af be } P, ·= ab cd cf } 
a omos 4 .- de fa be 1 5 .- cf bd ae y 6 · cf ae bd · 

Entoces 1 por el teoren1a 3.0.3, tenernos que: 

3.4 Cerrados de las rectas de Cayley 

Consideremos la recta de Caylcy c := cd af be . 
(

ab de cf) 
ef be ae 

Por el teore1na 1.5.1, sabernos que los puntos quc est.in contenidos en dicha 
ab ce df } ac cd bf } ac bd ef } 

recta son 1(1:= de bf ac 1 K2 := bd af ce 1 !(3 := df ae be y 
cf ae h<l ac be df ce bf ad 

abcdef} 
St := de fa be , por lo que para defiuir el <:errado de esta recta de 

cf be ad 
Pascal, to111a1nos la uni6n de los cerrados de cada uno de las cuatro puntos 

que la confonnan. Es decir: 

En cste nivcl, la descripci6n del cerrado correspondicntc comienza a scr mis 

coinplicada y es poco mancjable recurrir al teorema y hacer el interca1nbio 

de cada letra de manera pertinente para obtener cada uno de los cuatro 

pnntos de una recta de Caylcy dada; por csto, resulta de enorn1e 

i1nportancia construir un algoritmo para calcular dichos puntos Unicamente 

co11 la recta tic Cayley dada. 



EL 1iM COMO GEOMETRfA COMBINATORIA PARCIAL 

3.4.1 Construcci6n de! algoritmo para rectas de 
Cayley 

Rccordernos que por la Correspondcncia de Hesse, tenemos una 
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correspondencia biyectiva entre los puntos de Steiner y las rectas de Cayley. 

De manera quc la notaci6n de la recta de Cayley proviene de la 1natriz 

transpuesta que corresponde al punto de Steiner que se encuentra en dicha 

recta y por lo tanto nucstro problema se reduce en realidad a contruir un 

algoritrno, cu el cual dado un punto de Steiner, podarnos encontrar los trcs 

puntos de Kirkrnan que se encucntran en la recta de Cayley a la cual dicho 

punto pertenece. 

Para construir este algoritmo, consideremos el punto de Steiner y los puntos 

de Kirk1nan del Teorema de Cayley (teore1na 1.5.1), 1nencionados al 

principio de la secci6n. 

Denotare1nos a la matriz St coma la matriz con entradas aii, es decir 

a,;= afi co11 a, fi E {a,b, c,d,c, !} ya# f3 'li,j = 1,2 ... 6. 

A los puntos dr. I(irkman que qucremos calcular a travCs del punto de 

Steiner, los dcuotaren1os par 1nedio de la n1atriz I<n = (bij) donde 

n = 11 2,3 . 

. .\hara bien
1 

por la observaci6n 1.1.5 saben1os que las columnas de la matriz 

corrcspondicnte al pun to de Steiner, se fonnan to man do la tinica colu1nna 

en cada 1natriz correspondiente a un punto de Kirkman, en la que los seis 

clcrncntos a, b, c, d, e, f aparecen sin ornisi6n ni rcpetici6n, que como vimos 

en la observaci6n 1.3.4, son una carcatcristica de este tipo de matrices. Si 
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enumeramos las colu,nna <lei punto de Steiner par 1
1
2 y 3 

correspondientemente, obtenen1os de i111nediato una colurnna en cada punto 

de l(irkrnan, es decir: 

bi~1 = <hn, donde n = 1, 2, 3 

Asi por ejemplo para cl punto /(1, tene1nos que 1(1 = de b22 b,i3 . 
ab b,, b., } 

cf b32 b33 
Tenemos ahora que calcular las dos coltunnas restantcs en cada uno de las 

puntos de Kirkman; sin perdida de gcncralidad nos enfocarernos en el punto 

1(1 para construir el algorit,no tratando de utilizar argumentos que 

funcionen de manera general. 

Observaciones generales: 

I. Dado que las tres posiblcs parejas de rengloncs representan una recta 

de Pascal, aparecen las seis ele1nentos a, b, c, d, e1 f sin 01nisi611 ni 

repetici6n, por lo que al considerar una cntrada b,1 = et/3, no vuelvc a 

aparecer sobrc cl j-Csirno re11gl611 ni a ni /3. 

I I. Si considera1nos al clcn1l'nto bm = oJJ, que corresponde a los tres 

elementos que provicncn de una colu1nna de Steiner, los elen1entos bij 

con i =/. I =/. j (cs <lecir, clen1cntos quc no est.in ni en la 1nis111a 

columna ni en el 1nis1no rcng16n n), contienen a a o bien /3 

(naturalmente no a los dos, si no scria el mismo punto bin) junta con 

las otras cuatro letras restantes. Utilizaremos fuerternente esta 

observaci6n para pa.,;;ar a la observaci6n III. 
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Ill. Si nos fijamos par ejemplo en la entrada au = ab= bu y la 

co1nparamos con las cntradas aiJ con i # 1 # j, vemos que de las 

cuatro letras que obtenemos, si omitimos las dos que sc repiten (es 

<lecir, a y b), entonces la pareja de letras restantantes coinciden con 

las entradas b1j con i # 1 # j, es decir: 
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a11 = ab y a22 = af t----t bf entonces eliminarnos la a que aparece en 

ambas parejas de letras y par el teorerna 1.5.1, sabemos que este 

elemento es el b~2 , 

au = ab y a23 = be t----t ac por lo que eliminamos la b quc aparece en 

ainbas parejas de lctras y por el teorema 1.5.1, sabemos que estc 

elemento es el b~2 , 

Y asi continuamos con las elcmentos a32 y a33. 

A.hara bien, para las entradas del prin1er rengl6n, si consideramos al 

clemento a21 = de y lo comparamos ahora con dichas entradas, 

tcnc1nos quc: 

a21 = de y a 12 = cd i----+ ec, por lo que elirnina1nos la d que aparcce en 

ambas parejas de lctras y par el tcorema 1.5.1, sabemos que este 

clcmento es el b}2 , 

a21 = de y a 13 = ef t----t df entonces eli1nina1nos la e quc aparece en 

ambas parejas de letras y par el teorema 1.5.1, sabernos que este 

elemento cs el bl3 . 

Si verificamos esto mismo para las otros dos puntos de l(irkman 
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sucedc el n1is1no fen6meno (hacienda algunos ajustes), por lo quc en 

tCr1ninos gcneralcs podernos decir que para cl punto de I(irkrnan J<n, 

utilizamos a los cle1nentos ann y a1n {que para cste caso funcion6 para 

l = n + 1) con la siguiente rcgla: 

b -{"")'a,,. " - Urs Y Utn 

sir f; n 
en cualquier otro caso 

DespuCs de vcrificar lo que sucede con los otros dos puntos de l(irkman, la,;; 

pcqucii.as corrcccioncs quc hay quc) hacer son en cuanto a una excepci6n que 

ocurre para el punto de Kirkman /(2 por lo que es mcjor concentrarnos en 

tcrrninar de definirlo para el caso de !{1• 

QuisiCramos entonces tratar de escribir de una mancra sencilla y muy 

concreta lo quc significa "consiclr.rar dos parcjas de lctras, con1pararlas y 

obtener una nuc\·a parcja en donde el ele1ncnto que sc repite ha sido 

0111it.ido·• o dic:ho fonnahncntc: 

XC'cesitainos un operador Ocon Do1n(O) = ~\ x 1· c I1n(O)::; Z dondc 

_)\.,} ·, Z CL= a, b, c, d, e, f tal quc: 

a) rl(x, y) 1--1 z, es dccir, quc rnandf' un lado funda1nental en un lado 

fundarn<>ntal. 

b) Six= o.(3 y y = o.:6, entonccs z = O(x, y) = (30, es decir, quc elin1inc 

la letra quc se repi tc. 

La rcspucsta sobrc quC tcndria quc ser 0, la encontnunos en la Teoria de 

Grupos y natnrahnente sc trata de :1uto1norfisu1os iutcriores en el grupo de 
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perrnutaciones pares de S61 toda vcz quc considere1nos a las parejas de 

letrM en cada entrada de las matrices con10 transposiciones de dichM letras. 

Por el hecho de ser auton1orfisrnos1 cumplirAn la condici6n a) y dado que 

los automorfismos interiorcs est.in dados a traves de conjugaciones, cuando 

conjugamos con transposiciones en las quc sc tiene un elen1ento en comlln, 

este cle1nento es cceliminado" despuCs de llcvar a cabo el producto de dichas 

transposiciones. 

Por lo tanto nuestro algoritmo es el siguicnte: 

au a12 a13 } 

Algoritmo 3.4.1. Dado un punto de Steiner St 1 = a21 a22 023 1 

031 a32 033 

encontramos a la matriz asociada al punto de Kirkman 

Kio = (bij), j 0 = 1,21 3 a Los que estll asociado por el Teorema de Cayley, a 

traves de los siguientes pasos: 

1. Considerar las entroda.s aioio y akio donde lio- kl= l,k > 1 

2. Si consideramos cada entrada de las matrices como trasposiciones, 

entonces 

Uijo 
-1 

Uj0j 0amnai~Jo 
Uk10UmnU1010 

si n = io 
si m # io y (j, # 2 y m # l} 
en cualquier otro caso 

Ejemplo 3.4.2. Reconstru.yamos a las tres puntos de Kirkman del teorema 
abed cf} 

1.5.1 a partir de/ punto del punto de Steiner St~ de fa be . 
cf be ad 

a) Calculernos el punto de Kirkrnan !{1 

Consideramos las entradas au = ab y a21 = de. Entonces: 
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bl,= a21a12a,i = (de)(ce)(dc) = (cc) 

bl,= a21a1,a,/ = (dc)(ef)(de) = (df) 

bj, = a11a22a1/ = (ab)(af)(ab) = (bf) 

bl,= a11a23a1/ = (ab)(cb)(ab) = (ac) 

bj 1 = a31 = cf 

I,\,= a11 aa,a1/ = (nb)(eb)(ab) = (ae) 

bj, = a11a33a1/ = (ab)(da)(ab) = (bd) 
ab cc df } = K 1 = de bf ac 
cf ae bd 

b) Cnlculemos el punto de Kirkrnan I<2 

Considerarnos las entradas a22 = aJ y a32 = be. Entonces: 

b;1 = a32a11a3,1 = (bc)(ab)(be) = (ae) 

b;,1 = a32a1,a3,1 = (be)(Jb)(be) = (Jc) 

b/1 = a,,a,1a3,1 = (bc)(de)(be) = (db) 

bj3 = a32a23a321 = (bc)(bc)(be) = (ce) 

bj1 = a22a,1a22
1 = (af)(cf)(af) = (ca) 

bl,= a22n:na2,1 = (af)(da)(af) = (df) 
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ae cd bf } = K2= bd af ce 
ac be df 

c) Calculemos el punto de Kirk1nan !(3 

Consideramos las entradas a:i3 = ad y a23 = be. Entonces: 

bf1 = a33a11a331 = (ad)(ab)(ad) = (bd) 

b;2 = a,sa12aa.1
1 = (ad)(cd)(ad) = (ca) 

b13 = a13 = ef 

bj 1 = a,,a21a,,1 = (ad)(ed)(ad) = (ca) 

bj2 = a,,a,,a,,1 = (ad)(af)(ad) = (fd) 

bl1 = a23a31U,3
1 = (bc)(cf)(bc) = (fb) 

bj2 = a,,a,,a,,1 = (bc)(be)(bc) = (ec) 

b13 = a33 = ad 

ac bd ef } = K,= df ae be 
ce bf ad 
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En principio pareciera qne cl algoritrno propuesto depcnde cu gran medida 

<lei orden en que vayamos ton1ando las columnas de la 1natriz que 

corresponde al punto Steiner y dada la obserYaci6n 1.2.3.2 sobre la 

invariancia de la 1natriz de! punto de Steiner al intcrca111biar rengloncs o 

columnas completas, es natural que surjan una serie de pregnntas sabre la 

validez de este algoritrno. Sin e1nhargo, cl algorit1110 planteado no depende 

del orden de rcnglon($ o colurnnas de la 1natriz 1 pues scgui111os obteniendo 

los mismos trcs puntos de Kirk1nan, aunque en diferentc ordcn de aparici6n. 
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Proposici6n 3.4.3. El algoritmo no depende de la elecci6n de la rnatriz 

que representa al punto de Steiner. 

Demostraci6n. Dados las tres colun111as de Steiner, tencrnos IS3j = 3! = 6 

1naneras diferentes de acomodarlas. Por lo que, sin pCrdida de gcneralidad, 
abed cf} 

si considcramos la n1atriz de! punto de Steiner St 1 = <le fa be , las 
cf be ad 

otras 5 rnatrices equivalentcs que rcsultan de! intcrcan1bio de colurnna::; son 
ab ef cd } cd ab ef } cd ef ab } 

St2= de be fa , St3= fa de he , St4 = fa be de , 
cf ad be be cf ad be ad cf 

cf abed} efc<lab} 
St5= be de fa 1 St6= be fa de . 

ad cf be ad be cf 

Si aplican1os el algoritmo 3.3.1 a estas n1atrices 1 obtenen1os: 

I Pto de Steiner I 1(1 J\2 1(3 

I I ab df ce bd cf ac ac bf 
St, kf= de ac bf kJ= ac be fd K?= bd cc 

cf bd ae bf ad ce ca fd 
cd bf ae df -ab ce ac hd 

St, Kf= fa cc bd J(i= ac de bf F'-\3- fd ae 
be df ac bd cf ac cc bf 
cd ac bf ca ef bd df ce 

St,, K/= fa db ce I<:J= fd be ac I''' \3= ac hf 
be ac df ec ad bf bd ae 

[ St, 
ef ac bd ce ab fd bf ae 

kf= be df ea kl= bf de ca Kf= cc bd 
ad cc bf ac cf bd df ca 
ef bd ac bf c<l ae ce df 

St, k'-1- be ea df J(J= ce fa hd I<f= bf Ccl 

ad bf cc fd be ac ac bd 
Asi, por la obscrvaci6n 1.3.4.1

1 
obteneinos exacta111cntc los 1nis1nos trcs 

puntos de l(irkrnan del teorema 1.3.1. 

. .\hora bicn si intercarnbiarnos los rcnglones de la 1natriz dcl puuto de 
ab cd ef } 

Steiner, las otras cinco 1natriccs cquivalentcs son: St7= cf be ad , 
de fa be 

c<l 
fa 
be 
cf 
be 
ad 

ab 
de 
cf 
cd 
fa 
be 
ab 
cc 
cf 
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Sta= :: !~ ad:~ }1 Stg= ~; ~: 
cf be ab cd 

cf bead} 
St 11 = de fa be 

ab cd ef 

be} ad , Stw= 
cf 

Ahora aplicarnos el algoritmo 3.3.1 a estas rnatriccs y obtcncrnos asf la 
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siguiente tabla, en donde en la prin1era colurnna cstin los puntos de Steiner 

y sobre el rengl6n de cada uno, estan los puntos de Kirkrnan quc se 

obtienen. 
j Pto de Steiner \ 1 er Pto de Kirkman I 2° Pto de Kirkrnan I 3cr Pto de J(irkrnan 

ab df cc bf cd ae ac bd ef 
St7 k'-1- cf ae bd kJ= ca be fd J(j= bf cc ad 

de bf ac db fa ec de fd be 
de bf ac db fa cc ae fd be 

St8 I</= ab ce df I<~= ae cd bf J<f= bd ac cf 
cf db ea fd be ac ce bf ad 

de ca bf cc fa bd df ea be 
St, I<'-,- cf db ea Kg= fd be ca ](~= ce bf ad 

ab ec df ea cd bf bd ac cf 

cf ae bd ca be fd bf ec ad 

St,o k}o= ab df ce kJO= bf cd ae J(jO= ac bd cf 
de ca bf cc fa bd elf ea be 

cf bd ae df be ca cc bf ad 
Stu kP= de ac bf Kil-2 - cc af cbd J(j'= df ae be 

ab df ce bf cd ea ac bd cf 

De esta manera observamos quc los puntos de Kirkrnan que obtenemos 

intercambiando los renglones 1 por las obscrvaciones 1.3.4.1, aunquc las 

columnas y renglones aparezcan en distinto orden y por 1.1.5, aunquc haya 

una permutaci6n cntre los elementos que aparccen en "negritas': en la tabla, 

son equivalentes a los puntos de l(irkrnan que originahncntc obtuvimos, 

Asi, dado que cualquier otra 1uatriz equivalente a la de Steiner1 se obtiene 

con uno o la cornbinaci6n de 12 intercambios entrc colun111as y renglones, la 

proposici6n es vcllida. 
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D 

3.5 Cerrados de las rectas de Plucker 

Por el teorema 1.6.1, sabcrnos que los puntos de Steiner en esta recta son: 
abcdef} abcdef} abcdef} 

St0 = de fa be , Stp = df cb ac , St..., = cf ca db y 
cf he ad ec af db cd bf ac 

Sto = ~~ :~ ;t } . 
cc bf ad 

Asi, sin pCrdida de generalidad, para la recta de Pliicker [ab, cd, eJJ, 

tenernos que: 

Es importantc recordar quc, con10 virnos en el capitulo 1, las matrices de 

los puntos de Steiner corrcspondicntes a una rccta <le Pliickcr (xy. 11:.:::, mlJ 

son to<las aquellas clifercntes rnatrices qne se pucdcn fonnar con cl ren!!;l6u 

fijo xy wz 1nl, por lo que tcnc1nos entonces un algoritmo de "ensayo y 

error" quc en rcalidad no rcsulta co1nplicado 1 considerando el uluncro de 

casos posibles que intervicuen en cstc clllculo. 

3.6 Cerrados de los puntos de Salmon 

Corne vii nos en el teoren1a 1. 7 .1, cl pun to de Salrnon 

S =[ac,ad,ac,af,bc,bd,bc,b/,ce 1 c/,dc,cif], provicuc de las rcctas de Caylcy 

C, =( :: ~~ 1:~ ), C2 =( ~~ :1'. :; ), C, =( ;~ ;! ~~) y 
cf be rul cf~ db cf db & 

c, = ( ;~ :'! ;,; ) 
cf be ad 
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De man era que para obtener cl cerrado del pun to de Salmon S 1 es necesario 

obtencr cl punto de Steiner y los tres de I(irkman quc se encucntran en 

cada una de estas rectas de Cayley y tornar la uni6n de sus cerrados, para 

lo cual necesitamos entonces aplicar primero el algortimo 3.4.1. 

Sin embargo1 antes de comenzar con este c.ilculo, es interesante hacer la 

siguiente observaci6n: Cada una de las cuatro rectas de Cayley es supren10 

de tres puntos de Kirkman y uno de Steiner, que a su vez son cada uno 

supre1nos de tres rcctas de Pascal 1 entonces: 

Pregunta 1. z.el cerrado de Salmon, estara conformado por 

4(4)(3) = 48 rectas de Pascal?, 

Pregunta 2. z.que implicaci6n tiene la cardinalidad del cerrado de 

un punto de Salmon, desde el punto de vista geometrico?. 

A.plicando a cada una de las cuatro rectas de Cayley el algoritmo 3.4.1, 

llevamos a cabo los c.ilculos en la tabla 3.1 de la siguiente pcigina, 

escribiendo sobre cada rengl6n al punto de Steiner y los tres puntos de 

Kirkman de cada una de las cuatro rectas de Cayley que se intersectan. 

Entonces el cerrado <lei punto de Salmon S1 queda definido de la siguientc 

1nanera: 

4 3 4 

Fs = LJ(LJ K/JLJ(LJ Fst;) 
j=l l=I i:=l 

Asi, vemos que la respuesta a la segunda pregunta planteada es negativa, ya 

que por ejemplo: ~; :! ~~ } , pertenece a lo cerrados que corresponden a 

StL k~, kl y k:}. 



~ 
;c 
.., 
"' " 0 
2 
0 

~ z 
iii 
:; 
0 

" 0 

" 2 ... 
'"' :; 
g 
" ~ 
00 
:; 
·< z 
< 
z 
=, 

"' '° 

Tabla 3.1: Puntos de l{irkrnan y Steiner para el c;ilculo de! cerrado de un punto de Sahnon 
j Pto de Steiner j l" Pto <le Kirkman j 2° Pto de Kirkman j 3" Pto de Kirkman i 

ab cd ef ab ce df ae cd hf} bdacef} 511= de fa be k/= de bf ac kJ= hd fa cc l(j= 
bf ce ad 

cf be ad cf ae bd ac be df 
ab cd ef ab cf de bf cd ae } ad beef} 

St,= df be ac K/= df ae be KJ= ad eb cf Kj= bf de ac 
ec af db cc bf ad be af de ae cf db 

ab cd ef } ab df ce af cd be bcadef} 
St,= cf ea db K/= cf be ad > K]= be ae df KJ= af ce db 

ed bf ac ed af be da bf cc be df ac 

ab cd ef } ab cf de afcdbe} bdcaef} 
St,= df ea be kt= df be ac ki= bd ea cf Kt= af de be 

ec bf ad ec af bd ac bf de be cf ad 



EL 1-lM COMO GEOMETRfA COMBINATORIA PARCIAL 69 

Este rcsultado resulta muy interesante1 porque podriamos encontrar mas 

rectas de Pascal en comlin. Es por .esto 1 que consideraremos a las gr.ificas 

como un camino alternative para resolver esta duda, por la facilidad con la 

que podrcmos encontrar a las rectas de Pascal en coml.J.n, una vez hechos 

todos los c.ilculos. 

Partiendo del mismo punto en cl que lo hicimos con la notaci6n de Salmon, 

verificaremos cules son las rectas de Pascal que obtenemos en coml.J.n y las 

buscaremos dentro de la tabla anteriormente hecha. 

3.6.1 Un algoritmo de teorfa de graficas 

Utilizaremos aqui un algoritmo al1n no publicado de Rodolfo San Agustin, 

para calcular a partir de una recta de Cayley1 las rectas de Pascal que se 

encuent.ran f!Il cada uno de sus puntos de Kirkman y Steiner, que formar.in 

asi, el cerrado de dicha recta de Cayley y explicaremos brevemente en su 

contrucci6n el por quC de dicho procedimiento, para que resulte natural en 

el 1nomento de aplicarlo. 

Es recomendable ver el apCndice B donde se construye la representaci6n <lei 

'/iM en S(K6 ) (la red de subgraficas de K6 ). 

Sin perdida de generalidad 1 consideremos al punto de Salmon 

S =[ac,ad,ae,a/,bc,bd,be,bf,ce,cf,de,d/] 1 entonces dado que existen 

exactamente cuatro subgr.ificas de tipo 2/(3 que su uni6n nos de la grAfica 

S, tene1nos bien detenninadas (an.ilogamente a como ocurria con la 

notaci6n de Salmon)i las cuatro rectas de Cayley de! punto S. 
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Una vez determinadas estas cuatro rcctas de Cayley, si c cs la gr.ifica que 

correspondc a una de estas rectas de Cayley, entonces cc = St donde St cs 

el punto de Steiner que sc encuentra en c. 

Ahora bien 1 sabemos que para cada uno de estos cuatro puntos de Steiner 

que obtendrcrnos, tenen1os dos factorizacioncs que corrcsponden a los 

puntos de Steiner conjugados entre si1 par lo que resultant de enonne ayuda 

de cada factorizaci6n, llevar a cabo el cambio de notaci6n par la de Sahnon 

para estos puntos de Steiner y considcrar solo aqnellas cuatro 

factorizacioncs que nos rcsulten en su notaci6n de Saln1on, con un rengl6n 

en cornlln debido a la correspondcncia (1.2) <lei capitulo 1. 

Una vez clegidas estas 1-factorizaciones de cada punto de Steiner, dado que 

('n la notaci6n de Salrnon, la matriz correspondirntc al punto de Stf'iner se 

fonnaba a partir <le consi<lcrar la columna "1narcada1
: de cada uno de las 

tres puntos de l(irkrnan en la recta de Cayley, resulta cquivalente a 

contener co1110 gr.ifica 1111a de las trcs 1-factorizaciones de! punto de Steiner 

y ta1nbien 1 dado que Ste = c C /(, entonces 1 podernos obtcner a cada uno 

de estos puntos de Kirkman al considerar la uni6n de cada una de las tres 

1-factorizacioues con la gnifica <le recta de Cayley. 

De nuevo, rcsulta mucho muy Util escribir en la notaci6n de Salmon, cada 

uno de los puntos de Kirkman calculados, para asi, obtener cada una de las 

tres rectas de Pascal que conforman cada punto y escribirlos despues con10 

grificas. 

Lle\'aremos cntonces a cabo dicho algoritmo en la figura (3.1) y (3.2) 
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considerando en cada columna (de izquierda a derecha): 

l. Las rcctas de Cayley £;, donde i = 1 ... , 4 que se intersectan en el 

punto de Salmon S =[ac, ad, ae, af,bc, bd, be, bf, ce, cf,de,dfj 

2. El punto de Steiner St1 que se encuentra en la recta Ci (que 

corresponde enntonces a la grAfica con1plementaria de ci) con su 

notaci6n de Sahnon 

3. La l-factorizaci6n correspondicnte al punto de Steiner Sti 

4. Los tres puntos de Kirkman Kj, con j=l, ... ,3, en la recta de Cayley 

Ci, junto con su notaci6n de Salmon 

5. Las tres rectas de Pascal acomodadas por columnas, que se 

encuentran en los puntos de Kirkn1an Kj 

6. Las tres rcctas de Pascal que se encuentran en cl punto de Steiner Sti. 

\iernos entonces a partir de dichas figuras que los ccilculos que habfa1nos 

llc\·ado a cabo con la notaci6n de Salmon cran correctos y que tenemos 

cuatro rcctas de Pascal en comlln, por lo que tcndremos ahora que analizar 

sus consccucncias. 

3.6.2 Consecuencias de! resultado obtenido en el 
cerrado de los puntos de Salmon 

En base al calculo de! cerrado de un punto de Salmon, podemos responder 

a la segunda pregunta planteada, pues he1nos obtenido un muy interesante 
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rcsultado, quc llan1arcrnos Propiedad '¥: 

Dado 1111 pun to de Sahnon y las cuatro rectas de C'ayley que lo contienen, 

existen cuatro rectas de Pascal que cortan a cada una de las rectas de 

Caylcy, en los puntos de l(irkman y Steiner contenidos en cllas, cs decir 
1 

Sin pCrdida de gcneralidad, al considerar al punto de Salrnon 

S =iac,ad,ae,af,bc,bd,bc,bf,ce,cf,de,df] y las rectas de Cayley que se 

intcrscctan en este punto: C1 = ( ~~ ~= ~! ) , C2 = ( ~~ :! :~ ) , 
ef be ad ef ac db 

c~ = ( ~~ ;: ~~ ) y C4 = ( :~ ~! :~ ) , las recta de Pascal 
cl db K cl be~ 

p = de fa be } p = df be ac } p = cf ea db } 1 cf be ad ' 2 ec af db 1 3 ed bf ac Y 

P4 = ~ ~; ~~ } cumplen con que P1 3 St1, I<i, I<f 1 Kj 1 P2 3 

I<J, St2, Ki, I<{, P3 3 K}, I<j 1 St3, I<:Jy?4 3 I<], J<f, I<J, St"', donde 

Sti, l(j E Ci con i = l, 2, 3, 4 y j = 1, 2, 3 y cuya interpretaci6n geornetrica1 

podcmos verla en la figura (3.3). 

Ahora bien, es i1nportante obserYar la consecuencia que tiene este rcsultado 

con rcspecto al Teorcma de \'croncse (teorema 1.4.2), que caractcriza al 

Hexagrama Mistico, al tener involucradas rectas de Pascal y puntos de 

l(irk1nan; asi, pode111os plantcarnos la siguicnte prcgunta: 

Pregunta 3. Dada una de las rectas de Pascal Pi de la propiedad 

\JI, L,existen puntos de Kirkman o rectas de Pascal en el cerrado 

del mismo punto de Salmon, en la misma configuraci6n de 

Desargues? 

Supongamos por un rnon1cnto que si existcn puntos de I(irkman de la tabla 
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anterior en la configuraci6ndc Desargues de la recta Pii entonces, dado que 

la configuraci6n de Desargues cs de tipo 103 y considerando cl hccho de quc 

todas las rectas de Pascal solo tienen tres puntos de Kirkrnanl debernos 

esperar que esos puntos de Kirkman scan exactarnente los rnismos tres 

puntos de Kirkman de la tabla (3.1) que contienen a la rect_a de Pascal p,. 

De mancra quc resnlta, adcmas de intcresante, 1nuy in1portante llcvar a 

cabo el c.ilculo <le cada una de las cornponentes arguesianas 

correspondientes a cada una de las rectas de Pascal Pi y analizar el 

resultado obtenido. 

Llevarcrnos a cabo los pasos del algoritmo 1.4.3 que vimos en el capltulo 1, 

desglosando por columnas de las tablas {3.2) y {3.3), de la siguiente manera: 

1. En cada colurnna deasrrollaremos el algoritmo para calcular los 

elc1nentos de las componentes arguesianas de cada rccta de Pascal Pi 

en cada cohunna. 

2. Dado que en cada paso considcraremos a los lados con1ple1nentarios 

dcl punto de h:irkman o recta de Pascal cu cuesti6u 1 dcsarrollaremos 

nuestro algoritmo hasta calcular cl cuarto punto de l(irk1nan en la 

cornponente arguesianai debido a la inforrnaci6n que podemos obtener 

de rnanera in1nediata al llegar hasta este paso. 
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Asi, en base a cste nucvo cilculo, hernos obscrvado cosas rnuy intercsantes: 

l. En la co1nponcnte arguesiana de cada rccta Pi, tcnernos a los trcs 

puntos de Kirkman quc como ya habiamos vista en la tabla (3.1), 

contienen a Pi 

2. Cada una de cstas cuatro rccta.'> de Pascal de la propicda<l q,, 

pcrteneccn a co1nponentcs argucsianas ajcnas. 

3. Para cada recta Pi de la propicdad \JJ, tenernos que todos los puntos 

de l'\irk1nan l{p; asociados n1ediante la correspondcncia de Hesse, 

contienen la columna '1marcada'' en cornU.11. 

Finahnente1 corno parte de las consecuencias de la propiedad '11, µodcrnos 

pensar en lo siguicntc: 
c2c,2 

Dado qnc podemos construir ~ = 15 colurnnas "1narcadas1' distintas y 

debido a q11c tcncrnos 60 diferentes puntos de l(irk1nan, tenc1nos 1111a 

correspondencia 4 : 1, entre las columnas rnarcadas y los puntos de 

l(irk1nan que podernos construir con cllas . 

. l\hora bien, a travCs de la propicdad W, hcrnos cncontrado que los cuatro 

puntos de Kirkn1an que tienen la mis1na columna ''rnarcada'' se rclacionan 

con cl punto de Salrnon que conticncn las rectas de Cayley en las que esto 

puntos sc encuentran y recordan<lo que en la configuraci6n de! Hexagra1na 

tencrnos 15 puntos de Sahnon, surge la siguientc pregunta: 

Pregunta 3: ;,Existe una correspondencia biunfvoca entre los 

puntos de Kirkman, que contienen a la misma columna 
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"marcada", y el punto de Salmon, a traves de las componentes 

arqguesianas en la propiedad W? 
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79 



80 UN ANALISIS GEOMETruco COMBINATORIO DEL 1iM 

Figura 3.3: Interpretaci6n geometrica de la propiedad psi 



Capitulo 4 

COMENTARIOS FINALES 

Para concluir el presente trabajo, quisera hacer unos breves 

comentarios al respecto del interes que tenemos en hacer de este 

trabajo, una introducci6n para su posterior aplicaci6n en la 

Teoria de Invariantes: 

En el artfculo de Neil White [7], tenemos descrita la forma en la 

que podemos construir el anillo de corchetes en una geometria 

combinatoria asi en un m6dulo sabre su propio anillo de corchetes, 

por lo que en el estudio del Hexagram Mfstico podriamos hacer 

uso de la herramienta que la teoria de anillos conmutativa. De 

igual manera, planteamos la posibilidad de hacer esta 

representaci6n, para darle un enfoque con el que Sturmfels [6J 

analiza diversas estructuras a partir de sus anillos de invariantes. 

Me parece tambien importante plantear lo siguiente: una 

representaci6n de la estructura del 1l.M como reticula geometrica 

parcial, en base a un criterio en el que nuestra prioridad era la de 
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conservar la informaci6n que nos permitia identificar a cada 

elemento en base a la forma en que fue construido; creo alln asi 

que si deben existir otras formas en las que podamos llevar a cabo 

esta representaci6n, que aunque en el fondo tengan un sustento 

muy parecido a la de la representaci6n que hicimos, nos podrfan 

proporcionar otro tipo de informaci6n, para encontrar nueas 

relaciones geometricas y combinatorias en la estructura del 1lM. 

Este planteamiento resulta importante en tanto que siempre la 

btisqueda de alternativas permite, mas all.i de haccr un cambio en 

la direcci6n que tomamos, perfeccionar lo anteriormente hecho. 

Sin embargo tambien es importante mencionar la informaci6n que 

hemos podido obtener en nuestro trabajo ya han surgido una 

serie de preguntas sabre la estructura del 1-lM, y tambien 

pudimas encantrar una serie de respuestas que nos permitan 

guiar el rumba de dicha bU.squeda de respuestas. 

Haremas entances un planteamiento de las preguntas que han 

surgida como resultado del presente trabaja: 

1. 1,Existe una correspondencia biunivoca , entre los puntas de 

Kirkman que contienen a la misma columna "marcada" y las 

puntos de Salmon, a traves de las companentes arguesianas 

en la propiedad W? 

2. l C6mo se relaciona la anterior pregunta con la propiedad 'V, 
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en la bllsqueda de una respuesta? 

3. Dada una recta de Pascal, ies posible determinar a que 

cerrados corresponde en la representaci6n del 1iM como 

geometria combinatoria parcial? 

83 

4. l,La respuesta a la pregunta anterior permite que exista una 

relaci6n entre tales cerrados? 

5. Una vez llevada a cabo la representaci6n del Algebra de 

corchetes del 1iM, la descomposici6n de Veronese 

corresponde a la descomposici6n en irreducibles de dicha 

Algebra, o bien, a la descomposici6n de Hironaka? 



Apendice A 

Teoria de Graficas 

A.I Conceptos basicos 

Este apendice tiene como objetivo, dar una pequeiia introducci6n 

a la teoria de gr.ificas, debido a la importancia que tienen las 

grcificas como una Util herramienta en el tercer capitulo. 

Nos basaremos en gran parte en el apendice hecho por Gabriela 

Frfas [3). 

Definici6n A.I."l. Una gr.ifica G se define con10 un par ordenado (r 1 fl), 

en donde: 

l. res un conjunto {g 1,g2 , .•• 1 911 } de ele1nentos llamados vertices y 

2. n es una fa1nilia (w 1, ·w2, ... , W 17i) de ele1nentos del producto cartesiano 

de [' X f, /la1nados aristas 

Si 1n = (g, 1v) E fl, decimos que x cs adyaccnte cony y denotamos a 

dicha arista coma la palabra no ordenada g1v. 
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Notaci6n A.1.2. Para denotar a una grdfica G, escribiremos sus aristas 

dcntro de un parentesis cuadrado [ ... ]. 

Definici6n A.1.3. Dos o mas aristas que unen al 1nis1no par de vertices 

son llarnadas aristas mt'.iltiples y una arista que une a un vfrtice consigo 

rnisuio es llamada un lazo. Una gr<ifica sin Lazos o aristas m1iltiple.,; es una 

gr3.fica simple. 

Definici6n A.1.4. Si G es una grdfica sirnple, formarnos su 

complemento G1 al considerar el conjunto de vCrtices G y uniendo dos 

vertices a travCs de una arista siempre que dichos vertices no estin unidos 

en G. 

Definici6n A.1.5. Sea G una grdfica con un conjunto de vertices \/(C) y 

una farnilia de aristas E(G). Una subgr3.fica G1 de G cs una grdfica cuyo 

vertices pertenecen a V(G) y cuyas aritas perteneceu a E(G). Una 

subgrcifica generadora de G, es u1u1 grrijica que conticne todos los 

vertices de G. 

Definici6n A.1.6. Una grcifica completa es una grdfica en la que cada 

par de vertices es unido par exactarncnte una arista. La grUfica cornpleta 

conn vertices es denotada par I<n-

Definici6n A.1.7. Una gr6.jica n-partita G, es aquella en la que se puede 

dar un partici6n de sus vertices en n subconjuntos V1, i1
2 , .•• , V~ tat que cada 

arista de G tiene un extrema en Yi y otro en \-'} donde i f- j con 

i,j E {l, 2, ... , n}. Tai partici6n (V'1• l'2 , ... , Vn), se llama n-partici6n. 
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Definici6n A.1.8. Una grdfica n-partita completa G es una grdfica con 

n-partici6n (V1, V2, ... , Vn), donde cada vertice de Yi es adyacente con cada 

vertice de l1J para cualquier pareja i, j E {l, 2 ... , n}. Si (V1, \12 , ... , Vn)- Si 

ll~I = ai con i = 11 ••• ,n, denotamos a la grdfica n-partita par Ka 1 ,a2 , ••• ,an· 

A las grafica 2-partitas y 3-partitas suelen llamarsele bipartitas y 

tripartitas, respectivamente. 

Definici6n A.1.9. Un camino en una grdfica G es una sucesi6n 

alternada de vCrtices y aristas (g1iw 1,92,w2, ... ,wn-1,9n), e1npezando y 

terminando con vertices, en la que cada arista es incidente con los vertices 

que la precedcn y la suceden respectivarnente. 

Definici6n A.1.10. Una grcifica en la que a partir de cualquier vertice 

podemos trazar un camino a cualquier otro, se dice que es conexa, y se 

dice disconexa, en el caso contrario. 

Definici6n A.1.11. Un factor de una grdfica G, es una subgrdfica 

gcneradora. de G que es cornpletarnente disconexa. Decirnos que que G es la 

surna de factores G1, si es uni6n disjunta en aristas y tal uni6n cs llarnada 

una factorizaci6n de G. Si tenemos una factorizaci6n de G en n-factores, 

a cada uno de estos les llamamos n-factor y su uni6n es llamada una 

n-factorizaci6n y G es n-factorizable. 
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A.2 Propiedades de !(6 

Sea A = a, b1 c, d) e, f el conjunto de vertices de la grcifica completa 

!(6 • Un I-factor de /(6 es un conjunto de tres aristas disjuntas. 

Proposici6n A.2.1. Hay quince 1-factores distintos en /(6 

Demostraci6n. Debido a quc en !(6 tcnen1os Cl, = 15 aristas, tencn1os 

cntonccs 15 1nanera distintas de escogcr la prirncra arista de nuestra 

l-factorizaci6n dondc tres de ellas nos fonnan la rnisrna 1-factorizaciOn. 

Ahora, para escoger la segunda arista de cntre las disjuntas a la primer 

arista que toma1nos, solo tenetnos CJ = 6 aristas para considerar, en dondc 

dos de ellas pcrtcncccn al 1nis1no I-factor. 

Por lo tanto ten('n1os C!J-)(¥) = 15 1-factores. D 



Apendice B 

Una representacion del HM en 
S(K5) 

Consideremos la correspondencia </>: 1{M ---+ S(K6), donde 1{M 

representar3. a la reticula de los elementos del Hexagrama 

representada a traves de la notaci6n de Salmon. Sin perdida de 

generalidad, consideraremos a algunos de las elementos del 

Hexagrama con las que hemos estado trabajando, para lograr una 

mejor comprensi6n de la notaci6n de Salmon y la de Rodolfo San 

Agustfn. 

B.1 Rectas de Pascal 

. ab cd ef } 
Cons1deremos la recta de Pascal de fa be , entonces, tal y 

coma vimos en el capitulo 1 , al tener 60 diferentes rectas de 

Pascal que est3.n en en correspondencia biunivoca con las arreglos 

que a traves de la notaci6n de Salmon representan una recta de 
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Pascal, en donde lo fundamental son las seis parejas que aparecen 

en dicho arreglo, resulta natural pensar en la correspondencia 

establecida por ¢ aplicada a una recta de Pascal, de la siguiente 

for ma: 

(B.l) ab cd ef } 
¢, : de fa be --> [ab, cd, cf, de, fa, be] 

en donde jab, cd, ef, de, fa, be] representa a la subgr.ifica de 1(6 cuyos 

vertices son a, b, c, die, f y sus aristas ab1 cd1 cf1 de, fay be. 

De esta manera, a traves de la observaci6n 1.1.5 podemos definir 

,i,-'([ab, cd, ef, de,fa, be]) coma el arreglo de I x 2 en donde por 

columnas est.in las parejas de letras que no tienen elementos en 

comtln y donde por renglones no hay omisiones ni repeticiones de 

las seis letras. 

B.2 Puntos de Steiner 

ab cd ef } 
Considercmos el punto de Steiner St = de fa be , que tal y 

cf be ad 
como vimos en el capitulo 1, es el punto de concurrencia de las 

PI abcdef} rectas de asca p1 = de fa be , 

ed af he } ab cd ef } . , 
JJ2 = cf cb ad Y p3 = cf be ad , y que en su representac1on 

como reticula geometrica parcial, dicho punto de Steiner es el 

supremo de las rectas de Pascal que lo contienen; por lo tanto: 

{B.2) ¢,(St) = ¢,(pi) V ¢,(p,) V ¢,(p,) = [ab, cd, ef, de, fa, be, cf, be, ad) 



UNA RBPRESENTACI6N DEL HM EN S(Kc,) 91 

Observaci6n B.2.1. Sabemos que a traves de estas nueve parejas de tetras, 

podernos representar a dos puntos de Steiner1 en donde uno es el conjugado 

arm6nico def otro1 que a traves de la notaci6n de Salrnon identificllbamos a 

dos rnatrices, en donde una era la traspuesta de la otra; de igual manera 

sucede en las grllficas, ya que al llevar a cabo la factorizaci6n de dicha 

grdfica, que en tCrminos geometricos es obtener cada una de las tres rectas 

de Pascal que confonnan dicho punto, vemos que tenemos entonces dos 

factorizaciones diferentes y que por ende, cada una de estas son las que s{ 

deterrninan de rnanera Unica al punto de Steiner en cuesti6n. 

Asi, podemos obtener 4>- 1([ab,cd,ef,de,fa,bc,cf,be,ad]), de la 

siguiente manera: 

1. Considerar las dos factorizaciones de la grcifica 

correspondiente a un punto de Steiner 

2. Escribir por renglones las tres aristas que aparecen en cada 

una de las tres 1-factorizaciones 

3. Racer los reacomodos necesarios sabre las renglones para 

que en cada rengl6n y columna, aparezcan las seis letras sin 

omisi6n ni repetici6n, para respestar la notaci6n de Salmon 

para un pun to de Steiner. 

Vemos entonces que al llevar a cabo dicho procedimiento, 

obtendremos dos puntos de Steiner que son conjugados arm6nicos 
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entre sf, asf como las tres rectas de Pascal que deter1ninar3.n a 

cada pun to de Steiner. 

B.3 Puntos de Kirkman 

Como viinos en el capitulo 1, Kirkman encontr6 otras ternas de 

rectas de Pascal diferentes a las de Steiner, que se intersectan en 

60 puntos que llevan su nombre; par lo que procediendo de 

manera an8.loga a coma lo hicimos con los puntos de Steiner, si 
ab crl ef } 

consideramos al punto de Kirman J( = de fa be 1 que es el 
cf bd ac 

ab cd ef } punto de concurrencia de las rectas de Pascal p~ = 
de fa be ' 

eel af be } ab cd cf } 
p5 = cf bd ac y P6 = cf ae bd , entonces: 

(B.3) r/J(K) = rj,(p,) V ,j,(p,,) V ¢(p,) = [a&, cd, cf, dr, Jo, be, r:f,1"1, ac] 

B.4 Rectas de Cayley 

( 

ab 
Consideremos la recta de Cayley c = cd 

ef 

de cf) 
af be 
be ad 

que se 

ab cc 
df } construye a partir de los puntos de Kirkman 1(1 = de bf ac , 

I<2= :~ :~ ~! }, 
ac be df 

St= de fa be . 
cf be ad 

cf ac bd 

!(3 = :~ !: ~~ } y el punto de Steiner 
cc bf ad 

ab cd ef } 

En este caso la regla cambia un poco, ya que si consideramos la 

intersecci6n de las gr.1ficas que corresponden a cada uno de estos 
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cuatro puntos, naturalmente dicha intersecci6n seria vacia; de 

manera que para este caso consideraremos a 4> de la siguiente 

manera: 

(B.4) ql(c) = ql(K1) I\ q\(I<2) I\ q\(I<,) = [cc, bf, ae, df, ac, bd] 
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Observaci6n B.4.1. Sabemos que tene1nos ~ = 15 diferentes parejas de 

letras, que representan a cada una de las 15 diferentes aristas la grdfica de 

K 6 . Ahora bien, vemos queen cada arreglo que corresponden un punto de 

Kirkrnan y por ende en su grdfica correspondiente, aparecen las rnisrnas seis 

parejas de letras, aunque en diferente orden1 y Jarman estas el complemento 

de las nu.eve parejas de letras1 o bien arista.s, que corresponden a la 

representaci6n del punto de Steiner St. Es por esto que tenemos la 

siguicnte importante relaci6n: 

(B.5) ql'(c) = q\(St) 

Observaci6n B.4.2. Tambien debemos recordar, como vi111os en la 

observaci6n 1. 5. 5, que al ten er un punto de Steiner y su conjugado 

arm6nico exactarnente Los 1nismos [ados fundarnentales en su arreglo a 

travCs de la notaci6n de Salmon, entonces Los seis lados co1nple1nentarios 

qtte representardn a estas dos rectas de Cayley, serdn exactamente Los 

mismos, por lo que dada una recta de Cayley en su notaci6n con grdficas, 

en principio no es posible deterrninar a quC punto de Steine1' corTesponde. 
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Este proble1na ha sido recienternente resuelto por Gabriela Araujo y Rodolfo 

San Agustin en una reciente investigaci6n aUn no publicada
1 

a partir de 

grrificas que ellos llaman "graficas rnarcadas". 

B.5 Rectas de Plucker 

Dado que no hay una representaci6n explicita de las rectas de 

Pliicker con la notaci6n de Salmon, utilizamos desde el capitulo 1 

la notaci6n designada a traves de las gr3.ficas de la siguiente 

manera: 

ab cd cf } 
Consideremos los puntos de Steiner colineales St1 = de fa be , 

cf be ad 

ab cd ef } ab cd ef } ab cd ef } 
St2 = df eb ac 1 St3 = cf ea db y St4 = df ea cb , que 

cc af db eel bf ac ec bf ad 
tienen en com Un al rengl6n con entradas ab, cdi ef y que al ser los 

Unico cuatro posibles arreglos para formar a un punto de Steiner 

manteniendo fijo dicho rengl6n, entonces podemos caracterizar de 

man era Unica esta rec ta de Pliicker ( que llamaremos Pl), a tr aves 

de las entradas de este rengl6n, y que adema.5 forma parte de la 

interseci6n de las graficas correspondientes a cada uno de estos 

puntos; por lo tanto tenemos: 

(13.6) q,(pl) = q,(St,) /\ 1>(St,) /\ 1>(St,) /\ 1>(St,) = [ab,cd, ef] 
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B.6 Puntos de Salmon 

Para obtener la gr.ifica que corresponde a un punto de Salmon, 

tenemos que llevar a cabo los siguientes pasos: 

(

ab de cf) 
1. Consideremos a las rectas de Cayley c1 = ed fa be , 

ef be ad 

( 

ab df ec ) ( ab cf ed ) ( ab df ec ) 
C2 = de eh af , C3 = ed ea bf y C4 = ed ea bf , 

ef ae db ef db ae ef be ad 
que por el teorema de Salmon 1.7.1, sabemos que son 

concurrentes. 

2. Mediante la correspondencia 1.2, tomemos al punto de 

Steiner que est:i en cada una de estas rectas de Cayley, 

trasponiendo cada una de las matrices de arriba. 

3. Mediante la correspondencia ¢, debemos considerar 

¢,(ci), ¢,{c2), ¢,{c3 ) y ¢,(c,). 

4. Si S es el punto de Salmon en que concurren las anteriores 

rectas de Cayley, entonces: 

¢,(S) = ¢,(c1) V ¢,(c2 ) V ¢,(vee,) (\ ¢,(c,) = [ac, ad, ae, af, be, bd, be, bf, ce, cf, de, df] 

(B.7) 
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