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RESÚMEN 

El objetivo de la tesis es proponer un modelo de doble porosidad con flujo 

interporoso transitorio, para la interpretación de la respuesta de un trazador en un 

yacimiento naturalmente fracturado. En el modelo se utilizó un nuevo parámetro, el 

cual representa el gradiente de flujo másico que rige la transferencia fractura-matriz 

dependiente del tiempo que incluye un factor de forma, utilizando dos casos: bloques 

cúbicos de matriz rodeado de fracturas y el otro con estratos horizontales altamente 

permeables, en contacto con bloques horizontales de baja permeabilidad. 

Se definieron nuevas variables adimensionales que facilitan la interpretación y 

eliminan la dispersión resultante de la inversión numérica. La solución del modelo se 

obtuvo en el espacio de Laplace y se invirtió numéricamente a tiempo real, utilizando 

el algoritmo de Crump, acoplado con el algoritmo Epsilon que acelera la 

convergencIa. La solución calculada por inversión numérica se comparó con la 

solución analítica a tiempos adimensionales cortos y largos obtenida para el modelo 

propuesto, proporcionando resultados satisfactorios. Con los valores de la inversión 

numérica se generó la curva tipo del modelo propuesto, la que se construyó con los 

grupos de variables adimensionales obtenidos de la solución analítica aproximada a 

tiempos largos. El ejemplo de aplicación de la interpretación de datos de campo 

consiste en ajustar la curva tipo presentada en este trabajo a los datos publicados de 

la respuesta observada en los pozos productores del campo Ekofisk cuyas 

características fisicas son correspondientes a las suposiciones ampleadas en el 

modelo, y así determinar parámetros de interés práctico como son: el valor "in situ" 

de la constante de dispersividad de las fracturas, difusión en la matriz, el tamaño 

característico de los bloques de matriz y tendencia de fracturamiento en el campo. 

Los resultados mostraron que es posible evaluar practicamente la transferencia 

fractura-matriz en procesos de inyección, tales como contraste de dispersividades y 

fracción de volumen en la matriz con respecto al introducido a las fracturas. 
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IDE\TIFICACION DEL PROBLEMA 
Cuando la presión estática de un yacimiento declina. puede aplicarse un proceso de 

disminución de la declinación en la presión del yacimiento para sostener una 

producción determinada; en México, un ejemplo de esta situación el campo Abkatún 

perteneciente a la Región Marina Suroeste de PEP, el cual actualmente cuenta con un 

sistema de inyección de 270 MBD agua en la formación brecha del Paleoceno, otro 

ejemplo se tiene en la Región Marina Noroeste, donde se tiene proyectado inyectar 

nitrógeno al casquete del Complejo Cantarel!. Para optimizar el proceso de inyección, 

el desplazamiento de fluidos, así como el diseño oportuno de la explotación, es 

fundamental conocer las características del yacimiento, y simular numéricamente 

esquemas de inyección a largo plazo que permitan maximizar el valor económico del 

aceite extraido. El interés principal que motivó este trabajo se basó en que es posible 

caracterizar de manera importante un yacimiento naturalmente fracturado por medio 

de la interpretación de la respuesta obtenida de pruebas de trazadores. Aunque 

existen datos de pruebas de trazadores a nivel campo para diferentes tipos de 

yacimientos, al momento no hay métodos de interpretación analíticos para 

yacimientos complejos como son los naturalmente fracturados, aún cuando, existen 

métodos cualitativos o de ajustes numéricos de minimización con funciones objetivo, 

además de que en la literatura sólo se han presentado relativamente pocos modelos. 

El objetivo del presente trabajo es desarrollar un "Modelo de Doble Porosidad con 

Flujo Interporoso Transitorio para la Interpretación de la Respuesta de Trazadores 

Radiactivos en Yacimientos Naturalmente Fracturados"; el cual consiste en plantear 

el modelo, resolverlo, validar la solución, generar el método de interpretación de los 

datos de concentración de la irrupción de trazador en los pozos productores y obtener 

parámetros dinámicos del yacimiento en el sitio mismo. 



I;\TRODUCCIO'\' 

Para conocer la trayectoria de los fluidos en el yacimiento desde un pozo inyector 

hacia pozos productores se utilizan trazadores incorporados en el fluido desplazante. 

Un trazador es una substancia que se agrega al fluido inyectado con objeto de 

detectar su avance a través del medio en que circula; debe tener propiedades tales 

como ser de detección fácil, no debe interferir con el flujo de fluidos, y requerirse en 

concentraciones pequeñas. 

La interpretación de las pruebas de trazadores consisten en utilizar el modelo 

adecuado para interpretar la respuesta, la cual consiste en cambios en la 

concentración del trazador contra tiempo en los pozos productores, con objeto de 

determinar los parámetros del yacimiento que influyen en el flujo de fluidos a través 

de la roca de los yacimientos, como son: trayectoria. recorrida por el fluido, 

coeficiente de dispersión longitudinal, porosidad de la matriz, magnitud del volumen 

de hidrocarburos remanente y la intensidad de estratificación. En yacimientos 

naturalmente fracturados es de gran importancia la estimación del tamaño de bloque y 

su geometría, ancho de fractura característico y además la determinación de la 

magnitud de influencia de cada una de ellas y volumen poroso inaccesible. 

El modelo propuesto en este trabajo para representar el flujo de trazadores a través de 

los yacimientos considera los mecanismos de transporte de masa más relevantes que 

se presentan en la realidad, como son: dispersión longitudinal del trazador, difusión, 

convección, decaimiento radiactivo, adsorción, ritmo de transferencia de masa entre 

dos o más medios porosos. 

La solución de muchos modelos de Dispersión-Convección por el método de 

diferencias finitas son afectados por dispersión numérica, involucran cálculos 

progresivos donde la solución a un tiempo dado es dependiente de la solución a un 

tiempo anterior. La herramienta alterna para resolver los modelos de Dispersión-
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Con\'ección es utilizar el método de la Transformada de Laplace, pero en muchos 

casos no es posible invertir analíticamente al tiempo real la solución obtenida, así que 

una vez obtenida la solución en el espacio de Laplace se realiza la im'ersión mediante 

algoritmos numéricos los cuales calculan la solución a cualquier tiempo dado. 

Para obtener soluciones analíticas aproximadas generalmente se simplifica la 

solución dada en el espacio de Laplace mediante aproximaciones a tiempos cortos o 

largos y en algunos casos a tiempos intermedios y se invierte analíticamente a tiempo 

real mediante tablas de inversiones. La solución analítica aproximada a tiempos 

cortos se expresa en función de grupos de variables adimensionales con los cuales se 

construyen gráficas adimensionales, lo que permite una mejor comparación entre la 

solución por inversión numérica con la solución analítica correspondiente. 

Con el objetivo de desarrollar metodologías de interpretación, se revisaron los 

modelos matemáticos publicados en la literatura técnica que emplean métodos 

analíticos para el problema de Dispersión-Convección en yacimientos; los modelos 

que utilizan esquemas numéricos para resol ver este problema, se discuten 

parcialmente en este trabajo, debido a que el tratamiento matemático que se emplea 

en los modelos propuestos es analítico; sin embargo se han tomado en cuenta los 

resultados obtenidos. 

El presente trabajo está dividido en seis capítulos, donde el Capítulo I trata de los 

conceptos básicos que se utilizaron en este trabajo, en el Capítulo::! se presenta la 

revisión bibliográfica donde se homogeneizaron los modelos y soluciones 

presentadas a las variables adimensionales utilizadas en este trabajo, con el objeto de 

identificar modelos particulares resueltos y validar las soluciones a los modelos 

propuestos, en el Capítulo 3 se presentan los cuatro modelos propuestos desarrollados 

y soluciones para el flujo de trazadores radiactivos en yacimientos, destacando entre 

ellos el modelo de doble porosidad para yacimientos naturalmente fracturados, 

debido a que se estructuró el problema en forma similar a las soluciones en pruebas 
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de presión lo que abre la puerta a un a\'ance tecnológico considerable. El Capítulo -l 

presenta la validación de cada modelo propuesto basado en métodos prácticos. el 

modelo propuesto para yacimientos homogéneos una vez validado, se utilizó para 

validar el modelo para yacimientos naturalmente fracturados, el Capítulo 5 presenta 

como aportación una metodología de interpretación original basada en las soluciones 

analíticas para los casos de flujo radial de los cuales se han publicado los datos de las 

pruebas de trazadores radiactivos realizadas, así como datos de la formación; para 

yacimientos homogéneos se utilizaron datos del campo Brassey de Canadá y en 

yacimientos naturalmente fracturados los del Ekofisk de mar del Norte que ha 

producido 1250 MMB de aceite y finalmente se presentan las conclusiones y 

recomendaciones. 



Cap. 1. Concentos Básicos 

CAPÍTULO 1 
CONCEPTOS BÁSICOS 

En la extracción de aceite de yacimientos depresionados es importante atenuar la 

declinación de su presión mediante la inyección de fluidos en forma tal de sostener 

una plataforma de producción. La inyección de fluidos requiere mantener frentes de 

inyección lo más homogéneos posibles y minimizar la posibilidad de una irrupción 

temprana del fluido inyectado en los pozos productores. 

Durante las operaciones de inyección el fluido inyectado se desplazará 

preferencialmente en las fracturas o zonas más permeables, por lo que las 

canalizaciones o digitación del fluido inyectado generará un frente de inyección y 

distribución incompleta del fluido en todas las capas de la formación, disminuyendo 

así, la recuperación final de aceite y favoreciendo la irrupción temprana de fluidos 

invectados en los pozos productores, lo que a su vez resultan en un incremento de los 

costos de operación debido al manejo de los fluidos adicionales producidos. 

El uso de 'trazadores en el flujo de pozo a pozo proporcionan una medición directa 

del movimiento del fluido en un yacimiento y al mismo tiempo permiten detectar 

heterogeneidades. En cualquier proyecto de inyección de fluido, las pruebas de 

invección de trazadores de pozo a pozo, y el análisis adecuado de los datos de la 

prueba, provee un medio posible de mejorar la caracterización de un yacimiento, los 

cuales proporcionan parámetros básicos que permiten optimizar las variables de 

operación durante la aplicación de procesos de recuperación secundaria y mejorada 

de hidrocarburos. 
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1.1. Información obtenida de pruebas de trazadores radiactivos entre pozos. 

• Eficiencia volumétrica de barrido. El volumen del trazador inyectado que es 

recuperado en los pozos productores proporciona una indicación de la eficiencia 

de barrido. Un volumen pequeño o tiempos de irrupción pequeños son indicativos 

de una fractura o de trayectorias de alta permeabilidad en la porción del 

yacimiento comprendida entre los pozos involucrados en la prueba. 

• Trayectorias de alta permeabilidad. La presencia de trayectorias de alta 

permeabilidad disminuyen las eficiencias areal y vertical del proceso de 

desplazamiento de aceite del yacimiento y causan una irrupción temprana del 

fluido inyectado en los pozos productores. 

• Direcciones preferenciales de flujo del fluido inyectado. La detección en los pozos 

productores de los diferentes trazadores marcan direcciones preferenciales de flujo 

desde los pozos inyectores hacia los diferentes productores. 

• Identificación de pozos inyectores inadecuados. Usando un trazador para cada 

pozo inyector en un arreglo dado, se puede determinar el pozo inyector que causa 

una irrupción temprana en un pozo productor específico. 

• Delineación de barreras al flujo. Al no detectarse la presencia del trazador en el 

pozo productor indica que puede existir una discontinuidad geológica en la 

formación, o barreras entre los pozos. 

• Las velocidades relativas de los fluidos inyectados. Si diferentes componentes 

químicos y/o radiactivos son adicionados como trazadores e inyectados en el 

mismo pozo, el tiempo de arribo de los diferentes trazadores en un pozo productor 

determinado, proporciona una indicación de la velocidad relativa de los 

componentes respectivos. 

• Acciones correctivas. Antes de iniciar un proyecto de inyección de fluido a nivel 

de campo, es importante determinar la existencia de heterogeneidades del 
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yacimiento que pudieran causar la canalización del fluido inyectado y así poder 

apl icar acciones correctivas. 

1.2. Unidades de medición de la radiactividadREF
. 

Las mediciones fisicas de radiactividad cuantifican el numero de partículas por 

segundo que emite una fuente radiactiva, mientras que las mediciones biológicas 

describen la cantidad de energía absorbida por organismos vivos o parte de ellos. 

Las unidades usuales para medir la radiactividad son las siguientes: 

ClIrie. Actividad correspondiente a 3. 7x I 0 10 desintegraciones por segundo, número 

producido por una muestra de un gramo de radio. 

Roentgen. Produce alrededor de 2x 1 09 pares de iones por centímetro cúbico de aire, 

únicamente se aplica a los rayos "x" o gamma. 

Rem (equivalente roentgen para el hombre). Es la cantidad de energía de radiación 

absorbida por un ser humano específicamente. Un rem es la cantidad de radiación 

ionizante que genera un efecto equivalente a la absorción de un roentgen, cuando lo 

absorbe una persona 

Rad (dosis de radiación absorbida). Absorción de 100 ergios de energía por gramo de 

tejido. 

1.3. Vida media del trazador radiactivo, tvrn ' 

Es el tiempo que se requiere para la desintegración de la mitad de una cantidad 

inicial de material radiactivo, es decir el tiempo requerido para que N núcleos 

disminuyan a NI2 núcleos. Este fenómeno se considera cuando el trazador radiactivo 

tiene una vida menor al tiempo de tránsito del mismo en la formación. 

Para un trazador radiactivo la concentración a un tiempo determinado está dada por 

la ley de decaimiento radiactivo: 

(1-1 ) 
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En la Tabla 1 se presentan los \'alores de vida media de los trazadores, usados en la 

ingeniería petrolera. 

Tabla 1. Vida medía de trazadores radiactivos. 

Elemento vida media (días) Tipo de radiación 
Carbono 14 2100000.0 Beta 
Níquel 63 34000.0 Beta 
Estroncio 90 10000.0 Beta 
Tritio 3 4520.0 Beta 
Criptón 85 ~8~') O .J .J_. Beta 
Cobalto 60 1900.0 Gamma 
Hierro 55 950.0 Gamma 
Cobalto 57 270.0 Gamma 
Plata 110 250.0 Gamma 
Zinc 65 240.0 Gamma 
Sulfuro 35 88.0 Beta 
Escandia 46 83.8 Gamma 
Iridio 192 73.8 Gamma 
Cobalto 58 71.0 Gamma 
Zirconio 95 64.0 Gamma 
Estroncio 85 65.4 Gamma 
Antimonio 124 60.2 Gamma 
lodo 125 60.0 Gamma 
Acero 59 45.0 Gamma 
Cromo 51 28.0 Gamma 

lodo 131 .. 8.1 Gamma 

Oro 198 2.7 Gamma 

lA. Tipos de trazadores radiactivos. 

Los trazadores que pueden utilizarse para la caracterización de una formación son de 

dos tipos: 

A. Trazadores fase agua. 

A.l. Agua Iriliada (HTO) , es uno de los mejores trazadores entre pozos, fácilmente 
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detectable a bajas concentraciones, muy estable, con 12.7 años de vida media; emite 

radiación beta, baja energía de radiación, muy seguro no dectectable con 

herramientas de rayos gamma, económico subproducto de industria nuclear y se 

comporta en forma similar al agua. 

A.2. Tiocianatos (CNS-j, es un excelente trazador, se comporta como un ion cloro en 

el yacimiento, puede ser usado tanto como trazador químico, o como radiactivo 

trabajando en forma conjunta con el carbono 14, su costo es moderado. 

A.3. Bromuros (Br) , existe naturalmente en muchos campos salinos; provoca 

problemas con el incremento en la temperatura, es barato. 

A.4. Cobalto Hexacianuro (Co(CN)rJ _3, complejo aniónico es un buen trazador 

emisor de rayos gamma, estable hasta 100 oC y con una vida media de 5.27 años. 

A.5. loduro (r), es un excelente trazador, se utiliza en concentración baja en muchos 

campos de aceite con agua salada; su costo es muy alto. 

A.6. Deuterio (D20), es una forma no radiactiva del agua; existe en forma natural, se 

requiere en grandes cantidades. 

A. 7. Nitrato (NO·3
), es un trazador iónico, frecuente en el agua producida, está sujeto 

a degradación química y bacterial, se descompone a temperaturas mayores de 82 oC, 

puede ser usado para pruebas cortas o bajo condiciones de irrupción rápida, su costo 

es bajo. 

A. 8. Diluyentes fluorescentes (Rodamina/WT) detectable en concentraciones tan 

bajas como una parte por millón bajo luz ultravioleta. Tendencia a absorción en la 

presencia de aceite (a la interfase aceite-agua), usado en la identificación de fracturas 

y estratos con agua en un campo de aceite, la fluorescencia del aceite interfiere con la 

detección, su costo es muy bajo. 

A. 9. Acido alcohólico(C"H2nOH), es un trazador químico no radiactivo, compuesto 

de alcoholes inferiores metilo, etilo e isopropilo, preferencialmente solubles en agua, 

detectables por cromatrografia en bajas concentraciones, sujetos a degradación 
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bacterial, alcohol rutinariamente utilizado en f1uidos para tratamientos a pozo. El 

alcohol isopropílico es detectado por una cromatografía de gas usando una f1ama de 

hidrógeno como detector, su costo es bajo. 

B. Trazadores fase hidrocarburos. 

El tritio eH2). Es inyectado como un gas, usado en combinación con otros gases 

hidrocarburos tienen los mismos beneficios que el agua tritiada, su costo es bajo. 

Son componentes tanto de aceite como de gas. 

Kripton 85. Gas inerte radiactivo, baja absorción en la roca del yacimiento, su costo 

es bajo. 

1.5. Constante de decaimiento radiactivo, t..... 

La constante de decaimiento es una característica del trazador radiactivo utilizado, 

por lo que es una propiedad de la substancia y es inversamente proporcional a la vida 

media del trazador, se calcula con la fórmula siguiente: 

(1-2) 

1.6. Cantidad de trazador a utilizar. 
, 

La cantidad de trazador a utilizar es función de vanos elementos como son: 

distribución de permeabilidades en el yacimiento, gastos de inyección y producción, 

distancia entre el pozo inyector y productor, concentración pico, dispersividad, 

espesor de la formación, porosidad, saturación de agua, método de muestreo, método 

del análisis de muestreo. Está gobernada por dos límites: la sensibilidad a la 

detección como límite inferior y la máxima concentración permisible como límite 

superior. La máxima concentración permisible depende del área donde se encuentren 

los campos y del medio donde se diluya el trazador ya sea en gas o en líquido y son 



~C~a~p~. 1~.~C~o~n~ce~p~t~os~B~a~·s~ic~o~s ________________________________________ ~. 10 

\'alores detenninados por asociaciones internacionales o regulaciones federales como 

ejemplo se muestra la tabla 2 (Zemel, B.,1995): 

Tabla 2. Máxima concentración pennisible. 

Isótopo Clase Aire, ¡.tCi/ml agua, ¡.tCi/ml 

H-3 Agua 1 x 10- 1 I x 10-3 

C-14 CO 2 x 10-6 

C-14 CO2 3 x 10-7 

C-14 Componentes 3 x 10-9 3 x 10.5 

Co-57 Vida media de 10-100 días 4 x 10-9 6x 10-5 

Co-57 Vida media> de 100 días 9x 10-9 

Co-60 Vida media de 10-100 días 2x 10-10 3 x 10-6 

Co-57 Vida media> de 100 días 5x 10- 11 

1.7. Porosidad, ~-

La porosidad se define como la relación de volumen poroso conectado entre el 

volumen total de roca: 

(1-3) 

Porosidad de matriz, rp m . 

Es el volumen poroso de la matriz dividido entre el volumen total de la matriz: 

(1-4) 

Porosidad de fractura, ~ f . 

Es el volumen de fracturas dividido entre el volumen total de la roca, puede 

calcularse con la expresión siguiente (Pirson, 1963): 

"hml_"hm 

~; = 'fmll_~m::' (1-5) 
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donde: 

9m' = porosidad total, adim. 

bm, = exponente de comentación matriz-fractura, puede ser calculado del método 

desarrollado por Gómez usando el registro de microresistividad. 

bm = exponente de cementación de la matriz. 

El factor de formación de la matriz: 

1 
F=-·

,¡, 'm 
'l/m 

Ejemplos característicos: 

rjJ m = 10 %: F = 150 y ,¡, =4%' F=lOOO 'l/m , 

(i -6) 

En formaciones calcáreas el factor de formación de la matriz es muy alto (i1F = ~mbm 

'" O) la Ec. 1-4 se reduce a: 

,¡, =,¡, '_1 
't' .1 't' mI (1-7) 

1.8. Difusión molecular, Dm . 

La difusión molecular es un mecanIsmo de transferencia de masa debido a la 

presencia de gradientes de concentración en el fluido mismo. El coeficiente de 

difusión molecular depende de la concentración de la especie que defina la 

temperatura y la presión y es una característica de la mezcla, se evalúa 

experimentalmente. Para utilizar el coeficiente de difusión molecular en la predicción 

del comportamiento de un fluido en un yacimiento debe ser ajustado para tomar en 

cuenta la trayectoria tortuosa de difusión en los poros de la roca, así el coeficiente de 
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difusión molecular efectivo está dado por: 

D = Dm 
"' FrjJ 

( 1-8) 

En la Tabla 3 se muestran algunos coeficientes de difusión determinados 

experimentalmente por Callahan y asoc. (1999): 

Tabla 3. Coeficientes de difusión experimentales en núcleos de arena. 

Sustancia 
Yodo 
Pentaflourbenzoato (PFBA) 
Bromo 

1.9. Dispersión. 

3.6 
1.6 
4.8 

Cuando un fluido desplaza a otro se presenta el fenómeno de mezclado de fluidos. El 

proceso de dispersión de un fluido en movimiento en un medio poroso es el resultado 

de la acción combinada de un fenómeno fisico-químico, representado por la difusión, 

y un componente mecánico resultante del efecto de mezclado producido por el 

movimiento del fluido. 

La componente de la dispersión producida por la difusión es debida a los gradientes 

de concentraciones y se presentaría aún cuando el fluido estuviera estático; por otra 

parte, la componente mecánica de la dispersión es el resultado de varios factores 

tales como la distribución de velocidades existente dentro del poro, variaciones en el 

tamaño del poro, que a su vez modifican las distribuciones de velocidades y las 

fluctuaciones de las líneas de corriente debido a la tortuosidad del medio poroso con 

respecto a la dirección principal del flujo. Si un fluido sigue a otro en flujo a través 

de un medio poroso a un gasto conocido y a condiciones específicas, el problema es 

determinar cuál será la concentración de la interfase como función de la distancia y 

el tiempo. Existen dos tendencias a la dispersión, una en la dirección predominante 

de flujo se denomina dispersión longitudinal y la otra en dirección normal a ésta, 
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llamada dispersión transversal. Cada una de estas direcciones dé dispersión está 

caracterizada por un coeficiente de dispersión. El coeficiente de dispersión 

longitudinal se denomina O y el coeficiente de dispersión transversal Ot, siendo O c;: 

Ot. 

1.10. Dispersión convectiva microscópica. 

Cuando los fluidos fluyen a través de un medio poroso, ocurre un mayor mezclado en 

la dirección del flujo de lo que se esperaría por difusión molecular únicamente 

(Perkins y otros, 1963). Este mezclado adicional producido por el flujo o convección 

parece ser explicada por la teoría de "celdas de mezclado" como se ilustra en la Fig. 

1. 

Como se muestra en esta figura, las líneas de corriente individuales 1, 2, 3 siguen una 

trayectoria tortuosa a través del medio poroso, la dirección promedio de cada línea de 

corriente debe ser en la dirección promedio del flujo. Suponiendo que un solvente 

viaja inicialmente a lo largo de una línea de corriente y en cada una de ellas con una 

concentración dada. Las concentraciones de solventes asociadas con las líneas de 

corriente I y 2 entran al poro A, a través de pequeñas conexiones porosas. Oentro del 

poro A la concentración de solvente es igualada por difusión molecular de tal modo 

que del poro A emerge una concentración uniforme. El solvente de composición 

alterada asociado con la línea de corriente 2 se mezcla entonces en el poro e con el 

solvente de composición asociada con la línea de corriente 3. En el poro e la 

difusión nuevamente iguala las concentraciones de tal modo que la composición de 

dos solventes es alterada emergiendo desde el poro e a lo largo de la línea de 

corriente 2. 

La Fig. 1 también ilustra la mezcla de los fluidos por dispersión convectiva 

transversal en la dirección del flujo. Nuevamente considerando ]::¡s tres lineas de 

corriente 1, 2, Y 3, pero suponiendo que la línea de corriente l inicialmente sólo 



transporta moléculas de solvente. Donde las lineas de corriente :2 y 3 inicialmente 

solo acarrean moléculas de aceite. En el poro A, los fluidos de las líneas de corriente 

I y :2 son mezclados y la línea de corriente :2 deja que el poro A transporte algún 

solvente. En el poro e, el fluido de línea de corriente :2 es mezclado con el fluido 

libre de solvente desde la línea de corriente 3. La línea de corriente 3 deja ahora que 

el poro e transporte algún solvente. De esta manera. el solvente comienza a ser 

dispersado progresivamente normal a la dirección del flujo. Entonces ocurre la 

mezcla entre líneas de corriente 1 y:2 en el poro D, etc. 

1.11. Velocidad microscópica radial, V
r
• 

La velocidad microscópica radial es la relación que existe entre la distancia recorrida 

por el trazador dentro de los poros dentro del yacimiento entre el tiempo que tarda en 

recorrerla. Su' importancia en el proceso de inyección de trazadores consiste en 

generar un efecto de convección que tiende a modificar las concentraciones del 

trazador: 

L 
v, = = LA , q 

= 
lA , A , (1-9) 

Se calcula dividiendo el gasto de inyección entre el área perpendicular expuesta al 

flujo que constantemente se modifica al avanzar el fluido inyectado: 

q a v = -... - .. __ = 
, 2 Tr rh rf¡ r (1-10) 

donde: 

q 
a = --

2,Thrf¡ (1-11) 

a = constante de inyección, L 2/T_ 
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1.12. \. elocidad macroscópica radial, Uro 

La velocidad macroscópica es la relación que existe entre la distancia recorrida por el 

trazador en el yacimiento entre el tiempo que tarda en recorrerla. 

d dA q 
u=--=-=-

, l lA A 
(1-12) 

q 
1I = _ .. -

, "2 ;rrh 
(1-13) 

Relación entre la velocidad macroscópica y la velocidad microscópica. 

1I == vrjJ (1-14) 

1.13. Coeficiente de Dispersión Longitudinal, D. 

El coeficiente de dispersión longitudinal está compuesto por el coeficiente de 

difusión molecular y la dispersión mecánica. Es función esencialmente de la 

dispersividad, de la velocidad y del gradiente de concentración (Bear, 1., 1972): 

D = av + D m (1-15) 

1.14. Constante de dispersividad, 0.. 

Es una medida de la tendencia de la roca a mezclar los componentes disueltos 

(trazador) en el fluido inyectado. 

Si la difusión molecular es muy pequeña, el coeficiente de dispersión radial puede 

suponerse como proporcional a la velocidad radial del fluido (Brigham, 1961): 

D==av r r 

Despejando la constante de dispersividad: 

D, 
a = 

l' 

(1-16) 

(1-17) 



~C~3~n~.~I.~C~on~c~·e~p~to~s~B~á.~si~c(~)s~ ____________________________________________ ~. lA 

Substituyendo la \elocidad radial (ec. 1-10): 

a = rD , 
a 

1.15. Varia bIes adimensionales. 

( 1-18) 

Es la combinación de variables para fonnar grupos sin dimensiones. La distribución 

de concentración que se origina en un yacimiento durante la inyección depende de 

los parámetros de yacimiento tales como: penneabilidad, porosidad, compresibilidad, 

espesor, viscosidad, dimensiones del medio, etc., por lo que es prácticamente 

imposible graficar el comportamiento del medio en ténninos de variables reales ya 

que su número es excesivo. El uso de variables adimensionales permite eliminar la 

presencia de valores geométricos del yacimiento, generalizar y facilitar la solución, 

ya que el número de variables dependientes es reducido significativamente y tienen 

las características siguientes: 

• Son directamente proporcionales a las variables reales. 

• Son definidas de tal manera que las soluciones adimensionales no contienen 

variables reales. 

• Las variables adimensionaies que se utilizan en pruebas de trazadores son: cambio 

de concentración, volumen poroso inyectado, de longitud y tiempo. 

• Facilidad de solución del modelo, por ejemplo al transformar éste al espacio de 

Laplace la ecuación diferencial ordinaria resultante es homogénea. 

• Para graficar no es necesario introducir valores geométricos del yacimiento. 

1.15.1. Longitud adimensional, ro· 

Para no involucrar datos de longitudes de núcleos o de yacimientos se utiliza una 

distancia de referencia. Las distancias de referencia para flujo radial son las 

siguientes: distancia de pozo a pozo o radio del pozo, espesor de la zona fluyente y 
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de la zona estancada, ancho de la fractura y tamaño de bloque. 

1.1 5.2. Tiempo adimens ianal, t D· 

En un proceso de inyección tradicionalmente los volúmenes inyectados se' 

proporcionan tomando como referencia el volumen poroso del yacimiento. 

La expresión que representa el volumen poroso inyectado es: 

(1-19) 

Para un proceso de inyección radial los volúmenes inyectados se proporcionan 

tomando como referencia un volumen poroso de yacimiento basado en la distancia 

del pozo inyector al pozo productor como radio, el espesor constante y una porosidad 

promedio. 

q/ 
/ = -' " 

IJ ;rrlh'" , r '1' 

(1-20) 

Análogo a las pruebas de presión se observa que asociando el coeficiente de 

dispersión sin difusión molecular del medio poroso con el tiempo, se facilita la 

interpretación: 

Drl _ avJ 
lD = 2 - 2 = 

r w r w 

a Dal 
2 

r .. 
(1-21) 

1.15.3. Concentración adimensianal, CD. 

La concentración adimensional se obtiene al dividir la concentración en un punto 

dado a un tiempo correspondiente entre la concentración inyectada en forma 

constante, Co. 

(1-22) 
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Cuando existe una concentración constante en el yacimienlO pre\'io a la inyección. 

(\, la concentración adimensional se define: 

l
' ) _ e(.,. r) - e, e,. x ') .1 u - --':'--'---~ ., . e -e 

" I 

(1-23) 

1.15.4. Decaimiento radiactivo adimensional, ;'D. 

Es la relación que existe entre la velocidad de decaimiento de referencia (longitud de 

referencia multiplicando a la constante de decaimiento radiactivo), con respecto a la 

velocidad macroscópica del fluido, para flujo radial: 

(1-24) 

1.16. Número adimensionales. 

Los números adimensionales reflejan las relaciones entre las diferentes fuerzas que 

intervienen en el fenómeno. 

1.16.1. Número de Peclet radial. 

Es un número que relaciona las fuerzas de convección y de dispersión. 

(1-25) 

1.16.2. Número de Damkoler, Da· 

Es la relación de la velocidad de transferencia de masa entre dos medios dividido 

entre la velocidad del fluido inyectado, para flujo radial es: 

Mrw 
D =---

o v, 
( 1-26) 
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1.16.3 .. VLÍmero de Transferencia. :\"0· 

Se define como la relación entre el número de Peclet y el número de Damkoler. para 

flujo radial es: 

1\"0= Dr 
M,. ". 

, 
V r -

= 
Dr M 

1.17. Adsorción. 

(1-27) 

Un fenómeno que ha sido observado repetidamente en la inyección de trazadores es 

la pérdida de trazador contenido en el fluido inyectado por adsorción en la roca del 

yacimiento. Cuando un bache de trazador se propaga a través del medio poroso, la 

orilla del frente pierde trazador gradualmente, la cantidad de pérdida del trazador de 

un banco puede ser grande o pequeña dependiendo de la naturaleza del trazador y la 

superficie de la roca. 

La adsorción es el fenómeno que se presenta al adherirse una película de trazador a la 

superficie de los granos, su espesor es generalmente del orden de 1 a 5 micrones. 

Se toma en cuenta cuando el volumen perdido por adsorción modifica fuertemente la 

porosidad inicial: 

n;r (dp .)' o 
!:; t/J '" v, 

(1-28) 

1.18. Volumen poroso inaccesible, Vpi. 

Los fluidos inyectados con trazador no ocupan todo el volumen poroso conectado en 

el medio poroso, el sobrante de volumen poroso es inaccesible al trazador. Este 

volumen poroso inaccesible es ocupado por el fluido inyectado que no contiene 

trazador, pero que está en equilibrio con el fluido inyectado que contiene trazador. 

Esto permite que los cambios en concentración de trazador sean propagados a través 
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del medio poroso mas rápidamente debido a que el trazador se propaga a un3 

velocidad diferente. No todos los poros son accesibles a las moléculas de trazador, 

debido a su tamaño o formación de puentes. 

En experimentos de laboratorio el bache de trazador irrumpió tempranamente, su 

velocidad fue mayor que la del bache del fluido sin trazador, solo hay una 

explicación, el volumen poroso por el que el trazador puede fluir es más pequeño que 

el volumen poroso total del núcleo. 

La velocidad interfacial del fluido a través de todo el volumen poroso: 

q L 
v="- =. 

ArjJ 1 
(1-29) 

La velocidad del fluido con trazador a través del volumen poroso accesible: 

q L, 
v =- -- =--, ArA 1, 

(1-30) 

Porosidad inaccesible, ~, 

v 
~,= -r , (1-31 ) 

Porosidad efectiva al fluido con trazador, ~, 

v - V p p' ,¡, = -_ .. ____ o 

'1', V , 
(1-32) 

Porosidad efectiva al fluido, ~ 

(1-33) 
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La porosidad inaccesible es: 

(1-34) 

donde: 

'[ = factor de tortuosidad, LlLt. 
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CAPÍTULO 2 
, 

REVISION DE LA LITERATURA 

Los modelos principales para flujo radial reportados en la literatura se pueden 

clasificar de acuerdo al yacimiento a través del cual viaja el trazador, como son: 

homogéneos, estratificados y naturalmente fracturados. 

La solución al problema de dispersión-convección para flujo radia para los distintos 

tipos de modelos, ha sido reportada en la literatura por: 

Para yacimientos homogéneos: Tang y Babú (1979), Moench y Ogata (1981), Hsieh 

(1986), Tang y Peaceman (1987), Chen (1987), Falade y Brigham (1989). 

Para yacimientos estratificados: Chen (1985), Chen (1986), RamÍrez y asoc. (1992) . 

Para yacimientos naturalmente fracturados: Chen (1986), Stephenson y asoc. (1989) 

y RamÍrez y asoc. (1992). Las soluciones fueron obtenidas para diferentes tipos de 

pruebas como son: inyección continua, finita (tipo bache) y pico. 

3.1. YACIMIENTOS HOMOGÉNEOS. 

Para el caso de flujo radial en yacimientos homogéneos la velocidad es variable, y 

por consecuencia el coeficiente de dispersión también lo es. La ecuación que 

describe el comportamiento de un trazador que se inyecta a gasto volumétrico 

constante en el pozo de radio r\\" a un yacimiento homogéneo, derivada en base a un 

balance de materia, es la siguiente: 

_' ~ (rD, ac(r.I») _ l' 

l' 01' 01' 

oC(r,t) oC(r,I) 
= (2-1) 

01' CI 
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Como la transferencia de masa por difusión es muy pequeña comparada con la 

transferencia de masa por convección, el coeficiente de dispersión para flujo radial se 

considera directamente proporcional a la velocidad radial: 

D, = av, 

La velocidad radial microscópica está dada por: 

q a 
v = d", = -'- = -r 'f'Vm 

2í7hr r 

donde: 

a = 
q, 

2;rh 

Substituyendo la Ec. 2-3 en la Ec. 2-2: 

aa 
D = , 

r 

Es decir: 

rD = aa = ele , . 

Substituyendo 2-6 Y 2-3 en 2-1 se obtiene: 

~ ~ (a a cC (r, 1) ) _ a 
r or ar r 

cC (r,l) 
cr = 

ae (r,l) 
al 

La ecuación en flujo radial de dispersión convección de un trazador químico es: 

a oC(r,l) 

r or2 r t3 r 
= 

oC(r,t) 

01 

(2-2) 

(2-3) 

(2-4) 

(2-5) 

(2-6) 

(2-7) 
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2.1.1. Modelo de Dawson y Lanz (1972). 

Da\\son y Lanz observaron en laboratorio que las curvas de irrupción de polimero o 

los tiempos de llegada dan valores incorrectos en la adsorción de polímeros a menos 

que se considere el volumen poroso inaccesible. Concluyeron que: 

1) En ausencia de adsorción, un polímero se mue\'e en medio .poroso más 

rápidamente que un trazador. 

2) La adsorción de un polímero medida por el tiempo de irrupción de la orilla del 

frente de un banco de polímero será generalmente demasiado bajo. 

3) Los modelos matemáticos y las predicciones de campo desarrolladas sin incluir el 

volumen poroso inaccesible tendrán error. 

El modelo de flujo monofásico de la concentración de polímeros que propusieron fue 

el siguiente: 

(2-8) 

donde: 

C = concentración de polímeros en el fluido, MlL3
• 

Cs = concentración de polímeros en el sólido, MIL3
. 

2.1.2. Modelo de Tang y Babú (1979). 

Hasta 1970 no existían soluciones analíticas exactas para el problema de coeficiente 

de dispersión dependiente de la velocidad. Tang y Babú fueron prácticamente los 

primeros en presentar una solución analítica para el problema de dispersión para 

flujo radial en yacimientos homogéneos. 

El modelo para flujo radial de un trazador químico en un yacimiento homogéneo en 

función de variables reales: 

aa e'C(r.l) a aC(r.!) 

r e r r t3 r = 
eC (r,l) 

e! 
(2-9) 
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Condición inicial: 

Condiciones de frontera: 

C(r,O) = O 

C(r", t) = Co 

limC(r,i) = O 
,~~ 

(2-10) 

La solución a la ecuación con las condiciones dadas fue reportada por Hildebrand 

(1959) en el espacio de Laplace. 

Tang y Babú invierten analíticamente esta solución aplicando la teoría de variable 

compleja y obtienen la solución exacta en el espacio real en términos de tres 

integrales, las que a su vez, dependen de las funciones Bessel Modificadas. 

Esta solución se comparó con la solución aproximada de Raimondi y asociados 

(1959) Y la solución numérica de Hoopes y Harleman (1965), concluyéndose de lo 

anterior que la solución presentada por Tang y Babú reporta resultados excelentes 

con respecto a la solución numérica. En esta sección no se presenta esta solución 

debido a que las integrales que la conforman son bastantes complejas y se requeriría 

adicionalmente definir un gran número de variables involucradas en esta solución, 

sin embargo, es importante mencionarla debido a que algunas de las soluciones 

posteriormente reportadas se han derivado con base en la solución analítica de Tang 

y Babú. 

2.1.3. Modelo de Moench y Ogata (1981). 

Moench y Ogata reportaron la solución en forma adimensional en el espaclO de 

Laplace al problema de dispersión radial de un trazador químico en un yacimiento 

homogéneo. La inversión a tiempo real se realizó utilizando el algoritmo de Stehfest 

(1970). Los adimensionales de radio y tiempo los definieron en términos de la 

dispersividad. 
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El modelo para flujo radial de un trazador químico en yacimientos homogéneos es: 

_I_c 2
C,,(rf),l p ) 

r D or~D 

Condición inicial: 

Condiciones de frontera: Co(r,)(,.IIJ) = 1 

donde: 

r p = 
r 

a 
a I 

lo = --o , a . 

cC D (ro .I r,) 

t3 ID 

e (r . [ ) 

e o 

(2-11 ) 

(2-12) 

r • 

a 

La solución en el espacIO de Laplace en términos de la función de Airy es la 

siguiente: 

t D er D ' S ) = 
'D - 'DO, [ 

e ' 
------_. 

s 

donde: 

fJ (s ) = s 

I 13 (s)"3 
A' (r [J /l (s )+ I I 4 )j 
A' f7JTs)+ I I 4 J

I \: 13 (s )' , 3 

(2-13) 

Las funciones de Airy se calculan utilizando la siguiente expansión en serie para Izl 

> l (Abramowitz y Stegun , 1970): 

'r'" (' , J-' 1 - --- ~ , 2),' . 
Ai(J'):; .¡; '" e J ¿ (-1) A, -,-

J!' Y ,"o J 
(2-14) 

donde: 

_ (2k + I][2k + 3][6k - I] . 
Ak - 216 k k! ' A = 1 o 

Todos los elementos del argumento de la función Airy son positivos, de aquí que la 

función es monotónica, positiva y tiende rápidamente a cero. 
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La transfonnada inversa de la eco 2-13 se obtuvo aplicando el algoritmo de Stehfest 

(1970). Los resultados de la inversión numérica fueron comparados con la solución 

al mismo problema presentada por Hoopes y Harleman (1965), quienes la 

desarrollaron a través de un esquema de diferencias finitas. La conclusión de esta 

comparación es que la técnica de inversión Con el método de Stehfest utilizada por 

Moench y Ogata (1981) converge a la solución numérica. Sin embargo, es imponante 

hacer notar que la aproximación de la solución obtenida depende del valor de N 

empleado en la inversión con el algoritmo de Stehfest, y del valor del tiempo 

adimensional. 

2.1.4 Modelo de Hsieh (1986). 

Hsieh presenta una solución analítica de tipo integral para el problema de dispersión 

de un trazador químico en un acuífero confinado de espesor unifonne y de extensión 

lateral infinita. 

1 o~e{)(r{).I{) 
r[) or:!!J 

_¡_oC f) (rf) .If» = 
rf) t3rf) (2-15) 

Condición inicial: 

Condiciones de frontera: 

(2-16) 

La solución en el espacio de Laplace es la siguiente: 

'o -'IX) [Ai (~~J~~)J e ' j3 (s )' I J 

e . D (r D , S ) = s '. -Ai-{p;~)211 ~ 4 ) 

donde: 

(2-17) 

¡J (s ) = s 
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La transfonnada inversa de la Ec. 2-17 es la siguiente: 

(2-18) 
donde: 

., = número real , 

s = número complejo. 

El cálculo de la Ec. 2-18 se efectuó de la fonna siguiente: 

:: ro -r{)O 

e ( )=¡_r2e-'·ID+-2-[Ai(Y)Bi(YW)-Ai(YW)Bi(Y)]d 
D r D ,t D ( )' ( )' V 

íTV Ai(Yw) - + Bi(Yw) - (2-19) 

donde: 

Las funciones de Airy, Ai(z) y Bi(z) fueron evaluadas con las fórmulas reportadas 

por Abramowitz y Stegun (I970). 

Se utilizan dividiendo el argumento en tres intervalos: 

a) Para argumentos y> 4.8: 

Ai(y)== . 1 y'e-fY''''fAk(_I)k(:YJI1)-k 
.¡; y • *=0 j 

1 

( )

-k 1 - _y'" '" 2 
Bi(Y) == Y. e J I Ak _yJ/~ 

'¡;Y • k=O 3 

donde: 

A. - (2k + 1J[2k + 3] .. [6k -1] 
k - 216 k k l 

(2-20) 

(2-21 ) 
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b) Para argumentos de - 5 ~ Y ~ 4.8 : 

Ai(Y) = 0.35502805 f(z) - 0.25881940g(z) 

Bi(n = .J3[O.35502805!(z) + 0.25881940g(z) 1 

donde: 

(2-22) 

(2-23 ) 

I ' Ix4 Ix4x7 
f(z)=I+-z' + --z' + z' + 

, /.- 1'-8 
( )

= +-=-~' _-')_'-,- __ ox_ 1O 

3' 6' 9' 
y g Z Z _ + _. ~ + ... 

.¡~ 7' ID' 

c) Para argumentos Y < -5: 

Se define Y* = -Y: 

Ai(-Y*) = ..¡;¡~[sen (~' + ir)"f (_I)k A 2k "I«::-')_2k] 
ir y 4 k =0 

_ [cos (~' + ~) f (- 1 ) k A 2 k + I (~ , y 2 k ~ I ] 

4 k=O 

, 1 [ (, ír)~ k "k] Bi(-Y ) = .,¡;¡w cos ~ +"4 t:-o (-1) A2k(~ )--

donde: 

7 3/ 
s-* = : ~ *72 

.) 

( , ír)~ k (,)-'k-' 
+ sen ¡; + -, L: (- 1) A 2k +, \<;" -

4 k: o 

(2-24) 

(2-25) 

La integral de la Ec. 2-19 fue calculada por un método descrito por Longman (1956) 

basado en la transformación de Euler-Bromwich (1942). Hsieh comparó los 

resultados de su solución semi analítica con los obtenidos a través de métodos 

numéricos por Hoopes y Harleman (1965) Y llega a la conclusión que ambas 

soluciones proporcionan resultados muy aproximados. 
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También reportó la comparación de la evaluación de la integral de la Ec. 2-19 con la 

inversión numérica de la Ec. 2-17, empleando el algoritmo de Stehfest (1970), que 

corresponde a la solución de Moench y Ogata (1981), encontrando que los resultados 

presentados por estos autores son muy similares a los de la solución analítica 

obtenida, sin embargo, se observó que para tiempos adimensionales grandes la 

solución invertida numéricamente presenta dispersión numérica. 

2.1.5. Modelo de Tang y Peaceman (1987). 

Tang y Peaceman presentaron una solución analítica para flujo radial de trazadores 

químicos en yacimientos homogéneos para la condición de frontera interna mixta, 

con inyección continua y tipo bache, estos autores presentaron una solución 

constituida por tres integrales que a su vez, están en términos de las funciones Bessel 

Modificadas. También presentaron una solución basada en diferencias finitas, para 

compararla con la obtenida por medios analíticos. De lo anterior se concluye que la 

solución numérica presenta resultados excelentes con respecto a la analítica, es decir, 

la dispersión numérica prácticamente es despreciable. 

El modelo que representa el flujo radial de trazadores químicos es la siguiente: 

_1_ r'C" (r" .1,,) 
, ' ro or-f) 

aC"(r,,.I,,) OC"(r".I,,l 
= 

r" orf) Olv 
(2-26) 

Condición inicial: 

Condiciones de frontera: 

(2-27) 
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La solución dada es la siguiente: 

(2-28) 

donde: 

2 ( . 1 JJ!O C=--Jsr+-
~ ()... U/J 4 

j 5 

2.1.6. Modelo de Chen (1987). 

Chen obtuvo la solución en el espacio de Laplace al problema de dispersión para 

flujo radial de trazador químico en yacimientos homogéneos con la condición de 

frontera interna mixta formulada en base al balance de materia. Invirtió su solución a 

tiempo real por medio del algoritmo de Stehfest (1970): 

é"C,,(rn·I,,) cCn(r".I,,) oCf)(r{l,I{l) - , 
rf) or /) 

= 
ro or" 01 v 

Condición inicial: 

Condiciones de frontera: 

donde: 

r 

r " = 
a 

t f) = 
Q I 

---- , 
a ' 

Cv{r[),lf))= 
e (r,t) 

e o 

La solución en el espacio de Laplace es la siguiente: 

AI.(rDs~I/4) rr> - 'n 11 .. .., / .... e s - .J 

e" (ri) ,5) = --5- --;.(~r-D-O-S -+-1-/-4')-'--.-, '(-'-r-D-o-s-+-, -1-/-4"') 
Al '/_ -Al o-

s- ~ s-/.J 

(2-29) 

(2-30) 

r D o = ~ 
a 

(2-3 1) 
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2.1.7. Modelo de Falade y Brigham (1989). 

Falade y Brigham incluyen en la ecuación básica que describe el comportamiento de 

flujo radial de un trazador en un yacimiento homogéneo, el término correspondiente 

a la reacción química de primer orden y a la adsorsión del trazador en los granos de 

la roca. Presentaron tres soluciones en el espacío de Laplace, en términos de las 

funciones Airy. Las soluciones corresponden a la concentración del trazador 

inyectado baja, moderada y alta, en donde para cada caso se considera distinto 

coeficiente de dispersión hidrodinámico, según la relevancia de los procesos que lo 

componen. 

Falade y Brigham consideran tanto la inyección continua de trazador como la 

inyección tipo bache, sus soluciones las invierten numéricamente por medio del 

algoritmo de Stehfest (1970) Y reportan dos gráficas con los resultados, una para la 

inyección continua y otra para la inyección tipo bache. Sin embargo, estos autores no 

presentan la comparación de sus soluciones con datos de campo o con otros modelos 

reportados en la literatura, es por esta razón que en esta sección sólo se mencionan 

brevemente las soluciones reportadas por Falade y Brigham (1989). 

2.2. YACIMIENTOS ESTRA TIFI CADOS. 

Aunque existen pocos modelos reportados en la literatura, en esta sección se 

presentan solo dos modelos para flujo radial a través de yacimientos estratificados; el 

primero de ellos es presentado por Chen (1985), quien considera inyección continua 

de un contaminante químico en un acuífero con un estrato horizontal fluyendo y otro 

estrato aportando al primero. 

El segundo modelo es una extensión del primero y adicionalmente incluyen la opción 

de un contaminante radiactivo, este último también es presentado por Chen (1986). 
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2.2.1. ;Vlodelo de Chen (1985). 

Chen visualizó el problema de flujo radial de un contaminante qUlmlco en un 

yacimiento con un estrato horizontal compuesto de dos regiones donde un estrato 

aporta verticalmente al otro y éste aporta radial mente al pozo. Efectuando un balance 

de materia en las dos regiones, Chen obtuvo las siguientes ecuaciones expresadas en 

forma adimensional. 

El modelo de flujo radial en la región fluyente: 

_1 c'C"n(r{).I{)) _ 1 éC¡7D(ro,I D ) + Dfl{)rjJ, c'C,n(O,l o ) = éCtln(r/l.I D ). 

.. , ... ,- -) 

rn c"/) r l ) Grfl Z ti{) rp JI 0= [) ct D 
(2-32) 

Condición inicial: 

Condiciones de frontera: 

(2-33) 

. El tercer término del lado izquierdo representa el flujo másico en la superficie de 

contacto de la región fluyente y estancada. 

El modelo que representa el flujo lineal de la zona estancada hacia la zona fluyente: 

0$ ZD $ 00; tD > O 

Condición inicial: 

Condición de frontera interna (acoplamiento): C,{)(O,lo ) = C",,(ro,l{)) 

Condición de frontera externa: 

donde: 

r 
ro = - ; 

a 

a= 
q 

2:rhrjJ 

al 
I!J=-'; 

a' 
7 --[) -

z 

a 
D D,. 

Jf) =-, 
a 

DII 
DIIf) = -' ; 

a 

h II 12 
zJl/l = --; 

a 

(2-34) 

(2-35) 
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La solución en el espacio de Laplace es: 

e-( . ) _ ~ r-,',[ Ai (fJ(s»)' 3)')] 
:iiJ r f) • s - e . .. s Ai (fJ (s», "Y" 

donde: 

D ' 
fJ (

' ) ,1/) 1/1, -
S = S + --~-----'. s 

" D'D Z )11) r/!¡1 

, , 
_"l~ 

(2-36) 

(2-37) 

La solución aproximada que presenta Chen (1985) consiste en utilizar tan sólo el 

primer término de la expansión de la serie de la función Airy para argumentos muy 

grandes, Al substituir la funciones Airy se cancelan términos y la función resultante 

se invierte con tablas, Con lo anterior y a través de algunos teoremas, se obtiene la 

solución siguiente en el espacio real: 

E '0-'''' -x [ I D (Jl2 3/2 \2 J rf)O -,- e tlD ro - r no ) 
e I'n (1'1'> , In) = '-,-e - r ~erfc .J' [ l' _ ¡¡;:; d''( 

I IJ -v 7rX .\ X - u 1 8 " jlD D 'o lo 
(2-38) 

donde: 

(

? 3/2 3/2 J2 _ ro - riJO 
1I = , -, 

~ 41/) 

[ 3/2 3/2] D 
r¡ = 2 ;/) - r¡X) ,flD 

3 4zplJ ~ D,/) 

Esta ecuación es válida para tiempos adimensionales pequeños que corresponden a tD 

«4 roo, 

Chen invierte la solución por medio del algoritmo deStehfest (1970), utilizando para 

el cálculo de las funciones de Airy que intervienen en esta ecuación la siguiente 

identidad (Abramowitz y Stegun,1970): 

Ir;' (? ) F( }') _ _ _ K .:. Y 312 
.. -ti - .., 113 .., 

1f ~ ~ 

(2-39) 

K,,; ( ) = función Bessel fraccionaria. 
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_a solución en el espacio cie Laplace es: 

-~ - I }~} ,- Ai (fJ (s))' J r)] 
-e:, (r [) . s) = -; e - l A i (fJ (s) )' ,; Y" 

londe: 

f3 ( s) = s + __ D..;.1;;:./D_r/J.c.."_ 
. D,o Z jlD r/J j! 

s 

- . 
-' ...;. 

(2-36) 

(2-37) 

_a solución aproximada que presenta Chen (1985) consiste en utilizar tan sólo el 

Jrimer término de la expansión de la serie de la función Airy para argumentos muy 

:;randes. Al substituir la funciones Airy se cancelan términos y la función resultante 

ie invieI1e con tablas. Con lo anterior y a través de algunos teoremas, se obtiene la 

iolución siguiente en el espacio real: 

(2-38) 

jonde: 

Esta ecuacjón es válida para tiempos adimensionales pequeños que corresponden a tD 

«4 rDO. 

Chen invieI1e la solución por medio del algoritmo de Stehfe'st (1970), utilizando para 

el cálculo de las funciones de Airy que intervienen en esta ecuación la siguiente 

identidad (Abramowitz y Stegun,1970): 

IP;' (? J >l(}") = - -K ::: y.'" .1 .., In .., 
J[ J J 

(2-39) 

K,) ( ) = función Bessel fraccionaria. 



:hen presentó los resultados de ambas soluciones, la analítica y la im·ertid~ 

rtuméricamente con Stehfest, concluyendo que las dos soluciones reportart 

prácticamente los mismos resultados. 

2.2.2. Modelo de Chen (1986). 

La conceptualización de este modelo es muy similar al presentado anteriormente, 

pero se consideró el decaimiento radiactivo y la masa adsorbida del contaminante en 

los granos de la roca a través de una reacción de primer orden. 

Presentó dos modelos matemáticos: el primero considera un contaminante radiactivo 

transportado a través de una región fluyente por dispersión longitudinal y por 

convección, la condición de frontera interna es dependiente del tiempo, y el segundo 

considera solamente el transporte por convección. En esta sección se describe el 

primero de los modelos. 

El modelo que representa a la región fluyente: 

(2-40) 

Condición inicial: e/lf) (r" ,0) = O 

Condición de frontera interna: C ( 1) - -'D'D 
1l/J rIJO' /) - e 

Condición. de frontera externa: (2-41 ) 

El modelo que representa la región estancada del yacimiento: 

D c:~C:,!!~zp21g1_ AvC (zv ID) = éC,f)(ZD,lv~ (2-42) 
.\0 .... 2 .10' 01' 

~" o 

Condición inicial: CsD(ZD'O) = O 

Condición de frontera interna (acoplamiento): e,f)(O,I/J) = C.'D(r/J,i/J) 

Condición de frontera externa: (2-43) 
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onde: 

.a solución para la zona fluyente en el espacio de Laplace es: 

~ ¡/IJ (ro ,s) = 

londe: 

_1'-1', [ Ai 
---=---e 1 

S + l. o Ai 

(3() } D'lDrp, 
S = S + . IJ + ---'"-'-~-

:: jlO rp f/ '. D,o 

(2-44 ) 

(2-45) 

c\ tiempos adimensionales cortos se substituyen la funciones Airy por 

lproximaciones, se cancelan términos y la función resultante se invierte con tablas. 

:::on lo anterior y a través de algunos teoremas, se obtiene la solución siguiente a 

:iempo real: 

F, [ ( .. , 3/')' 1 . _ rl>O rD-;!X) -lDfv e-·r 1 D j //) rD"~· -rvo --
ef/O (10 .If) ) - , -e e r r:erfc .,j .,¡¡¡:;; dt 

r/¡ "TrX xlx-uJ 18zilo D,olo 
(2-46) 

Las soluciones para tiempos intermedios y largos se obtienen aplicando el algoritmo 

de Stehfest u obteniendo los límites a tiempos cortos o largos del parámetro s de 

Laplace, con lo que se simplifica la solución y es posible invertirla analíticamente. 

Si la constante de decaimiento es igual a cero, la solución dada por la Ec. 2-46 se 

reduce a la Ec. 2-38 que es la solución analítica aproximada para tiempos cortos 

reportada por Chen (1985). 



:.3. YACIMIEl\TOS NATUR<\.DIEl\TE FRj,CTURj,DOS. 

-os modelos para flujo radial que describen el comportamiento del trazador en un 

·acimiento naturalmente fracturado que contienen fracturas y bloques de matriz. 

·úgulos, fracturas ciegas, se representan por medio de dos regiones: una región 

nóvil, donde los fenómenos de difusión y convección están presentes y una región 

:stancada donde sólo se presentan los fenómenos de difusión y adsorsión. se 

liferencian en función de la forma en que se presenta la transferencia fractura-matriz, 

/a sea en función del tiempo (transitorio) o con variación constante 

pseudoestacionario ). 

_os modelos con transferencia pseudoestacionaria fractura-matriz no requieren una 

'arma dada de los bloques de matriz ya que se consideran como un todo. 

_os modelos con transferencia transitoria fractura-matriz se dividen por la geometría 

:le bloque utilizada, los existentes son: el primer modelo en el cual el yacimiento 

1aturalmente fracturado es representado mediante un sistema idealizado, equivalente 

1 un yacimiento con estratos de alta permeabilidad en contacto con estratos de baja 

Jermeabilidad, el otro modeLo se representó a la matriz con bloques en forma de 

:ubo, que fue el primer modelo en la literatura para el flujo de trazadores radiactivos 

~n yacimientos naturalmente fracturados donde se consideró una geometría de este 

:ipo. Para los dos modelos la solución está expresada en el espacio de Laplace, para 

:uya inversión numérica se utilizó el algoritmo de Crump (1976). 

2.3.1. Modelo de Ramírez, Samaniego, Rivera y Rodríguez (1991). 

Ramírez y asoc. presentaron el modelo para flujo radial en yacimientos naturalmente 

fracturados considerando estratos de alta y baja permeabilidad, que corresponden a 

las fracturas y a los bloques de matriz, respectivamente. El sistema idealizado está 

constituido por dos reglOnes: la región móvil y la reglOn estancada. Estas dos 
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egiones están en contacto a través de una película delgada de fluido estancado cuyo 

spesor es 8. En el volumen de control considerado, el espesor de la película delgada 

le flujo 8, está incluida en la zona estancada, y limita la región móvil en dirección z, 

londe el plano de referencia está ubicada a la mitad de ancho de fractura. Esta 

lelícula representa la resistencia que controla transferencia de masa entre las 

egiones móvil e inmóvil, se tiene un ancho de fractura de hr, limitada en ambos 

:;.;tremos por bloques cuyo tamaño es H. Se considera un volumen de control de 

:spesor E, el cual es repetitivo, donde: 

H 11, 
[=-+-' 

2 2 

~a región fluyente tiene un espesor de: 

II{ 
E.= --o . 2 

:"'a región estancada tiene un espesor de: 

H 
E ="+0 

lO 2 

En la región móvil se consideraron los siguientes fenómenos y suposiciones: 

l. Dispersión longitudinal en flujo radial. 

(2-47) 

(2-48) 

(2-49) 

2. En la dirección z no se considera la dispersión longitudinal porque se supone que 

el ancho de la fractura es muy pequeño, por consecuencia no existe gradiente de 

concentración en esta dirección. 

3. Se considera la Convección. C;:on base en la suposición presentada en el punto 1, 

la velocidad en la dirección "z" es uniforme su variación en la dirección radial. 

4. Se considera el decaimiento radiactivo. 

5. Fluido incompresible. 



ara la región estancada se consideraron los siguientes procesos: 

Difusión. Este efecto solamente se considera en la dirección z. dado que el 

componente longitudinal se supone despreciable. 

Adsorción. 

Decaimiento radiactivo. 

No hay convección en la zona estancada. 

:1 modelo para flujo radial en la región móvil: 

~. (C"J~~",I/)) __ 1 CCjlJ:r/),I/)) -i'OCjD(rD,ID)+ D mD CCm')(zw,I/)) = a=:!~.y!)_,_I/)_) 
D Oro ~ ro C/'D zon iz D CID 

(2-50) 

:ondición inicial: 

:ondiciones de frontera: 

(2-51 ) 

] último ténnino del lado izquierdo considera representa la transferencia de masa 

)or difusión de la región móvil a la región estancada en la zona de contacto. 

:1 modelo de flujo lineal en la región estancada: 

éC (7 1 ) A C ( 7 1) = mlJ -,,, /) • 
D mD -o' f) a ' 

o 

=:ondición inicial: Cm,,(ZD'O)= O 

=:ondición de frontera interna (interfase): CmD (zoo ,ID) = C jD(ro,t O) 

:::ondición de frontera externa: éCmdZOH,IO) = O 
Ozo 

Donde: 

(2-52) 

(2-53) 
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r a . I 

a 
Ii) = a -

- . 
-n - a ' = 

(H + h 1)/2 
"DE -

a a 

h 12-0 
~ _ J • 
-DO -

_a solución general en el espacio de Laplace es: 

r!\-rUO 

2 

C 1 :.11 
e mil (:!!.I ji) =-'c" 

a ( . 
v --, 

r 

Dm. DmD =-, 
al 

e jD (rD ,5) = 
1 
-e 
5 Ai(r DoX (5) + l / 4J 

(X(5))2/3 

(2-54) 

donde: 

-/(s) -_ S + J
D 

+ ~mD .~~ .. _+_s hl7 [ 1 )"D + s J 
A "_. R D tan _:: DE - :: DO R D--

- DO , m mD , m mD 

(2-55) 

2.3.2. Modelo de Ramírez y Samaniego (1992). 

El yacimiento naturalmente fracturado se representó por medio de un sistema 

compuesto por dos regiones: una región móvil donde los procesos de dispersión, 

convección y decaimiento están presentes y una región estancada donde sólo se 

consideran los fenómenos de difusión y adsorción y se utilizaron bloques de matriz 

en forma de cubo. 

Modelo Matemático 

Bloques de matriz cuyo volumen es H3, los cuales son repetitivos. Las fracturas 

envuelven al bloque de matriz en sus 6 caras con un ancho de fractura: hf' El 

volumen de control es una pirámide con base cuadrada y el ongen del eje de 



:~n. 2. RevisiÓn de la literatura. ' 1 
~-~~~~~~~~~~~----------------------------------------~. ~ 

eferencia z eS el centro del bloque de matriz. 

:1 eSpesor de película muy delgada 6, que limita la región móvil en dirección "z" 

epresenta la resistencia que controla la transferencia de masa entre las regiones 

nóvil y la estancada. La película está incluida en la región estancada, la región mó\'il 

:stá limitada en ambos extremos por bloques de matriz. 

vIodelo de flujo radial para la región móvil: 

l Ó
2
CfD(r O .l o) 

·"0 a·D2 

=ondición inicial: 

=ondición de frontera interna: 

=ondición de frontera externa: 

vIodelo de flujo para la región estancada: 

RD 8
2
CmO (Zo.l o ) + ~RD éCmO(Zo·lo ) _ A C (z I j = éCmO(Zo·l o ) 

mO -. 2. _ mO.... D mD o' D ;:¡ 
CZo ~D CZo . '''o 

:::ondición inicial: 

:::ondición de frontera interna: 

:::ondición de frontera externa (interfase): 

éCmlJ(O.IIJ) 

éi:1J 
o 

Las variables adimensionales utilizadas en este modelo son las siguientes: 

C,(r,l) 
CID(rO,!D) = c--; 

" 

(2-56) 

(2-57) 

(2-58) 

(2-59) 
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{J. 

l' =-' , , 
r 

q 
(J = --:-:--

2JrH rP f 

La solución en el espacio de Laplace es: 

donde: 

r 
rIJn ::;:; ~ ; 

(J 

d/2-¿) 

a 

1

- . '; 
., I I y .. , 

-::. 'PiS)1 r", ---) l' i v P "\ _. 4/i (s) 

e - -

jJ(5) = 5 + j'D + é = ~ rPm DmD[jJ(S) coth(jJ(s)z /Jo)-~] 
Eo rP¡ -D" 

E. E., =-, . a 

(2-60) 

(2-61 ) 

Se empleó el algoritmo de Crump (1976) como invertidor numérico para obtener la 

,olución en tiempo reaL 
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CAPÍTULO 3 

vIODELOS PROPUESTOS Y SOLUCIONES PARA 

NYECCIÓN CONTINUA, FINITA Y PICO 

:n este capítulo se presentan cuatro modelos propuestos que rigen el comportamiento 

linámico del flujo radial de trazadores en diferentes tipos de yacimientos, dos 

nodelos son para yacimientos homogéneos, uno considerando el volumen poroso 

naccesible y en el otro no. Se proponen dos modelos para flujo radial en yacimientos 

laturalmente fracturados, uno con geometría de matriz estratificada y otro con 

~eometría de matriz cúbica considerando en ambos el volumen poroso inaccesible. 

~a metodología empleada para obtener los modelos propuestos consistió en: 

1) realizar un balance de materia en base a un volumen de control en los que se 

adicionan fenómenos fisicos significativos y cuantificables para obtener el modelo 

matemático. 

b) definir las variables adimensionales de manera que permitan eliminar problemas 

de dispersión numérica y facilitar la interpretación de pruebas de trazadores. 

c) obtener la solución al modelo propuesto en el espacio de Laplace. 

d) aproximar las soluciones a tiempos adimensionales cortos y largos para invertir 

analíticamente a tiempo real las soluciones aproximadas. 

e) derivar con respecto al tiempo la solución analítica aproximada, formar grupos de 

variables adimensionales y utilizarlos en la comparación entre la solución 

aproximada y los resultados de la inversión numérica, así como en la construcción 

de la curva tipo. 
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f) im'ertir numéricamente la solución completa para el modelo planteado. con el 

algoritmo de Crump, acoplado con el algoritmo de aceleración de com'ergencia 

Epsilon, lo que permitió acelerar la convergencia hacia la solución. 

g) validar la solución haciendo converger los modelos generales a casos particulares, 

reproduciendo los valores publicados. 

h) desarrollar técnicas de interpretación de los datos de campo. 

i) aplicar la técnica desarrollada a yacimientos homogéneos v naturalmente 

fracturados. 

Todos los modelos para trazadores radiactivos presentados en este trabajo tienen 

como caso particular el flujo de trazadores químicos. 

3.1. MODELO PROPUESTO PARA FLUJO RADIAL DE TRAZADORES EN 

YACIMIENTOS HOMOGÉNEOS. 

Se propone un modelo para flujo radial de trazador radiactivo en yacimientos 

homogéneos que considera la convección, el decaimiento radiactivo y la dispersión 

dependiente de la velocidad radial, expresándolo posteriormente en términos de 

variables adimensionales, para lo cual se definieron nuevas variables adimensionales 

que permiten disminuir en gran medida la dispersión numérica y facilitan la 

interpretación de los perfiles de concentración medidos en la prueba. Un caso 

particular de este modelo propuesto que no considera el decaimiento, es el propuesto 

originalmente por Moench y Ogata (1981) cuya inversión fue realizada utilizando el 

algoritmo de Stehfest. El modelo adimensional propuesto es (ver Apéndice A): 

Condición inicial: 

Condición de frontera interna: 

Co(ro'O) = O 

Co(I,/o) = I 

(3-1 ) 
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ondición de fronterJ e:\tema: 
lim e iJ (r" . ( ,,) = o 

T; • ...... :T. 

::mde los párametros adimensionales se definen en la forma siguiente: 

r 
D -

D r t 
D = = , 

r H~ 

a a =_. o , 
rw 

a v r t 
= , 

r l"~ 

a 

a solución en el espacio de Laplace para este problema es (\'er Apéndice A): 

~ 
e ~ a [) 

.onde: 

AD 
~(s)=-+s 

a D 

s 

Ai(rofJ(S) + l ~,\4a o')) 
fJ(s)- . 

(3-2) 

(3-3) 

(3-4) 

~o fue posible invertir directamente esta ecuación al tiempo real utilizando un 

)roceso analítico, dado lo complejo de su forma, por lo cual, se realizó la inversión 

lUmérica con el algoritmo de Crump acoplado con el algoritmo Epsilon, que permite 

tcelerar el proceso de convergencia y fue necesario hacer aproximaciones a tiempos 

:ortos y largos que permiten simplificarla para obtener casos límites cuya inversión 

malítica fuera posible. 

)olución analítica aproximada a tiempos adimensionales cortos 

~a solución analítica aproximada del modelo propuesto de flujo radial de trazador 

'adiactivo en yacimientos homogéneos: 
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. ~;;)k/' -I]-}/.::: (3-5) 
3.a¡}!J 

ande: 

,olllción analítica aproximada a tiempos adimensionales largos 

"a solución del flujo radial de trazador radiactivo en un yacimiento homogéneo: 

(3-6) 

:!onde: 

e 

Si )'/J =0 la solución para flujo radial de un trazador químico en yacimientos 

homogéneos es: 

(3-7) 
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3.2. \IODELO PROPUESTO PAR-\ FLUJO RADIAL DE TR<\.ZADORES E.\ 

YACBIIENTOS 

INACCESIBLE. 

HOMOGÉNEOS CON VOLUMEN POROSO 

Se propone este modelo que es similar al anterior, pero considerando el efecto del 

volumen poroso inaccesible en el término acumulativo, ya que es importante en el 

proceso de desplazamiento de fluidos, como lo demostró Dawson y Lanz (1972) ya 

que consiste en causar un aceleramiento en el avance del trazador en el yacimiento al 

existir menos volumen poroso disponible. El volumen poroso inaccesible es 

determinante en el tiempo de irrupción, así como también en la concentración 

máxima obtenida en el pozo productor. Para considerarlo fue necesario modelar en 

forma pseudoestacionaria el cambio de concentración debido al volumen poroso 

inaccesible. 

El modelo adimensional para flujo radial de trazador radiactivo en yacimientos 

homogéneos es el siguiente (ver Apéndice B): 

a{) C"C{)_~v!J __ l. éC{)(rf),to) _ A. C (r I ) = [1-"\ L éC,vb'!jJ) +,,\ a iS,(,¡J,I¡J (3-8) 
_ ' _ o o o' v 'f'vPo" 'f'v o ;> 

r{) ero· r v ero '" f) '" o 

Condición inicial: C{)(r{),O) = O 

Condiciones de frontera: e v (1, 1,,) = I 

/ i m e v (r v ' I f) ) = o ,- ~ 

Para considerar el volumen poroso inaccesible al trazador: 

ao é\:'.,¡k{)c~") = M,,[Co(ro,!o)-C,o(ro,lo)] 
al! 

Condición inicial: 

(3-9) 

(3-J O) 

(3 -JJ) 
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1 solución en el espo.cio de Laplace es (Ver Apéndice Bl: 

~ i ( r iJ (3 ( S ) + l !~~_:,-:._) -
. . ((3 (s ) )' ; ; 

( 
(3 (s) + 1 / 4 ~-::-'----) 

Ai ((3 (s) )' 13 . 

~ a :' 

D (1' D ' S ) = "----
s 

(3-12) 
r_~ 

:mde: 

;_ M [1 _ do 1_ 
I(S)=~+rpDS+ lJ 'i"1J.!' 

0D 0DS+}[O 

(3-13) 

lo fue posible invertir directamente esta ecuación a tiempo real utilizando un 

roceso analítico, dado lo complejo de su forma, por lo cual, se realizó la inversión 

umérica con el algoritmo de Crump acoplado con el algoritmo Epsilon, que permite 

celerar el proceso de convergencia y fue necesario hacer aproximaciones a tiempos 

ortos y largos que permiten simplificarla para obtener casos límites cuya inversión 

.nalítica fuera posible. 

~a solución analítica aproximada a tiempos adimensionales cortos: 

c;,~¡,,")=ª,++ ""~: -l~ -';:+MJí~],l}FVD~+ a;k' -l~;':;:';~+MHll 

:Ionde: 
. Ti!::.1 
e :!a(l 

. -"'C_= e 
2~. rD 

_ ~6))I2_.d ,ln+M D (I-~n 1 
) a D ) \. 

La solución analítica aproximada a tiempos adimensionales largos: 

(3-14) 

al) 
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mde: 

e 

:h' '-1] -~;¡~-",~!:\I-,;[l=:~j,] 
R(rD ) = e 

.3. MODELO PROPUESTO DE DOBLE POROSIDAD PARA FLUJO 

~DIAL DE TRAZADORES EN Y ACIMIENTOS NA TUR;\.LMENTE 

RACTURADOS (CON VOLUMEN POROSO INACCESIBLE Y 

;EOMETRÍA DE MATRIZ ESTR;\. TIFICADA). 

:on objeto de pennitir un análisis del problema de flujo de trazadores a través de 

acimientos naturalmente fracturados, es necesario reemplazar el sistema real, 

umamente irregular y complejo compuesto de matriz y fracturas, por unidades 

egulares de estratos de matriz combinados con fracturas horizontales, en los que los 

)loques de matriz tengan el mismo tamaño y fonna (Fig. 3-1). 

;e propone un modelo de doble porosidad con flujo interporoso transitorio para la 

nterpretación de la respuesta observada en los pozos productores, cuando se inyecta 

razador radiactivo en un yacimiento naturalmente fracturado. El modelo consiste de 

'facturas donde los mecanismos de dispersión, convección y decaimiento radiactivo 

!stán presentes Y de bloques de matriz donde se consideran los mecanismos de 

:lifusión, decaimiento radiactivo y el volumen poroso inaccesible; en el 

planteamiento se introdujo un parámetro nuevo que representa el gradiente de flujo 

másico que rige la transferencia fractura-matriz, la cual es dependiente del tiempo. 

Se inyecta trazador radiactivo a concentración constante en una fonnación 

naturalmente fracturada, la cual consiste de un conjunto de bloques porosos de baja 

penneabilidad, separados por fracturas horizontales altamente penneables. Este 

modelo de doble porosidad se desarrolla basándose en las suposiciones siguientes 

(ver la Figura 3-2): 

l. La matriz y la fractura son sistemas homogéneos y compresibles. 
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J El flujo ocurre del pozo a la fractura y de ésta a la matriz. 

3. Entre el bloque de matriz y la fractura no existe una superficie de resistencia nI 

flujo. 

4. La fractura se extiende horizontalmente sin límite (medio infinito en esa 

dirección). 

5. El caudal de inyección de trazador es constante y se distribuye uniformemente a lo 

largo de la totalidad del intervalo. 

6. La apertura de la fractura es pequeña comparada con el tamaño del bloque, de aquí 

que la relación hrIH es una fracción pequeña. 

7. El coeficiente de dispersión en la matriz es constante y en las fracturas es 

proporcional a la velocidad radial ( D f = av f ). 

8. El flujo en la fractura y en la matriz obedece la ley de Darcy. 

9. La permeabilidad de la fractura es mucho mayor que la de la matriz. 

10. A lo largo de la fractura el gradiente vertical de concentración es uniforme. 

El modelo matemático propuesto en este trabajo para describir el flujo de trazador en 

el sistema de fracturas toma en cuenta la transferencia de masa de la fractura hacia la 

matriz, el cambio de concentración por volumen poroso inaccesible, de acuerdo con 

el modelo previamente presentado por Dawson y Lanz, y el decaimiento radiactivo 

del trazador en la fractura, puede expresarse como: 

la (rD ~L~~!J _ v éC ~~~ _ AC (r, t)- J mI * (h l' t) = OCL~~~) 
a ,~ ,~ I A. ;¡, 

r r cr cr '1' I (J' (,/, 

(3-16) 

donde: 

J *= transferencia de masa por cada unidad de volumen de roca, MlL5T. 

(J' = factor de forma de bloques de matriz a través del cual se efectúa la transferencia 
o 

de masa, l/L-. 
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.J \'elocidad macroscópica está dada por: 

~' = a/ (3-17) 
r 

¡onde: 

a· = q¡ 
} 2"h fil/J 

La dispersión hidrodinámica es: 

D =av +D • , f 
(3-18) 

Si la difusión molecular en las fracturas es pequeña comparada con el ténnino de 

convección debido a la alta velocidad 

D , ;:: a v , 

Arreglando: 

rD r = aV r 

r 

Substituyendo las ecs. 3-19 y 3-17 en 3-16: 

aa¡ J 2C¡(r,t) _ ~L 15'(~>J,!,L.?cc (r t)_JmL:.ih¡,t) = C<::'l(r,t) 
r éJr 2 r éJr ¡, ljJ ¡Jt3t 

(3-19) 

(3-20) 

La difusión del trazador dentro de la matriz se trata de acuerdo con la ley de Fick en 

la que la densidad de flujo másico está dada por: 

(_ 1)= -D ét'jz,l) 
J m -. m" c: (3-21 ) 

En la cara de la matriz: 

(3-22) 
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=ondición de frontera interna: 

=ondición de frontera externa: 

CJh¡ .1) = C[(r.l) 

éC"(~+h,.I) =0 
e: 

(3-29) 

~a condición para considerar el ritmo de cambio de concentración que se transfiere al 

volumen poroso inaccesible en la matriz: 

(3-30) 

La condición inicial: C,m (:,0) = O (3-31) 

El modelo propuesto para flujo radial en las fracturas es: 

ClD (~.!.vh).I/J) _1 é\:'.!,::(~:tl) _ A e (r t ) _ _ 1a::'m/J(Zoi,tO) = a::'io(ro,to) 
..., , .... D jV [j' lJ .... él 

rp erl) . ro ero CJ D cr D V 

(3-32) 

Condición inicial: 

Condición de frontera interna CjD(1.tv) = 1 

Condición de frontera externa: fim cmh"tv) = O 
'n-+es:. . 

(3-33) 

Flujo lineal transitorio en la matriz: 

D c"CmD(:D'!pl_ A C (z t ) = [l-'¡' ]a ~~'é'Pi~D:t.Q) +,¡, a ¿CmD(Zp,t9) (3-34) 
mD .... 2 o mO O' D 'f'mD o a 'l/n/D o a 

a D D D 
Condición inicial: CmlJ (: IJ ,0) = O 

Condición de frontera interna: C mO (z O} ,t D ) = e fI) (rv ,t o) 

Condición de frontera externa: 
a::'mo(ZIJH ,t /)) = O 

Ozo 

El eje de referencia pasa por el eje de fractura. 

La condición para considerar el volumen poroso inaccesible en la matriz: 

oC ,mlJ (z [) . t IJ ) -.'vi [c (- t ) - C (- t)] a f) .... -. mD m!) ~ /J ~ V JmD.[. v' f) 

Olv 

(3-35) 

(3-36) 
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Ji\'idiendo la ecuación anterior entre una unidad de volumen de fluido en la fractura: 

::1 flujo másico en la interfase matriz-fractura: 

lmr(r.I)= lJhf,l) 

(3-23) 

(3-24 ) 

::1 flujo másico en la interfase matriz-fractura por unidad de volumen de fluido en la 

fractura: 

1 mi 
• (h 1)= _=D ~_ ~e Jh¿) 

J' AmhJ Oz 
(3-25) 

Substituyendo 3-25 en 3-20 se obtiene la ecuación de flujo radial en las fracturas que 

considera la transferencia matriz-fractura: 

(3-26) 

Condición inicial: 
el (r,O) = o 

Condición de frontera interna: 

Condición de frontera externa: 
lime¡ (r,l) =0 
,-~ (3-27) 

El flujo lineal transitorio en la matriz considerando el volumen poroso inaccesible: 

D 
t!~em (,:,1) -,te (7 1) = [1-,,\ ] a::-,J,:, 1 ) +,,\ a::-Jz,t) 

m .... , '" -, Y'm/J ... Y'mIJ :::J. 
X' ~ ~ 

(3-28) 

Condición inicial: 
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La condición inicial para considerar el volumen poroso inaccesible: 
C<,)(~n'O) = O (3-37) 
donde las definiciones de las variables adimensionales se listan a continuación: 

r -
riJ = - = --, D 

I"w 

, -'Ir -/. 
J. D = 

[J i 

Cr(r,l) 
Cro (ro,1 D) = -"--

Co 

rw 

a 
= a o = -~ ID , 

TI(" 

/vI mD 

, 
r.:AI m • 

= 
a / [1 - ~ mI) ]' 

D,t aa ,1 a ,. I 
= 

aV,1 
= ~- = alJ , 

2 
rw 

ZDH = 

~mD 

2 ) 

T¡r r;¡ 'Ir 
H + h r Dm 

D m/J = 
rw a, 

em(:·I) 
C mO (: /J ' 1 [) ) = - ---

c" 

Para establecer la ecuación siguiente que gobierna el flujo en las fracturas y la 

interacción del trazador en el sistema matriz-fractura, se acoplaron las ecuaciones 

correspondientes a la fractura y la matriz en el espacio de Laplace, la solución para el 

problema considerado es (ver Apéndice C): 

C ru (r f) , s) = 
1 r() - 1 

_ e 2 a D 

S 

. ( r /J /3 ( s) + 1 / (4 a D 2 )J 
A 1 '1) 

(/3 ( s) )-

. ( /3 ( s) + 1 / (4 a f) 2 )J 
Al ( )21] /3 ( s) 

donde la función de transferencia fractura-matriz en el espacio de Laplace es: 

pes) = ~:2: [lt:~:~~:I(;I~:1:~~~~:~~t::~~~:~\ 1 + ~~ + S 

m (s) = l.. [[l=-~ m; ]M mO S + rp mO a o s + A D ] 

DmO M mO a o + s 

(3-38) 

(3-39) 

(3-40) 

No fue posible invertir directamente esta ecuación al tiempo real utilizando un 

proceso analítico, dado lo complejo de su forma, por lo cual, se realizó la inversión 

numérica con el algoritmo de Crump acoplado con el algoritmo Epsilon, que permite 

acelerar el proceso de convergencia y fue necesario hacer aproximaciones a tiempos 
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cortos y largos que penniten simplificarla para obtener casos límites cuya inversión 

analítica fuera posible. 

La solución analítica aproximada a tiempos adimensionales cortos: 

donde: 

La solución analítica aproximada a tiempos adimensionales largos: 

.. a~h31'-ll+3tD. 
+ L(rD)erfc _. 

donde: 
ro -1 

e 2a /l 

.- -.. _"' .... e 
24.rD 

2~,''' -J [--'--.. -.. -]----[--- le 
- ;.1 =~ " =/JH -=LJ} Juv D mIJ I A.fJ-=DH =D.f J+A.o 

.) '. av 

~ JI' • 1 
~ r - --.!J ---- ---
.. 11.-= \¡[=DH -:;1Jav [D"'IJ 

3 "\ a o . 

(3-42) 

/ 

Se comparó la solución analítica a tiempos cortos y largos con la solución obtenida 

por inversión numérica proporcionando resultados satisfactorios. 
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3.4. MODELO PROPUESTO DE DOBLE POROSIDAD PARA FLUJO 

RA.DIAL DE TRAZADORES EN YACIMIENTOS NATURA.LMENTE 

FRACTURADOS (CON VOLUMEN POROSO INACCESIBLE Y 

GEOMETRÍA DE MATRIZ CÚBICA). 

Con objeto de permitir un análisis matemático del problema de flujo de trazadores a 

través de yacimientos naturalmente fracturados, es necesario reemplazar el sistema 

real, sumamente irregular y complejo compuesto de matriz y fracturas, por unidades 

regulares de bloques cúbicos de matriz combinados con fracturas rodeándolos, en los 

que los bloques de matriz tengan el mismo tamaño y forma (Fig. 3-3). 

El modelo de flujo radial en las fracturas: 

(3-43) 

Condición inicial: CjD(ro,O) = O 

Condición de frontera interna: C j1)(I,t o) = 1 

Condición de frontera externa: 
lim CjD(ro,lo ) = O 

ro -Jo x (3-44) 

El modelo'de flujo lineal transitorio en la matriz con volumen poroso inaccesible: 

Condición inicial: 

Condición de frontera interna: 

Condición de frontera externa (interfase): 

OC.O(O.I D ) = O 

OzD 

(3-45) 

(3-46) 
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Ritmo de concentración que se transfiere al volumen poroso inaccesible en la matriz: 

cY,mfl(ri).I:)) [ ] 
a!J -- -:--- -- = _11 mI! e m!) (z () , ID) - e ,mI) (" fJ ,1 /) ) 

oto 

Condición inicial: 

La solución está dada por (ver Apéndice O): 

1 ~ 
C- /V (r /) . S ) = - e 2 a e) 

S 

donde: 

Ai ( r D (3 (s) + l I ~ a IL J 
((3 (s) r !l 

A i ( ic (~js ~ ;:~:-a -i, ---'-J 

() 6 tJm DmD . mes) [[ J - l ] A 
(3 s = - ¡-_ _]-¡-- coth( "DH +=DI . mes) )-[_ _ 1 + _D + S 

°D "DH +"DI '!PI "DH +"DI '. mes) °D 

() l [[I-tJsm]MmDS ] m s = --¡¡-- . +AD +tJmODS 
mD 111 mD IOD +s 

(3-47) 

(3-48) 

(3-49) 

(3-50) 

Con objeto de invertir numéricamente la solución completa para el modelo planteado 

se utilizó el algoritmo de Crump, acoplado con el algoritmo de aceleración de 

convergencia Epsilon. 

No fue posible invertir directamente esta ecuación al tiempo real utilizando un 

proceso analítico, dado lo complejo de su forma, por lo cual, se realizó la inversión 

numérica con el algoritmo de Crump acoplado con el algoritmo Epsilon, que permite 

acelerar el proceso de convergencia y fue necesario hacer aproximaciones a tiempos 

cortos y largos que permiten simplificarla para obtener casos límites cuya inversión 

analítica fuera posible. 
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La solucióll allalÍlica aproximada a riempos adimensionales corros: 

(3-51 ) 
donde: 

La solución analítica aproximada a tiempos adimensionales largos para el flujo 

radial de trazador radiactivo en un yacimiento naturalmente fracturado en que las 

fracturas y la matriz actúan como "un solo sistema" es: 

--- 3/2 --- . - .. - ---[ZOH - ZO¡] 

.ao~o -¡J+310 . -1-----(----- [ ]M) ]+,10 
a o DmO / ,10 + ao 1- 9mo mO - ZOHZO¡ 

. -- --- --_ .. _--------_._~--=------------------- (3-52) 

donde: 

En el caso de que la porosidad adimensional en la matriz es igual a uno, 9mD = 1, Y la 

constante de transferencia sea cero, la solución es la misma que la del modelo para 

yacimientos homogéneos. 
J 
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3.5. COMPORTAMIENTO DE LA CONCENTR"-CIÓ:\ CON RESPECTO AL 

TI [¡\lPO EN LOS MODELOS PROPUESTOS DE DOBLE POROSIDAD. 

Los valores obtenidos de la inversión numérica sirvieron para determinar el 

comportamiento de la concentración .con respecto al tiempo de los modelos de doble 

porosidad con flujo interporoso transitorio. Una gráfica semilogarítmica muestra tres 

periodos de flujo, el primer y tercer régimen corresponde a tiempos cortos y largos, él 

segundo régimen a la existencia de un tiempo de flujo intermedio (Fig. 3-4), pueden 

ser explicados como sigue: 

En el primer régimen de flujo, el fluido es inyectado a las fracturas inicialmente, 

produciendo una diferencia grande de concentración entre las fracturas y la matriz, el 

comportamiento de la concentración es lineal con respecto al tiempo y similar al 

comportamiento de un yacimiento homogéneo, se le domina comportamiento a 

tiempos cortos. 

En el segundo régimen de flujo, el fluido fluye de las fracturas a la matriz, este es el 

periodo de transición, el flujo interporoso se presenta como un decremento en el 

ritmo de concentración en las fracturas y un aumento en el ritmo de concentración en 

la matriz. 

En el tercer reglmen de flujo, debido a que el periodo de estabilización de 

concentración no continúa, el ritmo de incremento de concentración es el mismo en 

las fracturas y en la matriz y el yacimiento actúa como un solo sistema se le denomina 

comportamiento a tiempos largos. 

3.6. PRUEBA DE INYECCIÓN DE UN VOLUMEN FINITO (BACHE). 

La solución al problema de la inyección de un volumen finito de trazador (bache), se 

obtiene aplicando el principio de superposición en tiempo a la solución para el caso 

de inyección continua de trazador, tal como fue propuesto por Craig 1971. 
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La concentración para este tipo de inyección está dada por la ecuación siguiente: 

Co(ro,to -tJ.to ) = O 

donde: 

tJ.t o = tiempo adimensional de inyección del bache. 

(3-51 ) 

(3-52) 

3.7. PRUEBA DE INYECCIÓN DE UN VOLUMEN DADO EN FORNIA 

INST ANT ÁNEA (Il'iYECCIÓN PICO). 

Una prueba de la inyección instantánea de un volumen específico de fluido, o 

inyección pico: corresponde a la solución a la ecuación que representa la inyección 

de trazador durante un intervalo de tiempo muy pequeño, se determina por 

aproxImarse más a lo que ocurre en un caso real. Walkup y Horne (1985) 

establecieron que la ecuación que representa una prueba de inyección tipo pico es: 

(3-53) 

Substituyendo la condición inicial: 

(3-54) 

Aplicando la transformada inversa se observa que la derivada con respecto al tiempo 

en espacio real puede obtenerse invirtiendo el resultado de multiplicar el parámetro 

de Laplace (s), por la solución en el espacio de Laplace obtenida para las condiciones 

de frontera impuestas: 



~C~.-\~P-,.-,,3,,-. c..:'!;II~l(~Jc:.!.' I o~,~· P!...!..!r02..1p!.;u~e2.s t~o~s ..l\'--,S2..!0!.!I!!.u c!:;.!i!.!!.o!!n se si...pr:a!!!r::;!a,-!I!.!:n!.!\'~ec~c~i o~· n~C~0!.fn~t '!.f' n~u~a.:... • .t.F!.!i n!!i!.;t a~\'JP.}i~c o!!:. __ ~. h I 

A la derivada con respecto al tiempo se le conoce como concentración pico: 

éCo(ro,to) 
Co(ro,lo)p<co = a 

o 

Igualando las dos ecuaciones anteriores: 

Co(ro,lo)p,co = C'[sCo(ro,s)] 

(3-55) 

(3-56) 

(3-57) 

Los valores obtenidos de la inversión numérica se utilizaron para obtener la solución 

pico y observar el comportamiento de la derivada en los modelos propuestos de doble 

porosidad. 

El comportamiento de la derivada de la concentración con respecto al tiempo en una 

gráfica Log-Log. 

Durante el primer régimen de flujo la derivada tiene un valor constante hasta iniciar 

el periodo de transición. El período de transición inicia cuando el valor de la derivada 

se reduce hasta la mitad del valor inicial y luego se incrementa suavemente hasta 

alcanzar el valor constante que es cuando inicia el tercer régimen de flujo y se 

mantiene hasta alcanzar alguna frontera (ver Fig. 3-5). 
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CAPÍTULO 4 
VALIDACIÓN DE LOS MODELO PROPUESTOS 

La validez de los modelos depende de la exactitud con la que describen los 

principales procesos que afectan el flujo del trazador a través del yacimiento y su 

capacidad para reproducir la respuesta de los cambios en su concentración medida en 

el pozo productor. En este capítulo se presenta la validación de los modelos 

propuestos en este trabajo, la cual consistió en reproducir los valores generados de 

modelos o de mediciones de campo publicados por otros investigadores, 

El proceso de validación de los modelos generalmente consiste en reproducir 

respuestas conocidas de un proceso determinado, cuyos datos provienen de 

cualquiera de las fuentes siguientes: 

a) pruebas de campo, 

b) datos experimentales de laboratorio, 

c) datos históricos, 

d) modelos reportados en la literatura, 

e) datos sintéticos, 

Debido a que varios modelos publicados previamente en la literatura corresponden a 

casos particulares de los modelos propuestos en este trabajo, se validó la consistencia 

de los modelos propuestos en este trabajo con los mismos datos empleados en cada 

artículo publicado correspondiente, En la Tabla 5 se muestran los artículos utilizados 

para validar cada tipo de modelo propuesto, 

El modelo de flujo radial para yacimientos homogéneos fue validado utilizando un 

:lecaimiento radiactivo igual a cero, con los mismos datos de entrada de Hsieh y de 
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1vloench y Ogata y las respuestas coincidieron como se muestra en la tabla 6, 

Los modelos de doble porosidad para yacimientos naturalmente fracturados 

considerando volumen poroso inaccesible convergieron al modelo para yacimientos 

homogéneos a tiempos adimensionales cortos y largos con las correspondientes 

adecuaciones como se muestra en la tabla 6, 

Tabla 5 Artículos utilizados para validar los modelos propuestos, 

, '- ",.' _ Homogéneos ' Naturalmente Fracturados 
';' .' .' , 

Radial Moench y Ogata (1981), 

Hsieh, (1986), 

Chen, (1986), 

Skilbrei, Hallenbeck y Sylte (1990), 

Anderson, Laurie, Loder y Ramírez S, y asoc" (1992) 

Kenned/ (1992). 

4.1 EVALUACIÓN DEL INVERTIDOR NUMÉRICO. 

Como se comentó previamente, para analizar los comportamientos de los modelos 

propuestos se requirió utilizar un invertidor numérico, por ello, debe evaluarse al 

grado de exactitud con el que se invierten las soluciones a tiempo real. Para este 

propósito se realizó lo siguiente: el modelo de flujo radial para yacimientos 

homogéneos de trazadores que no considera el decaimento radiactivo, previamente 

publicado por Moench y Ogata, se transformó a la forma adimensional utilizando las 

variables adimensionales propuestas en este trabajo y se obtuvo una solución en el 

espacio de Laplace, Posteriormente se obtuvo su solución analítica aproximada a 

tiempos adimensionales cortos; se programó esta solución y se comparó con los 

resultados de la inversión numérica con los algoritmos de Stehfest y de Crump. 

La inversión numérica con el algoritmo de Stehfest presentó una buena aproximación 

y conforme el tiempo adimensional aumenta, se tiene una diferencia mayor en los 
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resultados con respecto a la solución analítica y adicionalmente se presentan algunos 

problemas de dispersión numérica. 

Con el algoritmo de Stehfest (1970) como invertidor numérico se encontro una 

importante dispersión numérica para valores de tiempos y radios adimensionales 

grandes y dependencia del parámetro N, mientras que el algoritmo de Crump mostró 

bastante eficiencia en su uso y se ajustó muy bien a la solución analítica como puede 

observarse en la Fig. 4.1. 

El modelo de Dispersión-Convección de Coats y Smith40 tiene solución analítica 

exacta, por lo que Correa y asoc. (1987)45 programaron la solución analítica y 

compararon los resultados con la inversión numérica utilizando el algoritmo de 

Crump de la solución obtenida en el espacio de Laplace, la comparación mostró 

excelentes resultados por lo que concluyeron que el algoritmo de Crump presenta 

mejores resultados que el de Stehfest. 

Ramírez y asoc. también concluyeron que el algoritmo de Crump presenta mejores 

resultados que el de Stehfest y lo aplicaron para invertir sus modelos tanto en flujo 

radial como lineal, lo que es apoyado en sus artículos publicados (Ramírez y asoc, 

1991 y Ramírez y asoc, 1992). 

Debido a lo mencionado anteriormente se optó por invertir todos los modelos 

propuestos en esta tesis con el algoritmo de Crump. Para el tipo de problemas de 

Dispersión-Convección-Decaimiento, las series originales presentadas por Crump 

requieren de un cálculo de cerca de 2000 términos para converger. Con el proceso de 

aceleración conocido como algoritmo Epsilon, la convergencia se obtuvo 

aproximadamente después de cerca de 40 términos. 

Para los modelos discutidos en este trabajo, se calculó la solución del modelo en 50 

intervalos de tiempo, usando doble precisión aritmética, lo que permitió un ahorro 

substancial en tiempo de cómputo. 
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Las soluciones analíticas existentes de algunos modelos y las numéricas calculadas 

en este trabajo son iguales a los primeros ocho dígitos. 

La ventaja de utilizar en el problema de dispersión-convección-decaimiento la 

transformada de Laplace con inversión numérica es que el tiempo de cálculo para 

realizar un cambio de datos de entrada es menor que por medio de la simulación 

numérica con un esquema de diferencias finitas ya que un simple cambio de tamaño 

de bloque solo se introduce el valor al programa mientras que por simulación se 

tendría que generar una nueva malla o en un software comercial se modificaría el 

código de datos. 

Valores de entrada 

Para observar el comportamiento de las soluciones de los modelos propuestos 

obtenidas en el capítulo anterior se utilizó la información correspondiente a las 

propiedades del fluido inyectado y del trazador, propiedades petrofisicas de la capa y 

valores reportados para la dispersividad, así como parámetros de operación, como se 

muestra en la Tabla 6. 

Tabla 6. Datos usados para generar la respuesta de concentración. 

Distancia. r 

Espesor de la formación, h 

Tamaño de fractura 

Tamaño de bloque 

Porosidad de fractura, $f 

Porosidad de matriz, $m 

Coeficiente de dispersión, Dr 

Constante de decaimiento radiactivo, A 

Dispersividad. a 

1000 m 

30m 

0.025 pies 

9.05 pies 

0.45 

0.05 

1.38E-5 m21D 

1.53E-4 lID 

50m 
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Gasto de Inyección qi 

Permeabilidad de fractura. k,. 

Permeabilidad de matriz, k'l1 

Derivación de los grupos adimensionales 

10 BP\l 

500 mD 

0.01 mD 

Aunque generalmente se comparan las soluciones utilizando gráficas de: 

vs t _D 

Un camino que debe ser usado para presentar los resultados del problema en términos 

de: 

Los cuales fueron obtenidos de derivar con respecto al tiempo adimensional la 

solución analítica para flujo radial en yacimientos homogéneos dada por la ecuación 

J 

3-1 y multiplicada por t D
2 

, Y evaluada en el pozo productor, que es el lugar donde se 

medirá la respuesta. 

4.2. VALIDACIÓN DEL MODELO PROPUESTO PARA FLUJO RADIAL DE 

TRAZADORES EN YACIMIENTOS HOMOGÉNEOS. 

Validación analítica 

La solución obtenida en el espacio de Laplace con 

se obtiene la misma solución que la reportada por Moench y Ogata. 

La solución para el modelo propuesto de flujo radial de trazador radiactivo en 

yacimientos homogéneos obtenida en el capítulo anterior está dada por: 
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donde: (4-1 ) 

Para comparar esta solución con valores previamente publicados en la literatura, se 

utilizó el valor de decaimiento igual a cero en la solución general, que se reduce a la 

solución para un trazador químico (Fig, 4-2): 

(4-2) 

Los valores para trazadores químicos proporcionados en el artículo de Hsieh se 

transformaron a las variables definidas en este trabajo y se graficaron (Fig, 3-3) 

mostrando respuestas similares del modelo de Hsieh y el propuesto, 

Validación numérica 

Con la información de la tabla 6, se graficó el comportamiento de la solución 

obtenida '(Fig, 4-4) por inversión numérica con la solución analítica aproximada, la 

comparación no mostró dispersión numérica, 

Para invertir numéricamente las soluciones con el algoritmo de Crump, se utilizaron 

los datos que se presentan en la Tabla 1, se graficaron los datos generados por la 

inversión numérica de la solución general obtenida en el espacio de Laplace con los 

valores de Hsieh generando la Fig, 4-5, La comparación de estas dos soluciones 

mostró resultados excelentes dado que el artículo de Hsieh proporcionó el valor de la 

constante de dispersividad, 
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Otros artículos pueden también validar el modelo pero no proporcionan la 

infonnación suficiente para reproducir el comportamiento con el modelo propuesto y . 

comparar los resultados presentados en los artículos. 

4.3. VALIDACIÓN DEL MODELO PROPUESTO PAR~ FLUJO AADIAL DE 

TAAZADORES ENYACIMIENTOS HOMOGÉNEOS CO" VOLUMEN 

POROSO INACCESIBLE. 

Validación analítica 

La función de transferencia de la solución al modelo para yacimientos homogéneos 

con volumen poroso inaccesible (ec 3-13) es: 

fJ() "lo d. Mo[l-rPo]s 
s = +'f/os+ 

a o aos+Mo 

Fue validado utilizando un volumen poroso inaccesible igual a cero, es decir la 

porosidad adimensional es igual a uno !fu = 1 Y la función de transferencia coincide 

con la del modelo propuesto para flujo radial en yacimientos homogéneos, ec.(3-4): 

fJ(s)=)'o+s 
a o 

Validación numérica 

La inversión numérica para el modelo de flujo radial en yacimientos homogéneos con 

volumen poroso inaccesible se graficó utilizando el valor de cero para el volumen 

poroso inaccesible (!f" = I)y proporcionó la misma solución que la del modelo que no 

considera volumen poroso inaccesible, como puede verse en la Fig. 4-6. 
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4A. VALIDACIÓ;"\ DEL MODELO DE DOBLE POROSIDAD PAR.\ FLUO 

DE TRAZADORES EN Y ACIMIENTOS NATURALMENTE FR""CTl;R.\DOS 

(CON VOLUMEN POROSO INACCESIBLE Y GEOMETRÍA DE MATRIZ 

ESTRA TIFICADA). 

Validación analítica 

La solución del modelo propuesto para yacimientos naturalmente fracturados con 

geometría de matriz estratificada, a tiempos cortos converge a la solución del modelo 

propuesto para flujo radial en yacimientos homogéneos, utilizando los mismos 

valores de porosidad, espesor y dispersividad en las fracturas del yacimiento 

naturalmente fracturado, la porosidad, espesor y dispersividad del yacimiento 

homogéneo, 

La función de transferencia matriz-fractura para el modelo con geometría de matriz 

tipo estratificada es (ec, 3-39): 

,m(;) [ tanh(',m(s)=OH)-tanh( ,,'m(S)ZOI)] Ao 
/3(s)=---- +-+s 

a do" o 1- tanhCm(s)z DI) tanh( ,m(s)z OH) a O 

m ( s) = 1 [ [~, - tP mO }\1 mO s + tP mO a o s + A o ] 
D mO M mO I a o + s 

A tiempos cortos en la ecuación anterior se excluye el efecto de la matriz, (si la 

porosidad o el coeficiente de difusión en la matriz son muy pequeños), sólo estarían 

actuando las fracturas, la ecuación anterior se reduciría a la expresión siguiente 

(Apéndice C, ec, C-64): 

j3(s) = ,AD + S 
a D 

(4-6) 

Si se utiliza A o = O en la ecuación 3-39 es equivalente a considerar flujo de un 

trazador químico, la respuesta será la misma reportada por Moench y Ogata (1981) 
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así como a la solución reportada por Hsieh (1986) 2-17. 

Se observa de la comparación con la solución de Hsieh (1986) y de Moench y Ogata, 

que la aproximación de los resultados del modelo propuesto en su versión 

simplificada al caso homogéneo considerando un trazador químico, es excelente (ver 

Fig. 4-7). 

Caso particular: espesor infinito. 

Si se utiliza }_ D = O en la eco 3-39 que es la solución correspondiente a yacimientos 

naturalmente facturados, es posible obtener una solución simplificada para el caso en 

que la matriz se comporte como si fuera infinita en la dirección z, para los tiempos de 

interés. Lo anterior implica que los efectos de la frontera externa de la matriz no 

influyen en el flujo del trazador, esto se cumple a tiempos pequeños. Para un espesor 

infinito la tangente hiperbólica que considera la matriz es aproximadamente igual a 

uno en la eco 3-39. Bajo estas condiciones, el problema a resolver sería equivalente al 

que reporta Chen (1985 Y 1986). 

La solución del modelo propuesto, simplificada para el caso de inyección continua de 

un trazador radiactivo con matriz infinita, genera la solución presentada por Chen 

(1985 y 1986). Es decir, la solución general se reduce al caso particular anteriormente 

mencionados con: 

D ,¡. ~S+AD j3(S)=S+AD+ mD'f'm 
zDH DmD 

(4-8) 

Al comparar los resultados obtenidos por Chen (1985 y 1986) empleando sus 

soluciones, con el caso particular invertido numéricamente del modelo propuesto, en 

la Fig. 4-8 se observa que ambas soluciones presentan prácticamente los mismos 

resultados, de aquí se puede concluir que a pesar de que las ecuaciones diferenciales 

son distintas, adicionalmente a que, los métodos de solución empleados en cada caso 
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son diferentes, los resultados reportados son enteramente similares. 

Con base en lo anterior, se puede afirmar que las soluciones presentadas por Chen 

corresponden a al caso particular del modelo propuesto en este trabajo para un 

yacimiento con fracturas horizontales. 

Validación numérica 

El modelo propuesto de doble porosidad con volumen poroso inaccesible eco 3-19 a 

tiempos pequeños proporcionó la misma respuesta que el modelo para yacimientos 

homogéneos con volumen poroso inaccesible considerando que el espesor y 

porosidad de las fracturas son las mismas para el yacimiento homogéneo, esto puede 

observarse en la Fig. 4-9 Y a tiempos largos también el comportamiento fue similar. 
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4.5. VALIDACIÓN DEL MODELO DE DOBLE POROSIDAD PARA FLUJO 

R~DIAL DE TRAZADORES EN YACIMIENTOS NATURALMENTE 

FR~CTURADOS (CON VOLUMEN POROSO INACCESIBLE Y 

GEOMETRÍA DE MATRIZ CÚBICA). 

Validación analítica 

Con el fin de lograr una analogía entre los modelos para flujo radial en yacimientos 

homogéneos y con ello validar el modelo para flujo radial en yacimientos 

naturalmente fracturados considerando una geometría matriz-fractura cúbica. 

Se puede observar en la función de transferencia fractura-matriz: 

Si tPmU = I , la función de transferencia se reduce a: 

m (s) = 

fJ (s ) = 
). {) 
. - - + s (4-10) 
a {) 

Por consiguiente la solución para un yacimiento naturalmente fracturado converge a 

la solución del modelo para flujo radial en yacimientos homogéneos. 

En el caso de que el espesor de yacimiento, sea igual al tamaño de bloques, H, es 

posible establecer una equivalencia entre los ténninos de interacción, además para 

simplificar el análisis de ambos modelos se consideró un trazador químico. 

La función hiperbólica, coth (x) converge al valor de la unidad cuando sus 

argumentos corresponden a un argumento mayor a 5. Con base en lo anterior, la 
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influencia de estas funciones en las ecuaCIOnes antes mencionadas da Origen a la 

desigualdad: 

I M [1- nI P S _ _ i. + ni a s + mO 'I'.'m o »-
"'. Y"m D -

D~D . D lHmO /ao +s 
(4-12 ) 

Se fonna una desigualdad cuadrática: 

1. [)." + MmO[~m -~,maol.;. MmOa D .;. 25D: D] ). },JmD .;. 25D:o M mo s ~ s + --""--'=---,..:::.::.......:::..::... ~ o 
~mao ~maD1 

(4-13) 

Si la Ec. 3-12 se satisface, la Ec. 3-9 se reduce a la siguiente: 

(4-14 ) 

Con base en lo anterior, es posible concluir que el modelo para el flujo radial 

considerando geometría matriz-fractura cúbica, tiene como caso particular el modelo 

para flujo radial para un yacimiento con matriz en fonna de estratos. 

Validación numérica 

La solución considerando el caso en que tanto la porosidad como el coeficiente de 

difusión de los bloques de matriz son muy pequeños, de tal manera que no se 

transfiere masa a la región estancada y por consiguiente sólo actúa un sólo medio, el 

sistema de fracturas como se muestra en la Figura 3-9. 

Bajo estas condiciones, el comportamiento del trazador en un yacimiento fracturado 

con una geometría matriz-fractura cúbica, es igual al comportamiento del trazador en 

yacimientos homogéneos. 

Con base en lo anterior se puede concluir que los dos modelos para flujo radial en 

yacimientos naturalmente fracturados propuestos en esta tesis, reportan los mismos 

resultados en el caso en que el trazador sólo viaja a través del sistema de fractura, ya 

~ue no existe el ténnino de interacción fractura-matriz. 
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INTERPRETACIÓN 
TRAZADORES 

DE 

, 

CAPÍTULO 5 
PRUEBAS DE 

En este capítulo se presenta el problema que se conoce como inverso; es decir, se 

tiene la respuesta a un impulso del medio poroso (que son los datos obtenidos de una 

prueba de trazadores) a la cual se aplica el modelo basado en que las suposiciones 

empleadas son correspondientes, para inferir las características del yacimiento. 

Se proponen dos métodos de interpretación de pruebas de trazadores con base en los 

datos de variaciones en la concentración fluyente del trazador, medidos en los pozos 

productores, los cuales son el de curvas tipo especializadas y el del inverso de la 

función error. 

Para la interpretación utilizando curvas tipo especializadas se tomó como base la 

solución analítica aproximada a tiempos largos para el modelo de flujo radial en 

yacimientos homogéneos con la que se determina los grupos adimensionales. 

En la generación de las curvas tipo del modelo propuesto para flujo radial en 

yacimientos homogéneos se utiliza la inversión numérica. Las curvas tipo se ajustan 

obteniendo parámetros de rectas trazadas en zonas específicas de los datos y se 

substituyen en la solución del modelo. 

Es muy importante obtener el coeficiente de dispersión de las pruebas de trazadores 

del yacimiento ya sea éste homogéneo, estratificado o naturalmente fracturado. Con 

el coeficiente de dispersión dete!ffiinado se reproduce la prueba de campo para 

validar el valor. El valor del coeficiente de dispersión se utiliza en la simulación 

numérica de desplazamiento de un fluido por otro. 

En un desplazamiento miscible se requiere de una estimación de la extensión de la 
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zona de mezclado en el yacimiento para disenar de manera óptima los procesos de 

desplazamiento sensibles a la dispersión. Dependiendo del tipo de emisión del 

trazador a utilizar, la manera de obtener datos de concentración fluyente consiste en 

introducir un contador Geiger con sensor de' memoria colgando de un cable a la 

profundidad media del intervalo del pozo productor para registrar el tiempo y su 

correspondiente concentración de trazador. Otra manera es introducir una 

herramienta con dos sensores de rayos gamma los cuales registran el flujo, de la 

diferencia entre las mediciones y con el intervalo de tiempo se obtiene un delta de 

tiempo y se convierte a concentración. Debido a que el coeficiente de dispersión está 

compuesto por el producto de la dispersividad y la velocidad radial de flujo, es 

posible determinar la dispersividad con la interpretación y posteriormente encontrar 

el coeficiente, La constante de dispersividad es un parámetro importante ya que se 

utiliza como parámetro de ajuste en la simulación de flujo de trazadores en 

yacimientos y el valor obtenido se utiliza en la simulación del flujo de fluidos de 

inyección. Con el coeficiente de dispersión se optimiza el comportamiento del 

desplazamiento miscible en el yacimiento. 

5.1. INTERPRETACIÓN UTILIZANDO CURVAS TIPO ESPECIALIZADAS 

(CTE). 

Es conveniente mencionar este método de interpretación sigue el procedimiento que 

utilizó el Dr. Cinco Ley para obtener las curvas tipo especializadas que se utiliza en 

el análisis de pruebas de presión. 

5.1.1. Flujo radial de trazadores en yacimientos homogéneos. 

Con la finalidad de comprender la metodología sugerida en este trabajo, se presenta 

la determinación de la dispersividad a partir de la solución para el flujo de un 

trazador químico en yacimientos homogéneos, y posteriormente se desarrolla la 
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técnica para la interpretación de trazadores radiactivos. 

La solución del modelo de flujo radial de un trazador radiactivo en yacimientos 

homogéneos presentada en el capítulo 3 eco 3-5 es: 

(5-1) 

donde: 

Substituyendo el valor del decaimiento radiactivo igual a cero en la ecuación anterior 

se obtiene la solución del flujo radial de trazador químico en yacimientos 

homogéneos presentada en el capítulo 3 (ec. 3-7): 

(5-2) 

Utilizando la definición de la función error complementaria: 

(5-3) 

La derivada parcial con respecto al tiempo utilizando la regla de Leibnitz de la 

integral de la eco anterior utilizando la regla de: 

(5-4) 
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Al multiplicar la ecuación anterior por tD'" que es el denominador: 

lD 

En forma general la ecuación anterior puede escribirse como: 

• I 2 t J 

D 

donde: 

k -1 -

aCD(rD,tD)_ke 
- I 

9 a /! 

Si se utilizan logaritmos en base 10: 

k 2 log k I - -----=---
2.30259 t D 

En la Fig 5.1 se muestra la gráfica Log-Log de: 

l J I ~ [?_~ /! (r" _~If)]] vs 
/J al ID 

/J 

(5-5 ) 

(5-6) 

(5-7) 

(5-8) 

(5-9) 

Se observa una recta con pendiente negativa, m y ordenada al origen, b, por lo que: 

m = _b~.=-ü_. = _ f.¿I~ -=-!I 
2 .30259 [9 a o ] 20 .72 a /J 

(5-10) 

b = loo ( ___ 1 _~ e ;(~-"l [ro J"~~ ~] J 
b .... ~ .' _ 

.J ' .. ;T . '. r f) a D 
(5-11) 
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Ajustando una recta sobre los datos en la gráfica y conocidos el radio del pozo y i::J 

distancia entre el pozo inyector y el pozo productor se obtiene la dispersi\'idad 

adimensional: 

a{) 
= ~nJ¡l-IJ 

20 .72331 m 

B) Flujo Radial de Trazador en Yacimientos Homogéneos. 

(5-12) 

Dada la solución para el flujo de trazadores radiactivos en yacimientos homogéneos: 

donde: 

(5-14) 

(5-15) 

En el miembro de la derecha de esta ecuación, el segundo término es menor que el 

primero por lo que substituyendo la definición de la función error complementaria . 

., 
e ( .) F () fe -u : du o ro,t o = ro 

, " I 3 c:--;-ro - - ID va [J ".[1 
(5-16) 

3,ja u t o 

Derivando con respecto al tiempo adiinensional utilizando la regla de Leibnitz: 

(5-17) 



CAP. 5. InterpretaciÓn de Pruehas de Trazadores. 

\Iultiplicando por I;~ , : 

Aplicando el logaritmo natural: 

-J l. 

(5-18) 

( 5-19) 

Transformando a logaritmo en base diez y dividiendo entre 2.3 toda la ecuación: 

La eco anterior tiene la forma de la ecuación de recta cuando se grafica en escala log-

log de los parámetros (5,3): 

1 " l' -
f) 

a e f) (r lJ ' I u ) 
------- vs 

al D 

~¿12 _1 - 31/) ,.aDA o ) 

-.J o 
(5-21 ) 

Por ensayo y error se obtiene la dispersividad adimensional y la gráfica que presente 

una relación lineal anterior y que satisfaga la condición siguiente: 

m= 
18.27a;) 

La ordenada al origen es: 

Aplicando el antilog a la eco anterior: 

10 b =H(rD ,lD) 
ESTA TESIS NO SAlLE 
DE LA BIBUOTECA 

(5-22) 

(5-23) 

(5-24) 
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Substituyendo las Ecs, 42 v 47 en 51 \' la resultante en la Ec, 56: . " 

(5-25) 

Rearreglando se tiene una ecuación implícita en la cual conocida ro y utilizando el 

valor de a o , para un valor de to dado, 

':un'a Tipo para el Flujo de Trazadores Radiactivos en Yacimientos Homoéneos 

La utilidad de obtener una curva tipo que describa la concentración del trazador 

fluyendo en un yacimiento homogéneo es el permitir la estimación de la dispersividad 

,dimensional mediante el ajuste de los datos de campo con dicha curva20
, La curva 

:ipo se generó con los valores obtenidos de la inversión numérica, 

El eje de las "x" de la curva tipo es el cuadrado del argumento de la función error 

:omplementaria y el eje de las "y" las concentraciones adimensionales (Ver la Fig, 3). 

5.1.2 Flujo Radial en Yacimientos Naturalmente Fracturados. 

La solución del flujo radial de trazador radiactivo en yacimientos naturalmente 

fracturados está dada por: 

e 11> (r" ' s) = 

A i ( r /) fJ ( s) + I / ( 4 a/)2 )J 
(fJ (s) )213 

A i( fJ (s) + 1 / ( 4 a/)2 )J 
(fJ (s) r 13 

:londe la función de transferencia fractura-matriz en el espacio de Laplace es: 

,) Para una geometría matriz-fractura estratificada (fracturas horizontales): 

¡;;;r;;[ tanh(.¡;;;r¡jzOH) - tanh(.;mrs;zo¡)] AO [1- ~ ¡ ]A</ jDs 
(3(s) = r:::;-::-; ~ + -+ ~s¡s+ 

aocy o l-tanh(vm(s)zO¡)tanh(vm(s)zDH) a o MjD+aDs 

:londe: 

( 5-26) 

(5-27) 
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11/(51= I r[1- 9,",].\1 mO S . . • J-DI. / . - 9 sm a D s ¡ /. o 
"' o _ .\/ m O . a o ~ 5 

b) Para una geometría de matriz fractura cúbica: 

(5-28) 

donde: 

Con los valores de la inversión numérica se generaron las curvas tipo para la fractura 

y la matriz, las que se construyeron con los grupos adimensionales 

C,,(r.I,,) ,·s (&,,'" -1)11v! . A las curvas tipo generadas se ajustaron los datos del campo 

Ekofisk para determinar los parámetros de interés práctico en la inyección de fluidos. 

Adicionalmente se determinó una técnica de graficar los datos medidos en campo, 

basada en esta solución analítica aproximada, la cual también permite la estimación 

de la dispersividad adimensional de parámetros físicos del yacimiento. 

5.2. INTERPRETACIÓN UTILIZANDO EL INVERSO DE LA FUNCIÓN 

ERROR. 

Este método se desarrolló siguiendo la metodologia de Brigham, quien la aplicó en 

yacimientos para flujo lineal de trazadores químicos en yacimientos homogéneos 

(Brigham, 1974) y en estratificados (Correa, Pande, Ramey y Brigham: 1987), es este 

trabajo se propone extenderla para el flujo radial de trazadores radiactivos en 

yacimientos homogéneos y naturalmente fracturados. 



:.-\P. 5. Intcrprctacirin de Pruehas de Trazadores. 

:.2.1. Flujo Radial en Yacimientos Homogéneos . 

. a solución del flujo radial de trazador radiactivo en yacimientos homogéneos (ec ): 

(5-29) 

.onde: 

rara valores de dispersividad adimensional menores de 0.01 (ver figura 1) el segundo 

Srmino de la solución es despreciable con respecto al primer término por lo que se 

educe a: 

(5-30) 

'ara valores de dispersividad adimensional grandes el segundo término de la solución 

o es despreciable comparado con el primero. 

,a solución en términos de la función error es: 

:,,{r¡,.I/)) = ¡_erf(~I/'2 -¡l-31IJM) 
F(r/)) 3~a,iD 

>espejando el argumento de la función error: 

"0)/2 -1]-310M = er;l(¡ CAro,lo)) 
3Jado F(ro 

:valuando (4-26) en el pozo productor: 

(5-31) 

(5-32) 
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(5-33) 

londe: 

Jtilizando diferentes valores de la constante de dispersividad se construye una 

;ráfica de: 

r"o/'~ -1]-3{f)~ 
31v '¡¡;; 

'ara verificar condiciones de flujo radial la gráfica debe mostrar una pendiente 

.nitaria. 

)ado que se conoce el valor de la constante de decaimiento adimensional, por ensaye 

.. error se determina la dispersividad adimensional, utilizando la ecuación siguiente 

que se obtuvo de arreglar la ecuación anterior) y utilizando los datos después de la 

:rupción de trazador: 

(5-34) 
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5.2.2. Flujo Radial en Yacimientos Naturalmente Fracturados. 

Interpretación Tipo Bourdet 
Substituyendo la definición de la función error en la eco 40: 

( 43) 

Derivando la Ec. 43 respecto al tiempo adimensional utilizando la regla de Leibnitz: 

(r;/.!}:r.II) =F{rol- ~ r:--lID-Y2~ - ~ado Lhl r;2_\)_:,,_ \')"¡D1 ----;.¡~~~-- ID-32 

[ [ 

, !1-n } [,,,l:_I_'ar:;;;;,)' [ , - -1!2}{'''l:_'_'''''-''''')' 

af) 2 3f% [r;, 2 3f% [r;, 

, 

(44) 

Aplicando los conceptos de Bourdet5 para agrupar variables: 

[ 

( "~O ~l' { ". '1 3/2 ro • -1-3/ n -JA. OaD : : ro - -1+3IDJA.Da D 

1 J' éC/J(r/J,I,.J =_ F(rvl [r/J -1 +1 r;:}'\ J¡;;;¡; -v(r l[rD -1_1 'T l l¡;;;¡; 1 
U a 2 3 r:::- o·.j/'o D ': D"¡ /LoI 

o .,¡ao J."ao 

Definiendo la función siguiente: 
J 12 1 r -

g(rD ) = ~ e
- :).",¡a D 

(45) 

(46) 

Substituyendo la Ec. 46 en la Ec. 45: 

)--, éC"(r,,,I/)) _ F(rol[[_g( l-~¡X;; }{o"'-;~J' U( l[g( 1 ~¡x;; }-(''''''-;~rl 
1
1
) . - rJ) Auto + ro ro + /\.¡/D - a- 2 2 2 

/) 

(47) 

Como es más grande el primer término que el segundo dentro del corchete (debido a 
que el argumento de la exponencial es mayor, se desprecia el segundo término, 

resultando: 

IDll2 éC/J~:,1o) =F(rDto~ _ g(rol} {o"'-~r (48) 

Aplicando el logaritmo natural: 
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(49 ) 

Se define la función siguiente: 

H(rD.tol ~ Fh)[ g(r{)) - ~ Foto] (50) 

(51 ) 

La Ec. 51 tiene la forma de la ecuación de recta en una gráfica doble logarítmica de: 

( r
D

l !: - 1 - 3t
D 

la DA D )2 

t 
312 oC D (r D ' t D ) "1/ 

D VS 
OtD 

Se tendría que suponer un valor de la dispersividad adimensional, ClD y la que 
presente un la relación lineal anterior será el valor correcto. 

La pendiente está dada por: 
1 

m = ----
18.27 a D 

La ordenada al origen: 
b = loglo(H(rD,t D )) 

Se obtiene el parámetro de dispersividad para flujo radial: 
, 1 

a D =----
18.27 m 

Aplicando el antilog a la Ec. 54 

10b=H(rD,t D) 

Substituyendo las Ecs. 42 y 47 en 51 y la resultante en la Ec. 56: 
r¡l -1 

2 a v 
b e 

1 O = ----;;¡;;=e 
?" r .. D 

2[,"'''-1]JT,;'[ l!2 1 l..¡a; rD -11 .J . 
.¡¡;-; - -t D a D;1. D 

~ ? ,) a D .. 

(52) 

(53) 

(54) 

(55) 

(56) 

(57) 
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Rearreglando se tiene una ecuación implícita en la cual utilizando el valor de a o ' se 

obtiene un valor de rD conocido tD o viceversa. 

Interpretación Tipo Brigham 
Si en la solución expresada por medio de la EcAO el primer término es mucho mayor 

que el segundo: 

ro -1-~to..JaL/O 

{ 
{[ );, 1 ~ IJl] 

Co(ro,to) = F(ro etfi. 3Wo (58) 

(59) 

Despejando el argumento de la función error para obtener los grupo para graficar: 

h/" -1]- 310M eif-I(I- Co(ro,l ol I (60) 
31orc;; F(/o ) 

De la Ec. 60 se observa que la gráfica de 

h,'" -¡]-3l",¡p,;:¡;;- vs e¡f-'(¡- Co(r",l/))) presenta una pendiente unitaria para condiciones 
3l/)A F{r/)) 

de flujo radial. 

Ejemplos de aplicación 
La constante de dispersividad se utiliza como parámetro de ajuste en simulación de 
flujo de trazadores radiactivos en medios porosos, el valor obtenido puede utilizarse 

para disminuir el número de corridas. 

La solución de flujo radial es igual a la solución de flujo lineal JO multiplicada por una 

función del radio y dispersividad adimensional. 
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CAPÍTULO 6 
CONCLUSIONES 

El propósito de esta tesis ha sido el desarrollar una herramienta que pennita la 

obtención de parámetros de flujo básicos del yacimiento a través de la solución del 

problema inverso, lo cual permite mejorar la caracterización de dicho yacimiento y 

geometrías de flujo utilizando trazadores radiactivos. En esta tesis se presentaron 

cuatro modelos matemáticos para la interpretación de pruebas de trazadores 

radiactivos. 

Con base en los resultados de este trabajo, se pueden establecer las conclusiones 

siguientes: 

l. Los modelos consideran los mecamsmos de transferencia de masa más 

importantes que influyen en el flujo de un trazador radiactivo: a traves de medios 

porosos y fracturados, dispersión, convección, difusión, adsorción, volumen 

poroso inaccesible y decaimiento radiactivo. 

2. Se consideran los casos de inyección continua, bache e instantánea del trazador. 

3. Se obtuvieron soluciones analíticas a tiempos cortos y largos para yacimientos 

homogéneos y naturalmente fracturados, las cuales se emplearon para interpretar 

la respuesta del trazador y determinar un valor medio "in situ" representativo del 

coeficiente de dispersión en el yacimiento mismo. 

t Se presentó una metodología de validación de las soluciones obtenidas. 

l. Se presentaron los grupos adimensionales que permitan graficar la concentración 

adimensional y su derivada. 

l. Se desarrolló una curva tipo para la interpretación de pruebas de inyección 

continua de trazadores radiactivos, en función de los grupos adimensionales 
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(rn;12 -1 y para diferentes constantes de decaimiento. 
I . 
o 

7. Las soluciones utilizando los resultados de la inversión numérica para flujo radial 

son obtenidas con el algoritmo de inversión Crump, y permiten describir el flujo 

de un trazador en yacimientos naturalmente fracturados, utilizando dos 

parámetros para determinar la fracción de desplazamiento de fluido en las 

fracturas con respecto al volumen total (matriz y fracturas, así como el contraste 

de dispersión entre matriz y fracturas. 

l. La combinación de las técnicas de interpretación utilizando curvas tipo, 

soluciones analíticas aproximadas y soluciones por inversión numérica permite 

mejorar la caracterización del yacimiento obtenida por medio de una prueba de 

inyección de trazadores. 

I Se aplicó la técnica de interpretación a dos casos, uno para yacimientos 

homogéneos en los que se usaron los datos del campo Brassey de Canadá y en el 

otro para un yacimiento naturalmente fracturado usando los datos del Campo 

Ekofisk de mar del Norte, cada con su correspondiente modelo. 

O. De casos de campo consultados se observó que se requiere extender el modelo de 

flujo lineal con fracturas verticales y paralelas, como el del campo lujo, así como 

desarrollar modelos de flujo elíptico, con objeto de contemplar casos que se 

presentan en campos mexicanos de gran relevancia. 



NOMENCLATURA 

a = constante de invección radial en el medio. L 21T. 
A = área trans\'ersal'expuesta al flujo. L"' . 
b = exponente de cementación. adim. 
Cs = concentración del trazador en la zona estancada. 
C,(x,t) = concentración en la región estancada, mol/e. 
C(x,t) = concentración "in situ" del trazador en un punto x a un tiempo t, mol/L3 

C(r, t) = concentración de trazador en el yacimiento, mol/LJ. 
C¡ = concentración de referencia. mol/L3 

D = coeficiente de dispersión promedio, que engloba los efectos de las fluctuaciones 
por 

difusión y por dispersión mecánica debido al flujo, L 2/T. 
Do = coeficiente de difusión molecular. L 21T. 
Do, = coeficiente de difusión molecularefectivo. elT. 
Da = coeficiente de difusión aparente, L2/T. . 
DI = coeficiente de difusión en la zona estancada. elT. 
dA = elemento de área, L2. . 

dp = diámetro del grano, L. 
F = factor de formación, adim. 
h = espesor de la formación, L. 
H = altura característico del bloque de matriz, L. 
h¡ = mitad del ancho de la fractura,L. 

J D = densidad de corriente por difusión. M/L2T. 

K d = coeficiente de adsorción en la roca, LJIM. 

K = coeficiente de transferencia de masa en el fenómeno de adsorción, I/L. 
km = coeficiente de distribución en la matriz (masa de soluto adsorbido 
concentración de 

L 
fvl 
N 

soluto en solución), LJIM. 
= longitud del yacimiento. L. 
= coef. de transferencia de masa entre las regiones móvil y estancada, liT. 

= número de núcleos de la especie radiactiva al tiempo t. 
No = nÚmero original de núcleos de la especie radiactiva al tiempo t = O. 
Np, = número de Péclet, uLlD, adim. 
N Da = número de Damk6ler, LMlu (coeficiente de transferencia de masa). 

= número de granos por cada unidad de volumen total, LJ /L3 n 
P = fracción del total de adsorción en la región móvil. 
q, = gasto volumétrico de inyección en el medio poroso, LJ/T. 

= radio, L. r 
t = tiempo de inyección, T. 
tvm = vida media del trazador radiactivo, T. 

= velocidad intersticial o microscópica, LIT. 
= volumen de espacio poroso ocupado por macroporos, L3 

por la 

U 

Vr 
V, 
V , 

= volumen de espacio poroso ocupado por microporos en los poros esféricos, LJ. 
= volumen total, L] 



¡'. ~ volumen de poros conectados. L'

¡ ~ ~ \'olumen adsorbido. L3. 

l' ~ volumen poroso inaccesible. L"-

v ~ velocidad microscópica promedio. LIT. 
,. r ~ velocidad macroscópica en el medio, LIT. 
v ~ velocidad microscópica, LIT. 
\' ~ velocidad promedio, LIT. 
11 ~ vector normal unitario. 
l-f ~ fracción del volumen estancado. adim. 

Sim bolos griegos 
i. ~ constante de decaimiento radiactivo. lIT. 
a ~ constante de dispersividad en el medio, L. 
9 ~ porosidad, adim. 

S ~ factor de empacamiento o de inhomogeneidad, adim . 
.J~ ~ cambio de porosidad, adim. 

p b ~ densidad promedio de la matriz, MlL3 

i. ~ constante de decaimiento radiactivo, l/T. 
O ~ espesor de película muy delgada de fluido estancado, L. 

Subíndices 
O ~ adimensional 
fl ~ fl uyente 
f~ fractura 
m ~ matriz 
mf ~ matriz-fractura 
L ~ lineal 
r ~ radial 
s ~ en la zona estancada 
t ~ efectiva al trazador 
w= pozo. 

91) 
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APÉNDICES DE LOS lVIODELOS PROPUESTOS 

APÉNDICE A. FLUJO RADIAL DE TRAZADORES E;\ YACIMIENTOS 
HOMOGÉNEOS. 
El modelo de flujo radial es el siguiente: 

~ (rD, éC~,t))_v, éC~·,t)_).C(r,t)= cc~,t) 
cr cr cr ot 

La velocidad macroscópica está dada por: 

v = , = 
a 

r 

donde la constante de inyección es: 

a = q , 
2 Ir h t/J 

La dispersión hidrodinámica es: 

D,=av,+Dm 

Despreciando la difusión molecular y substituyendo la velocidad radial 

aa D ::::: av , , 
r 

rD = a a - ele , 

(A-l ) 

(A-2) 

(A-3) 

Substituyendo las Ecs. A-2 y A-3 en A-l se obtiene el modelo para a flujo radial de 
un trazador radiactivo en yacimientos homogéneos: 

aC} ~.~C:(r,.t) _ a 8C_~) _ "lC(r t)= .8C(r,t) 
. , .::J ' .::J r 8r- r ur uf 

Condición inicial: 

Condición de frontera interna: 

Condición de frontera externa: 

C(roO) = O 

C(rw o t) = C o 

lim C(rot)= O , .... '" 

(A-4) 

(A-S) 
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Transformación a variables adimensionales del modelo y SI/S condiciones 
Las variables adimensionales se definen en la fonna siguiente: 

r 
r D = --

a 

rw 

avrt a Dal 
---,-= , 

r i1.~ ru~ 

i. D 

, 
r,; A 

=--
a 

Despejando la concentración de A-9: 

C(r,I)= COCD(rD,I D ) 

Derivando las Ecs. A-6, A-S Y A-ll: 
dr D 1 
--=-
dr rw 

dl D a Da --=-,--
dI r.; 

dC (r, 1) 
de o' (rD,'¡o) = 

C o 

(A-6) 

CA-?) 

(A-S) 

CA-9) 

CA-lO) 

CA-ll) 

(A-12) 

(A-l3 ) 

(A-l4) 

Se requiere de la primera y segunda derivada en espacio, y la primera derivada en 
tiempo; así la primera derivada en espacio es: 

~c.. = _dC .. [:!_c...D_J dr o = C" [o~.D. J .2_ (A-l5) 
er dC Doro dr or

D 
r .. 

La segunda derivada en espacio utilizando la regla de cadena: 

e2

C Co[e(oc D)] Co [ o (OCD)]dr D C o C2CD 
er 2 = r w or or D = -;:: o/' D or D d;- = r ~2 er ¿ (A-l6) 

La primera derivada en tiempo: 

~ = d~C~- [ ~: ] ~;tD = C" [ ~DD'J ~rr 
(A-l?) 
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Substituyendo las derivadas en tiempo y en espacio, así como las definiciones de 
radio, concentración y decaimento en la ec. (A-I): 

aa Ca o'Co(ro,!o) _~ Ca éCo(ro,!o) -tl. ar,' C C (r f_)= ~S.a ::~p(IP.cfD) 
:! .... :2 ,.., 2 o D D'..J 1 D .... r,,1"o rk
· erO r".rO rk (A"o ar.. r~ ct O 

• k 

Simplificando y substituyendo las definiciones adimensionales de decaimento y de 
dispersividad, se obtiene el modelo adimensional del compor1amiento de la 
concentración de trazador radiactivo para flujo radial en yacimientos homogéneos: 

a o e" C 0(1'0. t o) 1 ce 0(1'0. t o), ( . ) cC 0(1'0 . ( o) (A-18) 
- , -- - -AoCo 'o.t o =ao-~_~-=:-'. ro erij ro CTO C1 O 

Condición inicial: C ( O) O o ro. = 
Condiciones de frontera: C o (1, ID) = 1 

lim Co(ro.{o)= O 
rLJ -. :c (A-19) 

Solución analítica en el espacio de Laplace 

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuación de flujo radial (A-18): 

ao d'Co(ro,S) 1 dCo(ro,S) ___ ( ) [ _( ) ( )] .. . . ... - _.. -- - tl. C r s = a sC r s - C r O 
' d o o o' o o o' o o' ro dr[j ro ro (A-20) 

Substituyendo la condición inicial en la ecuación anterior y arreglando: 

d 1 C 0(1'0' s) 1 d C 0(1'0' s) () C ( ) O 
-_--',c..:::.--'- - - _ j3 s ro o ro. S = 

drij el: o dI'o (A-21) 

donde: 

p(s)= Al> + s 
al> 

La solución general de la ecuación de flujo radial en el espacio de Laplace (A-21) es: 

'1> [ [r p(s)+ -\-J [r p(s)+ _I'_J] Co(ro's)= e;-··'; k,Ai D(p(s)r/jJ~ + k2 Bi o(P(s))lI\a v 

Transformando las condiciones de frontera al espacio de Laplace: 
- ) 1 Co(l.s =-

s 

¡¡m Co(ro.S)= O 
rf) ....... :1:: 

(A-22) 

(A-23) 

(A-24) 
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Utilizando la condición de frontera externa dada en (A-24): 

- -2L[ [rofJ(s)+-L,J [rofJ(s)+-L,]] ¡in¡ C o(ro.S) '" /in¡ e'"D k l /in¡ Ai ,:}4a n + k
2 

/in¡ Si , ,4a¡. 

'n-X 'D-->'" 'D-->'" fJ(s)- 'o-X fJ(s)- J 

Substituyendo el valor de la condición de frontera y evaluando las funciones: 

O '" [,;~lo: e:~{>n ][kl[O]+ k 2 [valor]] 

Para satisfacer la condición de frontera externa se requiere que: 
k, '= O 

Substituyendo el valor de la constante k
2 

en la solución general (ec. A-23) 

- ~[[rofJ(s)+ -L,Jj Co(ro.S)'" e'"n klAi ,,.:a o 
fJ(st J 

Utilizando la condición de frontera interna dada en A-23: 

- -'[ [P],8(S)+-L,J]1 - : a D· 4 CE f) __ Co(I.s)- e klAI " _ 
fJ(s)_/J S 

Despejando la constante k I : __ ,_ 
e ::0 D 

k I '= ----------__ ~ 

.[P(s) + 1/4a~J sA 1 213 
P(s) 

(A-25) 

(A-26) 

(A-27) 

(A-28) 

Substituyendo la constante anterior en la eco A-27 se obtiene la solución al problema 
en el espacio de Laplace: 

~D -1 

_. e 2a o 
e D (r D , S ) = '

s 

donde la función de transferencia: 

(A-29) 

fJ (s) = s + '~-"- (A-3D) a o 

Se puede observar que la ecuación anterior con AO '" o, es la misma reportada por 
Moench y Ogata, 1981 (Ee. 2-13). 
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Solución analítica aproximada a tiempos adimensionales cortos 

Los argumentos de las funciones de Airy de la solución (Ee, 29) son: 
rDP(s)+ -L, 

r = ( ),/Q¡; P S - , 

P(s)+ _1_, 
-tañ 

P(s)") 

(A-31) 

(A-32) 

Para tiempos cortos en el numerador del primer término domina sobre el segundo: 

p(s)rD » ~ (A-33) -la /1 

P(s)>> 4~~ 
(A-34) 

Simplificando: 

}' _ r D P (s) ( )11) - "" P s r D (p (s ))' 1) 

y" ~ (P1~1lJ ~ P (s y'J 
(A-35) 

(A-36) 

La función Airy para argumentos mayores de 1,0 se expresa en la forma siguiente: 
A '(r)== Aa _~)'J' (A-37) I -r-i.4 e 

;¡,Ty 

Al substituir las funciones de Airy con sus argumentos simplificados: 

. 1 'D -.1 e D (r D ,s) = - e ,aD 

S 

Simplificando y arreglando: 

, . ---(;) J" A -·fJsrD 
o e J' 

- 4--- ( ')(/3 
'\ ir \. rDP s 
-----------._._ -___ 0_ .. ___ __ 

s 

(A-38) 

(A-39) 



;:A"-p~é~n-,,d.!!ic~e,"-s -"d~e..!.lo~s!...m!!!!!o-"d~c I~o!"-s..lp~r!!.op~u ess~to~s!.-___________________ llJn 

Substituyendo la función de s en la ecuación anterior: 

~[rD3:_¡), ~'!:~+s 
2a D J ,al) 

e D (r D , s) = _e-==- _e ______ _ 
4 r

D 
s 

(A-40) 

Arreglando la ecuación anterior: 

e lao e l 

(A-41 ) 
"r )·D ..iD 
-. D S - - - (--) 

a D a D 

Aplicando la transformada inversa y el teorema de la traslación: 

(A-42) 

Invirtiendo con tablas (Carslaw y Jaeguer, 1959) (pag. 381, 1946) de 

antitransformadas de Laplace: 

~-I ÁcI/I Afll' [ ~I'D\tl-l1 fT:". { .... r 3:2 11 fE) ~rD"!-I!,..-;- {",r ).: 11 fE)~ CJ)h"(D)=~e- -;;;::.::... e- ,¡;;, ,·ú er ~_I _ ArJIJ +e'¡;;' '·0 er ~_I + ArIIJ 
;¡;:;; 2 3 zFv a" o zFv alJ 

(A-43) 

Simplificando se obtiene la solución analítica aproximada a tiempos cortos del 
modelo propuesto de flujo radial de trazador radiactivo en yacimientos homogéneos: 

() [ (
'- avl"JI2 - ¡J- 3/" .~,,) ()e ( .. a:~DJ!' - ¡J+ 31v ,XIJ )] (A 44) 

C
v 

rv.lv = F(rv) erfc ---.------,.-,-,,- _. -- +U rD rfc ": - -- --- -
3- afi/J J"'.'a/)t o - . 

donde: 

(A-45) 

[ '" 1 .$r/l -1 r-. 
c- vAn 

u() lva" rD = e 
(A-46) 
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Solución analítica aproximada a tiempos adimensionales largos 
A tiempos adimensionales largos (s ~ O) la función de transferencia (A-3D) no se 
simplifica porque produce una solución estacionaria: 

A 
fJ(s) = ---.Q.. + s (A-47) a o 

Substituyendo lafunción de transferencia (ec. B-30) en la solución general: 
rD-l 2[ Ji:! 1] /.D 
- -- rD - --+5 
2aD 3 al) _. ( ) e e . e D r

D
, s = --==.- - _____ _ 

4 ,. S - D (A-48) 

Arreglando: 

(A-49) 

Aplicando la transformada inversa y el teorema de la' traslación a la eco anterior: 

(A-50) 

Invirtiendo con tablas (Carslaw y Jaeguer, 1959, eco 19 del Apéndice 5) de 
antitransformadas de Laplace: 

~J~ -1 

e 2alJ 

--",~e ----e 
2 
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Arreglando se obtiene la solución analítica aproximada a tiempos largos del modelo 
propuesto de flujo radial de trazador radiactivo en yacimientos homogéneos: 

() 
[ {.,ao~o"'-¡1-310';.oJ {.,·aD~oJ:-¡1+310 ;'~JJ CO ro·lo = ¡(ro) erfi +J(ro)erfi _= ____ _ 

J aolo . J aolo 
(A-52) 

, ctD 

(A-53) 

3 

(A-54) 

Si ;-!) =0 la solución para flujo radial de un trazador químico en yacimientos 
homogéneos es: 

?¡~ (r J 12 ¡lJ 
Co(ro,lo ) = :-.-elfc~-

",ro 3.,10 
(A-55) 
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APÉ;\DICE B. FLUJO RADIAL DE TR~ZADORES RADIACTIVOS E!\ 
Y ACIMIENTOS HOMOGÉNEOS CON VOLUMEN POROSO 
INACCESIBLE. 
Dedllcción de la ecuaClOn general de dispersión-convección-decaimienro 
considerando volumen poroso inaccesible. 
Se consideran dos volúmenes porosos, uno accesible y otro inaccesible, por lo que la 
porosidad total es: 

9r = 9¡ + 91 ; (8-1) 
donde: 

V 
do r' . 
'f', = -r" , 

r 
rfi, = 

v - V 
p p' 

El desplazamiento por dispersión es debido a la existencia de gradientes de 
concentración y está regido por la ley de Fick de la forma: 

J D = - rfir D"V e (8-2) 

El desplazamiento por convección es debido a la existencia de gradientes de presión 
y su densidad de corriente, está dado por: 

J e = I/Jr ile (8-3) 

Superponiendo los efectos de dispersión y conveCClOn, se tiene la densidad de 
corriente total: 

J = epr [!lC - D'íl C] (8-4) 

Dada una región R, de un medio poroso limitada por una superficie S, el flujo de 
masa por unidad de tiempo, a través de la superficie S, está dado por: 

(8-5) , 

Aplicando el teorema de la divergencia, se tiene: 

ff9r[lIC - D'ílC~dA = fff'íl(epr[l~C - D'ílC])iV (8-6) 
s R 

La masa por unidad de tiempo que entra menos la que sale, debido a la dispersión y a 
la convección: 
• f JI "V (I/Jr [~e - D"V e ])w (8-7) m= 

R 



.-\péndices de los modelos propuestos 110 

La masa por unidad de tiempo que se acumula, en cada volumen poroso que es 
independiente del tiempo: 

';1 = ~.( fff rP,CdV + fff rP,C,dV J (8-8) 
ot R R 

Agrupando las integrales: 

;¡ = ! ( flf[~,c + ~;c,}:iV ) (8-9) 

La masa de trazador por unidad de tiempo que se pierde por decaimento en una 
reglOn: 

,;/ = fff rp r ), C dV 
R (8-10) 

Utilizando el principio de la conservación de la masa donde el decaimento actúa 
como un sumidero: 

fffV(rpr[Cü-DVC]}tV = -fff(rp, o:-+rP, aC')dV - fffrprACdV (8-11) 
R R 01 al R 

Arreglando: 

fffV(~T[Cü-DVCJ)iV+ fff~TACdV+ ffn~, a:+~;~CSJdV=O (8-12) 
R R R JL ct al 

El operador integral de región es lineal, por lo que agrupando las integrales: 

fff[V(~r[C11-DVC])+~rAC +~, o~ +~; aC'-]dV = O (8-13) 
R . o! al 

Como la región existe, dV "" O: 

V(~T[Cil- DVC])+ ~rAC +~, ~~-+ d..as=O 
'f', al (8-14) 

Como la porosidad total es constante sale del operador y substituyendo la porosidad 
inaccesible (de la eco 8-1): 

~rV(Ci{-DVC)+~TAC+~, °5-+[~T-q.íI]aaC' =0 (8-15) 
ct! 1 
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Di\'idiendo entre la porosidad total: 

" (-'C D " C ) . C rjJ, cC tÍJ 7 - ¡jJ , y 1/ - y + /. + _____ + 
rP T el tÍJ T 

Aplicando el operador V: 

oC --- = o 
51 

- - () oC [ ]ac uV C + CV II - V DVC + j.C + <p D Ot - + 1 - <p D & = o 
donde: 

d, _ A 
'1' D -

rPr 

(B-16 ) 

(B-17) 

Para un flujo incompresible el gradiente de velocidad es cero, en consecuencia: 

uVC-V(DVC)+j,CrPD ~~ +[I-<PD]a~s =0 (B-18) 

Arreglando se obtiene la eco general de dispersión-convección-decaimiento con 
volumen poroso inaccesible: 

( ) .. ee [ ] a e V' D V' e - l/V' e - A e = rP ,-- + 1 _ rP __ s 

D el D al (B-19) 

Transformando a coordenadas cilíndricas y si la concentración no varía con el ángulo 
para cualquier radio: 

.I~ (rDr ~~.'.0) -V r t3C~r,t) - },e(r,t)= 9D t3C~·,t) + [1_ 9Dr~C,~r,j (B-20) 
l' el' or or ot ot 

Substituyendo la eco A-3 y A-2 en B-20, se obtiene el modelo para flujo radial de 
trazadores radiactivos en yacimientos homogéneos considerando el volumen poroso 
inaccesible: 

.~ <~~!t) _ ; ¿C~' t) _ AC(r,t) = <PD ~;' t) + [1- <PD]~J~' t) (B-21) 

Condición inicial: 

Condición de frontera interna: 

Condición de frontera externa: 

C(r.O) = O 

C(rw.I)=C" 

limC(r,I)=O .-
El ritmo de concentración que se transfiere al volumen poroso inaccesible: 

~!..~r, 0 = [_!:!.-] [e(r, l)- eJr, t)] 
ct 1 - rPD 

(B-22) 

(B-23) 
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La condición inicial para considerar el volumen poroso inaccesible: 
C,(r.O) = O 

Donde las definiciones de las variables adimensionales son: 

D,I al',1 aal al 
(O=-2=--' =--3=a

D
-

2
; 

r 
r --' D - , 

r;r 
rw rw rw rw 

C ) C(r,I). C C,(r,I). 
o' ( r D ,ID = ,D (r D • ID ) = , en C

u 

Transformación a variables adimensionales 
Despejando las variables reales: 
r = "",rD 

C(r,l) = CoCO(rD,lo) 

C s (r, l) = C o C sO (ro, t D ) 

Mo 

, 
r;¡. ' Al 

=a[I-9'Ío] 

1'. {) 

(B-24) 

, , 
= !'11~·_ 

a 

(B-25) 

(B-26) 

(B-27) 

Derivando las variables adimensionales de radio y de tiempo, así como las ecs. de 
concentración: 

dI' D ---
dI' r .. (B-28) 

(B-29) 

(B-30) 

(B-31 ) 

Para transformar la ecuación en derivadas parciales a variables adimensionales se 
requiere de la primera y segunda derivada en espacio y la primera derivada en tiempo, 
por lo que la primera derivada en espacio: 

~~~r,t) = _,dC(r,l) [t3C o (ro ,lo)]drD = Co[t3Co~ro,lo)]_1 (B-32) 
cr dC o (ro, lo) Oro dI' m'o r w 
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La derivada con respecto al tiempo de la concentración: 

¿:~j~0 = ~ dC (r.l) [¿;C.A.!L~I¡¿)] cj~l.!.. = C [c:c.-'C(r[2_'~] a,,~ 
el dC () (ro' I/) ) 01 D dI o el o r ,_ : 

(8-34) 

La derivada en tiempo para la concentración debida al volumen poroso inaccesible: 

oC'5r, 1) = ~oC,(r,l) [oC,,05ro,ID)] dIo = C
o
[CC'0 ~o.I/)]a/J,a (8-35) 

el eC o (ro ,t o ) el D dI el o r, 

Substituyendo las derivadas en tiempo y en espacio, así como las detiniciones de 
radio, concentración y decaimiento: 

aaCo~ J'CD(rD,tD) _ aCo a:'D(rD,ID) _ 1 r,..'aCo e ( )_ 
2 .... .2 .2,.., /L.2 D r D'! D -

rll rDr.,_ cr D r..,.r Drl\' cr D a rw 

=), aCo Ct ét'o(ro,lo) + [1-), J aC~ Ct ét',Aro,lo) (8-36) 
'1'0 r' o a 'f'o r' o a 

h' o w D 

Simplificando se tiene el modelo adimensional de flujo radial de trazadores 
radiactivos en yacimientos homogéneos: 

Cto (Coh/o) _ ~~o(ro,lo) ;'oCob.lo) = rPoCto éC'o(ro,lo) +[I-r/JoPo éC',o(ro,lo) (B-37) 
IÍJ Cro' ro Cro do do 

Condición inicial: 

Condición de frontera interna: 

Condición de frontera externa: 

C o (ro ,0)= O 

Co(J,ID )= I 
lim Co {r¡J> lo) = O 

r{l -+«l 

(B-38) 

Substituyendo la derivada con respecto al tiempo de la eco 8-35 en la condición para 
considerar el volumen poroso inaccesible en la matriz (ec.B-23): 

CtI;,~CO ce'6j;~.I{» = (¡~~:)][C{)(r{).I{)-e,/)(rD.lD)] (B-39) 

Simplificando y substituyendo la definición para el ritmo de transferencia entre 
concentraciones se obtiene ecuación del ritmo de concentración que se transfiere al 
volumen poroso inaccesible: 

CtD é5D(rº!.~DJ = MD[CD(rD,ID)-C,D(rO'!Dl] 
do 

donde la condición inicial: 
e,o (r{) ,O) = O 

(B-40) 

(B-41) 
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Solución analítica en el espacio de Laplace 

Aplicando la transfonnada de Laplace al modelo de flujo radial en el yacimiento y 
substituyendo las condiciones iniciales: 

al) d~C{)(r/J's) 1 dCl)kr s) , -( ) [ L __ () __ () 
-'- ._-:-- -- - /,{)C/D 'D,s = 1- 9ÍoP a!) C,¡lJ IÍJ,S + 9ÍoSCL{)Cf/J 'í),s 
rD drD ro d'f) (8-42) 

Aplicando la transfonnada de Laplace a la eco B-40, substituyendo su condición 
inicial (ec. 8-41) y despejando la concentración que se transfiere al volumen poroso 
inaccesible: 

C,,,{r¡).s)=[ _,M!"--]co(ro.s) (8-43) 
(LoS + !~[i) 

Arreglando: 

d"Co(:o,s) _.2... dC~(ro,s) _ j3(s)r{)C
o

(r{),s ) = O 
dlO- a o dro (8-45) 

donde: 

,lo M o [l-qío]s j3(s) = . + qíos + --______ . 
a o a{)s+Mo 

Solución general a la ecuación diferencial ordinaria de coeficientes variables (B-45) 

1 1 
'n. r{)/3(s) + . -- _o, rl)/3(s) + __ , 

) 'a kA' 4a l; +k,Bi 4al)' 
C 1) (rl » S = e'" 1 1-('o(;)l'i --.-(8( s) ji! j' -, (8-46) 

Aplicando la transfonnada de Laplace a las condiciones de frontera dadas en la eco 
(B-38): 

c,,(I.s)= 1 
S 

lim c~h).s)=o 
'I.! -+<0 

(8-47) 

(B-48) 
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Aplicando las condiciones de frontera en la solución general 
obtiene la solución al problema en el espacio de Laplace: 

;'0 -,' A i ( r lJ fJ ~;)(; /); ,; a /J ' J 1 
e /) (r D • S ) = e _ I 

s Ai ( ~) + I I 4 a o 'J I 
(fJ (s) )' , J J 

Solución analítica aproximada a tiempos adimensionales conos 
Los argumentos de la función Airy son: 

I I 
rDfJ(s)+ fJ(s)+--~ 

y = 4a o y 4 a 1> 

(fJ (s) )' IJ ,,= (fJ (s ) )' /J 

eco (8-4 i Y 8-48) se 

(8-49 ) 

(8-50) 

(8-51) Y (8-52) 

Para tiempos cortos 
segundo: 

(s -7 CXJ len el numerador del primer término domina sobre el 

I 
fJ (s)r »--,

/J 4-a o 
1 fJ(s)>> __ o, 

4alJ 

Simplificando: 
y:::: fJ(s)' il ro 

Y,r :::: j3(s)") 

(8-53) 

(B-54) 

(B-55) 

(B-56) 

La función Airy para argumentos mayores a 1.0 se expresa en la forma siguiente: 

Al substituir las funciones Airy con sus argumentos respectivos: 

ro -] 
-- 1 2-;'--e D (r D , s) = -- e v 

s 

A 2 nT\ Ji' --",¡p\SYv -
o --e 3 

- ( )113 
" 7r \' r D j3 S 

(B-5i) 

(B-58) 
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Simplificando y arreglando: 

;1L~ _ =1/ '- 1] iJ(;) 
.. e-al) e J e D (rD,s)= --=--_____ _ 

4 r s - _ D 
(8-59) 

A tiempos adimensionales cortos la función de transferencia (ec. 8-50) se simplifica: 

/1(s) = rfDS+ )'D_ + MD[I-rj;DJ (8-60) 
aD aD 

Substituyendo lafunción de transferencia (ec. B-60) en la solución general: 
ro-I 2[ 3" IJ ;'0 .\IDU=;¡;l-~-
-- -: 'D - -+- -- -+YDS _ e 2aIJ e J aD af} 

e o (ro, s) = - -==- ----__ 
4 r s , o (8-61 ) 

Arreglando: 

----- .. --_.-.. - - .. - -- . ------- -------_. -----

s- AD +¡lv!D[I-:-:.~p]_(_ AD +MD[I-qJDJJ 
qJDaD qJDaD 

(8-62) 

Aplicando la transformada inversa y el teorema de la traslación a la eco (B-64): 

r-- Jl2 .1 
-~~"s 

3 

(B-63) 

Invirtiendo con tablas (Carslaw y Jaeguer, 1959, eco 19 del Apéndice 5) de 
antitransformadas de Laplace: 

'0-

1 
1

0 +"',[1-'01 [ I H' )'---- -'[ --, ~ 1 
","" ..{D+Molh6o l -.---10 :!r¡, '-1 A/)+Mvl-;[)J ~? :;: I ;¡, 
.:al) - ------off) e 'i'[Jav - - -,._- . - . - r. - 'P. 1 e (r I )=~-- - e 'cPD --____ e ) , aD er __ D ______ ~_/) ___ = _ 

f) v' f) 4? "'1 ') I 
",rlJ.... .) _. D 

(B-64) 
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Arreglando se obtiene la solución analirica aproximada a ¡iempos corros al modelo 
propuesto de flujo radial de trazador radiactivo en yacimientos homogeneos 
considerando el volumen poroso inaccesible: 

(. ) ,{ f ~;h3/2-1}Po-31D.;1J+.:t~[I--¡bJJ' (aJD3!2-1~~+31D ;u+¡\,I¡j1-9,J'¡i Co '0,[0 =Q:io erj .' .----. T ¡;(ro';erjr----.-_. " 
3 tPrPd o \ 3 rPrPcl D ) ! 

donde: 
:Y..':- ~ 

e 2alJ 

----~e 

..," " - D 

4 ~{)l_:~...:.J iv +.\1 n [1- 0/2] 
3 G{J 

(8-65) 

(8-66) 

(8-67) 

Si q)n = 1 se obtiene la misma solución para yacimientos homogéneos, eco (A-44), 

Solución analítica aproximada a ¡iempos adimensionales largos 

A tiempos adimensionales largos lafunción de transferencia dada por la eco (8-60) se 
simplifica a: 

j3(5)=90s+ Ao +lvfo[l-(bo] 
a o 

Substituyendo lafunción de transferencia simplificada en la solución general: 

Arreglando: 

e o(ro's)= e 

~{J -1 
2a/1 

4 ro 

----- --- .-. -- ---

s 

. - . -------_. 
s - "lo + ~o~p[l :-. ~o] _ (_ Ao + a oM D [1 :-.-~pJJ 

tPoaD tPDaD 

(8-68) 

(8-69) 

(8-70) 
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Aplicando la transfonnada inversa y el teorema de la traslación a la eco anterior: 
rf , -J _ 

;;;,- [;.",a".ltD[I'Or» I e - f.! - ---- IllJ e (r t ) = --- e o"a D J L'¡ D D' D --
4 r 
. D (8,71 ) 

Inviniendo con tablas (Carslaw y Jaeguer, 1959, eco 19 del Apéndice 5) de 
antitransfonnadas de Laplace: 

------ . 
2 

Arreglando se obtiene la solución analítica aproximada a tiempos largos del modelo 
propuesto de flujo radial de trazador radiactivo en yacimientos homogéneos 
considerando el volumen poroso inaccesible: 

{ 
J,.I1o[roJl2 -Ik -?iD·. ~ +~=-í4;¡J J I1of,oJl2 -Itk + ?iD. {-t-Q.d\1;;¡¡'::4lJll 

Co(ro,!o)=.s{ro eIJC-· 3 ~~ ------- +l(ro)elJt-------3-:¡;v;----- ~ 

(8-73) 

(8-74) 

(8-75) 

Si ~()=1 se obtiene la misma solución para yacimientos homogéneos, eco (A-44). 
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APÉl\DICE C. FLUJO RADIAL DE TRAZADORES R~DIACTIVOS E:\ 
"ACIMIENTOS NATURALME:\TE FRACTUR~DOS COl\' VOLUMEI\ 
POROSO INACCESIBLE (matriz tipo estratos) 

La ecuación de flujo radial de un trazador radiactivo en yacimientos Naturalmente 
Fracturados (geometría de matriz estratificada) está dada por la expresión siguiente: 

aa¡ ~~C:~':t) _ a¡ X¡~r,t) ~AC (r,t)-t= Dm acJh.,t)~l~r,t) 
r 0-- r a ¡ rf,4 h,a ir él 

J '"m J 

Condición inicial: 

Condición de frontera interna: 

Condición de frontera externa: 

e, (r,O) = o 

e, (I; • .r) = (, 

lime,(u) =0 
r_~ . 

El flujo transitorio en la matriz considerando el volumen poroso inaccesible es: 

D c'cj.:,t)_ÁC (z t)=d. éCj.:,t)+[I_d. ]~,m(:~ 
111 ..... .. m' 'f'mO.... 'f/mD a c- a 

Condición inicial: 

Condición de frontera interna: 

Condición de frontera externa: 

Cm (=.0) = O 

qhJ,t)=eJ(r,t) 

cem ( H + h"t) 
--'--'--1.. = O 

oz 

(C-I) 

(C-2) 

(C-3) 

(C-4) 

Ritmo de concentración que se transfiere al volumen poroso inaccesible en la matriz: 

CC',..(.:,t)_ Mm [c(-) e (_)] - ,- [1 _ d. ] ni ~, t - ,mO -,1 
C1 'f/mD 

(C-5) 

La condición inicial para considerar el volumen poroso inaccesible en la matriz: 
e, (- O) = O 

.nI -. 

'Donde las definiciones de las variables adimensionales son: 

ro = 

(J' {) = 

r z 
ZI)=-; 

rw 

~/aAmalhl 

D m rll' 
, - iN = 

a 
a f) = 

.;. OH 
H + h I 

:::; ------.,. 

(C-6) 

Aa 
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D 
= 

al 

e . Ir. 1) e ,¡, (rlJ ,lú) = 
e 

c· e,m (=,1) , 
'mlJ (= /) , l/) ) = --c-, 

" 
JI mi) 

Transformación a variables adimensionales 
Despejando las variables reales 

. r = r¡rrD 

Cj(r,l) = CoC jD(rD,ID) 

Cm ( :: , 1) = C oC mD ( : O , lo ) 

C ,'" (::, 1) = C oC ,mO (z O ' lo ) 

o . = Q, 
_ m.l 

(C-7) 

(C-8) 

(C-9) 

(C-IO) 

(C-l 1) 

Derivando las variables adimensionales de radio, altura de matriz y tiempo, así como 
las ecs, de la C-7 a C- I 1 : 

dr D = 1 

dr r" 

d: D 
--= 
dz rw 

dt D --"'- = 
dt 2 

r .. 

OLr(r,l) = C 
cCjD(ro,lo) o 

CCm(:,I) =C 
cC mD (: o ,ID) o 

oC,m (:,1) = C 

oC smO (z o ' t o ) o 

(C-12) 

(C-13 ) 

(C-14) 

(C-15) 

(C-16) 

(C-17) 

Se requiere de la primera y segunda derivada en espacio y la primera derivada en 
tiempo, por lo que la primera derivada en espacio de la concentración en las fracturas: 

cc.~, I = :~/:) [o;,~~2-] dd/ = e" [~I-~IJ] ;1:_ (C-18) 
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La segunda deri\Oada en espacio de la concentración en las fracturas: 

c~~, =~l- ~ (c=m)-J=~[~(c:")J~= C.,~ c:C:/) 
er r..... or erD r.. cr[) erlJ dr r ... - érn- (C-19) 

La primera derivada en tiempo de la concentración en las fracturas: 

o~> = ~C ¡ [0= ID ] dI ¡, = C" [ce: m ] a f)~ ¡ 
01 cC IV 01 0 dI 01 /) r •. (C-20) 

La primera derivada en espacio de la concentración en la matriz: 

é!c:!"- = dC m [e: mV ] !!C.JL = C" [ ~f~] _ l_ 
e r dC mI) O r O dr O r {) r ,. (C-21) 

La segunda derivada en espacio de la concentración en la matriz: 

e:~m = C" [~(~~mo )]= C{!.[ __ t3('!~mQ)]~r¡l = C,: e'.C",,/) 
er - r,,_ or crf) rl<. crf) oro dr r ... - orf)-

(C-22) 

La primera derivada en tiempo de la concentración en la matriz: 

ce: 0' = ~C m [ce: m" ] dI Il = C" [ oC mil ] a " ~ I 

01 oC",,, 01" dI ¡JI" r. (C-23) 

La primera derivada en tiempo para la concentración transferida al volumen poroso 
inaccesible en la matriz: 

oC .,/tI = ac .n¡ 

el oC m" [ oC,mO ] dI n = C" [ 0: o,m" 
01 ¡) dI 01 " ] a,,~¡ 

r '0 (C-24) 

Substituyendo las derivadas en tiempo y en espacio, así como las definiciones de 
radio, concentración y decaimiento en la eco C-l : 

(Xl¡c" é"C;,,('írlJ)) _ Q¡c" 0;1)0),10 ) _,{·~QLc', C (r I)~ .P.,r. Q,c" cCmrJ=J)¡-IJ)) = Q,c" a a::¡)'í"ol,,) 
.,., ., "" ., 10 o' {) ~ , lJ 

I)i/~' a¡; r.'ir.' ero Qr'~- a/lJ;A,,/r¡a I~' aJ) 1;, do 

Simplificando se obtiene el modelo adimensional de flujo radial de trazadores 
radiactivos en las fracturas: 

ao ~~CjO(r%) __ 1_ a:::'jOlro,to) _ A e (r t ) __ 1 a:::'mo(Zo!,ID ) = a
O 
~!º(r[)~to) 

~ , . ~ o JO o' o ~ a (C-25) 
rD CID ID Gro 0'0 OZo o 

Condición inicial: Cjl)(r" ,O) = ° 



Apéndices de los modelos propuestos i == 
~~~~~~~~~~~-------------------------------

Condición de frontera interna: 

Condición de frontera externa: 
(C-26) 

Substituyendo las derivadas en tiempo y en espacio, así como las definiciones de 
radio, concentración y decaimiento en la ecuación C-3 es: 

Dma¡E~ tf_SkD~~) _) I;,\S C -(r 1 ). =[1-'" ¡al; a 0;"j.=:, lo) +'" a,Co a ct;"j':D.l
D
) 

, , 2 • ,mV D' D 'f/,nD, D _ 'f/,nD, o d 
a;,;,. c: D a;,;,. 1;, a D 1;, D 

Simplificando y substituyendo las definiciones de las variables adimensionales, se 
obtiene el modelo adimensional de flujo lineal de trazadores radiactivos en la matriz 
considerando el volumen poroso inaccesible: 

D (C."C[){~C:o) - l. C (z 1 ) =,,\ a ¿Cn.p(Zo,ID) + [1 _ '" L a::"'-,-º(:.o.-l¡:,) (C- '_. 7) mD ..... ~ D mD D~ D Y-'mD D..... If'mDPO .... 
C o a o a

o 
Condición inicial: Cmo(zu.D) = O 

Condición de frontera interna: C .. n(=n! .1,,) = C/I,(ro,ln) 

Condición de frontera externa: 
Kmo (::ml,l /)) = O 

Czf) 
(C-28) 

Ritmo de concentración que se transfiere al volumen poroso inaccesible en la matriz: 

aDa¡C
o 

CC""o (::o,I D) = ivlmCo [C (- t)- e (~ I )] (C-29) , , [1 -,,\ ] mO - o' o smO - o' o r". oto 'f/mD 

Simplificando y substituyendo la definición para el ritmo de transferencia entre 
concentraciones se obtiene la condición para considerar el volumen poroso 
inaccesible en la matriz: 

éCsmD(=D,ID)_M [e (- t) e (- t)] a o ..., - mO mO - o' o - smD - D' o 

ct D (C-30) 

La condición inicial para considerar el volumen poroso inaccesible: 
( .. ,,(=n'O) = O 

(C-31) 

Aplicando la transformada de Laplace a la eco de flujo lineal transitorio en la matriz 
(Ec. C-27) y substituyendo las condiciones iniciales: 

d~Cmn(=/).S) 'C·- (- ) - [1 ,¡. L C·- (- ),¡. C-· (_ ) D ,-_._,'- .- -/l,J) m/) ':'o,S - -'f'mOpa/J .Im{) ';'D'S +'f'n¡osao mD _/),S mi d- . 
-o (C-32) 



A.plicando la transformada de Laplace a la eco C-30, substituyendo su condición 
inicial (ec. C-31) y despejando la concentración transferida al \olumen poroso 
inaccesible en la matriz: 

- ( í Al mi) ]- ( e 'mU .:- u· S) = l e m/} "u' s) 
sau + Ji"u 

La solución general de la ecuación anterior: 

c,'IJ(=LJ' s) = A cosh(.;;(~)"D)+B senl{~~(~).:-/}) 

(C-33) 

(C-34 ) 

(C-35) 

(C-36) 

Transformando al espacio de Laplace las condiciones de frontera para la matriz (Ec. 
C-28): 

dCm"(=f)H .s) 
-----'---'. = O 

d=/) (C-37) 
e m/) (.:- /)/ • S) = e /I! (r LJ • s) 

Derivando la eco C-36 y evaluando en la mitad del bloque de matriz: 

dCmld)~=/)II'S) =. m(s) [Asenh( . ~Ú)Z/)H)+ Bcosh(. ",n(,DZ/)H)] 
-/) 

(C-38) 

(C-39) 

Substituyendo el valor de la condición de frontera (ec. C-37) en la expresión anterior 
y despejando una de las constantes: 

B = -A tanh( . m(s)z[)H) (C-40) 

Substituyendo la constante B, en la solución general (ec. C-36): 

['",0(::0' s) = A[COS~~l(~)zo)-tanh( lIl(S)::OH)sen{ m(:;io)] 
(C-4I) I 

I 
! 
! 
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Aplicando la condición C-38, evaluando la eco anterior en la interfase fractura- matriz 
y despejando la constante: 

A = _~ _______ ~ ID _~E~~) (C-4~) 
cosh (;(";)=0/)- tanh( .m(s)=DH) senh ( .. m(s)zo/) 

Substituyendo la constante A en la Ec. C-41 se obtiene la ecuación que representa la 
concentración en la matriz en función de la concentración en la fracturas: 

C- (~ )=[ cosh(·.~=IJ)-tanh(·~=OH) senh(.~zo)lc- ( ) 
mD -D~S ;D roos 

cosh (. m(s)zol )- tanh( .. m(s)zOH) senh (m(s)zD() 

(C-43) 

Se requiere el gradiente de concentración en la matriz, por lo que se deriva la eco 
anterior y se evalúa en la interfase fractura -matriz: 

dCmlJk'f' S) - ( ) 
g(s)CjD rlJ,s 

~ ~4~ 
donde: 

. --[ tan!{ m(s)zo¡}-tanh(-;;;(s)ZOH) ] 
g(s) =n~s) - - ---- " (:-1 

1- tanh( m(S)ZOH) tam· m(s):':qf} 
(C-45) 

Aplicando la transformada de Laplace a la eco de flujo en las fracturas (ec. C-23): 

alJ(t~~(rD'~_~ dCdro,S)_, C--( ) __ 1 dCo(ZOf'S)= [C--( )-C ( o)) (C-46) 
2 /'~D jD ro's _ ao s ID To'S JD ro' 

r/) drD ro drD UD d"D 

Substituyendo la eco C-44 y la condición inicial para las fracturas en la ecuación 
anterioren la ecuación anterior: 

alJd'~t1>(r,).s)_~~~~~~rl~,s)_1! é '(r s)-~(:2E-(r s)=sa C(r s) (C-47) 
, d ""O ,ID D' jD o' D iD o' 

~ ~)" ~ ~ UD 

Arreglando se obtiene una ecuación diferencial ordinaria de coeficientes variables: 

d'Cj7J h"s) 1 dCjlJ(ra,s) -()_ 
--~-';,:c-.:.. - - - fJ(s)roC ID ro,s - O 

dro' a D dro ·· (C-48) 

donde: 

'. ;;(Si [ tanhe m(s)z{)H)- tanh(",;;(S)ZOf)] A{) 
fJ(s) = -" ._- . ~~~--¡ ( ) + -+s 

ancy{) 1- tanh\ .. m(s)zOH )tanh '. m(s)=n/ a{) 
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La solución general de la Ec. (-48: 

1 
í rojJ(s) + --, 

4a -C;D(I"o,S) = e2a
" k,Ai -C---c-c o 

(B(s»)'!) ((-49) 

Aplicando la transformada de Laplace a las condiciones de frontera para las franuras: 
- J 
CIll(Ls)=- . 

. s (C-50) 

(C-51) 

Aplicando la condiciones de frontera a la solución general (ec, C-49), se obtiene la 
solución en el espacio de Laplace: 

Ai[rDfJ(S) + 1 /,(~aD')J 
1 :0- 1 (fJCs))-" 

e "' (r" ,s) = :;e -u" .[fJCS) + I! (4a D')J 
A 1 , f3 

(fJ C s) )-
donde: (C-52) 

pes) = 
-_._[ -- -] mes) tanh(_ lI1(s)':-oH)-tanh( .. II1(S)ZO¡) Ao 

.,. • - ____ o --.------_._ •• ..:. •• _____ ",,_... + ._ .... _ + s 
--~._- .... "--

aouo l-tanh(-.II1(s)':-o¡)tanh( ln(s)zOI/) a
o 

1 [[1 - Ij; mO ]M _,,!D_ S + '" a s + A ] 
D M / 'f'mD o o 

mD mD a D + S 

(C-53) 

ni (s) = 

(C-54) 

Solución analítica aproximada a tiempos adimensionales cortos 

Para tiempos adimensionales cortos (s grandes, s ~ co) en el numerador de los 
argumentos de la función de Airy predomina el primer término: 

1 
r fJCs)>> .. -- (C-55) IJ 4' alJ 

1 fJ(s)>> --, 

4a D - (C-56) 

Simplificando los argumentos: 

Y"'(fJ(s))"\) y YU' '" (P(s»)") 
(C-57) y (C-58) 

¡ 
.1 , 

" 
" 
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La función Airy se puede expresar en la forma siguiente: 
- :'r ¡, : 

-1 e ) 
Ai (r)" -' "-," ~-

~y '" (C-59) 

Al substituir las funciones Airy con sus argumentos respectivos en la Ec. C-51, 
simplificando y arreglando: 

(C-60) 

A tiempos adimensionales cortos el volumen poroso inaccesible considerado en la 
matriz no influye en el comportamiento de la concentración en las fracturas, todo el 
volumen poroso de la matriz está disponible, esto es: 
~mU=1 (C-61) 

Substituyendo C-61 en la Ec. C-54: 

ao [ Ao] m (s) =--- S + ---
D mo a o 

(C-62) 

Aplicando el límite para "s" grandes a la Ec. C-61, el primer término domina sobre el 

segundo: 
a /) s 

m(s)= (C-63) 
D mI) 

A tiempos adimensionales cortos el parámetro "5" es grande, entonces la eco e-63 es 
grande, substituyendo esta función de s en la diferencia de las tangentes hiperbólicas 
queda indeterminada, por lo que aplicando L 'hopital, el primer término de la función 
de transferencia es cero (ec. C-53) y se obtiene: 

!3(s)=A/l +5 (C-64) 
a/) 

Substituyendo la Ec. C-64 en la eco C-60 se obtiene el modelo "homogéneo y en 

fracturas": 

4 r o 
(C-65) 

s 
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A.rreglando: 

t- ID (r D • S ) = 

r," - I 

e ~ (l () 

La transformada inversa, utilizando el teorema de la traslación: 

'D- 1 __ :['D 3¡:-t1. S e :2 a D - ~I D e 3 . 

C jD (r o ' t o ) = e a n L - I 

:!. r D 

a D 

(C-66) 

(C-67) 

Invirtiendo con tablas (Ec. 19 del Apéndice V) y arreglando se obtiene la solución 
analítica aproximada a tiempos cortos al modelo propuesto de flujo radial de 
trazador radiactivo en yacimientos naturalmente fracturados: 

( ) 
[ [ 

a-;;-~o]12 -Ij-3I o )'D J ()e (- .. a D ~-o"2 -Ij+3Io -. }'o Jl CjD ro,t o =F(rD ) erfc-----::;-'=~.7_-.. --- +G ro rfc , ' 
j., aolo j, aoto 

(C-68) 
donde: 

[ ,,- 1 4, --] .-~ 
J~_-= __ , A/) 

G(ro)=e ].al> ' (e-69) y (C-70) 

Solución analítica aproximada a tiempos adimensionales largos 
Aplicando el límite a la ec. e-54 a tiempos adimensionales largos_ es decir, "s" 
tendiendo a cero: 

, 1- 1 [ [1 - rf¡ m/J\1 m/) S d. ,] 1 [ [ d. 1 \ ,] (e 71) hm m(s)= 1m· -". +"'mns+/,v =._. a/) 1-"'mIJJ1vl mv +AIJ -
. .-0 . .-0 Dm/) }vl mU / a o + s D mD 

Substituyendo el límite anterior en la ec_ e-53 y debido a que los argumentos de la 
tangente hiperbólica para los valores prácticos son menores a uno, se obtiene: 

::C~~/,lI.::tm;JM"!º-[ran{ Au+aD[i-::'-~~/;F/m';z )-tan{ -:{;-:;'a~Fj~;,llimL>= )] 
D . D u. . D VI 

j3(s) = _~ ___ .. ___ .",-f) : m() ,m{) + Av +5 

a J [1-ranJ. :A/)+au[l-rf¡mvJ~fmDz )ran{.:Au+aIJ[I-9moJHmlJz )] aD 

f) f) ~ " D DH ',: D W 
\, mD ',mI) 
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,8(5) = 

Lafimción de transferencia fractura-matriz simplificada: 

f3(s) = [ ZOH -zOf r )·0 +s 
ao(5o Dmo/(;'o +ao[l-lJ5mo]J\1mo)-ZoH ZOf ao 

(C-72) 

(C-73) 

En forma similar a la obtención anterior se determina la solución analítica 
aproximada a tiempos largos para el modelo propuesto de flujo radial de trazador 
radiactivo en yacimientos naturalmente fracturados: 

------- ----- --._----_.-

donde: 
r(!..:l 

e 2a o 
--_._,-=.- e 
24_ rD 

--- .. _------- ."- ----_._._-_._-_ .... -. - --

4 ~ /l J I 2 ~ J . -;;H---'---;-~;-' . 

L (r D ) = e 3 ,a v , a D [D-:lJl(i0~';;- [l-.:::-~-~;)-rti-:~--5="·~JH = Di r A D 

(C-74) 

(C-75) 

(C-76) 
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APE:\DICE D. FLUJO RADIAL DE TRA.ZADORES RADIACTIVOS E:\ 
YACLVIIENTOS NATURA.LMENTE FRACTURADOS CO:\ VOLUME!\ 
POROSO INACCESIBLE (matriz tipo bloques cúbicos). 

Modelo para flujo radial en las fracturas: 

ao c5"CID(ro,to) _J. c}CjD(ro,to) _) C (r t )+ DmO r/lm éCmo(:ZOH+:Zo!"l_J -a éC/D(ro·lo) 
ro o~ ro 00 "O jD 0'0 [do /6]r/l¡ c:

o 
- D d

D 

1::; 'í, <:r.: /1> > O (0-1) 

Condición inicial: 

Condición de frontera interna: 

Condición de frontera externa: 

Modelo para flujo en la matriz cúbica: 

C jD(ro'O) = O 

C/o(l,l o )= 1 

lim CjD(ro, lo) = O 
ro --+ ce (0-2) 

DmD[O_ (=' ~'!CQb"-')JJ-)" e (z.t )=a [1-,,\ jéC,mAzo,lo) +a ,,\éCm_Qlz[),tp ) -' - o - o mO o o o 'l'mO -'> O'l'mO-,> 
~o C o IZo ""o ""o 

O$::o$ZoH+Zo¡: lo?:O (D-3) 

Condición inicial: 

Condición de frontera interna: éCmf)(O,If) = O 
Czf) 

Condición de frontera externa (interfase): C mo( "OH + =O¡, lo) = CID (ro ,lo) (D-4) 

(El eje de referencia pasa por el centro del bloque) 

Ritmo de concentración que se transfiere al volumen poroso inaccesible en la matriz: 
ce,m/J (Z/J.//J) - 'vi [C (- ) _ C (" )] al) . Ct - -.. - . - ¡ mI) m!) ':'D,to .Im/) -o,lJ) 

/J 
(D-6) 

Condición inicial: C,ma(ZD'O) = O 

Solución 

Aplicado la transformada de Laplace a la eco de flujo para la matriz, sustituyendo las 
condiciones iniciales y arreglando, se llega a la siguiente expresión: 

[
d'Cmf)(Z/J'S) , } dCm/J("J}~J_' C--C" ) = do C-(~ )-,- fl_do LC -- C" ) D 1) '-~ ~. ~ _. '"t'" d /l.n mLJ -n'S a{)Y-'mDS mIJ -D' S . a LJl !f'mD.P ~mf) -o,s 1/1. d- - -:- ':" 

-o -0·-0 

(D-6) 
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Aplicando la transfonnada de Laplace a la ecuación que representa el ritmo de 
concentración transferida al de volumen poroso inaccesible en la matriz: 

QD[SCsmD(rD,s)-CsmD(rD'Ü)] = lVfmD[Cm~(.Z"D,S)-CsmD(Z D,SJ] (D-7) 

Substituyendo la condición inicial y despejando la concentración transferida al 
volumen poroso inaccesible en la matriz: 

C,mD (rD, s) = 'vi l'vI mD_ e mD (z D' S) (D-8) 
J mD + aDs 

Substituyendo la ecuación anterior en la eco D-6: 

D {~2~!!Q(~O'S) + 2 dCo(:zo,s)]_) e-e:: s)=a'" -,C(z s)+a [1-'" L __ .J'v~,p ___ e (:: s) 
m ..J_ 2 ~ d~ "V mD O, O'l'mU- mO D' O 'l'mor "'1 + mO o' 

"""o ~o ~O 1 mO a¡:} 

Aplicando los cambios de variables siguientes: 
w = /) = ---:--==-

mes) 

.\V 

Derivando la variable de transfonnación: 

dI\' = .;;'(s) 
d=() 

La primera derivada utilizado la regla de la cadena: 

~C::~j/zl!~s) = _,!w ~é~;)(zu's) =, mes) ~·(p')~V)) 
dz() dzo dw . dw"\. W 

Derivando con respecto a la nueva variable: 
<I("-·,(z".s) -[ 1 dPu(w) 1 ] 
. ml._ ._- =. mes) --~------o-;.p')(w) 

dzu . "\ W dw 2\\,,1. 

(D-9) 

(D-lO) 

(D-ll ) 

(D-12) 

(0-13) 
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La se¡!Unda deri\'ada utilizando la reQ.la de la cadena: - ~ 

c __ Cj!D =Do~) _ 0- d I dPD(w) I . _0- o d I dPD(W) I . d" .' - ( ( J í ] 
,oc' - .. m(S) 7Ei) ------ - -,--PD(") - .m(s)l··-(~----o-", ,PD(")) '0 

Q-D -D '. w dI\' 2w.>/2 dw . \r dw 21".) _ a.D 

Aplicando el operador derivada: 

~o2 e m9 2~=Do:..!. = m(s I[ o ~~2 PoJ~'L __ o dPD 00_ 
. a= D -, W ct.,' 2 w 3 (:2 dw 

Agrupando ténninos en la ecuación anterior: 

d2.CI~JD,(=~~! ; m(s)[ l.d
2

PD(W) ~o-<i!'Qll.:l+~_PD(w)] 
d:b ",\1' dH' w,}!2 dw 4w)/2 (0-15) 

Substituyendo la segunda y primera derivada así como la función de transformación 
propuesta: 

111(5) d2PD(w) III(S) dPD(w) 3m(s) 2m[s) dPD[w) 2 ms) III[S) :' m(s)PD(ll') 
'00. ' .. - ••.. ---.•. + ,-,-+ .. _-p (lV)+'_'o, ___ , - ______ . P '11',- ... 0--.-•. =0 

. \1" (I\r2 w3/ 2 dw 4w5/2 D H)/2 dw w D' i H'1/2 

Arreglando: 

m .... (o.os.o .. o)od .. o
2

P.D.--(-w-.J-m(s)dPD(w) mes) () mes) () 
.0---. - ·-0.-0--.. P w - ---0- P w = O 

dw 2 3/2 d 4 51' D 1/' D W W W - W -.H-' 

5'2 
Simplificando y multiplicando por W se obtiene la ecuación siguiente: 

",s) 

2
d2P

D(W) dPD(w) [2 l]p'() O w , +w - W +- D W = 
dw- dw 4 (0-16) 

La solución de la ecuación Bessel Modificada de orden v=Y:: 

PD (w) = kJI/2 (w) + k21_1/2 (w) (0-17) 

Las definiciones de las funciones Bessel fraccionarias (pág. 443 Abramowitz y 
Stegún): 

/ ,(".) = J 2. senh(lV) (0-18) 
¡ - mi' 
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/-0-

¡ : (\1) = r·=- cosh( Ir) 
V inr 

Substituyendo las definiciones anteriores y di vidiendo entre j; 

~l).~_ :IJ = k_,_ '~senh (\1') + k 2 ') cosh( \1') 
lV . 17 'H' . j[ 

Cambiando de vari~_~les se obtie~.~_I~ solución generaltara la ~atriz: 
-'-' _ _ 2 senh ("o,m(s»), _ 2 cosh ~"D' mes») 
C mD (" o ' s) - k l' - .,. k 2 - _, 

, !T "o . m (s) , !T "o nz (s) 

Transfonnando al espacio de Laplace las condiciones de frontera: 
dCm/)(O,s) = O: 

d~l> ' 

CmO(=OIl ~ ~O/)= C/o (ro ,s) 

Derivando la solución general: 

(0-19 ) 

(0-20 ) 

(0-21 ) 

(0-22) 

(0-23) 

dC;:-;(O,s) = k, 12[COSh(~/)¡;;;W) _ sellh(~/J~)]+ k, fI[COSh(=IJ¡;;;r;)) _ sellh(:I)~)] 
d~¡, V r.:1) -Jm(s):¡j V; =u -Jm(s)~D 

Arreglando y evaluando cuando ~D es cero: 
(0-24) 

Substituyendo los valores: 
O = ~[o-ol+k,[o-ll (0-26) 

Es necesario que 
solución general: 

la constante k2 sea igual a cero, por lo que substituyendo en la 

2 e m" (~" ' s)= k, 
,Tr 

senh (:: /) ,~'(s») 
~f) ,m(s) 

Utilizando la condición de frontera externa: 

- '(2 senh([:: OH + :: Oj lFzW) _, 
CmO(::Of/+::Oj,sJ=kl-y; [- _ lr:::T:\() =C/Dlro,s) 

-OH + -01 -.,¡m\s} 

(0-27) 

(0-28) 
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Despejando la constante: 

1, _ [=OH'" =0/ l~c;(ro.s) 
h 1 -

,.J2 / J[ senh([=OH + ::0/ JJm(s») 
(0-29) 

La solución para la matriz en términos en función de la concentración en las 
fracturas: 

(0-30) 

Para acoplar el término correspondiente a la transferencia de masa que pierden las 
fracturas y gana la matriz en el contacto fractura matriz, es necesario derivar la ec, 
para la matriz con respecto a ::{)' 

dC;m;~:Q'S) = ___ ;t[ZOH~[~D/]~_ V[- sen~_~zDt '~~CO~~I;;W:O)]CjD(ro,s) 
d~o senn.,,'. m[s) ""OH' ¿D/':'D 40 

(0-31 ) 

Evaluando en = OH + = 01 : 

dCmO(:DH + ZDf'S) -(':I[ 1 L{ -Ci[ l)~'" ( ) 
- - =·nlS) -:~-(·'-)[.7 ·-·-;-l+cotn\ .. m~sJzDH+ZDI CjDrD,s 

d_D .ms -DH+-OI (0-32) 

Aplicando la transformada de Laplace a la eco flujo radial en las fracturas, y 
substituyendo la condición inicial: 

a/) d'C;IJ{r¡,.s)_ 1 dC/,,(r/),s)_, C-- (r s)'+ pm'~ ?m dS:o(=/)I/+z,,/,s) . ( ) 
, /1.0 jlJ o' [ 1 =a"sCf/) rlJ.S rlJ dr,; ro dro do /6 9j dc" 

(0-33) 
Substituyendo la Ec. correspondiente al término de interacción entre las dos regiones 
y arreglando, se ob!iene la ecuación diferencial para la región móvil: 

d'Cf/) (r,,,s) _ !, d,Cj,!yo'~) -r fJ(s)C (r s) = O (0-34) 
., [) llJ /J' 

dr'" a" dr" . 
donde: 

6¡f;m DmO', m(s) [[ 1 -- I ] ,lo 
fJ(s) = -, -[-~-"'---:-"'b- coth( :OH+:O/ ,.m(s»)-r 1 + - + 5 

ao -OH +'0/ !p/ ZDH +ZDI ,.111(5) ao 
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Aplicando la transfonnada de Laplace a las condiciones de frontera para las fracturas: 
1 

C/,(r/)f!'S)= (D-35) 
s 

Al substituir las condiciones de frontera se obtiene la solución: 

,(rop(s)+ 1/4a;)-
':1!...=-' Al (p (s ) )' ! 3 

t JI> (r [) . 5 )::: -- e ! a D 

S Ai ( P ( S) + 1 / 4 a ~ J 
(p ( s ) )' ! 3 

donde: 

() 6¡jJm DmD, mes) [[ J ----- 1 ] /'D 
P S = ,[_- --_ -1--- corh( "DH+=Dj m(s»-¡'---- -J'-"'-~-- + + s 

a D -D/l+-Dj ¡jJj =DH+=Dj ,m(s) aD 

(D-36) 

(D-37) 

(D-38) 

(D-39) 

Se observa que si ¡jJm/) = 1, ¡jJ¡ = 1 Y aIJ = 1, no hay volumen poroso inaccesible en la 

matriz, se obtiene la solución de Ramírez y Samaniego (1992). 

Solución analitica aproximada a tiempos adimensionales cortos 
Para tiempos adimensionales cortos (s grandes, s -+ col predomina el primer ténnino: 

1 
p(s)r/)>> ,,' , (D-40) 

4a/) 

1 
P(s)>> --, 

4a/)' (D-41) 

Simplificando los argumentos de la función de Airy de la eco D-37: 

( ) 1.3 Y (fJ( »)"3 y", pes) r/) y 11' '" s (D-42) y (D-43) 

La función Airy se puede expresar en la fonna siguiente: 

(D-44) 

Al substituir las funciones Airy con sus argumentos respectivos en la eco D-37, 
simplificando y arreglando: 
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(0-45) 

A tiempos adimensionales conos el volumen 'poroso inaccesible considerado en la 
matriz no influye en el componamiento de la concentración en las fracturas, todo el 
volumen poroso de la matriz está disponible: 

rfJmll = 1 (0-46) 

Substituyendo 0-46 en la Ec. 0-39: 

m (s) = __ o s + -a D [ ÁD] 
D mD a D 

(0-47) 

Aplicando el límite para "s" grandes a la Ec. 0-47, el primer término domina sobre el 
segundo: 

a /) S 
m(s) =. ---

D m/! 

(0-48) 

A tiempos adimensionales conos el parámetro "s" es grande, entonces la eco 0-48 es 
grande, substituyendo esta en la diferencia de las tangentes hiperbólicas queda 
indeterminada, por lo que aplicando L 'hopital, se obtiene: 

,t 
fJ(s) = /J + s (0-49) 

af) 

Substituyendo la Ec. 0-49 en la eco D-45 se obtiene el. modelo "homogéneo en 
fracturas" : 

r{! -1 .,---- e e .. an ___ _ 

s 

Arreglando: 

e 2 a /1 

(; /1> (r /J ' S ) = ... 
4 • r IJ 

La transformada inversa, utilizando el teorema de la traslación8
: 

(O-50) 

(O-51 ) 
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-~--P-I, 
a f) v L -1 e 

(D-52) e ID (r o ' t o ) = 

a o 

Invirtiendo con tablas (Ec. 19 del Apéndice V) y arreglando se obtiene la solución 
analítica aproximada a tiempos cortos al modelo propuesto de flujo radial de 
trazador radiactivo en yacimientos naturalmente fracturados: 

e ( )=F()[ .¡;(-.. aobl/2-d-3to-.Ao) ()e (_ao~03l2-1t+3to).q)] /0 ro,to ro erJc , + U ro rfc "-
j .. aoto j. aoto 

(D-53 ) 
donde: 

[ u' 1 4rf) --IJT; 

U (ro) = e J.¡a;; Al) (D-54) y (D-55) 

Solución analítica aproximada a tiempos adimensionales largos 
Aplicando el límite a la eco D-39 a tiempos adimensionales largos, es decir, "s" 
tendiendo a cero: 

lim mes) = lim . __ I_[[I-qlmD]."1 mIJ S +qlmIJS+A.0J = . __ 1_[..1.
0 

+ao[l-qlmlJ}\1mlll (D-56) 
,-o .\_0 D

mlJ 
Li1 mi) / a D + S D

mD 

Substituyendo el límite anterior en la eco D-45 y debido a que los argumentos de la 
tangente hiperbólica para los valores prácticos son menores a uno, se obtiene: 

-~JJ+~~,[i:'::tm~JM~;[tanJ,1.1J +-~ - ~~;Ji1~: J - tanJ : J·o + al)[I-=-¡~/]i1,,!!): J] 
D 't D IJH 't D lif jJ(s) = m[) ______ .. _ -'- .... __ . _ .. ,:,!). _ _. _ _ ' _ m/J .. __ ... _ _ _ + A{) + s 

. a a [1- tan{ -,1.;, :;:a~JI'::-~m~l\1~JJ ~ Jtan{ ).1) +a~TI-q!mo}i1mlJ z )] al) 
/) {) D -OH - D O) 

,mil 'i mD 
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La jzmción de transferencia fractura-matriz simpli ficada: 

( ) Z DH - Z Df. ;-D 
fJ S = aD()DTomD1(AD +aD[l-~mD]MmD)-zDHz~;ra~ +S (O-57) 

Substituyendo la función de transferencia (ec C-71), en la eco C-59: 

2~03 :_¡J =OH-=;.H __ u._ .~ +i:l , +5 

3 GOO'O[Dmol(i'o+GO[I-Ómf)]MmlJ)-=OH=L!t J Gf) 

s 

(O-58) 

En forma similar a la obtención anterior se determina la solución analítica 
aproximada a tiempos largos para el modelo propuesto de flujo radial de trazador 
radiactivo en yacimientos naturalmente fracturados: 

----------------

(O-59) 

donde: 

. r",,1 
21''' -.!J .[:- _ ..• -.... ] ..... [ .. _ ... -. -. ·--lc··--

- - __ o .:....=.=- .• OH - - [)f I a Il D m/J lA/) - _ OH - nt J+..t J) 
3 . a [J , e ' 

(0-60) 

(0-61 ) 
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