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RELACIONES METALOGICAS ENTRE COMPACIDAD Y COMPLETUD:
UNA PRUEBA SEMANTICA DE COMPLETUD EN LLOGICA CLASICA

El teorema de Correctud-Completud Extendido de Godel es considerado el resultado
fundamental de la logica deductiva clasica de predicados, desde un punto de vista sintactico, pues
establece la equivalencia entre la nocion sintactica de derivabilidad formal en un sistema
axiomatico, y la nocidén semantica de consecuencia légica clasica. Un corolario de este teorema, es
el teorema de Compacidad, el cual establece que un conjunto infinito de férmulas es satisfacible si
y solo si cada subconjunto finito suyo es satisfacible. Este teorema es considerado el resultado
fundamental de la logica, desde un punto de vista semantico.

Se plantea y se responde el problema de establecer una prueba de tipo seméntico del
teorema de Correctud-Completud Extendido como consccuencia del teorema de Compacidad. Este
tipo de prueba consiste en definir, con una motivacion semdantica, un sistema axiomatico ad hoc, de
modo de establecer su Correctud-Completud Extendida, sin trabajar dentro del sistema, con la
ayuda del teorema de Compacidad y otros resultados semanticos de Skolem y de Herbrand.

La aportacion principal de este trabajo consiste en un analisis profundo de las relaciones
metaldgicas entre estos dos teoremas, a partir del cual se obtienen resultados metalégicos que
permiten proponer el sistema axiomatico mencionado. La prucba es directa, semantica, y en ¢lla es
esencial demostrar que el sistema satisface el Metateorema de la Deduccion.

Las conclusiones principales son por un lado haber probado una equivalencia entre dos
teoremas fundamentales de la 16gica cldsica y por otro mostrar el poder de ideas semanticas para
justificar resultados sintacticos.
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RELACIONES RETA Lo&icAs ENTRE ConPALIDAD § cok pPLETUP!
UNA PRUEPA SEMANTICA PE CoMPLETUDP EN LO&(ad <LASIA.

Godel’s Extended Correctness-Completeness theorem is regarded as the fundamental result
in classical deductive predicate logic, from a syntactical point of view. The reason is that it asserts
the equivalence between the syntactical concept of formal derivability in an axiomatic system, and
the semantic concept of classical logical consequence. As a corollary of this theorem, the
Compactness theorem is proven. This theorem asserts the satisfiability of an infinite set of formulae
if and only if each of its finite subscts is also satisfiable. It is often regarded as the fundamental
result in logic, from a semantic point of view.

We give an answer to the problem ol establishing a semantic-type proof for the Extended
Correctness-Completeness theorem as a corollary of the Compactness theorem. This type of proof
involves the definition of a semantically motivated ad hoc axiomatic system, in order to establish
its extended correctness-completeness property without having to work inside itself. For this we use
the Compactness theorem and other semantic results due 1o Skolem and Herbrand.,

The main geal of this research i1s a decep analysis of the metalogical relationships between
thesc two theorems, the outcome being metalogical results that provide us with the tools 1o
construct the desired axiomatic system. The prool is straightforward, semantic, and relies
essentially on the fact that the system satislics the deduction theoren.

The main conclusions are twofold, to have proved the cquivalence between two
fundamental theorems in classical logic, and to have shown the power of semantic ideas to justify
syntactic results.
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PREFACIO

El tema de esta investigacidn estd inscrito en el estudio de
las relaciones metaldgicas entre Compacidad y Correctud-
Completud en la légica deductiva clasica de primer orden con
igualdad.

El teorema de Correctud-Completud Extendido es
considerado el resultado fundamental de la l6gica de primer orden
desde un punto de vista sintactico, pues establece la equivalencia
entre la nocién sintdctica de derivabilidad formal (en un sistema
axiom4atico) v la nocién semdntica de consecuencia logica clasica.
Este teorema asegura la existencia de un sistema axiomatico, tal
que toda férmula @ que es derivable en ese sistema formal a partir
de un conjunto de férmulas X, es consecuencia légica de Ty que
toda formula ¢ que es consecuencia légica de L es derivable en
ese sistema formal a partir de . Este teorema, €s un puente
adecuado entre la sintaxis y la semdntica de un lenguaje de primer
orden.

Como corolario del teorema de Correctud-Completud
Extendido, puede probarse en forma directa otro resultado
importante; a saber, el teorema de Compacidad, el cual establece



que para que un conjunto infinito de formulas sea satisfacible' es
necesario y suficiente que cada subconjunto finito suyo sea
satisfacible.

Kurt Godel probé en 1930,° para un sistema formal
particular, una versién restringida del teorema de Correctud-
Completud para lenguajes numerables. A diferencia de lo que se
afirma en la literatura, Gédel probé el teorema de Compacidad no
como corolario sino en forma seméntica e independiente del
sistema formal. Con éste resultado, G6del generalizd su teorema
de completud restringida a una formulacién generalizada,
equivalente a lo que en esta tesis llamamos la versién “‘extendida”
del teorema de Correctud-Completud.

Presentamos el problema de establecer una prueba de tipo
semntico del teorema de Correctud-Completud Extendido de
Godel como corolario del teorema de Compacidad. Por esto
entendemos definir un sistema axiomatico y usando sélo el
teorema de Compacidad y otros resultados semdnticos, probar de
un modo semadntico, que es correcto y completo tanto en forma
restringida como en forma extendida. La diferencia entre lo que
hizo Godel y lo que hacemos nosotros es la siguiente: él prob6 la
versién restringida, sinticticamente’ y a partir de ella probé la
generalizada usando Compacidad. Nosotros probaremos tanto la
versién restringida como la extendida® usando Compacidad y
otros resultados semanticos.’

! En el sentido de tener un modelo. Es decir, una interpretacion para su lenguaje, respecto a la cual todas las férmulas
del conjunto sean verdaderas.

Cf [Godel 1930 a), [Gadet 1930 b}, {Gadel 1930 <],

! Para el sistema dado en [Whitehead & Russell], Véanse las secciones 1.3 del capitulo uno v 3.1 del capitulo tres. de
este trabajo.

Para el sisiema que definiremos en ef capitulo cinco de este trabajo,

? Los teoremas de Skolem y de Herbrand que presentaremos con detalle en el capltule cuatro,




Consideramos que el teorema de Compacidad es el resultado
fundamental de la légica de primer orden, desde un punto de vista
semdntico. Este teorema afirma (en una formulacion equivalente a
la mencionada antes), que toda férmula ¢ que es consecuencia
légica a partir de un conjunto de formulas X, es consecuencia
légica “finita” (de algin subconjunto finito) de X, y que toda
férmula que es consecuencia légica finita de I es consecuencia
ldgica a partir de X,

Con las pruebas de los dos teoremas y tomando como
“puente” el concepto de consecuencia légica, queda demostrada la
equivalencia entre los conceptos clave de los dos teoremas (para
un sistema formal adecuado) a saber: “derivable en el sistema
Jormal” y “consecuencia logica finita”', ambos para una formula
¢ y un conjunto de férmulas X dados. Lo anterior sugiri6 sustentar
la tesis de que los dos teoremas son equivalentes.

Es un resultado muy conocido que el teorema de Correctud-
Completud Extendido implica al teorema de Compacidad. La
aportacion principal de este trabajo consiste en un analisis
profundo de las relaciones entre los dos teoremas, obteniendo
algunos resultados metalégicos que nos permiten definir un
sistema axiomdtico ad hoc cuyos axiomas y reglas no estin
motivados sinticticamente sino semanticamente y probar
directamente con el teorema de Compacidad y otros resultados
semanticos, la correctud y la completud extendida de ese sistema,
mostrando asi que ¢l teorema de Compacidad implica al teorema
de Correctud-Completud Extendido.

iit
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CAPITULO UNO

1. INTRODUCCION

1.1 Antecedentes.

La Logica Matematica surgié con el propdsito de estudiar
el razonamiento correcto. Actualmente, el estudio del
razonamiento correcto como razonamiento deductivo es sélo una
parte de la logica matematica. Esta, en contraste con el
razonamiento correcto, al desarrollarse en el siglo XX se nutrié
de la teoria intuitiva de los conjuntos y del dlgebra universal, e
interactud con otras teorfas matematicas y ha llegado a ser una
rama muy amplia de la matematica moderna.

Una analogia con el desarrollo de la geometria puede
ilustrar mds esta idea: la geometria surgié con el propdsito de
medir la tierra. Podemos decir que ese propdsito original lo sigue
cumpliendo, pero la geometria actualmente es mucho més que
es0, pues al interactuar con el algebra y el calculo, al abandonar
fa unicidad euclidiana y al desarrollarse con otras ideas
abstractas, la geometria actual es también una rama muy amplia
de la matematica moderna, que va mucho mas alla de “medir la
tierra”.

Desde el siglo XIX se desarrollé el dlgebra de la logica de
George Boole y la teoria de la cuantificacion de Gottlob Frege.
En el siglo XX las primeras tareas de la logica clasica
consistieron en elaborar calculos para la deducciéon formal o
derivacion légica: la ldégica proposicional o de los conectivos y la

logica de la cuantificacion. También se desarrollaron
|




simbolizaciones y notaciones unidimensionales mucho mas
faciles de manipular que las de Frege.

La iogica se matematizé al usar de modo importante
métodos e ideas matematicas como la simbolizacion, la
definicion de nuevos conceptos, el uso del modo inductivo y
recursivo de pensamiento y novedosos métodos de prueba. Asi
surgieron las areas de la logica matemadtica conocidas como:
fundamentos de la matematica, teoria de la recursion, teoria de la
demostracién, teoria de modelos y teoria de conjuntos. Mas
recientemente, han surgido otras areas como las logicas no
clasicas, la légica computacional, etc.

Una de las areas bésicas de la Logica Matematica moderna
es la Teoria de Modelos, que es una vasta region entre la logica y
el algebra, que estudia la relacion entre los lenguajes formales y
sus modelos,’ cuyo estudio inicia con los lenguajes formales de
primer orden con igualdad y cuyos teoremas mas importantes son
el teorema de Correctud-Completud Extendido y el teorema de
Compacidad. El significado, la historia y las consecuencias de
estos dos teoremas se expondran con todo detalle en los capitulos
tres y cuatro respectivamente. Todos los conceptos bésicos y
resultados preliminares estan en el capitulo dos.

Consideramos importante hacer aqui una aclaracion sobre
la terminologia, ya que para algunos conceptos no hay un
acuerdo undnime sobre la palabra que se refiere a eilos v en
muchos diccionarios no hay palabra para ellos. Dos son
basicamente los términos discutidos en este sentido, el primero es
correctud, que usamos para referirnos a calidad de correcto; para
este concepto existe también la palabra correccion.® El segundo
de ellos es completud, que usamos para referimos a calidad de
completo; para este concepto existe también la palabra
complecién3 . Respecto a la palabra compacidad para referirnos a

" Interpretaciones de los lenguajes donde las formutas son verdaderas.
* La palabra correccion, si existe en el diccionaric de la lengua espafiola de Ia Real Academia Espaitola,
con el significado de “calidad de correcto”. Cf. {Real Academia Espafiola} pAgina 577. La palabra
“correctud”’ no existe ahi.
¥ La patabra complecion, st existe en el diccionario de |a lengua espafiola de la Real Academia Espafiola,
con el significado de “calidad y condicion de completo”. Cf. [Real Academia Espafiola] pagina 523. La
palabra “compietud” no existe ahi.

2



calidad de compacto, si hay acuerdo y aparece cominmente en
los diccionarios.

Ei primero de los dos teoremas fundamentales
mencionados, el teorema de Correctud-Completud Extendido,
asegura la existencia de un sistema axiomatico adecuado para la
légica de primer orden con igualdad; es decir, un sistema formal
que recupera sintacticamente de modo correcto y completo a la
semantica. Esto altimo significa que para todas las consecuencias
logicas hay derivaciones formales y todas las derivaciones
formales son consecuencias logicas.”

El Teorema de Compacidad, por otro lado, asegura la
existencia de un modelo, para cualquier conjunto infinito de
enunciados cuyos subconjuntos finitos tengan un modelo.” Este
teorema tiene bellas y Gtiles consecuencias y aplicaciones para la
construccion de modelos, como lo son el teorema de
Léwenheim-Skolem, la justificacién de la existencia de los
infinitesimales del andlisis no estdndar y el teorema de los cuatro
colores para mapas infinitos.

El objetivo central de este trabajo es el estudio de las
relaciones entre el teorema de Compacidad y el teorema de
Correctud-Completud Extendida. Es bien sabido que Correctud-
Completud Extendida implica Compacidad.® En esta tesis se da
una prueba de la implicacién inversa; es decir, que Compacidad
implica Correctud-Completud Extendida. Se propone la
existencia de una prueba de tipo semantico’ de Correctud-
Completud Extendida, usando el teorema de Compacidad, el
teorema de Herbrand (probado a partir de Compacidad) y otros
resultados semanticos.

Consideramos importante una prueba de tipo semantico
porque el teorema de Compacidad es puramente semantico y
queremos probar a partir de él, el teorema de Correctud-

* El significado de estos conceptos se expondra con todo detalle en el capitulo dos.

3 Un modelo para un conjunto de enunciados es una interpretacién para el lenguaje respecto a la cual los
enunciados son verdaderos. Esto se verd con mis detalle en ¢} capltulo dos.

© Cf. [Enderton] pagina 136 o [Manzano] pagina 131.

7 En el capitulo tres, precisamos esta idea de prueba de tipo semdntico.

L)



Completud Extendido, que es un teorema que relaciona la
sintaxis y la semantica; es decir, queremos establecer la
existencia de un sistema axiomatico adecuado para la semantica
y justificar esto de modo semdntico. Esta es la contribucién
principal de la tesis y se encuentra en el capitulo cinco.

Los resultados clave para la construccién del sistema
axiomatico mencionado en el parrafo anterior, fueron descubrir y
establecer ciertas relaciones metalégicas de necesidad v
suficiencia entre propiedades semdnticas y sinticticas de los
sistemas axiomaticos. Esto nos hizo ver que el sistema que
queriamos, deberia satisfacer necesariamente el Metateorema de
la Deducciéon para poder cumplir el teorema de Correctud-
Completud en su forma extendida. Sin embargo estos resultados
tienen un interés metaldgico por si mismos, independientemente
de su aplicacion en esta tesis. Estos resultados metaldgicos estan
en el capitulo dos.

1.2 Motivaciones

Hay al menos tres motivaciones para buscar este tipo de
relaciones metaldgicas e intentar una prueba del estilo
mencionado en la seccién anterior. A saber, estas son:
matematicas, filoséficas y didacticas.

Nuestra motivacion de tipo matemdtico surgié al estudiar
los dos teoremas, de Correctud-Completud Extendido y de
Compacidad, y razonar sobre la relacién matematica entre ellos.
Ambos son teoremas muy fuertes ¢ importantes en logica clasica,
y se pueden dar demostraciones de cada uno independientes entre
si. Ademas, es importante notar como antecedente a este trabajo
que en [Amor] probamos que estas dos demostraciones se
pueden presentar esencialmente con la misma estructura, (cf.
[Amor] paginas 105-106 y las demostraciones mismas en las
paginas 28-36 y paginas 130-144 respectivamente). De esto nos
damos cuenta si intercambiamos los conceptos de conjunto de
formulas finitamente satisfacible (para todo subconjunto finito

4




hay un modelo) y de conjunto de férmulas consistente respecto a
un sistema axiomatico (del conjuntoc no se deriva una
contradiccion en el sistema). Ahora bien, existe una prueba
directa y sencilla de que Correctud-Completud Extendida implica
Compacidad; esto nos sugiridé la pregunta por la implicacién
inversa: ;Compacidad implica en forma directa el teorema de
Correctud-Completud Extendido?

[.a motivacién filoséfica surge de reflexionar sobre la
relacion metamatematica entre los dos teoremas, dado que los
dos son de algin modo igual de fuertes, de la misma estructura
formal, y ambos parecen decir lo mismo en lenguajes diferentes,
uno semanticamente y el otro sintacticamente. Asi, nos
preguntamos si deben ser de algiin modo equivalentes y nos
propusimos analizar méas finamente la relacién entre ellos. La
motivacion filoséfica principal era preguntarnos si el poder de las
ideas semanticas puede justificar resultados sintacticos.

La motivacién didactica surge de la enseflanza de pruebas
de tipo semantico del teorema de Compacidad totalmente
independientes del trabajo con sistemas axiomaticos y que, al
presentar el teorema de Completud surge la pregunta: ;puedo
usar el teorema de Compacidad, ya demostrado, asi como otros
resultados seménticos demostrados usando Compacidad, para
probar ¢l teorema de completud de un modo seméntico y directo?
Iista pregunta surge sobre todo, si no se quiere dar una prueba
sintdctica que resulta de la misma estructura y de igual o mas
complejidad que la prueba de Compacidad.

1.3 Objetivos

El tema de esta investigacion estd inserto pues, en el
estudio de las relaciones entre los teoremas de Compacidad y de
Correctud-Completud Extendido en la logica deductiva clasica
de primer orden con igualdad. El teorema de Correctud-
Completud Extendido es considerado tradicionalmente el
resultado fundamental de la légica de primer orden, pues
establece la equivalencia entre la nocion de derivabilidad formal

5



(P v la nocién de consecuencia Iégica (F ). Es decir, es un
puente entre la sintaxis y la semantica de un lenguaje formal.
Estos conceptos los veremos con precision en el capitulo dos.

En su versidn original, dada por Gédel en 1930, el teorema
de Completud (que llamaremos versmn restringida) establece que
en un sistema formal particular®, toda férmula que es
l6gicamente valida es un teorema del sistema (completud: “Si |=oz
entonces } o). La afirmacion inversa de que toda férmula que
es teorema es l6gicamente vélida ya era conocida’ (correctud: “Si
} o entonces F o). La presentacion de Gédel da otras formas
equivalentes de las que hablaremos en el capitulo tres, dedicado
al teorema de Correctud-Completud.

En lo que llamamos su version extendida, este teorema
establece que toda férmula que es derivable a partir de un
conjunto de formulas Z es consecuencia légica de X (correctud
extendida: “Si | o entonces £} o) y que toda férmula que es
consecuencia l0gica de T es deducible a partir de Z (completud
extendida: “Si Z | o entonces X | o).

Usando métodos de su prueba del teorema de Completud,
Godel demuestra otro resultado, a saber, el tcorema de
Compacidad para lenguajes numerables, el cual establece lo
siguiente: “Para que un conjunto infinito (numerable) de
férmulas sea satisfacible (tenga modelo) es necesario y suficiente
que cada subconjunto finito suyo sea satisfacible (tenga
modelo)”.

Nosotros trabajamos el problema de establecer el teorema
de Correctud-Completud Extendido de Godel para la logica
clasica, con una prueba directa de tipo semantico; es decir, como
corolario del teorema de Compacidad y de otros resultados
semanticos para la misma légica. Consideramos que el teorema
de Compacidad es el resultado fundamental de la logica de

% En el caso de Godel, se refiere al sistema de Principia Mathematica de Whitehead y Russell. Cf.
gWhitehead & Russell].

Esta propiedad resulté muy sencilla de probar, pues sélo requiere verificar gue los axiomas son
16gicamente vatidos y que las reglas de inferencia preservan validez l6gica. Los primeros sistemas ya la
cumplian. Parece ser que esto 1o hizo por primera vez Post en 1921 para el calculo proposicional, cf,
[Kleene] piginas 128-130.




primer orden, desde el punto de vista semdntico, cuestion que
justificaremos en el capitulo cuatro, dedicado al teorema de
Compacidad.

Los antecedentes inmediatos de este trabajo se encuentran
en el capitulo tres del libro "Compacidad en la légica de primer
orden y su relacién con el teorema de Completud”, cf. [Amor].
En esta parte del libro se hace un primer analisis entre conceptos
metaldgicos y se dejan abiertas varias preguntas que resolvemos
en esta tesis.'” Algunas de ellas son las siguientes: ;hay una
prueba de tipo semantico para el teorema de Correctud-
Completud Extendido?, ;puede definirse un sistema axiomético
correcto y completo (en forma extendida) para la nocién de
consecuencia logica clasica y ello se justifique semanticamente?
(Una resefia del libro [Amor] es [Alisedaj).

La pregunta abierta que motiva este trabajo es pues la
siguiente: ;existe una prueba de tipo semantico, del teorema de
Correctud-Completud Extendido, a partir del teorema de
Compacidad? Esta tesis es la respuesta positiva a esta pregunta.
Lo que voy a hacer exactamente es dar una prueba de ese estilo,
es decir, definir un sistema axiomético para el que todas las
consecuencias l6gicas sean justa y exactamente las derivaciones
formales. La prueba de esto se hace sin trabajar dentro del
sistema dado, sino sdélo usando sus propiedades bésicas y otros
resultados semanticos. En la seccion 3.3 del capitulo tres, explico
con mas detalle lo que entendemos por una prueba semantica del
teorema de Correctud-Completud Extendido.

Las aportaciones originales de este trabajo son las
siguientes: la primera es una concepcién y formulacion
particular de los conceptos de derivacion formal y de sistema
axiomdtico (cf. seccidon 2.2, capitulo dos) en particular
proponemos que la definicién de derivacién formal forme parte
de la de sistema axiomdtico. La segunda ¢s la aportacion de los
resultados metaldgicos que relacionan a la correctud extendida de
un sistema con el Metateorema de la Deduccion para el sistema

10 Cf, [Amor] pagina 112.




(cf. seccidn 2.5, capitulo dos). La tercera es nuestra concepcién
y formulacion particular del teorema de Correctud-Completud
Extendido como un teorema existencial y no respecto a un
sistema axiomatico particular, (cf. seccién 3.2, capitulo tres). La
cuarta son los resultados matematicos principales de la prueba
mencionada (cf. secciones 5.2 y 5.3, capitulo cinco).

Para terminar esta seccion sobre los objetivos, daremos una
breve descripcion de esta tesis por capitulos.

En el capitulo dos, presentamos todos los conceptos basicos
necesarios tanto para los resultados principales de ese capitulo
como para el resto de la tesis. Iniciamos el capitulo con la
distincién tradicional entre semantica y sintaxis, luego damos
algunas propiedades semanticas basicas que se usan en adelante,
especialmente en ¢l capitulo cinco. Seguimos con las nociones
sintacticas de sistema axiomatico, axioma, regla de inferencia y
derivacion formal; de ésta ultima analizamos y comparamos la
definicion tradicional y la nuestra. Aqui justificamos por qué
nuestra definicidn de derivacién formal es mas adecuada que la
tradicional. Terminamos esa secciéon con algunas propiedades
sintacticas basicas que se usan en adclante, especialmente en el
capitulo cinco. Continuamos con los conceptos semanticos de
correctud extendida y correctud restringida, asi como con los de
completud extendida y completud restringida, Seguimos con la
nocion de consistencia, relativa a un sistema axiomdtico y
terminamos explicando qué afirma el Metateorema de la
Deduccion. En la tltima seccién presentamos los resultados
principales del capitulo que son una de las aportaciones
originales y que son los resultados metalégicos que relacionan la
propiedad de correctud extendida con el Metateorema de la
Deduccién.

El capitulo tres esta dedicado al teorema de Correctud-
Completud. En la primera seccién damos un panorama histérico;
seguimos con la presentacion de diferentes versiones (restringida
y extendida) y diversas formulaciones de cada una de ellas que se



han dado del teorema, particularmente la original de Gddel y la
de Henkin y las relaciones entre ellas. Terminamos con nuestra
version (extendida) del teorema, en dos formulaciones
equivalentes. De nuestras formulaciones destacamos que lo que
afirma el teorema es la existencia de un sistema axiomético que
cumple las propiedades de correctud y de completud extendidas
como las formulamos en el capitulo dos. Terminamos este
capitulo con una seccion dedicada a explicar lo que entendemos
por una prueba de tipo seméntico del teorema de Correctud-
Completud Extendido.

El capitulo cuatro estd dedicado al teorema de Compacidad
y a otros resultados semanticos. En la primera seccién damos una
breve historia del teorema de Compacidad, aclarando algunas
imprecisiones de afirmaciones hechas al respecto, asi como
elucidando cémo surge su importancia, pues por mucho tiempo
fue considerado sélo como un corolario del teorema de
Correctud-Completud Extendido. También comentamos el origen
topolégico del término compacidad, Seguimos con la
presentacion de diferentes formulaciones y diferentes formas de
probar el teorema. Terminamos con la presentacién de dos
teoremas semanticos conocidos: el primer teorema es sobre las
propiedades semanticas de las llamadas formas normales de
Skolem de validez, al cual le llamamos teorema de Skolem y el
segundo teorema es el famoso teorema de Herbrand, cuya prueba
se puede hacer directamente a partir del teorema de Compacidad.
Estos dos resultados semanticos se usan de modo muy
importante en el capitulo cinco.

El capitulo cinco esta dedicado a la relacion de implicacién
entre los dos teoremas y contiene los resultados matematicos
principales de la tesis. En la primera seccién presentamos dos
pruebas conocidas de que el teorema de Correctud-Completud
Extendido implica directamente al teorema de Compacidad. Cada
prueba corresponde a una de las dos versiones dadas de
Correctud-Completud Extendida. En la segunda seccion

9



proponemos un sistema axiomdtico al que llamamos MA y
probamos dos lemas para él. El primero afirma que “MA
satisface Correctud-Completud Restringida”, para cuya prueba,
de tipo semdntico, usamos los teoremas de Skolem y de
Herbrand, cuyas pruebas a su vez son semdnticas. El segundo
lema afirma que “MA satisface el Metateorema de la
Deduccién”. Este se prueba metatedricamente, por induccidn
sobre la longitud de la derivacién dada. Finalmente en la seccién
tres se presenta la prueba directa de la Correctud-Completud
Extendida del sistema MA, usando ¢l teorema de Compacidad y
los dos lemas de la seccion anterior.

La aportacion principal de esta tesis consiste en la
definicién, a partir de un trabajo de Malitz,"" de nuestro sistema
axiomdtico MA de modo que cumpliera Correctud-Completud
Extendida y de modo que la prueba de ello, fuese directa y
semantica; es decir, basada en el teorema de Compacidad y en
los dos lemas antes mencionados. Enseguida precisaremos mas
esta idea.'?

Malitz da una cierta prueba de correctud y completud
restringida para un sistema axiomatico que no cumple ni
correctud ni completud extendida. En dicha prueba los tnicos
lemas sustanciales son los teoremas que nosotros hemos llamado
“de Skolem” y “ de Herbrand”". Se construye un nuevo sistema
ligeramente diferente del de Malitz, agregando una regla y
restringiendo la aplicacién de una de las reglas originales, de
modo que el nuevo sistema si cumple correctud extendida y del
que se muestra que también es completo en sentido restringido,
usando como unicos lemas sustanciales los mismos que Malitz.
De esto se concluye usando Compacidad, que el nuevo sistema
también ¢s completo en forma extendida.

" jerome Malitz, cf. [Malitz] Part 111, pagina 187,

12 Agradezco al Dr. Mario Gémez Torrente 1a sugerencia de redaccion del parrafo siguiente, ¢ cual
describe en forma pretisa la aportacidn principal de esta tesis.

3 ¢f. seccidn 4.3 del capitulo cuatro.




1.4 Intuicion y heuristica

Concluyo este capitulo introductorio, con una descripcion
de las ideas intuitivas y la heuristica que nos permitié obtener
este sistema axiomatico. Sin embargo, es obvio que la mayoria
de las justificaciones no estdn aqui, sino a lo largo de todo este
trabajo.

La definicion de nuestro sistema axiomatico MA resulta ad
hoc desde el punto de vista seméntico, pues sus axiomas y reglas
de inferencia no estdin motivadas sinticticamente, sino que
responden a invertir un proceso semantico que describo a
continuacién, para cualquier formula ¢ y cualquier conjunto de
formulas :

Partimos de la consecuencia légica de ¢ a partir de Z."
Entonces existe una sucesién finita de férmulas de Z, digamos
a,...q, tales que ¢ es consecuencia logica a partir de ellas
(teorema de Compacidad). Entonces la implicacién de ellas a ¢
es una formula implicativa logicamente valida, digamos A
(A=(o)—(ao—...—(0,—9)...))), para la cual se genera
algoritmicamente una forma normal especial B, que también es
logicamente valida y a partir de ella, existe una férmula
proposicional cerrada,”’ también logicamente valida C, cuya
validez logica es decidible.

Ahora bien, si simplemente invertimos el proceso descrito,
pongamos como axioma a cualquier férmula proposicional
cerrada de la forma de C, con la condicién de que sea
logicamente valida (los axiomas deben ser decidibles y estos lo
son por su forma y porque su validez logica es decidible).
Pongamos al paso de C a B como primera regla de inferencia, (la
aplicacion de las reglas debe ser decidible y ésta lo es). Ahora
pongamos ¢l paso de B a A, como segunda regla de inferencia
(ésta es decidible pues la transformacién de una formula A a la

" Decimos que una formula ¢ es consecuencia logiea de un conjunto de formulas X, si en caso de que
todas las formulas de T sean verdaderas, entonces ¢ es verdadera. Cf. seccién 2.1 capitulo dos.
¥ Sin variables libres y sin cuantificadores.



forma normal mencionada B es algoritmica y por tanto hay un
algoritmo para decidir el paso de B a A).

Hecho lo anterior, tenemos en forma inmediata, por la
definicién de prueba formal, que la férmula implicativa A se
puede obtener como un teorema. Ahora pongamos Modus
Ponens como tercera regla de inferencia y tendremos la
derivacion de ¢ a partir de la sucesién finita de formulas de Z, y
de aqui por lo tanto tendremos la derivacién formal de ¢ a partir
de I (por monotonia de la relacion sintéctica de derivacion).

Todo lo anterior garantiza que todas las consecuencias
logicas sean derivaciones formales (completud extendida), sin
embargo es necesario “controlar” las derivaciones posibles para
tener la importante propiedad complementaria: que todas las
derivaciones formales sean consecuencias légicas (correctud
extendida). Para esto, resulta necesario que el sistema satisfaga
el Metateorema de la Deduccion. Este fue un resultado clave para
poder “descubrir” nuestro sistema, de modo que satisfaga tanto la
completud extendida como la correctud extendida. Asi pues, para
que nuestro sistema cumpliera eso, debimos restringir la
aplicacion de la segunda regla de inferencia (el paso de Ba A) de
modo que no se aplique a férmulas que sean hipdtesis o que
dependan de hipotesis.

Con estas modificaciones, el MTD se cumple y por tanto la
correctud extendida se satisface. Asi, nuestro sistema axiomatico
quedé determinado y cumple lo que nos propusimos que
cumpliera.



CAPITULO DOS

2.SISTEMAS FORMALES Y SEMANTICA

2.1 Introduccion

Un lenguaje formal es de primer orden o de orden uno, cuando
s6lo se puede cuantificar sobre variables individuales, las cuales
representan solo a individuos del universo de interpretacion, y no
sobre variables que representen a subconjuntos o relaciones de
dicho universo. Es conveniente mencionar aqui a la ldgica
multivariada,’ que podemos pensar como l6gica de primer orden
con multiples tipos de variables que varian sobre diferentes
universos. Esta l6gica es reducible a la de primer orden, que a su
vez se puede pensar como l6gica de un solo tipo de variables.?

La opcién de modificar la sintaxis de los lenguajes de primer
orden con ¢l objeto de cuantificar sobre subconjuntos o relaciones
del universo también ha sido considerada y los lenguajes
correspondientes son llamados lenguajes de orden superior.” Estos
lenguajes son mas expresivos, pero para ellos no se cumplen los
teoremas de Compacidad y Completud.

En todo este trabajo nosotros usaremos Unicamente lenguajes
formales de primer orden con igualdad que son los lenguajes mas
expresivos para los que si se cumplen los teoremas de
Compacidad y de Correctud-Completud.

! Many-sorted logic.
2 cf. [Enderton] paginas 277-281.
* Cf. [Enderton] paginas 268-289 y [Jané] phginas 105-128
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En la logica matemdtica clasica hay dos enfoques
tradicionales: el enfoque sintdctico y el enfoque semdntico.

El enfoque sintdctico se refiere a las propiedades y
relaciones de simbolos y sucesiones de simbolos entre si,
apelando unicamente a la forma y al orden en que aparecen y no
al significado. En una presentacién sintictica de la logica, la
justificacién de la aceptacién de formulas se basa s6lo en reglas
formales establecidas de antemano en todo un aparato o sistema
formal y en la aceptaci6n incondicional de unas formulas iniciales
llamadas axiomas. A las formulas aceptadas sin més condiciones
que las del sistema formal se les llama teoremas formales. En el
enfoque sintictico, ademas de la nocion de teorema formal se
presenta la nocidn de derivacion formal: una férmula particular es
formalmente derivable a partir de un conjunto de férmulas si hay
un objeto formal, definido por medio de reglas sintacticas
establecidas de antemano, que depende del conjunto de formulas
y de la férmula, que se llama una derivacion. La definicién
precisa de esta nocion la daremos en la siguiente seccidn.

Con respecto a la notacién, en todo lo que sigue usaremos
las letras griegas mintsculas o, B, v, ¢, y, para referirnos a
féormulas de un lenguaje de primer orden con igualdad. Las letras
griegas mayusculas Z, A, I, las usaremos para referirnos a
conjuntos, finitos o infinitos, de formulas de dicho lenguaje.

El enfoque semdntico se refiere a las relaciones de los
simbolos del lenguaje con un significado establecido para ellos,
apelando a la nocién de interpretacién que estd basada en dichos
significados®. La semantica relaciona a los lenguajes formales con
una interpretacion para ellos, que en nuestro caso es un sistema
constituido por un conjunto no-vacio llamado universo, junto con
relaciones, operaciones y objetos “distinguidos™ del conjunto. El
sistema completo es llamado estructura conjuntista algebraico-

* La definicién de verdad de Tarski no la desarrollaremes aqui, pero puede verse en [Mendelson) capitulo
dos. La idea intuitiva es que un enunciado ¢ es verdadero respecto a una interpretacién {o modelo) A, si
es ¢l caso que la interpretacion de ¢ se cumple en A.

! Los llamames distinguidos, simplemente porque al tener nombre en el lenguaje, se distinguen en eso de
los demds. Una razén para distinguirlos es que jueguen algin papel especial en la interpretacién, comeo
por ejemplo el cero en los nimeros enteros.



relacional® o simplemente estructura. Cada lenguaje de primer
orden determina a la clase de todas las estructuras que son
interpretaciones para ese lenguaje. Cada simbolo del lenguaje
debe tener un significado preciso en la estructura: cada constante
individual debe ser interpretada como un elemento del conjunto
universo, cada predicado de la aridad’ correspondiente como una
relacién entre elementos del universo, y cada simbolo funcional
también de la aridad correspondiente como una operacidn en el
universo. Los simbolos logicos, conectivos y cuantificadores,
tienen la interpretacion clasica. Por comodidad convenimos que
tenemos todos los simbolos logicos cldsicos usuales (negacién,
disyuncién, conjuncién, condicional material, bicondicional
material, cuantificacion universal y cuantificacién existencial), en
caso de no ser asi, supondremos que tenemos un conjunto de
simbolos 16gicos con los que se pueden definir todos los usuales.

En una presentacidon semantica de la l6gica, la aceptaciéon de
las formulas se basa en la definicién tradicional de verdad. A las
féormulas que son verdaderas en cualquier interpretacion se les
llama légicamente validas. Cuando un enunciado es verdadero en
una interpretacion para su lenguaje, decimos que la interpretacién
es un modelo del enunciado; asi pues, una formula es 16gicamente
valida si toda interpretacion es modelo suyo. Analogamente, un
modelo para un conjunto de enunciados es una interpretacion para
el lenguaje, respecto a la cual todos los enunciados del conjunto
son verdaderos.

En el enfoque semantico, ademas de la nocién de validez
légica se presenta la nocidn de comsecuencia logica deductiva:
una formula ¢ es consecuencia légica (deductiva) de un conjunto
de férmulas I, si para cualquier interpretacién, en caso de que
todas las férmulas del conjunto de formulas T sean verdaderas,
entonces la formula ¢ es verdadera; o dicho de otro modo, si todo
modelo de X es modelo de . Esta relacién semantica se denota
ZEoy se lee: ¢ es consecuencia légica de T o también, I implica
[6gicamente a ¢. Obsérvese que esto significa que es imposible

§ Una estructura algebraico-relacional es una cuarteta A=<A, R, 0, C> donde A es un conjunto no vacio,
R es un conjunto de relaciones sobre A, O es un conjunto de operaciones sobre A y C es un conjunte de
elementos (distinguidos) de A.

? La aridad es un niimero entero positivo asociado al simbolo v que determina el niimera de atgumentos
de la relacion que lo interprete.




que haya una interpretacién respecto a la cual todas las formulas
del conjunto de formulas T sean verdaderas y la férmula ¢ falsa; o
bien, es imposible que haya un modelo de T que no sea modelo
de ¢. Las nociones bésicas de verdad Y, consecuencia légica que
nosotros presentamos se deben a Tarski.®

Algunas propiedades semanticas basicas’ cuya prueba es
elemental y depende solamente de las definiciones de verdad y de
consecuencia logica, son las siguientes:

2) SircXy I'k¢entonces ZF¢ (Monotonia).

b)Si ZFeyparatodoaen I, Tfa,entoncesT kg (Corte).
c) Z,afB siysélosi Zf(a—p)

d) Xk siysolosi ZuU{-@} no tiene modelo

¢) " tiene un modelo siy sélosi ' Ix(x#x)

La propiedad c) para Z vacio, establece la equivalencia entre la
nocién de consecuencia logica y la de validez légica de la
implicacién correspondiente. La propiedad d) es una reescritura
de la definicién de consecuencia logica. En caso de que el
lenguaje no tuviera e! simbolo “—” de implicacién material,
entenderemos que (o—p) es una abreviatura para la formula

(—aVvp) o para la férmula que represente a la funcién de verdad
correspondiente.

Algunas de estas propiedades semanticas, cuya prueba es
elemental, seran usadas en adelante en particular en el capitulo
cinco, apelando a cualesquiera de ellas sélo como “propiedades
semanticas”.

2.2 Nociones sintacticas basicas
En esta seccion presentaremos los conceptos sinticticos de

sistema formal, axioma, regla de inferencia y daremos la
definicién tradicional de derivacion.

8 Tarski 1935: Der Wahrheitsbegriff'in den formalisierten Sprachen, Stdia Philos. (Warsaw) 1, 261-405.
Traduccion al inglés: Logic,Semantic and Metamathematics, Oxford 1956, 152-278,
% También llamadas propiedades estructurales de 1a ogica deductiva cldsica.



Hay una nocién sintctica matematicamente rigurosa de “u
es derivable o demostrable a partir de £” que pretende capturar
completamente la nocién intuitiva de “la férmula a se sigue o se
demuestra a partir del conjunto de formulas Z”. Esta nocién
matemadtica esta basada en el concepto de sistema formal de tipo
Hilbert, el cual descansa a su vez en los concepios de axioma,
regla de inferencia y definicion de derivacion.

Un axioma es simplemente una férmula que pertenece a un
conjunto de féormulas elegidas, que juegan el papel de primeros
principios en el concepto de sistema axiomdtico que daremos mas
adelante. Ya que los axiomas son simplemente férmulas, es
natural pedir que el conjunto de formulas elegidas sea decidible.'
Una justificacion para pedir la decidibilidad de los axiomas es que
nuestro punto de partida serdn ellos y la intencién es tener un
punto de partida decidible, asi como un concepto de derivacion
formal también decidible.

Una regla de inferencia es un mecanismo formal finito,
usualmente presentado en forma de esquema, que permite obtener
una férmula a partir de una o mds férmulas (siempre un numero
finito de ellas} a las que llamamos sus premisas, vy ademas el
mecanismo es decidible.'' Obsérvese que cada regla de inferencia
tiene un numero n (n>1) de premisas. Usualmente cada regla de
inferencia se presenta en forma esquematica, es decir cada regla
es en realidad un esquema de regla de inferencia.

La formula que se obtiene de las premisas por medio de una
regla de inferencia, se llama inferencia, conclusion o
consecuencia, de las premisas en virtud de esa regla de inferencia.

A continuacién damos tres ejemplos de esquemas de reglas
de inferencia:

1) De a y (a—p) obtener B; regla de dos premisas conocida

como Modus Ponens (MP).

2) De a obtener (Vxa); regla de una premisa conocida como

Generalizacion (Gen).

' Un conjunto o una relacién es decidible, si existe un procedimiento efectivo finito, conocido como
algoritnio, para decidir objetivamente si un objeto pertenece o no al conjunto o a la relacién. Por ejemplo
en este caso, que se pueda responder a la pregunta de si una formula dada es axioma o no to es.

" Que sea decidible si una férmula se obtiene de [as otras o no, en virtud de esa regla de inferencia.



3) De FNSV(0) obtener a;'? regla de una premisa a la cual
llamamos Regla de Skolem (SK).

Formalmente una regla de inferencia de n premisas es una
relacidén de n+1 argumentos sobre el conjunto FL de todas las
formulas del lenguaje.”” Asi por ejemplo, las reglas anteriores son
las stguientes relaciones:

1) MP={ (0,(a—f),B) /o y B son formulas} S FL?
2) Gen={ (0,(vx)) / a es férmula} < FL?
3) SK={( FNSV(0),0) / & es formula} < FL*

En general una regla de inferencia R que nos permite
obtener una férmula ¢ a partir de las n férmulas a,...,a;
(premisas), la podemos representar informalmente como:

R: ap,..,0, /0

Aunque las reglas de inferencia son mecanismos formales
efectivamente decidibles y presentados como esquemas formales,
podemos clasificarlas con un criterio semantico, segin suceda que
la conclusion obtenida por ellas tenga o no alguna propiedad
semantica que tengan sus premisas. Es decir, si ciertas
propiedades semanticas se heredan de las premisas a la
conclusién. Esto nos interesa en particular para las siguientes
propiedades semanticas de formulas:

a)Satisfacibilidad por una asignacién s en una interpretacion M
b) Verdad en una interpretacion o estructura M.
c) Validez légica.

2 FNSV(a) denota una formula que es una forma normal asociada a a, llamada Forma Normal de Skolem
para Validez de o, Por ahora no es necesario conocer esta forma particular de formula. La veremos en la
seccidn 4.2 del capftulo cuatro. Cf. [Malitz] pig. 156 y [Amor] pag. 83.

13 Formalmente una relacién de m argumentos sobre un conjunto A es un subconjunto cualquiera del
producto cartesiano de A consigo mismo, m veces. Es decir, es un subconjunto de A™ = AxAX...XA {m
veces).



En el articulo titulado “;Qué es una regla de inferencia?”"*
se hace una clasificacion de reglas de inferencia en varias 16gicas,
que es parecida a la nuestra, pero que es mucho mas general que
la nuestra. Nuestro interés es sélo para la légica cldsica de primer
orden con igualdad y ademdis sin considerar lo que en dicho
articulo se describe como una sustitucién.” Haciendo la
restriccion mencionada, los elementos comunes entre las dos
clasificaciones son: las férmulas del lenguaje las estructuras
relacionales M,'® y las valuaciones o asignaciones a variables s'’

En el artlculo mencionado se restringe la atencién al caso
donde hay una sola premisa, suponiendo que hay una nocién de
conjuncién en el lenguaje (como es nuestro caso), de modo que
un conjunto finito de foérmulas se puede reemplazar por la
conjuncién de ellas."® Asi pues, podemos considerar como
equivalentes nuestra notacion para reglas de inferencia oy,...,a, /¢

y la del articulo mencionado, o ¢, tomando como ¢ a la
férmula (o A... Ady).

Definicion. Sea R: «,...,0, /¢, unaregla de inferencia, entonces:
1) R es muy buena si y sélo si para cualesquiera a,,...,q,,
premisas de R, para toda interpretacién M y para toda asignacion
s en M se cumple lo siguiente:
Si ay,...,0, son todas satisfechas por s en A, entonces la
conclusion ¢, también es satisfecha por s en M. Es decir, si
R preserva cualquier satisfacibilidad de asignaciones."
2) R es buena si y sélo si para cualesquiera ay,...,a,, premisas de
R y para toda interpretacion M sucede lo siguiente:

" Cf. (Fagin, Halpern & Vardi] secciones 1y 6.

¥ En este articulo, una sustirueion t es una funcion que reemplaza a cada predicado P(x,.....x,) per una
formula ye(x,....Xy). Dada una formula @, la expresién t[¢] denota el resultado de reemplazar cada
presencia de formula atémica P(t,...,t.) €n @ por ye(xy b,....Xy t,) donde o Gltimo es el resuitado de
sustituir f; por la variable libre x; {para 1<i<n).

16 Interpretacmnes del lenguaje. Cf. seccién 2.1.

Y Las asignaciones (o valuaciones) son todas las mstancnacxones posibles para las variables, con
elementos del dominio sobre el cual varfan, y con respecio a una interpretacién dada; estas son denotadas
con w en e] articulo mencionado. Para una explicacion detallada, cf. [Mendelson] capitulo dos.

' Cf. [Fagin, Halpern & Vardi] nota 3, p. 1019.
" En [Fagin, Halpem & Vardi] el tipo de regla correspondiente a “muy brena” es lHamada “truth

inference” tradicionalmente llamada implicacion ligica, y es denotada por o 1 ¢. Cf p. 1019 y 1035-
1036.



Si a,...,0, son todas verdaderas en M, entonces la
conclusion ¢, es verdadera en M. Es decir, si R preserva
verdad en estructuras, o “lleva” de verdadero a verdadero.”®
3) R es regular si y sélo si para cualesquiera a,,...,,, premisas de
R, si todas son logicamente validas, entonces la conclusion ¢
también es logicamente valida. Es decir, si R preserva validez
logica.!

Proposicion. Toda regala de inferencia muy buena es buena y
toda regla de inferencia buena es regular pero no inversamente en
cada caso.

Es inmediato verificar la proposicion. Sélo veremos algunos
ejemplos; debe ser claro que la regla MP: a(a—>B)p es muy
buena, Gen: o/(Vx«) es una regla buena que no es muy buena. La
regla de Skolem SK: FNSV(¢)/g, es regular pero no es buena.”
Algunos de estos ejemplos los usaremos en la seccion 3.3 del
capitulo tres, y en la seccidon 5.2 del capitulo cinco, donde
ilustraremos la conveniencia de imponer restricciones a la
aplicacién de las reglas de inferencia, cosa que veremos en la
préxima seccidn 2.3.

Terminamos esta vision semdntica sobre las reglas de
inferencia en la légica clisica de primer orden, con una
proposiciéon que incluye tres resultados que consideramos que
aclaran mas este punto de vista. El primero no estd mencionado
en [Fagin, Halpern & Vardi] aunque es una variante del segundo;
el segundo corresponde a uno presentado en dicho articulo;? el
tercero es una reformulacién de la definicion correspondiente.

Proposicion. Si a,, ..»& /¢ denota una regla de inferencia
entonces:
1. ay,...,0, /¢ €s una regla muy buena si y sélo si la férmula

[(y A ... At)—0] es logicamente valida.

™ En [Fagin, Halpern & Vardi] el tipo de regla correspondiente a “huens” es Ilamada “structure
inference” y es denotada por o +w o donde M es una clase de estructuras. Cf. p.1020-1021 y [035-1036.
3 En [Fagin, Halpern & Vardi) el tipo de regla correspondiente a “regular” es llamada “validity
inference” v es denotada por ¢ v . CE. p.1018 v 1035-1036.

2 Esto nltimo quedara justificado después de los teoremas de a seccitn 4.3 del capitule cuatro.
¥ Cf, [Fagin, Halpern & Vardi] proposicién 6.1 (p.1021 y 1036).
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2. ay,...,0, /@ es una regla buena si y sélo si la féormula

[V(oA...Ad,) — V@] es logicamente valida.**
3. ay,...,0, /¢ es una regla regular si y sélo si la validez

l6gica de (a, A... Acy,) implica la validez logica de o.

El concepto tradicional de sistema axiomatico se presenta
usualmente de la siguiente manera:

Definicién tradicional. Un sistema axiomatico est4 dado por lo
siguiente:

a) Un conjunto finito o infinito A de férmulas decidible. A
las formulas de A las llamamos los axiomas del sistema
axiomatico.

b) Un conjunto finito RI de reglas de inferencia. Recordar
que para cada regla hay un procedimiento efectivo o
algoritmo para decidir si una férmula es consecuencia o
no de otras férmulas en virtud de dicha regla.

Independientemente de la definicion de sistema axiomatico,
tradicionalmente se da una definicion de derivacion formal que se
presenta como general, es decir que se aplica por igual a cualquier
sistema formal. Es la siguiente:

Definicion. Una derivacion formal de una formula « a partir
de un conjunto de férmulas Z, es una lista finita de n férmulas
ai,...,0n conn 2 1, de las cuales a.= o y para toda i (desde i = 1
hasta i = n), 0 bien o €s un axioma o bien ai es una férmula de £
(en cuyo caso decimos que o es una hipotesis de L), o bien ai se
obtiene a partir de férmulas anteriores de la lista en virtud de
alguna regla de inferencia. Si existe tal derivacion formal, esto se
denota por T} o y se lee: “a se deriva o es derivable a partir de
£,

Hacemos notar que la nocién de derivabilidad asi definida,
es una nocion estricta, distinta de la nocién intuitiva de
deducibilidad. Por ejemplg, la derivabilidad es monoténica pues

¥gi y es una férmula, con Vy denotamos la cerradura universal de y, donde Yy = Vx,. . Vxy y
Xp,...yXq SON todas las variables libres de y.
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si existe una derivacién y se aumentan las hipotesis, la derivacion
se conserva. En cambio la nocién intuitiva de deducibilidad puede
Ser no monotonica. :

2.3 Derivacién y sistemas formales

La anterior nocion tradicional de derivacion, se presenta
como una nocién general, ya que cualquier sistema axiomatico
tiene axiomas y reglas de inferencia.

Veremos un problema con esta definicién tradicional por
medio de un ejemplo. Considérese la axiomatica de Mendelson,
(cf. [Mendelson] paginas 69-75), la cual incluye a la regla Gen
(Generalizacién). Por un lado tomando la definicién tradicional de

derivacioén, se permite probar que P(x) | Vx P(x) en este sistema,”

sin embargo sabemos que P(x)¥Vx P(x)*°. Por otro lado, al
enunciar que el sistema cumple el Metateorema de la Deduccion,
el autor impone una restriccion a la aplicacion de la regla, como
una hipdtesis extra impuesta al Metateorema: €ste s¢ cumple con
la condicién de que en las derivaciones “al aplicar generalizacion,
la variable generalizada no tenga presencias libres en hipétesis de
las cuales depende la formula a generalizar”.”’ Esta es una
restriccidn @ la aplicacion de la regla Gen que depende del
contexto, que es efectivamente decidible, y que bien pudo haberse
incluido en la definicion misma de derivacion. Con esto se
hubieran permitido dos cosas: primero, que no se tuviera como
derivacién formal algo que no es consecuencia logica, y segundo,
no sc¢ tendria que agregar una hipétesis extra al enunciado del
Metateorema de la Deduccion.?®

En la nocion tradicional de derivacion no existe la
posibilidad de aplicar restricciones en el uso de las reglas de

# En solo dos pasos: la hiptesis y luego simplemente aplicar la regia Generalizacién a la hipdtesis:
1. P(x) Hipdtesis
2. ¥x P(x) Genzal.
2 No es consecuencia togica, pues es posible una interpretacion donde una instancia individual de x tenga
la propiedad “P", pero que no todos los individuos tengan la propiedad “P". Por ejemplo la propiedad *ser
ar”, en 10s nimeros naturales.
" Cf. [Mendelson] pagina 74.
* En una comunigacion personal, el profesor Herbert Enderton concuerda en este punto conmigo y me
comenta ademas que “Curiosamente en su libro Mendelson no hace coincidir la eleccion de sistema
deductivo con la eleccidn de definicién de consecuencia légica.”
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inferencia. Desde luego que hay que distinguir entre restricciones
a las reglas y restricciones a la aplicacidn de las reglas. No se trata
de posibles restricciones a las reglas mismas, lo cual es posible
con la definicidn tradicional, pues eso simplemente cambiaria las
reglas y cambiaria por tanto las relaciones correspondientes a
ellas. Se trata de poder establecer (posibles) restricciones al
momento de la aplicacidn de las reglas de inferencia, lo que no
depende solamente de las reglas mismas, pues éstas, como
relaciones sobre el conjunto FL de las féormulas no pueden estar
cambiando, sino que depende ademds del contexto de cada
derivacion y de la posicién de las férmulas dentro de la derivacion
en un caso dado. La conveniencia de incluir estas restricciones
dependientes del contexto en la definicion misma de sistema
axiomatico, es que pueden permitir adaptar mejor la nocién de
derivacion para lograr su adecuacién a la de consecuencia ldgica.
El ejemplo de Mendelson debe hacer clara esta idea.

La nocién de derivacion que en seguida proponemos si
incluye la posibilidad de especificar restricciones dependientes
del contexto a la aplicacion de las reglas de inferencia del sistema
axiomatico. Pero es claro que en ese caso la definicién de
derivacién no puede ser general para todos los sistemas
axiomaticos y mds ain, que puede depender del sistema en
cuestion, por lo cual debe ser parte de la definicién misma de
sistema axiomatico. Ademas debemos conservar la decidibilidad
en la aplicacion de las reglas por lo que las posibles restricciones
también deben ser efectivamente decidibles. Una restriccion a la
aplicacién de una regla a formulas, es una condiciéon que deben
satisfacer la regla y las formulas, y que involucra a la derivacion
considerada en el contexto de la aplicacion de la regla. Asi pues,
nuestra definicién de sistema axiomdtico queda de la siguiente
manera.

Definicion. Un sistema axiomatico § esta dado por lo siguiente:
a) Un conjunto finito o infinito A de férmulas decidible. Las
formulas de A se llaman /os axiomas de §.
b) Un conjunto finito RI de reglas de inferencia de §. Para
cada regla debe haber un procedimiento efectivo para
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decidir si una férmula es consecuencia o no, de otras
férmulas en virtud de dicha regla.

c¢) Una definicién de derivacion formal de una férmula a a
partir de un conjunto de férmulas Z, de tal manera que la
derivacion sea una lista finita de n férmulas a,. ... o con
nz1, tales que a.=a y para toda i (desde i = 1 hasta i = n),
o bien ai es un axioma de S o bien w es una férmula de =
(oi es una hipdtesis de ), o bien oi se obtiene a partir de
formulas anteriores de la lista en virtud de alguna regla de
inferencia del conjunto RI de las reglas de inferencia de
S, v la aplicacién de tal regla puede temer ¢ no
restricciones y en caso de tenerlas éstas deben ser
efectivamente decidibles. Si existe tal derivacién formal,
esto se denota por L}, a y selee “a se deriva a partir de
Z en el sistema 8™

En el inciso ¢} es exactamente donde esta la diferencia de
esta definicion nuestra con la definicién tradicional, y si la
aplicamos al sistema de Mendelson tendremos un nuevo sistema
que tendra las dos ventajas mencionadas antes. Esta es la
definicién que usaremos nosotros de aqui en adelante y es una
aportacion esencial para los objetivos de esta tesis. Si hiciéramos
una comparacion de las dos definiciones, podriamos decir que
nuestra definiciébn es un “refinamiento” de la definicién
tradicional, ¢n el sentido de que un sistema axiomatico con la
definicién tradicional cumple nuestra definicion, pero un sistema
axiomatico con nuestra definicion no necesariamente cumple la
definicion tradicional.

El caso particular en que X es el conjunto vacio denotado &,
es una derivacion a partir de & y se llama prueba formal en el
sistema §. Esto se denota con |—,a y se lee “a es teorema formal
en el sistema ™.

Algunas propiedades sintacticas basicas que no dependen
de qué sistema axiomatico § se trate son:

a) SIFr€XZ y I'-s¢p entonces Zg¢ (Monotonia)
b) Si gy paratodo y en 3, I'-gv, entonces F-g¢  (Corte)
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Nétese que estas propiedades son la contraparte sintactica de
las correspondientes propiedades semaénticas del final de la
seccion 2.1, Otra propiedad elemental es la reflexividad, es decir

que akga. Obsérvese que la transitividad, es decir:
si a58 y Prsoentonces at-gs¢

es un caso particular de la propiedad de corte con E={B} y
I'={a}.

Por el sdlo hecho de que por definicion las derivaciones son
finitas, se sigue que las hipdtesis usadas en una derivacién
constituyen un conjunto finito, aunque puede haber una infinidad
de hipétesis no usadas. De aqui se sigue el llamado lema de
finitud de la derivacidn que también se cumple para cualquier
sistema §.

¢) Lema de Finitud (Primera forma)

Si § es un sistema axiomatico y ZU{@} es un conjunto de
férmulas, entonces:

2go@ siysolosi hay 'c 3, T finito, tal que I'g@

Algunas de estas propiedades sinticticas cuya prueba es
elemental, serdn usadas en adelante, en particular ¢n el capitulo
cinco, apelando a cualesquiera de ellas sélo como “propiedades
sintacticas”.

2.4 Sintaxis y semantica

Presentamos ahora las principales nociones metalégicas, es
decir, nociones ldgicas acerca de las nociones légicas ya
expuestas antes. Estas son: correctud, completud, consistencia
relativa al sistema formal y metateorema de la deduccién. Es
importante mencionar que estas nociones metal6gicas relacionan
entre si nociones sinticticas y semanticas o bien diferentes
nociones sintacticas entre si o diferentes nociones semanticas
entre si, y no se cumplen en cualquier sistema axiomatico.
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Ademds de algunas nociones de relaciones metalégicas ya
tradicionales, presentaremos otras que nosotros hemos
encontrado, en particular la que relaciona, en un sistema formal,
al metateorema de la deduccién con la propiedad de correctud
extendida.

Decimos que un sistema axiomatico .S es correcto en sentido
extendido o que satisface correctud extendida si y s6lo si toda
formula o que es derivable en § a partir de un conjunto de
formulas T es consecuencia logica de Z, en simbolos: si Z};
entonces Z | a. Esta propiedad indica que el sistema axiomético es
“correcto” en el sentido de que el proceso de derivacion en S, no
lleva de verdadero a falso.

Por otro lado, decimos que un sistema axiomdtico § es
completo en sentido extendido o que satisface completud
extendida si y s6lo si toda férmula a que es consecuencia l6gica
de un conjunto de férmulas Z, es derivable en § a partir de Z. En
simbolos: si L o entonces T}, a. Esta propiedad indica que el
sistema axiomatico es “completo o suficiente” en el sentido de
que todas las consecuencias logicas pueden obtenerse con el
proceso de derivacion del sistema.

En el caso de las pruebas formales, o sea de las derivaciones
sin hipdtesis, se tienen las propiedades correspondientes que
llamaremos restringidas o limitadas, de correctud y de
completud. Asi pues, un sistema axiomético § es correcto en
forma restringida o satisface correctud restringida si y sélo si
toda formula que es teorema formal en S, es légicamente vilida (o
“consecuencia logica de &), En simbolos:

si }so entonces fa

Esta propiedad indica que el sistema axiomético es “correcto
en forma restringida” en el sentido de que todo teorema formal es
una férmula l6gicamente valida. '

Por otro lado, un sistema axiomatico § es completo en forma
restringida o satisface completud restringida si y sélo si toda
férmula que es ldgicamente valida es un teorema formal en §. En
simbolos: si | a entonces }; a. Esta propiedad indica que el
sistema axiomatico es “completo o suficiente en forma
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restringida” en el sentido de que todas las férmulas logicamente
validas pueden probarse formalmente en el sistema.

Otra nocién 16gica fundamental es la nocién de consistencia
de conmjuntos de formulas. Un conjunto de férmulas T es
consistente con respecto a un sistema axiomdtico § (0 s-
consistente) si a partir de £ no se deduce en el sistema S, una
férmula y su negacién; es decir, no se deriva una contradiccion.
Notese que este concepto no es en general absoluto, sino relativo
al sistema axiomdtico de que se trate.”’ Sin embargo, es
interesante notar que esto no es aclarado en la mayoria de los
textos clésicos.’® Por esta razén, en general debe hablarse de s-
consistencia y no de consistencia, a menos que la relatividad haya
sido aclarada y sea obvio a qué sistema nos referimos. Con la
nocidn de s-consistencia podemos dar una segunda forma,
equivalente a la primera, del lema de finitud:

Lema de Finitud (Segunda forma)

Si § es un sistema axiomético y £ es un conjunto de férmulas,
entonces:

2 es s-consistente  siy s6losi  todo subconjunto finito de =
€s s-consistente.

La relacion metalégica entre las nociones logicas de
deducibilidad de f a partir de o en un sistema S (es decir o |'s B) y
la de prueba de la formula (a—P) en § (es decir | 5 (@—B) ),
resulta ser sumamente importante en ldgica clésica, por lo que la
analizaremos con detalle y posteriormente daremos algunos
resultados que la involucran.

Primeramente generalizamos esta relacién considerando un
conjunto cualquiera £ de posibles hipdtesis extra; es decir,
analizaremos la relacién entre Z, o }sB y Z}s(a—P).

* 5i E es un conjunto de formulas al que le pertenecen o y -, entonces £ es inconsistente en forma
absoluta, pues en ese caso con cualquier sistema se deriva una contradiccidn. Pero es posible que un
mismo conjunto de férmulas sea consistente con respecto a un sistema axiomatico e inconsistente con
otro. Un ejemplo de esto altimo es el conjunto de dos formulas £ ={P(c), =P(a)} que es s-inconsistente y
a la vez ya-consistente, para los sistemas 8 y M4 dados en el capltulo cinco. Cf. seccién 5.2 capitulo
cinco.

¥ Cf. [Mendelson] pagina 72, [Enderton) paginas 112 y 128, [Manzano] pagina | 15,
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Es facil darse cuenta que la implicacion metaldgica:

Si Z}s(a—B) entonces I, a}sP
es equivalente a que el sistema tenga la regla de Modus Ponens
(MP), ya sea como una regla original del sistema S o como regla
de inferencia derivada del sistema’’. La justificacion es la
siguiente: Por un lado, si S tiene MP y suponemos X fs(a—p) y
ademas se tiene como hipétesis adicional a @, entonces por MP se
obtiene P y asi tenemos X, al—s B. Por otro lado, si tenemos la
implicacién metalégica dada, para probar que el sistema tiene MP
pongamos como ZX={a, (a—>P)}, entonces es obvio que
{a.(a—>P)} |s(a—P) y de aqui por la implicacion metalégica,
tenemos que {a,(a—>P)},a}s B finalmente quitando la repeticién
de o como hipdtesis, es lo mismo que {a,(a—P)} }sB lo cual
significa que el sistema § tiene MP,

La implicacion metalégica inversa, conocida como el
Metateorema de la Deduccion, es una propiedad muy especial de
un sistema axiomiético §, pues ademas e independientemente de
proporcionar un mecanismo para simplificar las pruebas de
formulas que sean implicaciones™, tiene una gran importancia
tedrica por su relacion con la correctud extendida del sistema,
como lo veremos en la siguiente seccién 2.5 de resultados
metalogicos. Obsérvese que el metateorema de la deduccién
asegura que un condicional es derivable a partir de un conjunto
de férmulas, si su consecuente es derivable del conjunto de
férmulas aumentado con el antecedente. Mas precisamente:

Metateorema de la Deduccién (MTD) para S.

Para cualquier conjunto de formulas L y cualesquiera
férmulas a y B, se cumple que:

si. Z,afsB entonces I|g(a—p)

*' 5i una regla de inferencia R es de la forma: obtener Ba partir de o, ..., an, entonces R es regla
derivada en el sistema §si y sélosi R no esregla original de Sy q,,..., a. }sP.
3 Pues en vez de tener que deducir (¢—p), podemos suponer adicionalmente ¢ y deducir p.
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2.5 Resultades metalégicos

En esta seccidn expondremos una relacién entre el
metateorema de la deduccidon (MTD) y la propiedad de correctud
extendida.

El descubrimiento de esta relacion general nos ayudd a
encontrar que un modo de probar correctud extendida de un
sistema particular, era probando el metateorema de la deduccion
para él. La relacion metalégica mencionada la expresamos en la
siguiente proposicion:

Proposicion. Si § es un sistema axiomdtico que satisface
correctud- completud restringida y Modus Ponens™, entonces:
S cumple correctud extendida siy solo si § cumple el MTD

Prueba
Sea § un sistema formal que satisface correctud y completud

restringida (|, @ < Fa), y que cumple MP (o, (a—>B) | B ).

=) Supongamos que § cumple correctud extendida (Z |5 o = I fa).
Sean I" un conjunto de férmulas, a y p férmulas tales que:

(1) T, alp suposicion
2) T,okB correctud extendida
(3) TE(—-p) propiedades semanticas.*

(4) Hay una lista finita yy,...,y, de formulas de I tal que

Y15 os¥n H0—B) Teorema de Compacidad (segunda forma)*
(5) Fyi=(y2—>... > — (@>4))...) propiedades semanticas®®
6) L yi=(y2— ...>(a—>(@>p))...) completud restringida de S
(7)  Yis s Yu s (@P) MP n vecesen §

(8) T}, (aop) propiedad sintactica®” y {y;,..., y.}SI'

# Con la expresién “S satisface Modus Ponens™ queremos decir que para todo I, todo o y todo f se

satisface: I, a, (e—P) | B.

™ Con propiedades semanticas nos referimos a propiedades elementales de las definiciones de verdad y

de consecuencia logica. En este caso por la propiedad semdntica ¢), cf, final de la seccidn 2.1.

 Teorema de Compacidad (Segunda forma): Si TU{¢} es un conjunto de férmulas de un lenguaje de primer orden
con igualdad y ¥ £ ¢, entonces hay un subconjunto finito ['SY, tal que '} . Véase capitulo cuatro, seccion 4.2

2 Propiedad seméntica c), <f. final de la seccidn 2.1.
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Asi, por (1)-(8), § cumple el MTD.,

<) Supongamos ahora que § cumple el MTD (si I', afs P entonces
I'ks (@—P) ). Sean £ un conjunto de formulas y a una férmula tales

que:
() Zko suposicion
(2) Hay una lista finita y,,...,y, de formulas de Z, tal que

Yoo o¥n Fs @ Lema de Finitud®®
3) k(2= ..o a)..) MTD n veces
@ Ey=>(12-.. 2@ ®)..) correctud restringida de S
(5) Y1, .., TnfFw propiedad seméntica®
6) Zfa® propiedad semantica®' y {y, ...,ya} S
Asi, por (1)-(6), S cumple correctud extendida. O

Podemos obtener tres corolarios de esta proposicion si
separamos las dos implicaciones y consideramos solo las
hipotesis necesarias para cada una de ellas.

Corolario 1. Si un sistema axiomatico satisface correctud
restringida entonces para que satisfaga correctud extendida es
suficiente que cumpla ¢l Metateorema de la Deduccidon.

Corolario 2. Si un sistema axiomatico satisface correctud-
completud restringida y Modus Ponens, entonces para que
satisfaga correctud extendida es necesario que cumpla el
Metateorema de la Deduccion.

Corolario 3. Si un sistema axiomatico satisface completud
extendida entonces para que satisfaga correctud extendida es
necesario que cumpla el Metateorema de la Deduccién.

3! Con propiedades sintdcticas nos referimos a propiedades elementales de las derivaciones formales, gue
no dependen de qué sisterna axiomatico se trate. En este caso por la propiedad sintdctica a}, cf. final de la
seccion 2.3.

# propiedad sintetica c), ¢f. final de la seccién 2.3.

3 aplicando n veces fa propiedad semdntica ¢), cf. final de la seccién 2.1,

1 Propiedad semndntica a), ¢f. final de la seccitn 2.1,

* propiedad semdntica a), cf. final de la seccidn 2.1




Corolario 4. Si un sistema axiomdtico satisface correctud
restringida y completud extendida entonces para que satisfaga
correctud extendida es necesario y suficiente que cumpla el
Metateorema de la Deduccion.

Obsérvese que el tercer corolario se sigue de una ligera

variante de la parte (=) de la prueba anterior, ya que de
Y1s-++»Ya Ha—>B) podemos pasar directamente a vy, ...,Yx s (¢—B)
por completud extendida de S que ahora es nuestra hipétesis.
Noétese que en la prueba, se usan completud restringida y MP en §
que son hip6tesis de la proposicién probada. El cuarto corolario
es la “union” del primero y el tercero.

Podemos observar entonces que ¢l MTD es tan importante
que si un sistema con correctud restringida lo cumple, eso basta
para que cumpla correctud extendida, pero si un sistema no lo
cumple, aunque tenga correctud-completud restringida y Modus
Ponens, necesariamente no satisfard correctud extendida. Un
ejemplo de esto ultimo es el sistema de Malitz*? agregéndole MP
como regla de inferencia, que veremos en los capitulos tres y
cinco como sistema S”. Veremos que es un sistema que satisface
completud extendida y correctud restringida y sin embargo no
satisface correctud extendida y la razén de esto es que no
satisface el MTD.

Conclusiones

En este capitulo, presentamos todos los conceptos basicos
necesarios para los resultados principales tanto del mismo
capitulo como del resto de esta tesis. Presentamos la distincién
tradicional entre semantica y sintaxis, dimos algunas propiedades
semanticas que se usan en varios resultados, especialmente los del
capitulo cinco y presentamos las nociones sintacticas de: sistema
axiomatico, axioma, regla de inferencia y derivacion formal. De
ésta ultima comparamos la definicién tradicional y la nuestra.

‘1 cf. [Malitz] pagina 188 y [Amor] pagina 110.
¢, seccién 3.3 del capliulo tres y seccién 5.2 del capitulo cinco.




Justificamos por qué nuestras definiciones de derivacién formal y
de sistema axiomdtico son mds convenientes, si la intencién es
adecuar Ia nocién de derivacién con la de consecuencia logica, de
un modo mas fino. También dimos algunas propiedades
sintdcticas basicas que se usan més adelante, especialmente en el
capitulo cinco. Presentamos después los conceptos seménticos de
correctud extendida y correctud restringida, asi como los de
completud extendida y completud restringida. Seguimos con la
nocidn de consistencia de un conjunto de férmulas, relativa a un
sistema axiomdtico y terminamos explicando qué afirma el
metateorema de la deduccion para un sistema.

En la dltima seccidn presentamos y demostramos los
resultados principales del capitulo que son una de las aportaciones
originales de esta tesis y que son los resultados metalogicos que
muestran al Metateorema de la Deduccidn como una condicion
necesaria y suficiente para la correctud extendida del sistema.




CAPITULO TRES

3. EL TEOREMA DE CORRECTUD-COMPLETUD
3.1 Historia

En 1879 Frege' presenté el primer calculo deductivo que
incluye lo que seria después la ldgica de primer orden; este calculo
involucra a la aritmética, pues el interés de Frege era emplear la
16gica como una lingua characterica para dar un fundamento de la
aritmética, por lo que la completud de la légica misma, era algo
totalmente inadvertido en tanto ajeno a sus objetivos. En 1910
Whitehead y Russell? presentaron un célculo deductivo que incluia a
la logica de primer orden, pero en forma analoga a Frege, su interés
era fundamentar la aritmética en la légica y la idea de completud de
la logica, carecia de sentido desde ese punto de vista; no era
preocupacioén del momento por lo que no hubo conciencia de ella.
Fue hasta 1928 que Hilbert y Ackermann’ delinearon claramente lo
que hoy conocemos como légica de primer orden y dieron un
sistema deductivo para ella. Hasta este momento se hizo clara la
importancia de que un célculoe o sistema axiomatico como esos, para
la logica de primer orden, cumpliera la condicién de que todas las
formulas obtenidas como teoremas fueran l6gicaménte validas y que
todas las férmulas 16gicamente validas pudieran ser obtenidas como
teoremas.

La primera condicidn, correspondiente a lo que nosotros
hemos llamado correctud restringida (foda férmula demostrable es
légicamente vdlida), resulté muy sencilla y habia sido probada para

| Cf. Begriffsschrift en [Heijenoort] paginas 1-82.
! Cf. [Whitehead & Russell].
? Cf. [Hilbert & Ackermann].



los primeros sistemas®. La segunda condicién afin no tenia respuesta
general en 1928 como lo hicieron notar David Hilbert y Wilhelm
Ackermann en su libro’. Sin embargo, para el fragmento de la logica
proposicional la completud habia sido ya establecida
independientemente’ por Emil Post en 19217 y por Paul Bernays en
1926* Esto es, que toda tautologia es un teorema del célculo
proposicional de Principia Mathematica.

El teorema de Completud, probado por Godel, cf. [Godel
19291 v [Gadel 1930], asegura que las férmulas l6gicamente vélidas
coinciden con los teoremas formales del cilculo 16gico de Principia
Mathematica. El teorema generalizado (también probado por Godel)
afirma algo analogo para conjuntos numerables de férmulas en el
sentido de que para cualquier conjunto {numerable) de férmulas
sucede que: o a partir de él se derivan contradicciones en el calculo
o bien es satisfacible (es decir, tiene una interpretacion donde todas
las formulas son verdaderas). Henkin dio una prueba mas general y
clegante de este teorema en 1949 cf. [Henkin].

La prueba de la completud para la légica de primer orden la
dio por primera vez Godel en 1929 en su tesis doctoral’ y también la
presentd en un articulo en 1930'° cuyo teorema principal es el
siguiente: toda formula (I6gicamente) valida de la logica de primer
orden es demostrable."

Hay que hacer notar aqui que Gédel se refiere con
“demostrable” a “demostrable en un sistema axiomdtico
particular”,'* lo que remarca que la nocién de demostrable es
relativa a un sistema axiomético particular. Godel sigue a Hilbert y
Ackermann en el lenguaje formal y en la notacién, aunque el

* Esta propiedad, sencilla de probar, sélo requiere verificar que los axiomas son l6gicamente validos y que las
reglas de inferencia preservan validez légica. Los primeros sistemas ya la cumplian, sin embargo parece gue
esto se hizo explicito hasta 1928 en el fibro de Hilbert v Ackermann. Cf. [Hilbert & Ackermann].

* Cf. [Hilbert & Ackermann).

® Cf. [Dawson a] pagina 54.

? Cf. [Post).

¥ Bernays Paul, Axiomatische Untersuchung des Aussagen-Kalkitls der Principia Mathematica.
Mathematische Zeitschrift 25:305-320. 1926.

® On the completeness of the calculus of logic. Universidac de Viera. 1929,

'° The completeness of the axioms of the functional caleulus of logic { 1930)(translation by Stefan Bauer-
Mengelberg, approved by Kurt Gidel), Kurt Gde), Collected Works Vol. I, 1986.

' Corresponde a lo que nosotros hemos llamade completud restringida: hay un sistema axiomdtica $ para ¢l
cual toda formula Iogicamente valida de la légica de primer orden, es teorema format de S. (Cf. seccién 2.4,
capitulo dos).

" Esencialmente el sistema dado en (Whitehead & Russell] *1 v *10. pero con Ja simbolizacion de Hilbert y
Ackermann.



sistema axiomdtico que usa es esencialmente el de Principia
Mathematica.

Este famoso teorema aparece en su articulo'’ en dos formas
como sigue:

Teorema I: Toda formula (Iégicamente) valida de la légica de
primer orden es deducible.

Teorema II: Toda férmula de la logica de primer orden es o
refutable’ o satisfacible (en un dominio numerable).

Estas dos formulaciones son equivalentes y la equivalencia
entre ellas es inmediata sabiendo el significado de que una férmula
sea refutable, como que su negacion es demostrable, lo cual
nuevamente hace evidente que no es un concepto absoluto sino
relativo al sistema particular de que se trate. La prucba de la
equivalencia la damos a continuacion:

I =II. Sea ¢ una férmula de la logica de primer orden que no
es satisfacible, entonces (—@) es ldgicamente valida de donde por 1
es deducible, y asi @ es refutable.

I1=1. Sea ¢ una formula légicamente valida, entonces (—) es
no satisfacible y por II es refutable, es decir (—(—9)} es deducible.
De aqui por propiedades del sistema se sigue que @ es deducible.”

3.2 Diversas formulaciones de Correctud-Completud

A continuacion presentaremos un bosquejo de la prueba del
teorema II que es el que Godel demuestra, y otras versiones del
teorema de completud.

Teorema II: Toda formula es o refutable o satisfacible (en un
dominio numerable).

" Die Vollstindigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkiis, publicado en Monatshe fie fir
Mathematik und Physik 37, 349-360, (1930). E tiwlo se raduce usualmente come “La completud de los
axiomas del calculo ¥gico funcional”, Kurt Godel, Collected Works Vol.l. 1986, Jesis Mosterin traduce el
titulo como “La suficiencia de los axiomas del cilculo logico de primer orden”, Kurt Gadel, Obras
Completas, Alianza Editorial, 1981, cf [Mosterin].

" Que una férmula sea refurable, significa que su negacion sea demostrable o deducible (sin hipdtesis) en el
sistema. Esto es relativo al sisiema de que se trate.

" No es claro en el sistema que presenta Godel. que a su vez es el de “Principia Mathematize”, ¢dmo se
elimina la doble negacidn. pues no hay axiomas que involucren a la negacién. Sin embargo en Principia
Mathematica, 1a negacidn no es un simbelo primitivo sino definido y de la definicion se sigue la eliminacién
de la dobie negacion. Cf. [Whitehead & Russell].



DEFINICION. Una K-férmula es una formula en forma prenex“’
que ademas inicia con un cuantificador universal y termina con un
existencial. El grado de una k-formula es el nimero de alternancias
de bloques de cuantificadores universales y existenciales.

Teorema II1. Si cualquier K-formula es refutable o satisfacible,

entonces también lo es cualquier formula.

La razon de este resultado es que cualguier formula es 16gicamente

equivalente a una K-férmula.

Teorema IV. Si cualquier K-formula de grado n es refutable o

satisfacible, entonces también lo es cualquier K-formula de grado

ntl.

Teorema V. Cada K-formula de grado [ es refutable o satisfacible.
Como toda K-formula es de algiin grado n, (n>1) de los

teoremas V y IV se sigue por induccién matematica que toda K-

formula es refutable o satisfacible, y de aqui por el teorema III s¢

sigue que de hecho toda férmula es refutable o satisfacible.

La generalizacion del teorema Il para conjuntos numerables de
formulas, probada como teorema IX, afirma que:
Teorema IX. 7odo conjunto (numerable) de formulas de la légica
de primer orden o tiene un subconjunto finito cuya conjuncion es
refutable” o bien es satisfacible (en un dominio numerable).

El teorema que damos a continuacion es la primera version
conocida del teorema de Compacidad (para el caso numerabie):
Teorema X: Para que un conjunto infinito numerable de férmulas
sea satisfacible, es necesario y suficiente que cada subconjunto
finito suyo sea satisfacible.

Queremos sefialar que Gode! simplemente menciona'® (sin
probarlo) que el teorema IX se sigue inmediatamente del teorema X.
Tal vez para Godel la prueba de la completud extendida o
generalizada (teorema IX) a partir de completud restringida

' Una formula estd en forma prenex, si todos sus cuantficadores (si los hay) estan al principio de la formula.
Cf. seccidn 4.3 capitulo cuatro.

' |a conjunci6n de un conjunto finito de formulas es una formula,

1 Cf. [Gtidel a] pAgina 119, [Gadel b] pagina 32, [Gadel c] pagina 590.



(teorema II) usando compacidad (teorema X) era tan obvia que se
limito a enunciarla sin prueba. Sin embargo aunque Godel sélo
menciona el teorema X (Compacidad) es claro que la demostracion
de IX se sigue del teorema II y del X conjuntamente, como
mostramos a continuacion.

Prueba del Teorema IX: Sea ¥ un conjunto infinito
numerable de férmulas. Si X no es satisfacible, por el teorema X hay
un subconjunto finito suyo que no es satisfacible, entonces la
conjuncién de ese subconjunto finito no es satisfacible'® y por el
teorema I, la conjuncion de ese subconjunto finito es refutable. 0O

Pudiera pensarse que en su disertacion doctoral de 1929,
Godel presenta ¢l teorema de compacidad, pero esto no es asi.
Aunque ya presenta el teorema IX, sélo da un bosquejo de su
prueba, donde comenta que “...la prueba es completamente
andloga a la dada para formulas” es decir, a la del teorema I1.

Este teorema’ IX resulta ser equivalente al teorema de
Henkin®®, para el caso numerable, suponiendo que el sistema
axiomatico en cuestion cumple algunas propiedades basicas que
mencionaremos mas adelante. Este teorema que Henkin prueba
hasta 1949, afirma lo siguiente:

Teorema de Henkin. Todo conjunto X de formulas de la
légica de primer orden que sea consistente,” es satisfacible.

Esta version se cumple para todo conjunto £ de cualquier
cardinalidad. Para ver claramente la equivalencia con el teorema IX
(para el caso numerable), basta mostrar la siguiente proposicion mas
general que ofrecemos a continuacién, para cualquier conjunto I
numerable o més que numerable.

Proposicion. Sea T un conjunto de férmulas de la légica de primer
orden y sea § un sistema axiomdtico que cumple: MTD, MP, los
teoremas: | (9—Y)—>(—y—>—9) (contraposicion), y | —~(xA—x)
(no contradiccién), asi como las reglas de inferencia: de a y P

obtener (wAP) (conjuncion), y de (aAP) obtener a y obtener B
(separacion). Entonces:

"% por ¢l criterio de verdad de la conjuncién.
* Cf. [Henkin].
2! Esta propiedad, de consistencia de conjuntos de formulas, es relativa al sistema de que se trate.
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2 es s-inconsistente siy sélo si hay un 'S X, I finito, tal que la
conjuncion de I'** es refutable (en ).

Prueba: sea S un sistema axiomatico que cumple las hipotesis.
Sea Z un conjunto de formulas.

=) Supongamos que I es s-inconsistente.

(1) X es s-inconsistente suposicién
(2) Hay una férmula o tal que X f, (cA—cx) definicion
(3) Hay un subconjunto finito I' de férmulas de Z tal que

I' F(aA—o) Lema Finitud®
(4) AT}y, paratoday€ ={y,,...,yn}* separacion
(5) AT fs(aA—a) corte” (3), (4)
(6) kAT = (aA—0)] MTD
(7} ke [AT = (aA—0)}= [~(aA—c)>—(AT)]  contraposicién
(8)  s[—~(atA—o)—=>—(AD)] MP (6), (7)
9k —(aA—o) teorema de S
(10) k—(AT) MP (9), (8)

(11) La conjuncién de I es refutable en .

<) Supongamos ahora que hay un '<Z, I" finito, tal que

(1) Laconjuncion de I es refutable en § suposicion

2) k~(AD) definicion”’
(3) Zh~(AT) monotonia®
4) Zk(AD conjuncioén n veces (I’ € X)
(5) Zes s-inconsistente 0

2 Si I={¥i... Yn}, enlonces “la confuncidn de [, denotada AT, es ta formula (y,A... AY,).
¥ Lema de Finitud, <f. seccién 2.3 capitulo dos.

2 8i [={¥1,-...Ya}, entonces “la conjuncion de ™", denotada AT, es (¥,A... AY,).
2 propiedad sintéctica b), ¢f. seccion 2.3 del capitulo dos.
[ es subconjunto finito de £.

Toonde T ={yy, ..., 1.} E Ey AP=(y,A... AYa).
B propiedad sintactica a), cf. seccién 2.3 capitulo dos.



Esta proposicidn nos estd demostrando que la nocién sintactica
de s-inconsistencia y la propiedad sintictica de “fener un
subconjunto finito cuya conjuncion es s-refutable”, son equivalentes
para cualquier sistema axiomatico S que cumpla las hipotesis.

Asi pues, usando la proposicién anterior, en la generalizacién
de Godel (teorema IX) y usando que el sistema § cumple las
hipétesis, podemos sustituir la expresion “L  tiene un subconjunto
finito cuya conjuncion es s-refutable”, por la expresién “Z es s-
inconsistente” y resulta claramente equivalente al teorema de
Henkin en el caso numerable.

Como hemos visto, hay dos versiones diferentes del teorema
de Correctud-Completud®, una restringida o débil como en las
formulaciones equivalentes de los teoremas [ y II de Gdédel y
nuestra formulacién de Correctud y Completud restringida de la
seccidn 2.4 (capitulo dos), y una version generalizada, fuerte o
extendida como en las formulaciones equivalentes del teorema IX
de Godel, la del teorema de Henkin y nuestra formulacién de
Correctud y Completud extendida de la seccion 2.4, George Boolos
se refiere a esta distincion de la siguiente manera®: “Puede hacerse
una distincién entre dos tipos de teorema de completud que pueden
probarse acerca de sistemas 10gicos: entre teoremas de completud
débil y fuerte. Un teorema de completud débil muestra que un
enunciado es demostrable si es valido; un teorema fuerte, que un
enunciado ¢s demostrable a partir de un conjunto de enunciados si
es una consecuencia légica del conjunto”.’’

Boolos hace referencia a la equivalencia entre la version
mencionada de completud extendida o fuerte y la version del
teorema IX generalizado de Gédel, sin mencionar explicitamente
esta version ni considerar su restrlccmn al caso numerable, sino para
cualquier conjunto de enunciados’’; “La completud fuerte de la
légica puede expresarse como: un conjunto de enunciados es
satisfacible si carece de una refutacion. (Una refutacién de un

¥ Aunque muchas veces no se hace explicita la correctud, nosotros generalmente sf tratamos juntasala
correctud y la completud.
3 Nuestra traduccién.
1 ¢f. [Boolos) pagina 52.
32 Nuestra traduccién,
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conjunto de enunciados es una prueba de la negacién de una
conjuncion (finita)*’ de elementos del conjunto).”™*

Si consideramos las dos versiones, la relacién entre ellas, para
cualquier sistema axiomatico, es la siguiente:

i) Corr-Compl. Ext. = Corr-Compl. Restr.
it) Corr-Compl. Restr +MP+MTD+Compacidad = Corr-Compl Ext.

La Correctud-Completud Extendida implica trivialmente la
Correctud-Completud Restringida, pues ésta altima corresponde al
caso particular £ = & de la primera. Por otro lado, la Correctud-
Completud Restringida junto con MP y MTD en el sistema y junto
con el teorema de Compacidad, implican Correctud-Completud
Extendida. La prueba de esta implicacion metaldgica puede verse en
[Amor] pagina 106.

Como se ha mencionado anteriormente, nosotros
consideramos que en las formulaciones del teorema de Correctud-
Completud es fundamental considerar la relatividad a un sistema
axiomatico, cosa que no se hace usualmente. Nuestra concepcién
pues, sobre todo desde nuestro punto de vista metalogico es la de
resaltar en la afirmacion del teorema, la existencia de un sistema
axiomatico relative al cual se cumplen las propiedades de correctud
y completud extendidas. Asi pues, consideramos las siguientes dos
formulaciones equivalentes del teorema en forma extendida.

Teorema de Correctud-Completud Extendido (Formulacién 1)
Existe un sistema formal § tal que para cualquier ZU{a} conjunto
de enunciados:

TFa siysblosi Zfsa

Teorema de Correctud-Completud Extendido (Formulacién 2)
Existe un sistema formal .S tal que:

i) Para todos o y B enunciados, a, (a—f) B (MP en §).

% paréntesis nuestro.
M Ct [Boolos} pagina 52,
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ii) Para todos B y y enunciados, fs (B — (—f —Y)) (Contradiccion
implica trivialidad en §).
iii) Para todo o enunciado, | [(—~a¢ — o) > o] (Consequentia
Mirabilis en §).
1v) Para todo I"'U{a, B} conjunto de enunciados,

si [,afsp entonces T'ls(a—>p) (MTD enS).
v) Para cualquier £ conjunto de enunciados,

¥ es s-consistente siy sélo si X es satisfactible.

Obsérvese que ¢l inciso v) de la formulacién 2 es el teorema
de Henkin junto con la afirmacion inversa. Hay que hacer notar que
para tener la equivalencia de las dos formulaciones, son necesarias
las propiedades i) a iv) de la formulacién 2. (Para una prueba de la
equivalencia de las dos formulaciones véase [Amor] paginas 118-
119).

3.3 ;Qué entendemos por una prueba de tipo semantico del
teorema de Correctud-Completud Extendido, a partir de
Compacidad?

Una prueba de tipo seméntico del teorema de Correctud-
Completud Extendido a partir de Compacidad, consiste en definir
un sistema axiomatico® W vy sin trabajar dentro de él, sino usando
solo sus propiedades basicas y conceptos y resultados semanticos
basados en el teorema de Compacidad, probar de modo breve, que
para cualquier conjunto de férmulas X y para cualquier férmula ¢,
ese sistema W satisface:

> }:(p si y sélo si ‘E|—W(p

Una respuesta parcial a este problema, con el enfoque que
buscamos, fue dada por Jerome Malitz en 1979, respecto a lo que
nosotros llamamos el teorema de Correctud-Completud Restringido.
(cf. [Malitz], pagina 188). Se muestra ahi la existencia de un sistema
axiomatico S, definido usando conceptos semanticos y se prueba
semanticamente que para cualquier formula ¢ se cumple:

3 Cf. seccidn 2.3, capitulo dos.
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Fso siysélosi ko

La parte “solo si” (=) se prueba por induccién sobre la
longitud de la prueba formal, pues los axiomas del sistema son
légicamente vélidos y las reglas de inferencia de S preservan
validez l6gica.

La prueba de la parte “si” (<) depende directamente de la
forma “ad hoc” en que se definen los axiomas y las reglas de
inferencia de S, del teorema de Compacidad y de los teoremas de
Skolem y de Herbrand (cf. sec.4.3 cap.4) este nltimo probado a
partir del teorema de Compacidad.

Una pregunta que surge naturalmente de lo anterior, es si se
puede demostrar semanticamente en este sentido la completud
extendida. Resolver esta pregunta no resulta tan ficil como
simplemente extender el sistema de Malitz, como se verd a
continuacion.

Madificando el sistema § de Malitz, en uno nuevo §’
(agregando Modus Ponens como nueva regla), hemos probado que
para cualquier conjunto de formulas Z y para cualquier formula ¢:

Z ko implica Z}so

Es decir, tenemos la completud extendida de §’, Esta prueba es de
tipo seméntico ampliando la prueba de Malitz, usando el teorema de
Compacidad y la propiedad de finitud de las derivaciones formales
(cf. [Amor] paginas 112-113).

Sin embargo estos sistemas Sy 8, no cumplen correctud extendida!
Es decir, hay un conjunto £ y una férmula ¢ tales que:

Zle@ pero I o

Ademas, en estos sistemas tampoco se cumple el Metateorema de la
Deduccion; es decir, hay férmulas a y P tales que:

I',a|—SsB pero [ s (a—f).
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Para ejemplificar estos dos hechos negativos, considérense:
Z={P(c)}, ¢=YxP(x), ['=O, a=P(c), B=VxP{X).

Entonces P(c) }»S-VxP(x) ya que FNSV(V¥xP(x))=P(c) y la regla
de Skolem lleva de FNSV(¢) a ¢ para cualquier formula ¢. Pero

claramente P{c) B VxP(x)!

Por otro lado  P(c) }s'VxP(x) pero  #s{P(c)>VxP(x)) por la
correctud restringida de §’ ya que (P(c)—>V¥xP(x)) no es férmula
logicamente valida, Para mas detalles véase la seccién 5.2 del
capitulo cinco (o bien cf. [Amor] paginas 112-113).

La explicacidn que nosotros damos de por qué este sistema §”,
que si bien es Completo en forma extendida tiene el grave defecto
de no ser Correcto en forma extendida (aan siéndolo en forma
restringida), involucra la caracterizacién seméntica de tipos de
reglas de inferencia segin la propiedad semadntica que preservan
(satisfacibilidad, verdad, validez 16gica) dada en el capitulo dos.*®

En este caso el sistema tiene una regla de inferencia (la que
llamamos regla de Skolem y que también es regla del sistema §
original de Malitz), que no es “buena™’ en el sentido de que al
aplicarla puede llevar de verdadero a falso en alguna interpretacion,
aunque lleva de formulas logicamente vdlidas a légicamente
validas®®, Es decir, preserva validez pero no verdad. Asi, el
comportamiento de esa regla es el que ocastona la falla de la
correctud extendida de esos sistemas, pues permite derivar formulas
a partir de hipotesis, que no son consecuencia légica de las
hipétesis.

Regresando al objetivo de nuestra investigacion, de obtener
una prueba seméantica de la existencia de un sistema correcto y
completo en forma extendida, la respuesta parcial o restringida de
los sistemas S y S’ ilustra el tipo de prucba que queremos, sin

3 Cf. seccién 2.2, capltulo dos.

3 Recordar que definimos que una regla de inferencia R es buena si y solo si al aplicar R a formutas
verdaderas siempre se obtiene una férmula verdadera. Cf. [Amor] paginas 100-101.

% Recordar que una regla que lleva de formulas |6gicamente validas a légicamente validas, la Hamamos
regular. Asi pues, SK es regla regular no buena,
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embargo no lo logra. Para lograrlo consideramos dos posibles
caminos, uno seria dar un sistema nuevo que en principio no
necesariamente tenga relacién con los sistemas § o S’ y el otro
camino seria corregir el defecto del sistema 8’ restringiendo o
limitando de alguna manera el uso de la mencionada regla de
Skolem (SK). En esta segunda opcion, la posibilidad de fijar
restricciones o limitaciones en la aplicacién de reglas de inferencia,
forma parte de nuestra definicién de derivacién formal en un
sistema axiomatico®. La intencién de esto, es que se obtengan como
derivaciones formales, unicamente las consecuencias légicas; es
decir, verdades a partir de verdades o que la regla sea “buena”. Pero
ademas es necesario desde luego, que dichas restricciones no
afecten a la completud extendida, de modo que el sistema con la
restriccion la siga cumpliendo.

Nuestro camino fue una variante del segundo; es decir,
propusimos un sistema que es una restriccién de § en el uso de la
regla de Skolem, pero que también es una extension de él con otra
regla, la regla de Modus Ponens. Sin embargo, como sabemos que
ninglin sistema va a cumplir correctud-completud extendida si no
cumple el metateorema de la deduccién, por los resultados
metal6gicos del capitulo dos,*® nuestro sistema tenfa que cumplirlo.
Esta fue la clave para encontrar el sistema que nosotros queriamos.

Este sistema lo daremos con detalle en el capitulo cinco y
probaremos su correctud y completud extendida con ayuda de
Compacidad. Esta es la contribucién matematica més importante de
esta tesis.

Conclusiones

Este capitulo lo dedicamos al teorema de Correctud-
Completud. En la primera seccién dimos un panorama histérico,
seguimos con la presentacién de diversas versiones y formulaciones
que se han dado de €|, particularmente las originales de Godel y la
de Henkin y las relaciones entre ellas, para terminar con nuestra
version del teorema en dos formulaciones equivalentes.

9 Cf. seccién 2.3 del capitulo dos.
0 ¢f Corolario 3, seccién 2.5 capltulo dos.
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De nuestra version destacamos que lo que afirma el teorema,
es la existencia de un sistema axiomdatico que cumple las
propiedades de correctud y completud extendida. Terminamos este
capitulo con una seccidn dedicada a explicar lo que entendemos por
una prueba de tipo semantico del teorema de Correctud-Completud
Extendido.
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CAPITULO CUATRO

4, EL TEOREMA DE COMPACIDAD
4.1 Historia

La teoria de Modelos clésica es la parte de la l6gica matemética
que estudia la relacidn entre los lenguajes formales y sus modelos, o
sea con las interpretaciones donde las férmulas son verdaderas.

Los teoremas bésicos de esta teoria, para los lenguajes de primer
orden con igualdad, son el teorema de Completud y el teorema de
Compacidad. Ambos teoremas son fundamentales para la teoria de
modelos, el de completud porque asegura la existencia de sistemas
axiomaticos (definidos sinticticamente) que son adecuados para la
semantica y €l de compacidad porque da un procedimiento tedrico
muy poderoso para la construccidon de modelos. Por su utilidad y
consecuencias, podriamos decir que ambos son igualmente valiosos ¢
importantes, y esta es una tesis de este trabajo, pues ya hemos hablado
de demostraciones de ambos con semejanzas estructurales y en el
capitulo cinco daremos una relacién de implicacién entre ambos. Sin
embargo son muy diferentes entre si, pues el primero de eilos
(completud) relaciona la seméntica con la sintaxis {(cf.cap.3) y el
segundo (compacidad) es puramente semantico.

El teorema de Compacidad asegura la existencia de un modelo
para cualquier conjunto infinito de enunciados cuyos subconjuntos
finitos posean un modelo. Esto significa poder garantizar la existencia
de un modelo para cualquier conjunto infinito de enunciados pidiendo
solamente que cada subconjunto finito suyo tenga un modelo.

46




La version mis general conocida actualmente se refiere a
conjuntos cualesquiera' de enunciados de un lenguaje de primer orden
con igualdad, donde el lenguaje puede ser finito o infinito de cualquier
cardinalidad. Es decir, el nimero de constantes, letras funcionales o
predicados puede ser cualquiera, finito o infinito de cualquier
cardinalidad.

En esta seccion presentaré la historia, poco conocida y a veces
imprecisa del teorema de Compacidad y su retacidon histdrica con el
teorema de Completud (cf. sec.3.1 cap.3).

La primera referencia que tenemos del teorema de Compacidad,
fue su presentaciéon y demostracién por primera vez por Kurt Godel
para lenguajes de primer orden numerables, en 1930.° Este poderoso
teorema, de interesantes aplicaciones en muchas éreas de la
matemitica, fue presentado como Teorema X y probado (para
lenguajes numerables) por primera vez por Gédel en el mismo articulo
de 1930, donde lo usé para probar la version generalizada de
Completud (cf. sec.3.2 cap.3). Lo repetimos a continuacion:

Teorema X: (Teorema de Compacidad)

Para que un conjunto infinito numerable de formulas sea
satisfacible, es necesario y suficiente que cada subconjunto
finito suyo sea satisfacible.

En la prueba de este teorema, Gadel se limita a conjuntos de K-
formulas de primer grado® (cf. sec.3.2 cap.3), pues aplicando los
procedimientos usados en la prueba de los teoremas HI y IV, a
formulas individuales, podemos especificar para cada conjunto de
férmulas % un conjunto £’ de K-formulas de primer grado, tal que la
satisfacibilidad de un subconjunto cualquiera de Z es equivalente con
la del correspondiente subconjunto de £°.

Después, a partir de un conjunto numerable de K-formulas de
grado 1 tal que todo subconjunto finito es satisfacible, define una
sucesion numerable de férmulas de la cual prueba que cada una es

' De cualquier cardinal, finito ¢ infinito, numerable 0 méis que numerable.
2 Teorema X en “The completeness of the axioms of the functional calkeulus of logic”, Godel, 1930, Cf.
;Godel a] pdginas 119-121, y [Gtdel b) paginas 32-33.

Definicién de K-formula; cf. sec. 3.2 cap.3.
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satisfacible. Finalmente por un argumento que usd en la prueba del
Teorema V,* concluye que el conjunto completo es satisfacible.

El teorema de Compacidad atrajo muy poco la atencion en esta
primera presentacion, donde como se ve, no fue probado como un
corolario del teorema de Completud como muchas veces se afirma,’
sino que es una prucba semdntica que usa métodos y resultados
parciales demostrados por Godel para su prueba del teorema de
completud, en el mismo articulo.” Van Heijenoort afirma en su
introduccién al articulo de 1930, que Gédel da una prueba semdntica
del teorema de Compacidad (cf. [Heijenoort] pagina 582).

Como ya hemos mencionado antes, (cf. secc.3.1, cap.3) Godel
demostré el teorema de completud como parte de su disertacion
doctoral en 19297 y lo publicé en un articulo de 1930 que coincide en
lo general con dicho trabajo.® No obstante, hay dos diferencias
importantes: la primera es que en el texto de 1930 Gdodel omitid la
introduccién al trabajo doctoral de 1929, en la que aborda la cuestién
de la resolubilidad de todo problema matematico y deja ver la
posibilidad de probar la ex1stenc1a de problemas irresolubles en un
sistema formal para la matematica.’ La segunda diferencia importante
es la presentacion del nuevo resultado puramente semantico que ahora
conocemos como teorema de compacidad (para el caso numerable).

Con este teorema y junto con el teorema de completud
restringido, prueba su versién generalizada de completud. John W.
Dawson en su libro Logical Dilemmas, se refieren en forma imprecisa
a este hecho del siguiente modo: “En el articulo publicado [de 1930]
el teorema de completud fue obtenido como una consecuencia de un
nuevo resultado ... [el] teorema de compacidad”.10 Goémez Torrente
hace una correccion del error mencionado, en una resefia del libro de
Dawson.'' La verdad es pues, que Gédel obtuvo primero completud
para férmulas (completud restringida) y después la generalizacion de

4 Cf. sec. 3.2 cap.3.
1Cf. [Enderton] pagina 139, [Manzano] pagina 178, [Mosterin] pagina !8.
% The completeness of the axioms of the functional caleulus of logic (La completud de los.axiomas de!
calculo légice funcional).
T Cf. [Godel 1929]
Y Cf. [Godel a), [Godel b] y [Godel ¢].
® En esa introduccitn se encuentran las primeras ideas de Gbdel sobre lo que serian sus famosos
resultados de incompletud de la aritmética, de 193 1. Para un amplio estudio sobre el tema cf. cap. 4 de
‘Torres].
® Cf. [Dawson a) pigina 58.
H ¢f [Gomez-Tomrente a} y [Gémez-Torrente b).
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completud para conjuntos (numerables) de férmulas, a partir de
compacidad y de completud para férmulas.

Asi pues, en vez de verlo como corolario, en ia presentacion de
Gddel su relacién con el teorema de completud (restringido) es que se
prueba con parte de la misma herramienta de la prueba de éste y luego -
se¢ usa junto con éste, para probar su version generalizada (cf.
(Feferman] paginas 119y 121).

Posteriormente el teorema fue presentado en forma ampliada a
lenguajes no numerables de cualquier cardinalidad, en 1936 y en
1941, por Anatolii Mal’cev."? Sin embargo consideramos que hay que
precisar algunos detalles sobre estas presentaciones. El articulo de
Mal’cev de 1936" empieza de la siguiente forma:

“Este articulo estd dedicado a generalizar dos teoremas, uno para
el calculo proposicional (CP)} y otro para la l6gica de predicados de
primer orden (LPPO)". El primer teorema se debe a Godel [46]" y
puede ser formulado como sigue: Para que un sistema contable de
férmulas del CP sea consistente'® es suficiente que toda parte finita
del sistema sea consistente.”

Como vemos, Mal’cev adjudica incorrectamente a Godel la
prueba de compacidad contable para el CP, pues es para la légica de
primer orden. Incluso la fecha de referencia (1936) est equivocada,
pues es 1930.

Este teorema lo generaliza para conjuntos de formulas del CP de
cualquier cardinal y lo enuncia, como sigue:

Teorema 1. Para que un conjunto S de férmulas del Célculo
Proposicional sea consistente (e.d satisfacible), es necesario y
suficiente que todo subconjunto finito de S sea consistente (e.d
satisfacible) (cf. [Mal’cev] paginas 1-4).

¥ Mal'cev A. I. The metamathematics of algebraic systems: collected papers, 1936-1967. North Holland,
371,

** El articulo original es: Untersuchungen aus dem Gebiete der mathematischen Logik, Rec,Math, N.S.1,
323-336, Y aparece coma: [nvestigations in the realm of Mathematical Logic, en [Mal'cev] paginas 1-14.
** Con este segundo teoreme, al que se refiere Mal’cev ¢s a un teorema de T, Skolem sobre extensiones
de modelos.

'* La referencia [46] de Mal'cev se refiere a: “K. Gudel, Die Vollstandigkeit der Axiome des logischen
Funktionenkalkifs, Monatshefte fir Mathematik und Physik 37, 349-360, {1936)"(sic).

" Su definicién de “consistente” es, “satisfacible en el sentido seméntico de la légica proposicional”,
pues define textualments; “S es consisrente si y s6lo si es posible asignar valores de verdad, Vo F, a
todas las proposiciones elementales » partir de las cuales se construyen las formulas en S, de modo que
cada férmula en S tenga el valor V de acuerdo a las reglas del CP”,
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En este mismo articulo de 1936, Mal’cev considera también
conjuntos no numerables de enunciados de la logica de predicados de
primer orden pero no formula explicitamente para esos enunciados, €l
teorema general de Compacidad o teorema Local general como €l le
llama, sin embargo propone para cada conjunto S de férmulas de la
légica de predicados de primer orden (LPPO), un conjunto de ciertas
férmulas asociadas de la l6gica proposicional (CP) equivalente 2 S en
el sentido de satisfacibilidad, es decir, el primero es satisfacible si y
s6lo si el segundo lo es (cf. [Mal’cev] paginas 7-9) y con un pie de
pagina termina diciendo: “El lector sagaz puede notar que esta
construccién, junto con el Teorema 1 (compacidad para la logica
proposicional), lleva al analogo del Teorema 1 para la LPPO
(compacidad para la légica de predicados de primer orden)”. Este
teorema, llamado teorema de compacidad o teorema local general
para la LPPO es citado por Mal’cev pero sélo posteriormente, en el
articulo de 1941 como teorema bésico:

Teorema Basico (Compacidad o teorema Local para la LPPO)
Si toda parte finita de un conjunto infinito de formulas de la LPPQ es
consistente,'” entonces el conjunto completo es consistente.®

Autores posteriores como Henkin y Mostowski, han comentado
acerca del descuido en la escritura de los articulos de Mal’cev y han
puesto en duda la correctud de la prueba de Mal’cev. Por ejemplo, cito
un comentario de una resefia de Henkin y Mostowski:'®

-En el articulo de Mal’cev de 1941 encontramos la primera
formulacién del “Teorema Local general” y la primera de sus
aplicaciones a problemas de algebra. Sin embargo, para una prueba
(asi como para una formulacidén precisa) del teorema, el autor se
refiere a su articulo de 1936, ... los presentes revisores no han podido
encontrar ninguna formulacidn del “Teorema Local general” en dicho
articulo, y ya que la prueba de ahi adolece de ciertos huecos, el lector
que busque una prueba satisfactoria de este teorema debe remitirse a
las pruebas mas recientes de Henkin y A. Robinson, cada uno de los
cuales deduce el “Teorema Local general” del teorema de Completud

1" Recordar que para Mal'cev su definicién de “censistente™ es “satisfacible en el sentido seméntico”.
(Notese que en este caso, es para la logica de predicados de primer orden),

'* En un pie de pégina, ¢! autor se refiere a una formulacién precisa y a una prueba de este teorema, en el
articulo de 1936. Sin embargo, aparentemente esta formulacién de 1941 es Ia primera formulacion de
este resuliado, aunque el argumento y la formulacién esencial pueden ser discernidos del articulo previo
de 1936.

' Cf. [Henkin & Mostowski].
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(extendido) para sistemas de légica de primer orden en lenguajes no
numerables-.

El trabajo de aplicaciones del teorema, que hicieron Mal’cev y
Tarski en dlgebra y otras 4reas de matemdticas y posteriormente el
desarrollo del analisis no estandar de A. Robinson, le dieron cada vez
mas relevancia al teorema de Compacidad.

La importancia del teorema de Compacidad permanecié sin
reconocimiento por muchos afios después de su presentacion por
Godel en 1930. Incluso mucho tiempo después siguid siendo
considerado sélo como un corolario del teorema de Correctud-
Completud. La razén de este desdén pudo deberse a su caricter
puramente semdntico. Las circunstancias de esa indiferencia se
exploran en [Dawson a].2 Incluso en autores como A. Robinson en
publicaciones previas a 1955, las aplicaciones de Compacidad se
obtienen a través de lo que Dawson ilama “la desviacion sintéctica™ a
través del teorema de completud extendido de Gédel.?! Dawson llama
“la desviacion sintactica®, al fenémeno de recurrir a métodos
sintacticos en aplicaciones de Compacidad, cosa que se repite a
menudo en esa época y aun posteriormente, por el rechazo a aplicar
compacidad directamente debido a un preiiuicio entre algunos 16gicos,
contra el uso de argumentos semanticos. >

El teorema de compacidad tiene bellas y utiles consecuencias y
aplicaciones como lo son por ejemplo, el teorema de Lowenheim
Skolem”, la existencia de modelos no estandar para los numeros
naturales, la justificacion de la existencia de los infinitesimales del
analisis no estandar®* y el teorema de los cuatro colores para mapas
infinitos.”’

El teorema de Compacidad es llamado algunas veces teorema de
Finitud”® o teorema Local,”’ pero mds frecuentemente es llamado

0 ¢t {Dawson a] pagina 58§ y nota [136] en pagina 280.

¥ ¢f. {Dawson b) pagina 24.

2 ¢ {Dawson b] pagina 22,

 Este teorema asegura que cualquier conjunio de enunciados que tiene un modelo infinito, tiene un
modelo infinito de cualquier cardinalidad mayor ¢ igual que el cardinal del lenguaje.

H Existencia de una extension del sistema de los nimeros reales en la que estdn incluidos los niimeros
infinitesimales, lo que los reivindicd come reaimente existentes y aclard las propiedades de estos nimeros
Zsa tratados desde la obra de Leibniz v Newton.

El teorema de los cuatro colores para mapas finitos, asegura que: para colorear cualquier mapa con un
niamero finito de paises, de modo que paises con frontera comun sean coloreados con colores distintos,
bastan cuatro colores. El teorema de Compacidad generaliza este teorema pata mapas con un nmero
infinito de paises.
¥ En {Heijenoort] pagina 582.



teorema de Compacidad. Ciertamente tiene mucho mas sentido
llamarlo teorema de finitud, pero el nombre de compacidad se debe a
que este teorema es equivalente a la afirmacién de que cierto espacio
topolégico asociado a ciertos conjuntos de férmulas del lenguaje, es
compacto en sentido topoldgico.?®

Si L es un lenguaje de primer orden, tal espacio topol(')gico
conocido como “Espaczo de Stone” para L, es un espacio (S, 1)
definido gor Keisler,”” sobre el conjunto S de todas las teorias
completas™ en el lenguaje L y 1 es la topologia cuyos cerrados basicos

son los conjuntos [p]={pES/pEp} (de todas las teorias de S que
tienen a una férmula de L), es decir ¢l conjunto de todos los cerrados
basicos es el conjunto {[@l/p es férmula de L}.3 :

TEOREMA Sea L un lenguaje de primer orden con igualdad.
Entonces:
El teorema de Compacidad para L es equivalente a que el espacio de
Stone (S, 1) para L, sea compacto.

Ademas este espacio topoldgico resulta ser de Hausdorff y

totalmente inconexo. Esta prueba puede verse con detalle en [Amor]
paginas 37-42.

4.2 Pruebas y aplicaciones.

Hay dos diferentes formas y muchas diferentes pruebas del
teorema de Compacidad.

Teorema de Compacidad (Godel-Mal’cev) Primera forma.
Sea 2’ un conjunto de formulas de un lenguaje de primer orden

con igualdad. Si para cada subconjunto finito I’ €%, hay un modelo de

todas las formulas de I, entonces hay un modelo de todas las
Jformulas de Z.

¥ En [Mal'cev] paginas 14 y 16.

 Un espacio topoldgico es compacto si toda coleccidn de subconjuntos abiertos cuya unidn contiene al

espacio, tiene una subcoleccion finita cuya unién también contiene al espacio.

¥ of [Keisler] péginas $9-6.

% Una reorfa completa es un conjunto de enunciados tal que para cualquier enunciado del lenguae, o el
*enunciado le pertenece o le pertenece su negacién.

¥ CF. [Amor] paginas 37-42.
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Teorema de Compacidad Segunda forma.
Si ZUfp} es un conjunto de formulas de un lenguaje de primer

orden con igualdad y Xi=p, entonces hay un subconjunto finito 'S,
tal que I'k=p.

Estas dos formas son equivalentes y la prueba de la equivalencia
la damos a continuacion.

La primera implica la contrapuesta de la segunda: suponemos la
primera forma. Sea TU{p} un conjunto de férmulas y suponemos

ademds que para todo subconjunto finito TSZ, F'#¢ (es decir TU{—p}
tiene un modelo y por lo tanto I' también). De aqui se sigue que todo
subconjunto finito de TU{-@} tiene un modelo. Entonces por la
primera forma, ZU{—¢} tiene un modelo, de donde se sigue que no

todo modelo de T es modelo de o; es decir, Zit .
La contrapuesta de la segunda implica la primera: suponemos la
contrapuesta de la segunda. Sea X tal que para cada subconjunto finito

I'€Z, hay un modelo de I, entonces para cada subconjunto finito

e, TEIx(x+x), pues Ix(x#x) no es verdad en ese modelo de I (ni
en ninguna interpretacién). Entonces por la contrapuesta de la segunda

forma, ZXw:3Ix(x#x), de donde hay un modelo para £ (que no es
modelo de Ix(x*x)). 0

En la seccidn anterior vimos cémo fueron las primeras pruebas
del teorema de Compacidad. Actualmente se prueba en forma muy
general y elegante, siguiendo la idea semantica correspondiente a la
idea sintctica de la prueba de Henkin®, 0 bien como corolario del
teorema de Completud extendido.”

Henkin dio en 1949 una prucba del teorema de Completud
generalizado o extendido, que exhibe un sistema axiomatico respecto
al cual asegura que tode conjunto consistente de enunciados es
satisfacible.” Henkin empieza con un conjunto consistente de
férmulas arbitrario, lo agranda consistentemente por medio de ciertos

¥ of. [Malitz) paginas 162-165 y [Amor] piginas 28-36
3 Cf. [Enderton] pagina 138y [Manzano] pagina 131.
3 Cf sec. 3.1 y 3.2 del capftulo tres.
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axiomas, eliminando las férmulas existenciales en favor de instancias
de sustitucién con constantes preasignadas como “testigos” de los
existenciales. Entonces extiende el conjunto por un método de
Lindenbaum hasta un conjunto maximal consistente®, para el cual es
més facil construir un modelo. La demostracion usa solamente
propiedades generales de la relacién de prueba formal, por lo que es
casi independiente del sistema formal; ademas, el argumento es del
mismo tipo en €l caso de que ¢l conjunto inicial de férmulas sea no
numerable, mientras que la prueba de Godel no se extiende a este
€aso.

Es importante mencionar que como las propiedades seménticas
generales son andlogas a las propiedades de la relacion de prueba
formal en sistemas adecuados, el argumento general de Henkin
también se puede aplicar “semanticamente”, sustituyendo la propiedad
sintactica “sconsistencia” para los conjuntos de férmulas, por la
propiedad semantica “fodo subconjunto finito suyo tiene modelo”,
para los correspondientes conjuntos de férmulas. Asi pues, se puede
dar una prueba del teorema correspondiente, que es el de Compacidad
después de esta sustitucién, y resulta de estructura semejante a la
prueba de Completud, pero totalmente semdntica, sin apelar a ningin
sistema axiomatico y aplicable también al caso no numerable.

Otras pruebas de Compacidad, independientes de Completud y
de tipo algebraico son las basadas en ultrafiltros,’® donde a partir de
los modelos de los subconjuntos finitos, que existen por hipdtesis, se
hace una construccién llamada el ultraproducto de los modelos
modulo un witrafiltro, y esta construccién resulta ser un modelo del
conjunto total infinito de enunciados. Una prueba muy diferente ¢
interesante es la de Jon Barwise (cf. [Barwise] paginas 26-33) que
prueba primero el teorema de compacidad para la logica proposicional
y luego un Lema de Reduccion de la 1dgica de primer orden a la légica
proposicional, por medio del cual puede reducir compacidad para la
légica de primer orden a compacidad proposicional y regresar a la
légica de primer orden. Esta idea parece ser muy semejante a la
esbozada en la prueba de Mal’cev de 1936, s6lo que esta ultima no
tiene ni el rigor ni la claridad de la prueba de Barwise.

¥ {In conjunto maximal consistente es un onjunto consistente que no puede estar contenido propiamente
en ningun otro conjunto consistente,
% Cf. [Bell & Slomson].
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4.3 Los teoremas de Skolem y de Herbrand.

Para la prueba de tipo semadntico del teorema de Completud que
nosotros queremos dar, usando el teorema de Compacidad,
necesitamos algunos otros resultados semanticos. El objetivo de esta
ultima parte de este capitulo es presentar esos resultados.

Asi pues, en esta seccion veremos un teorema de Skolem sobre
ciertas formas normales y el teorema de Herbrand. El teorema que
llamamos aqui “teorema de Skolem”, no debe confundirse con el
famoso teorema de Skolem sobre existencia de modelos numerables
para teorias. Es un resultado referente a formas especiales de formulas
asociadas a cada formula, las llamadas formas normales de validez. La
relacién entre una férmula y su forma normal de validez asociada, es
una relacién estrictamente mas débil que la de equivalencia logica,
pero suficientemente Gtil para que exista entre ellas una
“equivalencia” al nivel de validez logica. Asi pues, se cumple que una
formula es 16gicamente valida si y sélo si su correspondiente forma de
validez también lo es.

En lo que sigue haremos precisas estas ideas y daremos los
elementos necesarios para poder enunciar los dos teoremas
mencionados.

Formas Normales de Skolem de Validez.
Cualquier férmula ¢ se puede transformar mediante un algoritmo
a su “Forma Normal de Skolem de Validez”, denotada FNSV(o). La

FNSV(¢) es siempre de la forma (3x,...3xy y) donde y es una
formula sin cuantificadores y xy,...,X, son todas las variables (libres)37
de y.

Ejemplos:

FNSV(3y VxQ(x,y)) = IyQ(&y).y)

FNSV(Vx3yQ(x,y)) = yQ(c,y)
FNSV(VXP(x)) =P(c)

7 Obsérvese que las variables de y, donde y no tiene cuantificadores. son necesatiamente libres.
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Otra forma normal asociada a cualquier férmula es la Forma
Normal de Skolem de Satisfaccion, denotada FNSS(9) y que resulta
de un proceso algoritmico consistente en lo siguiente: introduccion de
negaciones mediante las leyes logicas de la negacidn, seguida del
renombre de las variables repetidas en cuantificaciones diferentes (si
las hay), luego pasar a la Forma Normal Prenex (FNP)®, y finalmente
a la eliminacién de izquierda a derecha de los cuantificadores
existenciales por “testigos” que son constantes o funciones de
Skolem®®. Este proceso es mejor conocido como “Skolemizacion”. La

FNSS(9) es siempre de la forma (Vx,...Vxy), donde v es una
férmula sin cuantificadores, con variables (libres) x,,..., xi. Hay que
hacer notar que aunque los procesos anteriores hasta el de prenexacién
generan ' férmulas logicamente equivalentes, el proceso de
skolemizacién no cumple esto, por lo que una férmula y su Forma
Normal de Skolem de Satisfaccion no son légicamente equivalentes.
Sin embargo cumplen una relacién que, aunque mas débil, es muy util
y le podriamos llamar “equisatisfacibilidad logica™; es decir, una es
satisfacible si y solo si la otra es satisfacible.

Ejemplos:
FNSS(Vydx—~Q(x,y)) =V y-Q(f(y).y)
FNSS(Ix~P(x)) = -P(c)
La relacién entre las dos formas normales mencionadas es la

siguiente:
FNSV(g) = FNP[~(FNSS(-))]

Asi pues, para obtener FNSV(g) a partir de ¢, el procedimiento
(indicando abreviaturas para cada paso) es el siguiente: negar ¢ (neg-
@), obtener la Forma Normal de Skolem de Satisfaccién de -¢
FNSS(~¢), para lo cual el proceso es: introducir negaciones (—intro),
renombrar variables repetidas (renom-var), prenexar’' todos los

” Forma de férmula en la cual todos sus cuantificadores (si los hay) estan al principio de la férmula,

% Estas funciones {llamadas “de Skolem™) dependen de las variables de los cuentificadores universales
anteriores al cuantificador existencial que se estd eliminando. En caso de no haber cuantificadores
universales anteriores, |a sustitucidr es por una constante (llamada “de Skolent™).

*0 Para més detalles y ejernplos de estas formas normales ¢f. [Amor) pigina 71-88,

*! Transformar a 1a forma normal prenex.
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cuantificadores (prenex-cuant)*’, skolemizar (skol-3var/fsk) donde
var es la variable existencial y fsk es una constante o funcion de
Skolem. Asi obtenemos FNSS(-¢). Continuamos con: negar la
FNSS(~¢) anterior y obtener su forma Prenex, que en ese caso
equivale a sélo introducir la negacién (—intro). Asi obtenemos
FNSV(g).

Las equivalencias logicas las denotamos con “=”. Hay que
recordar que los pasos de skolemizacion, a diferencia de los demds, no
preservan equivalencia l6gica. Como ilustracién daremos un ejemplo
del algoritmo para obtener la FNSV(p) a particr de ¢ con las
abreviaturas indicadas:

o= [FyVxP(xy) A~3z¥xV¥y Qzxfy)]

—¢= {3y Vx P(x,y) A-FzVxVy Q(z,x,y))] neg-@
= Vy3dx ~P(x,y) VIzVxVy Q(z,x,f(y)) =intro
= Vv3aw -P(w,v) vIzVxVy Q(z,x,y)) renom-var
= VszVxVyE!w[-'P(w,'v) V Q(z,%,f(v))] prenex-cuant

FNP(=)=Vv3zVxVyIw[-P(w,v) V Q(zx,f(y))]

Sk\=VvVxVyIw[-P(w,v) vV Q(v),x,f{¥))] skol-3z/g(v)

Sk,=V vV x Vy[-P(h(v,x,¥),v)VQ(g(v),x,f(¥y)] skol-Iw/h{v,x,y)
FNSS(=9)) =V vVxVy[-P(h(v,x,y),v)V Q(g(v).x,{(y))]

=FNSS(=9)) ==[VvVxVy[-P(h(v,x,y),v)VQ(g(v).x,f(y))]] neg
FNP(=FNSS(—¢))=3v3xIy[P(h{v,x,y),v)A~Q(g(v),x,f(y))] -intro

FNSV(@)=3dvIx3y[P(h(v,x,y),v)A=Q(g(v),x.f(y))]

Presentaremos enseguida los teoremas semanticos de Skolem y
de Herbrand, los cuales involucran formas normales de Skolem de
validez y hacen explicitas algunas de las propiedades semanticas ya
mencionadas, para estos tipos de formas de férmulas.

La FNSV de una férmula tiene la propiedad de que es implicada
légicamente por la formula; es decir, es verdadera siempre que la
formula o sea. Sin embargo el inverso no se cumple pues no son

*2 Hasta aqul, todas las formulas generadas son légicamente equivalentes entre si.
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légicamente equivalentes; es decir, puede ser que la FNSV de una
formula sea verdadera pero que la formula sea falsa.

Una relacibn mas débil que cumplen una férmula y su
correspondiente FNSV es que una es logicamente vélida si y solo si la
otra lo es. Dicho de otro modo, o las dos son ldgicamente validas o
ninguna de las dos lo es. Esto aclara por qué la regla de inferencia SK:
FNSV(p)/¢, presentada como un ejemplo de regla de inferencia en la
seccidn 2.2 del capitulo dos no es buena; es decir, no necesariamente
lleva de verdad a verdad. Sin embargo si es regular; es decir, lieva
necesariamente de validez légica a validez légica. En la seccién 5.2
del capitulo cinco hablaremos mas de esta regla SK.

Las propiedades que acabamos de explicar estan resumidas en el
teorema de Skolem.

TEOREMA DE SKOLEM*

1) Para cualquier formula ¢: =[p—FNSV(¢)]

II} No para toda férmula ¢ =[FNSV(p)—0]

I1I) Para cualquier formula ¢: Si =FNSV(p) entonces k=g

Es facil ver que una consecuencia inmediata de 1) es la siguiente:

IV) Para cualquier formula ¢: Si ¢ entonces =FNSV(p)
Obsérvese que de las propiedades IIl y IV se sigue la
equivalencia anunciada entre la validez l6gica de ¢ y la validez l6gica

de FNSV (o).

Llamamos instancia de sustitucién de una férmula al resultado
de reemplazar todas las presencias de variables libres de la formula,
por términos. Si los términos que sustituyen a las presencias libres de
variables, son términos sin variables,“ la instancia de sustitucion se
llama cerrada.

Veamos ahora el importante teorema de Herbrand, que relaciona
la validez 16gica de una formula existencial pura®, con las instancias

1 Cf. [Amor] pdginas 85-86.

4 A los términos sin variables les llamamos términos cerrados. Son las constantes, las funciones
aP!icadas a constantes, las funciones aplicadas a funcicnes aplicadas a constantes, etcétera.

¥ Una formula existencial pura es una férmula en forma prenex que no tiene cuantificadores universales,
por ejemplo, la FNSV de alguna formula,
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cerradas de sustitucion de la matriz de la formula. Es importante
mencionar que una instancia cerrada de sustitucion de una formula sin
cuantificadores, es un enunciado sin cuantificadores y para los
enunciados sin cuantificadores es efectivamente decidible si son
logicamente validos o no, al igual que si son satisfacibles o no. Esto
debe ser claro pues los enunciados sin cuantificadores son formas
proposicionales, también llamadas férmulas boolearas, para las cuales
la 16gica proposicional tiene métodos de decision muy conocidos.

TEOREMA DE HERBRAND (Jaques Herbrand, 1928)
Si  es una formula sin cuantificadores y con variables x,,...,x
entonces:

E=(3x;...3x) si y sélo si hay una sucesion finita ...y, de
instancias cerradas de sustitucion de vy, tal que =V V... V,).

La prueba de este teorema estd basada en el teorema de
Compacidad (cf. [Amor] paginas 88-90). Para ilustrarlo veamos un
ejemplo de aplicacién del Teorema de Herbrand.

Sea @=3dy3w[-P(c,y)VP(w,f(y))]. Sabemos que ¢ es una
formula l6gicamente valida, es decir  =¢.*
Los simbelos no ldgicos del lenguaje son: P, f, c. Algunos

ejemplos de términos cerrados (sin variables) de ese lenguaje son: c,
f(c), f(f(c)), etc.”’ Algunas instancias cerradas de sustitucién de la

matriz y = [-P(c,y) VP(w,f(y))] de Ia férmula ¢, son: *®
vi=[=P(c, c)VE(c, f(e))]
‘P'2=["P(C: C)VP(f(C), f(C))]
yy=[=P(e, f(c)) VP(c, f(f(c)))]

El teorema de Herbrand nos predice entonces que tiene que
haber una sucesion finita de instancias cerradas de sustitucién de la
matriz, cuya disyuncién es légicamente vélida. En cada una de las

posibles disyunciones, la validez logica es decidible por ser formas
proposicionales, Veamos algunos casos.

46 g¢ puede verificar semanticamente con todo rigor desde el metalenguaie, que efectivamente la férmula
Buaje, q

JyIw[~Pe.y}VP(w.fy))] es l6gicamente vilida. No lo haremos aqui por razones de espacio.
7 Notese que hay una cantidad infinita de ellos.
# Nétese que también hay una cantidad infinita de ellos.
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Entonces ; &= y,? No. Si N; es la estructura de los nimeros naturales
con la interpretacion: “mayor o igual”’, “sucesor”, “3” para P, {, c,
entonces N;#[-P(c,c) VP(c,f(c))].*

Entonces ; =(y;Vy3)? No. Si N; es la estructura de los nimeros
naturales con la interpretacion: “Unicamente 3 relacionado con 3%
“sucesor”, “3” para P, f, ¢, respectivamente, entonces
Na#[=P(c,e) VP(c,f(e)] v [-P(c,c)y vV P(f(c), fc)))].

Entonces ; =(y;Vy,Vys)? Si. Sea A una estructura cualquiera para
su lenguaje. Debe de ser obvio que: 4 es modelo de P(c,f(c)) o A es
modelo de =P(c,f(c)), de donde A es modelo de [P(c,f(c)) v ~P(c,f(c))]

y entonces 4 es modelo de (y,Vy,Vys), por la forma que tienen tales
férmulas. En este ejemplo hemos comprobado que hay una sucesion

de instancias y,, ¥y, ¥3, tal que  =(w; VY Vys).

A manera de resumen de los resultados semanticos vistos en esta
tltima seccién podemos aplicarlos de la siguiente manera: si ¢ es una

férmula l6gicamente vélida ( =), entonces por el teorema de Skolem,
FNSV(p) también es légicamente vélida y ademéas es de la forma

(3xy... Ixey) es decir, =(3x;... Ixy). El paso inverso, es decir, pasar

de (Ix;...3Ixy)=FNSV(gp) a ¢, también preserva validez logica por
el teorema de Skolem, parte III).
Ahora bien, si continuamos del paso anterior, donde FNSV(op) =

(Ix;...Ix,y) es légicamente vilida, entonces por el teorema de
Herbrand tenemos que hay una sucesion finita de instancias cerradas
de sustitucién de vy, digamos y,...,y, tales que su disyuncion es
l6gicamente vélida, es decir:

=YV V).
El paso inverso en este caso, es decir, pasar de (y,V...Vy,) a

(3x;... Ixy), también preserva validez l6gica pues, mas ain, preserva
verdad, por la regla légica conocida como “generalizacién

*? L a notacién Ny [=P(c,c)VP(c,f(c))] abrevia que ¥, no es modelo de [=~P{c.c)vP(c.feN].
% Nos referimos a la relacin binaria que nicamente tiene a la pareja ordenada (2,3).

AN



existencial”.’' Es decir, si (y;V...Vy,) es verdadera, entonces y; €s
verdadera (para alguna i), y entonces por dicha regla aplicada k veces,

(3x;...Ixp) es también verdadera, pues y; es una instancia cerrada
de sustitucion de y.

Todos estos resultados semanticos los usaremos en la seccidn 5.2
del capitulo cinco, como parte de la prueba de tipo semantico del
teorema de Correctud-Completud Extendido, usando el teorema de
Compacidad.

Conclusiones

En este capitulo hablamos del teorema de Compacidad y de dos
resultados semdnticos importantes que se usaran también al igual que
Compacidad, en el siguiente capitulo. En la primera seccién dimos
una breve historia de Compacidad, aclarando algunas imprecisiones
de afirmaciones hechas al respecto, asi como tratando de elucidar
como surge su importancia, a pesar de que mucho tiempo fue
considerado s6lo como un corolario del teorema de Correctud-
Completud. También comentamos el origen topolégico del término
compacidad y seguimos con la presentacién de diversas formulaciones
y diferentes formas de probar el teorema.

Terminamos con la presentacion de dos teoremas semdnticos
conocidos: el primero es sobre las propiedades semanticas de las
llamadas formas normales de Skolem de validez, al cual le llamamos
teorema de Skolem y el segundo es el famoso teorema de Herbrand,
cuya prueba se puede hacer directamente a partir del teorema de
Compacidad. Todos estos resultados semanticos se usan de modo muy
importante en el capitulo cinco.

*! por ejemplo de P(c) pasara IxP(x).
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CAPITULO CINCO

5, LA RELACION ENTRE LOS DOS TEOREMAS

En este capitulo establecemos la relacion de implicacién entre los
teoremas de Correctud-Completud Extendida y de Compacidad, ya
presentados en los capitulos tres y cuatro respectivamente.

Primeramente presentamos el resultado muy conocido de que
Correctud-Completud Extendida implica Compacidad de modo directo.
En la segunda seccion, damos el sistema axiomatico anunciado desde el
principio de este trabajo al que llamamos MA, cuyo antecedente es el
sistema § de Malitz que no satisface la forma extendida del teorema.

La presentacion del sistema MA y la justificacion de sus propiedades
basicas hace uso de la mayoria de los resultados semanticos conocidos
ya expuestos en ¢l capitulo cuatro y de resultados nuevos obtenidos en
capitulos anteriores. Finalmente, en la tercera y Gltima seccion damos la
prueba de tipo semdntico de que el sistema MA satisface Correctud-
Completud Extendida, Ia cual es una demostracion breve que utiliza las
propiedades probadas en la segunda seccion.

5.1 Correctud-Completud Extendida implica Compacidad.

El objetivo de esta seccion es mostrar que si se supone el
teorema de Correctud-Completud Extendido en cualquiera de sus dos
versiones equivalentes (cf. sec.3.2 cap.3), se prueba de un modo
directo el teorema de Compacidad. Esta implicacién que presenta al
teorema de Compacidad como corolario del teorema de Correctud-
Completud Extendida, es muy conocida' y de ella daremos dos

! Cf. {Enderton] pégina 136, [Manzano] pégina 131, [Amor] pagina 105.
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pruebas, correspondientes a las dos versiones de Correctud-Completud
Extendida.

Teorema. Si hay un sistema axiomdtico que cumple Correctud-
Completud Extendida, entonces se prueba el teorema de Compacidad.

Primera prueba
Supongamos que hay un sistema axiomatico W, que cumple
Correctud-Completud Extendida en la primera versidn (cf. sec. 3.2);

es decir, que para cualquier ZU {a} conjunto de férmulas

TFa siysolosi Zfpao.

Supongamos que todo subconjunto finito I'SX tiene un modelo,
entonces para todo subconjunto finito I'SZ, T’ Ix(x#x).> Entonces
por Correctud extendida de W, para todo subconjunto finito I'EL,
It wAx(x#£x). De aqui, por el lema de Finitud (primera forma) (cf.
sec. 2.3), para T mismo, I pIx(x#x) y por Completud extendida de
W, T 3x(x#x), de donde hay un modelo de £.° O

Segunda prueba

Supongamos que hay un sistema axiomatico W, que cumple
Correctud-Completud extendida en la segunda versién (cf. sec. 3.2),
entonces para cualquier ¥ conjunto de enunciados, £ es g-consistente
siy solosi Z tiene un modelo.

Supongamos que todo subconjunto finito de X tiene un modelo;

entonces por Correctud extendida de W, todo subconjunto finito de X
es y~consistente. De aqui, por €l lema de Finitud (segunda forma) (cf.

sec. 2.4), 2 mismo es p-consistente, y por Completud extendida de
W, X tiene un modelo. O

¥ Cf. seccién 2.1 del capitulo dos, propiedad seméntica e),
* Que ademas no es modelo de Ix(x£x).



5.2 Existencia de un sistema axiomdtico correcto y completo en
forma extendida.

En esta seccion definiremos un sistema axiomdtico al que
llamaremos MA, para el cual las derivaciones formales son
precisamente las consecuencias logicas, es decir, que satisface
Correctud y Completud extendidas. Sea L un lenguaje de primer orden
con igualdad. Suponemos sin pérdida de generalidad que hay una
constante en L.*

Consideremos prlmero como antecedente, el sistema ax10métlco
S dado por Jerome Malitz’:

Axiomas de S§: Si n > 1, y (y;V...Vy,) es una disyuncion

logicamente valida de instancias cerradas de sustitucion de alguna

formula y sin cuantificadores, entonces el enunciado (y;V...Vy,) es
un axioma de S.
Reglas de inferencia de §:

a) A partir de (y;V...Vy,) se puede obtener (Ix;...3xy), donde
m=>1, y es una férmula sin cuantificadores, y paratodai (1 <i<m), y;
es instancia cerrada de sustitucion de y y Xi,..., X son todas las
variables de y.5 A esta regla le llamaremos EX.

b) A partir de FNSV(p) se puede obtener ¢, donde ¢ es una férmula
cualquiera y FNSV(g) = FNP[~(FNSS(-¢))]’ (Cf. sec.4.2 cap.4). A
esta regla le ilamaremos SK.

Este sistema § de Malitz satisface Correctud-Completud
restringida. Es decir, para toda formula o, se tiene que:

Fs@ siysolosi ko

Y sin embargo resulta que este sistema S no satisface ni
Correctud ni Completud extendidas! Si bien lo que acabamos de
afirmar lo justificaremos plenamente més adelante (tanto que satisface

* Si no la hay, se la agregamos. La necesidad de al menos una constante es para poder hablar de Formas
Normales de Skelem.

¥ Cf. [Malitz] pagina 188.

* Obsérvese que necesariamente todas fas variables son libres en y.

7 FNP denota la Forma Normal Prenexa, ¢f. [Amor] pagina“71. FNSS denota la Forma Nermal de Skolem para
Satisfaccion (cf. [Amor] pagina 79).
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correctud-completud restringida como que no satisface ni correctud ni
completud extendidas), por ahora lo que nos interesa decir es que si
bien este sistema tiene las deficiencias mencionadas, resulta ser de
modo tal que la prueba de su Correctud-Completud restringida es
sumamente breve, elegante y de tipo semdntico, pues se justifica con
metateoremas y propiedades semanticas.

Nuestro objetivo principal en el desarrollo de este trabajo ha sido
dar una extensién o modificacion de este sistema de modo tal que
cumpla Correctud-Completud Extendida, pero a la vez de modo tal
que su prueba sea también breve, elegante y de tipo seméntico en el
mismo sentido de estar justificada con teoremas y propiedades
semanticas. Esto es lo que haremos mas adelante cuando definamos
nuestro sistema y probemos que cumple lo que queremos.

Para probar que el sistema § de Malitz no satisface ni Correctud
ni Completud extendidas, bastard con dar los contragjemplos
correspondientes, para lo cual usaremos que cumple Correctud
restringida:

Para el contraejemplo a la Correctud extendida, obsérvese que

P(c) Fs VxP(x) pues la siguiente derivacion en S, lo muestra:

L. P(¢) Hipotesis
2. VxP(x) SK I, pues FNSV(VxP(x)) = P(c)

Por otro lado, es claro que P(c) # VXP(x). Asi pues, § no
cumple Correctud extendida; es decir, el sistema § deriva una formula
a partir de otra, de la que no resulta ser consecuencia ldgica!
Aplicando el resultado metalégico principal (Corolario 1) del capitulo
dos (cf sec. 2.5), concluimos que el sistema § no cumple el
Metateorema de la Deduccién.

Para el contraejemplo a la Completud extendida, partimos de que

es claro que VxP(x)=P(c). Sin embargo VxP(x)wsP(c) porque si
VxP(x)-sP(c) entonces habria una derivacién de P(c) a partir de

VxP(x) en §, donde VxP(x) estaria justificada como hipétesis (no
podria justificarse como teorema formal de § por Correctud
restringtda, pues no es l6gicamente vélida). Pero por la forma de Ia
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formula VxP(x), no es posible haberle aplicado ninguna de las dos
reglas de inferencia de S, por lo que resulta una férmula no usada; es
decir, es irrelevante en la derivacion. Entonces a dicha derivacion le

puedo quitar esa formula VxP(x) y lo que queda es una prueba formal
en § de P(c); es decir, FsP(c). Pero esto es absurdo por la Correctud

restringida de §, pues P(c) no es légicamente valida, es decir ¥P(c).
Asi pues, § no satisface Completud extendida.

Una tltima consecuencia que podemos obtener de los resultados
anteriores, es dar un ejemplo de un conjunto £ que es consistente
respecto a un sistema axiomdtico y a la vez es inconsistente respecto a

otro sistema.® Obsérvese que la formula [Ix—P(x)—-VxP(x)] es
l6gicamente valida, de donde por la completud restringida de S,

Fs[ Ix-P(x)—=V xP(x)].

Por otro lado, ya vimos unos parrafos atras que P(c)-g VxP(x).
Consideremos ahora al sistema S’ dado en la seccién 3.3 del capitulo
tres, que es el sistema que resulta del sistema S aumentado con la regla
de MP. Entonces dado que todo fo que se prueba en 5 se pruebaen S°)°

es inmediato que g [Ix-P(X)—>VxP(X)] y P(c)FgVXP(x).
Ahora consideremos el siguiente esquema de derivacion'® en S*;

I. =P(a) Hipotesis

2. Ix-Px) EX, 1.

3. [3x-P(x)—-VxP(x)] Teorema formal de S’
4, ~VxP(x) MP 2, 3.

Esta derivacion muestra que: =P(a)l- g~V xP(x).

Ahora bien, si Z={P(c), =P(a)}, se tiene claramente que Xt VxP(x)

y también X~V xP(x) de donde T es g~inconsistente.
Sin embargo Z={P(c), —=P(a)} es satisfacible, por ejemplo en el
universo de los nimeros naturales con la interpretacién: “ser par”, “2”

® Cf. seccidn 2.4 capitulo dos, donde se comentd que la consistencia de conjuntos de enunciados puede ser
relativa al sistema axiomético.

® Puede darse exactamente la misma derivacién.

" Para que fuera una derivacion, bastaria sustituir el teorema formal por su prueba,
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y “3”, para los simbolos P, ¢ y a, respectivamente (pues 2 es par y 3
no lo es). De aqui se sigue que cualquier sistema axiomético que
satisfaga correctud-completud extendida, por ejemplo el sistema MA
que veremos mas adelante, cumple que I es y-consistente si y solo si
T es satisfacible.!" Pero como efectivamente T es satisfacible,
entonces I es py-consistente. En sintesis, ={P(c),~P(a)} es un
conjunto ,,-consistente y s~inconsistente.

El sistema que nosotros vamos a definir ahora es tanto una
extension como una modificacién del sistema S de Malitz. La
extension consiste en que agregamos la regla de Modus Ponens (MP).
Se conservan del sistema original el primer esquema de axioma al que
denominaremos Ax y las dos reglas de inferencia que nosotros
llamamos EX y SK. La modificacién consiste en que nuestra
definicién del sistema axiomaético incluye la definicidn de derivacién
con restricciones en la aplicacion de reglas, en este caso, con una
restriccién en la aplicacién de la reglar SK. Mdas precisamente, el
Sistema Axiomdtico MA para el lenguaje L de primer orden con
igualdad, que definimos es el siguiente:

Definicion. El sistema axiomatico MA:

1) Axiomas de MA.

Ax) Sin > 1,y (y4V...Vy,) es una disyuncién ldgicamente
valida de instancias cerradas de sustitucion de alguna férmula y sin

cuantificadores, entonces el enunciado (y; V... Vy,) es axioma de MA.

Obsérvese que los axiomas de MA, todos de la forma Ax), son
efectivamente decidibles, pues las disyunciones de instancias cerradas
de sustitucion de una formula y sin cuantificadores, son enunciados
sin cuantificadores, para los cuales hay un algoritmo para decidir si
son légicamente validos o no."

' Cf. Formulacién 2 de Correctud-Completud Extendida, seccion 3.2 capitulo tres.

"? La razén es que los enunciados sin cuantificadores, son formas proposicionales y su validez légica se decide
proposicionalmente, por ejemplo con tablas de verdad, con 4rboles seménticos o con el algotitmo de Davis
Putnam.
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il) Reglas de inferencia de MA.
a) Regla Existencial, EX:

A partir de (y;V...Vyy) se puede obtener (3x;... dxyy), donde m=1,
v es una formula sin cuantificadores, y para toda i (1 €1 < m),.\p-. es
instancia cerrada de sustitucion de y y x,,...,Xy son todas las variables
de y.

b) Regla de Skolem, SK:
A partir de FNSV(g) se puede obtener @, donde ¢ es una formula
cualquiera y FNSV(p) = FNP[~(FNSS(~¢))]"

c¢) Regla-de Modus Ponens, MP:
A partir de a y de (a—f) se puede obtener B. Donde o y $ son
férmulas cualesquiera.

Obsérvese que las tres reglas de inferencia de MA son
efectivamente decidibles como lo requiere nuestra definicién de
sistema axiomatico (cf. sec. 2.3). En particular podemos mencicnar
que dada una formula cualquiera @ hay un algoritmo para obtener
FNSV(g), (cf. [Amor] paginas 79-85). Obsérvese también que MP y
EX son reglas de inferencia muy buenas y SK es regla de inferencia
regular que no es buena, en el sentido de la definicién de la seccién
2.2 del capitulo dos.

iii) Definicion de derivacion en MA.
Si ZU{e} es un conjunto de férmulas de L, decimos que ¢ se

deduce.de 2 en MA, denotado: 3t+»a ¢ siy s6lo si hay una lista finita
¢1,...,0, de férmulas, tal que 9, = ¢ y para cada i, (1 <i <n), o bien ¢,

es axioma de MA o ¢; €Z (¢ es hipbtesis) o ¢; es consecuencia de
una formula anterior de la lista por la regla EX o es consecuencia de
dos férmulas anteriores por la regla MP, o bien es consecuencia de
una formula anterior por la regla SK con la restriccion siguiente: no

se aplique a férmulas de 2 o a formulas que dependan de formulas de

 FNP denota la Forma Normal Prenexa, (cfsec.d4.2 cap.4). Cf. [Amor] pagina 71. FNSS denota la Forma
Normal de Skolem para Satisfaccitn (cf. [Amor] pdgina 79). Recordar que FNSV(p) es una farmula de la forma

(3x,... 3% ¢) donde y es una formula sin cuantificadores y x,...., X1 50n todas las variables (libres) de w. Cf.
seccidn 4.3, capltulo cuatro.
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2. Esto significa que no se permite la aplicacién de la regla SK a
hipétesis ni a formulas que dependan de hipétesis.

Desde el punto de vista sintdctico no es necesario explicar el por
qué de una regla o de una restriccién en su aplicacién. Sin embargo
desde un punto de vista intuitivo o de la intencién que se tiene, esta
explicacion podria darse para entender el por qué de una restriccion.
Para el caso que nos ocupa, la restriccion a la aplicacién de la regla
SK se impone para prevenir el paso de una hip6tesis que puede ser
verdadera a una inferencia que puede ser falsa. Algo completamente
similar sucede en la l6gica modal con la regla de inferencia de
necesitacion (RN), que es la inferencia de: O¢ (¢ es necesario) a
partir de ¢. Por ejemplo, en el libro de l6gica modal de Chellas' se

establece lo siguiente: Si =¢ entonces = O, pero ¥[o—D¢]; y en
el articulo de légica model de Orayen" se establece la regla de
necesidad (RN) como: si ¢ es un teorema (del sistema modal)
entonces puede derivarse sintacticamente que O¢ también lo es.

En forma anéloga, en nuestro caso con la regla SK, la inferencia

de ¢ a partir de FNSV(¢), cumple que: si =FNSV(¢) entonces

=, pero E[FNSV(p)— ¢] (cf. sec.4.3 cap.4). Asi pues, la restriccién
de no aplicar esta regla a férmulas que no sean 16gicamente validas o
que no sean teoremas,'® evita perder la correctud (extendida) de la
derivacion a partir de hipétesis.

Para probar que el sistema § de Malitz satisface Correctud-
Completud restringida, haremos la siguiente observacién. La misma
prueba de la Correctud-Completud restringida del sistema MA que
daremos adelante (Lema 1), justifica también la del sistema § por las
siguientes razones: todos los axiomas de § son axiomas de MA, las
dos reglas de inferencia de §' son reglas de inferencia de MA y la
restriccidn al uso de la regla SK no aplica en este caso restringido
pues no hay hipétesis, es decir Z = &,

" Cf. [Chellas] paginas 7, 14.

' Cf. [Orayen] pagina 306.

' CF. [Gamut] vol 2, pégina 28: “La restriccion en esta regla consiste en que no haya hipétesis en la prueba, Que
esta restriccion es necesaria es obvio a partir del hecho de que en caso contrario, podriamos siempre derivar
{p—g)”.
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Por otro lado, los axiomas de MA usados en la prueba de
completud restringida son s6lo los de § porque son los mismos y la
regla MP no se usa.

Lema 1. MA satisface Correctud-Completud Restringida.
Para toda férmula o, se tiene que:

Fauq@ siysolosi Fe¢

=) Supongamos que 4 @ ¥ S€a 0y,..., 9, una prueba formal
tal que @, = ¢ . Por induccién matemdtica sobre n, veremos que =g,
para toda i, {1<i <n). Para el caso i=n, tendremos que &=¢.

i) Si @; es un axioma de MA, entonces ~¢;. Esto se debe a la
definicién de axioma del sistema.

ii) Si @; es consecuencia por alguna regla de inferencia, de férmulas
anteriores y éstas son logicamente validas por hipdtesis inductiva,
entonces @; es logicamente valida, pues las tres reglas de MA
preservan validez légica. De hecho las reglas EX y MP preservan
verdad y por tanto validez logica, y la regla SK aunque no preserva

verdad,"” si preserva validez 16gica, es decir: si =FNSV(g) entonces
=,"® (cf. sec.4.3 capitulo cuatro).

<) Supongamos ahora que =¢@. Entonces, por el teorema de
Skolem'® (cf. sec.4.3 cap.4), tenemos que = FNSV(gp). Ahora bien,
FNSV(p)= (Ix,... Ix, ), donde vy es una formula sin cuantificadores,

de aqui que k=(3x,...dxcy). Podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que x,..., X¢ son todas las variables de w.zo Ahora, como

E(3x,;...3x ¥) y v no tiene cuantificadores y x,,..., X, son todas las

17 Es posible que i [FNSV(g) —g). Por cjemplo, si p = ¥YxP(x), entonces FNSV(VxP(x)) = P(c) y claramente
#[P{c)—~( ¥ xP(x))]. Cf. seccidn 4.3, capitulo cuatro.

18 Teorema de Skolem: Para cualquier formula p, si EFFNSV(p) entonces =0 (cf. sec. 4.3 cap.4). CF. {Amer]
pagina 85.

" Teorema de Skolem: Para cualquier formula ¢, = [p—FNSV ()] (cf. sec. 4.3 cap 4). Cf.fAmor] pagina 85.
19 gi x es una variable libre de una férmula ay =, entonces también ={3Ixa).
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variables de y, por el Teorema de Herbrand®' (cf. sec.4.3 cap.d), se
sigue que hay una sucesién finita y,,...,y,, de instancias cerradas de

sustitucion de v, tal gue E=(y,V...Vyy).

Ahora bien, por definicién, (y,V...Vy,) es un axioma de MA,
de donde la siguiente lista de tres formulas es una prueba formal de ¢
en ¢l sistema MA:

L (V... vy Axioma Al)
2. (3x;... Ixy) ReglaEX al.
3.0 Regla SK a 2, pues FNSV(p) = (Ix;... Ix y)

Por lo tanto, |a4 0.
De aqui que se satisface Correctud-Completud Restringida para el
sistema MA. U

Hay que notar que en esta demostracion se da la relacién
fundamental entre la semdntica y el sistema formal, ya que se muestra
que en éste 1ltimo se puede llevar a cabo (sin hacerlo) una derivacién
de ese tipo para cualquier férmula 16gicamente valida. Sin embargo
aunque el esquema de lista de tres formulas es un esquema de prueba
formal, podemos decir que no estamos “trabajando dentro” del
sistema, pues las justificaciones estan hechas desde el metalenguaje y
son semanticas: son el teorema de Herbrand y el teorema de Skolem.

Antes de presentar ¢l segundo lema, que expresa una propiedad
fundamental del sistema, la de validar el MTD, queremos recordar los
resultados metaldgicos del capitulo dos (cf. sec. 2.5) pues fueron los
que nos hicieron ver la necesidad de tener este Metateorema para
nuestro sistema si queriamos la correctud extendida para él; ya que sin
¢l, aunque tuviera correctud restringida, completud extendida y modus
ponens, no tendria correctud extendida.

! Teorema de Herbrand: §i y es una férmula sin cuantificadores y con variables x;,..., x, entonces:
E(3x... Ixa) siy s6lo si hay una sucesion finita ..., Y, de instancias cerradas de sustitucion de v, tal que
E=(y1 V... V) {cf. sec.4.3 cap.4). Este teorema se demuestra con el teorema de Compacidad. Cf. {Amor] pig 8.
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Lema 2. Metateorema de la Deduccion para el sistema MA.

Para todo LU {e, B} conjunto de férmulas:
Si Z,a}usB entonces I fauy(a—P)

Prueba.

Sea @y, ..., @, (¢, = B) una derivacion de J a partir de ZU {a} en
MA. Demostraremos por induccién matematica sobre n, que para todo
i < n, se cumple Z}uy (0~ ). Para el caso i = n, tenemos el
resultado, Supongamos el resultado para todo j < i < n: Hipdtesis
Inductiva (HI). Para ¢; hay seis casos posibles: ¢; ¢s un axioma de

MA, o; €%, ¢; = 0, @; es consecuencia por EX, ¢; es consecuencia por
MP, @, es consecuencia por SK.

Caso 1. Si ¢; es un axioma de M4, entonces @; es logicamente valida.
Entonces también (a—@;) es légicamente valida''y por completud
restringida (Lema 1) |yy (2—0;) y de aqui por la propiedad
sintactica a)® tenemos que X Faza (0= ).

Caso 2. Si ¢; €2 (hipdtesis de ) entonces la formula [¢; — (0— ;)]
es logicamente véalida y por completud restringida (Lema 1)
byal0—(a—@)]. Ahora como el sistema tiene MP esto es
equivalente al inverso del MTD por lo que se satisface o |—MA (a— @)

De aqui como ¢; €, por la propiedad sintactica a), Iy (0— @)

Caso 3. Si ¢; = a, entonces (a—a) es logicamente vilida y por
completud restringida (Lema 1) |y (e—a). Pero ¢; = «, entonces

Faze(a—y) y por lo tanto £ fpe, (a— ;).

Caso 4. Si ¢; es consecuencia por EX de alguna férmula ¢; con j<i
entonces ¢; = (3x;...3x; ) donde y es formula sin cuantificadores,

X1, ... , Xk SO todas las variables de y, y ¢; = (y,V...Vy,) donde cada
v, (1<r<n) es una instancia cerrada de sustitucién de y. Como j<i, por

2 Monotonia de ta derivacién. Cf. seccion 2.3 capitulo dos.
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Hl tenemos que Zfiumq(w—g), es decir tenemos que

 huala—( V... V) (#1)
Es un resultado seméntico ficil de ver que la férmula

[(W1V...vy)—(3x,...3xy)] es logicamente valida, es decir,
!=:[(\411V...\/\;;,,)--»(Elxl...Elxk\p)],23 y de aqui, por la completud

restringida (Lema 1) tenemos  Fara[(y1 V... Vy)—=(3x;... Ixy)] (#2)
Es también un resultado semantico que la formula:

(=1 V... V)=l V... V)= (3x.. 3] —(a—(3x)... Ixky))]

es l6gicamente valida, pues es una tautologia de la forma: '
(A—B)—[(B—C)—(A—C)]

de aqui, por la completud restringida (Lema 1) tenemos que:

Frala— (g Vo V)=V e V)= (3x 3x)] = (0 (3% Ixgy))]
Ahora de este teorema, por MP con (#1) obtenemos:

2 baall(w1 V-V )= (3. Ixip) = (e—(3x... Ixey))]
y ahora de aqui, por MP con (#2) obtenemos:

T baa(e—(3x,... Ixp)), es decir I |agq (0— @)

Caso 5. Si ¢; es consecuencia por MP de ¢, y ¢, = (¢, — ¢;) conr,
m<i, entonces por HI tenemos I b4 (a— 9)* ¥ £ barg(a—(0,—9))**.
Obsérvese que la formula [(a—(@—0)]—[( a— ¢)—(a— ©;)] es
légicamente valida pues es una tautologia de la forma
[(A—(B—-C)]—[( A— B)—(A— C)]. Entonces por la completud
restringida (Lema 1),  fual(a—{@—¢)]—[( o~ @)—(u— @¢))]. De
aqui por MP con ** tenemos que I pyg4[( a— @ )—(0— ¢;)] y por MP
con * tenemos L byre(a— ;).

Caso 6. Si o; es consecuencia por SK de ¢y con k<i, entonces
¢=FNSV(¢;) y ademas sabemos que ¢ no es ni hipdtesis de £ ni
depende de hipétesis de . Sea ¢, . . . , @y, la lista que representa la
derivacion de ¢; de esta lista considero la sublista que tiene a las
féormulas @; con j<k, que se usaron en la derivacién original para
obtener @y, junto con @y al final, vy inicamente a esas formulas.

B cf. [Amor] paginas 8-10. Un ejemplo particular es =[P(c,a)— 3x,3x; P(x,, X))
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Debe ser claro que ninguna formula de esa sublista estd en X
- (ninguna es hipdtesis), pues @, no estd en T y si alguna @; (con j<k)
estuviera en I, como se usé para obtener ¢y, entonces tendriamos
tanto que ¢, dependeria de ella como que seria formula de Z lo cual es
imposible ya que contradiria que @, no depende de hipétesis de Z. Asi
pues, se tiene que por definicidn esa sublista es una prueba formal de
Qx; €s decir }-MA @1, O sea que @y es un teorema formal.

Como ¢y = FNSV(9;), tenemos que }ae FNSV(¢;). De aqui, por
la regla SK (pues ¢ = FNSV(p;) no estd en T ni depende de X)
tenemos que |aq @y como también  fag[pi—(a— ¢)],** por MP
tenemos que g (0— ;) y por lo tanto T by (a— @),

Esto concluye la prueba por inducciéon matematica del Metateorema
de la Deduccidn para el sistema MA. W

En esta demostracion se usa de modo fundamental, en el caso
seis, la restriccion particular dependiente del contexto, a la aplicacién
de la regla SK en las derivaciones del sistema MA, lo cual forma parte
de nuestra definicién de este sistema en particular, asi como la
posibilidad de restriccion a la aplicacién de reglas, forma parte de
nuestra definicion de sistema axiomatico en general.”

5.3 Compacidad implica Correctud-Completud Extendida.

Ahora si, daremos una demostracion de tipo semantico, basada
en los teoremas de Compacidad, de Skolem y de Herbrand®, de que
hay un sistema axiomatico para el cual las derivaciones formales son
precisamente las consecuencias logicas. Esto es, que satisface
Correctud-Completud Extendida y la prueba de ello es breve y de tipo
semantico, usando los dos lemas ya demostrados, el teorema de
Compacidad y las propiedades semanticas y sintcticas elementales.

3 por la completud restringida (Lema t), pues =g — (o— ¢,)].
B ¢f, sec. 2.3 capitulo dos.
3 of. {Amor] paginas 85-86. (Cf. seccién 4.3, capitulo cuatra).
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Teorema. Hay un sistema axiomatico MA, tal que para cualquier
conjunto de formulas XU {¢} satisface:

Zhpma @  siysélosi ZEo

Pruecba: Sea MA el sistema que acabamos de dar en la seccion 5.2 y

sea ZU {@} cualquier conjunto de formulas. Entonces:

) Zpua0 = ZF0

Stma @

= hay '€ Z, I finito, tal que ', @
= Uy ey O Fag @

= Fag (01— (0= ... = (05 —0)...))
= E (o —{ap—... = (0y —0)...))
=0, ..., 0 EQ

= hay un 'S 3, T finito, tal que '=g
= XEQ

i) TEe = Sk 0

2E¢

= hay un '€ 3, T finito, tal que '=¢
= Uy Oy @

= = (u—=(0—... = (0, —09)...))
= (== — (0, —90)...))
= Uy ey U apg @

= hay '€ X, T finito, tal que I't-pz4 9
=> Zhma 0

u Propiedad sintactica c}, ¢f. seceidn 2.3, capitulo dos.

 Propiedad semintica ¢}, n veces, cf. seccién 2.1, capitulo dos.

* propiedad sem4ntica a), cf. seccién 2.1, capitulo dos,

* propiedad seméntica ¢), n veces, cf. seccién 2.1, capitulo dos.

3 propiedad sintactica a), ¢f. seccién 2.3, capitulo dos.

Lema de Finitud”’

Sea I'= {a,,..., 0y}
Lema 2: MTD n veces
Lema 1: Correctud-Restr
Propiedades semanticas®®
Sea {a;,..., 0,}=T
Propiedades semanticas®

Teorema de Compacidad
Sea I'={w,..., 0y}
Propiedades semanticas™
Lema 1: Completud-Restr
MP n veces

Sea {ay,...,0,1=T
Propiedades sintcticas’’
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Conclusiones

En este capitulo establecimos la relacién de implicacién
entre los dos teoremas, de Correctud-Completud Extendido y de
Compacidad, y contiene los resultados matematicos principales de
esta tesis. En la primera seccién dimos dos pruebas muy conocidas de
que el teorema de Correctud-Completud Extendido implica
directamente al teorema de Compacidad. Cada prueba corresponde a
una de las dos formulaciones dadas de Correctud-Completud
Extendida.

En la segunda seccién definimos nuestro sistema axiomatico MA
y probamos dos lemas. El primero indica que: MA satisface
Correctud-Completud Restringida, para cuya prueba de tipo
semdéntico, usamos los teoremas de Skolem y de Herbrand. El segundo
afirma que: MA satisface el Metateorema de la Deduccion, este se
prueba por induccién matematica sobre la longitud de la derivacién
dada. En esta prueba fue esencial tener la restriccion en la aplicacién
de laregla SK, asi como tener la regla de MP.

Finalmente en la tercera seccion se presentd la prueba directa de
la Correctud-Completud Extendida del sistema MA, usando el
teorema de Compacidad y los dos lemas de la seccién anterior.
Hacemos notar que en esta ultima prueba, la parte de “ida” o de la
correctud extendida resulta redundante, pues esta implicacion se sigue
directamente del Metateorema de la Deduccién para MA (Lema 2) y
del “regreso” de la proposicion metaldgica principal de la seccion 2.5
del capitulo dos. Sin embargo la presentamos aqui de este modo para
que ¢l resultado quede completo con la prueba directa de las dos
implicaciones.
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CAPITULO SEIS

6. CONCLUSIONES

En esta tesis, hemos desarrollado un andlisis profundo de las
relaciones entre los teoremas de Completud y Compacidad en la
légica clasica de primer orden con igualdad. Consideramos al
teorema de Correctud-Completud Extendido como el resultado
fundamental de la logica clasica de primer orden desde el punto
de vista sintactico y al teorema de Compacidad como el resultado
fundamental de dicha légica, desde el punto de vista seméntico.

Creemos que hemos probado lo que nos propusimos; es decir,
dar una prueba de tipo semantico y directa del teorema de
Correctud-Completud Extendido, a partir del teorema de
Compacidad y otros resultados semanticos que son los teoremas
de Skolem y de Herbrand. Esta prueba establece de hecho una
‘equivalenctia entre estos dos importantes teoremas.

6.1 Conclusiones metaldgicas

Hicimos la distincién tradicional entre semantica y sintaxis
y presentamos tanto las nociones y propiedades semanticas
bésicas, como las nociones y propiedades sinticticas basicas. A
partir de esto analizamos la definicién tradicional de derivacién
formal y propusimos una alternativa. Justificamos por qué
nuestras definiciones de derivacion formal y de sistema
axiomatico, incluyendo esta tltima la definicién de derivacién
formal, son mas convenientes, si la intencién es adecuar la nocién
de derivacion con la de consecuencia logica, de un modo mas
fino.
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Propusimos una distincién entre los conceptos semanticos
de correctud y completud extendida por un lado y de correctud y
completud restringida por el otro, lo cual nos permitié formular
con rigor el teorema de Correctud-Completud Extendido a través
de la presentacién de diversas versiones y formulaciones que se
han dado de él, particularmente las originales de Gédel y la de
Henkin, asi como nuestra versibn en dos formulaciones
equivalentes y finalmente las relaciones entre todas ellas. De
nuestra version destacamos que lo que afirma el teorema, es la
existencia de un sistema axiomdtico que cumple las propiedades
de correctud y completud extendida. No es una afirmacion acerca
de un sistema particular, sino sobre la existencia de un sistema
con esas propiedades.

Destacamos que Ia nocién de consistencia de un conjunto de
enunciados, es relativa para cada sistema axiomético, explicamos
qué afirma el Metateorema de la Deduccién para un sistema
axiomatico y lo enunciamos con toda precision. Presentamos y
demostramos los resultados principales del capitulo dos, que son
una de las aportaciones originales y que son los resultados
metalogicos que muestran al Metateorema de la Deduccién como
una condicién metaldgica necesaria y suficiente para la correctud
extendida del sistema.

6.2 Conclusiones logico-matematicas

En el capitulo cuatro presentamos el teorema de
Compacidad y dos resultados semdnticos importantes, los
teoremas de Skolem y de Herbrand, que se usan a la par que
Compacidad, en la prueba de los resultados del capitulo cinco.

Dimos una breve historia de Compacidad, aclarando algunas
imprecisiones de afirmaciones hechas al respecto, con el fin de
elucidar como surge su importancia a partir de sus aplicaciones
mateméticas en la construccion de modelos, a pesar de que mucho
tiempo fue considerado sélo como un corolario del teorema de
Correctud-Completud Extendida. También comentamos el origen
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topoldgico del término compacidad e hicimos la presentacion de
diferentes formulaciones y diferentes formas de probar el
teorema.

Terminamos con la presentacién de los dos teoremas
semdnticos: el primer teorema es sobre las propiedades
seménticas de las llamadas formas normales de Skolem de
validez, al cual le llamamos teorema de Skolem, y el segundo es
el famoso teorema de Herbrand, cuya prucba se puede hacer
directamente a partir del teorema de Compacidad. Todos estos
resultados ‘semdnticos se usan de modo muy importante en el
capitulo cinco.

Nos propusimos el problema de establecer una prueba
directa y de tipo semantico del teorema de Correctud-Completud
Extendido de Gédel para la logica clasica; es decir, de un modo
breve y sin trabajar dentro de ningin sistema formal, como
corolario del teorema de Compacidad y de los otros resultados
semanticos para la misma ldégica. Esto lo presentamos en el
capitulo cinco, el cual contiene los resultados matematicos
pringipales de esta tesis.

Establecimos la relacién de implicacion entre los dos
teoremas: Correctud-Completud Extendido y  Compacidad.
Propusimos nuestro sistema axiomatico M4 y probamos dos
lemas acerca de él: el primero asegura que MA satisface
Correctud-Completud Restringida (para cuya prueba justificada
semanticamente, usamos los teoremas de Skolem y de Herbrand).
El segundo muestra que MA satisface el Metateorema de la
Deduccidon (este se pruecba en el metalenguaje, por induccion
matematica sobre la longitud de una derivacion dada).

Finalmente se presenta la prueba directa de la Correctud-
Completud Extendida del sistema MA, usando el teorema de
Compacidad y los dos lemas mencionados.

Este resultado nos lleva a concluir que los teoremas de
Correctud-Completud Extendido v de Compacidad son de hecho
equivalentes y el sistema axiomético involucrado tipo M4, debe
cumplir necesariamente con el MTD.
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6.3 Conclusiones filoséficas

En esta tltima seccién quiero hacer una reflexion final sobre
los dos resultados principales de esta tesis. El primero es el
resultado metalogico de la seccion 2.5 del capitulo dos y el
segundo es el resultado 16gico matematico de las secciones 5.2 y
3.3 del capitulo cinco.

El primero de ellos es un resultado que relaciona la
propiedad de correctud extendida de un sistema axiomatico, con
la propiedad de que el sistema cumpla el Metateorema de la
Deduccién (MTD).

Este resultado que ofrecemos, afirma que si un sistema
satisface correctud restringida y completud extendida, entonces
para que cumpla correctud extendida es necesario y suficiente que
cumpla el MTD.' Nos parece interesante este resultado pues la
primera propiedad (correctud extendida) relaciona la semantica
con la sintaxis y la segunda propiedad (MTD) es puramente
sintictica. Esto nos presenta al MTD como una propiedad
sintictica esencial y necesaria para un sistema axiomatico con el
que se pretenda recuperar adecuadamente la semantica.

En particular en nuestro caso este resultado fue la clave para
poder definir de un modo semantico nuestro sistema axiomdtico
de manera que cumpliera tanto la completud extendida como la
correctud extendida. Asi pues el hecho de que necesariamente
tenia que cumplir el MTD nos llevo a hacer los ajustes,
restricciones y extensiones necesarias al sistema de Malitz”, y asi
lograr con nuestro sistema lo que ese sistema no cumplia.

El segundo resultado consiste en haber definido el sistema
axiomatico MA de modo tal que cumpliera Correctud-Completud
Extendida y que la prueba de ello fuese directa y semdntica; es
decir, basada en el teorema de Compacidad y en los dos lemas, el
primero de los cuales esta basado en los teoremas de Skolem y de
Herbrand (cuyas pruebas también son semanticas) y el segundo de

! Cf. Corolario 4, seccién 2.5 cepitulo dos.
? Jerome Malitz. Cf. [Malitz) Part 111, pagina 187.
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ellos muestra metateéricamente, que nuestro sistema cumple el
MTD. La definicién de nuestro sistema MA resulta ad hoc desde
el punto de vista semantico, pues sus axiomas y reglas de
inferencia no estan motivadas sinticticamente, ni por una relacién
sintictica-semdntica, sino que responden simplemente al hecho de
invertir un cierto proceso semantico.

Las reflexiones anteriores parecen mostrar que el poder de
las ideas seménticas puede ser capaz de justificar resultados
sintdcticos. A estas propiedades seménticas les corresponde un
sistema sintactico no especifico y muestran una fertilidad e
independencia de lo sintactico, que cominmente no se hace
explicita, por los métodos de prueba més sinticticos que
normalmente usamos.

A continuacién damos la reflexién heuristica que nos llevo a
la definicion del sistema MA y la justificacion de los pasos
correspondientes. Este procedimiento heuristico consiste en lo
siguiente, para cualquier formula ¢ y cualquier conjunto de
férmulas £:

Suponiendo cierta la consecuencia logica de ¢ a partir de X,
existe una sucesion finita de férmulas de X, digamos a,,...q,, tales
que ¢ es consecuencia légica a partir de ellas (teorema de
Compacidad). Entonces la implicacion de ellas a la formula ¢ es
una férmula de forma implicativa, légicamente valida A (donde
A=(a;—(a—...—>(0,—0)...)), para la cual se genera
algoritmicamente una forma normal especial (de validez) B
(donde B=FNSV(A})), que también es logicamente vilida
(teorema de Skolem) y a partir de ella, existe una formula
proposicional cerrada C (disyuncién de instancias cerradas de
sustitucion de la matriz de B) que también es logicamente valida
(teorema de Herbrand), y cuya validez logica es decidible
proposicionalmente (pues es cerrada y sin cuantificadores).

Ahora bien, si simplemente invertimos el proceso
semantico descrito, pongamos como axioma a cualquier férmula
proposicional cerrada de la forma de C, con la condicién de que
sea logicamente valida (los axiomas deben ser decidibles y estos
lo son por su forma y porque su validez légica es decidible).
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Pongamos al paso de C a B como primera regla de inferencia
(regla Existencial, EX), (la aplicacién de las reglas debe ser
decidible y esta lo es pues es una version de la conocida regla de
instanciacion existencial que es decidible). Ahora pongamos el
paso de B a A, como segunda regla de inferencia (regla de
Skolem, SK), (esta es decidible pues la transformacion de una
férmula a su forma normal mencionada es algoritmica; es decir,
hay un algoritmo para pasar de A a FNSV(A) y por lo tanto para
decidir si una de ellas es la FNSV correspondiente a la otra).

Hecho lo anterior, tenemos en forma inmediata,
simplemente por la definicién de teorema formal, que la formula
implicativa A se puede obtener como un teorema formal. No
vamos a hacerlo, so0lo nos interesa que sabemos que €s un teorema
formal y que se puede obtener como tal, en el sistema que
estamos proponiendo. Ahora pongamos MP como fercera regla
de inferencia, y tendremos la derivacion de ¢ a partir de la
sucesion finita de férmulas de X, aplicando la regla tantas veces
como férmulas de la sucesién finita. De aqui por lo tanto,
tendremos la derivacion formal de ¢ a partir de £ (por la
monotonia de la relacidn sintactica de derivacién).

La descripcién previa garantiza que para todas las
consecuencias légicas existen derivaciones formales (completud
extendida). Sin embargo, es necesario “controlar” las derivaciones
posibles para tener la importante propiedad complementaria: que
todas las derivaciones formales sean consecuencias ldgicas
(correctud extendida). Para esto, resulta necesario que el sistema
que estamos definiendo satisfaga el Metateorema de la
Deduccion. Este fue un resultado clave para poder dar nuestro
sistema, de modo que satisfaga tanto la completud extendida
como la correctud extendida.

Asi pues, para que nuestro sistema cumpliera eso, debimos
restringir la aplicacion de la segunda regla (el paso de Ba A o
regla de Skolem, SK) de modo que no se aplique a formulas que
sean hipotesis o que dependan de hipdtesis (para probar el MTD).
Con estas modificaciones, el MTD se satisface y por tanto la
correctud extendida se satisface, por los resultados metaldgicos
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del capitulo dos. Esto lo podemos ver también en forma directa
del modo siguiente:

Suponiendo que existe una derivacién formal de ¢ a partir
de X, entonces existe una sucesion finita de formuias de I,
digamos a;,...,a,, tales que ¢ es formalmente derivable a partir de
ellas (Lema de Finitud). Entonces la implicacion de ellas a ¢ es
una férmula de forma implicativa, digamos A (donde
A=(a;—(0;—...—(0n—9)...))) que se puede obtener como un
teorema formal con la aplicacién de n veces el MTD.

Ahora bien, un teorema formal (sin hip6tesis) es obtenido a
partir de los axiomas por aplicacidn de reglas de inferencia. Es un
hecho muy ficilmente verificable que todos los axiomas de MA
son logicamente validos (lo son por definicién!). También es un
hecho que las tres reglas de inferencia preservan validez logica.
Para la regla EX es conocido que incluso preserva verdad; para la
regla SK, preserva validez logica por el teorema de Skolem
(aunque no preserva verdad), y para MP es obvio que preserva
verdad, por lo que la formula implicativa A ¢s l10gicamente viélida.

De aqui, por propiedades semdnticas elementales, se sigue
que ¢ es consecuencia légica de ay,...,0,, ¥ por 1a monotonia de la
relacion de consecuencia légica se tiene que ¢ es consecuencia
16gica de Z.

Todo lo anterior, garantiza que todas las derivaciones
formales en MA son consecuencias ldgicas (correctud extendida).
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