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Introducción 

El estudio de las sImetrías de estructuras matemáticas tales corno 
conjuntos, anillos, campos, espacios topológicos y variedades 
diferenciables, constituye la teoría de grupos de transformaciones, la 
cual aporta una amplia gama de aplicaciones en diversas ramas 
de la matemática. 

A una función de un conjunto en sí mismo se le conoce 
como transformación. Cuando un conjwlto de transformacIOnes forma 
un grupo, donde la multiplicación esta definida por la composición de 
transformaciones, se le llama grupo de tmnsformacwnes. 

La importancia de reconocer a un conjunto de transformaciones 
como un grupo se originó en la Teoría de Galois. 

En nuestro caso. los objetos de estudio son los espacios topológicos 
y cada transformación es un homeomorfismo. 

Un grupo topol6gzco G es un grupo y además un espacio 
de Hausdorff proYisto de una topología tal que las operaciones 
multiplicación e im"ersión son funciones continuas 

Un grupo topológico de transformaclOnes (G,X.B) consiste de 
un grupo topológico G. un espacio topológico X y una acción continua 
() : G x X --+ X En este caso la función inducida eq : X --+ X definida 
por 8,lr) = 8(g, .1:) es un hOl1leomorfi~lllo. Bre\·ementC' diremos que X 
(':; uu G-C:-'¡MclO. 

Así. (';.;1n t(':-,is se enmarca en id categOlía G-TOP donde 
los objc~tos SOl1 los G -eb!),\("ios y IOb morfislllos ::-.on las fUllciolles 
eqU1\11l"iantes es decir. aquélla::; qtH' ,.,011 continuas \" qtH' conllmlau C011 

la <tcción 
Aquí cbtucliamus algunos c¡;p¡wio:; concnte de G-espacio;.;. C11 

c-;pedal el espacio de d.clJllllción. el (:ilindro de una transfonlldcióll .Y 
el cono De hecho el CUllO \. el C11inclro de una tnmSfOl'llla,<:iólJ SClll 

un caso espcclJ.I de espaclOS de adJuncióll. :\Iostn1mos que cuando 
el grupo que actúa en los espacios base (>$, loudll1cute comp<;l.cto. a 
los espacios cociente mencionados S(' les puede dotar ele una acción 
cOllll1lua :V' cOllsiderarlos C01110 G-cspdcjns. 
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Este trabajo se relaciona también con las acciones propias en el 
sentido de R Palais. En lPa2] se define, para un grupo G localmente 
compacto, a un G-espacio X de Tychonoff como propio si cada punto 
x E X tiene una vecindad U z tal que para todo punto y E X existe 
una vecindad Uy con la propiedad de que el conjunto< U., Uy >= {g E 
G : gUx n Uy i- 0} tenga cerradura compacta en G. En tal caso se dice 
que U x y U y están t-relacionadas. 

Como antes mencionamo-:: una construcción clave a lo largo 
de este trabajo, es el espacio de adjunción para el cual se 
presentan varios resultados, mismos que en algunos casos se aplican 
al cono y/o al cilindro de la transformación de f. A este respecto 
uno de los problemas sugeridos es: bajo qué condiciones el espaciO 
de adjunción de G-espacios propios resulta ser un G-espacio propio. 
Respuestas a esto las podemos encontrar en el capítulo nI. 

La estructura del trabajo consta de cuatro capítulos. 
El capítulo 1 se ocupa de dar definiciones y resultados sobre 

identificaciones, grupos topológicos y de Lie, G-espacios y cuestiones 
básicas que nos servirán de soporte para los capítulos posteriores. Para 
consulta sobre estos temas podemos ver [Du], [En], [GM-T], [Hu] y 
[d':\]. 

En el capítulo II se abordan las acciones de grupos compactos y 
las acciones propias y de Cartan definidas por R. Palais [Pa2] para un 
grupo G localmente compacto y X un G-espacio de Tychonoff. Ambas 
acciones poseen propiedades muy especiales y de hecho las acciones de 
grupos compactos en un espacio de Tychonoff resultru::t propias y las 
acciones propias son siempre de Cartan. ~ 

De gran importancia en esta tesis es el desarrollo del capítulo !II 
en el cual se tratan las identificaciones equivariantes, se estudia y de
muestra el teorema rrI.4.5 de Erick EIfving [Elf] que se enuncia como 
sigue: El espacio de adjunción de dos G-espacios propios paracom
pactos con espacio de órbitas paracompacto, es un G espacio con esta 
misma propiedad. Su demostración se basa en una técnica de tubos y 
rebanadas en el sentido de [Pa2], donde para garantizar su existencia 
usa la condición de que el grupo G sea un grupo de Lie. También uti
liza resultados previos que se demuestran sosteniéndose en la hipótesis 
de paracompaódad. 

En este capítulo se establecen y muestran dos resultad.9~.nu,~~'S!~ 
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como alternativa al resultado de [Elf]. El primer resultado se enuncia 
de la siguiente manera: 

Sean X e Y G-espacios propios, A un cerrado invanante 
de X) f : A --). Y una funC'/,6n equwariante y X Uf Y un espacio de 
Tychonoff Si se cumplen: 

i) para todo x en X - A ex¿sten vecindades Ux de x y Mx de A, 
t -relacionadas, 

'li) existen una vecindad ab~erta invariante M de A y f' : M --l- Y 
una extensi6n equivariante de 1-

Entonces X Uf Y es un G-espacio propio. 

Para el segundo resultado se quita la propiedad del espacio de 
adjunción de ser de Tychonoff pero se pide que X sea normal además 
de cambiar las hipótesis i) y ii) por las siguientes: 

z ') para todo x en X - A existe vecmdad invariante Mx de A tal 
que x no pertenece a la cerradura de Mx. 

u') existe vecindad invariante M de A tal que A es retracto 
equivar-iante de M. 

Por último el capítulo IV está destinado a las homotopías y 
cafiLraciones E'qmvanantes. Aquí introducimos los conceptos análogos 
oe retracto ab~oluto de vc("ino<-1.dcs. extel1sor absoluto de veclIldadcs, 
propiedad de extenSIón de homotopía, cofibraciOnes y cuadrado 
cocartesiano, todos ellos en la vcrsión equivariantc. 

Se obtiencn también aquí result.a.dos en vcrsión equivariantc cnfo
cados al espacio de adjunción, así corno al cilindro de una trausforma
("i<lu UIl estudio ll1el5 detnllado ele la temÍ() de hOlllotopía cquiVd.ndlltc 
puede verse en [tD] P,U<1 COll~llILll· ¡mis (llupliamente sobre la teoría 

eqlllvdl"i,mte de rctr,lCtos se puede cO!l::iul1ar [An]. 

En CH<mto al formi:'!to de estp trabajo C'uando se d(~fir;e lUl t{~rmino 

éste aparecerá en negritas. Los resultados que S011 complejos y .va 
es! án probados en ut ro t.ext.o O ¡.u 1 ícnlo Ha se dClUuC-.'itrau haciendo 
sólo referellCli:1. a ellos en el 111011H'U1.0 cn quc se utili'l,i.\l1. Pcu·" los 
l'e::>ul\(Hlos de (oj)olog,í,) g{~llerdlllHl\· COllOCl<!OS se hace exactamente 

lo llli:-'lllO. I\('::.¡wc\o ,1 ddilli{ 1011(':-, Ü'Ul\~ll\(\:-' ]('111i),'" \" p10p0:-11( iUIl 

III 
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es s~ enumeran antecediendo el númerO de capítulo y de sección, y se 
presentan en negritas. Cuando tienen un nombre en especial, éste se 
escribe con letra itálica y entre paréntesis. Para hacer referencias a un 
texto o artículo se escribe entre paréntesis cuadrados la primera sílaba 
del apellido y en caso de que el autor citado tenga más de un artículo 
se agrega un número respetando la cronología, si una obra tiene más 
de un autor se escribe la inicial del apellido de los autores en orden 
alfabético. 

____ . ____ ~_~ __ "'-~ _, ________ .-__ -o-----.. -.~-_:___----



Capítulo 1 

Preliminares 

En la parte I.l de este capítulo se abordará el concepto de ldcntifkacióll. 

se considerarán construcciones de espacios mediante identificaciones como el espacio de 

adjunción. el cono y el cilindro de una transformación y se darán resultadus lmporta.uks 

de la teoría de ldentificaciones. así como algunas cuestiones báslcas de topología general 

útiles para el desarrollo de capítulos pO:-Icriolcs 

En el apartado 1 2:::.e estAblecercÍ.ll conceptos basicos de la teoría d<' grupos topülógl(:():, 

y de Lic. 

Por último en 1.3 se definen los G-t'-"pacios. el Cüllccpto <h: [uncióll equiv¡U"Wllte v 

l('sl1!tados l'('fCn'll(\S <\ dltl:-, 

I.1 IDENTIFICACIONES. 

Definición 1.1.1 Seall )" Ull COllJUllto arbitrario. X Ull ('~pa('Ju lopuhí;_)cu y 

p : X ---> Y un;.l función sobrf'yccti\'<l La topología identificación (~n Y deterllllllac!a 

por ]) (\.:;1<1 dcfinidn como :,,¡gllC': U C':-; a hlcrl (l ('n Y :-;i v :-;óln SI Jl-- J (U) ('S "hic'rt o ('J) X 

Un conjunto satun'l..do u'sp,','lO ,1 l' ,',;,. UIl t'OIljunto JI e x till qU{' j)-I})(/l) ~':: 1\ 

P()l \;lnIO, ";1.1 \'''; Ull (011.11111((, ",,11111,\(1, ,dl]('ll(l ('1\'\ ('dl,)¡l(('~ 11(,.-1) ('" ,¡hlt'JIU ('11 )' 
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También es cierto, tomando complementos, que e es cerrado en Y si y sólo si p-l(C) es 

cerrado en X y si A es un conjunto saturado cerrado en X entonces p(A) es cerrado en 

Y. 

Definición 1.1.2 Sean X e Y espacios topológicos. Una función continua y 

sobreyectiva p : X --t Y es llamada una identificación cuando la topología en Y es 

la topología identificación. A continuación daremos algunos resultados sobre 

identificaciollffi, sus demostraciones pueden verse en [Du] _ 

Teorema 1.1.3 Si p : X --t Y es una función continua, sobreyectiva y abierta o 

cerrada entonces p es una identificación. 

Proposición 1.1.4 Si p: X --t Y es una identificación cerrada y X es un espacio TI: 

normal, T4 , compacto o conexo entonces también lo es Y respectivamente. 

Demostración. Sea X un espacio TI- Como p es sobreyectiva entonces para cada 

y E Y existe x E X tal que p(x) = y_ Luego {x} es cerrado en X y por ser p cerrada_ 

{y} es cerrado en Y. Así Y es T,. 

Si X es normal y C" C, son cerrados ajenos en Y entonces p-l(C1) y p-l(C,) son 

cerrados ajenos de X. Como X es normal. existe U abierto de X tal que p-l(C¡) e u 
\. r np-l(C,) = 0. Por lo tanto Y - p(X - U) es un abierto de Y que contiene a 

p(p-l(C¡)) =C, yY --p(X -U)nC2 =0. Es decir. Yesnormal. 

Si X es compacto (conexo), dado que la imagen continua de un compacto (conexo) 

es compacta (conexa) y p es sobreyecth-a se sigue que Y es compacto (conexo)_ O 

Teorema 1.1.5 (Propiedad Universal del Cociente) : Sea p : X ~ Y una función 

--'~~tin;~~reyectiVa:_ -Entonces·p eS una id~tificació~ si y sólo si para cada espacio Z 

y cada funCÍón 9 : Y ~ Z la continuidad de gp implica la de g. 
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Teorema 1.1.6 (Transgresión). Sean p : X ~ Y una identificación y h : X ----7 Z 

una función continua. Supongamos que hp-l es univaluada (esto es) h es constante sobre 

cada fibra p-1(y)). Entonces hp-l : Y --> Z es continua. 

La composición de identificaciones es una identificación. Ahora bien, la función 

producto de dos identificaciones abiertas es sobreyectiva) continua y abierta 

y, por tanto) es una identificación. Pero en general el producto de identificaciones no 

siempre lo es. A este respecto tenemos el siguiente resultado. 

Teorema 1.1. 7 La función producto h = f x 9 de dos identificaciones f : X ----7 P Y 

9 : y ----7 Q es una identificación si para cada abierto W en Q y cada y E 9- 1 (W) existe 

un abierto V en Q tal que y E g-l(V) y g-l(V) es un compacto contenido en g-l(W). 

Demostración. Sea M un conjunto en P x Q tal que h-1(M) es abierto en X x Y. 

Es suficiente probar que .~1 es abierto en P x Q porque h es continua y sobreyectiva. 

Para ello. sea (Po, qo) un punto ar bitrario en M. Elegimos Xo E 1-1 (Po) .Y Yo E g-l(qO). 

Dado que h- 1(i\tf) es abierto cn X x y) exist.e un abiert.o G en Y t.al quc-' 

:1-(] X G = (xo x Y) nh-1(J\1). Mostli.llemOS quc G ('..3 un conjunto satur¡l.do respecto a 9 

Sc:tll W = g(G) Y!/I E g-l(lV). Entonces existe y, E G tal que g(!/¡) = g(:y,) Así, 

tenelllOS que "(':O,YI) = (J("o),g(!J¡)) = U(,"),g(Y2)) = h(XO,'.IJ2) E M 

Esto illlpliccl <111(' G = g-l(Pl). por lo tanto Vi'" es dbicrto de q. 

POI nuestra;.; asevcfnc:ionc." ~H.:0.rCa de 9, exist.~~ Ull abierto V en q tal (FlC Yo E g-l (V) 

y el con.lunto e = g-I(V) es un COlUpclct.O cOlü{~nido en G. Sea F \-'1 C'Olljllllto en X (lUlo' 

nmsta de todos los punt.os:z: E X tak's que:1: x e cstú contollido en h- 1(A1), Claramente 

tc;nclllOS que Xo E F y F x e e h-1 (.M). 

P<Ut1 prub~u· que F C'i abiert.o (:11 X. tOlllaJllOS J; E F. Entoll(,('S :rxC e h-l(.~!). 

C()l)lO c: es COlllj)<ld.o y/¡- 1{,iI) t'S .lhiN«'. ('xiste una V(x:i!l(Lld ¡l!m'rt;¡ JJ (k.f l'11 X COl! 

11 x (' e J¡ '1(1\1), d('. ahf 11 e F l'~s(() pnwba qlle F ('S ahJl'I't,o A)¡nr,~ ~('() ¡¡ ::c-"_ J{F) 

'-)l.!; E f" i(UL ('X1S\\'~'lltolll~'s.r} (: F t.d que ¡(.Ti) '""~ f(r}! P;lr,1 (,,\d,ll/ (- ('. lf'lll'llIO:-. 
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que h(x¡,y) = (f(x¡),g(y)) = (f(X2),g(y)) = h(X2,Y) E M. Esto implica que X¡ E F, por 

lo que 1-1 (U) = F. Dado que 1 es identificación y F es abierto saturado en X respecto 

a 1. se sigue que U es abierto en P. 

Entonces (Po,qo) = (f(xo),g(xo)) pertenece al abierto U x V de P x Q contenido en 

M porque U x V e I(F) x g(C) = h(F x C) e M. Esto prueba que M es un abierto 

del producto topológico P x Q. O 

Corolario 1.1.8 Sea p : X ---+ Y una identificación y sea Z localmente compacto. 

Entonces la función p x id : X x Z - y x Z es una identificación. 

Como ilustración, veremos en el siguiente ejemplo tomado de [ADQI en el cual Z = iQI 

no es localmente compacto: que el producto de una identificación por la identidad no es 

siempre una identificación. 

Ejemplo. Consider~mos el conjunto de los números racionales Ql con la topología 

euclideana y el cociente ![JIZ obtenido al identificar el conjunto Z a un sólo punto. 

Sea p : Q ----¡. Q/Z la pro.yección canónica. A continuación probaremos que 

h = p x id: iQI x iQI ~ (QjZ) x iQI 

no es identificación. Para ello encontraremos un cerrado en Q x Q. saturado por h. 

cuya imagen no será un cerrado de (Q/Z) x Iij. 

Para cada n EN. consideremos el número irracional r n = V::. Sea [,-n un abielio de 

JR2 contenido en [n.n + 1] x [Tn+l,rnj. de modo que 

Obseryemos que la familia {Un} es localmente finita. Por lo tanto. e = U Un es un 

_cerradoD,t .J!',,\~}'n.ronsecuen~~-.es· ___ aOO-~x~.""-'tO""qnec~~ 

los puntos T n son irracionales, AneZ X Ql) = 0. Luego, A es un conjunto saturado por 

h. Como (i0], O) ~ h(A), para probar que h(A) no es cerrado, basta demostrar que ([01. O) 
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pertenece a h(A). Sean, entonces, dos abiertos U y V tales que ([O], O) E U x V. De 

[OJ E U se deduce que p-l(U) es un abierto de Q tal que Z ~ p~I(U). En partlcular, para 

todo n E N existe un intervalo (n - En, n + en) de modo que 

U' = U {(n - en,n + en) nQ, n E N} ~ p-I(U), 

luego U' x V ~ p-l (U) X V = h~l(U X V). Pero es fácil observar que (U' x V) n A oF 0, 

por lo que h(U' x V) n h(A) oF 0. En particular, (U x V) n h(A) oF 0. Como los abiertos 

U x V, tal como han sido escogidos, forman una base de vecindades de ([OJ. O). queda 

probado lo que nos proponíamos. O 

Definición 1.1.9 Sean X un espacio, I'V una relación de equivalencia en X, XI rv el 

conjunto de clases de equivalencia y p : X --+ XI I'V la proyección natural que asigna a x 

su clase de equivalencia [x]. Al espacio XI I'V con la topología identificación se le llama 

espacio cociente de X y a p función cociente. 

Observación: Toda identificacIón q: X --+ Y es una función cociente ya que 

y = XI ,....., donde Xl "'-' X2 S1 q(x¡) = q{X2) Incluso cualquier descomposicIón de X induce 

tambIén una relación de equivalencIa, cuyas clases de equivalencia son los elememos de 

Id dCLscomposlció!l. 1" cual determina un CSpdClO cociente', 

Ejelnplos' 

a) Colapsando A a un punto: XI A 

Sea X uu espacio ji A un C'GlljUlltO llO ""cío de X El espacio coucllk iuduc:ido por 

la dCSCOlllposiuón {.1} U {{:e} 1>: E X - A}} de X ,,, llalllado el cspacio obtellldo d,

.\. coldpsando ,t ¡) un punto. Si A ('S 1111 ('en aclo de X ClltonC('!.<; la funcIón C'OClClltc 

7), X --j. XIA ('~ cCITada porque dado un c(,lr~ldo e (k x: p-lp(C) = e si Cn.:l = (~ 

() p-lp(C) = CU.4 si CnA i- (~<":11 ml\bo~ C;l:-,OS j)-lJ!{C) ('S c('rr~ld() por len¡(o dC) ('s 

('('1'1',,<10 el) X /:1 

Así pUl' <'lelllp10. d COBO d(' X (' .... d (':-.p,l('io (\)/1(.\') 

¡i .\;., J ,COIi ,\) ('~ "('ll,ld,l. 

X >: l/X x {Of \ 
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b) Espacio de adjunción: Z=XU¡Y. 

Sea f : A ---+ Y continua con A un subespacio cerrado de X. Consideremos la suma 

topológica ajena X U Y de los espacios X y Y. Su topología se define como sigue: 

U abierto en X U Y si y sólo si U n X es abierto en X y U n y abierto en Y. 

La relación de equivalencia ~ en X U Y generada por a ~ ¡(a) para todo a E A, es 

decir Wl rv W2 si y sólo si 

(1) w, ~ W, VW1, W, E X U Y 

(2) W2 ~ f(w,) para W1 E A Y w, E Y Ó w, ~ f(w,) con W2 E A Y w, E Y 

(3) f(w,) ~ f(W2) para W" W2 E A. 

espacio cociente Z ~ X U Y / ~ es el obtenido adjnntando X a Y mediante f : A ~ Y. 

La proyección natural p: X U Y ---¡. Z es la función cociente que asigna a w su clase 

de equivalencia [w] satisface: 

. (1) La restricción p Iy: y ~ Z es un encaje cerrado, es decir p !Y: y ~ p(Y) es 

un homeomorfismo y la imagen es un subespacio cerrado del espacio de adjunción. En 

efecto. p ly es continua e inyectiva. Veremos que es cerrada. Para todo e cerrado en Y, 

p-l (p Iy (e)) ~ e U f-1(C) es un conjunto cerrado en X U Y por tanto p(e) es cerrado 

enZ. 

(2) La restricción p IX-A: X - A --¡. Z es un encaje abierto. De acuerdo a la definición 

de Z es claro que p Ix -A es inyectiva y continua, falta probar que es abierta. Esto se sigue 

del hecho que para todo U e X -A es saturado respecto ap. luego p-1 (p IX-A (U)) ~ U. 

(3) p(Y) Y p(X - A) son disjuntos y Z ~ p(Y) Up(X - A). 

(4) Para E e X y B e y • tenemos las siguientes igualdades: 

p-1p(E) ~ EU f-1 (f(EnA)) Uf(EnA) y p-1p(B) ~ B Uf-1(B) (1.1) 

En virtud de (1) se considera al espacio Y como el subespacio cerrado p(Y). 

esto es identificamos y con su cIase [y] ~ p(y). 

---~----
------=---"~--- . -----~~---- - - - -

------=s~ f: X --= Y-continua: -Er esp-a:cio cociente obteIud-ü de la suma topológica ajena 

c) El cilindro Z ¡ de f. 

de X x 1 con Y identificando (x, O) E X x 1 con f(x) E Y para cada x E X es el espacio 
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cociente Z¡ llamado el cilindro de la transformación de J. Esto es, Z¡ es el espacio de 

adjunción X x IUfY para la función A = X x {O} 1. y definida por (x, O) ~ f(x). 

Sea [x,t] el punto de Zf imagen de (x,t) E X x 1 bajo la identificación y sea [y] el 

punto de Zf imagen de y E Y, así [x, O] = [j(x)] para x E X. 

Las funciones i : X ~ Zf con i(x) = [x, 1] y j : Y ~ Zf con j(y) = [y] son encajes 

cerrados por lo que podemos considerar a X e Y como subespacios de Z ¡ cerrados y 

ajenos. 

d) El cono e f . 

El espacio cociente obtenido del cilindro Zf colapsando ,(X) a un punto v es llamado 

el cono de f, denotado por Cf . El punto v es llamado el vértice de Cf . El espacio Y puede 

considerarse como un sub espacio de e ¡. 

Proposición 1.1.10 Sean A un cerrado de X, f: A ~ Y continua y Z = X Uf Y . 

Entonces Z es TI si X e Y lo SOllo 

Demostración, Supongamos que X e Y son T1, sea z E Z. 

-1 {{X) si z =p(x),x E X -.4 
p (z) = 

¡-I(y) U{y) si z = p(y). y E Y 

p-I(Z) es cerrado, est.o imphca que::. (':, (,(;l1"<tdo y por lo tatlto Z es T1 O 

Teorema 1.1.11 ScFtn X e Y eSpCl.Cl()~ Hausdorff. A cerrado de X y J : 11 -) Y 

colltinu~L Si ~e cumplen las dos condiciones ':3ig,uielltc.':3 

(1) par:) ('~tda x E X \ A CXlstell \'C( Jlldad('s il,IC1WS U de A, \" V de ,L. 

(2) CXlstc una cxi.cnsÍóll ('onLl1lutl, J' A -) Y de J i1 Illl,! \'('Cilldad N de A eH X, es 

dl'Clr f' 1.,= f. 



8 Capítulo I. Preliminares 

Demostración. Sean Z1, Z2 puntos distintos de Z = X U f Y. 

Caso L Z" z, E p(X - A)_ 

Dado que X, = p-l(Zl) y X, = p-l(Z,) son puntos distintos del espacio de Hausdorff 

X \ A, existen UI , U2 vecindades abiertas ajenas de Xl y X2 en X - A respectivamente. 

Entonces p(U, ) y p(U,) son vecindades abiertas ajenas de z" z, puesto que p-'p(U,) = U, 

paraj=I,2_ 

Caso 2_ z, E p(Y) Y z, <t p(Y)_ 

Entonces Z, = p(y) con y E Y Y z, = p(x) con X E X - A. Sean U y W vecindades 

ajenas de A y de X en X_ Para cualquier vecindad V de y en Y Tenemos que p(U U V) es 

vecindad abierta de z, en Z porque p-lp(U U V) = U U V es abierto en X U y_ además 

p(W) np(U U V) = 0, con p(W) vecindad abierta de z, dado que p-lp(l-F) = W es 

abierto. 

Caso 3_ z" z, E p(Y)_ 

Consideremos Yl,Y2 E Y para los cuales p(Yl) = ZI Y P(Y2) = Z2_ Como ZI -=F 22 

entonces YI =f- Y2 y, por ser Y Hausdorff, podemos elegir UI , U2 vecindades ajenas de 

YI, Y2 respectivamente. Por }1Jpótesis se tiene que existe N vecindad de A y l' : N -¡. Y 

extensión continua de f . Luego tenemos que f'-1(U1) U L'l Y r-1(U2 ) U [h son abiertos 

de X U Y saturados respecto a p_ Además U; n U2 = 0 implica j'-l(U¡) n f-l(U,) = 0_ 

Por consiguiente p (f-l([-¡) U U¡) y p (f'-l(U, ) U U,) son vecindades abiertas ajenas de 

21 Y Z2_ D 

Teorema 1.1.12 Si X es T, y Y es de Urysohn (dos puntos ajenos tienen 

vecindades cerradas ajenas) entonces X U f Y es Hausdorff_ 

Demostración. Sean ZI Y Z2 des puntos distintos de X U f Y . Los casos 1 y 2 son 

análogos a la demostración del teorema anterior. 

Sean Yl: Y2 E Y para los cuales P(Yl) = z¡ y p(Y2) = Z2· Como zl =/: Z2 se tiene Yl #- Y2 

Y ¡-l(Yl)nf-¡(y,) = 0_ Por !tipótesis existen Vi y 11., vecindades abiertas ajenas en Y 
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de Yl Y Y2 respectivamente tal que 1Ií n V2 = 0. Dado que X es normal existen U1 y U2 

vecindades abiertas en X de ¡-1( V¡) y ¡-I(V,) tal que VI n V, = 0. Considérese 

B, = p(V, - A) Up(v.) vecindad de z,. Veamos que p-l (B,) = (V, - A) U 1-1(11.) U V. es 

abierto en X U Y. En efecto V; es abierto en Y y dado que 1-1 (V.) es abierto en A existe 

W, abierto en X tal que W,nA = ¡-I(v.) entonces 

(V, - A) U¡-I(v.¡ = (V,nX - A) U¡-I(Vi) = (V, nX - A) U(W, nA) = 

= V,n((X - A) U(W,nA)) = [1, n ([(X - A) U W,] nX) 

es abierto en X. Por lo tanto B~ es abierto en Z y es fácil ver que BI n B2 = 0. O 

Observación. Si X es T4 y Y es T3 (lu cual implica que Y es de Urysohn) entonces 

X U f Y es de Hausdorff. 

Proposición 1.1.13 Sean X e Y paracompact.os, A cerrado en X y 1 A --+ Y 

continua, entonces X U f Y es para compacto. 

Demostración. Ver [Ha] O 

Definición 1.1.14 Una función continua 1 : A --) B es propia si para cada compacto 

h' de n su imagen inversa 1-1 (I{) es (,Oll1pdc.:t~,: en particular para cdda b E B ~\l fibra 

f-l(b) ('!..'-) compacta, Se dice que una función <':OUtillud r: A --) B es perfecta cualldo <::-; 

~uprtl.\cctiv,\, (errada y COH fibras COlllP¡lctCl~. 

CiatdJUClltc la CO~llpO::'lCIÓll de fll11('1011C;-; pl'opicl~ o perfectas es ])1'0])1<1 

u perfcct<:l rcspcctlvclmentc. Como consccucnClH del slgUIcnte ¡cm,1 tellcmos que L);., 

fUllciones perfectas son las 1dcntüicaClOllcs ccrracld.<.; plOpW:;, y toda fUllCJ()1l propia ('('n ,Hi,1 

(':-:; ](1. cl)lllposici(¡n de ',lila perfecta ron una función illC]usi6u cerrada. 

Lema 1.1.15 Si f' A ........ 13 es C()lltillllA, ct'n;-HLI V ('OH film,:-> COlllp,H't,lS <'ntt)llCCS' 

1) ¡l,JI'! tudo]J1 ~ f(A) 1.1 [1l\l('¡(l1! f' f ¡(U') --, 15' ddillld;\ pOI j. ('S ]H'r[('l'U 

111 J \'." jll())ll:l: 
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iú) para todo espacio C, la función ¡ x le : A x e ~ B x e es cerrada. 

Demostración. Ver Lema 4.4 [dNI. O 

Proposición 1.1.16 Sea f : A ~ Y una función continua de un subespacio cerrado 

A de X. Si ¡ es cerrada entonces p : X U Y ~ X U ¡Y es cerrada y si ¡ tiene fibras 

compactas, p también las tiene. Por lo tanto p es perfecta si f es cerrada con fibras 

COIDI--..lctas. 

Demostración. Sea e un cerrado en XUY. Probemos quep-l (p(e)) es cerrado en 

X U Y suponiendo que f es cerrada. Como e n A es cerrado en X, J( e n A) es cerrado 

en y: lo que implica 

es unión de cerrados en Y y 

p-l (p(e))nX ~ (CnX) U¡-l(Cny) 

es unión de cerrados en X. ABí p-l (p( e)) es cerrado en X U Y Y por lo tanto p( e) es 

cerrado en XU¡Y. 

::~(:~:ae¡X,~:~{::ego si Zs: :~Xp~~) 
Si f tiene fibras compactas es claro que p-l (z) es un compacto de XuY en cualquiera 

de los dos casos anteriores. O 

En particular si Y es de Hausdorff y A compacto entonces f es cerrada con fibras 

compactas por tanto p es perfecta. 

Teorema 1.1.17 Sea p : X --+ Y una función perfecta. Entonces: 

(1) Si X es Hausdorff. regular, metrizable, paracompacto o 2° numerable entonces 

también lo es Y respectivamente. 
-'--~-- -~--------- - - -- -----------.=-~"-

(2) Si Y es paracompacto, compacto, de Lindelüf entonces también lo es X 

respectivamente. 
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Demostración. Ver [DuJ teorema 5.2. y 5.3. O 

Corolario 1.1.18 Si f es cerrada con fibras compactas y X e Y son espacios de 

Hausdorff o regulares o paracompactos o metrizables entonces Z = X U f Y también lo 

es respectivamente. 

Las propiedades mencionadas son invariantes bajo funciones perfectas. La propiedad 

Tychonoff no es invariant.J bajo estas funciones. Con el fin de obtener las condiciones 

suficientes en X e Y para que X U f Y sea de Tychonoff, propiedad indispensable en 

resultados del capítulo lII, introduciremos el concepto de push-out. 

Definición 1.1.19 El diagrama conmutativo de espacios topológicos y funciones 

continuas 

Y¡ 

'P¡ / '> w¡ 

X Z 

'P2 " 
/ ~I)l. 

Y2 

11 

es un CUMÜ,1do cocartesiano ü push-üut si pma t.odo ('sp<lCio vV y ~J : Y7 - 111 

(Ollt illua J = 1. 2 t (tlc~ C]ue ~ J ifl¡ = ~ '2'f':2 existe Hlla única función ~ : Z -) 11/ quc' hace 

(·Olllllutativo ,,1 dlagranUl. 

Y, 

"~I /. J,/'¡ ~f:1 

.\ 7 .', IV 

Y, 
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Se dice que Z o más preciso Yi !..; z ~ Y2 es el push-out de Yj .::; X ~ Y;. De la 

definición se sigue que Z es único salvo por homeomorfismos. 

Proposición 1.1.20 Si f: A ----¡. Y es una función continua de un subespacio cerrado 

A de X entonces el cuadrado conmutativo 

X 

i/ "Px 

A Z 

f" /py 

y 

es cocartesiano donde i es la inclusión, Z = XU¡Y, Px = p Ix. py = p Iy con 

p : X U Y - Z la proyección natural. 

Demostración. Dadas las flUlciones continuas 'Px : X --t W y <py : Y - W sea 

\'x U\,y la función de XuY en W definida por (\'x U \,y) Ix=.¡;x y (\'x U yy ) Iy= \,y. 

Supongamos que \'xi = \,yf esto es. \'x(a) = \,y (f(a)) para todo a E A. Veremos 

que (I"x U I"y) (p-I(Z)) es un sólo punto de W. En efecto. si z E p(X - A). p-I(Z) = X 

Y ( I"x U yy) (p-I(Z)) = \'x(x) es un punto de W: si z E p(Y). p-I(Z) = yU¡-I(y) y 

(\'x U SOy) (f-l(y) Uy) = yy (f-I(y))U\'y(y) = \,y(y) porque para cada a E f-l(y). 

\'x(a) = \,y (f(a)) = \,y(y). Así. aplicando el teorema de transgresión L1.6. concluimos 

que existe una única función continua;: que hace el siguiente diagrama conmutativo 

Z -=. \l' 

p" / \'x U \,y 

XuY o 

________ . .!>r()1'.0siciónJ}.21 __ S_~,,~'Ce'CLde3J'FlJ.911oiL(I"-y completamente..I%oular+A--c 

cerrado en X, f : A ----¡. Y continua. Si X es normal entonces Z = X U f Y es de 

Tychonoff. 
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Demostración. Tenemos primero que Z es TI por proposición L1.10. Sean z E Z y 

C cerrado eu Z tal que z ~ C. 

Caso 1. z=p(x) couxE X-A. 

Por ser X de Tychouoff existe 'Px; X ~ 1 tal que 'Px(x) = O Y para B = AUPx'(C) 

cerrado en X, i.p X (B) = l. Sea i.py : Y -+ 1 la función constante i.py (Y) = 1, entonces 

por el resultado anterior existe <p : Z -+ I continua tal que el siguiente diagrama 

X 

y 

conmuta. 

Veamos que 'P envía el puuto z eu O y el cerrado C eu l' 'P(z) = 'PPx(x) = 'Px(x) = O 

Ahora si cE CnX, 'P(c) = 'Px(c) E "x(B) por lo tauto 'P(c) = L si cE Cn y , 

'P(c) = 'Py(c) = 1 tcuemos que 'P(C) = l. 

Caso 2 z = p(y) con y E Y 

En este caso eXiste ({!y : Y -) 1 continua t<ll que yy(y) = O Y ({!y(Cny) = 1 

por ~cr Y de Tychonoff. COllsiderelllo~ id COlllpO~ICIÓll ;:i.J : A ...... 1 Y su extc~ll~ióll 

V) . A U p Xl (C) -+ 1 defilllcla de la siguiente manera 1j; 1.1 = -;y! y 1.b Ir 1 (e) = 1. Para Vel 

que'¡; está bien defiuida basta mostrar que 'if; (pXl(C) nA) = 1 Sea a E An Jix1(C), 

t"(a) = <p"y U(a)) E yy(CnY) = 1 Adclll,l:, es clcu·o que~' es cüntiuua. 

Dado que X es normal, por el teorema de Tiet/.~-lJry:;ohn existe \lIla extensión tpx 

t"ont.inUcl de 1/! 

.. '.\ - _.) 1 
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como en el caso 1 existe cp : Z -+ I continua que hace conmutativo el diagrama, se tiene: 

<px(a) = <py(f(a)) para todo a E A por construcción y <pez) = <p(p(y)) = <py(y) = O si 

cE cny, <p(c) = \OY(c) = l. 

Si c E C - Y, Px' (c) '" 0 parlo tanto 'P(c) = 'Px (pX'(C)) = 1. Con lo cual concluimos 

la prueba de la regularidad completa de Z. O 

Proposición 1.1.22 Sean A un cerrado de X, f: A ~ Y continua y Z = XU,Y. 

Entonces Z es normal (ó T4 ) si X e Y lo son. 

Demostración. Supongamos que X e Y son normales. Si F, G son cerrados ajenos 

en Z entonces por lema de Urysohn existe rpy : Y -+ 1 continua tal que 

{

Osi y E p-l(F) n Y 
'Py(y) = 

lsiyEp-'(G)nY 

Sea B = (P-l(F) nX) UAU (p-l(G) n X) y sea,p : B ~ 1 tal que 

¡O siXEp-l(F)nX 

1j;(x) = l'PY (f (x)) si x E A 

si x E p-l(G) nX 

Por la definición de <Py. 'lb está bien definida y es continua lo cual veremos 

a continuación. Si a E Anp-l(F) entonces a E p-l(F) nX; por tanto 0(a) = O 

pero también fea) E p-l(F) n Y, luego 'Py(a) = O Y por definición ,pea) = 'Py(a) = O, 

análogamente para a E A np-l(G). Entonces dado que B es cerrado en X espacio normal, 

por el teorema de extensión de Tietze existe i.?x : X -+ 1 continua tal que I.Px IB= W· 

Como \Ox(a) = 'Py (J(a)) para todo a E A, por la proposición I.1.20 existe 'P: X ~ 1 

continua tal que \OPx = \OX Y \OPy = \Oy. Por construcción 'i'x (p-l(F) nX ) = O Y 

\Oy (p-l(F) nY) = O por lo tanto y(F) = O. análogamente se prueba que 'i'(G) = 1. De 
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1.2 GRUPOS TOPOLÓGICOS Y GRUPOS DE LIE. 

Un grupo topológico es un grupo G provisto de una topología tal que las operaciones 

multiplicaóón 1" : G x G ~ G, I"(g. h) ~ gh, e inversión ¿ : G ~ G, ¿(g) ~ g-l 

son funciones continuas, por lo tanto la estructura de grupo y la estructura topológica 

de G no son independientes. Es fácil comprobar que la condición de continuidad de 

ambas flllciones /-l e ¿ equivale a la condición de continuidad de la función" división" 

v: G x G ~ G, dada por v(g,h) ~ gh- 1 

Para A Y B subconjuntos de un grupo topológico G sean 

AB ~ I'(A x B) ~ {ab: a EA. bE B} 

A-l ~ ¿(A) ~ {a- l : a E A} 

AB- l ~ v(A x B) ~ {ab- l : a E A. bE B} 

A' ~ AA ~ {ala,: al E A. a, E A}. 
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La inversión 9 ~ g-l es un homeomorfismo mvolutivo de G. es decir ,2 = le; Se dice 

que A es shnétrico si A = A-l. Las traslaciones o multiplicacIOnes por h, 9 J--) h9 Y 

9 J---+ gh Lamblén son homeomorfismos. G es un espacio homogéneo, pues dados 91. 92 E G 

existe un homeomorfismo i.p tal que ';(91) = 92, en efecto tome 'P como la tnlslacióll 

izquierda por g2t)~l. 

Si ;1 C'i abierto, AB y BA, son abICrtlls para todo B ~ G, ya que AIJ = U Ab es 

uni6u c1.rbitrarid de abiertos De la lllisll1il forma YCll10S que BA es dbierto. 

SI A c:s cerrado y 13 Hilito, AIJ ~. DA son cerrados, como antes An 

nA = U bA son ulliollCt' [hlltas de (,C'lTeldOS, 
/¡En 

U Ah Y 
vEn 

En virtud (h' 1,) hOlllogl)llCidelCl. pe\r,\ probar que; G scÜlsfurc cierta propi0dad 10e,11 

]),):-;( ani probarl,) pal ¡l llll puní o. ('Ji p;ll'tll'ular pan d ('lelllcnt () idl'llt i(Lvl (' eh' C:. Como 

( es IIll elt'lllcllto \~')pcl'ial dt' C; ¡: l'u,llquH'r \'l'c!mbd de r¡ E: G es de la forma,GF o \ ",1 ('Ull 

\. llllél \'{,cllldad di' (', (') p:\pd qlH' .IlH':'':11I Li,-': \'('( ilJd:Hk:-; di' e ('~ Slllll,llJll'1l1\' IIl.pU11 :l11lt' 
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Proposición 1.2.1 Sean G un grupo topológico y B una base de vecindades de e en 

G. Entonces dada N E B existen U, V Y W en B tales que 

U2 <;; N, V-l <;; N Y WW-1 <;; N. 

Más aún, las vecindades abiertas y simétricas de e forman una base de vecindades de 

e enG. 

Demostración. La continuidad de la multiplicación implica que existen vecindades 

Ul y U2 de e tales que U1U2 ~ N. considere U E B contenido en U1 n U2. entonces 

U2 ~ N. Como la inversión es continua, hay un elemento V en B que cumple V-l ~ N. 

Finalmente en forma análoga al primer caso, la continuidad de v implica la existencia 

de W tal que WW- 1 <;; N. Nótese que V n V- 1 y WW-l son conjuntos simétricos, de 

lo anterior se sigue que las vecindades abiertas simétricas de e constituyen una base de 

·vecindades de e. O 

Los subconjuntos compactos de grupos topológicos tienen propiedades similares a 

los puntos respecto a axiomas de separación por ejemplol ahora en grupos topológicos 

tenemos la siguiente proposición. 

Proposición 1.2.2 Para un compacto K de un grupo topológico G, 

(l) Cada yecindad A de K en G contiene abiertos de la forma UK y KU'. donde U 

y U' son vecindades abiertas de e, 

(2) Si e es un cerrado de G, CK y KC son cerrados, 

(3) Para cada vecindad N de e hay una vecindad V de e tal que U k-1Vk 5; N. 
kEK 

Demostración. Ver proposición 3.2 [dN]. O 
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Proposición 1.2.3 Un subgrupo H de G es grupo topológico con la topología 

relativa. Designamos por G/ H al conjunto de clases laterales izquierdas con la topología 

identificación respecto a q : G --+ G/H. con q(g) = gH. Entonces q es abierta y el espacio 

G/Hes homogeneo. Si H <J G entonces el grupo cociente G/ H es un grupo topológico 

con esta topología. 

Demostración. Veamos primero que Q es abierta. En efecto dado un abierto A en G) 

q-lq(A) = AH = U Ah unión de abiertos en G y de la definición de topología cociente 
hEH 

q(A) es abierto en G/H. Ahora G/H es un espacio homogéneo, pues para 91H, 92H 
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existe un homeomorfismo tp, cp : gH ----J. 929119H tomado como la traslación izquierda. 

tal que <p(91H) = 92H. Dado que H <J G tenemos que G/Hes un grupo. Probemos 

que las operaciones de grupo son continuas Sea Vi ; G/ H x G/ H ~ G/ H defimda 

por v'(glH,92H) = 91921 H veamos que es continua. Para ello, considérese el siguiente 

diagrama conmutativo 

G x C'::"C 

qxq1 q1 

G/H x G/H ~ G/H 
v· 

EllSCguidd, se llltroduccnlos g1l1pO:'i de Lle y se discuten algunas ('o~as J(l import,mcia 

¡lrlra result,ados posteriores. 

Definición 1.2.4 Un gr1lpO topológico c~ un grupo de Lie SI tl('IlC ulla c.'3tructura 

de Ulla valicdad difcrcnci<1blc tal qlH~ 1,1:-1 operaciones de grupo J1 e 1 son dikrC'nciablc:->, 

Por la homo).'.,cnC'id:H¡ de e 1)(\::-1,1 que' CXi;-.I;\ lllU \ C'l'llld,Hl ,t1Jll'r(" (' d<' (' ('H G \ UIl 

hOllH\()lllOrfismo J: U -) IV _..;(\hr(' \lll ('(lH,l \ 111\ o "hi('rl 0\ \. l 18: 11 ]),11',1 ,dé:úll 7! COII.r( d :;;~ () 
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locales. Más precisamente, sea x,(g) la i-ésima coordenada de x(g) E II?n para 9 E U. 

Entonces para todo 9 y h en alguna vecindad abierta V e U de e donde las funciones 'Pi 

son de claseC=en una vecindad de O E II?2n, xi(gh) = 'Pi (Xl(g), ... , xn(g),xl(h), ... ,xn(h)). 

Similarmente Xi(g-l) = ,p,(Xl(g), ... ,xn(g)) para 9 cercano a e, donde las funciones,p, 

son cee alrededOl- de O E JEt",. 

Ejemplos. 

(1) El espru:io Euclideano II?n es un grupo de Lie. En efecto con la topología usual, 

lRnes una variedad diferenciable y es un grupo topológico abeliano con las operaciones 

definidas por (x, y) ...... x + y y x ...... -x que son diferenciables. 

(2) El circulo unitario S' es de Lie compacto. El toro 'JI'" "" S' x ... X S' es grupo de 

Lie dado que el producto finito de grupos de Lie es un grupo de Lie. 

(3) El grupo general lineal GL(n,II?) =det- l (II? - {O}). Tenemos que GL(n,II?) es una 

subvariedad de M(n,lR.) yes un grupo con respecto a la multiplicación de matrices. El 

producto AB en GL(n,II?) tiene entradas polinomiales en las componentes de A y B, 

Y estas entradas son las expresiones en coordenadas locales de la función producto) que 

es diferenciable. Las entradas de A -1 son funciones racionales de las entradas de A con 

denominadores diferentes de cero y es también diferenciable. Así GL(n,IR) es un grupo 

de Lie. 

Teorema L2,5 Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado de G. EJÓste una 

\'ecindad U de eH en GjH y una función continua s: U ~ G tal que 7rS = lu, con 

ir : G ~ G I H la proyección canónica. 

Demostración, Ver la prueba del teorema 3.37 en [Ka]. O 
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1.3 G-ESPACIOS. 

Sea G un grupo topológico. Un G-espacio es un espacio provisto de una acción 

continua de G sobre X, esto es, una función continua a : G x X ---- X definida como 

(g, x) ~ gx que satisface ex = x, donde e es la identidad del grupo y h(gx) = (hg)x, 

para todos x E X, g, h E G. 

Para cada 9 E G, la acción B induce la función continua Bg ; X -+ X, Bg{x) = X, la 

cual es un homeomorfismo puesto que (89 )-1 = B9 -1. 

Para x E X, A e x y H ~ G usaremOs las notaciones y términos siguientes: 

HA = {ha; IIh E H, a E A} 

Gx = {gx I 9 E G} es la órbita de x 

GA = {g E GigA = A} es el estabilizador de A. 

G x = {g E G I gx = x} es el grupo de isotropia de x. 

Si Gx = e, x es un punto fiJO o estacionario XC es el conjunto de puntos fijos. 

19 

Se dice que A es invariante SI gA = A para todo 9 E G La unión. intersección :V' 

difcreuc:ia de dos conjuntos ll1vl;\nautes es un conjunto iuvanantC' 

Sea x/e el conjunto de órbitas con la topología identificación respecto a 1<1 

proyección orbital" . X -) X/G, dada por 71"(:7,') = Gx A X/G se le llama el espacio 

de órbitas 

Proposición 1.3.1 71" es abiert.a y cualldo G es compacto 71" es "ciernAs cerrada 

Denl0stración. SP;-l, A un ,1hierto ci(> ,x:, 7r- 1rr(A) = CA = U 09/1 es Ul1Jón de ;:dJ10l!O" 
'IE(; 

OH X por 'lo tanto 71"(...1) es abxcrto cn X/C. Pa,'a el caso C compacto most.rarcmos que 

si C es uu cerr~tdo CH X cntOllCü,':; CC = 71"- l 7r(C) iamblen lo es 

EH glllll'r<l¡ se cumpk para iodo f{ e G \' ]3, e e x b~ slgllic'llle:-; ('(jll1\,;-lh"llCl,l:-' 

unxc ~ 0 ,.~ JC1UnC = 0"" (1\ 1 X lJ)nll 1((') = 0 

Sed"' ( .\ ~ ce, C2·nC ~ 0 esto illlpllCa 'lile G.¡; e le; x.\ - 0-I(C)] ,lbü'lt0 ell 
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que G x V e [G x X - 0-1 (C) 1 y de las equivalencias antes mencionadas se sigue que 

V n GC = 0 y por lo tanto GC es cerrado en X. De la definición de topología cociente 

tenemos que ,,(C) es cerrado en X/G. O 

Definición 1.3.2 Supongamos que G actúa en los espacios X e Y. Se dice que una 

función continua j : X ~ Y es equivariante o G-aplicación cuando j(gx) = gj(x) 

para todo x E X, 9 E G. Tenemos que toda función equivariante f satisface G x e Gf(xl 

para todo x E X. Además j transforma órbitas en órbitas puesto que j(Gx) <;; Gj(x) e 

induce una función en los espacios de órbitas, como veremos a continuación. 

Proposición 1.3.3 Cada función equivariante f : X ---+ Y induce una única función 

continua f IG entre los espacios de órbitas que hace el siguiente diagrama conmutativo, 

donde 7f y 7í' son las proyecciones orbitales. 

X ~J Y 

1f1 1111 

x/G 0! Y/G 

Demostración. Se define (f IG)(Gx) = Gj(x). Como (f IG)" = j,,' es continua. 

por la propiedad universal del cociente j / G es continua. O 

Si H es un subgrupo de G. Dado un H-espacio X. podemos construir un G-espacio 

asociado con X como sigue: consideremos la H-acción sobre el espacio producto G x X 

definida por h(g,x) = (gh- 1,hx). el espacio de órbitas de esta H-acción se denota por 

~_ G_~¿;. v .. la,!!, .. Órl<ita~Jg. x) .l1o,r ~7"E;iA<Wn",nt,,_sg~d~á'co"'''",,-cQ~llffiQn~sºbr:e_._. 

G XH X por g'[g,x] = [g'g,xj. El G-espacio G XH X asociado a X. es llamado producto 

torcido:: tiene las siguientes propiedades. 
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Proposición 1.3.4 Sea H un subgrupo compacto de G un grupo de Hausdorff 

Entonces 

(a) 't: X -t G XH X, X t----t [e, x], es un H-encaje cerrado. 

(b) La proyección G x X ~ G induce una proyección p: G XH X ~ G/H, definida 

por p(lg, xD = gH, la cual es una identificación abierta. 

Demostración. 

(a) Sean la proyección orbitalrr : G x X ~ G XH X y la función continua j : X ~ 

G x X definida por j(x) = (e, x). La función i de (a) es la composición 1rJ por lo tanto 

es continua. Para h E H tenemos que 

i(hx) = le,hx] = Ih,x] = hle,x] = ¡,,(x) 

esto prueba que z es H ~equivariante. 

Probemos ahora que i es inyectiva. Sean t(x) = 'l(Y) para x. y E X esto 

es, le, x] = le, y]. Por defimción existe h E H tal que h(e. x) = (e, y) lo que implIca que 

(eh-1,hx) = (e,y) y "sí e = h, x = y. 

Mostremos que i es cerrada. Sea e un cerrado en X entonces j (C) = {e} x e es 

cerrado en G x X dado que G es Hausdorff, además como H es compacto ir es cerrada 

por plOposición 1.3.1 y entonces íiJ(C) = I.(C) es cerrado en G Xl{ X. De lo anterior se 

(o) Prilllelo veamos qucp csti:i biell dcfilllda. EH ('[ccto [91,:Cl] = [92.J.2] implica que' 

P,lnl algún h E 1-1,9'2 = .r!¡h- 1 Y hx'2 = Xl, luego glH = .<J2{J por lo janto 
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Considérese G x X n G la proyección sobre la primera coordenada y G ~ G/ H la 

identificación q(g) = gH. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo 

GxX!2.c 

TI 1 ! q 

GXHX~G/H 
p 

Como p7r = 7[' q es continua y TI identificación, p continua. Además p es abierta porque 

lo son Pl y q. O 



Capítulo 2 

Acciones especiales 

Las acciones de grupos compactos y las acciones propias en el sentido de R. Palais [Pa2}, 

poseen propiedades especiales muy interesantes) es por eso que dedicamos este capítulo 

para su tratamiento. Además, los resultados que de ellas se derivan son clave para la 

obt.ención de resultados del siguiente capítulo. 

II.1 ACCIONES DE GRUPOS COMPACTOS. 

Eu esta sección supondremos que G es compacto. Algunos de los resultados que aquí 

::-,e exponell no se dellluest.ran, para su demoslr<\C16n::;e puede consult.ar [<iN]. 

COllsidcl (~lllOS un G~ e.<;p~)(j() X COll <ltelón O y pIo,vección orbital íT 

Most.raremos primero que la accióll f) . G x X -) .X es cerradit. Se tIene entonces que 

para todo cerrado o compacto e de X, ce es celTeldo o compacto respectivamente. En 

partlClIlar las órbJt<1s ex f'(m siempre compactas 

Proposición 11.1.1 La acci6n O: G x X --) X (':-> cerrada 

DC'lnosLracieSn. SC"I e \lll C('ILH)O dc: (; x X y:1' tlll pUllt.O de b cerr'ldur.) de O(C). 

('llt()ll('(~~ h<lv lll),\ ['('d ((g,\.:1:,\)) l'1\ e (;tI que la red Ct¡\.r"J (,Oll\'t'rgt' ,[:1: e .\. C\)]110 c.; 

~'" (,()¡llP,\t'lO. ,ll:;llll., :->1l1ln:d (.1/\,) d(' (:1,,) ('n!l\'('l¡"t' ,1 1111 t'klll\'llto .rJ d(' (; ltl\;go (.(/\ 1) 

.:.: 
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converge a g-1 y por continuidad de la acción (x>..J = (g):,l(g),,-yX>'-r)) converge a g-IX. 

Entonces la red ((g>.o'x.c,)) en e converge a (g,g~lx) un punto de C y por lo tanto 

x ~ e(g,g~lx) E 8(C). O 

Para cada x E X la acción B induce una función continua, sobreyectiva 

ex: G - Gx,eX(g) ~ gx. 

A su vez. ex induce ex : G/ Gx ......... Gx, gGx 1---+ gx biyectiva y continua porque 

8"(g) ~ eX(h) si y sólo si h~lg E Gx . Esto es válido para cualquier grupo topológico G. 

Cuando X es de Hausdorff, el grupo de ísotropía Gx es cerrado y en nuestro caso G 

compacto, el espacio de cIases laterales G/Gx es compacto por lo tanto If: G/Gx - Gx 

es un homeomorfismo. Ahora bien, la órbita Gx es un G-espacio y el espacio de clases 

laterales gG;r; es también un G-espacio respecto a la translación izquierda. resulta entonces 

que t/ es un homeomorfismo equivariantE:. 

Proposición I1.1.2 La proyección orbital'lr: X ~ x/e es perfecta. 

Demostración.Ya mostramos en la proposición L3.1 que 7f es cerrada. La fibra 

¡¡--1(P) de cualquier punto pE X/G es una órbita por tanto es compacta. O 

Así para 7f : X ----) x/e tenemos que es suprayectiva, continua, abierta, cerrada y 

propia. Muchas propiedades topológicas son invariantes bajo este tipo de identificaciones. 

por ejemplo la conexidad, la compacidad. ser 10 numerable. ser 2° numerable ser espacio 

T1 , normal, paracompacto (Teorema de Michael [En] 5.1.33, p.310) y metrizable. [DuJ 

·Cap. XI seco 5. 

Proposición 11.1.3 Toda vecindad de un conjunto invariante A contiene una 

vecindad abierta invariante de A. 

Demostración. Supongamos que V es una vecindad abierta de A, el conjunto 

U ~ X/G - ¡¡-(X - V) es un abierto de X/G. contiene a ¡¡-(A) y ¡¡--l(U) ,:; V porque si 
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u E U, ,,-I(U) n(X - V) ~ 0. Y así, n- I (U) ~ X - G(X - V) es la vecindad abierta 

invariante de A contenida en V. O 

Para acciones de grupos compactos en espacios de Hausdorff tenemos el siguiente 

resultado sobre extensiones equivaríantes. 

Proposición 1I.1.4 Sea e un cerrado de un e-espacio de Hausdorff X. Si una 

función continua tp : e -Jo y en un e-espacio y satisface tp(gc) = gtp(c) siempre que 9 y 

gc pertenecen a e, entonces tp tiene una extensión equivariante única tp' : ce -+ y. 

Demostración. Pongamos "'(ge) ~ 9'P(e) para todo 9 E G Y e E e, entonces 

'P'(e) ~ 'P(e) para e E e y cuando tambiénge E e por la hipótesis 'P(9C) ~ 9'P(c) ~ 'P'(gc) 

lo cual implica que tp' : ce -+ y está bien deiinida. Probaremos la continuidad de <p' 

mostrando que para F cerrado en Y, y'-l(F) es cerrado en X Sea x un punto de 

tp'-l(F) y sea (x),) una red en tp'-l(F) que converge a x. Ya que x), = g),c), con g), E G 

Y c), E e, hay una subred (g)..,,) de (g),) que converge a algún punto 9 de e, entonces 

la red (e,>..,) = (g:;~x).J converge al punto g-lx, luego g-lx E e y tenemos que la red 

en F. ('P'(xÁo )) ~ (gÁo'P(eÁo!) eom·ergo " 9'P(g-l X) = 'P'(x), por lo tanto 'P'(x) E F .1· 

J E ,,'-1 (P). O 

Definición 11,1.5 Ulla sección de una fUI1C1Óll coutillU() y supraycctlva r X - )' 

es una fun('lón continua s Y -+ X tal que fo$ = 1), Una sección local ell uu punto 

U E Y es Ulla función Si : [j -, X COl! U n~CilldJd de y tal qne 7[.'/ = lu· 

Proposición II.1.6 Sea e un ccnndo de llll G-cspil.cio de Hausdorff X. SI la 

lllterSCCC1Úll. de e con cada. órbIta lUllsta dl' eXdllcUllClltc un pUIlto (~lltOll("c.s TI tiene 1l11(t 

:,('( cióJl cuy" ll1li:lgcn es e 

Demostración, La lcstnC(.IÓll ¡;- 1 e e ._ .. , S/C ('.". por las plU!)J(xladl'S de (' 

hl\"(,(,(l\'a~· «('II;I<I.l.. por t.llltn ('~ \111 ]¡nIIH'()1l10l!i..,Ill() !..l C()lllp(l~irióll de (íí I (,')_: 
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Enseguida presentamos la integral de Haar sobre un grupo compacto de Hausdorff. 

Aunque exista para gTIlpos de Hausdom locahnente compactos para nuestros fines sólo 

consideraremos el caso compacto. En este caso existe una medida de Haar J.l normalizada, 

es decir J.l(G) = 1, Y la integral de Raar sobre G que consideramos será invariante 

izquierda y derecha, respecto a la medida de Haar normalizada. 

Sea C(C) el espacio vectorial real de todas las funciones continuas ',O: C ~ R. Como 

es costumbre para rE IR. designaremos con r a la función constante r( G) = T, para 'P y 'IjJ 

rE C(C). ¡p ;¡, "Ij; significa ¡p(g) ;¡, "Ij;(g) para toda 9 E e. Las translaciones izquierda y 

derecha de e por un elemento h inducen los siguientes automornsmos de C( C) : 

Rh,Lh : C(C) ~ C(C), con Rh(¡p)(g) = ¡p(gh) Y Lh(¡p)(g) = ¡p(h-1g), en efecto son 

transformaciones lineales biyectivas esto último es consecuencia de 

RhRh' = Rh'h, LhLhl = Lhhl. 

Teore:ma 11.1.7 Existe una función única 1: C(G) ---71R que cumple: 

(a) 1(;01 +;02) =1(;0,)+1(',02) Y l(e;o) = cI(;o) paracER, 

(b) l(Rh¡P) = 1(¡p) = l(Lh;o) para todo h E e, 
(e) Si y;¡' 0, 1(¡p) ;¡, 0, 

(d) 1(1) = L 

La función 1 es la integral de Haar (normalizada) se denota 

1(;0) = J y(g)dg. 

La propiedad (a) implica la linealidad de la integral, así 

ahora (b) significa que es invariante derecha e izquierda: 

J ;o(gh)dg = J <p(g)dg. = J ;o(h-lg)dg. 
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por (e) se tiene que si <p :;, O entonces J <p(g )dg :;, O. 

y (d) es la condición de medida de Haar normalizada, esto es, J dg = 1. 

Por ejemplo si G es un grupo finito de orden m, la función I(<p) = [2: <p(g)]/m 
gEG 

satisface las condiciones del teorema anterior por tanto es la integral de Haar sobre G ; 

esta integral es una funcional que asigna a cada 'P su valor medio. 

Proposición U.1.S 

(1) <P, :;, <p, implica J <PI(g)dg:;' J <p,(g)dg. 

(2)] J <p(g)dg ] O; sup {] <p(g) ] : 9 E G}. 

(3) Si <p :;, O pero <p '" O entonces J <p(g )dg > O. 

27 

Definición Il.l.9 Se dice que una función continua f de un G-espaclO X en un 

espacio Y es invariante cuando ¡(gx) = ¡(x) para todo 9 E G y cada x E X, dicho de 

otra manera f es equivariante respecto a la acción trivial de G en Y. 

Proposición II.l.lO Sean X un G-e..spacio y ifJ : X ---+ iR continua. La función 

<1> : X ~ IR dada por <I>(x) = J rjJ(gx)dg es continua y satdaee <I>(hx) = <I>(x) para todo 

hE G. Además Sl A es un cOlljunto invariante de X y rjJ(A) <;: lb, e] entonces <I>(A) <;: lb. '-l· 

Las delllostntciollcS del result.ado que dalllos ,t contmu<1Cióll utili;;,all la integl~ll de 

}'Llilr llonnahZ¡lC]a sobre G y puedell V('l:';C C'n [Drc]. [Pa1] 

Proposición U.l.ll Sea X un G-csp<1cio. Si X es complcL¡1.rncnte legular () de 

Tychonoft o paracompacto O mct.nzablc entonces también lo 8:; x/e rcspcctivaulClltc. 

L¡ illl cgr;ll d(' l-bar sohre G c!C' fUllcione:..; COllt IlllW-S de (; eH IR: ~c ext ICIIc!(' ;1 la 

¡1l1('gLd de fllllCll)lle:; conlllllL1.-i de (,' COll "aJores n;clorialc~ illt.cgld_lldo (oorc!(;JlJd,\ ]HlI 
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La propiedad de linealidad de la integral de Haar implica que toda transformación 

lineal f : Rn ---> Rm satisface 

J frp(g)dg = fU rp(g)dg), 

asimismo, de la invariancia izquierda y derecha de la integral de Raar resulta la igualdad 

J rp(gh)dg = J rp(g)dg = J rp(hg)dg, 

Además, para cada función continua 'P : X ---7 JRn de un G-espacio X en JRn se obtiene 

una función invariante q, : X --+ JRn por 

if?(x) = J I'(gx)dg 

Teorema II.1,12 (Teorema de Extensión de Glmson). Sean X un G-espacio normal, 

A un cerrado invariante de X, p: G --+ GL(n,R) una representación de G es decir p es 

un homeomornsmo continuo. Entonces toda función ¡r equh-ariante <p : A ---+ :B.n. esto 

es dJ(ga) = p(g)rjJ(a), admite una extensión p-equivariante u : X ---> iRn • 
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Il.2 ACCIONES PROPIAS. 

En esta sección supondremos que G es un grupo de Hausdorff localmente compacto, 

Definiremos los G-espacios propios para X un G -espacio de Tychonoff, concepto intro

ducido en 1961 por R. Palais [Pa2] con el propósito de extender gran parte de la teería 

de grupos de transformaciones compactos a localmente compactos. 

Definición II.2.1 Dados U y V subconjuntos de un G-espacio Xl sea 

<U,v>={gEGlgUn V #0}. 

En la siguiente proposición se muestran algunas de las propiedades del conjunto 

anterior. 

Proposición Il.2.2 El conjunto < U, V > cumple con las siguientes propiedades: 

(1) < U, V >-1 

(2) < 91U,y,V > 

(3)<UUo ,V> 

<V,U> 

9' < U,V >91 1
, 91,92 E G, 

U < Uo , V>, 

(,1) < uU"nv, > ~ U < U" V> 

Demostración. (1) 9 E< V. U> si y s6lo si g\l n U i:- (¡) Jo cual Implica que existell 

I E V y!/ E L; tcd qUí' g.l' =!I, o blCll .. 1' = q"ly A~L g~lUn\i i:- (¡) por Jo td,nlo 

Ij -1 E < UF> ,) g E < U, l' >" \ , 

(2) 9 E< glU.g2íi > si y sólo si g(glL~) n(g2V) # 0, Lucg.o l CX,lsten.r E U. y E V Lll 

que g(91:1.:) = 92.1/, esto es, 9'i 19g¡x = y; de donde concluimos que q:;lqg¡ E< U. \l > Y 

por lo t.anto, .rJ E (}2 < U. V > 9]1, 

(:~)¡)SC8 gF<UUt\.F > Cf;tO llup]¡ca que g(uu(,)nVf;1JJ Luq:,ü l'Xi:-;!ell 

" 
J' E UL;",!I E V 1.,)1 qlle' !l.l: "'-- y, L0Il10:1' ;:;. Un P,l1,\ ,tlgÚll (\ {~lltOll(,('S!! E< Un V ...... Y 
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ii) Sea 9 E U < Ua, V >, entonces 9 E< Ua, V > para algún fr, esto implica 
a 

que existen x E Uo:. l y E V tales que gx = y_ Pero si x E Ua entonces x E U Ua y 

g(uu.)nV ¡f L;\sí 9 E < UUa,v >. 
a a 

De i) y ii) se tiene < U Ua, V > ~ U < Ua, V > . 
a a 

(4) Sea 9 E < UU"nv; > entonces existen x E UUi y y E nv; tal que gx ~ y, 

lo cual implica que x E Uz para algún i pero y E 11;. 

9 E< Ul ) V; > ~ U < Uz , Vi > _ O 

Definiciones II.2.3 Sea X un G-espacio y A e X, A ¡f 0. 

(a) A es delgado si < A,A > tiene cerradura compacta en G. 

para todo i, y así 

(b)A es pequeño si cada x E X tiene una vecindad U t-relacionada con A (lo 

que denotaremos por A r!.. U), es decir, < A, U> tiene cerradura compacta. 

(c) Un G-espacio X de Tycbonoff es de Cartan si cada punto de X tiene una vecindad 

delgada. 

(d) X de Tychonoff es un G-espacio propio si cada punto de X tiene una vecindad 

pequeña. 

Observación. Toda acción de grupo compacto de Hausdorff G en X de Tychonoff 

es propia porque cada subconjunto de X es pequeño. 

A continuación presentaremos algunos ejemplos de G-espacios de Cartan y G-espacios 

propios. 

Ejemplos. 

(1) Sea el grupo topológico G ~ (R, +) actúando sobre X ~ R2 -{0} por 'P: GxX ~ 

X, definida como 'P (t, (x, y)) ~ (etx, e-ty). Entonces X es un G-espacio de Cartan y no 

es G-espacio propio. [Elf] 

(2) Si ii eS uD. sub!ir-upo compacto de un grupo topológico G localmente compacto 

entonces el espacio homogéneo de clases laterales G/Hes un G-espacio propio. 
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(3) Si G es un grupo localmente compacto, H un subgrupo compacto de G y X un 

H-espacio entonces G XH X es un G-espacio propio. Ver proposición 1.3 en [Elf]. 

(4) El espacio N(E) de todas las normas sobre E, el espacio lineal de dimensión n, 

es un G-espacio propio bajo la acción natural de el grupo general lineal G = GL(n). Ver 

[Anl] 

Otros ejemplos interesantes de G-espacios propios los podemos encontrar en [Ab]. 

Proposición 11.2.4. Si X es un G-espacio de Cartan y X / G es T3 entonces X es un 

G-espacio propio. 

Demostración. Ver [Pa2] Proposición 1.2.5. O 

Enseguida enumeramos algunas propiedades elementales de conjuntos pequeños cuyas 

pruebas se siguen de las propiedades de la proposiClón 1I.2.2. 

(1) Un subconjunto de un conjunto pequeño es pequeño. 

(2) La umón fimt.a de conjuntos pequcños es pequcña. 

(3) SI S e X es pequei10 y ]{ es un compacto de X entonces J\' tJCne una vccll1dad 

[-relacionada ('on S. 

(4) Si X c::; un G-espacio propio y J( ('s compacj o de X entonces < 1<. j{ > es Ull 

('('lTi1C10 compad o de G. pO! lo t ant o J( es delgado e incluso f I('He lllla vecindad delgada. 

(5) SI X (~ G-espacio propio clltollces c<\(1<1 COllJttl1tO compacto (le; X es pequeño y 

ticlle lllI..l v('ciudad peqUt'üa. 

Dem.ostración. Como ejemplo probaremos (5) 

Para r¡¡dtl !., E f( cxbtr U~. v('cin<!nd j)('C[uC'lia de k. a~í O!J((:IH'rtlOS U UA lIlla cubH:rta 
,./,' 

" 
¡lbiclL\ de 1\> Dado que 1\' e." COlllp<1CtO t'XIstCllU"I' .U" .. ,c,d qW\ K e U lIj" = ¡,V 

, 1 

Como cada Uk , es IX'qu6w .. cnt.OllC('~ IF ('::-, \Veillditd pequcüiI de j{ por (2) .\' por (1) 
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Proposición Il.2.5 Un G-espacio propio es un G-espacio de Cartan. 

Demostración. La proposición se cumple porque toda vecindad pequeña U de x 

contiene una vecindad delgada U n V, donde V es una vecindad de x tal que U ~ V. O 

Lema Il.2.6 Sean X, Y G-espacios y f: X ~ Y equivariante. Entonces 

(a) < A" A2 > <;; < f(A , ),j(A2) > para todo A" A2 e X. Si f es inyectiva se da la 

igualdad. 

(b) < f'l(B,),j'l(B2) > <;; < B
"

B2 > para todo B
"

B2 e Y. Se cumple la 

igualdad cuando f es suprayectiva. 

Demostración. (a) Sea 9 E< A" A2 >, es decir gA, n A2 --1 0. Esto implica que 

f(g/l., n /1.2) --1 0. Luego f(gA, n A2 ) ~ gf(A, ) nf(A,) --10. Así 9 E < f(A , ), feA,) > 

Y < A" A, > <;; < f(A, ), f(A,) >. 

Si f es inyectiva se cumple la igualdad f(gA , nA,) = gf(A,) n f(A2), de donde 

tenemos que si 9 E< f(A,), feA,) > entonces 9 E< A" A2 >. 

Por tanto < feA,), f(A2) > <;; < A" A2 > . 

b) Veamos que < f'l(B, ),j"(B2) > <;; < B,. B, > para todo B
" 

B, e Y. 

Por (a) < f'l(B,),j"(B,) ><;;< j(¡-1(B,)).j(f"(B2)) > Y aplicando 

f (¡-' (B,)) ~ B, obtenemos (b). Sea ahora 9 E < B,. B, >. si j es suprayectiva se tiene 

que f"(gB,nB,) --10. Así gf'l(B¡)n¡"(B,) --1 0 y 9 E< ¡'l(B, ),j"(B2) >, de 

donde se concluye que < B,. B2 >~< J" (B,),j"(B,) > . O 

Corolario Il.2.7 Si B es delgada o pequeña en Y entonces ¡-'(B) es delgada o 

pequeña en X respectivamente. 

Lema II.2.8 Sea U abierto pequeño en un G-espacio X. Entonces O =< U U > es 

vecindad abierta de e en G. 

Demostración. Sea U un abierto pequeño. Considérese la acción e : G x X _ X , su 

restricción eu : G x U ---7 X Y PI : G x U --¡. G la proyección sobre la primera coordenada. 
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Dado que U es abierto, Oií1(U) ~ {(g,x) E G x U I gx E U} también lo es, luego 

PI (Oií1(U))es abierto. Veamos quepl(Oií1(U)) ~ O, para h E Pl(O;/(U)) 3 y E U tal que 

hy E U. entonces hy E hU n U f 0 y porlo tanto h E< U, U >~ O. Sea 9 E O. entonces 

oz E U tal que gz E U. Por lo tanto (g,z) E Oií1(U) y 9 E Pl(Oií1(U)). Esto prueba que 

O es abierto en G y claramente e E O. O 



'".-" 



Capítulo 3 

G-Espacios de Adjunción 

En este capítulo trataremos uno de los temas principales de esta tesis, los espacios de 

adjunción de G-espacios propios en el sentido de R. Palais [Pa2]. Lo iniciaremos tratando 

con identificaciones equivariantes y resultados básicos para el desarrollo de los temas aquí 

contenidos 

Posteriormente probamos algunos resultados en donde, bajo ciertas condiciones: el 

espaclO de adjunción de un G-espado propio (de Cartan) resulta ser un G-espacio propio 

(de Cart.an) 

Eu Lt sección II1.3 VClelllOS algllllos rCt>ult~l.do~ sobre rCbaUil.das en:::.u mayoría tOIl 

grupos de' LIC o C'.olllpactos. COll estos resultados podemos finalmente oCl1lostrm el 

Tcorcnu lIlA 5 de E. Elfving [Elf]: el cual afirma que si X, Y son G-espacios propio::., 

paracol1lpactos elltollce~ el espacIo de adjunw)n es G-espacio propio paraC'ornpacto. 

Hl.l IDENTlFICACIONES EQUIVARIANTES. 

Consideraremos aquí identificaciones equivariantes entre G-espacio::;] J.c. son 

)(!cnl iflcdC'l()n('~ y f¡ j)H'10l ¡(~.., eq \ ,i\',\ n,l ¡ 11 (\" 

Teorema 111.1.1 (Troll.~.I¡J!:.~lál/ DjIlIUILl'/OI/!c). Sca Ji . X . > y UIJa idC'utifk;[Cll')11 

l'<jui\',\l¡,lllil'~' ~\~:l ',; .\ .. , /' Ill!(l fll11C)('lll CljUi\",\lI:illte ti:.! q!lC 'f'l) \(::) t:;-:: 1lIli\':lluad,1 



36 Capítulo IIL G-espacios de adjunción 

para todo Z E Z. Entonces rpp-l(Z) es una función equivariante. 

Demostración. Por el teorema 1.1.6 sabemos que epp-l : Z ---o- Y es una función 

continua, falta probar que (<pp-l)(gz) ~ 9 (<pp-I(Z) para todo 9 E G y z E Z. Pero 

debido a la equivariancia de <p es suficiente mostrar que p-l(gZ) ~ gp-I(Z) lo cual resulta 

de lo siguiente: x E p-l(gy) <* p(x) ~ gy <* p(g-IX) ~ g-lgy ~ Y <* g-lx E p-l(y) <* 

x E gp-l(y). O 

Definición ill.1.2 Una relación de equivalencia f"V es invariante si Xl f"V X2 implica 

gX, ~ gx, para toda 9 E G. 

Lema ITI.l.3 Si p : X -t Y es una identificación equivariante entonces la relación en 

X definida por Xl "'-' Xz cuando p(xJ) = p(xz) es una relación de equiv-alencia invariante. 

Demostración. Si x, ~ X" p(x¡) ~ p(x,) esto implica que para todo 9 E G 

p(gx¡) ~ gp(XI) ~ gp(x,) ~ p(gx,) por lo tanto gXI ~ gX2. O 

Proposición 111.1.4 Si ,....., es relación de equivalencia invariante en un G-espacio 

X y G es localmente compacto y Hausdorff. Entonces existe-una acción continua en 

y ~ X / ~ tal que la función cociente p : X ~ X / ~ es equivariante. 

Demostración. Para [x] E XI ~ la clase de equivalencia de x. definamos g[x] ~ [gx]. 

Con esta acción la función cociente p es equivariante, en efecto 

gp(x) ~ g[x] = [gx] = p(gx). 

Resta probar que esta acción es continua. Sea e la acción de G en X y ()' la acción 

de G en X/~. Luego B'(g. [xi) = [gx] = [B(g.x)] por lo tanto el siguiente diagrama 

conmuta. 

id x p 1 

" GxX/~ ~ 

lp 
X/~ 
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Como G es localmente compacto y Hausdorff id x p es identificación por el corolario 

L 1.8 Y dado que (J' (~d x p) = (Jp es continua entonces (J' tambIén lo es. O 

Proposición 111.1.5 Sean G un grupo localmente compacto y Hausdorff, 

X e Y G-espacios, A cerrado invariante de X y f : A ---7 Y equivariante. Entonces 

Z = X U f Y es un G-espacio con la proyección p : X U Y ---7 Z equivariante. 

Demostración. Para que el espacio X U Y / rv sea un G-espacio y p : X U Y --+ Z sea 

equivariante basta probar, por la proposición anterior, que es invariante la relación rv en 

XuY generada por a - f(a) para todo a E A, Dado que f es equivariante gf(a) ~ f(ga) 

y claramente a - f(a) implica ga - f(ga) por lo tanto ga - gf(a) para todo a E A Y 

9 E G. De aquí se infiere que rv es una relación de equivalencia invariante.D 

Proposición III. 1. 6 Con las hipótesis de la proposición anterior, el espaclO de órbitas 

Z/C es homeomorfo a X/C U f/cY/C, 

Deluostración. Tenemos las proyeccJOnes orbitales y las funciones COClcnt e 

CdUÓllicas: 

¡,ji ~ X lJ l'.i.. Z.2, Z/C 

1. ,,' 

¡V/C ~ X/C lJ YC !!., X/C U f/cY/C 

Aplicandu él teolellla de trll.llsgle-;l(lll t'Xlst,' y: Z/C ---7 _\:jCUf/C Y/C tal que 

tpiíp = pi,,' Sl ~. s610 SI pan) todo Gz E Z/C. ]hr' ((7l'p)-l(GZ)) es uu sólo pUllto de 

X/C U f/cY/C, Pero ("p)-l (Cz) ~ Cp" (z) es c011Junto lllvaril111tc de W, la [i\" ,1 jJ.I (z) 

o es uu !->()]o puntO.2' E X - A por kJ tallt,~ ¡hr/(G:l') es un punto. o bi<'ll ('S uu conjullt¡.) 

d" 1,1 ["1'11111 r IIY) U{y} <'lltol"'''', p',,' (f' I (.lI) ULI/}) ~ Ji (e r- 1 (y) U Cy) ~ Ti I G( 1/)) 

purqlH: (f!G)((;r '(.'/)) ~ (¡r(r '(.lI)) = (;.lI' il,,:goJi,,'U-I(liIUI.lIlI = ¡>'(GI/) I'S 1111 



38 Capítulo III. G-espacios de adjunción 

Así <p : ZjG -> XjGUf/cYjG es la función definida como <p(G[wJl = [Gw] con 

WEXUY. 

Como 'P(¡rp) = p''lr' es sobreyectiva tambien lo es !.p, veremos que es inyectiva. En 

efecto, supóngase que <p(Gz1) = <p(Gz,) tenemos que [GWl] = [Gw,] con Zl = [Wl] Y 

Z2 = [W2J, luego Gw¡ ,...., GW2, es decir se cumple cualquiera de los siguientes casos: 

(i) GWl = Gw,. 

(ii) GWl = f jG(Gw,) = Gf(w,), luego gf(w,) Wl Y como f es equivariante 

f(gw,) = Wl· 

(iii) f jG(GWl) = f jG(Gw,) en este caso se tienen las siguientes implicaciones: 

Gf(Wl) = Gf(w,) =} f(w¡) = gf(w,) =} f(Wl) = f(gw,). 

En los tres casos tenemos que W¡ "" gW2 para algún 9 E G. 

De donde [Wl] = [gw,l = g[w,l y por lo tanto G[wll = G[w,] o GZ1 = Gz, con lo que 

concluimos que 'P es inyectiva. 

La función inversa ep-l sati"far:p- ~o-lp'1f' = ¡:m y por la propiedad universal del cociente 

se sigue que es continua. O 
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IlI.2 ESPACIOS DE ADJUNCIÓN DE G-ESPACIOS PROPIOS. 

En lo que sigue supondremos que G es de Hausdorff y localmente compacto, (X, A) 

es G-par, esto es, X un G-espacio y A un subespacio cerrado invariante de X. Diremos 

que A es un retracto equivariante de una vecindad invariante M de A en X cuando existe 

una retracción equivariante r : M --.-..¡. A, es decir r(a) = a para toda a E A. 

Teorema IIl.2.1 Sean X e Y G-espacios de Cartan y f : A ~ Yequivariante. Si A 

es retracto equivariante de una vecindad abierta invariante M de A en X y Z = X U f Y 

de Tychonoff, entonces Z es G-"'spacio de Cartan. 

Demostración. Designaremos con p . X U Y --j. X U f Y la proyeCCIón canónica, 

como Z = p(X - A) U p(Y) se mostrará que cualquier punto Zo E Z tiene una vecindad 

delgada para los casos Zo E p(X - A) Y Zo E p(Y). 

Caso J. Zo = p(xo), Xo E X - A 

Sea 11 vecincLld abiert.a delgada de Xo contenida en X - A. Como V es un COlljUlltO 

Sút urado, es decir p-lp(V) = V tenemos que p(V) = U es vecindad abierta de Zo en Z. 

Flllallllente por cllcrna II.2 6 (b), < U, U >=< p-l(U),p-l(U) > = < V, V> Y por lo 

t allto U es vecindad delgada. 

Caso JI. "o = p(Yo), Yo E y. 

SCcUl V vecindad delgada, de Yo en Y, r : 111 ---¡. A una retracción equivariantc. 

1\"" = Urt I(V) U V Y U = ]J(W) Pllestn '111(' 

e:-. abierto en X U Y, tenemos qllc U l'S vCC'll1c1ad abielta de.::o en Z. 

AplH éllldo propo:-'lci61l 11.2 ¿, 

< U,U >~..:: (!')~'(\'),UrJ-'(\"):> U..:: (/r)-'(1").\· > U 
U (\-'.(fr) '(\")"U<\ \ 
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De nuevo por el lema 11.2.6 se tiene que < (fr)~l(V), (frJ-'(V) > ~ < V, V >, 

como (fr)-l(V) e X, V e y y X, Y son conjuntos invariantes ajenos de X U Y, 

< (fr)-l(V), V > = < V, (fr)-l(V) > = 0. Concluimos que < [r, U >~ < V, V>, 

por lo tanto U es una vecindad delgada de Zo_ O 

Teorema ill.2.2 Sean X e Y G-espacios propios, A cerrado invariante de X, 

f : A ~ Y equivariante y Z = X Uf Y de Tychonoff. Si se cumplen 

(i) Vx E X - A exist.en vecindades Ux de x y l1J:;¡; de A t-relacionadas 

(ii) 3 vecindad abierta invariante M de A y j' : M ~ Y extensión equivariante de f. 

Entonces Z es G-espacio propio. 

Demostración. Probaremos por casos que cualquier punto Zo E Z tiene una 

vecindad pequeña. 

Caso 1. Si Zo = p(xo) E p(X -A), sean Uo ,-ecindad pequeña de Xo contenida en X-A 

Y Uzo una vecindad de Xo que satisface (i). Entonces U = Uo n Uxo es vecindad pequeña 

de Xo contenida en X - A, tal que < U, .11xo > tiene cerradura compacta, probaremos 

que p(U) es una vecindad pequeña de 20-

a) Para z E p(X - A) existe una vecindad V de x = p-l(Z) contenida en X - A 

tal que < U, V> es compacto. Los conjuntos U y V son saturados, luego p(U) y p(V) 

son vecindades de zo y z en Z. y por el lema I1.2.6 < p(U),p(V} > = < U, V > . así 

concluimos ql:e la cerradura de < p(U).p(ll) > es compacta. 

b) Para Z E p(Y). el conjunto V = Y U MIO es saturado porque A e MxO' luego p(V) 

es vecindad abierta de z. Tenemos que 

<p(U),p(V) > = < U,V > = < U.Y > U < U,Mx, > C< U . M., > 

Caso JI. Si Zo E p(Y), sea ahora Uo una vecindad pequeña de Yo = V-' (zo) n Yen Y. 

Entonces el abierto U = j'-'(Uo) U Uo en X L.:}' es saturado porque 
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esta última igualdad se justifica porque si a E ¡'-l(UO) n A entonces f'(a) E Uo y a E A 

por lo tanto f'(a) = f(a), luego f(a) E Uo y f(f'-l(UO) nA) = Uo. 

a) Para Z E p(X - A), r'(z) = x E X - A. 

Ya que Vo es un conjunto peqw::ño de y) por el corolario I1.2.7 f'-1(VO) es pequeña 

en X, entonces existe una vecindad V de x E X contenida en X - A con f,-l(UO) y V 

t-relacionadas. Como V es saturado, p(V) es vecindad de z. Tenemos 

< p(U).p(V) > = < U. V> = < f'-l(UO)' V>. 

ya que < Uo, V> = 0, por lo tanto p(U) y p(V) están t-relacionadas .. 

b) Para z E p(Y), existe una vecindad abierta V, de y = p-l(Z) n y t-relaclOnada con 

Uo. Sea V = f'-l(Vy) U Vy como antes r'p(V) = V es abierto. Por lo tant.o aplicando el 

lema 11.2.6 

< p(U),p(V) > = < r"(Uo) U Uo. f"'(V,) U Vy > = 

< r- l (UO).J,·, (Vy) > U < Uo· Vy >= < Uo· v~ >. 

y (01110 la cerradura de < Uo. Vy > es compacta talllbién < p(U) p(V) > es cOll1pacto 

D(' 10:-' (:-\:-:0:-: I y II ("ollchulllO::; que Z ('~ G-espaClo propio. C, 

Lelna IlI.2.3 Si X e Y son G-espacios propios, X es llormal .v el O-par (X. A) 

:-'r)t i:-:fAC(' Ll:-' dos condiciolle:.., :-'lgui(~!lt(>s 

(1') V:¡; E X - A :J vecinddd invanante ."lJ' de A j,d que x ¡¡;: Ir. 
(11') :J H'cmdad inva.riante 1\1 de A tal que A es retracto eqllh'allante de A1. 

Entollces para cua.lquier función (>ql11\'analltc J : A --+ )/, XU¡Y es 1111 G-(>spacHl 

propio 

Demostración. Por L) proj)o:-:wH')!1 1121 el ('~p:\Cin d(' ,1djll11ClÓll XU¡ y ('~ de 

'1\l'11()1l\if! r('n('ll)(J~ qnl' (1'lllllpli(,) (1) \H \<'\)1\'111:1 JIJ 11 Ell d'(yt() 1>,1:-.j,1 j(m¡,1l],1 
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vecindad abierta invariante U:;c = X - 1vf:;c de x, por tanto < Ux , M::c >= 0. Tambien (ii') 

implica (ii) porque l' = fr, con r : M ---- A retracción equivariante, es una extensión 

equivariante de f. O 

Por ejemplo, el G-par (X x l, X x {O}) utilizado para construir el cilindro 

de J: X ......,. Y, cumple con las condiciones del corolario anterior. 

Proposición III.2.4 Sean X e Y G-espacios de Cartan y f : X ~ Y equivariante. 

Si X x 1 es normal Z f es G-espacio de eartan, además si X e Y son G-espacios propios, 

Z f es e-espacio propio. 

Demostración. Por el teorema IlI.2.1 Z¡ es de Cartan y para X e Y G-espacios 

propios el lema III.2.3 implica que Z ¡ es G-espacio propio. O 

.. ==~ 
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III.3 TUBOS Y REBANADAS. 

En esta sección desarrollamos la técnica de H-rebanadas, herramienta necesaria para 

dar los resultados de Erik Elfving en la siguiente sección. 

Definiciones 111.3.1 Sean X un G-espacio y H un subgrupo cerrado de G. Un 

subconjunto S de X es una H -rebanada si cumple con lo siguiente: 

a) S cerrado en GS 

b) S invariante bajo H 

e) gS n Sol 0 implica 9 E H 

d) GS es abierto en X. 

Una rebanada en x E X es una Gx-rebanada S que contiene a x; la vecindad es de 

la órbita G(x) se llama una vecindad tubular. 

Un subconJunt.o S de X es llamado un H-kernel si existe una función equivariante 

j : GS ~ G I H tal que j-l (eH) = S, donde la acción de G en el espacio de las clases 

laterales GI Hes g'(gH) = g'gH. 

Proposición nI.3.2 Si S es un I-J-kcl'l1cl en un G-espacio X y es es abierto en X. 

S' es \lIla H -rchanada en X 

Dem.ostracióll. Ell virt.ud de que S es un H-kcrncl cxistC" f: es --> G/H 

eqmvanante tal que ¡-¡(eH) = S. Veamos que S cumple las condicIones de H-rebanada. 

En pnncipio eH c..c; cerrado en G/ H provist.o de la topología cocicnt.c y dado que 

fes c:ontmua tenemos que f-l(eH) e_, Cel'Llclo en CS. Luego j(hs) = hj(s) E ell 

por lo tallt () lis E S para todo h E J-J Y .~ E S. Por último gS n S f. I/J implica. que 

0# I(ySnS) e j(gS)nj(S) = yHncJ1, esl.o cs. ('Xlslc h. E H ¡al 'Juey/¿ = e, por 10 

l(lll!OyEll O 

Proposición IlI.3.3 S("l !l llll suLgrupo {'('lwdo de G y .\. 11:1 G .. espacio 

;-\1 r: _y -> (;/lJ c:-; ('C¡llIY:lrt,U¡jt" t'llj()j}CC • .., :1 ~- ¡-'(I JI) t~'" lll\',ui,nlll' baJO Ji 
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y "': G XH A ~ X, definido por ",[g, a] = ga es una función equivariante biyectiva. 

Cuando la función cociente 'ir : G ----.. G/ H tiene una sección local en eH entonces <p es 

un homeomorfismo. 

Demostración. A = f-1(eH) es un cerrado H-invariante. En efecto, A e HA 

es trivial. Sea a E A Y h E H entonces ¡(ha) = hf(a) E eH de ahí ha E A por tanto 

HA=A. 

Veremos que '" esta bien definida. Si [g, a] = [g'. a'] existe h E H tal que 

(gh-" ha) = (g'. a') entonces, gh-1 = g' y ha = a', luego 

",[(g,a)] = ga = g'hh-1a' = g'a' = ",[(g'. a')] . 

Observamos primero que f es sobreyectiva. Dado gH E G I H, tomemos x E gA. 

entonces f(x) = gH. De hecho X = GA ya que para x E X arbitrario, si f(x) = gH, 

x E gA porque f(g-1X) = eH. Como (g-1X) E A, x = g(g-lX) = ",[g,g-lX], lo cual 

demuestra que r.p es sobreyectiva. 

'" es inyectiva. En efecto supongamos que ",([g,a]) = I"([g'.a']). Entonces 

ga = g'a' y gH = gU(a» = f(ga) = f(g'a') = g'f(a') = g'H. 

Por tanto g-1gl = h E H Y así a = g-lg'a1 = ha'. De ahí se sigue que 

[g. a] = [g'h- l
• ha'] = [g', a'] y por tanto", inyectiva. 

Para probar la continuidad de t.p considérese el siguiente diagrama 

GxA 
p ~ 

/ ~ 

donde -¡f;(g. a) = ga es la restricción de la acción de G en A. Entonces -¡f; = I"p. Como -¡f; 

~:c"-~~ptt~}~;~~~~~~E--~GJLB~C;9~cp'..nt5:Q1J~_=, __ -'ce _oc: •• 

Supongamos que ir : G --t G ¡ H tiene una sección local s : U --t G donde U es una 

vecindad de eH E G/H. 
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Si x E f-l(U), probaremos primero que (sf(X))-l X E A, o sea que 

f ((sf(X))-l X) ~ eH. 

Sean f(x) ~ gH Y s(gH) ~ g', por ser s sección local de ?r, ?r(s(gH)) ~ gH pero 

como 1['(9) = gH entonces existe h E H tal que g' = gh. Por lo tanto 

f (sf(X))-l X ~ (sf(xW ' f(x) ~ (s(gH))-lgH ~ (g')-l gH 

~ (gh)-lgH ~ h-lg-lgH ~ eH. 

Consideremos la función q ~ f<p : G XH A ~ G/H, q([g,a]) ~ gH Y definamos 

<p" f-l(U) ~ q-l(U) por <p'(x) ~ [sf(x), (Sf(X))-l X]. Su imagen está efectivamente en 

q-1(U) porque q<p'(x) ~ sf(x)H = "sf(x) ~ f(x) E U. Probemos que <p' es la Inversa 

de y Iq-'IU): q-l(U) ~ f-1(U). Tenemos que para a E A Y 9 E G, 

sf(ga) ~ sgf(a) ~ s(gH) 

y como antes si s(gH) ~ g' entonces g' ~ gh con h E H. Por lo tanto, sf(ga) = gh de 

donde 

<p'(ga) = [sf(ga). (8f(ga))-1 gal = [gil. (gh)-190] = ]gh,h- 1a] = [g,a] 

POU(UC hE 11 Y obtenemos <p'(<p]q.a]) = <p'(go) ~ <p']!I.a] . 

. '.hora bicn <p(<p'(:c)) = 8f(l') (sf(x)r ' ,C = x IMla todo x E f"'(U) De ahí 

comlnimos que y. c.:-. iuyersa de r; I q-l(U) y a::;í. í.p I q-.l(U) es Ull j¡Oll1eOlllOrfi~lllo. 

51 abora ]g,a] E G XII A, cntonces gq"'(U) es unr, vecindad de [.'1,0] y gf-1(U) ('S 

Ulla \'(':!cindad de ga en X. AhOla 'Y 1- glJ--l(U) -, q.r--1(U) es le) composicióll de los 

110 llleon 1 orf iSIll os 

donde l c..s tr<Hls}aclón 12quicrda por g. Esto prueba que tp G X}f A -) X C~ IllI 

110llll'l)1IlOrfislllO O 

Observación. Ll fUllCit'ln ~r d(' 1,1 propuswi(-l]) <llltl'llnr (':-' Illl llolll('Olnnrfislllo 
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del teorema 1.2.5 y de la definición I1.1.5 ya que existe una sección local de 7r en eH 

y para el caso G compacto <p es cerrada porque la composición (g, a) !--j. [g, al ~ ga es 

cerrada y rpq = 1j;. 

Lema III.3.4 Sea G de Lie o compacto. Si S es un H -kernel en W1 G-espacio 

X entonces la restricción de la acción continua G x S -Jo GS, (9, s) ¡-¡. g8, es una 

identificación abierta. 

Demostración. Considérese el siguiente diagrama, 

GxS 

pl "" 
GXHS~GS 

~ 

donde p es la proyección orbital del H -espacio G x S sobre su espacio de órbitas, por la 

observación anterior i.p es un homeomornsmo. Dado que p y i.p son abiertas p-l resultado 

se sigue. O 

Lema III.3.5 Sea H subgrupo cerrado de G W1 grupo de Lie o compacto y X W1 

G-espacio. Si S' es un H-kernel en X y S es un subconjunto H-invariante de S', entonces 

S es un H-kerneI en X. Si S' es una H-rebanada y S es un abierto H-invariante de S' 

entonces S es una H-rebanada. 

Demostración. Si f : GS' ~ GjH es equivariante para la cual f-l(eH) = S'. 

entonces la restricción fl : GS ~ GjH es equivariante y (f1J-l(eH) = GS n S' = S. 

Supongamos que. S es abierto de S' entonces es es abierto en GS' porque la acción 

G x S ~ S es abierta. Entonces si S' es una H-rebanada, GS' es abierto en X por tanto 

GS es abierto en X lo cual implica por la proposición III.3.2 que S es W1a H-rebanada. 

Lema III.3.6 Sean G grupo de Lie o compacto, X un G-espacio de Hausdorff y 

IO E X para el cual Gxo es compacto. Si S' es una rebanada en Xo y U1 es una yecindad 
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de xo, entonces €x:.ste una rebanada S en Xo abierta en S' y una vecindad abierta D de 

e en G tales que DS e W. Más aún, DS abierto en X. 

Demostración. Denotemos H = Gxo entonces H es un subgrupo cerrado de G 

porque X es de Hausdorff. Como la acción G x X ~ X es continua, entonces existen 

vecindades abiertas D de e en G y B de Xo en X, tales que D B e w. Dado que H es 

compacto, H Xo = Xo y a IHxsJ: H X S' .........¡. S' es continua, existe una vecindad V de Xo 

en S' tal que Q(H x V) e S' n B. Ahora, por el lema anterior S = Q(H x V) es una 

rebanada en Xo contenida en S', además PS e DB e w. Finalmente por lema IlI.3.4 

D S es abierto en G S y por lo tanto lo es en X O 
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lII.4 El CASO G UN GRUPO DE LIE. 

En esta sección se abordarán resultados en donde el grupo que actúa es un grupo de 

Lie. El concepto de rebanada como lo define R PaJais en [Pa2] , juega un papel importante 

en el desarrollo de esta sección. En su mayoría los resultados aquí mencionados se deben 

a Erick Eming [Elf] y son una herramienta útil en la demostración del teorema IIL4.5 

donde suponiendo que X e Y sean G-espacios propios paracompactos con espacios de 

órbitas paracompactos, el espacio de adjunción X Uf Y resulta G-espacio propio. 

Teorema llI.4.1 Sea G un grupo de Lie. Entonces para cada punto x de 

un G-espacio propio existe una rebanada. 

Demostración. Ver [Pa2] Proposlción 2.3.1. O 

En particular si G es compacto de Lie. cualquier órbita de un G-espacio de Tychonoff 

tiene una yecindad tubular. Ver teorema 5.4 Cap. II [Bre]. 

Si X es un G-espacio de Cartan. esto supone que X espacio de Tychonoff. por 10 

que para cada x. Gx es cerrado y como está contenido en el compacto < V, V > con V 

vecindad delgada de x. entonces Gx es compacto. El siguiente resultado proporciona una 

relación entre la propIedad que una acción de un grupo de Lie G sea de Cartan y la 

propiedad que para todo x E X. Gx es compacto y existe una rebanada en X. 

Teorema III.4.2 Sea G un grupo de Lie y X un G-espacio de Tychonoff. Entonces 

las siguientes concliciones son equi\:alentes: 

a) Para cada x E X. Gx es compacto y existe una rebanada en x. 
=----c=='=-.~---- _. 

'b) X esG:espaéic;de Cartan. 

Demostración. Ver [Pa2], Teorema 2.3.3. D 
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Lema 1II.4.3 Sea e un grupo de Lie y X un e-espacio propio. Si V es un 

subconjunto pequeño de X y T es una órbita en X tal que cada vecindad tubular de T 

corta a V, entonces T n V l' 0. 

Demostración. Fijamos Xo E T Y una vecindad Uo de Xo para la cual < UD, V > es 

compacto no vacío. Por el teorema III.4.1 hay una rebanada en Xo y por el lema IlI.3.6 

podemos encontrar una rebanada S en Xo y una vecindad D de e en G tal que DS e Uo-

Entonces < DS, V > es compacto y tenemos que (V n eS) e < DS, V > S, porque si 

v E V n es, v = gs con s E S entonces gs E gS e gDS y como gs E V se tiene que 

9 ió< DS,v > . 

Denotemos T' = T n < DS. V >S Supongamos que cada x E T tiene una \"ecindad 

U, para la cual UI n V = 0 mostraremos que esto nos lleva a una contradicción. 

Veamos que se cumple la siguiente igualdad T' = Q( <]55":V> x {xo}) donde Q 

e x S ~ es es la acción (g. s) ~ gs. 

Si gxo E<DS. V> Xo r;<DS. \"> S ('omo g:1'o E Gxo = T, tenemos L¡li(' 

'l.r" E Tn <DS:¡;'> S = T . . ~hora. sea", E Tn <DS.-ji'> S. tal que m = qxo = q'". 

Wll g E G g' E<D?!FF> ~. s E S. 

Entonces, Xo = g-lls E g-llS por lo tanto :/.:o E g-lg'SnS y así g-lg'SnS es 

dif('rentc del vacío; esto llnplicd que g-lg' E GZQ ' es decir 9'J'0 = 93.:0 = g's Ento!l('~';-, 

:1 (, =.:; A~í ni = g:I:() = g':T(l con g' E<J5s~l--> por lo t ,Ulto m E< DS, V> ,fO Ell virtud 

de q11(' id ¡gU,Üdild ::-'P Clllllpk 1" (':-. (l\JJlj),t( to_ 

P:ll'a .l' E- TI "'(',\ 9J E (; 1,d qll('.l 0-'00 .fh.l'(l AbOl~l g;I[-J es llllcl vedlldad dn '1:0 \" 

us<\udo el lema lII,3,G Cllcülltrc'tlllOS UllCl re\..J,mad<\ Sol de Xo, }<\ ('udl e..-; SUbCOllJU1l10 abierto 

de S, y llllil vecindad D.L de e E G Ld que D.rSJ' es abiC'rto Pll X contenido {'ll g;lU.r_ 

Elltollces 9.rDl'S.l' t'S Illla YCdlld,ld ck y \' (l, f)JSI n Fe U.r: n \ -= (~, Como 10:-' conjunto", 

(l,]),S'~, \',lrJ;]mlo:1' E]", fOlI11:l11111lJ luhll'¡t,l ,1!l]t'rtJ cid (,()lIlP,H'to 1" !)Oc\('llIO:-:' dq~ir 
N 

II1l:1 sll})eulli<'¡L¡ filllta Lcle" O.r"S',r,,}n 1 y, El COll.lllllto .",. = n -"'.rOl {'S \lila \'ecmdad 
n- 1 

abil'l!.l de.ro cu S, C;n-1ll\';:¡n,llltc ~- l'!;tllll«(,~, jl(\l l'! L('lll:l Irl;{ J, S' es Ull,l l'I'h,ll1:H!:¡ 
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Mostremos finalmente que la vecindad tubular es'" de T y V son ajenos, lo cual es una 

contradicción. Sea x = g8, con 9 E O,s E S'. Si 9 rt < DS, V> entonces gDSnV = 0 

y x rt v. Si 9 E < D S, V > entonces gxo E T', por tanto gxo E gx. Dx. Sx, para algún 

n E {l, ... ,N}; pero como Sx", es una rebanada en xo, SXn nGxo = {xo}. 

Además d;;};g;;",lgxo E Sn) para algún d.;&n E DXn1 y esto implica que d;;;;g;;n1g E Gxo ' 

Dado que g-Ix E S* y S* es Gxo-invariante, tenemos que d;;;;g;;};gg-l x = d;:g;n1x E S* 

por Iv tanto x E 9x .. d x,,8* e 9xnDxnSxn' Ahora bien por hipótesis, 9znDxnSxn nV = 0, 

entonces x fj. V. Esto completa la prueba. D 

Lema ill.4.4 Sean G un grupo de Lie, X e Y G-espados propios paracompactos 

con espacios de órbitas paracompactos, A cerrado invariante de X y f: A ----¡. Y 

equivariante. Si VI es una vecindad abierta pequeña de y E Y para la cual < V', V' > 

es compacto y V es vecindad abierta de y tal que V e V', entonces existe un conjunto 

abierto U en X tal que U n A = f-l(V) y < U, U> es compacto. 

Demostración. Denotemos < V', V' > = N. Entonces N es una vecindad abierta 

de e. por lema 11.2.8 y por hipótesis N es compacto. Dividimos la prueba en 3 partes. 

Paso 1. Para cada órbita T e X construiremos una vecindad tubular GST1 con 

ST una rebanada en un punto xr E T, Y construimos una vecindad UT del conjunto 

¡-l(V) n GSr contenida en GSr tal que < Ur , UT > e N NN- l . 

Si la órbita T tiene una vecindad tubular que no corta a ¡-l(V). por ejemplo cuando 

T e x - .-l, escogemos un punto xr E T arbitrario, una rebanada Sr de XT para la cual 

GST n 1-1 (V) ~ 0 y definimos UT = 0. 

Ahora supongamos que cada vecindad de T corta f-l(V). Dado que V' es pequeña 

en Y, Ves pequeña en Y y por el corolario Il.2.7. f-l(V) es pequeña en A. Como A 

e:3 cerrado invariante en X, ¡-l(V) es pequeña en X y por lema UI.4.3, existe un punto 
___ ____ _ •••••••• 0" °c::,,_ .·'':..:c···· .• -.;:::::_.-:..,~~-'"-- ._-

IT E-T n f '(V). Ahora bien XT E A, f(XT) E f(f 1(V) e v- e V' por tanto f l(V') 

es una y€cindad de Xr en A. Enseguida elegimos una vecindad A1 de Xr en X para la 
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cual MnA = ¡-l(V'). Como G es de Lie, existe una rebanada S del pnnto XT, además 

dado que GXT es compacto y por el lema III.3.6, existe una rebanada Sr en el punto XT 

tal que ST es abierto en S y ST C M. 

Luego tenemos que < ST, ¡-l(V) > C < M, ¡-l(V) > = < ¡-l(V') Y ¡-l(V) >c N. 

Así ¡-l(V) nGST c NST. 

51 

Dado que N es abierto en G por lema Il.2.8 y la acción G x Sr -)o G8r es abierta, el 

lema IlI.3.4 implica que NST es abierto en GST. 

De esta manera < NST,NST >= N < ST,ST > N- l por proposición lI.2.2 (2). 

Además gSTnST # 0 implica que 9 E GXT , luego < ST,ST >= GXT ' 

Como XT E ¡-l(V), GXT C< f -l(V)'¡-l(V) >S:;< V',v' >= N entonces 

< NST,NST > e NNN~l y podemos elegir UT = N8r completando así la primera 

pdrte de la prueba. 

Paso JI. En la segunda parte construirt?rt1os un conjunto abierto U' de X tal que 

¡-l(V) C U' y < -ff~-fj'- > compacto. Sea U ~ {GST I T es órbita en Xl. Dado que 

x/e es para.compacto. U tieue Ull refinamiento invariante abierto localmente finito 

w ~ {IV" loE Aj. 

Para (,dd,\ (1' E A elegilllos una órbita T t.al que H/o e G8r ,Y dC'llOtiHllOS 

U~ ~ Ur n HI". Cada conjunto U~ es ""icrto en X, ¡-l(V) c U{V; loE Al Y 

SC,t Z1' UIla \'(,cllldad abierta iuvariaIlte ck la órhita T «ti que Z~, e l'fcr ¡ po'n\ algún 

() I E A y Z~, n I Vn = f/J par;!. ca."1 todo (t E :1 T"rwlllos así una cIlbin1 a abic;r(.a invariallt(' 

Zl = {Z~, I T lUid (n'bita ('ll X}. FlllHlllH'lltC', ¡';('~) :z = {Z,'J I /i E B} 1111 rCfill<1l111cnto 

estrelLl d(' Z' oc abiertos no vacíos ilwal i,lllt cs. 0StO cs, pnra, cada (3 E [J :3 una órlnt ñ. T tal 

quc SI.(Z#. Z) ~ U{Z¡" 1(3' E B. Z¡l n Z", ,¡, 0) C Z;. Esto existc' por 1<1 p,u·<1(,olllJ"'.cidad 

d,' .YC;. ID11. p [li7-1G81. 

1 ',\1 ,,\ rada /i E l3 (bdo <¡\IV :!/J e L~ p;H a algüll T, XII' n lVn = f/J pm'a cd",i todo 

(\ E A Y :¿T e vl'n paro. algúll (/ \':" A tC'!lelllO¡'; (PI(' .%'dn lV" = l~ ))<11'<1 (\'\.si todo 

i\ ~ .J. Y i\:--í X) e Í'l(<1 p.\I':\ ,,,(¡]n \lll nÚlIl{\rn lillito de (1 c: A ('()IllU ::,i (':-, !lU \':\('Ío 
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podemos definir Ap = {'" E A 1 Zp e Wo }, Ap es no vacío y finito. Entonces el conjunto 

Ué = Zp n( n U~) es abierto en X. Además ¡-l(V) nZ, e ¡-l(V) n Wo e U~ para 
Q;EA,s 

todo", E A8 Y así ¡-l(V) n Z8 e Ué· 

Definamos U' = U U~. claramente U' es abierto en X y ¡-l(V) e U'. Puesto que 
8EB 

< U',U' > = U{< UÍJ,U~ >1 (3,"'1 E B}, consideremos los conjuntos < Ué,U~ > para 

(3, "'1 E B. Supongamos que Z8 n Zo .¡. 0, de otra forma < Ué, U~ > = 0. Entonces 

Zo e St(Z8'Z) y existe una órbita T tal que Z,UZo e Z!¡.. Pero Z!¡. e WOT para 

algún "'r E A, así que Z, e WOT y Z'f e WOT ' esto es, "'r E Aa y ()¿r E Ay. Por 

tanto Uf; = Zp n( n U~) e U~T' De manera semejante obtenemos U~ e U~T . y así 
aEAs 

< U~, u~ > e < u:rr , U~T > e NNN-l. De ello se infiere que < U' , U' > e NN N-l lo 

cual completa la segunda parte de la prueba. 

Paso JII Finalmente mostraremos que U = (U'n(X - AI)U¡-l(V) tiene las 

propiedades deseadas. Mostraremos primero que U es abierto en X. En efecto, dado que 

¡-1 (V) es abierto relativo en A. existe Hi abierto en X tal que 

wnA=¡-l(V) e U'nA, luego 

U = (U'nX - AIU(U'nWnA) = U'n[(X -A)U(WnA)] 

= U'n¡((X - A) UW) n ({X - Al UA)] = U'n((X - A) UW) 

y por lo tanto U es abierto en X. 

Por último 

< U, U >=< U' n(X - A). U' n(X - A) > U < U' n(X - A) , ¡-l(V) > 

U < ¡-'(VI . U' n(X - A) > U < ¡-l(VI . ¡-l(VI >. 

pero 

.. --.-.. -<..u'.R(~ A)"J-·\W+--->~--f='fV). li'f?l{*=-=~>=%-:- ---~. 

Como ¡-l(V) e U' y < U', U' > es compacto entonces < ¡ l(V), ¡ l(V) > y 

< U' n(X - A). U' n(X - A) > son compactos. Por tanto < U, U > es compacto. O 
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Teorema III.4.5 Sean G un grupo de Lie. X e Y G-espacios propios paracompactos 

con espacios de órbitas paracompactos, A un cerrado invariante de X y f : A ----> Y 

equivariante. Entonces el espacio de adjunción Z = X U f Y es un G-espacio propio 

paracompacto y Z/G es paracompacto. 

Demostración. Por la proposición IILL5 Z es un G-espacio. Dado que los 

espacios X y Y son paracompactos, el espacio de adjunción Z es paracompacto 

por la proposición LU3_ El espacio de órbitas Z/G es paracompacto, porque Z/G 

"" X/GUJ/cY/G y por hipótesis X/G y Y/G son paracompactos_ 

Por otra parte como Z/G es paracompacto de Hausdorffluego es regular, y aplIcando 

la proposición Il.2.4 es suficiente probar que Z es un G-espacio de Cartan para que sea 

un G-espacio propio 

Para cada z E Z encontraremos una vecindad Uz tal que < U:, U, > tiene cerradura 

compd,ct,a Sea p : X U Y - Z la proyección canónica, Consideremos dos casos: 

Caso I) Si z E l'(X - AI_ 1'-1(01 ~ :¡- E X - A como X es un G-espacio propio_ x 

tiellc una vecindad U delgadd contcllidd 0n X - A , Así p-lp(U) = U Y p(U) = U;; e~ la 

vecinddd requerida, 

Caso IJ) Si z E p(Y), tomamos y E Y para el cuall'(Y) ~ o Dado que Y es G-proplo 

ellcontnllnos para y una n'cindad pcquciia VI tal que < VI, VI> es compado, Por SC'l' Y 

rC'gnlar. ('xi:::;( (' 11 \'ccillc!(ld de 1/ t <'11 que' , ' e ,/' e \ '1 Y por el lema UI 4.4 eXIste L" a bJCrto de 

X tal que U n A = ¡-1 (V) )' < TT-> I'S compacto, Claramente 1'-1 (p( U LJ \1) ~ U LJ 1', 

y e,"i <'Ibl('rlo ell X lJ y, así Ce; = p( [; U 'i) ('" vecindad db10rt (1 de ,:: en Z sólo falta !n(b( 1"(\1 

que < U;;, U~> es compacto, Aphcando el klDa U 2,G, 

< U.-_U.- > ~ <P-l(U.-II)-I(U.-) > ~ < L-LJV.ULJV > 

~ < [j, lJ > U < C_ 1 - > U < 1-.1 - > U < V 11 > _ 

D:tdo quc < U, U :> ~. <-V.-F '), ;-.Oll ('0111pdctO:-, y < U, \' > :;::. < \ '. U >_-:::: O H'S¡¡[t.l 

<¡1)(' <·T/~-,'l(-;. ('S COlll!l,l{'\O, Así hCJ\lo" pro\),ldn qtH' Z es 1111 G-{\SP;lClO de C'art;lll [J 
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de un G-espacio X normal, (X, A) un G-par y f; A ~ Y equivariante en un 

G-espado de Tychonoff, el G-espacio Z = X Uf Y es propio porque la proposición 1.1.21 

implica que Z es de Tychonoff y siendo G compacto todo conjunto de Z es pequeño. 

Ejemplo. Cualquier subgrupo cerrado G del grupo ortogonal O( n) es compacto 

porque O(n) lo es; G actúa en E" = {x E IR" I Ilxll :S 1} Y la esfera 8"-1 es un 

subconjunto cerrado invariante del n-celda. 

Si y es uu G-espacio de Tychonoff y f; S"-1 ~ y es equivariante entonces 

Z = D" Uf Y es un G-espacio propio. A Z se le llama el espacio que resulta adjuntandole 

a y una n-ce1da, construcción básica para la definición de complejos celulares. 



Capítulo 4 

Homotopía y cofibraciones 

equivariantes 

En este apartado introduciremos, en la versión equivariante, los conceptos de 

deformación continua conocida técnicamente como homotopía y la propiedad de extensión 

de hOlllotopía con que cuentan las funciones llamada..'l cofibraciones. En [t D] capítulo lI. 

se sugiere estudiar cofibracíones equivariantes, para el caso no equivariant.e en [AGP]. A 

este respecto, daremos algunos resultados nnportantes sobre los G-espacios de adJlmcióll 

y veremos los casos particulares del cilindro Z¡ y COllO el de una función equivariantc J 

IV.l RETRACTOS Y EXTENSIONES EQUIVARIANTES. 

Ell b~ siguiell~cs rC1:iult,ados supondremos que G es localmente compacto y I-Iausdorff 

,\' (OllSldcrarculOs Ull G-paf (X, /1) 

Teorelua IV.l.l Sra J A -. Y cqlllVani:1.11tc. Entonces f tiene \111,1 C'xtensiÓll 

('quivariallte f' V -) Y a \lWl v('cindad invariante V de A ('ll X ~i .v sólo si Y (:s \111 

l('(,l,l('tn cqlliVilrJ,lllte de 1l1l<\ vcc !llcLle! lV d(' y ell ,/; = X U rY 

Demostración.~ )SllpOllp,:lllIOS qlH~ eXiste' f' cquiYdriantt' con V \'C'cind,\C! lll\',tri,lllk 

(k .1 (,lJ.\ Sea 1 F -- Ji( \') U )' l'OIl ¡J X l.J )' ,.) Z la PW)'l'(:CIÓll lla! tluL l.):ldo q\le 
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p-l(W) = V U Y es un abierto de X U 1': W es vecindad abierta de Y en Z. Definimos 

T : W ~ y por transgresión de p' = p I V U Y Y la función F : V U Y ~ Y. dada 

por F(v) = f'(v) si v E V, F(y) = Y para Y E 1': En efecto como la restricción p' 

es una identificación equivariante. Fes equivariante y Fp'-l(W) es un sólo punto de la 

fanna 1'(v) o bien Y, podemos aplicar la transgresión a Fp-l obteniendo una función 

equivariante r que hace conmutativo el diagrama. 

VUY 

¡f 1 '--,. F 

lV~Y 

!\Iostraremos que i es la retracción eqwvaria,nte buscada 

y E Y e W, T(Y) = Fp'-l(y) = F (f'-l(y) U{y}) = y. 

{:::: )Supongamos ahora que existe r : IV -- Y una retracción equivariante. Entonces 

V = p-l(W)nX es un abierto im-ariante de X. Definimos f' = Tp Iv. si a E A entonces 

f'(a) = r(p(a)) = r(f(a)) = f(a). e 

Corolario IV.1.2 Sea f : A - Y equiyariante. Entonces f tiene una extensión 

equivariante a X, si)/ sólo si Y es retracto equi,-ariante de Z = X UJY. 

Demostración. En la prueba anterior si F = X Y lF = Z. de donde se sigue el 

re.-:oulrado e inversamente. O 

Sea e una clase topológica débilmente hereditaria. es decir si X E e todo espacio 

homeDmorfo a X pertenece a C y todo subespacio cerrado de X pertenece a C. 

Denotaremos por C--C la clase de todos los a-espacios X tales que X como espacio 

topológico pertenece a c. 

Definición IV.1.3 Un C-espacio y es llamado un G-extensor absoluto 

de vecindad para C o brevemente G - --,_YE(C) (resp. G-extensor absoluto para 
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C ó G - AE(C)) si para cada X E G-C y cada subconjunto cerrado invariante.4 de X, 

toda función equivariante f : A --). Y puede ser extendida a una función equivariante 

f : U ~ Y, donde U es una vecindad invariante de A en X (resp. U ~ X). 

Definición IV.1.4 Un G-espacio Y es llamado un G-retracto absoluto 

de vecindad para C o un G - AN R(C) (resp. un G-retracto absoluto para C o un 

G - AR(e)), si Y E C y siempre que Y sea un cerrado invariante de un Z E G-C, 

entonces Y es un retracto equivariante de alguna vecindad de Y en Z (respectiyamente, 

un retracto equivariante de Z). 
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Proposición IV.1.5 Sean N la clase de los espacios normales de Hausdorff G 

un grupo de Hausdo;:ff localmente compacto y Y un G-espacio con Y E N. Entonc.es 

y E G - ANE(N) siy sólo si Y E G - ANR(N). 

Demostración. => ) SIempre se cumple para toda clase. 

<=)Sea (X, A) G-par, X E N y f : A ~ Y equivariante. probemos que f tiene una 

cxtcnsiÓll equIV<:U"lante a Ulli1 vccindcld invariante de A (~n X. Por teorema rV.l 1 ba:-,ta 

probar que Y es rctr,1Cto dE' una vecindad H· de Y en Z = X Uf Y. lo cual:-,(' (Ulllplr' 

Eu efecto, por hip6tcsb, Y E G - AN R(.M) Y Y es cerrado en el G-('$pdcio Z por :--C1' 

p ¡y' y -----' Z un encaje cerrado. aclCll1<\S por el t{'orC'lll,) 1 1 22 Z es un espacio 1l0l1ll¡.d::J 
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IV.2 G-HOMOTOPÍAS y G-COFIBRACIONES. 

Para X un G-espacio se considerará en X x 1 la acción diagonal de G con G actuando 

trivialmente en J. 

Definición IV.2.1 Sean J01 JI : X --+ Y dos funciones equivariantes entre G-espacios. 

Si existe H : X x 1 ~ Y equivariante tal que para todo x E X, H(x, O) = Jo(x) y 

H(x, 1) = J,(x) se dice que Jo y JI son G-homotópicas, lo cual se denota por Jo '¡¡ f¡. 

Si además para algún conjunto invariante E de X, H(x, t) = Jo(x) para todo x E E se 

dice que G es una homotopía equivariante relativa a E y se escribe Jo '" J, rel E. 
G 

Como en el ("250 no equivariante, la relación ~ es una relación de equivalencia. La 
G 

homotopía equivariante H : X x I --+ Y se denota también por la familia de funciones 

equivariantes {h, : X ~ Y},el dadas por h.,(x) = H(x. t). 

Sea A un conjunto invariante de un G-espacio X. Si existe una homotopía equivariante 

H : X x 1 --+ X tal que ha es la función idéntica y h1 es una retracción de X sobre A 

seguida de la inclusión de A en X entonces el subespacio A es Barnada un G-retracto 

por deformación de X. Si además la hornotopía es relativa a A, se dice que A es un 

G-retracto fuerte por deformación de X. 

Da.da una fW1ción equivariante f: X -+ Y, consideramos Z] su cilindro, 

p : X x IuY -+ Z f la proyección natural y los encajes cerrados equivariantes k : X <......¡. Z f. 

k(x) = p;(x.l)] e i : Y <-; Zf. i(y) = p(y), los cuales nos permiten identificar X con 

k(X) y y con I(Y). así X e Y son cerrados ajenos de Zf. 

Proposición IV.2.2 Sean f : X -+ Y equivariante. Z¡ su cilindro e i la inclusión 

de Y en Z¡. Entonces existe retracción equb:ariante T : Z1 -+ y tal que el diagrama 

- - ------·é.g-.i~me_oonmuta 
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x k 
--> Z¡ 

¡"-. i//r 
y 

con k(x) = [X, 1]. Más aún 2T ~ 2dz¡, es decir Y es un G-retracto fuerte por deformación 
G 

de Z¡. 

Demostración. Tenemos que f' : X x I --> Y definida por f'(x, t) ~ ¡(x) para todo 

t 1 es extensión equivariante de J. por el corolario IV.2.1 existe llila retracción equivariante 

r: Z¡ -+ y Por tanto Ti = idy . 

Sea F: Z¡ x I --> Z¡ definida por 

{
[x. tt'] si z ~ [x. t] 

F(z, t') ~. . 
ysiz~yEY 

Comprobemos primero que F está bien definida. 

F ([x, O], t) ~ [x, O] ~ [J(x)]~ F (f(x), t) 

La continuidad de F resulta de la continuidad de Fp Ixx/xl V de Fp h'x!. Veremos 

que '/,1' -:.:= '/.dz¡ rel Y. 

i)F([x, t], O) ~ [(x, O] ~ [J(x)] ~ i([1(·x)]) ~ ,,([x, tlJ. 
ll)F([d],l) ~ [(x, t)] ~ ¡el7-!' 

lii)F([V]. t) ~ [y] ~ ir[)I]. O 

A cOlltlllwlción introduciremos 1,1 velsión cquivarialllc de la propicd(~d de extcIlsIÓll 

d(' hornotopía, ahrC'vÍada P EH 

Definición IV.2.3 (Propipclad d{' Id cxtCllSIÓIl de hOlllOtOpÍ<1. cquivariante).LJll G-par 

(.\'. A) t.i(,ll(' J:l PRH-equivariallt.e respecto a un G-espacio IV, si dada,.:.; f·.Y -, 1'1" 

Y 11 A x J -~ IV N}lnvanauk ... 'i qli(' ClllUpl('ll H(o.O) -=- f(l1) para todo {J E A. ('xisk 

JJ' X x 1 --Jo iV eqlllval'i<lnt.(' (¿ti que Ji'(o. t) = H(o. t) par;1 todo a E A. t E 1 yac\cm:i,.:.; 

JI'(.r,O) o::.: f(.r) p,·ua todo r (:: s: {':-' dVCll' 1.\ hOlllutopí;\ eCjuiy,trialllc 11 que clllpi('~.\ 



60 Capítulo N. Homotopías y cofibraciones eqwvariantes 

con f J A puede extenderse a una homotopia H' que empieza con f. Esto es, H' hace el 

siguiente diagrama conmutativo 

A x {O} e A xl 

H/ 

n w n 

/f "'-H' 
x x {O} e Xx 1 

Cuando (X, A) tiene la PEH -equivariante para todo G-espacio se dirá simplemente 

que (X, A) tiene la PE H -equivariante. 

Lema IV.2.4 Para G de Hausdom localmente compacto y (X, A) un G-par. son 

equivalentes: 

(a) (X. A) tienela PEH- equivariante respecto a un G-espacio W 

(b) Toda función equivariante X x {O} U A x I ~ W tiene una extensión equival'Íante 

aXxI. 

Demostración. (a) => (b) Dada F: X x {O} UA x I ~ lF equivariante. definiendo 

f = F lxxo y H = F !AxI obtenemos el diagrama de funciones equivariantes 

A x {Ol ~ A x I 

jI/ 

n 1l' n 

/f 
X x {O} e x xl 

por (a) e.xiste H' : X x 1 ~ W equivariant€ que extiende a H y empieza en f claramente 

}J'·ts liJa extensión"Gqm-'WIT'iante-aé-r. 

(b) => (a) Dadas ahora, f y H que hacen conmutativo el diagrama anterior. sea 

F: X x {O} UAxI ~ W, definida por F(o:. O) = f(x.O) y F(a. t) = H(a. t). Obviamente 
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cualquier extensión equivariante H' de FaX x 1 es una homotopía equivariante que 

extiende a H y comienza con f. O 

Proposición IV.2.5 Para e de Hausdorff localmente compacto y (X, A) un e-par, 

son equivalentes: 

(a) (X, A) tiene la PEH- equivariante 

(b) X x {O}UA x J es retracto equivariapte de X x J. 

Demostración. (a) =? (b) Supongamos que (X, A) tiene la G - PE H respecto a 

todo espacio, en particular respecto a X x {O} UA x J. Por el lema anterior la función 

identidad de X x {O} U A x J tiene una extensión equivariante X x J ~ X x {O} U A x J 

que obviamente es una retracción. 

(b) =? (a) Sea W cualquier e-espacio. Para probar que (X,A) tiene la PEH

equivariante respecto a W basta probar por el lema anterior, que una función equivariante 

F. X x {a} U A x I ---t W arbitraria tiene una extensión equivariante a X x 1 

COllsidérese (.,} slguientc diagrama 

x x J 

r / " 
Xx{O}UAxJ w 

<1011C.1<- T es 1'<.;t1"<\(('iÓ11 equivmic-ulte. 

Obviamente F o r es extensión equl\<1rinntC' de F. O 

Teorema IV.2.6 (Teorema de !Jo!'suk ell uerSU)ll equzvananie.). Sean G compacto 

de; Hausdorff y (X. A) un G-par ('Oll X E J/. Entollrc~ (X, A) tienr la P EH -cquivanant.e 

tl'sj)ecto () todo (~:-,pdeio G·- ANR(N) 

DClllostracióll. Sc(\ I~' E (; - 11/\: l?(.N) (,,,tt) llllplicA (i\\(' IV ~ C; - A.'VH(JV). Por 

cllcllla IV 2.-1 b .. l:-.ti1 probar que t,od,t fUll(ióll Ctjlli\',HldUtt' F . X x {O} UA X 1 -) H' 

lil'llt~ \lIla ('xtl'll~iUll (~qlliV;ln(l\lÍ(' a ,\ ;., ¡ ('nllln Ji' E= (; -- :\:YV(JV) ('xis!{' \'('c!w!:ld 
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invariante U de X x {O} U A x J en X x J y una extensión equivariante F' : U ~ W de 

F. 

Tenemos que A x 1 e u e x x ¡, y por ser 1 compacto existe V' vecindad abierta de 

A en X tal que A x 1 e V' x 1 e U. Como G es compacto, existe una vecindad abierta 

invariante V de A tal que V e V', esto implica que A x 1 e v x 1 e U. 

Puesto que X es normal, por el Lema de Urysohn existe una función continua 

y : X ~ J tal que y(A) ~ 1 Y y(X\ V) ~ O. Mediante la integral de Haar, 

w(x) ~ Iey(gx)dg resulta de la proposición ILl.lO que W : X ~ J es equivariante 

con G actuando trivialmente en J y W(A) ~ 1, w(X\ V) ~ O. Finalmente, la función 

R : X x J ~ X x {O} U V x J, dada por R(x, t) ~ (x, tw(x», es equivariante porque 

R (g(x, t» ~ R ((gx, t» ~ (gx, tw(gx» ~ (gx. t\lJ(x» ~ gR(x, t). 

Veamos que PiRes extensión de F : 

Para todo x E X se tiene que PR(x, O) ~ P(x. O) ~ F(x, O), y para a E A Y t E ¡, 

tenemos F'R(a,t) ~ F'(a,t) ~ F(a,t). O 

En G -TOP, la categoría de G-espacios y funciones equivariantes, al igual que en la 

ca.tegoría TOP, de espacios topológicos y funciones continuas. se tiene la defimcióll de 

cuadrado cocartesiano o push-out y el hecho de que Z = X U f Y es un push-out en 

G-TOP, el cual para TOP se demostró en la proposición L 1.20. 

Definición IV.2.7 El diagrama conmutativo de G~espacios y funciones 

equivariantes 

\"1/ '-..., C', 

X Z 
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€S un cuadrado G-cocartesiano o G-push-out si para todo G-espacio W y ~J : ~ --)- W 

equivariante j = 1,2 tales que ~lipl = ~2'P2 existe una única función equivariante 

~ : Z _ W que hace conmutativo el diagrama . 

.pI / 1"'1 "\.1;1 

X Z -'-+ W 

~,,", T,., /,' 
Y, 

De la definición se sigue que Z es único salvo por homeomorfismos equivariantes. 

Proposición rv.2.8 Si (X. A) es un G·par y f: A ~ Y equivariante entonces 

es G-cocartesiano el cuadrado 

X 

z/ ,",Px 

. .j z 
¡". / Jiy 

j' 

doml(' Z = XUfY, Px =1) 1'\. p}' =l) 1), con p: .X U 1'" -, Z 1-1 proyección llatur,d 

Den1ostración. La dt'lllostrdl'lÓn es. igu<l.! que CH Id proposlcióll 1.1.20 pidiendo 

cqUlvali<\llc:ia a l::l.':) fUllC'IOlK'S, pU\.'~t0 que 1<1 trallsgrc~j(¡ll en teoría cqUlvatialltc 1,<\lIÜ)ll'11 

S{' cUlllpk como lo vimos (~ll f'1 (corem¡\. rU.l.1. [J 

Definición IV.2.9 Un,,{ [ullclón l'qtti\"alinllte 'i': .:1 -. X ('l1l[(: dos G-espacios /1 y.\ 

{'S Ulla G-cofibración si p¡lr¡l todo (,'-l:SP,WIO Ir v todo P,)l do funcione .. '> eqllivéHl<111l(~S 

) X _'o \1- Y ¡¡ .-1 xl -. Jj" ¡¡U<' ¡'lllllplt'll lf(u li) - f(~."(a)L Vu e /1. ,'xi..;1\' llD;) 
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homotopía equivariante N: X x I ~ W, tal que N(<p(a),t) = H(a,t) y N(x, O) = f(x), 

para todo a E A,x E X Y t E l. El diagrama correspondiente es: 

A x {O} e A x I 

/H 

lpxid{o} 1 W lrpxtd¡ 

f/ "-.B 

X x {O} e XxI 

De la defiuición se sigue si (X, A) es un G-par con la P EH - equivariante entonces la 

inclusión i : A ---+ X es una G-cofibración. De hecho el siguiente resultado nos dice que 

ldS G-cofibraciones son todas inclusiones equivariantes salvo por G-homeomorfismos. 

Proposición IV.2.10 La función k: X ~ Zf, k(x) = [x, 1] dcla proposición IV.2.2, 

es una G-cofibración. 

Demostración. Considérese el siguiente diagrama 

Xx 1 

.' W .-- Zf x I 

" T 
Zf 

c.on <p(k(x)) = '1' ([x, 1]) = <l>(x,O). 

Definamos <l>' como <l>' ([y]' s) = '1' ([y]) para y E Y, Y 

'1 _j:(X.,S-(l-S)(l-t)/t) Sit+S~l~ 
<l> (,x,tJ,s)-

---"'C"- .".JW.,.t..±.st¡(.L=.B)J~~~--
Vea;"os que <l>' está bi~n definida. En efecto, si [yJ = [(x,O)J entonces 

<l>' ([y]' t) = '1' ([yJ) = '1' [(x, O)J = <l>' [(x, O). tJ. 



IV.2. G-homotopías y O-colibraciones 65 

Además tenemos que 

4>' (k(x), t) = 4>' ([x, lJ, t) = 4> (x, t) y 4>' ([yJ. O) = <,O[yJ . 

Por último que coinciden cuando t + s = 1, puesto que 

4> (x, s - tsjt) = 4>(x, O) = <,O ([x, 1]) = <,O [(x, t + stjt)J. 

Así k es una G-cofibración. O 

De lo anterior podemos decir que toda función equivariante f seguida de la mclusión 

i es del mismo tipo de G-homotopía que una G-cofibración. 

Proposidón IV.2.11 Sean G un grupo de Hausdorff localmente compacto, 

f : X ---¡. Y equivariante y Z¡ su cilindro, entonces existe una única función equivariante 

F: Z¡ -. y x 1 tal que Fop [XxI= f X ,dI Y Fop [y= io (con io(Y) = (y,O) y 

P : X x 1 U Y ~ Z ¡ la proyección natural). 

Demostración. Sea F : Z¡ --f y X [ como sigue: 

{ 

(f(.r), t) SI Z = J!(x. t) 
F(z) = 

(Y. O) si z = ]J(Y) 

la cual c~tJ. ¡¡¡Cll definida, puesto que si p(x, t) = 1J(Y) se t.lene que y = f(J:) y t = O . 

entonces F~)(x,t)[ = (1(x),O) = (y,O) = F[p(y). 

Para. ycrifi.car la continuidad de F obsclTalllos que como F o jJ : X x 1 U Y -+ Y x 1 

es rqui\';;uiame porq\le ;:;cm cquivariantcs F o p IX>..I= f X ¡,dI Y F o p Iy= 1'0· 

E~ [Ú( il v(:1' que 1.1 función es lÍlllca y clImple cml j¡:¡s ('cmdi('ion0s rc'(l'K'ridaso O 

Proposición IV.2.12 Sea f : X -) Y eqt!i\Oali,ultc, 'j' sean p : X x J U Y --; Z1' 

.lo· X '-> X x 1 con 10(0;) = (.1:, O) Y i.o . y ~> y x 1 definida por IOCU) = (y. O). 

(o) Si (Y,f(X)) tiPll<' 1<) G -- ])[-;fI l{\,,¡H'cto (\ Z¡ ('IÜOllC('.." C'xi"lc' II Y x ] _00) XI 

('qlll\ ,1I'1:\1l1 (' 1,)1 ql\(; 1-1 o (j >: ¡.d / ) ::._" ji h·" J. lf o IlJ = JI !lo y J/ o F = úi z¡ con F d,Hlil en 



66 Capítulo IV. Homotopías y cofibraciones equivariantes 

(b) Si existen F y H equivariantes definidas como antes y cumplen que H o F ~ idzf 

y H o (f x id¡) ~ P IxxI, H o iD ~ p Iy entonces f es una G-cofibración. 

Demostración. (a) Consideremos el siguiente diagrama 

x jo 
Xx 1 ~ 

/PXx¡ 

fl ZI lfxtdl 

p,. 
/ F '\. '" H 

Y <-; Y x 1 
" 

dado que (Y,j(X)) tiene la G - PEH respecto a Zf. P Iy y P IxxI determinan una 

G-homotopía H que hace el diagrama conmutativo. 

Veamos que Ha F = idzr 

H(F(P(x,t))) ~ H((f(x),t) ~ H((f x id)(x.t)) ~p(x,t) ~ [x,t]. 

H (F(p(y))) ~ H(y. O) ~ H o io(y) = p(y) ~ ly]. 

(b) Para cualquier G-espacio liV. dado el siguiente diagrama conmutativo 

X 
Jo X x 1 ~ 

coI '\. /~ 

fl W lfX1d¡ 

c/ 
y "'-' YxI 

io 

por encontrar 1>' : Y xl --¡. H/ equiY'3.riame que cumple <1>' o (f X zd¡) = <I> Y 1>' o io = r.p. 
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Por la proposición IV.2.8 dado el diagrama en G-TOP 

x 

n 

y 

JO 
~ 

1>,. 

/~ 

w 

existe \[r : Z f -------t W que lo hace conmutativo. 

x x 1 

Z¡ 
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Defina <1>' : Y x 1 --} W como <p' = W o H por tanto es equivariante y satIsface 

ip' o(f X ,dI) = WoH o(f ndI ) = WOPXxI = ip y ip' 0'0 = WoH 0'0 = WOpy = '{J. 

y por lo tanto f es una G-cofibraclón. O 

Proposición IV.2.13 Toda G-cofibrac1611 i.p . A ---+ X es un encaje equivarianto y 

(X,¡p(A)) es 1m G-par ('onla PEH-cCjUlyaricu1tc. 

Demostración. Sean F : Z f -" Y x J y H : Y x 1 -Jo Z J. como en la proposiclOn 

IV.2.12) H o F es la identIdad en Z¡. Así F define una función equivariantc de Z1 sobre 

F(Z¡) =f(X) x IUY x Oc Y x 1 

Ya que J> I.\' x 1 es hOIl1(--;olllorfislllo (h' .\ x { l} sobre 1'(.\ x { l} ). :-,(' t i('I\(' por la ddilll('JÓll 

eh: P el! la proposición IV 2.11 Ull hOl1l('Olllorfi.slllo F o p Ixx{ I}: X x {l} ----> J(X) x {l} 

P(~ro dado que X x {l} Y f(X) x {l} :-'011 hOlll('olllor[():5 ::-(' I ¡cne (I'H' j (';-, llll hOIllCOlllOrfislll() 

~obrc su imagen y por lo tanto f c;-, Illl ('IH'ilj(' eqIUY¡-lri(\ute, O 
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