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RESUMEN

En lo fundamental la tesis estd centrada en describir los estados relajados en un plasma en configuraciones
toroidales. Para describir estos estados de equilibrio se hara uso de principios variacionales asociados a la
minimizacién de la energia del plasma bajo ciertas constricciones, es decir la parte mecinica del modelo.
Por el lado termodindmico se describird al plasma a iravés de la minimizacién de la produccién de entropia;
y por otro lado, la parte “termoestatica”, con base a la maximizacién de una funcional de entropia bajo
ciertas constricciones. La forma de las funcionales de entropia en su dependencia de las “variables relevantes
de informacion” de! sistema, se deducird metédicamente a través de la teoria de la informacién (capitulos II
y 1II).

La parte mds relevante es hallar, a partir de estos principios, la consistencia de pérfiles para plasmas
confinados magnéticamente. En particular se contribuye al hallar una forma de! perfil de densidad ademds
del de temperatura con el principic variacional sobre la producciéa de entropia en el capitulo V1. Para esto,
se hace uso de la teoria lineal de la termodindmica de procesos irreversibles de Prigogine (capitulo V).




INTRODUCCION

La presente tesis estd orientada a describir los estados de equilibrio relajados en un plasma que estd
confinado magnéticamente. En ésta, el lector interesado hallard, ademds, en el capitulo I, una pequefa
introduceién histérica al principio variacional para la mecénica clasica. Como se puede apreciar, tales
principios sirven para dar una interpretacién filoséfica natural de las leyes de la mecinica newtoniana. En
este mismo sentido es que estan orientados los principios variacionales para describir al plasma.

No se pretende hacer una revisién exahustiva de todos los trabajos basados en principios variacionales
que han sido publicados, sino de describir algunos de los resultados que se consideran de interés.

En el capitulo II se presenta una coleccién de resultados acerea de mecdnica estadistica, teoria cinética y
teoria de la informacién, haciendo énfasis un poco mas en éstas dos tGltimas, pues la teoria cinética permite, en
principio, caracterizar estados fuera del equlibrio termodinamico global. En efecto, es necesario considerar
esta teoria o la teorfa de la termodindmica de procesos irreversibles (de la cual uno de sus principales
resultados viene a la mente: el principio de minimizacién de la produccién de entropia), dado que el plasma
tiende a alcanzar estados estacionarios, en los cuales el sistema no estd aislado del exterior. Se presenta
también un principio variacional sobre la entropia, definida con la teoria de la informacién, que describe los
efectos asociados con los campos magnéticos interactuando con el plasma.

Fste principio variacional se aplica en el capitulo III a dos problemas particulares, de interés en la
investigacion de fusién nuclear: el “pinch” de campo invertido y el tokamak. Estos son dos aparatos de
confinamiento magnético del plasma que tienen cierta similitud: estan formados por una cdmara de vacio
en forma de toro, con un campo magnético toroidal generado por bobinas externas. En lo que difieren es en
el estado del plasma que se encuentra dentro de la cAmara. En el tokamak se induce una corriente toroidal
de intensidad moderada en el plasma (que actua come el secundario de un transformador) que da lugar a
un campo magnético poloidal de menor magnitud que el campo torcidal. En el pinch de campo invertido
se genera un Sistema de corrientes mds complejo y tal que el campo magnético poloidal producide por la
componente toroidal de la corriente del plasma es comparable en magnitud al campo toroidal. Esto hace
posible que, en el estado relajado del plasma, el campo toreidal invierta su direccién en la regién del borde,
hiecha por el cual recibe su nombre este aparato. El “pinch” es la palabra inglesa que se refiere al efecto
de autoconfinamiento que produce una corriente axial en un plasma, y es el que opera tanto en el tokamak
" como en el pinch de campo invertido. La necesidad de tales configuraciones es impedir que el plasma, que
estd a altas temperaturas, (del crden de 100-150 eV para el pinch de campo inveriido y de > lkeV para el
tokamak') choque con ias paredes de la cimara de vacio del aparato. Como se ver4 en el capitulo IV, el
estado del plasma del pinch de campo invertido corresponde a una configuracidn de minima energia sujeta
a ciertas constricciones, como fue propuesto por J.B. Taylor en 1974, Ademads, con la expresién de entropia
obtenida en el capitulo II se mostrard que el mismo estado relajade puede cbtenerse de un principio de
mdxima entropia, acorde con la teoria de la informacién.

En el tokamak, el campo poloidal confina al plasma mientras que el toroidal B, lo mantiene estable en
un estado de equilibrio practicamente “estatico”, en el que tiene un balance de la presion del plasma (p) con
el campo magnético. La corriente toroidal, que inicialmente se induce en la superficie del plasma, debido a
la resistividad de éste, se va difundiendo hacia el interior, en un intervalo de tiempo 7 ~ 4’;,‘;‘2 ~ 200 seg.,
donde L es una escala del tamafio del plasma y 1 su resistividad, haciendo que se alcance un estado casi
estacionario, o relajado, para la corriente?. Este estado autoconsistente, es el que se trata de explicar con un
principio variacional sobre la produccién de entropia (ver los capitulos V y VI). Es necesario recurrir a éste
principio variacional para el tokamak por ser un sistema disipativo de energia. Ademas, por ser mayor el
campo toroidal que el poloidal se producen otros efectos® que si bien permiten también procesos de reconexién
magnética (como en el pinch de campo invetido) en clertas regiones del plasma (v. gr. oscilaciones de diente
de sierra cerca del eje toroidal), produciendo estados relajados locales, sin embargo, no son relevantes para
explicar el estado relajado global. Se mencionard también que algunos autores (Kadomtsev, al mismo tiempo

T = 1 ¥ correspande « 1.16 X 104K

Ver las magalficas discusiones ¢n los libros de Goldston R.J., Hutherfard P.H. Introduction To Plasms Physice. Bd. Institute Of Physice Plublishing.
Inglaterra. 1985, y Kadomtacy B.B. Tokarok Plasms: A Complex Physical System. Ed. Inatitute Of Physics Plublishing. [oglaterra. 1992,

Ver ea las sacciones 3.11, 7.1 & 7.3 ¥ ¢o ¢l cap. 9, la discusién sobre estos puntos pars el tokamsk ea op. git. de Kadomtsav, o en cl ¢np. 1V de la
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que Hsu J.Y. y Chu M.S., v Biskamp D.*) han propuesto una manera alternativa para hallar la consistencia
de perfiles basados en un principio variacional sobre ia energia “potencial”.

Para entender las diferencias entre el tokamak y el pinch de campo invertido, se puede recurrir a su
caracterizacién via el concepto del factor de seguridad ¢, que se define como

atr) = 7 )

donde B, es el campo magnético toroidal, By es el campo magnético poloidal, & es el radio mayor del toro ¥
7 el radio menor. Esta cantidad, indica por tanto, cual es la magnitud de la torsién de la linea helicoidal del
campo en r normalizada a la circunferencia del toro. Ahora bien, se ha mosirado® que se puede establecer
una condicién de estabilidad del plasma en términos de g, descrita por la siguiente desigualdad

r (1dq\? 2uodp 2
) (:IE:) +§?2;(1 7}>0, (2)
con p igual a la permeabilidad magnética. De esta ecuacién se observa que la estabilidad puede ser obtenida
en dos limites opuestos. En primer lugar, si la torsién varia poco en funcidn del radio, el primer término
es despreciable. En este caso, observamos que en la practica el gradiente de presi6n es negativo y desesta-
bilizante. La ec.(2) indica que la condicién para que exista estabilidad es que, g(r) > 1. Este es el iimite
que se emplea en el caso del tokamak, para el cual el campo magnético toroidal es mayor que el poloidal,
excepto en una pequefia regién cercana al eje magnético. Bajo estas condiciones la forma de los perfiles de
las componentes del campo magnético y del factor de seguridad para el tokamak, se observan como se ilustra
en la siguiente figura.

Typical magnetic lield and safety factor profiles for the Tokamak
configuration, g(0) > § is required for stability.

4 Hesu J.¥., Chu M.S., On the tokamak cquilibrium profile, Reporte CAA1B27S, GA Techaalogies (1986), Biskamp D., Preprint IPP 6/238, Max Plank

Instituta fir Plaams Physik (1998).

Ver, por ciemplo, Miysmoto K. Plasma Physics For Nuclear Fusion, Ed. MIT. 1989. Capitulo 1X,
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En el caso del pinch de campo invertido se emplea el limite opuesto. El campo poloidal es comparable al
toroidal, por lo que ¢ < 1, y para que (2) se cumpla, es necesario que exista el suficientemente cizallamiento
de las lineas de campo (g";) de una superficie magnética a otra. Entonces la forma de los perfiles del campo
magnétice y de ¢ se veran como se muestra en la figura siguiente.

!

Typical magnetic field and safety factor profiles for the RFP

configuration. -

Las superficies racionales, para las cuales es mas probable que ocurran efectos de reconexién, son mds
abundantes en la regién en la que g(r} < 1. Por ello, este tipo de fendmenos se presentan cerca del eje
magnético en el tokamak, y masivamente en el pich de campo invertido. En este dltimo originan una
transformacién del campo magnético poloidal en campo toroidal, mediante un complicado mecanismo®.
Esto es lo que subyace en el proceso de relajacién, en el cual se tiende a minimizar la energia de campo
magnético. En el caso del tokamak, en contraste, la relajacién tiene un caracter diferente. La minimizacién
cruda de energia de campo magnético corresponderia a una disrrupcién del plasma, que es indeseable. Por
lo tanto, en su caso deben explorarse otro tipo de principio variacional.

Se debe de sefialar que hasta donde se sabe, no ha sido posible dar preferencia a un principio variacional
sobre otro. Ademd&s de que es necesario distinguir a los estados de equilibrio “estatico” de los estados
“relajados” que se proponen, ya que los primeros ocurren en un intervalo de tiempo menor que log segundos,
de manera que el plasma se supone que ésta en un estado de equilibrio “estdtico” fundamentado en un
principio variacional sobre la minimizacion de la energia (ver el capituio IV), mientras que el plasma continua
evolucionando a un estado relajado descrito por un principio variacional sobre la produccién de entropia.
Con !a presente exposicién se trata de dar una imagen de conjunto de las distintas teorias propuestas para
estudiar los plagmas confinados magnéticamente.

Para finalizar, se desea resaltar que en el capitulo VI ge propone un cdlculo que podria justificar, a
partir del principio variacional sobre la produccidn de entropia, la forma de log perfiles de densidad y de
temperatura en un tokamak. Se muestra un dibujo esquematico de un tokamak para ilustracién del lector
poco enterado acerca de éstos.

& Dreicar H. Topics in Reversed Pinch Physica, Physica Seripta. Vol, T2 /2. pp. 435-442. 1981,
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MAGNETIC COILS

PLASMA
DIAGNOSTIC CONDUCTING ELECTRIC
PORT SHELL CURRENT

TYPICAL TOKAMAK is depicted in this schematic diagram, The
hot plasma, or gas of charged particles {color), ia confined on a
nested complex of mognetic surfaces composed of helical magnetic-
field lines, only one of which ia indicated (black arrows). The heli-
cal magnetic ficld is the resultant of two component fields (not
shown here), which are oriented at cight angles to each other. The
toroidal component is set up by the circolar array of wedge.shaped
coils distributed arcund the toroidal plesma chamber. The po-
loidal component is set up by a toroidal current (colored arrow)
that flows inside the plasma; this toroidal current is in tarn cre-

TRANSFORMER YOKE

MAGNETIC
FIELD

VACUUM
CHAMBER

PRIMARY WINDINGS

ated by a toroidal electric field produced by a transformer con-
sisting of a set of primary windings aroond an iron yoke, (The
plasma itself constitates the secondary winding.) A plasma config-
uration of this type, in which a doughnut-shaped plasma iz subject
to a consricting force generated by the current flowing in i, is
called & toroidal pinch; a toroidzl diffuse pinch is one in which the
current is distributed over the cross section of the plasma, The con-
ducting shell keeps the plasma colamn from expending in the direc-
tion of the major radius. The diagnostic port (lower left) provides
access for measuring various charactetistics of the plasma column.




DESCRIPCION DE ESTADOS RELAJADOS EN PLASMAS A
TRAVES DE PRINCIPIOS VARIACIONALES
CAPITULO L. EL PRINCIPIO VARIACIONAL: UNA INTRODUCCION HISTORICA

La fisica es la ciencia natural que se ccupa de la materia v la energia-toda la materia, toda la energia y sus posibles
interacciones-......

El oponente mas influyente del atomismo no fue otro que Aristételes, cuya propia teoria del movimiento no podia aceptar
el vacip, y por ello rechazé al dtomo. Epicuro {341-270 a. n. e.), el bondadose moderado, el moralista, fue el iltime gran
exponente griego del atomismo. Sus ensedanzas fueron muy populares, ain basta la era romana; Ciceron y Lucrecio fueron
ardientes epicireos.

Irénicamente, los epicireos romanos de la dltima época fueron libertinos, sensuales en exceso - 103 ¢ldsicos tipos de pelicula
erdtica con orgias y barracheras-. Cuando el cristianismo dominé en Roma, el libertinaje, la lujuria, el ateismo y el atomismo
fueron sinénimo de paganismo. Cuando la virtuosa plebe quemd la gran biblioteca de Alejandria (aproximadamente 390 d.o.e.},
ia voluntad de la nueva devocidn quedd ciara y el atomismo se escondié en la sombra, para oo reaparecer hasta mas de mil afios
mas tarde....

Mientras no se acepte la vuleerabilidad a la refutacidn, es facil construir una teoria fisica de algiin fenémeno a la que todas
las observaciones deben ajustarse, una teoria tan maravillosamente amplia que acepte cualquier posibilidad. Tal formulacién
no sélo serd irrefutable, sino que ui siquiera podré considerarse cientifica. Si yo mantengo, cemo hizo Santo Tomds de Aquine,
qué angeles invisibles mueven los planetas en sus drbitas, podria explicar todo el movimiento planetario y sin correr ei riesgo
de ser refutado. Eso no es ciencia. Una teoria en que todo sea inteligible y no corra el riesgo de ser refutada no proporcicnard
ninguna comparacidn.

Hecht E. Fisica en perspectiva.

Como no es comiin en los estudios sobre los principios de la mecdnica y la termodinidmica hacer mencién
a las primeras especulaciones realizadas acerca de éstos, el presente capitulo estd dedicado a tratar de dar
una pequeiia infroduccién a este tema. Ademss se espera que la exposicién sirva también para aclarar
la metodologia de la aplicacidén de los principios variacionales, ya que estos se utilizaran en los préximos
capitulos. El autor de la presente tesis espera también que se aprecie, como parte relevante de la exposicidn,
lo que se entiende por una investigacidn cientifica moderna a la luz de los trabajos de algunos de los grandes
cientificos del siglo XVIIL. ;Qué es lo que se entiende por tal investigacién? Como se verd mds adelante,
Lagrange (1736-1813) en su Mécanique Analytique; mostraria que el principio de minima accién, junto
con la ley de conservacién de la energia, es equivalente a las leyes de movimiento de Newton, dejando de
lado las especulaciones metafisicas de las que se sirvieron Maupertius (1698-1758) y Euler (1707-1793) para
formular el principio. Puesto en las propias palabras de Laplace (1749-1827): “Sire, je n’avais pas besoin de
cette hypothese”. Esta fue la respuesta de Laplace, cuando Napoleén Bonaparte le preguntaba por qué no
mencionaba a ninglin creador en su monumental Mécanique Celeste.

Fl que escribe consideré apropiado adadir al inicio de cada capitulo ya sea una cita de algin libro en
conmemoracién de un cientifico, en donde se evidencia alguna admiracién por este (ver el capitulo I, acerca
de Boltzmann, v. gr.), o donde se da una primera referencia a una teoria (ver el capitulo V, v.gr.} , o donde
se citan pensamientos que considero correctog acerca de lo que deberia de ser la actitud de alguien que se
considere cient{fico. Sobre estas ltimas, se desea aclarar que complementan la exposicién que sigue, con ia
salvedad de que se deja al lector (que desee} coordinar las ideas que puede generar hacia un pensamiento
materialista de ver las cosas, se hace en un lenguaje esépico y cortado, pero se hizo as{ para ahorrar espacio
y tiempo de exposicidn de un tema que queda apartado de la exposicién principal.




1.1.Primeras especulaciones acerca del principio

El marco general bajo el cual tuvo desarroilo la ciencia, en su iradicién europea “occidental” (la Gnica
que al parecer ha tenido un desarrollo y “comprobacién” real -experimental- que aseguran su validez), fue
suponer que toda la variedad de fenémenos naturales tenfan una explicacion en términos del menor nimero
posible de leyes y principios. En efecto, los primeros pensadores griegos pretendieron explicar al mundo en
los terminos mas simples; por ejemplo, la escuela pitagérica en base de una formulacién numérica (aunque
sin muchos frutos); hasta este momento y durante mucho tiempo despues (jalrededor de 2000 afios!), la base
de estos “principios” era la especulacién (aun la religiosa, sin fundamento fenomenclégico, que en este caso
particular, es también completamente irracional) acerca de que el mundo podia y debia ser explicado de la
manera mds simple: “Todos los movimentos son rectilineos, circulares o una combinacidn de los dos, porque
estos son los ‘movimientos mas simples’ ”, decia Aristételes.

La ciencia tal y como la conocemos, no podia desarrollarse sin la herramienta matematica que se formaria
més tarde; y la confrontacién, entre aquellos modelos “simples” hechos con el nuevo lenguaje matematico
y la realidad entendida a través de la experimentacién (la parte mas relevante por la cual las “nuevas ab-
stracciones especulativas” sobre el comportamiento de la materia son vélidas): un logro que seria de Galileo.
Aristételes mencionaba que la naturaleza posefa una tendencia inmanente a la simplicidad; Ockham (1300~
1347} demandaria que para describir a la naturaleza se deben evitar las complicaciones innecesarias. Bajo
esta 6ptica los grandes investigadores de la materia como Copérnico (1473-1543)(recuérdese la “simplicidad”
del modelo heliocéntrico comparado al modelo geocéntrico de Ptolomeo respecto al movimiento de los plan-
etas), Kepler(1571-1630), Galileo(1564-1642), Newton (1642-1727)(“no admitiremos mas causas de las cosas
naturales que aquellas que son verdaderas y suficientes para explicar sus apariencias”) y Leibnitz(1646-1716);
por ejemplo, harian sus principales contribuciones.

La primera vez que se formul6 un principio de minimizacidn, fue debida al matematico francés Fermat
(1601-1665) en dOptica. Segdn este principio: “ en ninguna materia, para cualquier tipe de reflexdén o
refraccién de un rayo a la que esté sujeta, éste viaja de un punto a otro de tal manera que el tiempo en que
lo hace tome un minimo” (Hero de Alejandria habia descubierto una ley similar para el caso particular en
que el rayo de tuz es reflejado por un espejo).

En términos modernos, el principio de Fermat matemadticamente se establece como:

Q)
5/ Las =0 (11—1)
p v

donde P y Q son los puntos inicial y final de la trayactoria del rayo de luz, v es la velocidad en cualquier
punto y ds es un elemento de trayectoria. La ecuacién indica que la variacién de la integral es cero, eg decir,
que la diferencia entre esta integral tomada a io largo de la trayectoria real que describe el rayo, y-aquella
tomada a lo largo de una trayectoria vecina es una cantidad infinitesimal de segundo orden entre la distancia
de las trayectorias. Antes de seguir, aclaremos la notacién con un ejemplo, y formalicemos el significado de
sacar una variacional a una funcional.

Una funcional es una funcidn de funciones; es decir que cuando se saca la variacional a una funcional se
pretende encontrar una funcién tal que aquella sea un extremal (miximo o minimo) al sustituir esta funcién
en la funcional. Consideremos el problema de deducir la ecuacién de Euler-Lagrange (en la préxima seccidn
se dard una pequefla introduccién histdrica acerca de cémo es que se llegd a este principio en mecanica);
en términos analiticos consideremos una funcién dos veces diferenciable y = y(z) que satisface la condicién
y{z:) = 11, ¥(z2) = y2, condicionada a que la integral

Ty d
I= / flz, v, d—g) dr; (1.1. - 2)

sea un minimo (aqui la funcional I, es una funcién que depende de otra funcién y == y(z), para ser encontrado
su extremal). Equivalentemente lo que se desea gaber es qué ecuacién diferencial cumple y; ademds supon-
dremos que i, %1, T2, ¥2 son dadas y que f es una funcién de los argumentos z,y, g—%, y que es doblemente
diferenciable con respecto a eilos, en cnalquier combinacién. En adelante denotaremos por y(z) a la funcién
que minimiza a (1.1.-2) y formaremos a una familia de funciones paramétricas de comparacién Y'(z), definida

por
Y(z) = y(z) + en(z); (1.1. - 3}
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donde n(z) es una funcién diferenciable arbitraria para la cual n(z;) = n(z2) = 0 v € es el pardmetro de
la familia. Las condiciones anteriores aseguran que Y(z;) == y(z:) = 11 ¥ Y(z2) = y(z2) = y2; eswo es
que todas las funciones de comparacién poseen los valores finales requeridos de la funcién con respecto a
la cual se hace la minimizacién. Geométricamente, io anterior implica que la desviacién de cualquier curva
¥ = Y(z) de ia curva que realmente extremiza a I estd dada por en(z). Si se remplazan y vy g—»’;‘- en (1.1.-2)
respectivamente por Y (z) v ‘;—;’f, se llega a la forma integral

[=1I(e) = / f(z,Y, %)dw; (L1 - 4)

de donde se deduce que para n(z) dada, I es funcién del pardrametro €. Asi que la integral (1.1.-4) es
extremal con respecto a ¢, para el valor e= 0. Entonces, se ha reducido el problema de encontrar el extremal
de la funcional al problema de hallar el extremal ordinario del cdlculo diferencial con respecto a una sola
variable ¢; y ademds sabemos en qué valor de la vartable ocurre el extremal, e= 0 Esto es:

dI{0)

—=ro=0 (1.1.-5)

Derivando (1.1.-4) obtenemos:

dl = /78f8Y 8f &Y' =78
- ( f . Of ) dr — '/z (._fn + 561_';7;’) dz. (1.1. —6)

%=/ \ova T e v
Puesto que el hacer e= 0 equivale a remplazar (Y, Y”') por (y,y’), entonces (1.1.-6) se transforma en:
=2 Bf af
IHOE = — =0. o
(0) '/;1 (Byn_{_ay’ﬂ)dx 0 (L.1.—-7)
Integrando por partes el segundo término de (1.1.-7), se obtiene
af 1™ /‘ “2ragf d [8f
I’ [P i | = dzr = 0. 1.1. -
(0) LW”Ll + |y @ \ay ndz (1.1. — 8)
Ya que esta ditima ecuacidn debe cumplirse para toda n, se concluye que
8f d [fof
e — =1 =0. 1.1. -
o) = =9

Esta es la llamada ecuacién de Euler-Lagrange.

Despues de Fermat, Maupertius (1689-1759) en 1744, formularia su principio de minima accién. A la
luz del trabajo de Hero y Fermat, &l aseguraria que las causas naturales simples, para actuar lo hacen de
tal manera que cierta cantidad, que él llamé “accién” es un minimo. En un principic, Maupertuis no sabia
cual era la expresién para la accién; sélo postulé que ella dependia de la masa, la velocidad y la distancia;
definiéndola como el producto de estos tres factores; y haciendo que la forma de la accién se ajustara al
resultado esperado. Considerando por ejemplo, el choque de dos cuerpos perfectamente inelésticos, de masas
m, y m2 que tenfan respectivamente velocidades u; y u2 y una velocidad final comiin (medidas ademas en la
misma direccién y que la distancia es descrita por unidad de tiempo, es decir, como la velocidad), entonces
la accién se define como el producto de la masa por el cuadradeo de la velocidad. Asegurd también que a
fin de calcular el cambio de accién, debian ser usadas las velocidades reiativas y los productos para los dos
cuerpos debian ser sumadoes. Entonces:

el cambio de accién = ma(u; — v)? + ma(uy — v)%

Por tanto:

my (’U.l - TJ)2 + m'),('l,tz - U)2 = minimo,

y entonces diferenciando,

my (uy — v)dv + ma(ug — v)dv = 0.

Después de cancelar dv, esta Wltima ecuacién conduce a la ley de conservacién de momento, que da v
de manera correcta.




1.2. El desarrollo de Euler del principio.

Hagamos un nuevo paréntesis, y repasemos unas ideas. Una curva en el plamo R? se puede representar
por el conjunto C = {(z,y)\z = =(t) y y = y(t)}, con t un paramesro. También sabemos que la longitud de
una curva estd dada por

2
5= / Vit +y?dt. (1.2.-1)
o
Ahora bien, si se utiliza a la longitud de una curva como parametro, suponiendo que 2 + 7% #0; entonces

dr dzdt T

ds  dtds /% +g2 ( )
dy _dydt _ Y (1.2.-3)

G- dd TRy
Y de aqui claramente:

. ' (%)2+(%)221; (1.2.—4)

es la caracteristica del pardmetro s como la longitud de arco. Ademas, la ecuacién de la tangente a la curva
en el punto (z,y) es:

n—y=%(6—z), (1.2. - 5)

donde 1 y € son las coordenadas “variables” correspondientes a un punto arbitrario sobre la tangente, en
tanto que z,¥ ¥y g-% tienen los valores fijos que corresponden al punto de contacto en la curva. Si se sustituye

g—% = ¥, entonces esta ecuacién es idéntica a: -

(€~2)y—(n-y)z =0 (1.2. - 6)

La ecuacién normal a la curva tiene entonces la forma
-z +m—-yly=0 (1.2.-7)

Ahora bien, de !a definicién de la derivada se tiene que

(12.-8)

dy ¢ sina
dr I

= tanq = ,
COS &

donde a es el angulo que la tangente forma con el eje x positivo. Suponiendo que la direccién de la curva es
la asociada a las ¢ crecientes; entonces por definicion, :

Z S (1.2. - 9)

0sa = —=—==—, Sina= —x= -
’ /i2+g2 !22+.y2

Y las correspondientes ecuaciones para la direccion normal, haciendo rotar en % contra las manecillas del
reloj, a la direccién de la tangente positiva, son:

— T z

w
cosla + =) = —=——, sin(a+ 5)= 1.2.-10
o+ P =g ety (12. - 10)

2 /i:‘.! + y?. '

Imaginemos ahora que se desea aproximar a un elemento ds de la curva descrita por C por una ciz-
cunferencia; para ello es necesario definir un radio de curvatura o un radio para esta circunferencia, y de
la relacién que existe entre el elemento ds de la circunferencia, el radio de curvatura (p) y el elemento de
angulo que hay entre los radios que delimitan al elemento de curva, respecto al centro de aquella (da), es

claro que:
d& = pdﬂ!. (1.2. - 11)
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Definimos la curvatura de la curva (k) como el inverso de p

da %%
= — = — 1.2. - 12
e h ( )
Pero o = at) = a.rcta.ng + nr, con n un entero. Entonces
do  ij — iy
T Eg (1.2. — 13)
§= é; = Vi + 37, (1.2. — 14)
vy de (1.2.-13) y (1.2.-14) se sigue que':
n=§2:.ﬂtiﬂ?, (1.2. - 15)
ds (2 +42)
22 . 248
p= M— (1.2. - 16)
T — 4%

De manera directa se puede mostrar que la ecuacidn anterior para p se puede expresar de la siguiente manera:

d2
dz
[1 o T (1.2. —17)
(2]

A diferencia de Maupertius, Euler (1707-1793) formalizaria un poco mas las bases de la forma en que
actualmente conocemos el principio variacional acerca de la minimizacién de la accién. En 1744, Euler da una
demostracién rigurosa para una particula constrefiidda a moverse por sf misma a lo largo de un plano curvo;
él propuso que cuando una particula viaja entre dos puntos fijos, toma la trayectoria para la cual [ vdses un
minimo, con v la velocidad de la particula v ds el elemento correspondiente de la curva. El también menciona
que el principio es sélo aplicable en el caso en que la velocidad de la particula es dependiente iinicamente
de la posicién; o como se dirfa actualmente, en los casos en que las fuerzas son derivadas de un potencial
y donde el principio de conservacidén de la energia se mantiene. La formulacién “moderna” del principio de
Fuler es: “Una particula puede viajar entre dos puntes fijos con cualquier energia dada, y entonces moverse
de tal manera que la diferencia entre la integral [vds tomada a lo largo de la trayectoria real y aquella
que pasa sobre una frayectoria vecina virtual entre los dos puntos es una cantidad infinitesimal de segundo
orden; la particula se supone que viaja a lo largo de la trayectoria virtual con velocidad tal que la energia es
igual a la energia dada”. Esto se expresa matematicamente por:

p

Q
5/ vds =0, (1.2. - 18)
P

donde P y @ son log puntos final e inicial, respectivamente, de la trayectoria. En la prueba que da Euler, cal-
cula el radio de curvatura de la trayectoria directamente y también por medio del principio de minimizacidn,
observando que conducen al mismo resultade. Considérese una fuerza por unidad de masa dada por:

F=Xi+Yj] =%+ (1.2. - 19}

con 7y 7 los vectores unitarios a lo largo de los ejes z y y respectivamente. De la ecuacion (1.2.-10), el vector
normal a la curva ,#, tiene por direccidn :
—g T j: ]
t+ 3.
JEiR | JEiE

Ver, por ejemplo, Courant R., John F., Introduccién al céleulo y sl apdlisis matemdtico, Bd. Limuss, México, Secc, 4.1., pag. 372-373 {1981).

A= (1.2. - 20)
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Entonces la aceleracién normal de la particula es:

Fap=—o g2 (1.2. - 21}

y de la expresién para la fuerza centrifuga en términos del radio de curvasura se tiene, a partir de la segunda
ley de Newton, que:

d
"’; = _EL.X_E%_; (1.2. - 22)
d
1+ (Eg)

Ahora bien, desde el punto vista variacional, se requiere minimizar a la integral:

['uds=/v1{1+ (g—)zdz, (1.2. - 23)

de 1a que se sigue, para que la integral sea “estacionaria”, que:

Ei' (_9(_‘;5 v 1+(%)2) a%(u 1+(j—i1)2):0. (1.2. - 24)

Antes de mostrar que la expresién anterior es igual a la ec.(1.2.-22), obsérvese que debido a que el movimiento
de la particula se realiza por la accién de una fuerza ficticia dada por la curvatura de la curva a lo largo de
la que se mueve ésta, es posible suponer que la relacién entre las variables T y y permanece fija, de manera
que es posible obtener:

Jv? dt d & di
OV _9p 0t 0 2T 9z _ox 12.-25
or  Cdzdr  Cpat ( )
8 _,.dtd. . udy _

But _,.dtd .oV o oy 1.2, -2
oy - Vgmt T ia Y ( 6)
Sv 162 X
gv _1ov _ A 2.-927
8z 2v 0z ] (1 )
& _ 137 Y (1.2. - 28)

9y Wwoy v

Derivando la primera parte del lado izquierdo de la ecuacién (1.2.-24) se encuentra la siguiente expresion:

By . dyou] d a2 dy ", 4
| g | [mesgleed (@)@
dz 7| 2 211

d d’
1+ (%) Ji+ (%) [1+(§5)]
by , dyBv] dy 42
+ v
_ [5; a0y| &, = } (1.2. - 29)

Pero utilizando {1.2.-27) y (1.2.-28), la expresién (1.2.-29) se puede llevar a la siguiente forma:

= v%dz=[x+%y]%§+ viza' (1.2. ~30)
@) @ )]
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Entonces (1.2.-24) se transforma en:

d d 2
[X + EEY] ey vz—z’% 7]
=+ T 5 v (1.2. — 31)
P 217
wi+(8) [+ (2)]
O bien ya que:
Y dy :
v + (dz) ’
después de simplificar con ésta tltima expresion a (1.2.-31) se llega finalmente a:
Y -@x 28
LA = (12. - 32)

e (z) (@)

Pero si se recuerda ia expresién para el radio de curvatura, la ecuacién (1.2?—173.), entonces (1.2.-32) se
transforma en la ecuacién (1.2.-22) que es la que queriamos hallar.




Sustituyendo entonces (1.3.-4) en (1.3.-3) v utilizando la identidad dzjn = £j,,dt en (1.3.-2): se llega
directamente a:

55 me [ vad 4Zi * [ 48 5m) = Mg s = 2
mn Up ASp = Ty IJI” 27_;,,,1) Mn ILn xJ.n — 6 - mj.n dt
n=1 A n=lj=174 Zjn
8 .
r 3 B r 3 6V
= Z Zmnij.némj,n - L Z Z (mn dT;n + 5;]—" dt) 0Zjn
n=1 j=1 A n=l1 j=1 '
B r 3
14
= [ 3 (mndsin oat) iy =0 13-
- j=1 "rJo"

suponiendo las condiciones adecuadas en los puntos de integracion, tales que §z;,» = 0 en éstos. Entonces
de (1.3.-5) se deduce que la ecuacién de movimiento que cumplen las particulas es:

4 mnij,n = - (1.3 - 6)
0z;jn

Entonces, la expresién de Lagrange para la accién junto con el principio de conservacién de la energia es

equivalente a las leyes de Newton, se trata de una nueva formulacion de las leyes de la dindmica; sin embargo

a diferencia de Maupertius, Lagrange consideraria que el principio de minima accién estd fundamentado, no

sobre la base de especulaciones metafisicas sino en las leyes de la mecdnica. Bl logré entonces, acercarse al

punto de vista de la ciencia moderna.




1.4. Aplicacidn del principio en termodindmica: los estados de equilibrio termodinamicos.

1.4.1.Generalidades

En las secciones anteriores se ha visto una ligera introduccién acerca de cémo se llegaron a establecer
los principios variacionales para la descripcién mecanica de los sistemas. En esta seccidn se verad cémo se
puede formular matematicamente un principio variacional para la segunda ley de la termoedinamica. La idea
es que estos conceptos basicos puedan aclarar la exposicién que vendra después acerca de las aplicaciones
que se hardn de estas leyes en los préximos capitulos.

La mecanica estadistica es fundamentalmente una teoria que describe el comportamiento de las fluctua-
ciones de sistemas macroscdpicos con un nimero extraordinariamente grande de particulas. Debido a esto,
la descripcién determinista sobre la evolucién dei sistema considerando a todas las particulas resuita ser im-
posibie de realizar; por eso, en lugar de orientar en este sentido el analisis, se consider6 resolver el problema
estadisticamente. Aunque por supuesto, esta forma de solucidn parte de consideraciones microscépicas.

Por otro lado, existe otra manera de considerar la descripcién del sistema, la llamada macroscépica o
termodindmica; obviamente ambas estdn interrelacionadas v se puede decir que la validez de una se basa
en los resultados de la otra y viceversa. Fundamentalmente cuando se desea caracterizar a los sistemas
termodinAmicamente, se puede hacer a través de unas cuantas variables extensivas o intensivas. (Qué es lo
que se entiende por tal caracterizacién? Para explicarlo consideremos un ejemplo. Imaginemos un sistema en
el estado I, que estd en un estado de equilibrio al estar sujeto a ciertas constricciones bien delimitadas. Por
estados de equilibric, se entenderd aquellos que macroscdpicamente no evolucionan con e! tiempe, es decir,
no hay flujos de energia o materia hacia ellos. Después, eliminando una o mas constricciones del sistema
en el estado I, se le deja evolucionar hacia otro estado II hasta que llega a un nuevo equilibrio; jcémo se
describe este nuevo estado? Para dar respuesta a esta pregunta, el problema principal de la termodindmica,
se “postularon” tres leyes bdsicas:

La ley cero de la termodinamica asegura que si un cuerpo A y otro B estdn en equilibrio térmico con
un tercer cuerpo C, entonces A y B estdn en equilibric térmico entre si.

La primera ley de la termodindmica establece que la energia se conserva, o sea que la energia interna U
s6lo puede variar debido a un flujo de energia hacia adentro o hacia afuera de aquel, y por la ejecucién de un
trabajo mecinico que realiza el sistema o es realizado sobre él. Entonces se puede escribir, como definicién

de calor a la siguiente ecuacion. ) )
dU = dQ + dW¥, (1.41.-1)

donde dQ representa al flujo de energia o calor que entra o sale de aquel, y dW representa a un trabajo
mecanico.

La segunda ley se formula en términos de una una cantidad S, llamada entropia, definida para un estado
de equilibrio macroscépico de un sistema por: dS = %Q, donde dQ es el caior que absorbe el sistema en un
proceso infinitesimal cuasiestdtico. Lo que la segunda ley postula es que en cualquier proceso de un sistema
térmicamente aislado, el sistema evoluciona de un macroestado a otro de tal manera que la entropia (5) se
incrementa, es decir, AS > 0.

En términos de S, ctra manera de escribir la ec. {1.4.1.-1) es la siguiente, cuando el sistema evoluciona
cuasiestiticamente

dU = TdS + f-dX. (1.4.1. - 2)

Siendo f una “fuerza” aplicada y X una variable extensiva, tal que dW = f -dX.

Ya que la entropia es una funcién de estado se ve de la ecuacién anterior que éstos estados se caracterizan
por los valoresde U y X. Como se mencioné antes, esto equivale a decir que describe los estados de equilibrio
termodindmicos.
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1.4.2. La Formulacién Variacional de la Segunda Ley de la Termodidmica

Ya que la mayoria de las veces, las explicaciones teéricas son mds claras al resolver un ejemplo concreto,
consideremos un sistema con dos tipos de constricciones posibles sobre él. En primer lugar se le constredird
a que U y X sean constaates, y también que tenga algin tipo de constriccidn interna. Si inicialmente el
sistema estaba en equilibrio con una entropia S = S(U, X), se le aplica entonces la constriccién interna hasta
llevarlo cuasiestiticamente hasta otro estado de equilibrio, constrefiido a tener la misma U y X pero con
entropia S' = S(U, X; constriccidn interna). Obviamente, debido a que durante el cambio de entropia no
hubo cambio en la energia, fue necesario realizar un trabajo, pero éste se llevé a cabo a través de un flujo
de calor. Maés tarde, aislando térmicamente al sistema, se le deja evolucionar liberandolo de la constriccién
interna. Se observa, entonces, que el sistema se relaja naturalmente regresando al estado inicial con emiropia
S, mientras I/ y X se mantienen constantes. Ahora bien, si sélo se considera este ltimo proceso, la segunda
ley de la termodinamica discutida anteriormente establece que:

§— 8 =8(U,X) ~ S(U, X; constriccién interna)>0. (1.42. - 1)

Es decir, el estado de equilibrio es el estado para el cual S(¥/, X ; constriceidn interna) es un maximo
global.

El principio de maxima entropia tiene un corolario, el principio de minima energia. Para derivar este
principio, considérese un sistema compuesto por dos subsistemas con energias de equilibrio Ul ¢ @
respectivamente, y que interactiian entre si a través de una pared diatérmica, de tal manera que el sistema
estd aislado de los alrededores, por paredes adiabaticas. Entonces, el principio de entropia maxima implica
que:

SN AU, XMWY 4 SWUD + AU, X< + U@ XM 4 X @) (1.4.2. - 2)

donde AU es la cantidad de energia sacada del subsistema 1 y que se sitda en el subsistema 2.
Pero recordemos que la entropia es una funcién monétonamente creciente de U (es decir, que la tem-
peratura es positiva); luego existe una energia U<U®M + U{® con AU#D tal que:

S — AU, XN+ SWUA + AU, Xy = (U, XM, X2y,

En otras palabras, se pueden imaginar las constricciones aplicadas internamente con § y X con-
stantes, de modo que lo que varia es la energia. Asi se deduce que U/(S,X) es un minimo global de
u(s, X ; constriccidn interna). Este argumento establece, por tanto, el principio de minimizacién de la en-
ergia. Nétese que AU = U(S, X) - U(S,)?, constriccién interna) < 0.

Resumiendo, se sigue de lo expuesto hasta ahora, que los dos principios son equivalentes, a saber:

El valor de equlibrio de cualquier parametro interno sin constriccidn (obsérvese que se procedid a ejem-
plificar fijando esta constriccidn para después liberarla) es tal que maximiza la entropia para un valor dado
de la energia interna total, principio que recibe el nombre de principic de maxdmizacién de la entropia. O
bien, el valor de equilibric de cualquier pardmetro interno sin constriccién es tal que minimiza la energia
para un valor dado de la entropia total, el llamado principio de minimizacién de la energial.

A menudo, los principios extremales se establecen en términos de variacionales cerca del estado de
equilibrio. As{, utilizando tales variaciones para una expansién en series de Taylor:

AU =U(S,X;6Y)-U(5,X;0) = (6U)g 5 + (8 U)g 5 + ooveene :

donde &Y denota una variacién o particién de las variables extensivas internas causadas por la aplicacién de
una constriccién interna, y

5y
¥=0

. o . | {oU
(8U) 5 3 = desplazamiento variacional de primer orden = [(5-}7) oz

? Ver, Chandier D)., Introduction to modern statistical mechanice, Ed. Oxford Uaniversity Press, E.U.N.A. (1988) o Callen H. 8., Thermodynamics, Bd.

Jonh Wiley & Sons, E.U.N.A. Cap. ¥V (1960)
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9y . - ) L (B8R .
{6°U/) s 7 = desplazamiento variacional de segundo orden = 5 (m) {677,
0

Xly=

etc. Por tanto, los principios enunciados anteriormente se expresan variacionalmente de la siguiente manera.

(60)g ¢20; (1.4.2. - 3)

para cualquier variacidn lejos de la variedad de estados de equilibrio con §Y = 0, y AU 5.2 >0 lejos de estados
de equilibrio estable. Similarmente

(68)y xS0 (1.4.2. — 4)

Al iniciar este capitulo se comentaba que es posible hacer la descripcién de estados de equilibrio de
sistemas, en base a dos modelos relacionados entre si: el microscdpico y el macroscdpice, o el estadistico y el
termodinamico. Para continuar, recalquemos que los estados de equilibrio “termodindmico” y “estadistico”
se diferencian por las variables que se utilizan para describirlos; en el primer caso es la energia total del
sistema y en el segundo, la temperatura’. Obsérvese también que los pardmetros macroscépicos interiores
que describen los estados de equilibrio termodindmico y estadistico dependen también de diferentes variables,
pero que no son funciones del tiempo. Asi, partiendo de la independencia de los pardmetros macroscépicos
interiores con respecto al tiempo, puede mostrarse la independencia de las correspondientes funciénes de
distribucidn con respecto al tiempo; lo que implica que los conceptos de equilibrio termodinimico y estadistico
son equivalentes. Al hacer mencién anteriormente de funciones de distribucidn, se hace referencia a la manera
en que se distribuyen los valores de las variables extensivas del sistema en el caso macroscopico; y, por otro
lado, a la forma de la distribucién de posiciones y momento en el caso microscSpico, para describir los estados
de equilibrio.

Con estas aclaraciones por delante, el lector no se sorprenderd de que en la descripcidén posterior de
estados relajados del plasma que se dard en los préximos capitulos, se recurra a una expresién adecuada de
una funcional de entropia, que depende de variables microseépicas; asi que todo lo visto anteriormente tenia
por objetivo el introducir conceptos elementales para hacer mas clara la exposicién que sigue. Para hacer
evidente ia forma de la funcional se dard una introduccidn a la teoria de la informacion y a la demostracién
del teorema H de Boltzmann (1844-1906) en el préximo capitulo. Se mostrard entonces que los estados
relajados del plasma son descritos maximizando esta funcional de entropia constrefida a ciertas condiciones
bien delimitadas,

Una dltima aclaracién para concluir esta seccién, v con ésta el presente capitulo. El lector debe observar
que en esta exposicidon se han expresado matemdticamente las leyes de la termodindmica en una forma
variacional. Sin embargo, no se pretendio, como Helmholtz (1821-1874), intentar dar una versiéa de la
termodindmica en términos de un principio variacional.

El intento de Helmholtz se desarrolld aproximadamente en las siguientes lineas:

Si una de las coordenadas generalizadas ¢, de un sistema estd desplazada por una distancia dg,, entonces
de la ecuacion (1.4.1.-2)

TdS = —-Qrdg, + dU; (1.4.2. - 5)

donde S es la entropia, @, la fuerza generalizada correspondiente a la coordenada g,., v U/ la energfa interna.
Definiendo a 5 como una funcién cualquiera de S e introduciendo una nueva funcién

nsT%f; ' (1.4.2. - 6)

la ecuacién (1.4.2-5) se transforma en;

3

Aquif por catados de equilibrio “termodinimico® as reficrc uno « catados descritos por la funciés de distribucidn del capacio fase, B, qua se define en
relacién al teorema de Liouville en al siguicate capitulo I1, con |a particusalidad de que ésta funcién deponde de las variablea (q, P) del capacic fase, de
los pardmeiros macroscépicos cxternos al sistcma y la tamperstura de lo# cucrpos que rodess & éstc, c# decir, que correspondo a la descripeidn ca base sl
ensamble candnico. Bn cl viro caso, los cetados de squilibrio "estmndlsticoa™, ee describen con uns F depeadients de (q,p). de loa pardmetros exteriores
y la energls total dei sigtema, es decir, ew o que se identifica con el eosamble microcandnico. Ya que se describen sstados dg equlibrio, an ningdn caso F

depende del tiempo., Ver, Matvdey A. N. Flsica Mpolecular. 4. Mir. U.R.5.5. 198T.
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nds = —Qrdg, +dU (1.42.-7)

au ds

oq- n-aq_r

Pero definiendo una nueva funcién F' = U/ — 53, entonces (1.4.2.-T) equivale a

=Q (1.4.2. -~ 8)

oF!

3q. =Q, (1.4.2. - 9)

Aqui es conveniente notar que F* es 1a expresién para la energia libre de Helmholtz si s=8. Considerando
ahora la ecuacién (1.1-9)con f=L =By -V, y=¢, Qr = —g%, ¥ = ¢» y £ = ; y tomando en cuenta
la inercia del sistema, la ecuacién (1.1.-9) se transforma utilizando (1.4.2.-8) y el hecho de que el potencial
V no depende de las velocidades generalizadas en:

d (8B, 8 ,
&[98k = 42, -
dt(aqr) 6%(5,: +FY=0 (1.4.2. — 10)

Y ya que g—f =0 y definiendo L'=FE} + F' (con Ey igual a la energia cinética del sistema y F' laenergia
libre de Helmholtz cuando s = S} como una nueva expresién de la funcién “Lagrangiana”™ que incorpora
efectos termodindnmicos, entonces de (1.4.2.-10) se llega a :

daL oL _
dt ¢, g,
como nueva expresién para representar directamente al sistema.
Sin embargo debe observarse que esta expresion, sin duda, no es suficiente para una descripcidn completa
de un cambio termodindmico; ya que la naturaleza de las descripciones dindmica y termodindmica de los
sistemas son diferentes. Bn este sentido basta observar que la primera ley de la termodindmica no es suficiente
para hacer la caracterizacién termodindmica de los sistemas, y como se vié anteriormente, es necesario tomar
en cuenta a la segunda ley.

(1.4.2.~11)




CAPITULO II. CARACTERIZACION DE LOS ESTADOS DE EQUILIBRIO DE UN
PLASMA A TRAVES DE PRINCIPIO VARIACIONAL SOBRE LA ENTROPIA

We thus bring to an end our long discussion of this famous H-theorem, which has outlived so many attacks and mis-
understandings. We can only conclude with words of admiration for the genius of Boltzmann. His fruitful discovery of a
suitable function for measuring the displacement of a whole system of molecules from equilibrium, and his elegant mastery of
the complicated effect of collisions in making such displacements decrease with time, alike compel attention. His reconciliation
of phenomenological irreversibility with the reversible character of the laws of exact mechanics, and his understanding of the
compatibility of continued fluctuations with a tendency towards equilibrium, are among the great achievements of theoretical
physics. And his penetrating remarks on the great role that fluctuations might piay in the long time behaviour of the universe
as a whote, show Boltzmann’s preoccupation with the deepest problems of physics.

R.C. Tolman The principles of statistical mechanics.

2.0. Preliminar acerca del plasma

Un plasma es un gas de particulas cargadas eléctricamente, pero que en conjunto es neutro, y en el que
la energia potencial electrostdtica de una particula debida a sus vecinos mds cercanos es mucho menor que
su energia cinética. Una de las propiedades caracteristicas del plasma es que, si una carga de prueba (gr)
se coloca dentro de éste, una nube de particulas de carga opuesta a aquella, tiende a cancelar esta carga,
. mientras que a las cargas del mismo signo las repele. Este apantallamiento de Debye de la carga! permite
definir una longitud de Debye (Ap), como la longitud caracterfstica a la cual el potencial electrostdtico

(¢ = Zezp (%)) de la nube de apantallamiento de carga decae a un valor de e~!,

A2 = AT (2.0. — 1)
con N . -~
Tcz‘ H
= = 2.0. - 2
Ae.;_( moeg) , (20.-2)

para la cual, a distancias r & Ap la nube de apantallamiento cancela la carga de prueba. Ademads, si ng
es la densidad para cada especie en el plasma (lones o electrones, que se indican con los subindices 7 v e
respectivamente, asi como con T a su temperatura), entonces la energia potencial ¢ de una particula debida
a sus mds cercanos vecinos, es en valor absoluto igual a
2
e 1
~ o eI a2 -
| & |~ ~nge (2.0. - 3)

Mientras que la energia cinética es

1 o 3 3
§m, <Y o= i‘Tﬂ = -i’-m,vf, (20 - 4)

dondes=e é i.
De aqui que para que se cumpla la definicién para un plasma

1r10'3’"e2 <« T, (2.0. - 5)

O recordando !a definicién de la longitud de Debye anterior
Ay =Xl > 1, (2.0. - 6)
es la condicién que debe cumplirse para que se considere que un medio es un plasma, donde se ha definido

A,, conocida como pardmetro del plasma. Esto indica que el nimero de particulas dentro de un volumen
del tamafio de la longitud de Debye es muy grande. Con esta condicién se garantiza que el plasma exhiba

1 Var, pot elemptio, Nicholson D.R., Introduction to plasma theory, Ed. Jonh Wiley & Soma, E.U.N.A , Cap. | {1983), o Goldatoa H.J., op. ¢it., Cap. I
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un comportamiento colectivo en lugar del de sélo una coleccién de particulas individuales. En el caso de los
plasmas para fusién (como el tokamak) se tiere que ng = 10%em™ y T ~ lkeV, que ficilamente cumple
con la condicién de que la energfa cinética (o térmica) sea mayor que la energia potencial, pues A, =~ 10°.

Ademds de la longitud caracieristica de Debye, se puede definir un tiempo caracteris:ico en términos de
la frecuencia de oscilacién del plasma®, cuando éste es peryurbado eléctricamente, definida por,

2y 1/2 '
wy = (f@f_) . (20.=7)

Los fenémenos que ocurran en tiempos menores que éste no seran afectados por el comportamiento colectivo

del plasma, pero para tiempos mayores este efecto serd importante. En efecto si se considera la definicién de

la frecuencia de colisiones de la siguiente ec.(2.0.-9) y se compara con la w, anterior, se tiene que %= ~ %,
s

con A = 10% para el tokamak, es decir que v, € wp, asi que una onda con frecuencia cercana a w, osciiara
muchas veces antes de ser amortiguada debido a las colisiones.

Los plasmas son fuertemente afectados por campos magnéticos, por lo que es muy comun utilizarlos
para su confinamiento. La interaccién plasma-campo es de gran importancia en los plasmas magnetizados
empleados para fusién, por lo que es de gran interés estudiar el papel que juega el campo magnético en la
descripcién termodindmica de un plasma. Este serj el tema que se abordara en este capitulo. En el plasma
magnetizado hay otra escala de tiempo relevante dada por la frecuencia de giro de una particula en el campo
magnético, o frecuencia de ciclotron, 5

_ Ge,i
Wele,i} = mglic. . (2.0. 8)

Respecto al cdlculo de cantidades de transporte se puede mostrar que la frecuencia de colisiones para

fuerzas coulombianas, que son de largo aicance, estd dada por?

8rnget In A

Uy = e 20.-9
¢ miv} ( )
(Que es bien sabido que representa el inverso del tiempo que toma que una particula tenga una colisién,
asi que se mide al considerar el tiempo en que un flujo de particulas que fluyen a lo largo de un tubo que

N . . 2 . . A
tiene una seccién eficaz igual a 7p3, con py = ;i%'_r, el parAmetro de impacto. Entonces tal cantidad de
s}

particulas debe de cumplir con, (tiempo} x (velocidad) X (seccién — e ficaz) x {(numero — de — particulas —
por — unidad — de — volurnen) = 1. Entonces el factor In A en (2.0.-2), viene como un término correctivo al
suponer celisiones de tipo columbiano.

De aqui que para los valores de la densidad y la temperatura de un plasma de fusién magnética,
v, ~ 5 x 104! Esta frecuencia debe de compararse con la frecuencia de ciclotrén para determinar si
es necesario congiderar el término de colisiones en la ecuacién cinética, que para el plasma corresponde al
término de colisiones de Landau?. Este se obtiene de interacciones de tipo coulombiano de largo alcance.
Por lo regular las colisiones son importantes en la regién central del plasma.

La oacilacifén quec catia descrita por eata frecuencia s gencra wl aeparar una porcidn de ioocs de atra de clecitones, debido al campo cléctrico que atrae
& carghe Dpucstas, eatos bloques comicasan a oscilar como un catilador arméaicoe, oo frecucacia I'.Up

VYer, Nicholeoa D.R. op. cit. Cap. 1.
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2.1.1. Antecedenies

§. El teorema H

Cormo se comentd en el anterior capitulo una de las bases de la descripcién macroscédpica de la materia se
fundamenta en las propiedades microscépicas de ésta (es decir, en la descripcidn mecdnica cldsica o cudnsica
de las partes constituyentes del sistema), a través de consideraciones estadisticas. La descripcién mecdnico
cldsica de las particulas del sistema, en la que se basara todo lo que se haga en esta tesis, por razones que se
dardn mas adelante al final de ésta subseccién, parte de una variante de la formulacién Lagrangiana que se
mostré anteriormente con la ecuacién de Euler-Lagrange, (1.1.-9)'; esta ecuacidén describe el movimiento en
términos de las posiciones y velocidades generalizadas de las particulas. Asi para un sistema de N elementos
(N=10%3) es necesario resolver 3N ecuaciones diferenciales de segundo orden {existen tres coordenadas
generalizadas de cada particula). Para hacer mas conveniente la descripcidn, el sistema de ecuaciones de
segundo grado de Lagrange se divide en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, haciendo
una transformada de Legendre dada por una nueva funcién H que depende de las coordenadas generalizadas
{g:} v los momentos generalizados (p;), definida por

3N
H= ZPiQi - L(QI:Q'Z! "'7Q3N;q‘1:q"l: ---1@3N) (211 - 1)

=1

Como se sabe, esta nueva funcién H conduce a las ecuaciones de Hamilton de movimiento buscadas.

Es tiempo de entrar mas especificamente al tema de esta seccidn y de toda la tesis. Como un plasma es
bdsicamente un gas ionizado , para caracterizarlo es necesario considerar las interacciones electromagnéticas
de las particulas cargadas {(electrones e iones) que lo forman, entre si y con los campos externos. Sin embargo
en la presente tesis se considerardn inicamente plasmas que estén completamente ionizados; es decir, que se
dejaran de lado procesos que ocurren en gases que son parcialmente ionizados: las moléculas y dtomos del
plasma pueden sufrir un cierto nimero de transformaciones por las colisiones entre las particulas o debidas a
un campo externo. O puesto en otros términos, el anélisis de procesos de excitacién y desexcitacion, ionizacién
o recombinacién de los dtomos e iones se dejard de lado. Tampoco se considerardn las contribuciones debidas
a las impurezas idnicas pesadas de los elementos que se desprenden del contenedor del plasma en los aparatos
de fusién termonuclear, por ejemplo.

Es sabido que para caracterizar el comportamiento macroscépico de un nimero grande de particulas se
utiliza una funcién de distribucén F = F(q, p;t) de todas las particulas en el espacio fase del sistema. La
evolucion de la funcién de distribucién esta dada por el conocido teorema de Liouville.

dF _8F L (8F. OF.
—_— — —_ gl = -
— = 57 ;(aﬁq‘+ aﬁp,) = 0. (211, -2)

Esta 1iltima expresién indica la forma de la evolucidn dindmica de F, asf que si F es normalizada a
uno, esta ecuacién indica que el volumen de cualquier regién en el espacio fase es invariante cuando sus
partes consitituyentes se mueven de acuerdo a las ecuaciones de Hamilton. También muestra que F se
puede interpretar como la densidad de probabilidad de encontrar al sistema en el tiempo t en el punto {g, p)
del espacio fase. Otra forma de escribir (2.1.1-2) utilizando los paréntesis de Poisson y las ecuaciones de

movimiento de Hamilton son:

3

aaf;(a_w_f{ﬂzfz)
8t ' & \8dopi  Op: OG;

se puede definir el segundo término de la ecuacién anterior como el paréntesis de Poisson,
Y (8F8H OF8H
(FH =Y ( ) (2.1.1-4)

8Gi o9 9P O

=1

La funeién Lagrangians L. “define” como se indica despuce de ln cocuacida (1.4.2.-9)
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Son todas estas expresiones, formas diferentes de escribir el teorema de Liouville que también puede ser
escrito de la siguiente manera:?

aF 5
S = LF (2.1.1. - 3)
Siendo
~ 3 8
L= ;([QHH] 3G P:,H}'a—ﬁ) (2.1.1. - 6)
0 bien
N
6H 8 B8H &

[ = S 211 -7

;(aq:- 7 5 0F) (2117

donde £ es definido como el operador Liouvilliano.

Hasta aqui se ha trabajado con ia funcién de distribucién F = F(g,p;t), que contiene la mixima
cantidad de informacién acerca de! sistema segiin la mecdnica estadistica; sin embargo, resulta pricticamente
mas conveniente trabajar con funciones de distribucién lamadas reducidas, que contienen un nimero menor
de informacién = Las funciones de distribucién reducidas ff‘""""'(ql,...,q';,p'i,...,p';;t)s se obtienen por
integraciones de F sobre N — s coordenadas de fase “irrelevantes”. Las funciones de distribucién para una
y dos particulas son respectivamente

fflq,m;t) = Na/F(q,P; t) dds, ..., dgr, dp3, ...dpk, (2.1.1. - 8)
&a( p-‘ -'-.2 p-é:t):Na(Nadl)/F(Q!p;t)cm—é!-1dq—f;f)dp-§v"dp?\'1 (21‘1_9)
280G, b, @, Past) = NQIVB/F(Q,PJ t) dg3, ..., dgn, dpa, - ..dpN. (2.1.1. - 10)

La importancia de la funcién de distribucidn reducida es que es posible calcular todas las cantidades de
la teorfa de transporte, definidas como promedios de una cantidad dindmica 6% (g, p) pesada con fZ, es decir:

<b>= Z/ba(@mﬁ@ﬁn dGdp (2.1.1. = 11)

Es obvio que a partir de la ecuacién de Liouville (2.1.1.-5) y las definiciones acabadas de dar para las
funciones de distribucién reducidas, es posible deducir lag correspondientes ecuaciones de evolucidn para
éstas; haciendo factible la descripcién de sisternas de particulas en base a la dependencia de las interacciones
que tienen éstas entre si y con los campos externos considerados, en funcién de la forma del Hamiltoniano.
Asi por ejemplo, para la ecuacién de evolucién de la funcidén de distribucién reducida de una particula
f&(q1, 71 8) (= fo(q, §: t), para simplificar) para un sistema tal como un plasma confinado, en el que existen
interacciones coulombianas entre sus particulas cargadas y lag'debidas a un campo electrostatico B = -Vig
y uno magnetlco B = Vx A externos, se encuentra que la expresién més simple del Hamiltoniano, definiendo

(Gl .- GN, U, .o, UN) = (g, v}, estd dada por,

N
1 or, c:.. - -
H(gw) =Y. [Qma,vj + ea; bo(d5) ] LD SNIIN 7S} (21.1. - 12)
=1
2 puca simplificar la notacidn se utilisardn las siguicntes idéntidades atﬁ%‘VjEB%_J—_.aj—Bi- BJ"EB%; ‘9. i con expresiones andloges

-
cunndo la funcidén da distribucidén depende da las valocidades generalisadas 'Uj en lugar 4o los momentos pJ'
3

Laas cantidades relevantea parn las part{culas de unn cspecie dade se ctiquetazdn por un (adice ca lettus gricgas. Estos indicen pueden tomar dos valores,

en el caso del plasma, (X == € para los cigetrones, ¥ & = T para los icnes, Aaf mu ea la masa da la especie C¥, ere.
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donde VJ:’ ®"(d3,dn) es el potencial de interaccién coulombiana entre entre las particulas.

Vii® (5, 6n) = €qj€an —1—7

|¢; 45 — gnl

Con esta expresién, y las respectivas integraciones sobre la ecuacién (2.1.1.-5), se encuentra la ecuacién de

evolucién correspondiente para la funcién de distribucién reducida de una particula. El término dependiente

de las funciones de correlacién ® se identifica con las colisiones. Cuando puede omitirse este término la
ecuacién cinética resultante es,

(2.1.1. — 13).

A fe(1t) = -1V f2(1;8) - ——( (leB) + E) 4o (1, 8). (2.1.1. — 14)
Ct

Aqui, E es igual al campo eléctrico total, es decir a la suma de un campo externo E‘_:o = —Vgp como se

definié antes y un campo eléctrico promedio E que se calcula a partir del potencial eléctrico promedio de

las particulas del plasma. La ecuacién (2.1.1.-14) es conocida como la ecuacién de Vlasov o la ecuacién

de Boltzmann sin colisiones. M4s aiin, es necesario considerar que la ecuacién de Vlasov estd acoplada

a las ecuaciones de Maxwell completas:

V-Gt =4xY ep [ 1760 do
g

UxB(@,t) = aB( 1)
V-B(§t)=0
Vx B(g,1) =1-E 7;t) + — Zeaff"(q,ﬁ')dv  (2.11.-15)

Una descripcion completa del plasma se logra a través de las ecuaciones (2.1.1.-14) y (2.1.1.-15) siempre
que se desprecien las colisiones. Esto corresponde a fenomenos con frecuencias mucho mayores que la
frecuencia de colisién, tales como ondas electrostiticas, o el bien conocido efecto del amortiguamiento de
Landau, donde una onda electrostdtica cede, o viceversa, energia al plasma. Estos fenomenos son ciertamente
efectos individuales, en lo que sigue se estard mas interesado por los efectos colectivos del plasma, por eso,
es necesario considerar el término de colisiones de Landau.

Para analizar el término de colisiones sea (como se concluye de la interpretacidn fisica de la funcién de
distribucién reducida para una particula, f{§,7;t)) f(§,7;t)dddv el mimero de particulas localizadas en el
tiempo ¢ en el elemento de volumen dgu con velocidades de las particulas en el intervalo (7 — zidﬁ', 7+ %di)’).
Adem3s supondremos, sélo para no cargar con muchos términos de la ecuacién cinética, que no hay cam-
pos externos y que las interacciones entre las particulas del plasma se representan por un potencial V(r)

El lector debe obecrvar que con esta expresién pars ] Hamilionianc sc easté suponicndo que ¢l plasma cstd totalmente ionisado, es decir, que no
se consideran procesos tales como {onisacién, recombinacidn o intercambio de cargs. Para considerarlos serfla necesario un término de interaceién no.
coulombiano. También e excluyen procesos de intcraccidn relativistaa. Ademds se considera una transformacién pseudo-canénica para
pasar de upa funcién de distribucién que depende del momento generalizado, a ltas variables mas “naturales” en caso de
interacciones electromagnéticas, es decir, las velocidades #, por lo que no aparece A explicitamente. Ver la discusién de los
capitulos T y I1 del libro de Balescu R. Transport processes in plasmas, Ed. Elsiever Science Publishing Co., Holanda, Vol. I
(1988).

La funcidn de cofrelacién binaris g"ﬁ(q'{ L U1,02, U2; 1) sc define come:

9°B(di, 01,3, U3 t) = FOP(G1, 01, 3, Ui £) — FOUGL, Vi3 8) P (3,033 8)

Eata llevs, para un regimen csiadfstico particular (cuando cl gas es més diluido) & definir un termine de colisiones pars la ecuscisn cindtics (K =

Kﬂ' [fﬂ(l; t)]) de una partfcalm, tal que se pucde hallar ln wolucidn de éstn. Mds explicitamente deapucs de hacer loa célculos correapendicntes se hallé

que;

J"Lf gaﬁ UL, G2, U3 £) d2;.iandnL =(V3iVin) - Ojn
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inicamente; asi que el sistema, evoluciona de acuerdo a la ecuacién cinética a partir de estos términos. Con
estas suposiciones la ecuacidn cinética sin coligiones (2.1.1.-14) se reduciria a la forma:

B f (@, T:t) + -V (q,7;8) =0 (2.1.1. — 16)

Las colisiones se incluyen de la siguiene manera: Si el alcance de las interacciones entre las particulas
del gas diluido es de radio r., €3 posible imaginar que cuando aquellas interactudn entre sf, lo hacen de tal
manera que cuando se aproximan lo suficiente entrando en una esfera de radio menor que 7. &; entonces
estas particulas se desvian lo suficiente, llegando a tener nuevas trayectorias y velocidades. Esto implica
que el par de particulas que participan de esta colisién ha hecho cambiar la funcion de distribucidén en
la ecuacién cinética que describe la evolucién de ésta. Es necesario agregar, por tanto, dos términos a la
ecuacion cinética: uno debido a la ganancia de particulas con velocidades que van a tomar un valor ignal a 7
en el tiempo ¢, denotadas por el término G; y otro debido a la pérdida de particulas que dejan de tener esta
velocidad en este tiempo, que se denota por P. Entonces la ecuacién (2.1.1.-16) se ve modificada llevandola
a la siguiente expresidn:

&f@ Tty +UVf(§,0t)=G-P (2.1.1.—-17)

A partir de aqui, utilizando las leyes de conservacién de momento lineal y energfa para colisiones binarias
entre dos particulas, representadas por las velocidades vy posiciones ¥,7; y {, 41, respectivamente, aunque
no queda excluido considerar otro tipo de colisiones 7, se puede proponer razonablemente que el término de
colisiones estd dado por:

0.1(G550) + FV@ 50 = [0V [f@ 0@ wi0) - F@TOS@ 0] dbast (211.-18)

Donde b es el parametro de impacto de la colisién binaria y V = ¢ — 4. Esta ecuacién recibe el nombre
de ecuacidn cinética de Boltzmann, o la ecuacién cinética de gases diluidos. Si en el caso que se estd
considerando, se supone que el sistema es homogéneo, sin pérdida de generalidad la funcién de distribucién
reducida F(d, 7; t) sblo dependeria de la velocidad. Se puede hacer entonces, f(§, %t} = ne{t) con n = g-,
donde V es el volumen total del sistema. Por tanto (2.1.1.-18) se transforma en:

Oip(Tit) = n [ 2mbi V| [45(17’ i)e(vi'st) — @(F, £)d (415 t)] dbd; (2.1.1. - 19)

Ahora ya se puede presentar la versién del teorema H de Boltzmann (1844-1906) para el caso de colisiones
entre particulas de un gas diluido, es decir, supuestas como colisiones eldsticas. Este teorema es uno de los
que ha hecho época en la historia de la fisica, en particular es uno de los mas relevantes para toda la teoria
de la mecdnica estadistica. Originalmente, Boltzmann planteo su ecuacién cinética {2.1.1.-19) en 1872, para
dar una “casi” teoria mecanica de la irreversibilidad cbservada para los procesos macrosedpicos, que gira
alrededor de la segunda ley de la termodindmica. Para esto definié una cantidad H que se puede identificar
con el negativo de la densidad de entropia [-s(¢;t)], en un estado de equilibrio*. La definicidn de
Boltzmann para la cantidad H (para sistemas homogéneos) es:

H(t) = n[ ¢(v1;t) In[ne(a; t)] duy, (2.11. - 20).

Tomando la derivada parcial temporal de (2.1.1.-20) es facil darse cuenta de que debido a que (2.1.1.-20)
estd acotada, y utilizando (2.1.1.-18)), H(f) nunca crece, sinc que disminuye menétonamente o se mantiene
constante.® Esto constituye al teorema H de Boltzmann. -Se observa que estas propiedades del negativo de

6 A Tg e le conoce coma ol rango de las correlaciones, y o tal que la funcidn de correlacida gaﬁ (q-I y 'Ef'l P q-":z s 'U-i; t)%O. cuando lq-{ - q-él > Te-
Veor por ciemplet Tolman R.C., The principles of statiatical mechanies, Dover, E.U.N.A, (1870} y Reif F., Fundamentals of statistical and thermal
physics, £d. McGraw-11ill E.U.N.A. (1805)
* Yer, !ns ccunciones (2.1.1.-28) y {2.1.1.-28) y su discusién gomplementaria.

Ver, por cjempln, los libros de la nota anterior.
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H(t) coinciden precisamente con las caracteristicas “postuladas” para la entropfa en el caso de equilibrio,
segun la segunda ley de la termodindmica de la seccién 1.4.1 del capitulo 1. Sin embargo, las colisiones en
el plasma no ocurren en forma binaria, como se supuso para llegar al término de colisiones de la ecuacién
cinética (2.1.1.-18). Es necesario por tanto, que se modifique esta ecuacién para tomar en cuenta el tipo de
interacciones que hay en un plasma totalmente ionizado. La modificacién del término de colisiones fue hecha
por Landau, considerando que las interacciones son de largo alcance. Al ser todavia colisiones coulombianas,
la seccién eficaz diferencial de dispersién (do) estd dada, al igual que para el término de colisiones de
Boltzmann, por
do = o4dQ} = 2wbdbp

Aqui d© es igual al 4ngulo sélido y ¢ es el flujo de particulas que colisionan sobre una particula situada
en § y que son dispersadas. Asi, alterando la expresién del término de colisiones de la ecuacién (2.1.1.-19)
se llega a la siguiente expresién para esta ecuacién: ?

Bip(vi;t) = An [ dv j Vi (R-812)6(k-V) (F-012) $(07 ;) (63; ) dk (2.1.1. - 21)

Donde A = 8;—; ¥ Vi es la funcién transformada de Fourier para el potencial de interaccién V = V(r)
que se supone que existe entre las particulas del plasma.

V(r) = f Vel T di
Tomando la derivada parcial temporal de (2.1.1.-20) y sustituyendo aqui (2.1.1.-21) se halla:

BH(t)=n / lin nd(L8) + 118 (L £) dv;, =

= An? f [ ng(L; ) + 1) Va2 (K 012)8(R ) (R-812)6(51; £) b (03 ) vt difzd =

=~ 3 An? [ [6(0%: (05 8) " Vi 6(E V) (R 0.2) (61 09(03; )] iz (2.1.1. - 22)

Es claro que para llegar a (2.1.1.-22) se hizo uso de argumentos de simetria, y el (ltimo paso resulté de
una integracién por partes. Como las funciones de distribucidn, la delta de Dirac y el resto de las expresiones
en (2.1.1.-22) son cuadraticas, se concluye que:

8, H(£)<0 (2.1.1. - 23)

Esta dltima expresidn constituye la versién del teorema H para un término de colisiones como el dado por
{2.1.1.-21}. De esta manera, en rasgos generales, es plausible que para plasmas, descritos por interacciones de
deflexiones pequefias entre sus particulas, se pueda utilizar la expresién (2.1.1.-20) para describir la evolucién
de la densidad de entropfa, identificindola con —H. El plasma tenderd entonces a un estado de méxima
entropia, y se puede hacer una descripcién de estado relajado del plasma.

Para un sistema inhomogéneo se podria tomar la definicién dada por (2.1.1-20) para la entropia modifi-
cada para considerar una dependencia espacial. Haciéndolo y tomando el término de colisiones de Boltzmann
{a partir del cual se dedujo el de Landau, y por tanto los comentarios que siguen no dejan de ser vilidos si
se considera este término colisional), se puede demostrar que el estado de equilibrio del sistema se alcanza
segiin dos escalas de tiempo diferentes: '

a) Para tiempos ¢ >> (=), con ro midiendo el alcance del potencial de interaccién entre particulas,
f(q,0,¢) estd dada por

- -
9 Hacicndo antes Ia  sbreviacién 'U-i—)l, ¥ dcepucs translormando en la  ccuacidn {2.1.1.-19) a: ﬁ'—}vl,v’—}vl',v'{ﬁv'i,
>

—
U]_'—*'UQJ. Ver, Balescu R., Bquilibrium and non-equilibrium statistical meehanics, Ed. Krieger Publishing Co., B.U.N.A, (1991)
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19 5,8) =n(@, t)( )e-%fh"’“m’, (2.11. - 24)

_m
2rkpT(q, 1)

e t)/”f(q,v, t) i

es la velocidad promedio local del gas o hidrodinamica, siendo

donde

(4, 7,t)

t) = /f(tj',ﬁ',t)dff -

la densidad de particulas.

Esta solucién corresponde a la que hace a H un minimo, e indica que el sistema est4 en un equilibrio local
en el espacio de velocidades descrito por una funcién de distribucién de velocidades que es una Maxwelliana
local. Aqui debe notarse que el equilibrio local nunea se alcanza y que s6lo es una aproximacién a la solucion
de toda la ecuacién cinética de Boltzmann. En efecto f(%) es s6lo solucién cuando el término de colisiones
se anula.

b)Para tiempos mayores se encuentra una solucién de la ecuacién cinética de Boltzmann total. Esta es
una funcién de distribucién de equilibrio total f{¢%), la cual ya no tiene una dependencia en §y t para T y
1, expresada por

fe0) = n(2wk3T) (T +V () (2.1.1. ~ 25)

Donde V(g) es el potencial del cual se deriva la fuerza que aparece en la ecuacién (2.1.1.-14), cuando
esto es posible (V.gr. para el campo electrostatico).

En ausencia de un potencial externg, i.e., ¥{g) = 0, se tiene que al considerar la expresién para s = - H
de la ecuacién (2.1.1,-20) y sustituir en ésta la expresién para f(¢9), se encuentra que coincide con el valor
de la entropia para un gas ideal, conccida de la teoria termodindmica (excepto una constante que ahora se
puede identificar), a saber la ecuacién de Sackur-Tetrode!®

5 my% 1 3
- (1np—§lnT——ln(ﬂ) ;c—g-+§). (2.1.1. — 26)

B

Al considerar el caso de equlhbno local, se encuentra que la entropia se conserva a lo largo de las lineas
de flujo del sistema.? .

Vale la pena senalar que si bien este ultimo resultado coincide con la entropia para el gas ideal, que
viene de la teoria termodindmica para un estado de equilibrio macroscdpico, la definicién para la entropia
dada por la ecuacién (2.1.1.-20) puede tener discrepancias con la defincién fenomenoégica. Como Jaynes'?
demostré, la definicién de entropfa dada por Gibbs es la expresién correcta. La entropfa de Gibbs esta dada
por

—kg -
$= 1% / F.InF.d*qd*"p. (2.1.1. - 27)

En donde F. es la densidad de espacio fase, o funcién de distribucién definida en (2.1.1.-2) en relacién
al teorema de Liouville. El subindice indicado por un asterisco esti representando tres posibilidades, que
indican la descripcién sobre un ensamble canénico, microcanénico o gran canénico del sistema!®. Es digno

10 Ver, por ciemplo, L. Garcla:Colln, Teorta cinética de loa gases, Ed, U,A.M.1., México, pags. 3§-40 (1990).
H Para més detwlles ver, por ejemplo, Garcla- Colin L. op. cit.
]
12 E.T, Jaynes. Am.J.Phys.33, pp.391-398 (1965},
13

Para mayores detalles ver ¢f magnifico libro: Greiner W. et. al., Thermodynamics and atatistical mechanics, Ed. Springer-Verlag, New York (1995).
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de notar que Boltzmann no s6lo sugirié una expresi6én para la entropfa tal como la expresada por {2.1.1.-20),
sino que también propuso una que estd relacionada con el nimero de microestados posibles del sistema,
denotado por §}{E,V, N), que corresponde a la descripcién en base al ensamble microcanénico de Gibbs y
que estd dada por la expresién

S(E,V,N)=kpInQ}{E,V,N) (2.1.1. — 28)

Como puede demostrarse, es igual a la entropia definida por (2.1.1.-27)'*. Aqui es necesario resaltar
una vez mas, que el teorema H de Bolizmann no constituye!® una demostracién de la segunda ley de
la termodinamica para gases diluidos. Sin embargo, dada la aproximacién que se hizo, al suponer que los
plasmas de fusién son bajamente densos, se puede en principio utilizar la ecuacién (2.1.1.-26) para este
sistema, y considerar la formulacién de la teoria de transporte en base a la ecuacién cinética de Boltzmann,
como la relevante patra describir procesos de transporte en plasmas. De otra manera seria necesario considerar
el término de interaccién entre las partfculas, que hacen no despreciables las diferencias entre las definiciones
de entropia de Gibbs y Boltzmann (ec. 2.1.1.-20).1

Ver referencia anterior de s nots 14

15 . .
2 Iin efecto, esto se puede ver do lo snteriormentc expussto, pues |a mecdnica entadistica cald basads ca hallar soluciones de equilibrio setacionarias de la

ccuncién de Lioville, {2.1.1.-2), que describen, por tanto, edlo catados de equilibrio termodindmico. En cambio ¢l teorems H s un intento para fundementar
1n posibilidad del comportamiento irrevernibie de sistcmas mucroscdpicos, €n base a la mecdnica clésica; ae necesita, entonces, conniderar la svolucidn temperal
del siatemu, Ver, por ejempla, Toliman R.C., The Principles Of Statistical Mechanice, Ed. Dover, Canad4, §21‘ §22 ¥y cap. V, (1978). Otra demostlracién
sobre eatec punto s¢ pucde hallar en, Jaynes E.T., op. cit. Ademéa recuérdesc la discusidn anterior a la £c.(2.1.1,-20), donde ¢ mecneiona que la cantidad H
definida por Bolismann, es proporcional a la entropfa del gas ideal, s8lo cuando s¢ tiene el equilibric establecide; antes, no se pucde afirmar que sca cata
cantidad.

18 Ver, Dalescu K., Equilibrium and ooncquilibrium statistical mechanica, 4. Krieger Publishing Co., B.U. A, Capitule T (1901).
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2.1.2.Teoria de la informacién

Hasta ahora se ha hablado del concepto fundamental de entropfa. Como se vio, la expresién para
esta cantidad se basa en principios fisicos mas fundamentales, ya sea en su versidn termodindmica (la mas
fundamental, por ser inferida de hechos fenomenolégicos) del capftulo I o en su versién de la teorfa de la
mecanica estadistica de equilibrio, mencionada al final de la seccién anterior. Sin embargo a partir del
trabajo clasico de Shannon!, acerca de lo que se dio por llamar teoria de la informacién, fue posible mostrar
que el concepto es itil para caracterizar el grado de certidumbre sobre una informacién parcial accesible
en un esquema finito. Este esquema se define por una regla de asociacién, o funcién, entre los eventos (z;)
posibles de un sistema y sus probabilidades (p;).Asi dado un conjunto de {;},;, . ¥ sus respectivas
probabilidades {p;};,; 5 (i 0,3 L, pi = 1), el esquema se representa por la matriz?

X = (a:l Ta ... Zp
D P2 ... Pn
con la entropia definida por la siguiente expresién

S(plap?v--’pn) = _Zpilnpi (212 - 1)

i=1

El que S realmente caracterice el grado de incertidumbre para los esquemas finitos, parte de las siguientes
propiedades de S.

1. S(p1,p2,...,0n) = 0 si y 86lo si uno de los nimeros p1, P, .. .,Pn €8 igual a uno y todos los otros
iguales a cero. Es decir, que no hay incertidumbre respecto a uno de los eventos, el que tiene precisamente
una probabilidad igual a uno, es el inico posible.

2. Para ur valor fijo de n, el eaquema con més incertidumbre es aquel con eventos igualmente probabies,
es decir, pi’ = % (k = 1,2,...n), y esto implica que la entropfa asume su més grande valor sélo para estos
valores de las posibles py.?

3. Para dos esquemas finitos A y B, que son mutuamente independientes (es decir, que la probabilidad
de que ocurran los eventos Ax ¥ B; es prpy) implica que el conjunto de eventos A By (1 <k <n,1<1 < m),
con probabilidades ppp; representa otro esquema finito que se puede llamar el producto de los esquemas A y
B y designarlo por AB. De tal manera que si S(A),5(B) y S(AB) representan las correspondientes entropfas
de los esquemas Ay ,B; y AB, entonces se tiene

S(AB) = S(4) + 5(B)

Sobre estas bases se puede considerar a la mecénica estadistica como un tipo de inferencia estadistica,
siendo ia idea basica el establecer la distribucién de probabilidad mds probable, cuando sélo se tiene una
informacién parcial. Siguiendoc esta linea de pensamiento, las reglas usuales de cdlculo de la mecdnica
estadistica, que parten de la determinacién de la funcién de particién, son consecuencia inmediata del
principio de entropia méxima. Asi, independientemente de cualquier argumento fisico?, y también de
una verificacién experimental, la teorfa de la informacién proporciona la mejor estimacién acerca del posible

I Shannoo C.E., Bell System Tech. 3. 27, 379, 023 (1948).
2 A =1y A —_— ; .
V. gr., pars un dado ifiel 2 g p; - 6-’ 2, siendo A1 el evento de que ol dado Lenga la cars hacia arriba con un valor igusl o i,
1qeeey
Para una demoatracidn deiallada de estas propiedades, que tienen clara anslogia con las propiedades asignadaa a la entropls Lermodindmica cléaica,
ver, v.gr., Khinchin A.I,, Mathematical foundations of informational theory, Ed. Dover, E.U.A,

Previamente era necesario considersr, ademgs de las ecunciones de movimiento, otras hipatenis adicionalen Lalen cotno ¢rgocidad, transitividad métrica,

o iguales probabilidades & priori, ¥ la ideatificacidn de la cntropin s¢ hucin sdio hasta <l finsl, por comparscién de las ecunciones macroscédpicas resultantes

con las leyes de la termodindmica f tégice. Ver, v.gr., Dill T.L., Iniroductiion to statistical thermodynamics, Dover, E.U. A, (1988) Cap, 1.
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estado del sistema que se puede encontrar en base a la informacién disponible. Jaynes®, sugirié que la teoria
de la informaci6én puede ser aplicada al problema de la justificacién de la mecdnica estad(stica, siguiendo las
siguientes lineas. Se toma, como anteriormente se especificé, que z es capaz de asumir los valores discretos
{zi}; sin embargo, no se saben los valores de las correspondientes probabilidades p; y lo inico que se conoce
es el valor esperado de la funcién f(z):

< f(z)>=Y pif (=) (2.1.2. - 2)

=

Sobre la base de esta informacién, sabiendo ademds que

S opi=1 (2.12. - 3)
i=1

icudl es el valor esperado de una funcién g(z), cualquiera? Las condiciones (2.1.2.-2) y (2.1.2.-3) han de
ser complementadas por (n — 2) condiciones més antes de poder encontrar a < g(z) >. En lo que sigue se
usar4n las herramientas de la teorfa de probabilidades llamada subjetiva, en lugar de la objetiva®. Para fines
précticos, ambas tecrias son matematicamente idénticas, aunque hasta el momento al parecer no han logrado
ser unidas, y son utilizadas en fisica a discrecién del problema a resclver. Jaynes muestra que el problema
de haltar a p; de acuerdo a (2.1.2.-2) y (2.1.2.-3) es soluble a partir del concepto de entropia, definido por
(2.1.2.-1), maximizando esta expresién sujeta a las constricciones (2.1.2.-2) y (2.1.2.-3). Por la técnica de los
multiplicadores de Lagrange se halla que:

p; = e AufE) (2.1.2. — 4)

con lo que podria ya obtenerse < g(z) >. Las constantes A y u se determinan sustituyendo (2.1.2.-4) en
(2.1.2.-2) y {2.1.2.-3). Este resultado se puede escribir en la forma .

< f(z) >= ——%an(p), (2.1.2. - 5)

donde
A=InZ(u), (2.1.2. — 6)
Z(p) =) e #flen, (21.2.-7)

A Z se le llamara la funcién de particion.

Este procedimiento se puede generalizar a cualquier nimero de funciones f,(z;)

< fol@) >=3 pifelmi), (2.1.2. - 8)

lo cual irznph'ca que:
Z(A1, A2, 00 Am) = Z e{“[)\: filzdtrefa(zi)+ o+ Am fm(2:}]} (2_1‘2. -9)

Jaynes E. T, Information theory and atatistical mechanics. Phys. Rev.108, 020-630 {1957},

La teorla de probabilidades se ha desarroilado a través de dos lineas de pensamiento: 1. La llamada escucls objetiva, que considera que lus proba-
bilidades de un cvento son unm propicdad objetiva dec éste, siemprs capas de una medicién empirica por In observacién de las rasones de frecuencia de un
experimento de szar. Sobre la medicién de une distribucién de probabilidad, esta troria considere que ae estin haciendo predicciones que son en principia
verificables con todo detalle, como law que se obticnen negdn la mecdnica clésica. 2. La eacuela subjotive considera a ins probabilidades como una expresidn de
Im jgnorancia humana, la probabilidad de un evento es mermmente una expresién formal de la capectativa de que éste deba o no de ocurrir, basado en alguna
informacién disponiblc. Esta teor(a permite sscar conclusiones plausibles en casos cn donde no hay suficiente informmcidn para llcgar a cieries conclusiones,

asf{ que una verificacidn detallads no sc pueds capcrar.
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P = e{-'(f\o+a\: fl(2;)+4\2f2(1f)+"-+/\mfm(’:")]]" (212 - 10)

donde las constantes A, se determinan por

< fulz) >= —%ln Z(w), (212, - 11)
do=InZ. (2.1.2. — 12)

La varianza de la distribucién f,.(z) se encuentra que es

2
Afoz<fl>-<f>= a?\ =1n Z(p). (2.1.2. — 13)

r

Para ver cémo se aplica este formalismo en mecdnica estadistica, sean E;(o;,as....) los niveles de
energia posibles de un sistema, donde los parametros as pueden ser el volumen, el tensor de esfuerzos
aplicado a campos eléctricos 0 magnéticos, potenciales gravitacionales, etc. Entonces, si en un principio se
sabe sélo el valor medio de la energfa < E >, las probabilidades de entropia mdxima de los niveles E; estin
dadas, para un caso especial, por una expresién andloga a (2.1.2.-4), que se recococe como la distribucién de
Boltzmann. Sin embargo, debe observarse, que aunque el formalismo aqui aplicado es semejante a aquél de la
mecénica estadistica, los argumentos son diferentes, como va se hizo notar antes. Hechas las identificaciones
correspondientes entre ambas teorias es claro que

1
M=
U-TS5=F(T,a1,a,...} = —kT'h Z(T, a1, 03, ...) (2.1.2. — 14)
aF u
__9r _ Inp: 12 -1

S=-gm=-Fk ‘_E:l pilnp; (2 5)
B = kT2 inz (2.1.2. — 16)

p= kT 5 1.2,

Asi, la entropia termodindmica es idéntica a la entropia de la teoria de la informacién excepto por la
presencia de la constante de Boltzmann. Para terminar, es notable que a partir de la manera de hacer
inferencia estadistica subjetiva, ya que ésta no depende de ninguna propiedad fisica, se puede concluir
entonces que toda cantidad medible puede ser utilizada para caracterizar las probabilidades de entropia
maxima. En mecédnica estadistica convencional la energia juega el papel preferide debido a que es una
cantidad que se conserva, sin embargo para las aplicaciones de este formalismo en la descripcidn de un
plasma, se hard uso de otras variables, como se vera a continuacion.
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2.2. Termodindmica del equilibrio para plasmas magnetizados.

Esta seccién est4 basada en los trabajos de Minardi!, que analizan cémo hallar el estado de equilibrio
del plasma, via un formalisme termodinamico, centrado en el concepto de entropfa detallado en la seccién
anterior. Para esto se considera que una funcional de entropia estd dada por la siguiente expresién

S:-—fPlnPdI‘, 2.2.-1)

que es idéntica a la ecuacién (2.1.2.-1) en el caso de un espacio I' continuo, o que se puede identificar con
(2.1.1.-27).% Se quiere caracterizar el sistema en términos de variables electromagnéticas. Para ello se hace

una particién del espacio ocupado por el plasma de volumen V en pequefias celdas de volumen AV; = %

que no se traslapan. Cada celda tiene una densidad de corriente j: La probabilidad P es funcién de ﬁ ¥
de la posicién £; de cada celda. La forma de dI" se puede saber, del hecho de que el volumen accesible al
elemento de volumeni=1es V =NAV,yali=2es V — AV = (N - 1)AV y asi sucesivamente, entonces
el volumen accesible de N elementos de volumen es igual a N'AVY, que debe de ser dividido por N1, porque
una permutacién entre los N elementos de volumen no tiene significado fisico. Por lo tanto dT" es igual a ®

dl = AVNdj) ..djn (2.2.-2)

El punto central es hallar una expresion para la probabilidad P de (2.2.-1}, sujeta a ciertas constricciones,
tal como se desprende de la discusién del final de la seccién 2.1. Para hacer esto se supondra que el equilibrio
del sistema estd relacionado al comportamiento colectivo del plasma respecto a la densidad de corriente,
mientras que la energia colectiva no estd correlacionada con las fluctuaciones que vienen de la estructura de
las particulas individuales. Para tomar estas dos constricciones en cuenta, se considera que la densidad de
corriente j; tiene una componente azarosa

7 =3(F) +7a (2.2. - 3)

-

donde }"(fi) es una densidad de corriente colectiva, y _771- es la parte fluctuante, que se asocia a un fondo de
particulas individuales. Se vera préximamente que este fondo de particulas desempefia el papel de un “bafio
térmico™ tal como ocurre en la estadistica de Gibbs, en el ensamble canénico. En segundo lugar, la energia
de interaccion promedio &, entre j",- fluctuante y el potencial vectorial creado por la corriente colectiva
7(#%)?, al estar suponiendo que no estan correlacionados, debe de ser igual a

N
1 - > o,
Qint = '2'E /.P(Jiyzi) E 7" A(I{) dFAV; =0. (22 — 4)

=1

El hecho de que se anule esta expresién (aunque §9;,; # 0) indica que no existen intercambios de energfa,
es decir, que el equilibrio es puramente colectivo. Sin embargo, en los calculos que siguen se mantendra a

Ver las referencias a artfculoa, al final de 1s tesis.
2 N.B3. En un principio 8¢ considernrd una particida del volumen total del plasma, tal que #i se sigue a Minardi al pie de la letra, roen posible identificar
& 1a €c.(2.2.-1) con {2.1.1.-2T), oxccpto pur una constante. Poro signiendo la particién propucsta por Liboff H.L. {Journal of Statistical Phys.11l, pp.343-357
(19T4}), en ¢l caso I(mite de un refinamiento de 4ota, como se hard al tomar el “Ifmite termodindmico™ en el eaquema de Minardi, e¢ muestra que ambas son
.
iguales.
N N

Nétese que si AV ac hace igunl » WT‘, la particién del sisteme correspondc a la de granulado del articulo de Liboff, de la subnots 2 aaterior y
cn emle csap se cumple 1o que ge comenté en el texto principal antericr a eata subzots, sin afectar de manera fundamental los chlculos mnteriores, excepia
por una consatante, al sacar ¢! llmite en cl refinamiento, Por demia estd decir que |s particidn de Liboff es la més natural ¥ no la de Minardi, pero como s

menciond, sc sigue la discusitn de aus articulos.

l * . -, - ]
Se puede expreaar ¢fﬂt en lm forma ](I,’) «Aen lugar de A(Zi) * ] bajo ciertas condiciones de fronters, pucs a pesar de todo proporcionan el

mismo resultado final
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®;.¢, pues resulta importante tomar en cuenta la.'_a‘ variaciones de esta cantidad. Por otro lado, la energia
magnética colectiva (®), suponiendo que j(Z;) y A(;) son cantidades conocidas y promediadas, est4 dada
por
N
= 5 7@ A@)avi= 5 [ P Gy 5@ - A@)avidr, (2.2. - 5)
=

1 i=1

o en el limite continuo, con AV; — 0 es igual a la forma bien conocida para la energia magnética, con
condiciones de frontera adecuadas, a saber

1 - e
=—[7 dav. - 2.2, -
P 2cf_1 Aav (2.2. - 6)

Ademads, del.hecho de que se procede por inferencia estadistica, es conveniente fijar el valor de la
dispersién de la densidad de corriente que fluctua azarosamente {Az%)5:

-~/ CEDOWL (22.-7).

Anadiendo ahora la constriccién,
/P(j_.-,f.-)dr =1, (2.2.—8)

lleva a que para saber la forma de P es necesario sacar la extremal de la siguiente funcional $, con respecto
a variaciones de P,

N
N [ - . . 1 T o A
S:—/PlnPdI‘——ﬁ[P(J,-,x,-) E'_ J?dl‘+;/P(J;,m;)i=ElJi.A(:c,-)dI‘AVi
_7]P(]::£)dr:

donde a, 7 y 7y son multiplicadores de Lagrange. Al hacer el cdlculo se encuentra que

P = Pyexp {- (az §i+ %Zﬁ- . E,-AV,—)] , (2.2. - 9)
H

Py = exp[-(y+1)], (22.-10)
"3 2(¢ + ‘I’im:)]
3 . 22, —
YV [ N e
AT AU A2 (e
o AVAPY AV, AY(£7) (2.2. - 12)

62 (B + Bine) (1 = FF=(® + Bint))
Completando el binomio cuadrado de! exponente en (2.2.-9) con las siguientes definiciones,

. 1~ = - =2
aff + TodiAv=ali -3} +0y (2.2. —13)

La fijacién del valor, viene condicionads por Iu relacisn del fondo homogenes y 1a paric Muctuantie, correlacién que o2 considera pequeds, dependiende
de In condicidn que ae impongs = una longitud ceracteristica. Una discusién mie amplia del significado flaico de esta muposicitn, que aqui aélo distracrla
mis Ia atencién del lector, ae cncucnira en, Minardi E., Phys. of Fluide 18, No. 1. pp. 122-129 (1973}, Aquf, sélio ee wefinls que esta condicién indica que
In densidad de corriente promedic del fondo es igual sl negative de la densidad de corrients efectiva de la parte de equilibrio colective. Es decir, que en
equilibric termodindmico cf fondo rcaceions = Ja parte tolectiva de tal maners quc la densided do carga total efectiva del fondo y la superpucsta del equilibrio

colectiva, se anuls.
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= 1 -
i = —— (T )AV;, 22.-14
Ji QGTCJ(II) ( 2 )

C.'E—

1 .
53 A%(#)AVE, (2.2. — 15)

se obtiene que P queda expresada por la siguiente ecuacién,

exp [—a Y- ﬁ)”]

P= NPk | (2.2. - 16)
Fejitii= /Pﬁdr = - AF)AV; (2.2. - 17)
Bims = %Zﬁ-ﬁ(ﬁ)am =2~ CZZAQ (£)AV? (2.2. - 18)

AX(F)AVE 3

2
85" = N ', da?ric? * % (22.-20)
Py = EX_NE% (2.2. - 21)
AVN(Z)
Este conjunto de ecuaciones implica que:
am—s\] SN 3N [
S =Nin|AV (—3—.&3‘2) +5 - TIH[I - ——(<I> + ®ine) |- (2.2. — 22)

Recordando las ecuaciones (2.1.2.-12) y (2.1.2.-14), y usando (2.2.-21) o (2.2.-10) se sabe que:

F=rlnP = TZC — Nrln[AVaxi] + -N'rlna,

y sustituyendo (2.2-11),(2.2.-15) y (2.2.-18),

%
F=&+&y-Nrln AV(QQ’A ) ] + 3’2T1 [1 - __—(q: + ®ine)|, (2.2. — 23)
que al comparar con S de la ec.(2.2.-22) da
F=—-154+&+ & + ?’—JIE ' (2.2. — 24)

lo que hace posible identificar a los tres iltimos términos con la energia interna del sistema (la magnética,
por ahora} como se menciond antes.

§. El limite “termodindmico”.

Si se toma ahora el limite en que N =% co y que implica necesariamente que también V — o0, para
mantener AV fijo, se puede aproximar la expresién de § por otra, haciendo de paso la separacién de la
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entropia entre cantidades que dependen de 7(£:) v 7, v lamandolas entropia colectiva S; y entropfa de fondo
S¢, respectivamente. Para esto, se definen las siguientes cantidades

z: )+ = 35 FE) + 5 3T (2.2. - 25)
i i
AR = % Z}‘; (2.2. - 26)
S INECEEDY [ + ot - Fa] (22.-27)
o bien, tomando el Hmite continuo,
Ajc=-§- [/jz(f)dV-i--z%%/;(E)-E(f)dV]. (2.2. - 28)

Entonces (2.2.-25) se puede expresar, como también S, por:

A7 =47 [1-_1—-[[: (*)aw—]:(f) A(z)dVH (2.2. - 29)
VAj
S=5+5, (2.2. - 30)
RN
S;=Nin [AV (%EAP) + Bint + %, (2.2. — 31)
y S;, después de tomar el limite V' — o0,

S, = ——E=_2 /j"’(:f)dV+A; AV/;:(") A(Z)dV | . (2.2.-32)

9AV A}

Ademas, tomando estos limites de N = 00 y V = co en (2.2.-11),{2.2.-12),(2.2.-23),(2.2.-28) y (2.2.-29),
y definiendo una cantidad llamada p, considerando que ®;5: =0 y la “definicidn” de @, se halla:

3"_372;%=Kj_2=? (2.2. - 33)
r= 612 A’m@q i:tf) ad (2.2. - 34)
2 -y -

sie=2 |- [r@av+ 2 70 A ) (22. - 33)
F=—Nrln [AV( A7) ] : (2.2. — 36)

_ B3N [ f. B[ 2 .
S, = Wﬂﬁ[ fﬁ(f)dvT 41r/g(f) A(:E')dV] (2.2. - 37)

I AVF B
T= —T————”zcz (22 38)
1. e _JA®V (2.2. — 39)

pt o Am [5(5)- A@) eV
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Las ecuaciones (2.2.-35) y (2.2.-37) implican que
3N
4AJ

S, = (2.2. —40)

Reescribiendo a (2.2.-37) con (2.2.-39) se tiene, tomando en consideracién la desigualdad de Schwartz,

B 3N ) 2o 7 ? _
S TN TFEPT [[: @av [ 2@ - ([:(f) A@dV)]SO- (2:2. - 41)

De (2.2.-40) y(2.2.-41), se sigue que dentro de la clase de configuraciones estacionarias con & = 0, la
entropia es maxima cuando la correlacién, ec.(2.2.-40), entre las partes colectivas y azarosas de la densidad
de corriente se anula. Esto ocurre si y sélo si,

- 4T - 1 - 1 -
fom = S = =B = =V A (2.2. — 42}
uic H 7

Aqui se ha agregado el subindice m para indicar que se trata de cantidades relacionadas al equilibrio del
plasma. Ademads se aclara que la segunda igualdad en (2.2.-42) viene de considerar el rotacional de la primera
igualdad, hecho esto, y considerando la ley de Ampere, se llega a una ecuacién de Helmholtz(V2B + p?B
=0} para B, que se cumple en caso de que B sea a su vez un campo libre de fuerzas(V x B= ,uB)
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CAPITULO III. APLICACION DE LOS PRINCIPIOS VARIACIONALES SOBRE LA
ENTROPIA Y LA PRODUCCION DE ENTROPIA, EN PLASMAS.

Estoy muy ccupado con la investigacién de las causas fisicas. Mi objetivo es demostrar que la méquina celeste ha de ser
cormnparada no con un organismo divino, sino m4s bien con una maquinaria de reloj.
Johann Kepler

En este capitulo se aplicaran las expresiones de la entropia del capftulo anterior, a dos casos de interés
en plasmas de fusién, que ya fueron descritos en la Introduccidn: el pinch de campo invertido y el tokamak.
Para este tltimo se utilizard una variante del principio variacional que se relaciona con la produccién de
entropfa, entendida ésta como la derivada temporal de la entropia. Sin embargo, los estudios basados en el
principio de minimizacién de la produccién de entropfa estdndard (no la entropia magnética) serdn descritos
en los capitulos V y V1.

3.1. La interaccidén entre el sistema colectivo y el medio circundante para un sistema
“cerrada”": el pinch de campo invertido.

Antes de considerar el ejemplo del pinch de campo invertido, se mostrara aqui que el fondo fluctuante de
particulas individuales intercambia energia con el subsistema colectivo (el equivalente al “bafio térmico” de
Gibbs). Para esto, considérense variaciones isotérmicas alrededor de un equilibrio cuasihomogéneo de Vlasov,
(que se identifica con el subindice m) descrito segtn la ecuacién (2.2.-42) por A, = E%E jm. Ademds, nétese

que la reaccion del fondo de particulas individuales a la presencia de la densidad de corriente jm colectiva

estd descrita por j:;. , dada por (2.2.-17), y que esta cantidad se anula en el equilibric de Vlasov,

= —

Jm = —jm - 2———0 ARAV =0, (3.1.-1)

ya que s— = — - ‘ﬁ,— en el limite termodindmico, tomando en cuenta (2.2.-33) y {2.2.-38).

En contraste, al considerar variaciones de d®;n; # 0 (®in: = 0), se toma fija a 7 y se introducen
variaciones de 7 y A de acuerdo a: .
J=Jm+43, (3.1. — 2a)

A=A, +34, (3.1. — 2b)

donde 87 y 64 se relacionan de acuerdo a la ecuacién de D’Alembert
57 = 2—6A. (3.1.-3)

Entonces, de {2.2.-17),
- 2 2
G = ~Gm — 87 +£ (A +8A) = —63 (1— i—’;‘) (3.1.-4)

3 2 T A + i %

y sustituyendo (3.1.-4) en (3.1.-5), se encuentra, junto con la variacién de (2.2.-31), que la variacién de Sy
es:

& 1 R 1
5Sf=6—;~£=%T—/JJm-Ade=—§; ( i;m>5_7 A dV. (3.1.—6)

Por corrado me cotenterd que no sc le eatd suminietrando potencia desde el exterior; en realidad tanto el pinch de campo invertido como el tokamak
non aistemns abiertos, pero el primero puede scr aproximada por un sistema sislado. Para ¢l tokamak ver la discusidn al inicio de la aecc. 3.2. siguiente, y

recudrdene la descripeidn de ambos sisteias on Ja introduecidn de la tenis,
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Ahora, tomando p,, por p en equilibrio para (2.2.-42), y las ecs. (2.2.-37) y (3.1.-3), se encuentra:

85, = 3_( /Jm 5ng+“"* i 6AdV + [A deV)
2AVAj
=L ( “m) 87 - Anmdv. (3.1.-7)
2cr u?

De (3.1.-6) ¥ (3.1.-7) se concluye que
45 =485, +485,=0. (3.1. - 8)
Es decir que la entropia total del sistema es conservada, y dado que el sistema esti aislado, entonces

el proceso de interaccidn, entre el subsistema colectivo y el fondo es reversible. Esto permite definir, una
transferencia de calor, @ entre los subsistemas, tal que,

85, = Q 65,_—‘5—Q (3.1.-9)
que al comparar con (3.1.-6) se tiene
0Q = ~dPip;. (3.1. - 10)
Si se considera a {2.2.-24),
OF = 8% + 6P = 6% - 8Q. (3.1.-11)

Recordando a la primera ley de la termodinimica, con 6L igual al trabajo ejecutado en el proceso de
interaccién , entonces §Q = ¢ + §L; y de aqui se recupera el significado usual de la energia libre en un
proceso isotérmico reversible (nétese que 7, ya se identificé con la temperatura), a saber 6 F = —48L.

Ahora ya se aplicar el principio variacional al caso de un sistema cerrado, con condiciones de frontera
especificas. Considérese la expresién para S. colectiva de la ec.(2.2.-37), y supbngase que e! plasma esté
encerrado por una coraza perfectamente conductora, que éste tra.nsporta una densidad de corriente jp y la

coraza una corriente g, que apantalla al campe magnético B creado por jp, asi que el campo magnético total
ge anula afuera de la coraza, y se debe cumplir entonces,

%j; =VUxB= VxVpr; ig-j; = —8(p — ps)én % B, (31.-12)

donde €, es un vector unitario normal a la coraza y dirigido hacia afuera, p, es el radio menor de ésta, y se
tiene que j = j, + jp. Bajo estas condiciones y definiendo una nueva S a partir de (2.2.-37)

S= (%)zﬂsc - (4%)2[--[3'2(&’)({!/ + % 3@ A@) dV], (3.1 13)

se separan las contribuciones de S que vienen de la parte del plasma (subindice p) y las que vienen de la
coraza {subindice s):

SpE—( )f(.vp+2.1p J.)dV+( ) f(gp+;,) Adv, | (3.1. — 14q)

ar\? .2
5= - fj,dV. (3.1. — 14)

Considerando a las ecuaciones (3.1.-12}, llevan a que la primera variacién de Sp es igual a
.5sp=2/53‘.(v2.§+p21§)dv+8%/d§x55’-§. (3.1. — 15)
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Si se impone 87 = 0 sobre la coraza, entonces S, es estacionaria si la configuracién magnética satisface la
ecuacion,
VB + i’B =V¢. (3.1. - 16)

Tomando la condicién V¢ -85 =0 y como u? > 0, la ecuacién (3.1.-16), se satisface cuando la configu-
racién de campo es libre de fuerzas (Vx B = uB), que coincide con el resultado previo (2.2.-42). Considerando
la segunda variacién,

828, =2 f 8B - (V6B + p*B)dv, (3.1.—17)

se puede mostrar®, que S, es maximo en el volumen del plasma 2, que incluye la coraza, dependiendo de
que =3 sea lo suficientemente pequefic en comparacién con €2, para que la solucién de V2E + _u2§ =0, no
se anule en 2. Asf se concluye que el estado relajado del pinch de campo invertide es un campo
libre de fuerzas.

Retomando el célculo de la transferencia de energia §Q = —d®;,; entre el sistema colectivo y el fondo,
la variacién de @;n; viene de la ecuacién (2.2.-18) en el limite continuo.

~2
AAj 1 . 2
J A%ﬂ] =5 [2_/ (j,,+js)-A,,dV-“—f A,fa'v], (3.1. —18)
¢ C [+ 871' Q

§Bint = =0 [ 6rc?

donde_debe de notarse que el campo apantallado creado por 7, existe sélo fuera de , y lo mismo ocurre
para A,. También se modificé de acuerdo a (3.1.-16) la notacidn de (2.2.-42), segin

- 471' - 1 - 1 - 1 —
App = fom = —Bgm = =V XApm = =V X By, 31.-1
Pm 2 c]pm i P " pm F‘2 pra ( 9)

De este conjunto de ecuaciones se concluye, por tanto, que

5Q = ~6%im = - f 64 x By - dS. (3.1 - 20)

Como §4 = Bfét = —cE5t, entonces (3.1.-20) se puede escribir de la siguiente manera

5Q c {2 5 L& 3Pine

o N . = d.-2

= 4“_[E>< B, -dS T 3 1)
y de esto se puede ver que §®in = —-6Q simula una energia de radiacién emitida por el sistema colectivo.

En un sistema cerrado las variaciones 54 = —cEdt deben ser elegidas de tal manera que 6Q = 0.
Por iltimo, de las 2¢s.(2.2.-6) y (3.1.-18),

ad 14 - 5‘1’,,11 5A
ﬁ"%ﬁ/ﬂ(]p‘*‘iﬂ‘fifﬂ/ /Apm - av,

c - — g 6.8
Z—E,/EXB / ——-Z;/Bm-ﬁ'd‘/. . (3.1. —22)

y recordando a (3.1.-11) ¥ (3.1.-22),

§F 8L _ 8(3+®im) _

i —fE-me dv, (3.1. - 23)

por lo que se ve que la energia libre resulta ser igual al trabajo por unidad de tiempo.

Ver, Minardi E. Plasma Phys. and Controlled Fusion 28, pp.945-948 (1987).
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3.2. El sistema abierto: el tokamak

Tal! como se expuso en la subseccién anterior, el método seguido en base a la “definicién” de una
funcional de entropia, resulta ser un concepto 1itil sélo para sistemas cerrados; sin embargo, si se desea
congiderar la termodindmica de un tokamak, que es un sistema ablerto, que esti acoplado al primario de un
transformador 6hmico y también a la inyeccién de una potencia auxiliar, es necesario considerar el estado
estacionario para la produccién de entropia (un estado que resulta ser también isentrépico, como se verd
adelante y en comparacién con los resultados previos), que contrasta con ¢l estado extremal de la entropia
para los sistemas aislados, donde es vilido este formalismo. Para congiderar el estado estacionario, se toma
la derivada temporal de la entropia S,%ec.(3.1. -14a); y considerando las condiciones a la frontera. via ley de
Ampere de las ecs.(3.1.-12), para la coraza perfectamente conductora (A .d§=E.d§ = J,, d$=F-d§ =
0), se obtiene

s‘,,:sﬂ[wj;.wédv_zck[wﬁ.édvnfdgxg. (w%ﬁiﬂw),

= —2c/ (V25 + 42 B). VxBav = 871'/ (Y5, + u2f;) - BdV. (3.2.-1)

Con k = p®. Ahora bien, si se considera que se tiene un plasma resistivo que cumple con las leyes de
Ohm y de Faraday:
1 - - ™
E+ ETJ x B = ip;

188
—ZZ - _yxE 2.-9
i VxE, 3 )

entonces {3.2.-1) se reescribe como,

- r - - C — -01
r: -I—- —.. 0 —_— . |‘
s, 81'l fu (jpr)dV+4ﬂ]d§ LxBJ

—Sfrfﬁ‘-ﬁ xVx¥ xj;ch+81rn/[(ij;)2 — kj51dv (3.2.-3)
También (3.2.-1) se puede escribir utilizando la dltima ecuacién de (3.2.-2) como
S, = 2/ (V2B + ,uﬁB) dV (3.2. — 4)

Tomando la primera variacién de Sp en (3.2.-4), leva a,

88, = 2/ (V2B + 12B) - % qv — 2cf (V26B + 426B) - VxEdv = 0. (3.2. - 5)
De esta ltima ecuacién se ve que si VXE =0y V?B + u?BE = 0, que se cumplen en particular para
campos libres de fuerzas, se tiene un minimo de 5;. El hecho de que sea minimo se obtiene, al considerar la

segunda variaci6n, y utilizando (3.2.-2), definiendo § = 7 x B,

§°S, = 4[ (V268 + p?8B) - -3:;—3 dv =
- 161rf (0967 — Vx3Q) - V65 — nksj? + kG - 6] av. (3.2.~6)

Siguiendo lus idcas de In termodindmica de proceacs irreversibles, en posible relacionar a eatn derivada temporal con s produceién de entropia, sunque
po son exwciamente lo mismo. Ver, por ejemplo, Prigagine 1., Thermoedynamic theory of struciure stabiliyly on fiuctustions, Cap. 1. Ed. John Wiley & Sons,

E.U.A. (1971).
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Para un extremo de 5,,, es necesario un signo definido de la forma cuadratica en las variables de 87 y 63
de (3.2.-6). Como V x8Q), es mucho més pequefia que las cantidades con 7V x & para procesos disipativos,
entonces el signo de 625, depende sélo de:

aé
sgné*S, = sgn Z/ ( ]’) — k83| dv. (3.2.-7)

La ecuacidn (3.2.-7) expone el mismo tipo de problema que aquel que era necesario para hallar el
extremo de Sy, y que sélo se comento antes, asf que Sp es minimo cuando la variacional {0 ecuacién de
Jacobi) V24 + ki = 0 (con % un vector cualquiera) admite una solucién que no posee un cero en 2. La
misma condicién se aplica, por tanto, para el minimo de S, y para el miximo de S,; ésto es que k sea lo
suficientemente pequefia. Nétese ademds, que al sustituir V2B + kB = 0, en (3.2.-1), se halla también un
estado isentrépico, como aquel en el que se tiene un estado relajado del plasma, en ausencia de calentamiento
externo.

Retomando, por otro lado, la expresién (3.1.-13) para la entropia colectiva y olviddndose de los subindices,|]
se tiene (c.f. (3.2.-1)},

s..—-—f (V27 + k) dV. (3.2. - 8)

Como se coment( antes, la familia de estados isentrépicos, etiquetados por u?, que se obtienen para la zona
de confinamiento*® (sA < r < 3; A € {0,1)) tienen una distribucién de densidad de corriente que cumple con

V3 +kj=0, (3.2. - 9)

que si se compara con la ecuacién de d’Alambert —V2A, = 425 se encuentra que (c.f. (2.2-42)),

- Cj.!. { \

o= o 4 {3.2. - 10}

Se puede proceder a calcular explicitamente la derivada temporal de ®;,,, bajo las mismas condiciones

de frontera dadas anteriormente, pero evaluando a VxE y VxAenla superficie, considerando un elemento

. de volumen infinitesimal Ar, con anchura nula y superficies base situadas en lados opuestos de la superficie

de discontinuidad y paralelas a ellas; y también suponiendo que el plasma estd rodeado por una coraza

conductora con cortes estrechos a través de los cuales un campo eléctrico axial E con V x E = 0 es creado

en el plasma por un campo magnético B. que varia en el tiempo afuera de la coraza, pero que se anula en
el interior. Se encuentra entonces,

188, __ = 1 R N
-E ot -—VXE—E?de’XE—K;dSmXE (3.2.-—11)
VxA'*l%dS" A, = L dsi, x A, (3.2. - 12
»= A X Ap = —d5in X Ap 2. )

con dS;, = —dS.

Para calcular %‘tﬂ se consideran a las cantidades dependientes del tiempo (con subindice s, que son can-

tidades de superficie} como pequefias perturbaciones, y tomando sélo cantidades de primer orden, obtiéndose

de (3.1.-18),
déint aJ; I aa‘i’, Fad .u?' 8}{, -
=-5 - — | | =>4 . 2. -
7 ( e -Ap + 5 g,,) dv + ym [ﬂ T av (3 13)

. Las llamada regidn de confinemiento e la regidn donde no ocurten oscilaciones de dicnle de sictra —una inestabilidad MHD debida & procescs de

reconexidn magnéticn que we da en =2l centro del tokemak-—, pucs ¢n cas sona €l plasme no cord estacionario, asf que 3y z\ delimitan cota regidn
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Retomando (3.1.-12) y de ‘1:95‘4—1 -E,

d(bint _
T BW[dSX A,, /E deV———-/E A dv. (3.2. — 14)

Considerando (3.2.-11) y (3.2.-12), el primer término de (3.2.-14) se reescribe como (al considerar pr .
dS =FE.d§ =0),

: } 4 L
—]ds"x?i-A,,=c/d§-(VxAp)xE":?”]E-jpdV (3.2. — 15)
De aqui, y al considerar (3.2.-10) y (3 1. 10
[ B-fav, (3.2. — 16)
d®;ns dQ / = (= r
—_——— S —— — — - ——A V: . 3.2._17
dt  dt WE\p e jdV =0 ( )
Recordando (3.1.-11), la ecuacién de balance de energia es
drL dd S -
— v e— E . .2. -
dt  dt /Q I d¥, (3:2.-18)

donde, £ dt es la tasa de trabajo ejecutado por el generador de corriente del plasma. De (3.2.-16) se concluye
que para estados con produccién de entropia nula se permanece en equilibrio durante el calentamiento
Ohmico. Si ps es la densidad de potencia auxdliar, y si se modifica la expresién de la densidad de corriente
por j = j, — B2, la derivada de la entropia (3.2.-8) se puede generalizar, para incorporar este factor externo,
llevando a la expresion
s _ 1 E(V?%+ 2')dV+l/ dv (3.2. — 19)
dt_nﬂ/;; J4 i -] padV. 2.
Con E, el campo eléctrico axial y p4 supuesta uniforme. Entonces, la familia de estados isentrépicos
satisface
Fpa
5
Cuyas soluciones en términos de funciones de Bessel de orden cero, suponiendo coordenadas cilindricas,
se muestran en las siguientes figuras, despues de considerar las condiciones de frontera apropiadas, para
excluir la zona de diente de sierra en el del toroide*.

: 5 W0C ria

i
)

Napation OF ihe current praiile with auniian power in the case 2 = 0.20. ), = 0.

G ¢, = 650 5aid kae. PPy = (.38 Gashed ne: P, fom baa

V¥er la siguiente referencia, de la subnota 7
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0 o5 100 rsa

Variation of the current profile wnb auxihary power in the case A = 0.40. j, = 0.
§.q, =0.50. 5cudime: P Pg= 0.19; dashed line : P, Py = 12.56.

2 &} 1.0 ria

Vanater, of the current profile with § g, for 4= 0.10. Solid line: §-g, = 0.33.
Gushed iine: G ¢, w 0.71. The ferm of the profiles aprees wiih the ebservations in TFTR

'Donde Py = 21720,2'Rp,;n es la potencia auxiliar total, Pc = 2wmREI es la potencia ohmica {(con I la
corriente total), j(a) = je y 7 = j(Aa), con a igual al radio menor del tokamak. Siendo tambien d= 55%; el
w R3

factor de seguridad en el eje y ¢(a) = ga-
El trabajo por unidad de tiempo, que se transforma en calor interior del plasma, ejecutado por el sistema

externo es ahora
dL

Eﬁ-:[gpA:IV—f—/nEjdV (3.2 -21)
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§. Leyes de escalamiento.”

La ec.(3.2.-19) , permite definir un estado relajado éhmicamente, definido por j = oE ~ TET,Z,f I
uniforme, el niimero atémico efectivo, y E = const.. Para ello es necesario hacer compatible, la ec.(3.2.-20)
con la siguiente ecuacién para la energia, en el caso de un modelo de un solo fluldo en coordenadas cilindricas.

ld

dr o
r dr (rnx d ) + EJ +PA - O: (3.2. 22)

con y igual al coeficiente de difusividad térmica. Ademds si se considera que el plasma es calentado sélo
por el efecto hmico (o Joule), entonces pg4 = 0; y dado que la resistividad depende inversamente de la
temperatura del plasma ala potencia 3/2, j = T4 (%-], donde el campo eléctrico F y A son constantes. Ello
implica que (3.2.-20) se convierte en

VITE 4+ 2T =0, (As <r < 5). (3.2. — 23)

Al comparar (3.2.-21) vy (3.2.-22), se encuentra que las dos son compatibles si se mantiene que

, (3.2. — 24)

n(r)x(r) = Ag (T(r)) u =

T

con fix = Ff'"', para m arbitraria; y f1,x v T denotando los respectivos valores de las variables en r = Xs,
y siendo F' una constante que puede sélo depender de parametros externos del plasma, pero que se toma
independiente de pa y 7.

Es interesante hacer notar que el escalamientode y con T ala potencza que se obtiene, es caracteristico
de las teorias de transporte turbulento con fluctuaciones magnéticas, en coutra.posmlén a las electrostiticas,.
Por lo tanto, este analigis apoyaria el origen magnético de la turbulencia en los tokamaks,

Minardi E., Plaama Phys. and Controlled Fusion 30, pp-1701-1721 (1988).
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CAPITULO 1IV. EL ESTADO RELAJADO DEL PLASMA SEGUN EL PRINCIFIO
VARIACIONAL SOBRE LA ENERGIA MAGNETICA.

Los auntiguos obtenfan sus principios partiendo de premisas bisicas puras. Mis teorias encuentran confirmacién séto por sus
resultados. Pero de esta forma, es posible llegar a conseguir un grade de probabilidad tan valido como una prueba estrictamente
légica. Fsto se produce cuandoe los resultados estdn en armonia con la realidad, y especialmente cuando numerosos fendmenos
pueden explicarse mediante una sola teorfa, y cuando se pueden predecir y corroborar después fenémenos antes desconocidos.
Christian Huygens

En este capftulo se presenta un principio variacional de minima energia que se basa en el principio de
que cualquier sistema, fisico tiende a adoptar el estado de equilibrio con la menor energfa potencial permitida.
Para describir los estados de equilibrio se utilizardn las ecuaciones de fluidos. Es bien sabido, que a partir de
las ecuaciones cinéticas de la seccidn 2.1.1, tomando los momentos con respecto a las velocidades, es posible
deducir las ecuaciones de fluidos de las dos especies que componen al plasma, iones y electrones. A partir de
ellas es posible obtener ecuaciones para un solo fluido, conocidas como ecuaciones magnetohidrodinidmicas
(MHD), que son validas en un régimen especial de escalas de tiempo lentas y baja disipacién®. Las ecuaciones
MHD, que son adecuadas para describir equilibrios macroscépicos, son,

di 1o =

— = ~j X B—Vp, 4-1

P =T X P (4-1)
E-}-’E’.‘Xﬁ:ng, (4-2)

d

22+ (o) =0, -3

Ot

188 =

——— E 4-4

=& VxE, (4-4)
—..n A 2 =
¥ ANis — 'E"J, v Uy
v-B=0. {4 —6)

Se verd primero un caso particular, relacionado con los resultados del capitulo anterior, aplicables al
pinch de campo invertido. De la ec.(4-1) anterior, y poniendo la condicién de que no exista un gradiente de
presién, se concluye que la ecuacién de equilibrio mecénico es:

ixB=q, -7

que es la ecuacién del campo libre de fuerzas (fuerza magnética nula) que, como ya se ha mencionado,
describe bien al pinch de campo invertido. Al combinarla con la ec.(4-5) se obtiene la bien conocida ecuacién
(3.1.-19), es decir, VxB = ,ug que se dedujo antes via un principio variacional sobre la entropia (ver ecs.
{3.1.-16) y (2.2.-42)}, donde se argumenta que debe de ser un extremal).

Como fue expuesto originalmente por Woltjer 2, este mismo resultado es posible hallarlo de un principio
variacional pero como el extremal de la energia magnética,

. 1 2
— —_ 4 —
W= 8 [B dv, (4-8)
constreilida a la invariancia de la helicidad magnética X, * definida como

;c=/z.§dv, (4-9)

Ver, por cjemplo, Schinidt G., Physice of high tempersture plasmas, BEd. Academic Press, E.U.A. (1979).
Woltjer L., Proc. Natl. Acad. Sei., 34, 489 (1958).
’

*  Ver el apéndice, al final del capliulo.
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bajo condiciones de frontera apropiadas. El principio variacional es entonces,

I 1 = L= i o L o
-—K]=—|{E- - L |{A-6B+B. 4-10
§W - K] 4W/B §Bdv &J{A 6B+ B-§A)dv ( )
= %[[Vxﬁ—uﬁ] dAdV =0, (4 -11)

La ec.(4-11) se obtiene la ec.(4-10) después de integrar por partes los términos con 68 = 6V x A de la
primera igualdad y considerando las condiciones de frontera adecuadas a una frontera conductora.

De la ecuacién (4-11) se obtiene un campo libre de fuerzas (V x B = uB), que como ya se habia
comentado antes, describe al pinch de campo invertido. Para ver esto, se puede hacer una representacion
simplificada del sistema fisico, aproximando el toro por un cilindro y usando coordenadas cilfndricas con
simetrfas angular y axial (3% =0, 3‘% = 0); entonces se encuentra que la solucién a la ecuacidn libre de
fuerzas da B, = 0, y las componentes poloidal B, = B,(r} y toroidal B, = B,(r) del campo magnético se
pueden expresar en términos de funciones de Bessel,

B, = BoJo(ur), (4 -12)

B, = BoJy (pr). (4 -13)

que describen razonablemente bien los campos del pinch de campo invertido, en particular la inversién del
campo toroidal cerca de la orilla, que le da su nombre. En*la siguiente figura se muestran estos campos

b5

— BFM

...... NBFAL
1 ! i 1
Y 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Fig. 16,11
Toroidal feld 8,tr) and polotda Tield Byiry of i resersed hield pinch (REFP) The rdiad
profiles of the Besse! function madel IBIEA ) and the maodified Bessel function model

IMBFMbare shown,

Es posible demostrar también la condicién de necesidad de la invariancia de la helicidad magnética, es
decir, que si un equilibrio libre de fuerzas es un minimo de la energia magnética, entonces, K es invariante
(a primer orden). Para ver esto, se escribe (4-8) en la forma

1 (- = 1 . =
_ 1z L : 4-—
W 26/; AdV+8n_/AxB d§ (4 — 14)
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Se separa ahora a (4-14) y a las variables involucradas, en una parte de orden cero relacionada al
equilibrio libre de fuerzas (indicado con el indice 0) con jg = uBp, y una parte de primer orden, que est4 fija
en la frontera, y que debe cumplir con,

2cW1=2c6W=/(jB-ffl -i—jT-A})dV-i»%/ﬁoxB]-dg
:l/j‘o-fﬁdwﬁ[wﬂ-BMV=2[:'B-A1dV
=2uf§u-fi‘ldv=p/(§0-fi1+§1-A},)dV:o, (4 —15)
ya que fﬁg-flde fﬁofﬁdV, pues A) = 0 sobre S. Asf que de (4-15), se deduce que
m:%é[ﬁidt/:(),  (4-16)

lo cual concluye la demostracién, al considerar la K a primer orden. De la expresion para Wy, con cantidades
a primer orden inicamente, se tiene que,

dcW, = f B4V >0, (4-17)

indicando que Wy es un minimo. Se pueden ver estos resultados a la luz de las ideas termodindmicas
desarrolladas en la seccién anterior, si uno restringe las variaciones a aquellas en las que el término de
superficie de la ec. (4-14) permanece sin cambio (tomando la constriccién de que B = A = 0 en S para una
coraza conductora perfecta) y recordande la expresién para la energia colectiva @, ec.(2.2.-6). Se observa
que si W es minimo con respectc a la clase anterior de variaciones, entonces & también es minimo. Esto
quiere decir, de acuerdo a las secciones 1.4.2 y 2.2 anterior, que la entropia tiene un maximo.

En resumen: 1. Un equilibrio libre de fuerzas es asociado con un méximo de la entropfa con respecto a
cambios “disipativos isotérmicos”, y 2. Un equilibrio libre de fuerzas es asociado, también, con un minimo
de la energia magnética interior al plasma si y sdlo si K es invariante, a primer orden. Para terminar, se
aclara que por cambios disipativos isotérmicos, se entiende agquellos en que T es constante, tal como se supuso
al sacar la primera variacidn de S para su extremal, y dado que 8L = 0, de la ec.(3.1.-11), se implica que
8@ = 8% = —8%;,4, lo que indica que hay un proceso de intercambio de energia entre el fondo fluctuante y la

parte colectiva del plasma, como se vio antes. Es digno de notar que la constriccién de que Aj-2 sea constante
o que Aj* lo sea en el limite N — oo, implica que la presi6n y la densidad sean también constantes3.

Para evitar confusiones, cabe aclarar que la deduccién de la ecuacién (3.2.-19) o sus equiv-
alentes, estdn relacionadas sélo a la densidad de corriente toroidal; asi que la configuracién de
campo libre de fuerzas, que se obtuvo en esta seccidén y la precedente, corresponde en el caso
del tokamak, a la descripcién de sélo una parte del sistema, que deja de lado, la presencia de
un gradiente de presién en el plasma. Es en este sentido que el pinch de campo invertido, se
observa mas de acuerdo a la teoria de Taylor® expuesta antes.

Ahora se considerara el caso del tokamak, en el que hay que tomar en cuenta la fuerza de presién del
plasma. El mdis simple y mas importante equilibrio toroidal, estd caracterizado por un balance entre el
gradiente de presién del plasma y la fuerza electromagnética 7 x B, de acuerdo a la ec.(4-1), es decir,

-

i x B=cVp (4 - 18)

Para describir al tokamak, que es un sistema simétrico con respecto al eje central del toro {axisimetria),
se pueden escoger coordenadas cilindricas simétricas (R, , 2}, donde R parte de un punto fijo del ejez, y w es

Ver, Minardi E., J. Plaama Phys. 25, 413 acce.3.2 {1981},

Teylor J.B., Phys. Review Letters 83, 1330 {1974).
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la coordenada toroidal alrededor de este eje. Si las superficies magnéticas, que son superficies toroidales que
contienen a las lineas de campo, se representan por una funcién ¥, entonces, dada la suposicitén axisimétrica
(B% = 0, para cualquier funcién), se puede demostrar® que en general el campo magnético, que tiene s6lo
componentes toroidal y poloidal, se puede escribir como,

B=VUxVp+bVyp (4 -19)

donde ¥ = ¥(R,z) y b= b(R,2) = b(¥). Con este sisterna de coordenadas, la ec.(4-18) se puede escribir
como, _
AT 4 b(B)'(T) = —4nREp' () (4 —20)

Esta se conoce como la ecuacién de Grad-Shafranov.® Aqui, la prima indica una derivada respecto a ¥, y
1 a /134 a°
A'=RWV (V=R— (=== — 4-21
(V)= Rgg (RBR) e (4-21)
El vector potencial magnético, se puede escribir como

A=UVp+Vpx & ‘ (4 — 22)

de donde, b= R*V - (#zf).

A continuacién se mostrard que la ec.(4-20) puede obtenerse a partir de la minimizacién de la energfa.
Para un plasma descrito por la magnetohidrodindmica ideal, es decir, con resistividad nula (como 7 T-%,
esto implica temperaturas altas), y ademas no viscoso (II; = I, = 0), y sin conduccién térmica (§=0). El
tercer momento de la ecuacién cinética, la ecuacion de densidad de energfa, en la aproximacién MHDS,

N0 o gov (Npieq) nt—1:va
Eﬁ_wv-umv- \—z—pu+ql +n3°-11:V4d (4 —23)
se simplifica a:
N ap . N

donde N es el nimero de grados de libertad, que para un gas ideal monocatémico, estd relacionado a «y (la
razén de capacidades calorificas) en un proceso adiabatico por % = ﬁ En términos de ~ la ec.(4-24) lleva
a

dp -
5= pV - @ . - (4-—125)
Comparando a (4-25) y la ecuacién de continuidad (4-3) con V- @ # 0, se llega a
d({p ds ds
=== — . =0 4 -
pr (p‘r) % B +#-Vs (4 - 26)

Nétese que se definid una funcién s = —p%, que si se recuerda la expresién para la entropia de un gas
ideal (2.1.1.-26), y se supone un sistema adiabdtico (recuerdese la discusién que llevo a (3.1.-9}), excepto por
la funcién logaritimica, coinciden. A esta nueva s, se le da el nombre de “entropia especifica”. Se define,
una “energia especifica”, e = e{p, ) por

1 p_ sp!

(4 -27)

Para mda detalles ver, Hasclline L. y Mciss J.D., Plaama canfinement, Ed. Addison-Wealey, E.U.N.A. (1992).

Ver, Balescu R., Tranaport processes in plasmas, Vol. 1, Ed, North-Holland, lolanda {1988)
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De la primera ley de la termodinimica

fe Oe
de = — —d 4-28
lo cual implica,

de pt
— =T = 4-29
ds v-1 ( )

Je
- = 72 = -2 4-30
2= pp ( )
de = p~*pdp + Tds (4 —31)
De aqui, la “entalpia especifica” es
h=e+3=(—p-+p)p-1='rs+pp-‘ (4 - 32)
o v-1

_ Oh 8h,

dh—a—pdp+ —8—s-ds-—p dp +Tds {4 —33)

Tomando la ley de Ohm generalizada (4-2), la ley de Faraday se puede escribir en términos de la funcién
de flujo ¥ como

8
"gt"'i‘U'v\P—-O (4 - 34).
Adema3s,
- = bU 1 -
AB=ﬁ—§EV’I"C (4—35)

Se tomaran las signientes condiciones en la frontera, con & el vector unitario normal a ésta y hacia
afuera '
?

-

ER==-flyp =B iy, =0 (4 - 36)

Entonces, considerando a las ecuaciones (4-1), (4-2), (4-3), (4-31),la ley de Faraday-Ohm (4-34), {4-35) y
(4-36), se puede demostrar que las derivadas parciales temporales de las siguientes cantidades, H, la energia
gin considerar el flujo, # =0, C y E son nulas.

_0H 8 1 - -
H‘“'é?‘& (QB +Pe(P:3)) dv =0 (4 - 37),
8C B [ s A O [ 2 _
=% ._Esz('II)A de_at/[m () + L(Z)pR-2dV =0, (4 -38)

8E 3
Et_ﬁ?_a/pG(\I’,s)dV—U, (4 - 39)

donde L(¥) es una funcién arbitraria de ¥ y G = G(¥, s) una funcién arbitrariade ¥ y s, que se identificard
mas adelante con la “entalpia especifica”. Extremizando

d{H+C+ EY=0, {4 — 40)

sujeta a las variaciones independientes de 8%, &b, dp y &3, se concluye para cada variacién que:

5T : —RIAG + F' (TR0 + pGu(¥,s) =0 (4 — 41)
§b:bR™24+ F()R™2=0 (4 - 42)
dp:e+pe,+G(¥U,s8)=0 (4-43)
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33 : pe, + pGoe(¥,8) =0 (4 — 44)

En donde se definic F(¥) = $L'(T) + L{¥). De (4-33), se ve que (4—43) y (4-44) son equivalentes; y de
(4-32), G(¥,s) = —h(p,s). De (4-41) y (4-42), se concluye que se debe cumplir, precisamente la ec.(4-20),
de Grad-Shafranov”.

Al considerar la ecuacién de Grad-Shafranov se observa que contiene dos funciones libres p y 4. Con
la finalidad de obtener condicicnes que determinen de alguna manera estas funciones se pueden buscar
otros principios variacionales. Siguiendo a Kadomtsev®, es posible mostrar, un principio variacional sobre la
energia “potencial®®, que proporciona la consistencia de los perfiles para la corriente y la presién '9. Aquir
se referird al radio menor del tokamak, mientras que R es el radio mayor. Como la componente del campo
magnético toroidal (Br) se puede considerar practicamente constante'!, respecto a r, se puede tomar que la
energia s6lo depende de la componente poloidal del campo (By), ¥ que es igual a

d¥ _ rBry
=% "R’

con p = 1,y qigual al factor de seguridad. definido por la ec.(4-45), asi que la energia es igual a

7
lfpfrdr}. (4 — 46)

Ahora bien, se puede considerar que g = u(r), p = p(r) ¥y j = j(r), dentro de la regién de coninamiento
mencionada en el capitulo III (o sea, donde no hay procesos de reconexién magnética), lo que implica que
p=plp) y 7= j{u). Si se constrine ademds a (4-46), bajo el supuesto de que la corriente total se conserva,
entonces, se propone un principio variacional sobre una nueva cantidad F a extremizar, para hallar estados

estacionarios, definida por
Fe2 [B§d+——1——/ d+‘f‘rdr (4 — 47)
=27 Er r P prdr+Af j . )

Con A un multiplicador Lagrangiano. Tomando el extremal respecto a ¥, haciendo una integracién por
partes sobre d¥ v sabiendo de (4-45) que

(4 — 45)

2
W:er[_[—airdr-i- 1
8T e

L _d¥

se obtiene R d 2B i d
5F=__ F= [’"_RTFE j1dp+4 Ad]aqxdr_ | (4 — 49)

Al considerar la siguiente dependencia de p y j con u: p = pou® y § = jou®, por ser la més simple y
sustituirla en el integrando de (4-49), que debe de ser nulo para el extremal, se encuentra que u(r? + a?) =
const, donde a? es una constante dada por:

R '
o? =815y [ Po +)\Jo] (4 - 50)

Herrers J.J.E, y Almugucr J.A., 111 Taller latincameticana de flaica de plasmas, Santiago, Chilc (1988). Una versién mis gensral de cate priscipic
variacional que incluyc cl Ltérmino relacionado s la existencia de flujo, en la e¢. (4-37) -la energia cinética- we puede encontrac en, Almaguer J.A., Hameiri
E., Herrera J,, Holm D.D., Phys. Fluide 31, 1930 {1988).

Kadomtasev 13.13., Sov. J. Plasma Phys, 13, 443 (1987).

8 Ver la discusitn de Ia ec.(4-31), del libro de Schmidt, Op. cit,
10 Como fur notado por Coppi B., Comm. Plasma Phys. Controlled Fumion, 3, 261 (1080}, o sabido que la densidad, Ia donsidad de corriente y la
temperkture en un tokamak, son funcionce mondtonamente decrecientes de T on ¢l cotado catacionsrio. A cuto se refiere unc al hablar da consistencia de loa
perfiles de la funeidn correapondiente,

Var la discusién que lleva a la ec.{117) del capltulo 111 del libro de Haseltine, Op, cit,
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Imponiendo que u(r = 0) = 1, que es la condicién impuesta por los proceses de reconexién magnética
presentes en el centro {manifestada por oscilaciones de diente de sierra en la emisién de rayos X}, se concluye
que

p=1+p) =1+ =01+ 007", (4 -51).
donde p = I-. De (4-51), se encuentra que bajo este principio variacional la forma de los pérfiles para j y
p concuerdan cualitativamente con los resultados experimentales. Adem4s resulta que en el estado relajado,
la energia minima no depende de la presién del plasma; en efecto, tomando A = 0 y sustituyendo (4-51) ¥
(4-50) en (4-46), se concluye que

2 2 -
Winin = 41%: [ [r? + ;-‘T—r] (2r dr. (4 — 52)

Para finalizar esta seccin, nétese que lo relevante aqui, es que también fue posible hallar una expresién
para la forma, del perfil de la presién.



APENDICE AL CAPITULO IV. En este apéndice se dard una demostracién de la constancia de la
helicidad magnética en un plasma ideal, con conductividad infinita. Sacando al derivada temporal de (4-9),

se tiene . .

K dB - 84 4 I, -

— = — A+ . = 7 . (T 3 1

51 5 At 5 Bdz /[Vx(uxB) A+B (va+Vx)]da:, (1)
ya que de la ley de Faraday y de Ohm generalizada, ec. (4-2}, para un plasma con conductividad infinita se
tiene:

8B * 84
_= 7] = -_ 2
i V x (7 x B) ant, (2)
y de aqui ’
A ~
%—t=ﬁxB+Vx, (3)

para una funcién x. Integrando por partes a la ec.(1) y usando el tecrema de la divergencia se obtiene:
oK =+ - -
E=/d8‘x(ﬁ'xB)-A+/B-desa: (4)

Considerando las condiciones de frontera d§ - = dS - B = 0, la integral de superficie se anula, entonces,
utilizando el teorema de la divergencia, que ¥V - B = 0 y la condicién de frontera para B se llega a

aK

5 E-deszzjv-ﬁxdaxzfxﬁ-dg=O. (5)
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CAPITULO V. MINIMIZACION DE LA PRODUCCION DE ENTROPIA PARA CAR-
ACTERIZAR ESTADOS RELAJADOS DEL PLASMA.

It is easy to show that if the steady states occur sufficiently close to equilibrium states they may be characterized by an
extremum principle according to which the entropy production has its minimum value at the steady state compatible with the
prescribed conditions (constraints), to be specified in each case.... '

... The theorem of minimum entropy production {I. Prigogine, 1945) is very general as it applies to all nop-equilibrium
steady states whatever the nature of the constraints. On the other band this theorem is also subject to severe restriccions
as it is only valid in the range of linear thermodynamics of irreversible processes and when in addition the phenomenclogical
coefficients may be considered as constants satisfying the Onsager relations ...

1. Prigogine y P. Glansdorff. Thermodynamics theory of structure, stability and fluctuations.

En la subseccién 3.2 se hizo notar que, para sistemnas abiertos, para saber cudles estados relajados (o
estacionarios) eran posibles, era necesario que se cumpliera un principio extremal sobre la derivada temporal
de la entropfa, y se mencioné que est4 realcionada con la produccién de entropial. Sin embargo, con la teoria
de Minardi ahi expuesta, no se incorporé una dependencia sobre variables de estado termodindmicas como
la presién, sino que sélo se trabajé con cantidades magnéticas, habiéndo obtenido esto de la teoria de la
informacién. En el capitulo IV, por otro lado, se incorpor6 esta dependencia pero en la energia, sugiriendo
que el essado estacionario se caracteriza por la extremizacién de la energfa, no s6lo magnética. En esta
seccién, haciendo uso de la ec.(2.1.1-26) y la aproximacién de que es posible considerar al plasma como un
gas ideal?, se propone® que la entropia del plasma estd dada, para cada especie, por:

3 i
Se,i =n,:ln R =7,iln Pesi . {5 —1)
Ne, i na'.

Tomando en cuenta el siguiente conjunto de ecuaciones MHD? y las ecuaciones de Maxwell,

%’;i+v-(nﬁ)=o, (5-2)
a - . o o

mn(a+u~V)u=—Vp—V‘H+JxB, (5-3)

™ = - =1
E+axB-F+(Vp +V M- TxB)—=0, (5 —4)
igp: -~V d+ épa+ﬂ-a—ﬁ,,--{ +E-J+@ (Vp+V-I1-Jx B), (5—15)

ot 2 2 ) en
V-B=0, (5-6)
VxB=1], (5-7)
ﬁ:-%ﬁ-VT+ﬁ-.ﬂ (5-8)
+T
Q'=-R-VT—;8-J€, (5—-9)
J = en(vi - v2); (5-10)
Ver, por ejemplo, Garcla-Colfn L., "l‘ermadlntmlcl dc procesos irreversibles, cap. IV, Ed. U.A.M.l., México (1990). No son la misma coss porque la
produccién de entrapla E de define por — = —v F + E dunde g ca un flujo de entropia.

Para mas detalles, ver, Balesru R. Ethhrium and ponequilibrium statistical mechanics, Ed. Kricger Publishing Co., E.U. A, {1991).
3 Ver, Kucinaky M. Y., Plaama Phys. Controlled Fusion 40, 111-125 {1998).

1 Ver, Balescu R. Transport Processes in plasmas, Vol, I, Ed. NHPC, Holanda (1948)
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se puede demostrar que la produccién de entropia total (¥), que es la suma de las producciones de entropia
de cada especie es®:

1 ™ . _ . J. vr (V-Iw-(v-i)- (L
2= pmdfans) + o ) -G ) T &), -

T en’ T2 T

En estas ecuaciones, F esla fuerza anisotrépica sobre los electrones debida a colisiones con iones y ¢ es
el flujo de calor; II y II, son los tensores de viscosidad del fluido y los electrones respectivamente; 7, 8, &
son respectivamente log tensores de resistividad eléctrica, y de las conductividades termoeléctrica y térmica.

Antes de continuar, es digno de notar que la ecuacién para la produccién de entropia de una especie, a
partir de la cual se dedujo (5-11), puede ser derivada de las respectivas ecuaciones cinéticas, m4s precisamente,
de la expresién para la entropfa que se vio en la seccién 2.1.; ya sea, que se considere el término de colisiones
de Boltzmann®, o el término de colisiones de Landau (K®*?)7. En este caso, la produccién de entropia es

;= —n,‘.--[[n fei(, %, )P dip (5 -12)

Para aplicar el principio variacional, se supondrid ademds, que se tiene un equilibrio de presién cer-
canamente establecido, siendo que el plasma continua evolucionando hacia una configuracién éptima, lo
suficientemente lento como para que el equilibrio MHD se mantenga, es decir, que de (5-3), se debe de
cumplir para el estado estético

0 & —Vpg + Jo x By. (5 —13)

Esto quiere decir, que se tiene una configuracién del plasma, tal que se puede hablar de superficies
magnéticas; y recordando lo expuesto en el capitulo IV, corresponde también a un estado de equilibrio
obtenido por la minimizacién de la energia del plasma. Si se supone ademads, que se tiene una razén de
aspecto grande (§ — 0}, con un tokamak de seccién circular, se pueden escoger como coordenadas, las
“citindricas” (r,f,¢), en donde i, la coordenada angular toroidal se hace corresponder con la coordenada z;
entonces debido a las suposiciones anteriores, toda derivada en € y ¢ se cancela. Ademds, por otro lado,
B, =0, dado que se esta suponiendo la formacidn de superficies magnéticas axisimétricas.

La ec.(5-13) se debe de afiadir como constriccion. Para hacerlo, es m4s apropiado expresarlo en términos
de la g, poloidal del plasma, que cumple con®

< R?*B},>,~ < R?B},>,

=1 5-14
Fp=1+ < R?B%,>, ’ ( )
I8
donde,
8, = 2<p>,
PT < B>,

R = Ry(1 — ercosf),

2 Ver, Kucisky op. cit. En realidad se pucde considerar para una deduccién mia directa de la ee.{2.4.-11), las ecusciones de continuidad y energia para
cada eapecie. Si ac deses pucde versc la derivacién complcia en Balescu op. cit, Transpori. ., cap. 115
6 Ver, Garcla-Colin L., Tearfa cindtica de loa guses, Ed. U.A.M.1. México (1990).
Ver, Balescu op, cit., cap, 8. Otra demostracién mas directa se puede hallar en ¢l libra de Masur P, y da Groot 5.K,, Non-cquilibrium thermodynamics,
Ed. NHPQ, cap. IX, §1, tHolands (1962). El por qué la produccién de entropla es minima para catados estacicnarios, cusndo se considera una termodindmica
irreversible linea! [es decir, que los coeficientes de Onsager cumplen con ser: a) simédtricos (ver Ja demostracién dada por Lewis R.M., Journal Math. Phys. B,
1448 (1967)) y b) independicntes del Viempo; lo que relaciona lincalmente a los flujos con las fucrsws termodindmicas] se puede ver en ¢l eapltulo V de éute

1ibro, o ai e desea ver preferentemente la demostracién original en ei libro de 1. Prigogine op, cit. cap. 1X,

Ver, Haseltine Op. cit.
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1
E= '}E,
< Byg>s
< B3>s'

fdeE2w2Ro < f>,,

l;

[fda =4n’Ro < f>o,

entonces, la constriccién que implica la ec.(5-13), para razones de aspecto grandes, se escribe como

2 2 2
R =5, — %)df_l[R_?(Bg ~AB2))do =0, (5 —16)
Ry 2 2/ R® %

con dr indicando una integracién sobre el volumen y do sobre la superficie del plasma, A el pardmetro de
Shafranov, que mide el desplazamiento de los centros de las superficies magnéticas y R siendo el radio mayor
del tokamak.

Otras dos consitricciones adicionales a considerar son que al sistema se le inyecta helicidad de manera que
* quede constante esta cantidad y que el flujo toroxda.l de campo magnétlco es constante. Tomando las partes
paralela y perpendicular al campo magnético de F como F = i-J=md)+ns J1 1 ¥ que las contribuciones
debidas a la viscosidad y a la fuerza termoeléctrica son despreciables de la ec.(5-4), se concluye la siguiente
constriccién de helicidad constante

/Fb'godT=/W||-j|'|'§ndT:0- (5 —17)
De la constancia del flujo toroidal,
/}_';"o cB,dr = /Bow dr = constante. (b —18)

A fin de aplicar el principio variacional, se tomarén en cuenta variaciones s6lo en B, manteniendo como
fijo el perfil de la temperatura Tg, asi que, a fin de resolver la ecuacién de “Euler” que resulte, se supondrd
conocida una forma bien definida de! perfil para Ty, dada por Tp(r) =1 — 0.97* (recuérdese la forma de las
soluciones para la presién propuestas por Kadomtsev, ec.(4-46); se mostrard mas adelante una manera de
obtener la forma de los perfiles de temperatura y densidad), con ;}"—'LL = constante, 1 To'?ﬁ. La cantidad a
variat es,

_ B R?
F = f[ ST+ A Bo¢+,\2n”.1 B+)\3§0 (B3, 209)] dr — o (B2, —ABY)do.  (5-19)

Aqui A, Az ¥ A3 son multiplicadores de Lagrange.
Eliminando el subindice {0 en B y tomando el extremal de F anterior, queda

5 o = (F X = R?
]5B-Gd‘r+/d0-53 X (-f-i- ?21)”3) —4\3[ E.J—(Bv,éBw-ABgéBg) do =1, (6 —20)
con
5 F m\ J- B F, = 1 5 5 .
G= VXT - (1 - %) T —,ﬁL— + A€y +2h2(mJ + §Vn|i % B} + A3(2B,é, — Bséy). (5 —21)

Se puede concluir que G = 0,y de las condiciones de frontera que vienen de las integrales de superficie, se
obtiene

Fy /\2
(SB ( T ?T]"Bg + ’\339’) =0, (5 - 22)
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A
21’I||B + /\aABo) =0. (5 ~23)

F,
B
(B
Cabe aclarar que se ha tomado R = Rg, en estas tres Ultimas ecuaciones. Definiendo Y= g, las compo-
nentes de (5-21) igualadas a cero conducen a las siguientes ecuaciones de Euler,

dY 1’]” d
I +[1- L uYig— 24\2(77"-]9 el ) + Az Bg =0, (5 — 24)
1d d
~—(rYs) - ( o ) BY 1o+ A+ da(mydo — 5 ”“ —4Bg) +2)3B, =0, (5 — 25)
que se resuelven junto con la ecuacién de Ampere, (5-7), obteniendo
dB,
—L 4+ 0y =0, (5 — 26)
dr
1d{rBy) _
e -J, =0, {5 -27)
_J-B
u= B2’
Y,By - Yy B
Yig = -2 2B,,
Y.By —YyB
YJ_(;‘J =2 B2 2 BG’

- n") )
L=2(y,- (1= vy},
" n”('ﬁ ( N Ly )

T
Jg=—(Yg—(-ﬂ)ng).

il nL

Finalmente de las ecuaciones (5-22) y (5-23), se tienen las condiciones de frontera

A
Yy + —2"117"38 + 3B, =0, (5 — 28)
Y, + 22 =0;
e T E—T]"Bg, + MABy =10 (5 - 29)
Junto con:

Yo(0) =1,

Y(0) =1, )

Bg(0) = 0.

Al resolver numéricamente, proporcionan perfiles para la corriente toroidal y el gradiente de presién que
concuerdan, de acuerdo a Kucinsky, con los resultados mencionados anteriormente, acerca de la consistencia
de perfiles para la corriente y la presién (ver las siguientes graficas). Aqui cabe sefialar que el perfil para la
derivada radial de la presién se obtiene después de hallar las soluciones numéricas para By J, y sustituirlas

en la ec.(5-13).
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RFP. Typical results. mfnL =05,
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Tokamaks. ny /iy = 0.5 8,(0) = [.5; ——corresponds (o (fy, f;) = {0.488, 1.58),
------ 10 {(Fp. i) = (0713, 1.37) and - - - <10 (B, ) = (111, 1.01). p' becomes positive in the
edge for (8,.4) = (0.488, 1.58).
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Para hallar éstas fue necesario proponer una solucién conocida para el perfil de la temperatura; sin
embargo, es posible obtener informacién sobre el perfil radial utilizando® la ec.(5-11), considerando los
términos en los que aparece la temperatura y haciendo la suposicién de que no hay flujo 7 = 0 (los términos
que tienen que ver con la viscosidad, por tanto, tampoco contribuyen), entonces la produccién de entropia
global a extremizar es,

o= /[nﬁ + n(—‘;-f;lz] dr (5 - 30)

Se debe notar que se obtienen con este procedimento leyes de escalamiento para k. Es posible ahora
considerar dos alternativas:

(a). Si el plasma es calentado ochmicamente, J(r) puede ser también funcién de la temperatura a través
de la ley de Ohm (J ~ n~1)

. = o E E,
FT=dyj+dl=—0L 4 2
! (@) ()
Suponiendo a su vez que E(r) = eomstante, como se observa experimentalmente, entonces
Ey
Jy= =
Ll

Se considera que J| 3> J. y que,

dr = constante,

/’ &y (V4 T)?
T2

ya que s6lo se estd interesado en los gradientes perpendiculares de temperatura que son mas grandes que los
paralelos, pues el transporte térmico paralelo es mucho maés efectivo. Mds aiin, los perfiles radiales no son
influenciados por los gradientes paralelos, y por eso, la integral se puede considerar constante. Se toma

n= = m;qﬂ”f"”,

NERJ_ZNJ_Oﬁ“TG,

con vy, p y o arbitrarios. Se esperariatenerquey =0y -y = —%, ya que la resistividad paralela es usualmente
cldsica (o neocldsica, refiriendose por este nombre a la dependencia de los coeficientes de transporte que tiene
que ver con la geometria toroidal del tokamak). Entonces, extremizando (5-30), en sus términos que mas
contribuyen, se obtiene

“§o =6 f kool AAVTY! 4 s T4V, T)) dr
- / kxo[A(L + P)A—EVF-T=0 ¢ (& = 2y (VT)? + 2927
+2uV(Ind) - VI~ 2T dr =0, (5 - 31)
a’E'ﬁo

mosLaTo”
De (5-31) se concluye que

con A=

AQ + PaErTre 4 (a = 2T (VT)? 42927 + 2uV(Ind) - VI =0 (5 — 32)

9 Ver, Martineil J.J. ct. al., Plasma Phys, Controlled Fusion 34, #77 (1992).
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Dado que T'(r) tiene experimentalmente forma de tipo gaussiana, la ec.(5-32) se puede comparar con la
ecuaci6n diferencial para una funcién gaussiana F(r) = Fyexp(—p(§)?), 7 = L; que se expresa por

pF* — (VF)* + FV*F =0. (5 —33)

Al comparar (5-32) y (5-33) se consideran dos casos particulares: (i} n(r) constante, entonces, a =
—({7v + 1), que implica que a < 0, condiciona la solucién gaussiana. Para obtener un pico centrado de T'(r}
es necesario que a < 2. (ii). En el caso particular en que n(r) = T(r}, la ec.(5-32) es una solucién gaussiana
siempre que o+ 2 =0y p—~v =7+ 1, y para que T'(r) esté centrada se necesita que @ < 2(1 — ), asf que
a depende del escalamiento en la densidad.

(b). En caso de que J{r) sea tomada como una funcién independiente de la temperatura a determinar,
entonces al sacar la variacidn de o se tiene

o= f ko[ARYTY L JR(r) + AT (VL)% dr (5 — 34)

do = — f r1oTe AL - M)JRRR T 4 (a - 9T HVT)? + 29T
+2uV(Inf) - VI)dr =0 (5 —35)
Lo que implica
AQ =) I FRETT 4 (o = T (VD) + 2V°T + 2uV(lnn) - VT = 0. (5 — 36)
(i). Para J{r) y n(r) constantes, se encuentra que T'(r) es gaussiana si ¥ — a > 1, que descarta todos
los modelos conocidos de k1 cuando 7y tiene un escalamiento clasico, posible de la condicién ¥ < 1 que
también se deduce de (5-36). (ii). En el caso de que J(r)} y n(r) sean funciones decrecientes, que es una

. situacién real, el exponente de T'(r) en el primer términe puede ser mas pequeiio, y se pueden tener valeres
maés grandes de a.
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CAPITULO VI. EL PRINCIPIO VARIACIONAL SOBRE LA PRODUCCION DE EN-
TROPIA PARA LA OBTENCION DE PERFILES DE DENSIDAD Y TEMPERATURA.

Toda la gracia de la fisica est4 en saber hacer aproximaciones adecuadas.

Mutatis mutandis: Dr. Virgilic Beltrdn Lépez. In memoriam.

Hasta ahora se ha visto que es posible caracterizar estados relajados de plasmas confinados magné-
ticamente via procedimientos variacionales sobre la energia, la entropia y la produccién de entropia; y en
el caso correspondiente hallar la forma de los pérfiles de corriente, presién y/o temperatura, Esto es claro
de la lectura de los dos Gltimos capitulos. En esta dltima parte de la tesis, el que escribe propone una
manera de hallar la forma del perfil de densidad, junto con el de temperatura, a partir de un principio
variacional sobre la produccién de entropia. En oposicién al final de la secci6n precedente, se verd que es
posible hallar pérfiles de temperatura gaussianos, sin hacer suposiciones adicionales sobre la dependencia
en 7 de la densidad n(r). Para esto considérese la expresién de la produccién de entropia, ec.(5-30), pero

aftadiendo el término ﬁ"(—?l}ﬂ- Cabe hacer notorio que la razén de conductividades térmicas cldsicas esta
# 3
dada por Z= 4.35x1021%,que para valores tipicos del tokamak de T = 2keV, B=25kGyn=

Kle

3210'3¢m—3, implica que ﬂ_ s 2.4z10'*, que es un valor grande; ahora bien, es sabido experimentalmente
que Kj tiene log valores prédichos por la teoria colisional cldsica, mientras que £, puede aumentar su
valor por dos efectos: a) Por las drbitas de las particulas no colisionales que giran en la geometria curva
del tokamak, efecto de transporte, llamado neoclasico, y b) Por efectos debidos a microinestabilidades que
incrementan el valor de la frecuencia de colisidn efectiva. Asi que en lo siguiente se supondrd que k), se
comporta de manera anémala, al tomar en cuenta su contribucién en la siguiente integrall. Otra vez, se
supone que Jy > J, asi que el término con J, de ¢ se toma como despreciable. Como se sabe, también se
cumple con la condicién VT « V T'. Entonces,

Ydr. 6-1)

Vidy® | (VT | ko (VLT)?
=f( T Tt

Se tiene en cuenta nuevamente que
= Zio
= ’
il

con 7 la resistividad eléctrica parallela al campo magnético.

m = T,
.. n
A= —,

ng
- T
T=—,

T

Ky = fc_l_oﬁ.pTa.

A posteriori se vera que debido a la forma experimental del perfil de i, que debe de tener una dependencia
en forma de pardbola en 7, desplazada a lo largo del eje A, es necesario considerar el transporte paralelo, y
suponer que éste varfa de acuerdo a )
Ky = KA TS

Esto con el fin de poder, también, hallar soluciones analiticas. A
Sustituyendo estas dltimas igualdades en {6-1) y tomando la variacién con respecto a 7" se obtiene

A(1 + ’y)ﬁ—#—l‘j"’!"‘“ + "Ho(ﬂf — 2)T“1(V"T)2 + 25”0Vﬁ'j‘1 + 2n||0pv||(lnﬁ.) . V"T-l'

1 Ver ln discunidn ca Freidberg J.P.. Rev. Mod. Phys. 34, 801 (1082),
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+x10(a — Z)T“‘(Vif‘f + 2EJ_QV1T+
+2x10u4V e (na) - V. T =0, 6-2)

con A= By
LITEE

Tomando la variacién con respecto a fi, se tendra
—Avia ™I gt T T2 (VT + kpopat I TRV LT = 0. (6 —3)
Despejando # de la ec.(6-3) y sustituyendo en (6-2), y tomando como que V = z%é yV,.= -58;1: (s6lo
se hace un cambio de coordenadas), entonces,
—g[fino(V" TY + k1o(VLTY] + 2[N||0Vﬁj1 +k1oVET)-
4C[KA,VuT - (VuT - V) VLT + 6§y T - (7T - V)9 77

ol VD [+ 2

KLo{VLT)2

_4CN||o!€J_a[VJ_T . (V"fl?1 . VJ_)V|ET + V”T . (V_L'f - V")V,LT]

k10(VLT)? [1 + —Hzglﬁ;]

donde
1
BE( _:7);1+(a—2)—20(a+"/+1),
c=F_.
b+

. R sy 2
Ahora bien, ya que | V1T 3| VT |, entonces a orden uno en (%) se puede aproximar (6-4) por

B N - N N -
—E[K‘”O(VIIT).Z + Kio (V_LT)‘Z] + T[IGHOVﬁT + nLuViT]

ZCK.J_()TV_LT (VJ_T VJ_)V_LT
(VLT)?

~0 (6 - 5)

Proponiendo ahora una solucién para T  con la técnica de separacién de variables, tal que T = To(r) fol2),
con folz) una funcién periédica en la variable z, se llega finalmente a una ecuacién diferencial para Ty dada

por
2
Lo‘ﬂf“ 7 (%) ]Tg‘g‘f"& (‘i") e - 205 R w0 6-6)

siendo £ = i‘-:l-ﬂ La ec.(6-6) es una ecuacién del tipo de una gaussiana para Tg, ec.(5-33). De la ec.(6-

10), a posteriori, se puede sugerir que fo = e'*, para hallar soluciones acordes al resultado fenomenol6zico,
obviamente tomando T" y # iguales a lag partes reales y la ec.(6-6), queda entonces como.

$-1 . B (dh\' & )
G To ('dT) ThgE ~0 6-7)

Para que la ec.(6-7) sea igual a la ec.(5-33), se debe tener £ = 1-2C, y de aqui la ec.(6-7} se transforma
en

2CTE (ﬁ)2+T d2T,

2 6 —
€ dr s} d‘l"2 0? ( 8)
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con solucién dada por

N 2C F., Cryo Chjo o
=T* —a (V) = - 6-G
To(F) = T exp| : (507 1/%m exp =g | (6-9)
con Ty una constante de normalizacién. De la ec.(6-3),
_atrtl _aty+l
T3 ()

. = (6 - 10)
{F‘("CIIU (}'16 %tf') + 45_1_01’27‘2]} -

A(F) =

Para que la ec.(6-9) pueda dar un perfil parabdlico se requiere que i + v < 0, lo que implica que ¢ < 0
ya+vy+12>20,yp= % > 0, son las condiciones necesarias para los pardmetros. Ademds es necesario,
para que la ec.(6-10) represente soluciones fenomenolégicas, que exista en # = 0 para 7, lo cual se cumple
cuando —-% eg igual a un namero fraccional positivo, no entero.

Experimentalmente se ha confirmado el valor cldsico de v = —% y, por ejemplo, Tang? propone que
a € [3,2]. Sise toma el valor & = %, se tiene un caso particular interesante en el que la dependencia
exponencial en (6-10) se cancela, igualdndose a la unidad, y entonces, la dependencia de /i con 7 corresponde
més adecuadamente a los resultados experimentales. Ademads debe observarse que se supuso una dependencia
andémala en las componentes de transporte, tal que p y v no estén cercanos de ser nulos, puesto que para
las expresiones clasicas v = p = 0, y que &jo ¥ K10 no difieran mucho entre si, es decir, que &jo no sea
desproporcionadamente grande, como ocurre en el caso cldsico, para evitar que para otros valores de a, la
exponencial en (6-8) dé la dependencia mds importante de 7 respecto a 7, que domine al denominador.

Como se ve de lo desarrollado anteriormente, es posible obtener, entonces, la forma de los perfiles de
temperatura y densidad del mismo principio variacional sobre la produccién de entropia, sin necesidad de
hacer suposiciones adicionales acerca de la relacién entre la densidad y temperatura, como se hizo al final
del capitulo anterior.

2 Tang W.M., Nucl. Fuaion, 26, 1605 {1988).




CONCLUSION.

En realidad nadie puede despreciar impunemente a la dialéctica. Por mucho desdén que se sienta por todo lo que sea
pensamiento tedrico, no es posible, sin recurrir a él, relacionar entre si dos hechos naturales o penetrar en la relacidn que entre
ellos existe. Lo unico que cabe preguntarse es si se piensa acertadamente 0 no, y no cabe duda de que el desdén de la teorfa
constituye el camino mdés seguro para pensar de un modo naturalista, ¥ por tanto, falso. Y el pensamiento falso, cuando se
le lleva a sus ultimas consecuencias, conduce generalmente, segin una ley dialéctica de ya de antiguo conocida, a lo contrario
de su punto de partida. Por donde el desprecio empirico por la dialéctica acarrea el castigo a arrastrar a algunos de los més
frios empiricos a la m4s necia de todas las superticiones, al moderno espiritismo.... En realidad, el simple empirismo es incapaz
de bhacer frente a los espiritistas y refutarlos. En primer lugar, porque los fenémenos “superiores” no aparecen sino cuando el
“investigador” en cuestién se halla tan obnubiflado, que 86lo quiere ver lo que quiere ver, como el propio Crookes
lo describe, con un candor tan inimitable. Y, en segundo lugar, porque a los espiritistas les tiene sin cuidado el que cientos
de supuestos hechos resulten ser un fraude y decenas de supuestos mediums sean desenmascarados como vulgares estafadores.
Mientras no se hayan descartado, uno por uno, t0dos los supuestos portentos siempre les quedara terreno bastante donde
pisar, como claramente nos lo dice Wallace, con motivo de las fotografias falsificadas. La existencia de falsificaciones no hace
maés que probar la autenticidad de las verdaderas.

De este modo, el empirismo se ve obligado a rechazar con reflexiones tedricas la pegajosa insistencia de los visionarios, ya
que los experimentos empiricos no bastan, y a decir, con Huxley:

“ Lo dnico bueno que, a mi juicio, podria ponerse de manifiesto, al demostrar la verdad del espiritismo, seria suministrar
un nueve argurmento en contra del suicidio. jAntes vivir como un barrendero que decir necedades desde el reino de los muertos
por boca de un medium que se alquila a razdn de viente chelines por sesién!™

F. Engels. Dialéctica de la naturaleza.

Con la presente tesis, se muestra que es posible hallar los perfiles de corriente, temperatura, presién y
densidad de un plasma magnetizado, haciendo uso de principios variacionales sobre la energia, la entropia y
la produccién de entropfa, principios que son itiles para dar una interpretacién mds sencilla de la existencia
de estos perfiles, que la que vendria de analizar las microinestabilidades, con una teoria no lineal, del plasmal.
Se ha mostrado que para caracterizar estados de equilibrio en el caso del pinch de campo invertido sélo es
necesario vecurrir a, vasea el principic de minimizacion de la energia magnética'o al principio Jde maximizacion’
de entropia, que estan relacionados. En el caso del tokamak, es necesario recurrir a un principio variacional
sobre la energia total del plasma para hallar un estado de equilibrio mecénico “estatico”, que se supone que
se sostiene, mientras el plasma se relaja a un estado que minimiza la produccién de entropia; asf, con este
iltimo principio variacional ha sido posible hallar la consistencia de los perfiles comentados anteriormente.
Se puede ver, en particular, que en el ltimo capitulo se contribuyo a hallar la forma del perfil de densidad
y temperatura, utilizando este principio.

Ademds de estos principios, existe otra linea que no se ha mencionado en el presente trabajo pero que
vale la pena comentar brevemente. Esta se refiere a un principio variacional de minimizacién de la disipacién
de energfa. De acuerdo a Montgomery y Phillips®, se puede identificar el principio extremal de minima tasa
de disipacién de energia (via calentamiento Joule), con el principio de minimizacién de la produccién de
entropia, siendo éste dltimo mucho mas general, haciéndolos equivalentes en el caso en que se consideren sélo
contribuciones en la energia interna, excluyendo un trabajo hecho sobre el sistema (ver el primer término
a la derecha de la ec.(5-11)) vy tomando a la temperatura como constante y uniforme. Esta propuesta de
Montgomery es también una generalizacién de un principio enunciado por Helmholtz, Korteweg y Rayleigh*
para fluidos, unido a un principio enunciado inicialmente por Chandrasekhar y Woltjer® para la determinacién
de campos libres de fuerzas, que propone minimizar el calentamiento Joule con cierto valor constante de la
resistencia dhmica (se supone un plasma resistivo}, sujeto a la constancia de la energfa magnética. Asi,
Montgomery y Phillips, en el apéndice B de op. cit., muestran su extensién al formalismo MHD, de este
principio de minima tasa de disipacién. En este articulo se muestra que al constrefiir el calentamiento Joule
aque < j- B > sea constante (los corchetes indican un promedio espacial) y que et flujo toroidal magnético

Ver, por cjemplo, la discusién en el capliulo 9 de Kndomtsey B.B., Tokamak Plasma: A Complex Physical System, op. cit.
Montgomery D, y Phillipa L., Phys. Rev. A, 38, 2063-2904 (1088).

Ver, Lamb H., Hydrodinamica, ﬁn edicién, Bd. Dover, New York, pag. 617-819 (1945).

L -

Chandrasekhar §, Woltjer L, Proc. N. A. 5., vol. 44, No. 4.1988.
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Sea una constante cinemdética, entonces debe cumplirse la ecuacién de Euler-Lagrange:
Vxj+aj+Vs=0.

Con a un multiplicador de Lagrange y s una funcién general que no depende del tiempo, pero si de
la posicién. A partir de la ecuacién anterior, es posible hallar la forma de los perfiles de corriente para el
pinch de campo invertido, consistentes con los resultados experimentales®, y que se puede comparar con los
resultados obtenidos antes en el capitulo III acerca de la maximizacién de la entropia, que se “define” con la
teoria de la informacién y con aquel del capitulo IV, acerca de extremizar la energifa magnética constrefiida a
la conservacién de la helicidad magnética. Con esto dicho, se espera que el lector note la imagen de conjunto
de estas conclusiones.

Despues del trabajo de Montgomery, han sido publicados otros artfculos relacionados a la minimizacién
de la disipacién chmica con distintas costricciones, v. gr., que [ nj - Bdr sea fija y v Bdr =07; y otra
propuesta®, constrefiida a la constancia de la helicidad magnética, que también permiten hallar los pérfiles
de corriente experimentales.

Se sugiere sl lector, leer o] mrifculo original de Montgomery, para ver la técnica de solucién de csta ecuacidn, junto con el articulo de Chandrasckhar
5. y Kendall P.C., Astrophys. J. 128, 457-480 (1957), ¥ ol libro de Morse P.M. y Feshbach H., Methods of theoretical physica, BEd. MacGraw-Hill, BE.U.N.A,
pp.1762-1767 (1963).
7 Bevir M.R. ct. al., Plaama Phys. Controlled Fusion, 34, 133-149 (1993).

Dasgupts B, et. al., Phys, Rew. Lett., vol. 81, No. 15, pag. 3144-3147, 1998,
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