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Introducción 

El objetivo fundamental de este trabajo de tesis, es analizar diversos criterios para estudiar las 

propiedades de localización electrónica en sistemas desordenados, periódicos y cuasi periódicos. 

Como se verá, los métodos usados tradicionalmente presentan algunos problemas, por lo cual 

se desarrolla un nuevo método basado en las propiedades de escalamiento de las bandas elec

trónicas. El método se aplicará a la ecuación de Harper en una dimensión debido a que este 

sistema presenta diversos tipos de localización electrónica. 

Con el objeto de enmarcar el presente trabajo, la estructura de la tesis tiene el siguiente 

formato: en el capítulo 1 se da una introducción general sobre el tema a desarrollar. 

En el capítulo 2\ se realizará una breve revisión de ios métodos usuales de análisis para 

encontrar propiedades de localización y el espectro de energías. Para ello se utiliza el método 

de la matriz de transferencia para cadenas en una dimensión; también se presenta una discusión 

sobre el llamado exponente de Lyapunov, que es utilizado para medir la longitud de localización 

de las funciones de onda. En particular, se mostrará que estos exponentes presentan algunos 

problemas prácticos, aun cuando su uso está muy extendido en la literatura sobre el tema. Por 

ello, en el capítulo 2 se introduce el escalamiento de bandas como una herramienta de diagnóstico 

para encontrar la localización y eventualmente se verá que esto lleva a una conexión natural 

con la teoría de sistemas no-lineales. 

En el capítulo 3, se desarrolla un breve resumen de las propiedades de la ecuación de 

Harper en función de sus parámetros, así como de su espectro de energías. También se aplicará 

la técnica de escalamiento al estudio de propiedades de localización, en particular se estudiarán 
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los estados críticos O fractales que no han sido caracterizados adecuadamente con el método 

de Jos coeficientes de Lyapunov. Se probarán los métodos desarrollados en el capítulo 2 para 

estudiar propiedades de localización mediante el desarrollo de programas computacionales, y 

se deducirán qué características tienen los espectros de energía en tres regiones distintas dadas 

por el parámetro .\ de la ecuación de Harper. Se compararán los resultados obtenidos mediante 

esta técnica Con los expuestos en la literatura. 

El capítulo 4 contiene otra aplicación de esta nueva técnica, consistente en el problema de 

una cadena de Harper con una impureza. Se verá que el espectro es muy inestable al introducir 

una impureza. Para entender el origen de esta inestabilidad, así como la aparición de estados 

localizados, utilizamos una técnica perturbativa para las funciones de Green. En dicho capítulo 

se estudian dichas funciones y la técnica de perturbaciones mencionada. 

Finalmente, se describen las conclusiones obtenidas de los resultados. Se discutirá el alcance 

y proyecciones de esta técnica y su relación con los parámetros de localización. 

Además, también se incluyen en el apéndice los programas para obtener el espectro de 

energías y el cálculo de la inestabilidad al introducir la impureza. 
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Capítulo 1 

Antecedentes 

1.1 Propiedades electrónicas y transiciones de localización 

Para entender muchas de las propiedades físicas de un sólido cristalino o amorfo, es necesario 

estudiar el comportamiento de tos electrones en estos materiales. La mayoría de los fenómenos 

electrónicos son intrínseoos a la mecánica cuántica, pero los detalles dependen de la estructura 

del material. Por ejemplo, el grafito y el diamante están ambos formados por átomos de carbono, 

pero sus propiedades fisicas difieren de manera fundamental, debido al ordenamiento geométrico 

de le" átomos (así, el diamante es transparente y el grafito tiene un brillo metálico). En general, 

atendiendo a su estructura los materiales se dividen en cristales, amorfos o cuasi cristales. Los 

cristales tienen una estructura periódica. los amorfos sólo tienen orden de corto alcance rl], y 

los cuasicrb'tales son estructuras 1ntelTIledias que presentan orden cuasiperióclioo [2]. 

1.1.1 Teorema de Bloch 

Las propiedades electrónicas para un sólido cristalino están dadas por el teorema de Bloch ¡2], 

el cual permite introducir la teoría de bandas) tal como se explicará a continuación. 

Dicha teoría de bandas es la teoría de electrones que llO interactúan entre sí. lo cuál supone 

la existencia de un conjunto de estados estacionarios disponibles para cllalquier electrón, y que 

tooos los electrones están distribllidos a lo largo de estos estados de acuerdo con la estadfsticti de 
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Ferrni-Dirac [3J. En una dimensión, estos estados están dados por la ecuación de Schrooinger, 

en la cual el operador hanliltoniano if incluye un término de energía cinética electrónica 

p2/2m = -(ñ.j2m)(d2jdx2), siendo m la masa del electrón y h la constante de Planc!{, y 

un término V(x) de potencial cristalino; el cual está pensado para contar la interacción de un 

electrón con los nucleos atómicos en el cristal y W nk es la flli'1c1Ón de onda de un electrón. Si 

V(x) es periódico (por lo tanto, también lo es H) en el espacio, con la periodicidad traslacional 

de un cristal, es decir, V(x + a) = V(x), donde (L es la constante de la red, entonces el teorema 

de Bloch dice que las funciones de onda son funciones de la forma, 

donde la función "nd:¡;) es periódica, "nk(x+a) = "nk(X), Y modulada por la onda plana eikx . El 

núrnero cuántico característico de cada función de onda~ es el 'lector de onda k ( -'ir / a < k < 'iTa), 

un índice n de la banda entera, y el valor propio de la energía Enk o En(k). La forma funcional 

de la dependencia de b"n(k) sobre el momentum del cristal (hk) para cada banda n. especifica 

la estructura de la energ'Ía electrónica de bandas de un sólido cristalino. A esta forma funcional 

se le conoce COlllO relación de dispersión. Cada banda puedE:' aeoll'todar 21V e1ectTones) donde 

N es el número de celdas unitarias en el cristal)' el factor 2 aparece debido a la degeneración 

del espino 

En la teoría de electrones en cristales ele gloch, un sólido es un aislante si cada banda 

está cornpletanlentc ocupada o vacía) y es un rnetal si una banda está parcialmente ocup8.da. 

1\ ter:nperatura cero) el potencial qUÍlnico puede identificarse con la energía de Fermi (Ep ). ':/ 

todos los estados con energía8 más bajas que SI.' están ocupados por electrones~ nüentras que 

todos los estados colocados rnás <tIto que' ¡';F <:,stan vv,dos. Para un TIIet.al. la cstructnrR de 

bandas y el número de electrones e8 tal qne EF queda dentro de una banda, la cual está sólo 

parc¡ahnente ocupada, Para un a¡slante; L'F CJllC'da en d borde (le bandas; junto a una banda 

prolubida de cnerg,iH (j1H: separa la bRIld;'-l nlátl alta qucdando O(:upC'.da (\'akncia) y la banda rnAs 

baja quedando vacía (Conducción). Existe]) otr()~ nutl('rialcs que pre~e~li.an un cnrnportarniento 
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que los situa entre los metales y los aislantes. Dichos materiales, llamados semiconductores, 

tienen un llenado de bandas muy similar al que ocurre en los aislantes, sin embargo, su brecha 

energética es pequeña oomparada con la brecha de los aislantes. De hecho, el ancho de la brecha 

es de orden k7\ donde k es la constante de Boltzmann y T es una temperatura mayor que cero. 

Entonces, a temperaturas finitas, algunos electrones pasan a la banda de conducción, mientras 

que alg;unos estados de la banda de valencia se desocupan. dando lugar a una conducción débil. 

Debe hacerse notar que a temperatura cero, los semiconductores son aisLantes, porque en ese 

caso la banda de valencia queda totalmente llena, y sólo puede ser desocupada mediante una 

activación térmica. 

La transición de metal a aislante (A1 ~ A) puede ilustrarse por una estructura de banda 

esquemática mostrada en la Fig. 1-1. 

a) metal 

i I 
El 

I 
l! 

Ef~ __ 

~ 

k -~ 

b) aislante 

1 I 
E 

E, 
- -~------------------

~ 

e) semiconductor 

! I 
El 

I 

r~ 
E,l-kT-----------

1=-----------------------

'" I~ 
I 
i 

Flgura 1-1: En la teoría de Bloch para eleclronés en cristales. Una trun.sición de '1ne¿al a aislante 
puede OC'U7T'lT via 'w"t cwnbzo en la cst7"llCtura de bandas, en la cual el t7n.,,<;lape se rcrnucve entre 
las bandas cornpletas o vacias. 

l ~ Il material cristalino; cornpueslo de áLomos con UI! núrnero paF de electrones; que sean 



suficientes para llenar un número entero de bandas, está cerca del caso límite en el que las 

bandas limitan el nivel de Fermi, por lo cual, O bien se traslapan en energía como en la Fig. 

l-la, o se pierde el traslape (corno en la Fig. l-lb); por lo tanto está cerca de una transición 

rnetal-aislantc; la cual podría indQcirse por un pequeño cambio de presión o ternperatura. 

En este tipo de transición metal-aislante, las funciones de onda electrónicas en la vecindad de 

EF corresponden a estados extendidos, tales funciones de onda tienen una amplitud apreciable 

por todo el cristal. Para los cristales; éstas son fiLlciones de 810ch y tienen la fonna bosquejada 

en la Fig. 1-2. La línea sólida en la Fig. 1-2. representa la parte real (o parte imaginaria) de 

'1', mientras la línea punteada indica la envolvente de la onda plana correspondiente al vector 

de onda con valor propio k. 

Para sólidos amorfos, k no es un buen número cuántico, debido a la ausencia del orden de 

largo alcance. La validez de las soluciones de las funciones de Bloeh dependende de la presencia 

del orden cristalino. La teoría de bandas colapsa para sólidos amorfos, ya que aún si están 

presentes estados electrónicos extendidos y sean importantes, ellos no pueden ser caracterizados 

por los valores cuantizados del vector de onda corno en un cristal. En este caso) no existe ningún 

teorema general equivalente al de Bloch, sino que sólo existen algunos modelos que ilustran las 

propiedades electrónicas en materiales desordenados. De estos modelos, el más conocido es el 

de Anderson, que da lugar a una transición nletal~aislantc. 

La transición correspondiente al lado aislante, no tiene estados extendidos en bandas ocu

padas como en un tipo de transición de Bloch en cristales) pero en cambio) -Licne estados 

electrónicos los cuales son localizados 

El significado de un estado localizado está indicado por la Fig. 1-2b. La función de onda está 

concentrada cerca de un centro, compuesto sólo de pocos átomos y tiene ampli tud desprecia ble 

en cualquier otra parte del sólido. Lejos de la pequeña región que contiene esencialmente toda 

su probabilidad integrada .f i Wl 2 di'. la amplitud espacial decae en forma exponencial con la 

distancia Este comportamiento se muestra en la línea punteada de la enyol vente de la función 

ele onda en la Fig. l-:2b, que decrece ConlO c-"!H en una. dist.ancia gxandc R desde el cent.ro 

de localizaóón: un parámet.ro imporLant.f' para un estado localizado dado. es conocido corno la 

lOl1ghud de 1ocali:.:-:acióll in\rersa::::::: "'. 

J·~n sólidos crisLalinos, los (''''Lados localizados son inl,roclncidos frec:ucnLcrncnLf' por iinpnreza,~ 
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Figura 1-2: a) La función de onda para un estado extendido tipo Bloch, b) Función de onda 
para un estado locaiizado, 

químicas. Un ejemplo es el caso de impurezas donantes en cristales semiconductores, tal como 

los átomos de fósforo en un silicio cristalino, en el cual los estados localizados están asociados a 

energias discretas dentro del espectro de energias prohibidas del cristaL Estos estados son ex

trinsecos al sólido, (como en el cristal perfecto, sin impurezas químicas o defectos estructurales l, 
cuyos estados intrínsecos son funciones extendidas de Bloch [3], 

1.1.2 'n-ansición de Anderson 

Uno los modelos más sencillos y que captura la física fundamental de los efectos del desorden 

en un amorfo, es el llamado modelo de Anderson, Este modelo, propuesto en 1958, y que le 

valió el Premio "'abel a su autor [4], consiste en estudiar el problema de un electrón en una red 

bajo la aproximación de amarre fuerte, pero suponiendo un potencial aleatorio en cada sitio de 

la red, 

En la Fig 1-3b los pozos del potencial representan los sitios atómicos, La profundidad de 

los pozos varía de sitio a sitio de 1ma manera aleatoria, siguiendo una distribución de probabi

lidad unifonne, Así, el potencial desordenado sirve como modelo del sólido amorfo, porque la 

característica del desorden de un sólido es que todos los sitios son díferentes, 
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I Estados \ocoli71ldos I 

Figura 1-3: Esquema del potencial atómico en: a) un material ordenado, y b), para un amorfo 
donde ocurre la transición de A nderson. 

En lugar de un pozo sencillo profundo como sucede en el caso cristalino de la Fig, 1-3a, en 

el amorfo hay una distribución de pozos profundos, como en el caso esquematizado en la Fig. 

1-3b. 

El ancho de esta distribución, especifica el intervalo de energía de las fluctuaCIones espaciales 

de la energía potencial vista por un electrón en los sitios atómicos, y se denota por W. B es 

el ancho de banda del cristal en ausencia del desorden, y tiene que ver con la energía cinética 

de los electrones. La competencia entre la energía cinética y potencial influye sobre los estados 

electrónicos, que reside en la relación W / B. Cuando el ancho de desorden W excede el traslape 

del ancho de banda B, tiene lugar la localización debida al desorden en el potencial atómico. 

Anderson en 1958 [4] muestra que cuando el parámetro adimensional de desoTden VII / B es 

suficientemente grande, todos los eslados en la banda de valencia electrónica están localizaclos, 

,ji > B (locali zación ele desorden inducido). 

La localización de AIldcrson del electrón lIbre cornpkt.amente independiente aparece corno 
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consecuencia del desorden, y de ahí viene su gran importancia, ya que aún en la hipotética 

ausencia de dispersión de los electrones por colisiones, no habría conducción por el sólo hecho 

del desorden. 

La existencia de la transición de Anderson no sólo depende del grado de desorden sino 

también de la dimensionalidad del sistema. De hecho, de un modo general puede decirse que 

en una dimensión todos los estados están localizados alm con una cantidad muy pequeña de 

desorden [4]. En tres dimensiones existe una valor crítico del desorden para el cual aparece la 

transición, y si es suficientemente grande, todos los estados en la banda de valencia se vuelven 

localizados. En dos dimensiones se cree que todos los estados son localizados, aunque de manera 

débil para desorden pequeño [5J. 

Todas estas conclusiones, están basadas en la teoría de escalamiento, propuesta en 1979 por 

Abrahams) Anderson y Ramakrishnan (5), Y que se expondrá a continuación por ser relevante 

para el desarrollo ulterior del método desarrollado en este trabajo. 

1.1.3 Teoría de escalamiento 

La teoría de escalamiento, emplea una reformulación del modelo de Anderson, donde en lugar 

de considerar un sólo sitio atómico, ahora la unidad básica es un bloque de volumen L d , que 

contiene muchos sitios. 

El sólido se forma pegando estos bloques, acoplados cada uno con otro. Las dos energías 

W o B características del modelo de Anderson, son reemplazadas por energías características, 

las cuales se miden respectivamente en el desorden dentro de un bloque y en el acoplamiento 

electrónico entre los bloqnes adyacentes. 

{ij se sustituye por !1E que es el pmmedio de espaciamiento entre los niveles de energia 

dentro de un bloque. La conexión cualitativa entre !1E y vV esta dada en términos de densidad 

de estados r¡(E), eS decir, el número de estados qne hay en el intervalo [E, E + dEJ. Este 

número de estados depende de la forma en que están distribuidas en promedio las energías 

permitidas por unidad de volumen. El promedio de espaciamientos !1E, que hay en el ancho 

de la distribución ¡'V para un número de estados X. es por lo tanto, 

13 



y la unidad básica de volumen del bloque es Ld
, de este modo la densidad de estados es, [6] 

1 
,¡(E) = Ld!:':.E. (1.1) 

Ahora en el sitio de acoplamiento entre bloques, tenemos otra energía 6E que es una medida 

de la sensibilidad de un estado dentro de un bloque, para un cambio en las condiciones de 

frontera, en la interfaz de dos bloques adyacentes. 

Un argumento heurístico, basado en el principio de incertidumbre se delinea en la siguientes 

ecuaciones, que conectan bE a la conductibilidad (J en un límite macroscópico. Empezamos 

observando el principio de incertidumbre para las variables energía y tiempo 

(1.2) 

donde tD es en este caso, el tiempo de difusión del paquete de onda de un extremo a otro 

del bloque. El principio de incertidumbre nos proporciona un cambio característico de tamaño 

hit D en la energía debido a la difusión, y por lo tanto da una idea del corrim.iento en energía 

debido al cambio en las condiciones de frontera del bloque. 

Por otra parte, el paquete de ondas del electrón, al difundirse en un bloque de tamaño L, 

llegará a la frontera en un tiempo t D dado por la ecuación 

(1.3) 

donde D es la constante de difusión del paquete. 

La ecuación para la conductividad u y la difusión D está dada por la relación de Einstein 

(14) 

Siendo r¡(E) la densidad de estados y e la carga del electrón. Combinando las tres últimas 

ecuaciones, obtenemos la siguiente expresión 

bE "".212 1}7) , 
(;: J 77\ J 
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entonces 

La relación b.E / bE es ahora una medida de la fuerza del desomen, en analogía con la 

relación W/ B en el modelo tradicional de Anderson. En un espectro donde los estados son 

extendidos, al cambiar las condiciones de frontera existe un corrimiento grande de las energías 

propias de los estados con respecto al espaciamiento promedio, es decir, bE > ¡\E, mientras 

qUe si los estados son localizados, los eigenestados casi no sienten los cambios en la frontera, 

por 10 cual el corrimiento es pequeño bE < b.E. 

La c'Ondición de localización bE < b.E puede interpretarse como la desigualdad entre los 

niveles de energía de bloques adyacentes; si se excede el alcance en el que los cambios en la 

interfaz tengan efecto, se hace imposible la alineación de niveles y por lo tanto el transporte 

electrónico. 

1.1.4 Escalamiento 

En vista de lo expuesto en la sección anterior, podemos definir un parámetro para evaluar la 

magnitud del desorden respecto a la magnitud del acoplamiento entre bloques. Este parámetro 

se denota por g-l(L), y está dado por 

1 b.E( L) 
g(L) = bE(L)' 

(1.5) 

La razón g(L) está dada por la sustitución de las expresiones de b.E y DE para las dos energías 

caract.eríst.icas 

g(L) = (~) (JLd
-

2 (1.6) 

Esta ecuación se aplica a estados extendidos en un limite macroscópico. Reconocemos a 

(JLd
- 2 como la conductancía de un cubo de lado L y conductividad 0, vemos que g(L) es una 

relación fundamental que podemos interpretar como una conductancia generalizada expresada 

en unidades de eZ / h. Este es un parámetro relevante para determinar la eficacia del acoplamiento 

ele la función de onda de bloque a bloque, cuando los bloques de tamaño Ld son emparejados, 

y 0S la mriable que expresa la física esencial del sistema electrónico desordenado. 
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La teoría de escalamiento examina la dependencia de la longitud de esca'a (L) de g( L) si 

ccnoeemos go = oE(Lo) / élE(Lo) para ei sistema oompuesto de cubos acoplados de tamaño Lg. 

La teoría de escalamiento asume que, dada go(Lo) en la escala de longitud Lo, está determina 

g(L) en una escala de longitud más grande L = bLo, en la cual los cubos originales de tamaño 

bd han sido combinados para formar nuevos cubos de tamaño Ld = (bLo)d 

En la situacían de escalar hacia arriba, cuando el tamaño del sistema ha crecido po, un 

factor d, los cubos grandes ahora tienen I'jveles de separación intracúbicos dados por ~E(L) y 

el acoplamiento intracúbico es bE(L) = gélE(L). Ambos élE y 8E son pequeños en la longitud 

de escala bLo, pero la conductancia reescalada g(bLoJ puede ser más grande o más pequeña que 

g(Lo). 

En la nueVa escala de longitud bLo, g está determinada completamente por el viejo valor !Jo 

y el factor de escala b, es como, 

g = lego, b). 

Si b se trata como una. transformación continua (es decir, b = 1 +E, donde E« 1)~ entonces el 

ccmportamiento de escalamiento puede especificarse con una función diferencial de escalamiento 

j3(g) : 

8( \ = dlng(L) 
,g¡ dlnL' (1.7) 

Para (3 positivo, g aumenta cuando se incrementa L; para j3 negativo, 9 disminuye con L 

creciendo. El comportamiento cualitativo de j3(g) aparece esbozado en la Fig. 1 - 4, para una, 

dos y tres dimensiones. 

Las curvas de la Fig. 1-4, fuéron propuestas por Abrahams et al. [5], quién comprendió que 

podría determinarse el comportamiento físico de /3(9) "por inspección" en los limites asintóticos 

de 9 ~ ~ y 9 --+ O . Para g grande, la tcoría elel trasporte macroscópico aplicada a L grande 

para la Ec. (1.7) puede usarse) y así 

lim 3(g) =d-2. 
g~= 

(1.8) 

Por consíguicnte en tres dimensiones f3( CX)) es + 1 ~ en dos dimens]ones 13( x) = 0: Y en una 
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Función de 
esdamiento 

[3 

, 

,_~y g(ga,b) 

. g,. oLa 
d=3 

Conductancia g de b'!ia dimensionalidad 

Figura 1-4: Comportamiento cualitativo de (3(g) para una, dos y tres dimensiones, en la teorta 
de escalamiento, las flechas indican el cambio de g cuando L se incrementa. 

dimensión (3(00) = -1, como se indica en el lado dererno de la Fig. 1-4, cuando g tiende a oo. 

Para g pequeño, el límite del acoplamiento débil y de desorden fuerte en el cual g «: 1, el teorema 

de Anderson nos dice que los estados del electrón están localizados y decaen exponencialmente 

a distancias grandes como en la Fíg. 1-2b. En la frontera de un bloque de dimensión lineal L, la 

amplitud de la función de onda de un electrón localizado dentro del bloque es del orden e-QL
, 

donde l/a es la longitud de localización. Para quitar el acoplamiento entre bloques, g también 

decae exponencialmente con L, de lo cual se sigue que 

Iimo(3(y) = luy. 
g~ 

(1.9) 

Por lo tanto ,6(y) se aproxima a -00 cuando 9 se aproxima a cero, independientemente de 

la dimensionalidad. Suponiendo que varía suavemente y monótonamente entre la Ec. (1.8) y 

la Ec. (1.9) produee las curvas esbozadas en Fig 1-4. 

f<~sto se muestra por las flechas sobre las tres curvas de la Fig. 1-4, las cuales representan 

la dirección en que 9 cambia, cU<tndo crece L: para 9 grande si [3(g) > 0, .Y para 9 pequeñ.o si 

lí 



f3(g) < O. Para la curva representada en la Fig. 1-4 en tres dimensiones d = 3, reoonOcemos un 

valor especial de 9 para la cual este parámetro permanece invariante bajo el cembio de escala. 

Está localizado por el cruce en cero de la curva de f3(g) en d = 3. En este valor crítico g, de la 

conductancia adimensi.owll: se s<,,,üaface la siguiente condici6n, 

f3(gc) = O. (, '0\ ...."",- ) 

Para la curva d = 1, de la Fig. 1-4, [3(g) siempre es negativo, para que todo valor de 9 tienda 

al límite localizado en 9 = O. Esto significa que todos los estados del electrón están localizados. 

Para el caso de d = 1, estos resultados ya eran conocidos antes de la teoría de escalamiento, 

los primeros estudios de Lauder y J. C. Rellaud en sistemas desordenados de una dimensión 

[7], habían propuesto que los estados propios pueden localizarse. Despues 1,1ott y Twose [8j 

propusieron que todos los estados propios en sistemas aleatorios de una dimensión están loca-

!izados. 

Posteriormente, Borland [9J demostró que para una serie de funciones 6 aleatorias, las solu

ciones a la ecuación diferencial (con valores fijos de las funciones y sus derivadas) crecen ex

ponencialmente en el promedio con la distancia. Este crecimiento exponencial es un resultado 

directo de la incoherencia de fase. El cuadro que emerge en las pruebas básicas de Borland es 

que, para cada energía hay dos soluciones independientes de la ecuación de SchrOdlnger, una 

increnlentando y la otra disrrJnuyendo exponencialmente (en promedio) cuando la distancia x 

aumenta. En un conjunto energías propias, la solución crece hacia la izquierda igualando en 

algún punto a la solución que crece a la derecha para formar la función propia que decae hacia 

cero cuando Ixl ~ oo. Según este cuadro, la longitud de localización es la misma que la inversa 

de la media proporcióu de crecimiento de la solucíon a la ecuación diferencial. 

Wegner [10] demostró la localización de funciones propias a través de diferentes métodos, 

tales como métodos estocásticos aplicados al producto de matrices aleatorias. Estos métodos 

están discutidos muy claramente en un artículo de Halperin [11J, o pueden consultarse materiales 

adecuados en los libros de Hori [12J o el de Lieb y 1,1attis [13J. 

Una situación similar puede aplicarse muy bien al resultado del escalamiento en d = 2 de 

la Fig. 1-4, ya que la función [3(g) queda cerca del eje [3 = O (para que g(L) disminuya muy 
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despacio cuando L crezca) para una 9 grande. 

La longitud de la localización puede exceder las dimensiones de la muestra en muchas 

situaciones experimentales que involucran sistemas desordenados en 2d (2 dimensiones). 

Esto puede explicar por qué algunas simulaciones de la computadora en sistemas con d = 2 

exhiben una transición de Anderson de localizada a extendida [4], aunque la teoría de es

calamiento como consecuencia de la Ec. (1.8) requiere d > 2 para que las transiciones ocurran. 

ASÍ, la teoría de escalamiento explica a grandes rasgos las propiedades electrónicas de sis

temas desordenados. Sin embargo, cuando ya Se pensaba que las propiedades electrónicas en 

los sólidos habían sido básicamente comprendidas, en 1984 se encontró un material que parecía 

violar uno de los teoremas más viejos y fundamentales de la cristalografía [14J. A estos nuevos 

materiales se les llamó cuasi cristales, de los cuales se hablará la siguiente sección. 

1.1.5 Cuasicristales 

Estos materiales incluyen un nuevo tipo de orden, intermedio entre lo cristalino y lo amorfo, 

porque parecen tener el mismo tipo de orden que es inherente a un cristal) pero con sinletrÍas 

que son físicamente imposibles para cualquier sustancia cristalina. 

Ciertas simetrías son inherente a cada estructura cristalina, ya que por ejemplo, se pueden 

tener ejes de simetría rotacional cuádruple o séxtuple (como en el cuadrado y el hexágono 

respectivamente). Los cristales nunca pueden tener ejes de simetría rotacional cinco. La razón 

por la cual sucede esto, es la misma por la cual es imposible llenar un plano cubriéndolo 

completamente con formas qne tienen ejes de simetría cinco y que no se traslapen, es decir, 

usando sólo pentágonos) o como el icosaedro; que además tiene cinco caras que se encuentran en 

cada uno de sus vértices y así no puede servir como la celda unitaria de un cristal convencional. 

Los materiales con este nuevo tipo de orden parecen forjar un eslabón entre los cristales 

convencionales }r los materiales llamados cristales amorfos, que son sólidos formados cuando 

los rnetales fundidos se enfrian rápidamente y sus átomos constitutivos no tienen tíernpo para 

forrnar un enrejado cristalino. A estos nueVos Illateriales se le ha Harnada cuasi cristales. 

El nuevo tipo de orden presente en estos rnateriales es de tipo cuasi periódico; es decir el 

potencial no es periódico; sin eInbargü existe un cuasi período en el sentido de que para un 

nUIDero peqUf'rlO E; rxisLe una distancia T para la cual se curnp1e que; I Ve;:; + T) - V(x)i < e 
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[3]. De hecho, un potencial cuasiperiódico se caracteriza porque su transformada de Fourier 

contiene dos períodos incomensurables entre sí, como por ejemplo la función, 

V(x) = cos(x) + cos(ax), 

donde a es un número irracional. 

Como los sistemas cuasiperiódicos representan otra categoría de sistemas, resulta importante 

investigar sus propiedades electrónicas, de las cuales se podrían esperar nuevos efectos, diferentes 

a los obtenidos con sistemas periódicos y desordenados. 

Este problema ha sido investigado desde dos frentes, el experimental y el teórico. 

En el experimental se trata de determinar algunas propiedades físicas, tales como la con

ductividad, la capacidad calorífica, la termopotencia, la elasticidad, la magnetoresistencia y el 

efecto Hall [15]. Existen comportamientos anómalos, por ejemplo, la conductividad aumenta 

cuando los defectos estructurales están presentes o cuando se eleva la temperatura por encima 

de los 1000K [16]. 

En lo teórico, se ha estudiado el efecto cuasi periódico usando hamiltonianos simples, así 

como cálculos de estructura electrónica para algunas aleaciones. El estudio de propiedades 

electrónicas se ha dividido en dos clases. Una clase consiste en realizar cálculos realistas basados 

en funciones de densidad en cristales aproximantes [17], donde los cristales están formados por 

celdas unitarias que cada vez van creciendo hasta aproximarse a un cuasicristal. La otra son 

estudios basados en la aproximación de enlace fuerte en redes cuasiperiódicas simples [17]. 

El estudio de hamiltonianos cuasiperiódicos en una dimensión, ha mostrado que el espectro 

electrónico tiene una estructura fractal, similar a un polvo de Cantor [15] las funciones de 

onda son también fractales y no pueden considerarse ni como localizadas ni extendidas. La 

caracterización de este nuevo tipo de funciones, es un problema todavía abierto, por lo cual en 

esta tesis se propondrán algunos criterios para resolver este problema. 

Aún más, como hemos visto, existen diferentes propiedades de localización dependiendo del 

tipo de sistema físicos. Por otra parte, exist.en diferentes rnétodos para evaluar la localizac16n. 

Sin ernoargo, no resulta claro que éstos puedan ujli::..;arse en sistemas de naturalezas rnuy 

diferentes. Por ello; en esta tesis se propone una nueva manera de lllcdir localización usando. 
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una técnica de escalamiento de las bandas del espectro. 

Para evaluar si este método es eficaz tanto para estados críticos como localizados y exten

didos, nos hemos propuesto aplicarlo a la ecuación de Harper, ya que en este sistema podemos 

0bten~!' diferentes tipos de estados va:riando un sólo parámetro. 

La ecuación unidimensional de Harper es en realidad la ecuación a la que se llega al consi

derar una red cuadrada sometida a un campo magnético constante. El método de localización 

presentado en este trabajo nos pennite estudiar de una manera sencilla las propiedades elec

trónicas de este sistema 1L.'1icamente variando este parámetro, que con los métodos tradicionales 

no se podían determinar. En el siguiente capítulo, justamente se desarrollará la técnica que 

permite estudiar la localización de las funciones de onda, y que será aplicada a la ecuación de 

Harper en capítulos posteriores. 
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Capítulo 2 

Localización de Sistemas 

Unidimensionales 

2.1 Ecuación de enlace fuerte 

Tal y como se dijo anteriormente, en este capítulo se comiderará el problema de cómo medir la 

localización de un electrón en un sistema unidimensional en la aproximación de enlaee fl1erte, 

ya que esta aproximación resulta muy sencilla, pero contiene mucha de la física esencial que 

aparece en el fenómeno de localización. 

En lo que sigue1 se estudiará un harniltoniallo de enlace fuerte para una banda s, definida 

en una cadena de N sitios, donde existe un potencial Vn en el sitio n, e integral de salto in 

entre sitios n y n + 1, 

(2.1) 

donde wn es el valor de la función de onda en el sitio n. :\'ormalmente se consideran dos casos: 

el problema diagonal, donde in es una constante que no depende del sitio, y el de fuera de la 

diagonal, donde Vn es igual para todos los sitios. En esta t.esis, vamos a considerar sólo desorden 

diagonal (tn = t): ya que es el que aparece en la ecuad6n de Harper. El tratamiento para el 

desorden fuera de diagonal es mu}' parecido; aunque requiere rnodificar ligeramente algunas 

fórmulas. 

Empezaremos nuestro análisis de ]ocali7,3ción eon la Ec. (2.1), que puede ser escrita en 
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términos de la llamada matriz de transferencia ]vf(n), 

(2.2) 

donde 'Pn es un vector con conlponentes, 

(2.3) 

Si tenemos una cadena con n sitios, y aplicamos sucesivamente la Ec. (2.2), obtenemos la 

ecuación de onda en el sitio n, como una función del valor de W n al principio de la cadena, 

Wn = M(n)M(n -l)M(n - 2)M(n - 3) ... M(Z)W1 "" T(n)w¡. (2.4) 

Como veremOS más adelante, la traza de la matriz total de transferencia (T n "" trT( n)) 

determina el espectro 1 ya que un valor permitido de la energía se caracteriza porque la traza 

es menor que dos [18J. Debido a esto, la traza es determinante en la obtención del tipo de 

espectro de una cadena. Aún más, existen casos en los cuales puede escribirse una relación de 

recurrencia entre las trazas de cadenas más pequeñas, 

T n = j(T 10-1, T 10-2, T 10-3, .. " T n-j), (2.5) 

lo cual permite calcular el espectro sin evaluar el producto completo de las matrices de transfe

rencia. Una relación de este tipo se le llama mapeo de la traza. Veremos en la siguiente sección, 

que este mapeo puede usarse para determinar las propiedades de localización en la cadena. 

2.2 Coeficientes de Lyapunov 

Para caracterizar la localización de funciones de onda, generalrnente se utiliza el llamado coe-

ficientc de L)"apunov definido como [1, 18], 

¡(E) "" lim r,JE) "" lim 2c lag 11 T(n) 11, 
n----+co T¡ ........ OO n 

(2.6) 



donde 11 T(n) 11 es la Uamada norma matricial, 

11 T(n) 11= sup 11 T(n)'1' 11 / 11'1' 11 . (2.7) 

En esta definición, W es cualquier vector que maximize I1 T(n) 11 . La razón de su definición es 

que para estados localizados, esta norma crece como exp( -n")') , por lo cual")' es el recíproco de 

la longitud de localización (.;--1). 

En general, el crecimiento de la norma a medida que nos desplazamos por la cadena, está 

determinado por el valor propio con norma máxima de la matriz de transferencia [19], el cual 

denotamos por IAlmax' 
. 1 

,(E) = 11m - log I A Imax . 
n-co n 

(2.8) 

Ahora bien, puesto que queremos utilizar la traza para evaluar la longitud de localizacÍón, 

el paso natural es relacionar este valor propio máximo con la traza. Para ello encontramos los 

valores propios de T(n). Si la matriz T(n) está dada por, 

( :~ :n) T(n) = ~,un 

la ecuación característica de T( n) es, 

la cual puede escribirse así, porque el determinante del producto de matrices es el producto del 

determinante de cada matriz, que en este caso es uno . .Nótese que la traza es un invariante ante 

transformaciones unitarias, de donde se sigue que la ecuación anterior es válida en cualquier 

otra base. Resolviendo la Ec. (2.9) encontramos los dos valor propios de T(n), 

(2.10) 

Observmnos que si j) T n 11> 2, los valores propios serán reales y el coeficiente de Lyapunov, 
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obtenido de considerar el valor propio que tiene norma máxima es, 

¡(E) = lim 2, log (1 T n 1 +VT~ ~ 4). 
n----toon 

(2.11) 

Cuando 11 T n II:S 2, A± son dos números complejos, 

ambos con norma unitaria) ya que) 

y entonces el coeficiente de Lyapunov es cero, 

. 1 
¡(E) = hm ~log(l)=O 

n-oo n 

Justamente, de aquí se obtiene que las energías permitidas deben tener la propiedad de 

que la traza de la matriz de transferencia debe ser menor que dos, porque de otro modo, si los 

eigenvalores no son imaginarios, las soluciones divergen y no se pueden satisfacer las condiciones 

de frontera. La divergencia proviene del hecho que 11 T( n) 11 crece cemo e'm=n, y dado que el 

determinante de T( n) siempre es uno, se cumple, 

1 
A+=A_ 

(2.12) 

de donde se sigue que una solución crece y la otra decrece. La solución creciente siempre domina 

a la solución decreciente en una solución arbitraria, debido a que ésta es una cembinaci6n lineal 

arbitraria de los dos vectores propios de la matriz de transferencia. 

Debe decirse que a primera vista, se ve extraño que para los estados dentro del espectro, el 

exponente de Lyapunov sea cero, sin importar la forma de 1a función de onda, ya que para lID 

estado localizado queremos enmntrar su correspondiente longitud de localización. De hecho, 

esta dificultad ha sido mensopr~'Ciada en la literatura hecha por los físicos, sin embargo, los 

mátenláticos utilizan una definición alternativa que en principio resoh-ería el problema. aunque 
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en la práctica es muy difícil de utilizar. 

La solución para este problema se relaciona con la conjetura de Borland [9J, Y con la aparición 

de bandas cuando usamos la matriz de transferencia, incluso para los valores propios aislados. 

Para explicar este punto: consideremos el problema de una impureza en una cadena lineal 

periódica (poniendo, Va = 8, y, Vn = 0, n # 0, tn = t). Como es sabido, el espectro de esta 

cadena es la banda original de la cadena periódica (es decir, E toma valores contínuos en el 

intervalo -2 :S E :S 2), más un modo de ¡mpmeza localizado en Ee = J 4 + 8" [20] . ¿Cómo 

podemos obtener la longitud. de localización de este modo usando la matriz de transferencia? 

Generalmente, en el método de la matriz de transferencia, si nosotros ponemos una ex

citación a la izquierda de la cadena en una brecha espectral de una cadena periódica, el creci

miento de la excitación es exponencial, con una velocidad determinada por el valor propio más 

grande de la matriz de transferencia, a menos que iniciemos con un vector que corresponda al 

vector propio con el valor propio más bajo, en tal caso la excitación decrece. Ahora, si nosotros 

atravesamos la cadena desde la derecha a la izquerda, obtenemos el resultado opuesto, entonces 

la excitación crece de derecha a izquierda [1]. A primera vista, esto puede parecer paradójico 

para el modo de impureza, porque necesitamos satisfacer las condiciones límite fijas en ambos 

extremos de la cadena, con un máximo en el sitio de impureza. 

La solución para este problema es que la función que crece de izquierda a derecha, es la 

misma que disminuye de derecha a izquierda [9]. Para una energía que corresponde a un valor 

propio de la cadena completa, la excitación puede ser unida en un sitio de impureza, para 

satisfacer las condiciones límite en ambos lados de la cadena [9]. Esta unión se logra haciendo 

que la solución que crece se haga súbitamente cero en el sitio de impureza. 

Así, si definimos sólo el exponente de Lyapunov a media cadena (-,±(E)), desde el sitio de 

la impureza izquerda (derecho), el exponente de Lyapunov puede mostrarse que está dado por 

[?Q" - J, 

'Y±(E,) ~ lim log~!: T(n) Ii=log (1 Ec 1 +JEl-4). 
n----+±oo n 2 

(2.13) 

Pero si considerarnos la cadena conlpleta; el exponente es cero porque la excitaeión no crece 

para satisfacer las condiciones límite. Esto está de acuerdo con los res"Lutados previos. los cuales 

rnosLr~ÜDh que) srernprc que llosO"~ros tengaIi10s un estado pernlitido. i( E) ele una cadena 
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completa es cero. 

,.U ~i------------~------------~~-------------'--------------' 
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j 
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uL_..s:::::::2. ...... ~~L_!L ..... ____ ...,,¡, ___ ~=.J 

].tJ 1.5 2.ti E 2.:.! 3.i1 

Figura 2-1: El exponente de Lyapunov de la cadena completa (linea sólida), obtenido usando la 
Ec. (2.6), y la mitad de esta (linea punteada), se muestra cuando 6 = 1.5 (Ee = 2.5). 

Para la Fig. 2-1, los cálculos fueron llevados a cabo usando la norma del producto de 

matrices de transferencia sucesivas para una excitación inicial dada. El Lyapunov de la mitad 

de la cadena da la longitud de localización correcta, mientras que el coeficiente de la cadena 

completa da una inmersión pronunciada, que se aproxima a cero en la energía que corresponde 

al modo de impureza. 

El problema con este método es que necesitamos conocer por adelantado dónde está el 

máximo de la función de onda, y entonces proceder a estudiar el exponente de Lyapunov. 

Claramente, en muchos casos esta informacion es difícil de obtener, así que el método es ím-

práctico. Sin embargo como vercnlOS en la sígtJ.ientc sección, el problema puede ser evitado 

usando el escalamiento del espectro de ancho ele banelas. Aún más, al fmal de este capítulo, se 

considerará el problema de una irnpureza en una cadena perióclica; y como se verá; el rnétodo 



predice el resultado de manera correcta sin necesidad de considerar límites por la izquierda y 

derecha. 

2.3 Locali.zación y estabilidad del mapeo de la traza 

2.3.1 Escalamiento de bandas 

Un segundo enfoque para el uso del rI1apeo de la traza como una herramienta de diagnóstico 

de localización, es adaptar un argumento cualitativo similar al usado por Abrahams [5] en su 

teoría de escalamiento. 

Consideramos un trozo de cadena oon n sitios. Por el momento no importa la estructura 

interna, la cual puede ser periódica, desordenada o cuasiperiódica. Ahora construiremos un 

cristal mediante una repetición periódica de la pieza escogida, la cual actúa como una celda 

unitaria del cristal. 

Consideremos primero que la oelda es también un cristal. Debido a la periodicidad del 

supercristal, los estados serán extendidos y habrá n bandas de anc,'1os W n . Este ancho puede 

ser visto oomo un traslape entre dos estados similares, I 7fJl > y I 7fJ2 > en dos celdas unitarias 

contiguas. Este traslape, para un harniltoniano del tipo que aparece en la Ec. (2.1), está dado 

por, 

(2.14) 

donde usamos el hecho de que los estados extendidos no decaen con n, y así su traslape es 

independiente de n, dependiendo sólo de la integral de salto t . Esto muestra que el tamaño de 

la banda, es también independiente de n. 

Luego, consideramos que la celda unitaria es desordenada, oon estados propios que son 

exponencialmente localizados con una longitud ~ (n» O. El traslape principal para W n es 

entonces del orden, 

(2.15) 

debido al decaimiento de la función de onda. Aquí el ancho de banda depende de n, es decir, el 

ancho de banda es reducido exponencialmente cuando n ...., oo. Así, es natural definir la inversa 
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de la longitud de 10C8lización como, 

In (E) := - = lim --log --": . 1 1 (IV ) 
~ n-con t 

(2.16) 

Cuando la celda es un cuasicristal, las funciones de onda son críticas (autoshnilares o frac

tales en el espacio real), y se escalan con un exponente fJ(E) como I </len) I~ n-/3(E) [21]. 

Esto permite que el traslape y el escalamiento del ancho de banda con el tamaño del sis

tema vaya como, Wn ~ tn-2/3{E). La Ec. (2.16), implica que en el límite ¡¡mn~co In(E) = 

limn~oo¡3(E) log(n)/n = 0, por lo cual no se tendría información sobre el exponente crítico del 

escalamiento. En este caso, sin embargo, podemos obtener más información si definimos a la 

siguiente cantidad como, 

fJ(E) = ¡¡m 
., n_OC 

10g(Wn/t) 
log(n) 

(2.17) 

la cual permanece finita para una ley de potencias de estados loC8lizados. Observe que fJ( E) 

tiene la forma de una dimensión fractal. En general podemos esperar pequeñas oscilaciones de 

fJ( E) cuando el tamaño del sistema se incrementa, ya que los estados críticos pueden mostrar 

una naturaleza multifractal [21, 22, 24, 25], es decir, el sistema no tiene una sola dimensión 

fractal, sino que presenta una distribución de dimensiones. 

2.3.2 Estabilidad del mapeo de la traza 

Cuando establecemos la relación entre la localización y el ancho de banda, las propiedades de 

escalamiento de las bandas son encontradas fácilmente con el mapeo de la traza, ya que W n está 

determinado por las energías que son las raices de T;; (E) -4 = O. es decir, si la banda empieza en 

una energía Ef para una cadena de tamaño n, se cumplirá que T;;(Er) = 4. Dentro de la banda, 

T~ (E) será menor que cuatro) hasta llegar a una energía, que denotamos por E!i: donde otra vez 

se cumpla que T~ (J~2) = 4. Esta energía determina el final de la banda, por lo tanto, el ancho 

Wn será IVn = E!] - Er· Análogamente, procedemos con las otras bandas, y si acomodamos los 

bordes de las bandas en orden decreciente (denotados por E:': 1, el ancho de cada una de ellas 

es: ~V~ = (E2z - E 2z_ 1)' Nótese que algunas veces en este trabajo consideraremos el cuadrado 

de la traza, en lugar de la traza, para evitar hacer diferencias entre 10" puntos 2 y -2, lo cual 

conlplicaría el álgebra involucrada. 
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Para aquellas energías que están en el espectro de Hn , el recíproco de la longitud de local

ización de eSas estados puede ser estimado usando la Ec. (2.16), 

1 (En - En \ 1 ( . . 2i 2,,-1 " - ~l -1 ¡,,JE) = 11m --log\ )= nm --logITn 2¡(±2)-Tn2¡_1(±2)). 
" n-oo n tn n-;.co n \' , 

En este último paso usamos que Egi = T;,~¡(±2), donde T;,1¡ es el inverso de Tn de la rama 2i. 

Usando todos estos elementos~ poden10s clasificar las propiedades de localización en térrninos 

del mapeo de la traza. Consideremos primero el caso de una banda de estados extendidos. En 

la subsección anterior, se mostró que el ancho de banda no depende del tamaño del sistema, es 

decir, las energías que son bordes de banda no cambian con el tamaño, son fijas. Entonces, 

son independiente de n, por lo cual Tn(E~;) Y T n(E2;-l) son pUIltos fijos, dado que la traza per

manece fija a medida que el mapeo es iterado. Estos puntos fijos tienen la siguiente propiedad, si 

comenzamos a iterar el mapeo con una energía cercana a E2í' pero dentro de la banda (E2;. -2), 

entonces T n (E2; - E) es acotado ya que el ancho de banda es constante, pero hacia el otro lado 

de Eg¡, la órbita correspondiente al mapeo es ilimitada ya que ¡(Eg¡ + s) es positiva definida 

fuera de la banda. Estos ti pos de puntos fijos son llamados puntos silla. 

Alrededor de l.ll1 estado propio localizado (Ec ), la banda se reduce de una manera exponen

cial, lo cual significa que si Tn(E!J¡) = ±2, después de algunos pasos de crecimiento de la cadena, 

E~i debe quedar fuera de la banda. Así, el único punto que satisface 1 Tn(E) 1< 2 cuando n 

va a infinito es Ec porque, para pequeños E y n bastante grande, 1 T n (Ec + E) 1> 2. Cualquier 

desviación de las condiciones iniciales, Tl(Ec),T,(Ec ), ... , del mapeo de la ¡,raza, eventualmente 

divergirá en el futuro exponencialmente conforme iteremos el mapeo de la traza. Asi, un eSlado 

localizado exponencialmente corresponde a un punto fijo inestable de ia traza. 

El ancho de la banda puede estimarse haciendo una expansión de la traza en serie de Taylor, 

o aún mejor, el cuadrado de ésta) para simplificar el número de casos bajo consideración. Si. 

cxpsndemos alrededor de E" se tiene 

(2.18) 
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donde usamos que la primera derivada es cero en E = Ee , debido a que el cuadrado de la traza 

debe tener un mínimo dentro de la banda y W n "" 2(Ec - Ej) 

El recíproco de la longitud de localización se obtiene usando la Ec. (2.16), cuando n ~ 00, 

(2.19) 

Esta fórmula general se puede reducir en los casos cuando 7~(Ec) = O (este es el caso de 

una cadena lineal con una impureza, como veremos en la siguiente sección), para obtener, 

( . 1 [dT n) In E)= !1m -lag dE . 
n-too n E=Ec 

(2.20) 

La sensibilidad ante condiciones iniciales del mapeo de la traza también puede ser carac-

terizada por sus exponentes de Lyapunov, ahora en el sentido usado en la teoría del caoS para 

estudiar sistemas dinámicos. Estos exponentes son definidos como [26J, 

(2.21) 

los cuales miden cómo difieren dos puntos con condiciones iniciales muy cercanas, cuando ellos 

son iterados por el mapeo. Si comparamos la última ecuación con Ec. (2.20), está claro que ellas 

son iguales. Entonces, el recíproco de la longitud de la localización está dado por el exponente 

de Lyapunov del mapeo de la traza, usado en el mismo sentido de la teoría del caos. 

Las cadenas cuasiperiódicas son mucho más difíciles para su estudio, porque el cambio del 

ancho de banda es llevado a cabo usualmente por la aparición de nuevas brechas cuando el 

sistema crece de tamaño. Este mecanismo es similar al que se usa en la generación del conjunto 

de Cantor. Sin embargo, aún en esos casos el ancho de banda permite obtener información útil 

de la localización. Como un ejemplo, podemos citar la reducción de casi todas las bandas en 

una cadena de Fibonacci con una impureza) debida a la aparici6n de muchos estados 1ocalizados 

dentro del espectro original [27. 28, 29]. 

Cuando el ancho de banda se reduce con el escalamiento por la apertura de nuevas brechas, 

e.xiste una cascada de puntos J~cuando el sisterna CreCE\ es decir, el nún1ero de pre-Írllágenes 

de T n = ±2 crece con 11. Se observa que para tener este cornportamiento; el malJco de la traza 
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debe ser no-lineal, ya que esta es la úmca manera en que el número de pre-imagenes puede 

aumentar con el tamaño de la cadena. En tales mapeos, la órbita de la traza para los bordes 

de banda puede ser periódica o aperiodica [30]. 

Una estimación del escalamiento de la flmción de onda está dado por la Ec. (2.17) y una 

expansión en serie de Taylor alrededor del punto Ee dentro de la banda, con la propiedad de 

que la primera derivada del cuadrado de la traza es cero en este punto (entre los dos bordes de 

bandas está siempre un. pu.TJto que satisface esta condición). 

Seg-,ín. nuestra definición (2.17) el exponente de escalarIÚento es: 

f3(E) = lim 
n~co 

!l
-d2r 2 ' I 

lag di!! J E=Ec I 
log(n) 

(2.22) 

Antes de terminar esta sección, podríamos mencionar que la estabilidad de la traza puede 

ser útil para explicar algunas propiedades de las funciones de onda para Wla energía que no es 

un valor propio, donde los estados satisfacen que 11 Tn(E) 11> 2. La conexión con la estabilidad 

se encuentra tomando la derivada de la Ec. (2.11) con respecto a la energía, 

",' (E) = d¡n(E) =~ [sgn(Tnl] drn 
,n dE n Jr~ _ 4 dE' (2.23) 

De esta última ecuación está claro que, siempre que la derivada del mapeo de la traza 

con respecto a la energía es cero: obtenemos lL'1 punto crítico para el exponente de Lyapunov. 

Denotaremos estos puntos críticos por Ei. La naturaleza de estos puntos es obtenida por el 

signo de la segunda derivada ¡(En es máximo (númmo) cuando sgn('n) [tP'n/d2ElE=E> es , 
negativo (positivo). En ambos casos, el exponente de Lyapunov tiene una forma parabólica 

alrededor de estos puntos crítkos, 

(2.24) 

Pero, si (dTn/dE) = O, entonces, para una perturbación pequeña E alrededor del punto 

crítico Ei; Tn(E; Te) ~ TrJEi) Y así el nl.ap~o de 1a traza (Ec. (2.5) debe ser casi insensible 

a las condiciones iniciales a E;. En la ecuación de Hallwr J mostrarernos un ejemplo donde los 

exponentes de Lyapunov de los estados ele las brcdias son parabólicos debido a esta propiedad. 
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Antes de empezar dicho estudio, mostraremos a continuación una aplicación sencilla de las ideas 

expuestas en este capítulo, que ademas nOs permite apreciar las ventajas del método propuesto 

respecto a los utilizados en otros trabajos. 

2.4 Cadena Periódica con una impureza 

Para ilustrar el uso del método del escalamiento de bandas propuesto en este capítulo, en esta 

sección resolvemos el mismo problema considerado a propósito de la paradoja de Borland, es 

decir, el problema diagonal en una cadena periódica con una impureza; con el potencial de la 

forma: 

n=O 
(2.25) 

y usaremos la traza para calcular la longitud de localización. Como se vió anteriormente, si uti

lizamos el método de los coeficientes de Lyapunov, obtendríamos cero, a no ser que partiéramos 

la cadena en dos y estudiaramos los límites por la izquierda y la derecha. 

Entonces la ecuacion de amarre fuerte en su forma general para una impureza, está dada 

por, 

y la podemos escribir en forma de matricial, 

Para los sitios en la cadena, con y sin impureza, la ecuación de amarre fuerte, para los sitios 

n = -1, O Y -l,nos queda de la forma, 

Peródica ==? n = -1 wot + W2t = (E) W¡ 

Impureza==? n = O W_¡t + W¡t = (E - 6) Wo 

Peródica =='> n = 1 \L 2 !· + wot = (E) w_¡ 

En la [orrna rnatddal: iVI71 es 1a rnatriz del transferencia qne corresponde a los sitios con 

33 



el potencial Vny'o = O. Para el sitio con la impureza, la matriz correspondiente al potencial 

Vn=O = 15, es Do. Estas matrices tienen la forma; 

( E -1 \ ( E-o -1 \ 
1\1ln = 

~ r Do = ~ 
\ 

1 O 1 O j' 
donde consideramos por razones de simplicidad que la integral de salto vale t = 1. 

Para determinar las funciones propias de Mn , tomamos la ecuación característica, 

(2.26) 

donde las funciones propias están dadas por, 

(\ 'P;; 
'P; ). 

Para calcular los valores propios usamos el determinante de la cadena periódica, 

det(M - Al) = 0, 

donde .\± son los valores propios de M n , 

(2.27) 

Resolviendo para cada funcion de onda, encontramos las funciones propias, 

;¡;-+ 
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( 'P;;; ) ( .L ), ip- = \ = 
'P:'; \ 1 

Y normalizando, 

formamos una matriz unitaria; que posteriormente servirá para cambiar de base, 

que en términos de los valores propios, nos queda de la siguiente forma: 

y su inversa es, 

E+~ 
2 

E-~ 
2 

u-1 _ yE, 2 'E (E+~ 
- JE2_4 E-~ 

E-~ 
2 

E+~ 
2 

)
=_1 (A ~), 
VE~A 

-~). 
A 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

Para este caso, la traza de la matriz de transferencia total r n+1, para una cadena de n + 1 

sitios ( incluyendo el sitio con n = O), está dada por: 

Esta expresión puede ser evaluada usando las propiedades cíclicas ele la traza T n-+] , y 1a 
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matriz U que hace una transÍormación unitaria, la cual diagonaliza M n . Nótese una particu

laridad muy importante de este método, dada la relación cíclica de la traza, la impureza puede 

estar en cualquier sitio de la cadena y el resultado no se altera. 

La diagonalizacón de iví es, 

U-1M.~U 
1 (F+ -~\ ( E -1 \ ( ,~ 

" V T 
J)C \ 
V ) (2.32) A+ - A_ \ -VJL F+ 

( A+~E) '\_~E) ) , 

entonces para Do tenemos, 

) \ 1 O ) 1\ VJL A 

~ )(2.33) 
A 

así que la traza de la cadena periódica con una impureza nos queda de la forma: 

( 
A~((E-0)A+(E)-2) 
A~ ((E - 8) + A_ + A+)) 

Finalmente, la traza esUí dada por. 
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A~ «(E - o) - A_ - A+)) ). 

-A~ «(E - o) A_(E) + 2) 



El espectro es el conjunto para el cuall'Tn+ll < 2, cuando n va a infinito. De la Ee. (2.35), 

esta condición es satisfecha cuando A± es un número oomplejo (r ±e±inQ), y así el conjunto eS el 

intervalo [~2. 2] que corresponde al espectro de una cadena periódica. Fuera de este conjunto, 

!P'--t.(E)}n+l\-+ 00 para E > O cuando n -} 00, dado que A+ es real. Sin embargo, si 8 > 0, hay 

una energía para la cual, 

(2.36) 

y la traza es cero [A_(El]n+l "" O para E > O, dado que ),_ = 1/),+. De la Ec. (2.36), esta 

energía corresponde exactamente al modo de impureza (Ec = V 4 + 82
). Observamos que para 

n finito, hay siempre una banda all'ededor de este punto. Semejante banda es una consecuencia 

natural de la continuidad de T n+l (E). La existencia de una banda alrededor del modo de 

impureza para n finito es un punto muy importante, porque significa que para las redes finitas, 

el resultado no es igual que el obtenido de una diagonalización directa del hamiltoniano, en el 

que sólo un modo se encuentra [18J. 

Ahora sustituimos en la Ec. (2.20) Y obtenemos, 

dTnl 

dE IEc~V82_4 

Finalmente el recíproco de la longitud de localización del modo de impureza se encuentra 

usando la Ee. (2,20) y Ee. (2.3,5): 
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Este resultado es el mismo que el obtenido de la Ec. (2.13), pero observamos que no fué 

necesario partir la cadena y considerar dos límites diferentes en el sitio de impureza, lo cual 

podría ser muy difícil de hacer en un sisterna más complicado; tal como sucede en el sIstema 

de Harper. En el siguiente capítulo, se aplicará el mismo método que se ha utilizado en esta 

sección, justamente para estudiar las propiedades de localización en el sistema de Harper. 
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Capítulo 3 

Localización y espectro de la 

ecuación de Harper 

3.1 Deducción de la ecuación de Harper 

En este capítulo, se discutirán las propiedades de localización en la llamada ecuación de Harper. 

Antes de iniciar dicho estudio, conviene dar algunos antecedentes del origen y propiedades de 

dicha ecuación. 

La ecuación de Harper en una dimensión aparece cuando se considera el problema electrónico 

cuántico en una red periódica sobre la que se aplica un CfullpO magnético. Para entrar en 

materia, consideremos una red cuadrada con espaciamiento entre átomos dado por a, sometida 

a un campo magnético uniforme y constante H perpendicular a ella. La ecuación de Schrüdinger 

en la aproximación de amarre fuerte correspondiente a la red sin campo, escrita en el espacio 

de momentos k está dada por, 

E(k)\!i(k) = 2Eo(cosI<xa + cos I<ya)\!i(k). (3.1) 

Para introducir el campo magnético, debemos realizar el llamado acoplamiento mínimo, el cual 

consiste en susti tuir el momento p = hk por el operador p - (eA / e), donde A es el vector 

potencial magético que satisface, 

(3 ')' -) 



Al realizar esta sustitución en Eq. (3.1), el hamiltoniano efectivo contendrá términos con 

los operadores de translación exp(apx/!i.) yexp(apy/!i.). Dependiendo de la norma del vector, 

estos términos podrán contener diversas fases. Una de las elecciones más simples de A para un 

campo uniforme constante en la dirección z, consiste en escoger la llamada norma de Landau 

A = (O, x, O), ya que así sólo aparecen fases en la dirección y. 

Finalmente, al introducir esta norma en la ecuación de Schrodinger para una función de 

onda bidimensional, Se obtiene la siguiente ecuación de valores propios, 

Ea (W(x + a, y) + W(x - a,y) + e-ieHax/ñcW(X,y + a) + éieHax/lícw(x, y - a)) = Ew(x,y), 

y que estamos considerando una red cuadrada, x = na, y = ma. Además, definimos una nueva 

varia.ble adimensional E = E/ Eo, Y proponemos lUla solución del tipo 

W(na, mal = eiYm1j;(n). (3.3) 

FinaL7llente, introduciremos un parámetro adimensional dado por) 

(3.4) 

que corresponde a la razón que existe entre el flujo magnético que pasa en una celda respecto 

del flujo cuántico. 

Al realizar todas estas sustituciones, la ecuación de Schrodinger que habíamos considerado 

se transforma en una ecuación unidimensional, llamada de Harper [38], 

'Í'(7o + 1) + 'Í'(n -1) + 2cos(27r1W -1/)1j;(7O) = E1j;(n). (3.5) 

Aún mas, si se introduce un parámetro de acoplamiento .\ para el campo magnético, se llega a 

la ecuación generalizada de Harper, 

1/)(n + 1) + .,j'(n - 1) + 2.\cos(21r7Oa -1/)1j;(n) = E1b(n) , (3.6) 

la cual será la ecuación a estudiar en el resto de la presente tesis. 
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3.2 Cálculo del espectro 

Debido a su carácter unidimensional, el espectro de la ecuación de Harper puede encontarse 

mediante la técnica de las matrices de transferencia, como se vi.o en capítulos anteriores. 

presente caso se tiene, 

M(n) = 
( E - 2Acos(27fna - v) 

\ 1 

Una vez mas, la matriz de transferencia total es la multiplicación de cada matriz en cada 

paso. Si existe una periodicidad en el sistema, la matriz M (n) se repetiría cada q pasos, es 

decir, el producto de matrices consiste en una repetición de bloques de tamaño q. Esto impone 

una condición sobre el entero a, el cual debe satisfacer lo siguiente para algún entero p, 

21r( n + q)a - v = 21ran - v + 21rp. (3.7) 

Esta condición equivale a pedir que a sea de la forma, 

a = p!q, (3.8) 

es decir, a debe ser un número racional para que el sistema presente periodicidad. De aquí que 

el parametro a tenga un papel primordial sobre la naturaleza del espectro; si a es racional, 

podemos decir que las funciones de onda correponderan a ondas planas de Bloch, de carácter 

no-localizado. Para valores de a irracional, la naturaleza del espectro es mucho más compleja. 

En la Fig. 3-1, mostramos las bandas permitidas de energía para diferentes valores de a. 

Este esquema tiene una estructura fractal, y se le ha llamado "Mariposa de Hofstadter" [36J. 

El otro parámetro que juega un papel clave dentro de la. naturaleza del espectro es A. Esto 

puede verse de manera simple al considerar una propiedad muy interesante, la cual es obtenida 

al realizar una transformación al espacio de Fourier, ll1ediante la siguiente sustitución en la 

ecuación de Harper [37], 

1.=00 

vJ(n) = ,Jkn L f(l)e il (2KCm+v). (3.9) 
l=-oo 
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Mariposa de Hofstadter para n=40! 
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a 

Figura 3-1: Mariposa de Hofsüutte,... Espectro de energías permitidas en función de la parle 
fraccionaria de a: que varía entre cero y uno para A = l. 

Esta transformación nos conduce a una ecuación en el espacio recíproco, donde los coeficientes 

f(l) de cada armónico de Fourier están dados por, 

f(m + 1) + f(m - 1) + ~cos(27ram + k)f(m) = ~~ f(m). (3.10) 

la cual corresponde a la ecuación de Harper original, con unos nuevos parámetros definidos del 

siguiente modo, 

K = ~ v* = -k - 2E >,' ,E=;:-. (3.11) 

Esta propiedad se conoce como autodualidad, y permite dar algunas características cualitativas 

del espectro y la localización de los estados propios. Ahora bien, si encontramos una solución 

localizada en el espacio recíproco de manera que se cumpla, 

(3.12) 
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entonces, la función de onda en el espado real será de naturaleza extendida, ya que 

¿ 11j;(n) 1
2 = CXl, 

n 

de acuerdo al bien conocido principio de incertidumbre de Heisenberg, Si en la ecuación de 

Harper el parámetro JI tiende a cero, entonces las soluciones serán muy parecidas a las obser-

vadas en un cristal, es decir, son ext.endidas y por lo tanto en el espacio de Fourier la solu.ciones 

están localizadas. Pero esto justamente significa que las soluciones de la ecuación de Harper en 

el espacio real, con un parámetro JI * que tiende a cero están localizadas, ya que la forma de la 

ecuación es idéntica. De aquí se sigue que al estudiar el comportamiento ante variaciones de 

JI, bastaría barrer entre O y 1. El comportamiento para JI mayores podría obtenerse al usar la 

propiedad de autodualidad. Un pu..nto importante lo constituye el valor A'" = lj>"*, el cual se 

satisface cuando JI = 1. En este valor, las ecuaciones en el espacio real y recíproco son exac

tamente iguales, y poco puede decirse mediante este argumento. Así, puede pensarse en que 

cuando JI = 1, ocurre una transición en el tipo de localización; para JI < 1, son extendidas y 

para JI > 1 están localizadas. Si JI = 1, se cree que el esprectro es de tipo fractal, con funciones 

de onda autosimilares [37]. 

3.3 Estabilidad en la ecuación de Harper 

En este sección utilizaremos la técnica de estabilidad de la traza para estudiar las propiedades 

de localización de la ecuación de Harper. En particular, nos interesa observar la transición 

entre un espectro con estados extendidos a localizados a medida que variamos el parámetro JI, 

considerando que el parámetro a es un número irracional. Así mismo, tendremos la ocasión de 

utilizar esta técnica para estudiar los estados críticos o fractales, los cuales no han podido ser 

caracterizados adecuadamente. 

Ernpezarernos por calcular 108 coeficientes de Lyapunov de la hmción de onda1 tal y COITlO 

se definen usualmente. En las Figs. 3-2 y 3-3 se aprecia dicho cálculo para dos cadenas de 

2000 sitios, una con A = 1 }, la otra con ,\ = 2. En líneas negras se indican las energías 

que corresponden a los estados propios. Primero, podemos comprobar lo dicho previamente 

en capítulos anteriores; los coeficientes de Lyapuno\- definidos en la manera usual: Lienden a 



cero para las energías propias, por lo cual no pueden utilizarse para investigar propiedades de 

localización. Este es un hecho importante que debe tenerse en cuenta al realizar afinnaciones 

concernientes sobre localización. 

y(E) 

<> 

E 

Figura 3-2: La curva sólida corresponde al coeficiente de Lyapunov de la función de onda para 
,\ = 1 con 0= (V5 -1)/2. La curva punteada es el coeficiente de Lyapunov de la traza usado 
en el sentido de la teoría de estabilidad. 

En segundo lugar, observamos un comportamiento parabólico en las energías que correspon-

den a las brechas. De acuerdo a lo expuesto en el capitulo 2, esto puede deberse a la existencia 

de un punto estable en el mapeo de la traza. Para comprobar este hecho, en la Fig. 3-3, hemos 

incluido el coeficiente de Lyapunov de la traza de la matriz de transferencia, pero usado en el 

sentido de la teoría del caos [38]. Se puede observar que los máximos de las parábolas corre

sponden exactamente con los mínimos de los coeficienes de Lyapunov. Esta Fig. 3-3 también 

ilustra un punto muy importante, la diferencia entre los coeficientes de Lyapunov definidos para 

la función de onda, y los definidos en términos de la estabilidad de la traza. 

Debido a que los coeficientes de Lyapunov definidos en el sentido usual dan poca información 

acerca de las propiedades de localización, podemos utilizar el escalamiento de bandas para 

evaluar dichas propiedades. Para empezar, podemos darnos cuenta de que la relación entre 
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localización y el ancho de bandas es válida, si graficamos las bandas permitidas en función del 

parámetro >., tal como se muestra en la Fig. 3-4, donde ilustramos regiones para). < 1 Y >. > 1, 

que corresponden a regiones donde se encuentran estados propios que son extendidos, críticos 

y localiz.ados respectivamente, conlO lo probarelnos Inás adelante. 

0.8 "'1 
0.6 I 

0.4 

11.2 

0.0 
'.0 5 10 15 20 

E 

Figura 3-3: La curva punteada muestra el coeficientes de Lyapunov de la traza de la matriz de 
transferencia para la ecuación de Harper, mientras que la curva sólida muestra las coeficientes 
de Lyapunov de la funci6n de onda para >. = 2. Las bandas verticales indican las energía 
permitidas. 

Para estudiar la localización, utilizaremos las técnicas expuesta en el capítulo 2. Para ello 

se desarrollaron programas en Matemática y Fortran, que permiten obtener la longitud de 

localización para una cadena de Harper. Estos programas han sido incluidos en los apéndices 

de esta tesis para sU consulta. 
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Figura 3-4: Espectro de energías E en función de A para a = (.j5 - 1)/2. Observamos que 
cuando A aumenta es mas dificil encontrar energías o estados propios. 

Dicha longitud de localización, fue obtenida mediante la fórmula (2.16), es decir, se calculó 

el ancho de las bandas del espectro de Harper, el cual se obtiene al encontrar los puntos en los 

cuales el cuadrado de la traza de la matriz de transferencia es cuatro, tal y como se explicó en 

la sección (2.3.2). A estos coeficientes, los hemos denotado por CJ(E), en lugar de ¡(E), debido 

a que como se demostró en dicha sección, los coeficientes obtenidos mediante el escalamiento de 

bandas, coinciden con la definición de los coeficiente de Lyapunov usados en el sentido usado 

en teoría del caos y sistemas no-lineales. 
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En las Figs. 3-5,3-6,3-7,3-8,3-9,3-12,3-13 presentamos los ooeficientes u(E) pero calcula

dos según la fórmula 2.21, es decir, evaluando el logaritmo del ancho de banda dividido por el 

nÚIllero de sitios. Hemos escogido tres valores característicos de A = 0.5, 1.0, 1.25, para redes de 

diferentes tamaños (n). Estos valores corresponden a espectros con estados extendidos, críticos 

y localizados respectivamente, y por esta razón los hemos escogido. 

0.175 

0.15 

0.125 

cr(E) 0.1 
)75 ~ el e i~ 

J 05 I[ il l ljl 
! i, Il'j' \1 \ 1; i 

0.025 llJ¡iU i 
o :L.J c: I I 

o 

I 

0.5 

n=40 A=05 , . 

1 
E 

Figura 3-5: El coeficiente u(E) para A = 0.5, Y 40 sitios. 

En las Figs. 3-5, 3-6, 3-7 presentamos u( E) cuando A = 0.5, pero para tres tamaños de 

cadena, n = 20, 40 Y 200 sitios. Observese que los valores de u(E) son cada vez mas pequeños, 

lo cual indica que los estados son extendidos, ya que la banda no decrece a la misma velocidad 

que aquella con la cual crece el núrnero de sitios. 
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cr(E) 

n=50, ¡=O.5 

o 0.5 

E 

Figura 3-6: Coeficiente IJ(E) para A = 0.5 Y 50 sitios 

o 

0.5 

11=200, A =0.5 

1 

E 

Figura 3-7: Coeficiente <T(E) para A = 0.5 Y 200 sitios 

La forma es la misma que la anterior (Fig 3-6), se ve con más detalle debido a que el ancho 

de bandas es muy pequeño, pero el coehciente rr es mucho más pequeño. Estos resultados 

coinciden con aquellos propuestos por Aubry [36], ya que los estados están extendidos . 
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Ahora presentamos un par de gráficas (3-8, 3-9) para A = 1 con n = 40 Y n = 50 sitios. 

Puede observarse que u(E) es más pequeño cuando la cadena tiene más sitios, por lo cual 

no podrían calificarse como estados localizados, sino que puede ser considerados como estados 

extendidos. Sin embargo: este valor de A corresponde a estados críticos porque el espectro es 

fractal para A = 1. 

n =:40 , ).d 

0.175 

0.15 

0.125 

O] 
a(E) 

75 

_.05 

1II 
111 

0.025 

1I j O ¡ 
O 0.5 1.5 ? 

E 

Figura 3-8: u(E) para una cadena con A = 1 Y 40 sitias. 

0=50, J.=] 
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Figura :1-9: Conforme los sitios aumentan n = 50, el coeficiente CJ tiende a cero (can ),=1). 
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Sin embargo, para caracterizar mejor la función de onda, podemos utilizar la versión modi

ficada de u( E) que permite sacar los exponentes característicos de la función de onda en el caso 

de que la función de onda siga una ley de potencias. 

Para ello, utilizamos la expresión) 

f3(E) = l~ W¡, 
lnn 

que tiende UlI valor finito cuando n tiende a infinito si los estados son críticos. Las figuras 3-10 y 

3-11, muestran la evolución de estos valores para una red con n = 30 Y n = 50 respectivamente, 

para.\ = 1. 

¡; = 30, 
, 

1 A 

2¡ 
I ~ 

4 

1 1.5 
! 

I 
fJ(E) 

1, i 1 

1I11 11 °-:1.111 
O 0.5 1 1.5 2 

E 

Figura 3-10: Coeficiente f3 de una cadena con 30 sitios. Si se compara con la figura [3.11]. 
puede observarse que los valores casi no varían, lo cual indica la e'J.:Ístencia de estados críticos. 
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n=50, A = 1 

2 i 
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U P(E) 

l 

O - I ·"t 11 IU~ll O JI , , 
O 0.0250.05 0.075 O.l 0.1250.l5 0.l75 

E 

Fig;ura 3-11: Coeficiente f3(E) paru >.. = 1 para una cadena de 50 sitios. 

Nótese que en la gráfica 3-11 para n = 50" aparece una amplificación de sólo una zona 

del espectro, la razón de esto es que al volverse mas finas las bandas, es mas difícil encontrar 

energías permitidas debido a la naturaleza fractal del espectro. Por ejemplo, debe escogerse 

un estado en particnlar y estudiar su evolución. Puede observarse que el coeficiente f3( E) de 

E = 0.065 no decrece con el tamaño de la red, lo cual es indicativo de estado críticos, lo cual 

confirmaría la hipótesis de Aubry [37] de que la transición de estados localizados a extendidos 

pasa por una re!';ión de estados críticos cuando A = 1. 
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En las figuras 3-12 y 3-13 se presentan los resultados para .A = 1.25 con n = 20 Y n = 27 

respectivamente. En este caso, presentamos el seguimiento de algunas bandas a medida que 

crece el sistema, ya que el decaimiento exponencial del ancho de las bandas nace muy dificil 

encontrar estados localizados a medida que crece el tamaño de la red. 

Sin embargo, los valores de 0-( E) no se reducen con el tamaño de la red, lo cual indica que 

los estados no son extendidos, sino localizados. 

~J 
I 

J ~.~ r 
¡ 

J 0.8 t 
J I 

g 06
r t> I 

04 r I 
1 I 

02 '- -' 
! I 
I ! 

0.0 
3.0 3.5 4.0 E 4.5 5.0 5.5 6.0 

figura 3-12: Se seleccionan las 3 primeras banda del espectro para una cadena de 20 sitios y lo 
amplificamos, para .A = 1.25 Y comparar su magnitud o- ~ 0.1, con otra cadena con más sitios, 
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Figura 3-13: Aquí vemos las 3 primeras bandas amplificadas para una cadena de 27 sitios con 
.\ = l. Observamos que la magnitud del coeficiente no decae (u ~ 0.1), conforme aumentamos 
los sitios, lo que indica la existencia de estados localizados. 

La existencia de estados localizados, detectados mediante el método expuesto en la presente 

tesis, puede compararse con el método usual de los ooeficientes de Lyapunov calculados mecliantc 

la norma de la matriz de transferencia. En la Fig. 3-14, presentamos dicho coeficiente para 

dos redes de tamaño n = 20 Y n = 27 sitios y .\ = 1.25. Puede verse claramente que para los 

estados permitidos, los coeficientes se van a cero cuando variamos el tamn,ño de la red, por lo 

cual no puede hablarse de una convergencia hacia un valor dado. De este modo, se confirma 

una vez más lo expuesto en el capítulo 2, es decir, que los coeficientes de Lyapunov usuales se 

van a cero siempre que exista un estado permitido. 
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Figura 3-14: Los ( .. ) circulas representan el coeficiente de Liapunov de los estados permitidos 
de la cadena de 20 sitios y los (6) triangulos representan la cadena de 27 sitios. Notamos que 
este coeficiente decrece cuando el número de sitios aumen 

Como se pudo ver en este capítulo, la ecuación de Harper es rica en cuanto a sus propiedades 

de localización, por lo cual resulta útil para verificar el método del escalamiento de bandas para 

medir localización. Aquí surge de manera natural, la pregunta de si estos comportamientos 

permanecen al considerar defectos, los cuales siempre existen en cualquier sistema. En el 

próximo capítulo se aborda dicho problema, y como se verá, los resultados resultan ser muy 

interesantes. 
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Capítulo 4 

Defectos en la cadena de Harper 

4.1 Defectos 

Otra manera de probar la teoría del escalamiento para estudiar la localización, consiste en into

ducir defectos en la cadena de Harper; ya que pueden producirse estados localizados, tal como 

se verá en el transcurso del presente capítulo, aún más, el presente estudio nos permite cliscutir 

los efectos de impurezas en espectros fractales, los cuales se ha sugerido que son inestables aún 

con muy poco desorden [39]. 

Para entender el origen de esta inestabilidad, así corno la aparición de estados localizados, 

debe utilizarse una técnica perturbativa para las flL.'1c10neS de Green. En este capítulo se 

estucliarán dichas funciones y la técnica de perturbaciones mencionada. Esto nos permitirá 

entender los resultados que se presenten al final del capítulo para la cadena de Harper. 

4.2 Funciones de Green 

En física, es muy común tener que resolver problemas que satisfacen una ecuación diferencial 

del tipo, 

(4.1) 
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donde L( 1:), es un operador diferencial lineal y <iÍ" (r) es una función propia que es ortonomal, 

es decir, si <iÍm(r) es tambien función propia se cumple que, 

y además el conjunto de {<iÍn(r)} sigue la relación de completez, 

L Mr)<iÍ~(r) = 8(r - rJ. 
n 

Este tipo de ecuación aparece por ejemplo en la electrodinámica al tratar de resolver la ecuación 

de Poisson, o en la mecánica cuántica bajo la forma de la ecuación de Schrodinger. El carácter 

lineal del operador L( r) nos indica que cualquier función que sea una suma de soluciones será 

tambíen una solución, y de igual manera, si consideramos que la ecuación diferencial contiene 

un término que sea una fuente (por ejemplo, en el caso de la ecuación de Faisson la fuente es 

una densidad de carga en el espacio), podemos considerarla como una superposición de fuentes 

puntuales. De este modo, si resolvemos la ecuación para una fuente puntual, la solución para una 

fuente en general consistirá en la superposición de la solución puntual. Por lo tanto, la solución 

puntual tiene un camcter fundamental, porque contiene toda la información relevante sobre el 

comportamiento del sistema, y se le conoce como fundan de Green. Más concretamente, la 

función de Creen se define como la solución de la siguiente ecuación diferencial inhomogénea, 

(z - L(r)) C(r, r; z) = o(r - ,.j, (4.2) 

donde C(r, 1'; z) satisface ciertas condiciones si r y r están en una superficie de frontera s. 

La variable z, que aparece en la ecuación anterior es una varible compleja, donde definiremos 

,\ "" Re(z), y S"" Im(z). Una manera particularmente útil de trabajar con la función de Green, 

consiste en introducir un espacio vectorial abstracto, utilizando el formalismo de Dirae de ket 

y bra de la mecánica cuántica, esto nos permite escribir las siguientes convenciones. 

'Í'n( r) 

5(r - riL('-) 
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C(r,r;z) - (rIC(z) l<Pn) , 

donde en esta nueva notación la función deGreen satisface la siguiente ecuación de operadores, 

[z - L]C(z) = 1, 

formalmente; esta ecuación se resuelve despejando C( z), 

1 
C(z)=-~. 

z-L 

Utilizando la relación de completez de las funciones de onda se llega a, 

que en la representación T queda como, 

'f)PIO 
C(r, r; z) = L 'i'n\f 'l'tr) . 

n z- n 

(4.3) 

(4.4) 

Debido a que L es en general un operador herrnitiano, sus valores propios An serán reales, 

lo cual significa que de la Ec.(4.3), C(z) es una función analítica en todo el plano complejo z, 

excepto en el eje real, donde los polos de la función de Creen corresponden justamente a los 

valores propios de L. La existencia de estos polos, sugiere el uso de un procedimiento de límite 

para estudiar el comportamiento de la función cerca de un polo. Siguiendo esta idea, definimos 

dos funciones de Green del siguiente modo, 

lim, C+(r, r; A + i8). 
s-o"'" 

C-(r, r; z) lim C-(r,r;A - i8). 
$-0-:-

Estas dos ecuaciones pueden reescribirse del siguiente modo~ 

C ±( ') '" <p(r) , (!J(r; _. '" ,( ) () *() ~ r,r;z=P6 A-A +l7r L .ur-ror. ó r, 
n n 

(4.5) 
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donde fue usada la igualdad, 

1 1 
lim --.- = p- :¡: i'm5(x) , 

Y----"o+ X ± zy x 

y P denota la parte principal de la función, tal como se define en la teoría de las variables 

complejas [40J. Si en la Ec. (4.5), integramos sobre r , llegamos a 

En la formula anterior, '1 = En 8(A - An), es justamente la densidad de estados, es decir, la 

cantidad de estados en que hay en el intervalo [A, A + dA], esto nos pernúte llegar a una fórmula 

que resulta ser extremadamente útil, ya que relaciona la función de Green con la densidad de 

estados '1, 

'1 = :¡:.!c Im[TrC±(> .. )]. 
'ir 

(4.6) 

La teoría anterior puede ser aplicada inmediatamente al hamiltoniano de enlace fuerte, 

donde el operador L(r) debe ser sustituido por H, de donde la función de Green queda escrita 

como, 
. 1 

G(E±2S) = E±is-H' 

A manera de ejemplo, podemos encontrar la función de Green de una cadena periódica, lo 

cual posteriormente nOS servirá para comparar los efectos de introducir impurezas en sistemas 

no periódicos. En este caso, el hamiltomano está dado por, 

H= Li(II)(1 + 1[ + 11) (1-11), 

las funciones de onda propias son del tipo de Bloch, y vienen dadas pOL 

1 
Ik) = - '\' e,k, li') . VN '---" ' , 
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siendo las energías correspondientes de cada estado con vector de onda k, 

E(k) = 2cos(ka), 

ya es la separación entre sitios. Sustituyendo estas expresiones en la Ec.(4.4), llegamos a que 

la función de Creen, es un operador cuyos elementos 1 y m son, 

(4.7) 

definiéndose a x como, 
E+is 

x=---
2t ' 

siendo 8, 
1 VI - x2 

8 = tan- . 
x 

La densidad de estados se obtiene al aplicar la Ec.(4.6), 

si E esta ente -2 y 2. 

4.3 Sistemas con impurezas 

En esta sección consideraremos el problema de una impureza substitucional, en una cadena. 

En el capítulo 2, se había estudiado de manera particular el probl€Ina de una impure7,a en una 

cadena perfecta; sin embargo, en esta sección se estudiará el problema desde el punto de vista 

más general que nos permitira además comprobar los resultados obtenidos previarnente. Para 

entrar en rnateria, consideramos un hamíltoniano del sistema sin irnpurezas: que denotaremos 

por Ha, el cual en general tiene la forma, 

Ho = ¿ (Vn in) (ni +t In) (n -:- 1i +t in)(n - 11)· 
n 

La írnpureza sustitucional tiene el efedo de canlbiar la auto energía en el sitio donde sus ti-
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tuye a uno de los átomos que estaban ahí previamente. Esto puede verse como una perturbación 

al hamiltoniano Ha, de modo que el hamiltoniano del sistema con una impureza puede escribirse 

de la siguiente manera, 

siendo Ji¡ la perturbación debida a la impureza susbtitucional en el sitio 1, 

El problema a resolver consite en encontrar cómo se modifica el espectro y las propiedades 

de localización debido a la perturbación. El método más conveniente para atacar este problema 

es el cálculo de la función de Green de! sistema perturbado (C). Para ello, calcularemos esta 

fu..l'lción en térnlÍnos de la Íunción de Green del sistema no perturbado (Co) y HI . Empezamos 

por escribir a C de acuerdo a su definición, 

pero de la definición de GOl la ecuación anterior puede escribirse COIIlO~ 

C= Co . 
l- CoH¡ , 

y si desarrollamos al operador (1- CoH¡)-J en serie de potencias llegamos a, 

(4.8) 

lo que a su vez puede reescribirse de una manera más compacta, llamada ecuación de Dyson, 

En el caSo de una sola impureza, la serie perturbativa que aparece en la Ec.(4.8), toma una 

[orrna particulannente sirnple, 

C = Co + oC" ji) (1 +!5 (l! Co 11) + b" ((11 Co 11))" + .. ) (l[ Co, 
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de donde finalmente llegamos a la expresión para la función de Green perturbada, 

óGa 11) (11 Go 
G=Go+ (l-ó(IIGoll))" 

La densidad de estados del sistema con la impureza se obtiene inmediatamente al considerar 

la parte imaginaria de la traza G, de donde, 

r¡(E) = r¡o(E) - ~ Im r L (ni ca ji) (ti ca in) "J' . 

1[ Ln l-ó(IICo ll) 

La ecuación anterior indica que la función de Green tiene nuevos polos, que corresponden a 

los modos de impureza. Estos nuevOs polos, corresponden a las energías que satisafacen, 

(11 Go(Ee) li) = i· (4.9) 

Esta ecuación nos da una información muy importante, ya que sólo puede llevarse a cabo 

cuando la parte imaginaria de (11 Go(Ee) ji) = 0, debido a que l/ó es real. Esto sólo puede 

cumplirse en una brecha energética del espectro sin perturbar, dado que la parte imaginaria de 

la función de Green es proporcional a la densidad de estados en una energía dada. 

Por ejemplo, en el problema estudiado en el capítulo 2 (una cadena lineal con una impureza), 

se encontró que el modo de impureza aparecía fuera del espectro, aún más, podemos comprobar 

el resultado obtenido previamente usando la técnica de la función de Creen. Usando la Ec.(4.9) 

y sustituyendo la expresión (4.7), llegamos a, 

1 1 
= 

VE2 - 2t2 Ó' 

que es exactamente la misma condición encontrada en el capítulo 2, mediante el método de la 

traza. 

Así, al introducir una impureza en una cadena periódica, aparecen un estado fuera de la 

banda. En un espectro con una distribución fractal de brechas energéticas (por ejemplo, en la 

ecuación de Harper cuando'\ = 1), esperamos que aparezca un estado localizado en la impureza 

para cada brecha energética. Entonces; podenlOs esperar que un espectro fractal sea jnestable 
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ante perturbaciones muy pequeñas, ya que la aparición de una infinidad de modos de impureza 

en cada brecha energética siempre está acompañada de una reducción del ancho de las bandas 

del espectro original. En la siguiente sección estudiaremos el efecto de una impureza en la 

ecuación de Harper. 

4.4 Inestabilidad en la ecuación de Harper debido a Impurezas 

Para estudiar los efectos de las impurezas en la ecuación de Harper, consideraremos como el 

hamiltonÍano no perturbado al hamiltomano dado por la Ec. 3.6, y la perturbación será una 

impureza con autoenergía E = }4 - (52, situada a la mitad de la cadena. En la Fig. (4-1), 

aparece el espectro de energías permitidas en función de A. Puede observarse que el efecto es 

muy grande aún para A muy pequeña; en particular se observa la aparición de nuevas brechas 

energéticas. Un examen cuidadoso del espectro en esta región nos permitió observar que esto 

se debe a que las bandas reducen su tamaño, lo cual puede ser explicado en términos de la 

discusión presentada en la sección anterior. 

E()') 

, , 

Figura 4-1: El espectro de energías de una cadena de Harper con imp,¡.rezas. Cada banda red,we 
su tamaño; apar·ceen eslados localizados entre cada banda. 

Aún más, el hecho de que las bandas disminuyan su tamaño significa que los estados tienden 
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a ser más localizados, aunque de por si aparecen modos localizados en las brechas del espectro 

original. Esto puede comprobarse mediante la técnica del escalamiento de bandas, tal como se 

muestra en la Fig. 4-2, comparandola con la Fig.3-5 

IMPUREZA n=40, ).=0.5 
0.175 ,~-_. 

O. 15 , 
O .125 

~ 0.1 ¡ ~ ,! 
ri1 ¡ , 
~ 0.075 ¡! l' 
b ¡¡:¡ 

'1 1 , ' 

ji !l' 
1",,1 I : 

0.05 , ti:: : ',1' 

0.025 
, ;'!! 
i , 

O L;'LC _---.J'JL. 
O 0.5 1 1.5 2 

E 

Figura 4-2: El ancho de bandas se reduce en comparación con la cadena sin zmpureza (Fig. 
3.5). 

Finalmente, en la Fig. 4-3, se muestra el efecto de la impureza sobre la mariposa de 

Hofstadter, comparándola con la de la Fig. 3-1, se observa que el número de puntos disminuye 

y aparecen puntos donde antes no habían. 

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 

Figura 4-3: Mariposa de Hofstadter, con una impureza a la mitad de la cadena 
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Capítulo 5 

Conclusiones 

En esta sección, se darán las conclusiones finales del trabajo realizado, el cual, según se dijo 

al principio de la tesis, planteó la evaluación de las propiedades de localización en sistemas 

unidimensionales. Así, en el capítulo dos se discutió de manera amplia como evaluar dichas 

propiedades. Las conclusiones de las investigaciones realizadas son: 

1. Las técnicas que usualmente son utilizadas paro determinar- el tipo de localización, tales 

como los coeficientes de Lyapunov, revelan que existen diversos problemas, entre eUos el 

más importante es la necesidad de conocer previamente donde se encuentra el sitio con 

mayor amplitud de la fdnción de onda, lo cual es difícil de conocer en muchos casos. Si no 

se conoce sv. ubicación, el valor de este coeficiente tiende a cero independientemente del 

tipo de la función de onda, por lo cual no es confiable como herramienta para determinar la 

localización. En particular-, se analizó el caso del modo localizado en una cadena periódica 

con una impureza, y se comprobó de manera numérica lo dicho anteriormente. 

2. Para evitar los problemas de los coeficientes de Lyapunov usuales, se desarrolló un 

método original para estudiar propiedades de localización. Este método está basado en 

el escalamiento de las bandas con el tamaño del sistema, las cuales se escalan según el 

lranslape de las funciones de onda. 

J. Se encontró que este método proporciona 'una conexión natural entre las propiedades de 

localización y la estabilidad de lo. traza. En particular, se delllostró que íos estados 10-
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ca1izados, corresponden a puntos fijos inestables de la traza, mientras que los estados 

extendidos corresponden a puntos sillas. Los estados criticas aparecen en mapeos de la 

traza no-lineales. 

4. Mediante nuestro método, se determin6 que la longitud de localizaci6n está dada por el 

coeficiente de Lyapunov de la traza, pero tomado en el sentido de estabilidad usado en la 

teoria del caos y sistemas no-lineales. 

5. Para comprobar esta técnica en un caso sencillo, se resolvi6 analfticamente el problema 

de una cadena lineal con una impureza. El resultado coincide con los obtenidos por otros 

métodos. 

A continuación se estudiaron las propiedades de localización en la ecuación de Harper. 

Este sistema fue elegido porque variando un s610 parámetro, pueden obtenerse estados 

críticos, localizados y extendidos. De este modo, resultó ser un sistema muy útil para 

probar la técnica desarrollada. Las conclusiones muestran que: 

6. Se desarro1l6 un algoritmo original para implementar el método del escalamiento en sis

temas unidimel1Rionales. El algoritmo Jué aplicado en diversos programas de computadora. 

7. Nuestra técnica permite discernir entre los diJerentes tipos de Iocalizaci6n y evaluar las 

longitudes características o los coeficientes de escalamiento en el caso de estados críticos. 

8. Se utiliz6 la técnica de los coeficientes de Lyapunov de la funci6n de onda, y se comprob6 

que está técnica no produce resultados confiables, aunque se uso está muy extendido en la 

literatura sobre el tema. 

Finalmente, se utilizó la misma técnica de escalamiento para estudiar las propiedades de 

localización en la ecuación de I-Iarper con una sola impureza. LDS resultados indican que: 

9. Los estados se V?lelven más localizados y que aparecen muchos modos de impureza en las 

brechas del espectro de Harper sin peTturOar. De hecho, se encontr6 que el espectm es 

altamente inestable ante una pcr't'urbacióTl,) 'ya que una impureza en un sólo sit'iD produce 

muchos modos localizados, a dlIerencia de una cadena lineal: en la cual apo'Tece sólo 'Uno. 
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10. Las bandas reducen drásticamente su ancho, de acuerdo a lo esperado si es que aparecen 

muchos modos de impureza. 

11. La razón de este fenómeno fue entendida mediante el uso de U1JL! técnica pertubativa pa:ru 

las Hmciones de Creen. 

El presente trabajo abre nuevas interrogantes sobre diversos puntos, tales corno la evaluación 

de la dimensión fractal del espectro de Harper con impurezas y su relación con los parámetros de 

localización de la función de onda. En particular, creemos que el uso de la teoría de la estabilidad 

para estudiar propiedades de localización será de mucha utilidad en trabajos futuros. 
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HARPEPROG.nb 

Apéndice 

Programas en matemática y fortran. 

(*Programa que calcula. el espectro de energías En, 

para una cadena de n sitios en la ecuación de Haxper*) 

N = 40; (* Número de sitios *) 

11 = O.OO~r (* partici.ón *) 

,1.:=1.0; 

u : = O; (* contador 1. *) 

a. : = O. O (* energía inicial 11:) 

energ : = 2 . 5 ; (* energía final *) 

fJ:= «energ-a) * (l/A» -1; (* contador 2*) 

a: = EVa1.uate[ (1.0 • .y 5.0) /2.01; (* sensiDilidad *) 

(* programa para calcular el producto de matrices 

y calcular la traza de la matriz de transferencia *) 
FOI(€ = a, € <: energ I 

{u=u+1, A=({e-2*,1., -l},{l,O}}, 

For[x::=l, x <= K, 

{mx = {{e -2*A.*Cos[2*7r*x*cr], -~}, {i, O}}, 

B = mx .A , 

A:: B, 

}; x++J, 

Cu =Abs[ Sum[B[[i, i]L {i,2}]L 

Tu :=If{Cu <=2, Q=l, Q=O], 

};e+=t..] 
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(*·Grafica el espectro de energías para el que 

la traza de la matriz de transferencia es menor que dos *) 
(* Construye una tabla de las energías 

para las cuales la traza es menor que dos 

y el logaritmo del ancho de banda entre 

el nÚffienro de sitios y 10$ grafica *) 

Ba:=Table[{a+(u-l)*", en}, (u,l,.B, l)] 

Harper : = Table [ {a: + (u - 1) * t::., Tu}, {u, 1, 8, l} J 
Aux = Extract[Harper, {l., 2}) 

(*Print [HA=" lA," ,a=" ,o:, ¡¡ ,8=" ,S," ,sitio K=" ,K] *) 

Cont2 = O; 

U=List[{CI,O.O)]: 

For fu = 1., u <::: f3 - 1, 

{TU = Aux, TUl == Extract(Harper, {Uf 2}] ¡ 

Aux = TUl., 

If[TU == 0, Contador = O, 

{Contador:= Contador + 1, 

If[TUl == 0, 

{w = l::. * Contador, 

Cont2 ::: Cont2 + ~, 

L; Abs[Log[w] I K], 

xm;". (u*") - (w/2), 

U = AppendTo[U, (xm- (w/2), 0.0)]. 

U = AppendTo[U, {xm- (w/2), Ll], 

U;AppendTo[U, (xm ... (w/2), L)], 

U=AppendTo[U, {xm+ (w/2), 0.0)], 

(*l?rint["xm=" ,xm-(w/2) ,TI fU=" ,U]*) 

l, P = 01) J l; UH 1 
ListPlot[U, Fra.me -> True, plotJoined -> True; 

FrameLabel-> {"E" 1 "a(E)"}, P1.otLabel-> "n=50 1 A=1.15"] 

(* guarda la gráfica en un archivo *) 

DisplayI "hn40Ll.WIDÍ", % I "Metafile"] 
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double precision S,de,T12,T11,T21,T22,M11,M12,M21,M22,TRA 
ZA 

double precision R11,R22,R12,R21,RD11,RD22,RD12,RD21,sca,A 
UX 
C*~****************************~******~***~**~******x~ x******~**~* 

**** 
e C21cuJ.a el espectro usando la matr~z ~F ~-ransf~rp~c~~ r3r~ una 
C cadena de Harper 
C*~*********K*~*****X**********X************~***X*~*** *x*****xw*** 

**** 

C 

C 
C 
C 

C 

C 

C 
C 
C 

TAU=(1.0+SQRT(5.0))/2.0 
PI=4.0*ATAN(1.O) 
M= CADENA, N=numero de intervalos en energia, 
r'1LAt'lB=LAl'1B DA 
M1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, 233, 377,610 

987, 1597,2584, 4181, 6765, 10946 
M=40 
~J::.~3000 

MLAMB=10 
de=(6.0/REAL(N) ) 
RLAl'1BDAMAX=1.2 
dlambda=(O.l/REAL(MLAMB)) 
RO=0.5/TAO 
SHIFT=-3.0 
rlambda=1.5 
sca=l. 011. 5 
L02=LOG(2.01 
LOSCAM=LOG(SCA)*REAL(M) 

OPEN(4,FILE='c:\sts\lambdaxx.dat',STATOS='ONKNOWN') 
OPEN(8,FILE='prueba1.dat',STATOS='ONKNOWN') 

DO 280 ilambda=l,ML~~'1B 
rlambda=O.3+(REAL(ilambda)-1.0)*(dlambda) 
write(*,*) rlambda 
DO 270 ie=1,N 

E=(REAL(ie*de) )+SHIFT 
M11=(E-2.0*rlambda) 
M12=-1.0 
M21=1.0 
M22=0.0 
DO 130 I=1,M 

T.Jl=(E-2.0*Llanillda·cos(2.G*pi*tau~I)) 

if (I.EQ.20) then 
Tll=E-1.5 

endif 
T12=-1.0 
T21=1.0 
T22=0.0 
R11=T11*Mll+T12*M21 
R12=Tll*M12+T12*M22 
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C 

R21=T21*Mll+T22~M21 

R22=T21*M12+T22*M22 
Ml1=Rll 
M12=R12 
M21=R21 
M22=R22 

CONTINUE 
RT8.= (Mll +M22) 
RTT=ABS (RTR) 
if (RTT.LE.2.0) then 

write(4,*) rlambda,E 
else 

write (4, *) O, O 
endif 

C**************************************************************** 

C Guarda el valor no actualizado de KGAP para usarse 
e en el calculo del tamanio del gap 
C******~*~************************************************~****** 

270 
280 

CONTINUE 
CONTINUE 
CLOSE(4) 
write(*,*) 'Fin del calculo, GAPS HARPER' 
STOP 
END 
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