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Introducción 

La temática de esta tesis pertenece a la Teoría de Hiperes
pacios. Los resultados que se presentan en este trabajo, cons
tituyen una aportación para resolver el problema de la clasifi
cación de los continuos cuyo hiperespacio es homeomorfo a un 
cono. 

La Teoría de Hiperespacios tiene sus orígenes alrededor de 
1900, cuando la Topología comienza su formalización, con los 
trabajos de Hausdorff y Vietoris. En la década de los treinta ya 
se conoCÍan muchos de los resultados básicos en hiperespacios, 
principalmente por las aportaciones de Borsuk y Mazurkiewicz. 
Uno de los trabajos más notables es el artículo de Kelley [15] 
publicado en 1942, éste puede considerarse la piedra angular de 
la Teoría de Hiperespacios. En esta referencia se introducen 
dos de las herramientas principales: Las funciones de Whit
ney y los arcos ordenados, las cuales directa o indirectamente 
son utilizadas en casi todos los trabajos sobre hiperespacios 
que han aparecido desde entonces. Después de Kelley muchos 
matemáticos han estudiado los hiperespacios. Los resultados pu
blicados hasta 1978 son compilados por S. B. Nadler, Jr. en su 
libro Hyperspaces of sets [21]. Esta obra de Nadler se convirtió, 
por las preguntas que se incluyen a lo largo del texto, en un pro
grama para continuar la investigación de los hiperespacios. El 
estado actual de la teoría se presenta en el libro de reciente pu
blicación Hyperspaces, fundamentals and recent advances, cuyos 
autores son A. Illanes y S. B. Nadler, Jr. [14J. 



La mayor parte de la teoría de hiperespacios se ha desarro
llado para los continuos. Un continuo es un espacio métrico, 
compacto y conexo. Dado un continuo X, se considera la colec
ción de todos los subcontinuos de X, 

C(X) = {A : A es sub continuo de X}, 

con la métrica de Hausdorff1. Al espacio C (X) con esta métrica 
se le llama el hiperespacio de los subcontinuos de X. En la 
literatura también son considerados otros hiperespacios, vea por 
ejemplo [14, pág. 6], aquí solamente nos ocupamos de C(X). Se 
conoce que el hiperespacio C(X) es compacto y conexo, es decir, 
también es un continu02

. 

En términos generales, la teoría trata de analizar cómo las 
propiedades topológicas del hiperespacio C(X) influyen sobre el 
continuo X y viceversa. En este sentido, es interesante saber si 
el hiperespacio tiene alguna estructura topológica conocida. Por 
ejemplo, en [11, Teorema 3.8] se determinan los continuos cuyo 
hiperespacio es homeomorfo al producto de dos continuos de 
dimensión finita. En el trabajo presente analizamos la topología 
de los continuos cuyo hiperespacio es homeomorfo al cono de un 
continuo de dimensión finita. 

El cono sobre un espacio Z, Cono(Z), es el espacio cociente 
que se obtiene del producto Z x [0,1] al identificar el subconjunto 
Z x {1} con un punt03. Este punto se llama el vértice del cono 
y se denota por v(Z). Al subconjunto Z x {O} se le llama la 
base del cono y se le denota por B(Z). 

¡vea la Definición 1.16. 
2vea el Teorema 1.18. 
3ve~ 1~ Definición 1.48. 
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Intuitivamente existen varias similitudes entre la estructura 
topológica del hiperespacio de un continuo X y la del cono de 
un continuo Z: 

(a) Existen funciones continuas de C(X) sobre el intervalo [O, 1], 
llamadas funciones de Whitneyl, las cuales miden el tamaño 
de los continuos. Por otra parte, de Cono(Z) sobre el in
tervalo [O, 1] se tiene definida la proyección natural, la cual 
mide la altura de los puntos en el cono. 

(b) Dada una función de Whitney, en C(X) hay un elemento 
mayor: el continuo X. Por otra parte, en Cono(Z) hay un 
punto, el vértice v(Z), que tiene un papel similar respecto 
de la proyección sobre el intervalo [0,1]. 

(c) C(X) contiene un sub espacio homeomorfo al continuo X. 
Este subespacio consiste de los elementos de menor tamaño 
en C(X), es decir los que bajo una función de Whitney 
se corresponden con el valor 0, F1(X) = {{x} : x E X}. 
Por otro lado, Cono(Z) también contiene una copia homeo
morfa de Z, la base del cono B(Z) = {(z, O) : z E Z}, cuyos 
elementos corresponden con el valor ° bajo la proyección 
natural. 

(d) Cada elemento en F1(X) puede unirse mediante un arco 
ordenado con el elemento X en C(X)2. Similarmente, cada 
punto (z, O) en la base del cono de Z puede unirse con el 
vértice v(Z) mediante el segmento {z} x [0,1] en Cono(Z). 

En esta tesis estamos interesados en la pregunta que sigue, la 
cual originalmente aparece en [21, Pregunta 8.35]: 

'vea la Definición 1.30 y el Teorema 1.31. 
'vea la Definición 1.34 y el Teorema 1.35. 
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( *) ¿Para cuáles continuos X existe un continuo de dimensión 
finita Z tal que C(X) es homeomorfo a Cono(Z)? 

Dos casos particulares de la cuestión (*) han sido bastante es
tudiados. A continuación formulamos éstos, vea [21, Preguntas 
8.11 y 8.12]: 

(i) ¿Para cuáles continuos de dimensión finita X existe un 
homeomorfismo entre C(X) y Cono(X)? 

(ii) ¿Para cuáles continuos de dimensión finita X existe un 
homeomorfismo, h : C(X) -+ Cono(X) tal que h(X) 
v(X) y h(Fl (X)) = B(X)? 

Se dice que X es un continuo C-H si C(X) es homeomorfo a 
Cono(X). Si además, existe un homeomorfismo con las restric
ciones que se indican en la pregunta (ii), se dice que X tiene 
la propiedadcono=hiperespacio. En relación con estos concep
tos, los ejemplos más sencillos son el intervalo cerrado [O, 1] Y el 
círculo unitario en el plano SI. En realidad, estos dos continuos 
tienen la propiedad cono=hiperespacio l . 

El interés por estudiar los continuos cuyo hiperespacio es 
homeomorfo a un cono, tiene su origen en un resultado que 
J. T. Rogers, Jr. presentó en 1971, [24, Teorema 2]: Cualquier 
solenoide2 tiene la propiedad cono=hiperespacio. El teorema 
principal en [24] establece que, si un continuo circularmente en
cadenablé se puede encajar en ~2, entonces su hiperespacio se 
puede encajar en ~~. Para justificar que este teorema sólo es 
válido para los continuos que se pueden encajar en el plano, 

'vea los Ejemplos 3.2 y 3.3 de este trabajo. 
2para la definición de solenoide vea [22, pág. 21]. 
3la definición de este concepto se encuentra en[14,pág: 187]. 
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Rogers usó esta propiedad de los solenoides, lo cual funciona 
porque ya se conocía que estos continuos no son encajables en 
el plano [4]' y que sus conos no se pueden encajar en]R3 [2]. 

Un año después, en 1972, Rogers publica su artículo The 
cone=hyperspace property [25], donde demuestra que los únicos 
continuos descomponibles l , de dimensión finita, con la propiedad 
cono=hiperespacio son el intervalo y el círculo unitario. Más 
precisamente, Rogers demuestra: 

(A) Si un continuo de dimensión finita X tiene la propiedad 
cono=hiperespacio, entonces X es homeomorfo al intervalo 
[0,1] o al círculo SI o es un continuo indescomponible tal 
que cada uno de sus subcontinuos propios no degenerados 
es un arco, [25, Sección 1] . 

. EnTelación con este resultado, debemos notar que existen conti
nuos indescomponibles, de dimensión finita, cuyos sub continuos 
propios no degenerados son arcos y que, sin embargo, no tienen 
la propiedad cono=hiperespacio. En [26, Ejemplo 5] se da una 
idea para construir uno de éstos y en [14, Fig. 55( c), pág. 426] 
se muestra uno. Actualmente no se conoce una caracterización 
intrínseca de los continuos con la propiedad cono=hiperespacio. 
De acuerdo con esto y el resultado en (A), la pregunta (ii) es un 
problema abierto sólo para la clase de los continuos indescom
ponibles. 

Otros resultados, en torno de la propiedad cono=hiperespacio, 
aparecieron en 1981, en un artículo de A. M. Dilks y Rogers [5], 
y en 1983, en un trabajo de D. D. Sherling [27]. En estas dos 

¡vea la Definición 1.10 de este trabajo. 
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referencias, se dan diferentes condiciones suficientes para que 
un continuo tenga la propiedad cono=hiperespacio. En parti
cular, en [5, Corolario 12] se demuestra que si un continuo X 
es el límite inverso1 de arcos con funciones de ligadura abiertas, 
entonces X tiene la propiedad cono=hiperespacio, lo cual pro
porciona un método sencillo para construir continuos con esta 
propiedad. 

Tomando en cuenta el resultado de Rogers que anotamos 
en (A), Nadler preguntó si un continuo indescomponible de di
mensión finita con la propiedad cono=hiperespacio debía ser en
cadenable o circularmente encadenable, [21, Pregunta 8.14]. En· 
[5, Teorema 6] y [27, pág. 1033] se muestran diferentes ejemplos 
con los cuales se responde negativamente a esta pregunta. 

Por otra parte, en 1999, A. Illanes [12, Teorema 2] demues
tra que las condiciones suficientes dadas por Sherling en [27], 
para la propiedad cono=hiperespacio, también son necesarias. 
Estas condiciones se refieren a la existencia de ciertas funciones 
continuas llamadas selecciones2. Como una aplicación de este 
resultado se descubren dos propiedades interesantes de los con
tinuos de dimensión finita con la propiedad cono=hiperespacio: 
son Whitney estables3 y, excepto el círculo SI, estos continuos 
tienen la propiedad cubriente4 , [12, Corolario 3]. 

Hasta aquí, hemos presentado, a grandes pasos, el desarrollo 
de la teoría con respecto de la pregunta (ii). En lo que sigue, 
comentamos brevemente los resultados que existen en relación 

lel Capítulo II de [22J expone los resultados básicos de límites inversos de continuos. 
2vea [14, pág. 363J. 
3 vea [14, pág. 428], [21, pág. 434J. 
·vea [14, pág. 253], [21, pág. 417J. 
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con la pregunta (i), es decir, con los continuos C-H. Aunque 
aquÍ los mostramos por separado, en estos casos especiales de la 
pregunta (*) la teoría evolucionó paralelamente. 

Podemos considerar que el estudio de los continuos C-H inicia 
en 1972, con el artículo de Rogers ya comentado [25]. Sea X el 
continuo que consiste de un círculo S junto con un semirrayo 
R, que se aproxima a S en forma de espiral. Rogers muestra 
en [25] que X es un continuo C-H que no tiene la propiedad 
cono=hiperespacio. Por otro lado, según R. J. Knill [16], se 
sabía que X no tiene la propiedad del punto fijo. Así, Rogers 
obtuvo el primer ejemplo de un continuo cuyo hiperespacio no 
tiene la propiedad del punto fijo. Usando este último resultado, 
en [23], se construye un continuo con la propiedad del punto fijo 
cuyo hiperespacio no tiene la propiedad del punto fijo, lo cual 
resuelve una pregunta de Knaster, vea [21, pág. 291]. 

Muchos de los resultados acerca de los continuos C-H, fueron 
obtenidos por N adler y Rogers entre 1972 y 1973 en [18], [19], 
[20] Y [26], aunque [20] se publicó en 1977. Posteriormente, en 
1995, apareció la contribución de A. Illanes a esta temática en 
[10]. Los teoremas principales de estas referencias se pueden 

. . 
resumIr como SIgue: 

(B) Existen exactamente ocho continuos C-H hereditariamente 
descomponiblesl, [20, Teorema 1.1]. 

(C) Si X es un continuo C-H de dimensión finita que no es 
hereditariamente descomponible, entonces X contiene un 
único sub continuo indescomponible no degenerado, Y, [26, 

lestos continuos se ilustran en [14, Fig. 20, pág. 63J. 
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Teorema 8]. Además Y tiene la propiedad cono=hiperespa
cio y X \ y es arco conexo, [10]. 

De acuerdo con (B), los continuos C-H hereditariamente des
componibles están completamente clasificados. Por otra parte, 
se deduce de (C) que, si X es un continuo C-H de dimensión 
finita y es indescomponible, entonces X tiene la propiedad cono= 
hiperespacio. Este resultado particular apareció primero en [20, 
Teorema 5.7]. De este modo, para la clase de los continuos in
descomponibles, las preguntas (i) y (ii) son la misma y son un 
problema abierto. Considerando un resultado de Bing [3, Teo
rema 5], de (C) también se deduce que dim(X) = 1, esto fue 
notado por Nadler en [18] y [19]. Con esto, en términos gene
rales, los resultados anotados en (A), (B) Y (C) describen el 
estado actual de las preguntas (i) y (ii). 

El primero en considerar la pregunta (*) en su generalidad 
fue S. Macías en 1997, [17]. Corrigiendo un error del libro de 
Nadlerl, S. Macías clasificó completamente los continuos local
mente conexos cuyo hiperespacio es un cono de dimensión finita, 
como sigue: 

(D) Sea X un continuo localmente conexo. Entonces C(X) 
es homeomorfo a Cono(Z), para algún continuo Z de di
mensión finita, si y sólo si X es homeomorfo al intervalo 
[0,1], o al círculo Sl o X es un n-odo simple2, [17, Teorema 
4]. 

Considerando este teorema de S. Macías, Ancel y Nadler 
en [1, Teorema 6.2], analizan los continuos Z para los cuales 

1 compare (D) con los comentarios en [21, pág. 333J. 
2vea el Ejemplo 1.2 (e) de esta tesis. 
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Cono(Z) es homeomorfo al hiperespacio de un n-odo simple. 
Una exposición breve de esto se encuentra en [14, págs. 430-
431 J. En el marco general de la pregunta (*), estos son los 
únicos resultados que se han publicado. 

En este trabajo consideramos la situación general. Los re
sultados que se presentan en esta tesis contribuyen a resolver la 
cuestión (*). Cada uno de nuestros teoremas es un paso para la 
clasificación de los continuos cuyo hiperespacio es homeomorfo 
a un cono. 

En términos generales nuestras hipótesis son: X es un conti
nuo para el cual existe un homeomorfismo h : C (X) ~ C ono( Z), 
donde Z es un continuo de dimensión finita. Denotamos por Y 
al sub continuo de X que corresponde, bajo h, con el vértice del 
cono de Z. Entonces determinamos algunas propiedades de X, 
analizamos la topología del continuo Y y finalmente estudia
mos la estructura topológica del complemento de Y en X. Los 
resultados obtenidos se resumen en el teorema que sigue: 

Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un homeo
morfismo h : C(X) ~ Cono(Z), donde Z es un continuo de 
dimensión finita. Sea Y el sub continuo de X tal que h(Y) = 

v(Z). Entonces 

(1) dim(X) = 1 (Proposición 2.1). 

(2) Cada sub continuo de X que no contiene a Y, es un arco o 
un punto (Teorema 2.26). 

(3) Si X es hereditariamente descomponible, entonces Y es un 
punto, un arco o una curva cerrada simple (Teorema 3.4). 
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(4) Si X no es hereditariamente descomponible, entonces Y 
es indescomponible y no degenerado. Además, Y es el 
único subcontinuo indescomponible y no degenerado de X 
(Proposición 3.5). 

(5) Si Y es no degenerado, entonces Y tiene la propiedad cono= 
hiperespacio (Teorema 3.20). 

(6) Si X es indescomponible, entonces X es homeomorfo a Z. 
En consecuencia, X tiene la propiedad cono=hiperespacio 
(Teorema 3.21). 

(7) X \ y es localmente conexo (Teorema 4.5). 

(8) Cada componente de X \ y es un conjunto arco conexo. 
Así, cada componente de X \ y es una arco componente 
(Teorema 4.7). 

(9) Cada arco componente de X \ y es un semirayo o un rayo 
(Teorema 4.9). 

(10) X \ y tiene sólo un número finito de arco componentes 
(Teorema 4.10). 

Comparando nuestros resultados con los que comentamos 
antes, tenemos lo que sigue: el Teorema de Rogers que ano
tamos en (A) se obtiene de (2), (3) y (4). Los continuos que 
Nadler determinó en (B) pueden analizarse a la luz de nuestras 
conclusiones de (1) a (3) y de (7) a (10). Por otra parte, las 
primeras dos afirmaciones en (C) se obtienen como corolarios de 
(4) y (5). Finalmente, lo que se establece en la última afirmación 
en (C) se puede comparar con nuestros resultados dEq7) a (10). 
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Por otro lado, como continuación de esta tesis, en colabo
ración con A. Illanes encontramos una respuesta a la pregunta 
(*) en la clase de los continuos hereditariamente descomponibles 
[13]: 

(E) Sea X un continuo hereditariamente descomponible. Supón
gase que C(X) es homeomorfo a Cono(Z), para algún con
tinuo Z de dimensión finita. Entonces X pertenece a una 
de las clases de continuos descritos en (MI) hasta (MIO) en 
[13]. Recíprocamente, cada uno de los continuos descritos 
en (MI) a (MIO) tienen hiperespacio homeomorfo a un cono 
de dimensión finita. 

Ahora explicaremos cómo organizamos la presentación de 
nuestros resultados. La tesis está dividida en cuatro capítulos. 
Aunque el título de cada uno de éstos indica claramente su con
tenido,algunas palabras al respecto pueden ser pertinentes. 

En el Capítulo 1, exponemos los conceptos y resultados bási
cos de la teoría de continuos, hiperespacios y conos. En esta 
parte también acordamos la notación. Presentar un trabajo au
tocontenido es imposible, sin embargo, la finalidad del primer 
capítulo es lograr, en la medida de lo posible, que tal imposi
bilidad no dificulte mucho la lectura de nuestros resultados. En 
estos preliminares, omitimos las demostracioñes de algunos re
sultados. Respecto de esto, la regla general es: si un resultado 
no tiene demostración entonces ésta se encuentra en algunos de 
los libros [14], [21], [22] o en algún texto de topología general. 
En cada una de estas omisiones señalamos una referencia ade
cuada. Evidentemente un especialista puede iniciar la lectura 
de esta tesis en el segundo capítulo. 
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En el Capítulo 2, primero notamos que, con las condiciones 
que nos interesan, dim(X) = 1 Y que el orden de los n-odos 
en X está controlado. Con esto y adecuando la herramienta 
de los dobleces, introducida en [11], demostramos que todos los 
subcontinuos no degenerados de X, que no contienen a Y, son 
localmente conexos. Después es muy fácil concluir que éstos son 
gráficas finitas. Más adelante, hacemos un análisis exhaustivo de 
las propiedades locales del hiperespacio C(X), en los elementos 
de F1(X), y comparamos estas propiedades con la topología del 
cono de Z, en los puntos de la base B(Z). Con esto probamos 
que los subcontinuos, no degenerados, de X que no contienen a 
Y son arcos. 

En el Capítulo 3, analizamos las propiedades del continuo Y, 
es decir, del sub continuo de X al cual le corresponde el vértice 
del cono de Z. Demostramos que si Y es no degenerado, en
tonces Y tiene la propiedad cono=hiperespacio. Para la prueba 
de esto consideramos dos casos: (i) Y es descomponible, en este 
caso, de acuerdo con el resultado final del Capítulo 2, los subcon
tinuos propios no degenerados de Y son arcos. Así, Y es un arco 
o una curva cerrada simple, de donde se sigue la conclusión. (ii) 
Y es indescomponible, en este caso, lo primero que demostramos 
es que Y es el único subcontinuo indescomponible no degenerado 
de X. Luego, probamos que la imagen de los singulares de Y 
pertenecen a la base del cono de Z, es decir, h(F1(Y)) e B(Z). 
Finalmente probamos la igualdad, h(C(Y)) = Cono(h(F1(Y))), 
lo cual constituye la pa.rte difícil de este capít.u lo. 

En el último capítulo, estudiamos la estructura topológica 
del complemento de Y en X. El primero de nuestros resultados 

------en-esta-parfe, establece que-X-\Yeslocalmente conexo. Para 
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probar esto, usamos algunos hechos básicos relacionados con la 
semifrontera de un hiperespacio, los cuales aparecen en [9]. Con 
esto, y considerando que los continuos que no contienen a Y son 
arcos, determinamos las siguientes propiedades de X \ Y: las 
componentes y las arco componentes de X \ y coinciden, cada 
arco componente de X \ y es un rayo o un semirrayo y, por 
último, X \ y tiene sólo un número finito de componentes. Con 
esto terminamos nuestro trabajo. 

xiii 
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Capítulo 1 

Preliminares 

En este capítulo exponemos los resultados básicos de la teoría 
de continuos, hiperespacios y conos, los cuales utilizaremos en 
el resto de la tesis. 

Como es usual, lR y N denotan el conjunto de los números 
reales y el conjunto de los números naturales (enteros positivos), 
respectivamente. Por otro lado, si X es un espacio topológico y 
A e X, ClxA, intx(A), X \ A Y Frx(A) denotan la cerradura 
de A, el interior de A, el complemento de A y la frontera de A 
en el espacio X, respectivamente. Cuando no haya confusión 
evitamos la referencia al espacio X. Por ejemplo a veces deno
tamos int(A), etc. La cerradura de A en X en algunas ocasiones 
se denota por A. El conjunto vacío se denota por 0. El símbolo 
IXI denota la cardinalidad del conjunto X. La dimensión de 
un espacio X se denota por dim(X). Si A es una colección de 
conjuntos U A, denota la unión de los elementos de A. 

1.1 Continuos 

1.1 Definición. Un continuo es un espacio métrico, compacto, 
conexo y no vacío. Un subcontinuo de un continuo X es un 
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sub espacio de X que también es un continuo. Un continuo es 
no degenerado si contiene más de un punto. 

1.2 Ejemplos de continuos. Los siguientes son continuos que 
aparecerán frecuentemente en este trabajo. 

(a) Arco. Un arco es un espacio homeomorfo al intervalo 
cerrado [0,1]. Sean A un arco y h : [0,1] -+ A un horneo mor
fismo, entonces decimos que h es una parametrización del arco 
A. Si denotamos p = h(O) Y q = h(l), entonces p y q se llaman 
los puntos extremos del arco A. 

(b) Curva cerrada simple. Denotamos por SI a la circun
ferencia de radio 1 en el plano, es decir, 

Una curva cerrada simple es un espacio homeomorfo a SI. 

(c) n-celda. Dado un número natural n, el producto topoló
gico de n intervalos [0,1] se denota por In, es decir 

n 

donde Ij es homeomorfo a [0,1] para cada j 
n-celda es un espacio homeomorfo a In. 

1, ... ,n. Una 

(d) n-odo simple. Dado un número natural n > 3, decimos 
que un continuo X es un n-oda simple si existen n subcontinuos 

---- - . - (fe -X,-A;;-:~~An~Y un puntop E X tales que X Al~:-UAn, 
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cada Ai es un arco que tiene a p como punto extremo y, si i i- j, 
AinAj = {p}. Cuando n = 3 decimos que X es un triado simple 
en lugar de 3-odo simple. 

S-odo simple 

(e) Continuo sen¡. Denotemos por S a la gráfica en JR.2 de 
la función sen; para x E (0,1], es decir 

S = {(x,sen~) E JR.2: ° < x <1}. 

El continuo sen; es la cerradura en JR.2 del conjunto S. 

(f) Círculo de Varsovia. Sea X el continuo sen;, denote
mos por p y q a los puntos (O, -1) y (1, sen1) de X, respectiva
mente. Sea A un arco en JR.2 con puntos extremos p y q tal que 
X n A = {p, q}. Sea W = X U A, entonces W es un continuo 
conocido como el círculo de Varsovia. 
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continuo senl/x círculo de Varsovia 

1.3 Definición. Un espacio X es localmente conexo si para 
cada punto p en X y cada abierto U en X que contiene a p, 
existe un abierto V en X tal que V es conexo y p E V e U. 

En el teorema que sigue anotamos una condición equivalente 
a la conexidad local. Este es un resultado bien conocido de 
la topología general, su demostración se puede consultar, por 
ejemplo, en [7, Teorema 3-2]. Usaremos éste en el Capítulo 4, 
para demostrar el Teorema 4.5. 

1.4 Teorema. Un espacio X es localmente conexo si y sólo si 
para cada conjunto abierto, U, en X y cada componente, C, de 
U se tiene que C es un conjunto abierto en X. 

En [22, Teorema 8.23] se demuestra que todo continuo lo
calmente conexo es arco conexo. Más adelante, utilizando este 
resultado, en [22, Teorema 8.26] se demuestra que todo con
junto abierto y conexo en uncontinuüToca.lmfmte conexo es arco 
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conexo. Aquí resumimos estos dos resultados en el teorema que 
sIgue. 

1.5 Teorema. Sea X un continuo no degenerado localmente 
conexo. Entonces todo conjunto abierto y conexo en X es arco 
conexo. En particular el continuo X es arco conexo. 

A continuación presentamos una condición para determinar 
cuándo un continuo localmente conexo es un arco o una curva 
cerrada simple. Este resultado tiene aplicaciones muy impor
tantes en esta tesis, lo usamos en las demostraciones de los Teo
remas 2.26 y 3.4 y en la del Lema 3.10. 

1.6 Teorema. Sea X un continuo no degenerado localmente 
conexo. Si X no contiene un triado simple entonces X es un 
arco o una curva cerrada simple. 

Demostración. Supóngase que X no es un arco. Demostra
remos que X es una curva cerrada simple. Existen tres puntos 
distintos p, q y r en X tales que X \ {p}, X \ {q} y X \ {r} son 
subconjuntos conexos de X, ver [22, Teorema 6.17 o Corolario 
9.29J. Como estos tres conjuntos son abiertos en X, se sigue del 
Teorema 1.5 que cada uno de estos tres conjuntos también es 
arco conexo. Sean A un arco en X \ {p} con puntos extremos 
q y r, B un arco en X \ {q} con puntos extremos p y r y C 
un arco en X \ {r} con puntos extremos p y q. Como p rJ. A, 
q rJ. B y r rJ. C y dado que X no contiene triados simples, 
se concluye que A U B U C es una curva cerrada simple en X. 
Por otro lado, por el Teorema 1.5 X es arco conexo. Luego, si 
existe un punto x en X \ (A U B U C), considerando un arco D 
en X con puntos extremos p y x es posible construir un triado 
simple contenido en A U B U C UD, lo cual es una contradicción. 
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Entonces X = A U B U C. Hemos demostrado que X es una 
curva cerrada simple. • 

Uno de los resultados más importantes en la teoría de conti
nuos establece que: si X es un continuo, U un conjunto abierto 
propio y no vacío de X y K es una componente de U, entonces 
K n Fr(U) .¡. 0 (equivalentemente, K n (X \ U) .¡. 0). Este re
sultado, que actualmente se conoce como el Teorema de Golpes 
en la Frontera, fue obtenido por S. Janiszewski en 1912. Para su 
demostración recomendamos consultar [22, Teorema 5.7]. Un re
cuento de las aplicaciones de este teorema a la teoría de hiperes
pacios y algunos comentarios de carácter histórico se encuen
tran en [21, Capítulo XX]. Otras aplicaciones aparecen en [22, 
Capítulo V]. Aquí vamos a exponer una de sus consecuencias 
en el teorema que sigue, el cual usaremos en varias ocasiones a 
lo largo de nuestro trabajo. La demostración es una aplicación 
directa del Teorema de Golpes en la Frontera, vea [22, Corolario 
5.5]. 

1. 7 Teorema. Sean X un continuo, A un sub continuo propio 
de X y U un conjunto abierto en X que contiene a A. Entonces 
existe un sub continuo B de X tal que A e B e U y A'¡' B. 

Ahora presentamos uno de los conceptos de mayor frecuen
cia en la terminología de esta tesis. Esta noción abstrae las 
propiedades básicas de un n-odo simple. 

L8 nefinición. Dado un número natural n > 3, decimos que 
un continuo X es un n-oda, si existe un sub continuo A de X tal 
que X \ A tiene al menos n componentes. 

El lema que sigue es una herramienta impórtante para la 
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demostración del Teorema 2.8, el cual es uno de los primeros 
resultados claves de nuestro trabajo. 

1.9 Lema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un núme
ro natural M > 3 tal que X no contiene M -odos. Si A Y B 
son sub continuos de X entonces A n B tiene a lo más M - 1 
componentes. 

Demostración. Supóngase que la conclusión es falsa. En
tonces la intersección A n B tiene por lo menos M componentes. 
Fijemos M componentes, el, ... , eM, de A n B. 

Note que cada componente ei es un conjunto cerrado, y 
así un subcontinuo, del continuo B. Existen conjuntos abier
tos, UI , ... , UM , en B tales que, para cada cualesquiera i,j E 

{l, ... ,M},i=lj, 

ei e Ui y Ui n Uj = 0. (1.1) 

Por el Teorema 1.7, para cada i E {l, ... , M}, existe un subcon
tinuo Di del continuo B que contiene propiamente a ei y está 
contenido en el abierto Ui , es decir, 

ei e Di e Ui y ei =1 Di. (1.2) 

Pongamos 

M 

e=AU(UDi ). 

i=1 

Como ei e A n Di, entonces A n Di =1 0. Por esto se tiene que 
e es un sub continuo de X. Note que 

M 

e \ A = U(Di \ A). (1.3) 
i=1 
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Observe que, para cada i E {l, ... ,M}, Di \A e Ui. Luego, 
como Ui n Uj = 0, vea (1.1), se obtiene que 

D¡ \ A n Dj \ A = 0 si i =f j. (1.4) 

Ahora vamos a demostrar que, para cada i E {1, ... , M}, 

D¡ \ A =f 0. (1.5) 

Para demostrar (1.5), supóngase por el contrario, que Di \A = 0 
para algún i E {1, ... , M}. Entonces D¡ e A. Luego, puesto que 
D¡ e B, se tiene que Di e AnB. Sea D la componente de AnB 
que contiene a Di. Como C¡ e D¡ y ei es una componente de 
A n B, se tiene que ei = D. Así, D¡ e e¡ y se concluye que 
Di = e¡. Esto es una contradicción, vea (1.2). Con esto hemos 
demostrado (1.5). 

De (1.3), (1.4) Y (1.5), se sigue que e es un M-odo en X, lo 
cual contradice una de las hipótesis. Esto demuestra el Lema 
1.9. • 

1.10 Definición. Un continuo X es des componible, si existen 
subcontinuos propios, Ay B, de X tales que X = AUB. Un con
tinuo es indescomponible si no es descomponible. Un continuo 
es hereditariamente descomponible si todos sus sub continuos no 
degenerados son descomponibles. 

1.11 Definición. Sean X un continuo y p un punto de X. La 
composante de p en X es la unión de todos los sub continuos 
propios de X que contienen a p, ésta se denota por K(p). Es 
decir, 

K(p) =LJ{A : A es-subcontinuopropio de-X y pE A}. 
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Cuando decimos K, es una composante de un continuo X debe
mos entender que K, = K,(p) para algún punto p en X. Es claro 
que una composante es un subconjunto conexo de X. También 
se sabe que cada composante es un conjunto denso en X. Es
tablecemos esto en la proposición que sigue, ver [22, pág. 83]. 

1.12 Proposición. Sea X un continuo no degenerado y p un 
punto de X. Entonces la composante de p en X, K,(p), es un 
subconjunto denso de X. 

Con el concepto de composante se puede caracterizar a los 
continuos indescomponibles (y así a los descomponibles), como 
establecemos en el teorema que sigue. Una demostración de este 
resultado se puede consultar en el libro de Nadler [22, Teoremas 
11.13,11.15 y 11.17]. 

1.13 Teorema. Sea X un continuo no degenerado. Entonces 
X es indescomponible si y sólo si X tiene una cantidad no nume
rable de composantes. Además, en este caso, cualesquiera dos 
composantes diferentes son conjuntos ajenos. 

1.14 Lema. Sean X un continuo indescomponible, A un sub
continuo propio no degenerado de X y K, la composante de A 
en X. Entonces para todo a E A, existe una sucesión, {an}nEN, 
contenida en K, \ A que converge al punto a. 

Demostración. Sean a E A y n E N. Como X es indes
componible, se tiene que intA = 0, ver [7, Teorema 3-41], 
entonces B 1 (a) \ A es un conjunto abierto no vacío. Por la 

n 

densidad de la composante K" ver la Proposición 1.12, existe 
an E K, n (B 1 (a) \ A). Entonces la sucesión {an }nEN converge al 

n 
punto a. _ 
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La proposición que sigue es esencialmente un resultado de 
conexidad en topología general, aunque aquí lo presentamos en 
el contexto de los continuos. Su demostración la puede ver en 
[22, Proposición 6.3]. Usaremos este resultado en el Capítulo 4, 
en las demostraciones de los Teoremas 4.9 y 4.10. 

1.15 Proposición. Sean X un continuo y A un sub continuo 
de X. Si C es una componente de X \ A, entonces A U C es un 
sub continuo de X. 

1.2 Hiperespacios 

1.16 Definición de hiperespacio. Dado un continuo X la co
lección de todos los sub continuos de X se denota por C(X), es 
decir 

C(X) = {A e X : A es sub continuo de X}. 

Sea d una métrica para el continuo X. Dados un punto x E X 
Y un número é > O, la é-bola en X con centro en x y radio é se 
denota por Eó(x) y, como es usual, es definida por 

Eó(x) = {y E X: d(x, y) < é}. 

Por otra parte, si A es un subconjunto de X la é-vecindad de 
A en X se denota por N(é, A) Y es definida como la unión de 
todas las é-bolas con centro en cada punto de A, es decir 

N(é, A) = U Eó(a). (1.6) 
aEA 

Ahora, para cada pareja, A y E, de elementos de C(X) se define 

H(A, B) = ínf {é > O: kc N{é, E}rE CN(é, A)} (1.7) 
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Con la asignación establecida en (1. 7) se define una métrica, 
H, para C(X), una demostración de esto se puede ver en [14, 
Teorema 2.2], [21, Teorema 0.2] o [22, Teorema 4.2]. La métrica 
H es conocida como la métrica de Hausdorff. El espacio C(X) 
con esta métrica se llama el hiperespacio de los subcontinuos de 
X o simplemente el hiperespacio de X. 

1.17 Observación. Sean X un continuo, A, B E C(X) ye > O. 
Entonces H(A, B) < e si y sólo si A e N(e, B) y B e N(e, A). 
En consecuencia, si r¡ = H(A, B), entonces A ct N(r¡, B) o B ct 
N(r¡, A). 

Para demostrar esto, primero supóngase que H(A, B) < e. 
De la definición H(A, B), se sigue que existe un número 8 > O 
tal que 8 < e, A e N(8, B) y B e N(8, A). Ahora, por la 
definición de e-vecindad de un conjunto (ver (1.6)), se tiene que 
N(8, A) e N(e, A) y, por lo mismo, N(8, B) e N(e, B). Así, 
obtenemos que A e N(e, B) y Be N(e, A). 

Para demostrar el recíproco primero note que N(e, A) = 
UO<d<é N(8, A). De aquí y la hipótesis, se sigue que Be UO<J<é 

N(8,A). Luego, puesto que B es compacto, existen 81 , ... ,8n , 

tales que B e U7=IN(8i ,A). Pongamos rl = máx{81, ... ,8n }. 

Entonces O < rl < e y B e N(rI, A). Análogamente, existe 
un número r2 tal que O < r2 < e y A e N(r2, B). Finalmente, 
sea r = máx{rl, r2}. Se tiene que O < r < e, A e N(r, B) y 
Be N(r, A). De aquí se sigue que H(A, B) < r < e. Esto com
pleta la justificación de la primera parte en la Observación 1.17. 
La segunda parte se sigue directamente de la primera parte. 

En general, en la literatura, además de C(X), también son 
considerados otros hiperespacios, es decir otras colecciones de 
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subconjuntos con la métrica de Hausdorff (ver [14] y [21]). En 
este trabajo sólo tratamos con el hiperespacio de los subconti
nuos de un continuo. 

Uno de los resultados fundamentales en la teoría de hiperes
pacios establece que C(X) es un continuo para cada continuo 
X. Anotamos éste en el teorema que sigue, aunque omitimos su 
demostración. La prueba de la compacidad de C(X) se puede 
consultar en [14, Corolario 3.7], [21, Teorema 0.8] y [22, Teo
rema 4.13], notamos que estas tres pruebas son diferentes. En 
relación con la conexidad de C(X), en realidad se conoce que, 
para cualquier continuo X, el hiperespacio C(X) es arco conexo, 
la demostración de este hecho aparece en [14, Teorema 14.9] y 
[21, Teorema 1.12], compare esto con lo que establecemos más 
adelante en el Teorema 1.35 y en la Observación 1.36. 

1.18 Teorema. Para cada continuo X el hiperespacio C(X) es 
un continuo. 

1.19 El hiperespacio de C(X). De acuerdo con el Teorema 
1.18, para cada continuo X podemos considerar la Definición 
1.16 iniciando con el continuo C(X) en lugar del continuo X. 
Así obtenemos C(C(X)), el hiperespacio de los sub continuos de 
C(X), 

C(C(X)) = {A e C(X) : A es un sub continuo de C(X)}. 

Rste tiene la métrica de Ha,usdorff determinada por la métrica 
H en C(X). Esta métrica en C(C(X)) la denotamos por H 2

. 

Claro que por el Teorema 1.18, C(C(X)) también es un con
tinuo. Esta operación de construir el hiperespacio de un hiperes
pacio se puede continuar Inductivamente. 
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1.20 Observación. Sea X un continuo. Definimos una función 
de X en su hiperespacio C(X), F l : X ~ C(X), como sigue: 

Fl (x) = {x}, para cada x E X. 

No es difícil demostrar que Fl es una isometría. Es decir el 
conjunto 

Fl (X) = {{x}: x E X} 

es una copia iso métrica de X en C(X). Así, cuando sea conve
niente, se puede considerar que X es un subcontinuo de C(X), 
identificando X con Fl (X). 

En lo que sigue vamos a ver que la topología inducida por 
la métrica de Hausdorff en C(X) se puede describir mediante 
los conjuntos abiertos del continuo X. Para esto necesitamos la 
siguiente notación. 

1.21 Notación. Para cualquier colección finita, SI, ... , Sn, de 
subconjuntos de un continuo X, denotamos 

n 

(SI, ... , Sn) = {A E C(X) : A e U Si y A n Si -1= 0 para cada i}. 
i=1 

En particular, si S es un subconjunto de X denotamos (S) 
{AEC(X):ACS}. 

La demostración del teorema que sigue se puede consultar en 
[22, Teorema 4.5J. 

1.22 Teorema. Sea X un continuo. Pongamos 

([ = {(Ul, ... , Un) : Ui es un abierto en X, i E {l, ... , n} y n E N}. 

Entonces ([ es una base para la topología inducida por la métrica 
de Hausdorff en el hiperespacio C(X). 
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De la definición de la colección ( en el Teorema 1.22, se con
cluye que la topología de C(X) no depende de la métrica de 
X. De aquí se sigue que, si X y Y son continuos homeomorfos, 
entonces sus hiperespacios, C(X) y C(Y), también son homeo
morfos. 

Ahora vamos a explicar que la convergencia de sucesiones en 
el hiperespacio C(X) de un continuo X se puede interpretar 
en términos de la convergencia de sucesiones de puntos en el 
continuo X. Para esto consideramos la siguiente definición. 

1.23 Definición. Sea X un espacio topológico. Si {AihEN es 
una sucesión de subconjuntos de X y A e X, decimos que el 
límite de los conjuntos Ai es A y escribimos límAi = A cuando 
se satisfacen las condiciones siguientes: 

(1) para cada punto x E A, existe una sucesión {xihEN tal que, 
para cada i E N, Xi E Ai Y {xihEN converge en X al punto 
x, y 

(2) para cada sucesión de números naturales il < i2 < ... y 
puntos Xik E Aik (k E N), si la sucesión {xikhol converge 
en X a un punto x entonces x E A. 

1.24 Lema. Sean X un continuo, {AihEN una sucesión de sub
continuos de X y A e X. Si límA; = A, entonces A es un 
subcontinuo de X. 

Demostración. Primero observemos que cada Ai es un con
tinuo y así Ai =1= 0, sea Xi E Ai para cada i E N. De la com
pacidad de X, se sigue que existe una subsucesión {Xi.}kEN de 
la sucesión {Xi}iEN tal que {xikhEN converge en X a un punto 
x E X. De-aquí y de-la condiciÓli-(2) en la Definición 1~23, se 
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concluye que 

(1.8) 

Ahora vamos a demostrar que A es un conjunto cerrado, y 
así compacto en X. Para esto sea {an}nEN una sucesión de 
puntos de A convergente, en X, a un punto a E X. Debemos 
demostrar que a E A. Existe una sucesión de números naturales 
nI < n2 < ... tal que, para cada k E N, 

(1.9) 

Por otra parte, de la condición (1) en la Definición 1.23, se 
deduce que existe una sucesión de números naturales i l < i 2 < ... 
y puntos Xik E Aik (k E N), tales que, para cada k E N, 

De (1.9) y (1.10), se sigue que, para cada k E N, 

d(a,xnk ) < ;k' 

(1.10) 

Esto significa que la sucesión {xnkhEN converge, en X, al punto 
a E X. De la condición (2) en la Definición 1.23, se obtiene que 
a E A. Con esto hemos demostrado que 

A es un subconjunto compacto de X. (1.11) 

Ahora veremos que A es un conjunto conexo. Para esto 
supóngase lo contrario. Entonces A = H U K, donde H y K 
son subconjuntos cerrados de A tales que 

H n K = 0, H =1= 0 y K =1= 0. (1.12) 
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Como A es un conjunto cerrado de X (ver (1.11)), se tiene que 
H y K son conjuntos cerrados, y disjuntos, de X. Entonces, por 
normalidad, existen conjuntos abiertos, U y V, de X tales que 

H e U, K e V y U n V == 0. (1.13) 

Como A == H U K, de (1.12) y (1.13), se sigue que 

A E (U, V). (1.14) 

Vamos a demostrar que existe NI E N tal que 

A; e U U V para todo i > NI· (1.15) 

Si tal número NI E N no existe, entonces existe una sucesión de 
números naturales i l < i2 < ... y puntos Xi, E Aik tales que 

Xi. tJ. U U V para todo k E N. (1.16) 

Sin perder generalidad, podemos suponer que, la sucesión {Xi,} kEN 

converge a un punto X E X. Como Xi, E A i., de la condición (2) 
de la Definición 1.23, se tiene que X E A. Por otro lado, como 
X \ (U U V) es cerrado en X, de (1.14), se sigue que X tJ. U U V. 
Luego, por (1.16), X tJ. A. Esto es una contradicción. Con esto 
(1.15) está demostrado. 

Ahora, fijemos un punto pE H. Entonces pEA. Luego, por 
la condición (1) en la Definición 1.23, existen puntos Xi E Ai 

(i E N); tales que la sucesión {Xi}i EN converge en X al punto p. 
Como H e U, p E U y así, existe un número N2 E N tal que, 
para todo i > N2, Xi E U. De aquí se sigue que 

Ai n U -1 0 para todo i :o> N2 •. (1.17) 
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Análogamente, tomando un punto (auxiliar) q E K, se de
muestra que existe un número N3 E N, tal que 

Ai n V =f. 0 para todo i > N 3 · (1.18) 

Sea i E N tal que i > máx{N1,N2 ,N3}· De (1.15), (1.17) Y 
(1.18), se sigue que 

A; e u u V, Ai n U =f. 0 y Ai n V =f. 0. 

Esto último contradice la conexidad de Ai. Con todo esto hemos 
demostrado que 

A es un subconjunto conexo de X. (1.19) 

De (1.8), (1.11) Y (1.19), se tiene que A es un subcontinuo de 
X. Con esto el Lema 1.24 está demostrado. _ 

1.25 Teorema. Sean X un continuo, {AihEN una sucesión de 
sub continuos de X y A e X. Entonces límA i = A si y sólo si la 
sucesión {AihEN converge, en el hiperespacio C(X), al elemento 
A E C(X). 

Demostración. Supóngase que límAi = A. Por el Lema 
1.24, se tiene que A E C(X). Vamos a demostrar que la sucesión 
{AihEN converge en el espacio C(X) al elemento A. Para esto 
fijemos una colección finita, U1, .... , Un, de conjuntos abiertos en 
X tales que A E (U1 , ... , Un) (ver Teorema 1.22). Demostraremos 
que existe N E N tal que 

Ai E (U1, .•. , Un) para todo i > N. (1.20) 

Fijemos un elemento j E {1, ... , n} y un punto x E A n Ui . De 
la condición (1) de la Definición 1.23, se sigue que existe una 
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sucesión {Xi};EN que converge en X al punto x y tal que Xi E Ai 
para cada i E N. Luego, existe Nj E N tal que Xi E Uj para 
todo i > N j . Esto significa que, para cada j E {1, ... , n}, existe 
Nj E N tal que 

Ai n Uj =1- 0 para todo i > N j . (1.21) 

Por otra parte, con un argumento similar al utilizado en (1.15) de 
la demostración del Lema 1.24, se demuestra que la condición (2) 
de la Definición 1.23 y la compacidad del conjunto X\ (Uj=I Uj ) 

implican que existe No E N tal que 
n 

Ai e U Uj para todo i > No· (1.22) 
j=I 

De (1.21) y (1.22), se sigue que con N = máx{No, NI, ... , Nn } 

se satisface (1.20). Lo cual demuestra que {Ai}iEN converge en 
C(X) al elemento A. 

Ahora vamos a demostrar el recíproco. Supóngase que la 
sucesión {A};EN converge en el hiperespacio C(X) al elemento 
A. Demostraremos que se cumplen las condiciones (1) y (2) de 
la Definición 1.23. 

Para demostrar la condición (1) de la Definición 1.23, fijemos 
un punto x E A. Para cada i E N, sea Xi E Ai tal que 

d(x, Xi) = dist(x, Ai), (1.23) 

donde d es una métrica en X y dist(x, A i ) = ínf {d(x, a) : a E 

A}. El punto Xi E Ai que satisface (1. 23) existe porque Ai es 
compacto y la función dist : Ai -+ lR dada por dist(a) = d(x, a), 
para cada a E Ai , es una función continua. Demostraremos que 

la sucesión {X;}iEN converge en X al punto x-E A.- (1.24) 
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Sea e> O. Por hipótesis, existe N E N tal que, para todo i > N, 
H(A, A i ) < c. Por la Observación 1.17, para cada i > N, existe 
un punto ai E Ai tal que d(x, ai) < c. Por (1.23), se tiene que 
d(x, Xi) < d(x, ai), i > N. Luego, para todo i > N, d(x, Xi) < c. 
Esto demuestra (1.24). Así la condición (1) de la Definición 1.23 
está demostrada. 

Resta demostrar la condición (2) de la Definición 1.23. Para 
esto consideremos una sucesión de números naturales i l < i2 < 
... y puntos Xik E Aik (k E N), tales que la sucesión {Xik hEN 

converge en X a un punto X E X. Debemos demostrar que 
x E A. Supóngase que x ~ A. Sea U un conjunto abierto en X 
tal que A e U y x ~ U. Se tiene que (U) es un abierto en C(X) 
tal que A E (U). Luego, por hipótesis, existe NI E. N tal que 
Ai E (U) para todo i > NI' Como ik > k, entonces Aik E (U) 
para todo k > NI. De aquí se sigue que Xik E U para todo 
k > NI' Como la sucesión {XikhEN converge al punto x E X, 
se tiene que x E U. Esto contradice la elección del conjunto 
U, lo cual demuestra que x E A. Con esto hemos demostrado 
la condición (2) de la Definición 1.23. Con todo tenemos que 
límAi = A. • 

1.26 Proposición. Sea X un continuo. Supóngase que {Ai};EN 
Y {Bi};EN son sucesiones en C(X) que convergen a los elementos 
A y B, respectivamente. Se tiene que: 

(1) si Ai e Bi para cada i E N, entonces A e B, y 

(2) si Ai n Bi =1- 0 para cada i E N, entonces A n B =1- 0. 
Además, con esta hipótesis, {Ai U B;}iEN es una sucesión 
en C(X) que converge al elemento A U B. 
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Demostración. Para ver (1), sea x E A. Por el Teorema 
1.25, límAi = A. Luego, por la condición (1) de la Definición 
1.23, existen puntos Xi E Ai (i E N), tales que la sucesión {Xi}iEN 
converge en X al punto x. Por hipótesis, Xi E Ei (i E N), ahora 
por la condición (2) de la Definición 1.23, se tiene que x E E. 
Esto demuestra que A e E. 

Demostraremos (2). Para la primera parte, por hipótesis, 
podemos fijar, para cada i E N, un punto Xi E Ai n Ei. De 
la compacidad de X se tiene que la sucesión {Xi}iEN tiene una 
subsucesión {xikhEN que converge a un punto X E X. Como 
límAi = A Y límEi = E, se sigue de la condición (2) en la 
Definición 1.23 que x E A n E. Así A n E i- 0. 

Para demostrar la segunda parte de (2), primero note que, 
para cada i E N, Ai U Ei E C(X) y A U E E C(X). Vamos 
a demostrar que lím(Ai U Ei) = A U E justificando las condi
ciones (1) y (2) de la Definición 1.23. Para esto fijemos un punto 
x E AUE. Podemos suponer, sin perder generalidad, que x E A. 
Entonces como límAi = A, existen puntos Xi E Ai e (Ai U Ei) 
(i E N), tales que la sucesión {xihEN converge al punto x. Esto 
demuestra la condición (1) de la Definición 1.23. 

Ahora, consideremos una sucesión de números naturales i 1 < 
i 2 < ... y puntos Xik E A;k U Eik (k E N), tales que la sucesión 
{XikhEN converge a un punto x E X. Debemos demostrar que 
x E A U B. Note que, para cada k E N, Xi; E A;k o Xik E Bi,· 
Luego, existe una subsucesión {Xik.hEN de la sucesión {Xi.}kEl'i 

J 
tal que 
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En cualquier caso, como {Xi •. hEl\1 converge al punto x, se tiene 
J 

que x E A o x E B. Así x E AUB. Esto demuestra la condición 
(2) de la Definición 1.23. Con todo se tiene que lím(Ai U Bi) = 
AUB. • 

Para una demostración del teorema que sigue, vea [21, Lema 
1.49], donde se demuestra un resultado más general. 

1.27 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que A es un 
subcontinuo de C(X), entonces U A es un sub continuo de X. 

1.28 La función unión. De acuerdo con el Teorema 1.27 pode
mos definir una función de C(C(X)) en C(X) asignando a cada 
elemento de C( C(X)) la unión de sus elementos, denotamos esta 
función por U y la llamamos la función unión. Formalmente 

U: C(C(X)) ~ C(X) 

es definida por U(A) = U A, para cada A E C(C(X)). 

Observe que, para cada A E C(X), 

{A} E C(C(X)) y U{A} = A. 

Esto tiene como consecuencia que la función unión es suprayec
tiva. En el teorema que sigue establecemos que la función unión 
es continua. En [21, Lema 1.48] se demuestra que esta función 
es no expansiva, esto es, para cualesquiera elementos, A y B, de 
C(C(X)) se tiene que 

H(UA,UB) < H2(A,B). 

De aquí, se sigue la continuidad de la función unión. Anotamos 
esto en el resultado que sigue. 
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1.29 Teorema. Para cada continuo X la función unión, definida 
en 1.28, es una función continua. 

1.30 Definición. Sea X un continuo. Una función de Whitney 
para C(X) es una función continua Jl : C(X) -+ [0,00) tal que 

(1) para cada x E X, Jl({x}) = O Y 

(2) si A, BE C(X), A e B y A -=1= B entonces Jl(A) < Jl(B). 

Otro de los resultados fundamentales en la teoría de hiperes
pacios garantiza la existencia de funciones de Whitney para 
C(X), para cualquier continuo X. Anotamos este resultado en 
el teorema que sigue. La demostración de este resultado se debe 
a Hassler Whitney, quien en 1933 fue el primero en construir este 
tipo especial de funciones en espacios de conjuntos, ver [28J. Sin 
embargo, el primero en utilizar estas funciones, ahora llamadas 
funciones de Whitney, para el estudio de los hiperespacios fue 
John L. Kelley en 1942, ver [15J. Desde entonces muchos autores 
han estudiado las relaciones entre las funciones de Whitney y 
la topología de los hiperespacios, para un recuento de esto se 
puede revisar el Capítulo XIV de [21J y también los Capítulos 
IV sección 13, VII, VIII Y IX de [14J. En particular en esta 
última referencia se presenta una demostración del teorema que 
sigue, ver [14, Teorema 13.4J. 

1.31 Teorema. Si X es un continuo entonces existe una función 
de Whitney para el hiperespacio C(X). 
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1.32 Observación. Sea X un continuo no degenerado. Si J-L es 
una función de Whitney para C(X), entonces J-L' : C(X) --+ [0,1] 
definida por 

J-L'(A) = ,,(~)J-L(A), para todo A E C(X), 

también es una función de Whitney. De este modo, cuando 
sea necesario, podremos suponer que el valor de una función de 
Whitney en X es igual a 1. 

Note que si C es un subconjunto cerrado no vacío de C(X) y 
J-L es una función de Whitney para C(X), entonces J-L(C) es un 
subconjunto compacto en el intervalo [O, J-L(X)]. Así J-L(C) con
tiene un elemento máximo y un elemento mínimo. Esto significa 
que existen elementos Al y A2 de C tales que, para todo A E C, 

De aquí y de la segunda condición de la definición de función 
de Whitney, Definición 1.30, se sigue que no existe un elemento 
en C contenido propiamente en Al. Análogamente se deduce 
que A2 no está contenido propiamente en ningún elemento de C. 
Esto justifica lo que se establece en la proposición siguiente. 

1.33 Proposición. Sea X un continuo. Si C es un subconjunto 
cerrado y no vacío de C(X) entonces, respecto de la inclusión de 
conjuntos, C tiene un elemento maximal y un elemento minimal. 

Una herramienta bastante útil, probablemente la más útil, en 
el estudio de la estructura topológica de los hiperespacios es el 
concepto de arco ordenado. El primero que consideró formal
mente esta noción fue Mazurkiewicz en 1932, vea [14, pág. 116]. 
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Aunque antes, él y Borsuk, en un trabajo conjunto publicado 
en 1931, establecieron las ideas principales de la demostración 
del importante teorema de existencia que presentamos a conti
nuación, vea [21, Comentarios 1.10 y 1.14]. 

1.34 Definición. Sea X un continuo. Un arco ordenado en 
C(X) es un arco A en C(X) tal que para cualesquiera elementos 
A y B de A, se tiene que A e B o B e A. Si H Y K denotan 
los puntos extremos de un arco ordenado A y H e K, decimos 
que A es un arco ordenado en C(X), desdeH hasta K. 

La prueba del teorema que sigue está cuidadosamente pre
sentada, a través de los resultados 14.2 hasta 14.6, en [14]. 

1.35 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que A y B son 
subcontinuos de X tales que A e B y A =f. B. Entonces existe 
un arco ordenado en C(X) desde A hasta B. 

1.36 Observación. Como un caso particular del Teorema 1.35, 
se tiene que cualquier elemento A del hiperespacio C(X) de un 
continuo X se puede unir mediante un arco (ordenado) en C(X) 
con el elemento X. Esto implica que el hiperespacio, C(X), es 
un continuo arco conexo para cualquier continuo X. 

De acuerdo con la Definición 1.34, un arco ordenado en C(X) 
está completamente ordenado por la inclusión de conjuntos. El 
lema que sigue indica que un arco ordenado se puede parametrizar 
de manera que la parametrización preserva el orden. 

1.37 Lema. Sean X un continuo y A un arco ordenado en 
C(X) desge A-hasta B. Entonces existe unnome-omorfismo 
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a: [O, 1]-t A tal que si 8, t E [0,1] Y 8 < t, entonces a(8) e a(t). 
En particular, a(O) = A y a(l) = B. 

Demostración. Sea J-L : C(X) -t [O, (0) una función de 
Whitney para C(X). De la condición (2) en la Definición 1.30 
se sigue que, la restricción de J-L al arco ordenado A es una 
función inyectiva y además J-L(A) < J-L(B). Entonces la res
tricción de J-L al arco A es un homeomorfismo entre A y el inter
valo [J-L(A) , J-L(B)]. Denotemos por 'Y al homeomorfismo inverso, 
es decir, 'Y = (J-LIA)-l. Ahora, sea 13 : [0,1] -t [J-L(A),J-L(B)] un 
homeomorfismo tal que 13(0) = J-L(A) y 13(1) = J-L(B). Pongamos 
a = 13 o "(. No es difícil justificar que a satisface las conclusiones 
en el lema. _ 

Más adelante, en la demostración de los Lemas 1.40 y 1.41, 
vamos a utilizar la siguiente proposición, la cual tiene una de
mostración completa en [14, Proposición 18.2]. En [21, Teorema 
1.50] se demuestra un resultado más general. 

1.38 Proposición. Sea X un continuo indescomponible. Si A 
es un arco en C(X) tal que U A = X entonces X E A. 

1.39 Notación. Sea X un continuo y Y un subconjunto de X: 

(1) C(Y) denota la colección de todos los subcontinuos de X 
contenidos en Y, es decir, C(Y) = {A E C(X) : A e Y}. 

(2) C(X, Y) denota la colección de todos los subcontinuos de 
X que contienen a Y, es decir, C(X, Y) = {A E C(X) : 
Y e A}. Si Y es un conjunto singular, digamos Y = {y}, 
denotamos C(X, y) en lugar de C(X, {y}). 
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1.40 Lema. Sea X un continuo indescomponible y A un sub
conjunto de C(X) \ {X}. Entonces A es una arco componente 
de C(X) \ {X} si y sólo si existe una composante, "', de X tal 
que A = C(",). 

Demostración. Sea", una composante de X. Primero va
mos a demostrar que 

C(",) es un subconjunto arco conexo de C(X) \ {X}. (1.25) 

Para esto observe que, como X es indescomponible, '" =1 X. 
Luego X ~ C(",) y así C("') e C(X) \ {X}. Sea p E X tal que 
'" = ",(p). Ahora sean A y B elementos distintos de C(",). Por 
la Definición 1.11, existe un sub continuo propio de X, Cl, tal 
que p E C l y A n C l =1 0. Entonces A U C l es un subcontinuo 
propio de X que contiene al punto p. Análogamente, existe un 
sub continuo de X, C2, tal que BU C2 es un subcontinuo propio 
de X que contiene a p. Pongamos C = AUC1 UBUC2. Entonces 
C es un subcontinuo de X contenido en la composante '" tal que 
A e Cy B e C. 

Ahora, considerando arcos ordenados desde A hasta C y 

desde B hasta C, respectivamente, se puede construir un arco, 
A, en C(X)\{X}, con puntos extremos Ay B tal que A e C(",), 
vea el Teorema 1.35. Por lo tanto, C("') es arco conexo. Con 
esto hemos demostrado (1.25). 

Ahora vamos a demostrar que 

C(",) es una arco componente de C(X) \ {X}. (1.26) 

De acuerdo con (1.25), para tener (1.26), sólo resta demostrar 
C("') es un subconjunto arco conexo maximal de C(X) \ {X} . 

. Para esto fijemos-un co~junto arco conexo, e; de C(X) \ {X} 
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tal que C(K) e e. Vamos a demostrar que e e C(K). Sean 
E E e y F E C(K). Entonces E, F E e, luego existe un arco A 
contenido en e tal que E, F E A. Note que X rJ. A. Entonces, 
por la Proposición 1.38, U A es un sub continuo propio de X, 
además contiene a E y a F, entonces E E C(K). Por lo tanto 
e e C(K). Esto demuestra (1.26). 

Por otra parte, observe que 

C(X) \ {X} = U{C(K) : K es composante de X}. (1.27) 

Finalmente, de (1.26) y (1.27), se obtiene la equivalencia es
tablecida en el lema. _ 

1.41 Lema. Sea X un continuo. Supóngase que existe M E N 
tal que X no contiene M-odos. Sea E un subcontinuo indescom
ponible y no degenerado de X. Entonces C(X) \ {E} tiene una 
cantidad infinita de arco componentes. 

Demostración. Supóngase que la conclusión es falsa, es 
decir, supóngase que C(X) \ {E} tiene sólo un número finito de 
arco componentes. 

Por el Teorema 1.13 y el Lema 1.40, se tiene que C(E) \ {E} 
tiene una cantidad infinita de arco componentes, cada una de 
las cuales es de la forma C(I\;), donde K es una composante del 
continuo E. Entonces existe una arco componente, A, de C (X) \ 
{E} que contiene una cantidad infinita de arco componentes de 
C(E) \ {E}. Considerando M como en la hipótesis, elegimos M 
arco componentes (distintas) de C(E) \ {E} contenidas en A. 
Es decir, sean K!, ... , KM composantes de E tales que, para cada 
i E {l, ... , M}, C(Ki) e A. 

Observe que A ct. C(E). Fijemos un elemento A E A \ C(E). 
También, para cada i E {l, ... , M}, sea Ei E C(Ki). Tenemos 
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que A Y Bi pertenecen a la misma arco componente, A, de 
C(X) \ {B}. Entonces, para cada i E {1, ... , M}, existe un arco 
.ci contenido en A con puntos extremos A y Bi. Para cada 
i E {1, ... , M}, consideramos una parametrización 

ai : [0,1] --+ .ci 

tal que ai(O) = Bi Y ai(l) = A. Denotamos 

ti = ínf {t E [0,1] : ai(t) ~ C(B)}. (1.28) 

Por la continuidad de ai Y la definición de ti, se tiene que ai(ti) E 
C(B). Así, ai([O, ti]) es un arco en C(B) \ {B}. Como Bi E 

ai([O, tiD n C(l\:i), se tiene que ai([O, ti]) e C(l\:i). Pongamos, 
para cada i E {1, ... , M}, 

Ai = U{ai(t): tE [O, ti]} 

Note que Ai es un sub continuo de B tal que Ai e I\:i. Se sigue 
que Ai n Aj = 0 si i =1 j. 

Ahora consideramos, para cada i E {1, ... , M}, un conjunto 
abierto Vi en X tal que Ai e Vi y Vi n V¡ = 0 si i =1 j. Tenemos 
que (Vi) es un conjunto abierto en C(X), vea el Teorema 1.22. 
Observe que (Vi)n(v¡) = 0 si i =1 j. Además, para cada t E [0,1], 
ai (t) E (V;). Por la continuidad de ai Y la definición de ti, vea 
(1.28), existe un número Si > ti tal que 

ai([O, Si]) e (Vi) y ai(Si) ~ C(B). (1.29) 

Para cada i E {1, ... , M}, sea 

-Di ={:){a¡(t-): tE[O,s¡]}.- (1.30) 
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Tenemos que Di es un sub continuo de X tal que Di e Vi. Ahora 
sea 

M 

C = U(B U Di). 
i=1 

Como Bi e B n Di, cada conjunto Bu D¡ es un sub continuo de 
X, así tenemos que C es un subcontinuo de X. Note que 

M 

C \ B = U(D¡ \ B). (1.31) 
¡=1 

Por la segunda condición en (1.29), a¡(s¡) ct B y, por (1.30), 
tenemos que a¡(s¡) e Di. De aquÍ se sigue que, para cada 
i E {1, ... , M}, 

(1.32) 

Por otro lado, observe que Di \ B e D¡ e Vi. Puesto que 
Vi n Vj = 0, esto implica que, si i =f. j, 

D¡ \ B n Dj \ B = 0. (1.33) 

De (1.31), (1.32) Y (1.33), se tiene que C es un M-odo en X, 
lo cual contradice una de las hipótesis. Esto demuestra el Lema 
1.41. • 

Ahora vamos a presentar los resultados que necesitamos en 
relación con la dimensión de los hiperespacios. El primero de 
estos es el Lema 1.42, el cual usamos más adelante, para de
mostrar la Proposición 2.1 y el Teorema 4.10. La prueba de este 
lema se puede consultar en [21, Teorema 1.100]. 

1.42 Lema. Sea X un continuo. Si X contiene un n-odo en
tonces C(X) contiene una n-celda. 
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En esta tesis usamos el concepto de dimensión de un espa
cio como se presenta en el libro clásico de Hurewicz y Wall
man [8]. De acuerdo con éste la dimensión de un subespacio 
de un espacio dado es menor o igual que la dimensión del es
pacio. Luego, según el Lema 1.42, la existencia de n-odos en 
un continuo X afecta la dimensión del hiperespacio. Usaremos 
esto en la Proposición 2.1. En esa proposición también vamos 
a usar el siguiente resultado, el cual es un teorema que puso 
fin a un importante problema relacionado con la dimensión de 
los hiperespacios, vea [21, Capítulo II] y [14, Secciones 72 y 73] 
para comentarios al respecto. Las mejores contribuciones a este 
problema las dieron J. T. Rogers, Jr. en 1971 y, por otra parte, 
M. Levin y Y. Sternfeld en 1997. Aquí nos limitamos a enunciar 
el teorema, la demostración se puede consultar en [14, Teoremas 
72.5 y 73.9]. 

1.43 Teorema. Si X es un continuo tal que dim(X) > 2, en
tonces dim(C(X)) = oo. 

El resultado que sigue, fundamental para nuestros objetivos, 
fue obtenido por Kelley en su famoso artículo [15, Teoremas 
5.4 y 5.5]. En éste se caracteriza a las gráficas finitas en la 
clase de los continuos localmente conexos, usando la dimensión 
del hiperespacio. Su demostración también se puede consul
tar en [21, Teorema 1.109]. Usaremos este resultado de Kelley 
en la prueba del Teorema 2.11. Antes de enunciarlo damos la 
definición de gráfica finita. 

1.44 Definición. Una gráfica finita es un continuo que se puede 
escribir como una unión finita de arcos, tales que para cua
lesquiera dos de ellos se tiene que, son ajenos o bien se inter-

- -- - -~ --- ----

sectan en uno o en sus dos puntQs extremos. 
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1.45 Teorema. Si X es un continuo no degenerado localmente 
conexo, entonces dim(C(X)) < 00 si y sólo si X es una gráfica 
finita. 

Finalizamos esta sección de hiperespacios con el Lema 1.47. 
Este es un resultado más o menos técnico y su enunciado tal 
vez no sugiere nada. Sin embargo, para nuestro trabajo es de 
gran utilidad. Lo usaremos para demostrar el Lema 2.15, las 
Proposiciones 2.18 y 2.21 Y el Teorema 3.11. Antes consideramos 
la notación que sigue. 

1.46 Notación. Si A es un subconjunto conexo de un espacio 
X y U es un subconjunto de X tal que A e U, a la componente 
de U que contiene a A la denotamos por Comp(U, A). Si A es 
un conjunto singular, digamos A = {p}, denotamos simplemente 
Comp(U,p). 

1.47 Lema. Sean X un continuo y A un subcontinuo propio de 
X. Supóngase que U y V son abiertos en X tales que A e V e 
Ve U y U =f. x. Sea C = ClC(x¡Comp((V),A). Entonces UC 
es un sub continuo no degenerado propio de X y F1(UC) e C. 

Demostración. Dadas las hipótesis, por el Teorema 1.27, se 
tiene que U C es un subcontinuo de X. 

Ahora, vamos a demostrar que UC e U. Sea C E C. Note 
que 

Ce ClC(x)(V) e {B E C(X) : B e V} e (U). 

Entonces C E (U). Dado que U es un subconjunto propio de 
X, se tiene que U C es un subcontinuo propio de X. 
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Por otro lado, por el Teorema 1.7, existe B E C(X) tal que 
A e B e V y A =/: B. Note que B es continuo no degenerado. 
Ahora, vamos a demostrar que B E e. Por el Teorema 1.35 
existe un arco ordenado A en C(X) desde A hasta B. Note que, 
para todo e E A se tiene que C e B e V. Entonces A es un 
arco contenido en (V), lo cual implica que A e eomp( (V), A). 
Se concluye que B E e. Como B es un continuo no degenerado, 
obtenemos que U e es un continuo no degenerado. 

Finalmente, vamos a demostrar que Fl (U e) Ce. Para esto 
sea x E ue. Entonces existe e E e tal que x E C. Note que, . 
si {x} = e, se tiene la conclusión. Entonces para lo que sigue 
suponemos que {x} =/: e. Por la definición de e, existe una 
sucesión {en }nEN de elementos en C omp( (V), A) que converge 
a e en C(X). Entonces, para cada n E N, existe un punto 
Xn E en tal que la sucesión {Xn}nEN converge al punto x en el 
continuo X. 

Vamos a demostrar que, para cada n E N, 

el singular {Xn} E eomp((V),A). 

Para esto fijemos un Índice n E N. Como {x} =/: e, podemos 
suponer, sin perder generalidad, que {Xn} =/: Cn. Por el Teorema 
1.35, existe un arco ordenado An desde el singular {xn} hasta 
el continuo en. Note que para todo D E An se tiene que D e 
C" e 11. Entonces An es un arco contenido en (11), de donde 
se obtiene que An e Comp( (V), A). Se concluye que el singular 
{xn} es un elemento de eomp((V),A). Ahora como la sucesión 

. . {Xn}nEN converge a x se tiene que el singular {x} es un elemento 
_.de la.c~rradu~~.en cUn del conjunto -Comp(W), A). Es decir, 
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{x} E C. Hemos demostrado que 

F1(UC) e C. 

Esto finaliza la demostración del Lema 1.47. 

1.3 Conos 

• 

En esta tesis básicamente sólo necesitamos dos resultados en 
relación con la topología de los conos, los cuales presentamos 
aquí en los Lemas 1.54 y 1.55. El primero de éstos es un re
sultado elemental relacionado con la arco conexidad, el segundo 
se refiere a la dimensión de un cono. Para exponerlos primero 
presentamos los elementos básicos de la topología de los conos. 

Iniciamos con la construcción del cono sobre un espacio, en 
donde usamos lo que se conoce como topología cociente o topolo
gía de identificación. Ésta es una técnica típica de la topología 
para construir nuevos espacios partiendo de algunos ya dados, 
la cual se explica en casi todos los libros de topología general. 
Sin embargo, para los fines de este trabajo, recomendamos ver 
el Capítulo III del libro de Nadler [22]' donde se presenta una 
exposición concisa de este tema en el marco de la teoría de con
tinuos. 

1.48 El cono sobre un espacio. Sea X un espacio topológico. 
El cono sobre X, que denotamos por Cono(X), es el espacio co
ciente que se obtiene del producto X x [O, 1] al considerar el 
subconjunto X x {1} como un punto. Es decir, Cono(X) es el 
espacio que se obtiene considerando la topología cociente en la 
partición de X x [0,1] dada por 

{X x {1}}U {{(x,t)} : x E X, ° <t < 1}. 
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Al elemento X x {1} de este espacio cociente lo llamamos el 
vértice de Cono(X) y lo denotamos por v(X). Al subconjunto 
{{(x, O)} : x E X} le llamamos la base de Cono(X) y lo deno
tamos por B(X). 

1.49 Observación. Considerando la definición de la topología 
cociente, vea [22, Definición 3.1], no es difícil justificar que el 
sub espacio Cono(X) \ {v(X)} es homeomorfo al producto de 
X con el intervalo semiabierto [0,1). La correspondencia del 
elemento {(x, t)} con la pareja (x, t) define un homeomorfismo 
entre Cono(X) \ {v(X)} y X x [0,1). También es claro que la 
base B(X) es horneo morfa al espacio X. En general, en este 
trabajo, no hacemos explícitos estos homeomorfismos. 

En el cono sobre un espacio X, hay una manera natural de 
proyectar el sub espacio Cono(X) \ {v(X)} sobre la base B(X). 
Consideramos esto formalmente en la definición que sigue. 

1.50 Definición. Sea X un espacio topológico. La proyección 
sobre la base es la función 

7r : Cono(X) \ {v (X)} -+ B(X) 

definida por 7r(x, t) = (x, O) para todo punto (x, t) E Cono(X) \ 
{v(X)}. . 

1.51 Observación. Considerando la Observación 1.49, se tiene 
que la proyección sobre la base es una función continua y abierta. 

De acuerdo con la Observación 1.49, si p = (x, t) es un punto 
en Cono(X) \ {v(X)}, entonces ({x} x [t, 1)) U {v(X)} es un 
arco en Cono(X) con puntos extremos p y v(X). De aquí se 
_9Ptiege el lema ?iguiegte. -. . - -
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1.52 Lema. Para cualquier espacio X, el cono sobre X es un 
espacIo arco conexo. 

Considerando algunos resultados del libro de Nadler [22, Teo
rema 3.9 y Ejemplo 3.14], se deduce que el cono sobre cualquier 
espacio métrico compacto también es un espacio métrico com
pacto. Por esto y el Lema 1.52, se tiene que el cono sobre 
cualquier espacio métrico compacto es un continuo. En par
ticular, se tiene el resultado que sigue. 

1.53 Teorema. Para cualquier continuo X, el cono sobre X es 
un continuo. 

En el próximo lema contamos las arco componentes de un 
cono menos un punto que no es el vértice. Usaremos esto en las 
Proposiciones 2.2 y 3.5 para decidir si algunos sub continuos de 
un continuo X son descomponibles o no, donde suponemos que 
el hiperespacio C(X) es homeomorfo a un cono. Note que lo 
que establecemos en este lema es válido para cualquier espacio 
topológico. 

1.54 Lema. Sean X un continuo y P un punto en Cono(X) \ 
{l/eX)} entonces Cono(X) \ {p} tiene a lo más dos arco compo
nentes. 

Demostración. Como p ",l/(X), entonces p = (xo, to) para 
algún punto Xo E X Y algún número to E [0,1). 

Pongamos L = {xo} x [O, to). Es claro que L es un conjunto 
arco conexo. 

Ahora, consideremos dos puntos PI = (XI, tI) Y P2 = (X2, t2), 
en (Cono(X) \ {p}) \ L. Entonces el conjunto 

({Xl} x [ti, 1)) U {l/eX)} U ({X2} x [t2,1)) 
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es un arco en el complemento de .c en C ono( X) \ {p} que contiene 
a los puntos PI y P2. Luego (Cono(X) \ {p}) \.c es arco conexo. 
Esto demuestra el lema. _ 

Finalizamos este capítulo de resultados preliminares con el 
lema que sigue. La demostración está completa en [21, Lema 
8.0]. 

1.55 Lema. Si X es un continuo de dimensión finita, entonces 
dim(Cono(X)) = dim(X) + 1. 
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Capítulo 2 

Hiperespacios que son Conos 

Consideremos un continuo, X, cuyo hiperespacio es homeomorfo 
al cono de un continuo de dimensión finita, Z, denotamos por 
y al subcontinuo de X cuya imagen, bajo un homeomorfismo 
dado entre C(X) y Cono(Z), es el vértice del cono de Z. En 
este capítulo el objetivo principal es demostrar que todos los 
sub continuos, no degenerados, de X que no contienen a Y son 
arcos. En la primera parte demostraremos que éstos son gfaficas 
finitas y después, en la segunda parte, probaremos que tales sub
continuos son arcos, con lo cual completamos nuestro objetivo. 

Primero que nada vamos a observar que, bajo las hipótesis 
planteadas arriba, la dimensión de Z determina dos propiedades 
relacionadas con la dimensión de X. 

2.1 Proposición. Sea X un continuo. Supóngase que existe 
un continuo de dimensión finita Z tal que C(X) es homeomorfo 
a Cono(Z), entonces 

(1) dim(X) = 1, y 

(2) Existe M E N tal que X no contiene M-odos. 
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Demostración. Para ver (1), note que, como Z tiene di
mensión finita, por el Lema 1.55, se tiene que dim(Cono(Z)) == 
dim(Z) + 1. Entonces la dimensión de C(X) es finita. Luego, 
por el Teorema 1.43, dim(X) = 1. 

Para demostrar (2), pongamos M = dim(C(X)) + 1. Si X 
contiene un M-odo entonces, por el Lema 1.42, C(X) contiene 
una M-celda, lo cual implica que dim(C(X)) > M. Esto es una 
contradicción. Por lo tanto, X no contiene M-odos. 

2.1 Los elementos no degenerados de 
C(X) \ C(X, Y) son gráficas finitas 

• 

Recordamos que C(X, Y) = {A E C(X) : Y e A}. En esta 
sección, como indicamos antes, considerando las hipótesis dadas 
al inicio de este capítulo, vamos a demostrar que los subconti
nuos, no degenerados de X que no contienen a Y, es decir los 
elementos no degenerados de C(X) \ C(X, Y), son gráficas fini
tas. Para este fin, primero vamos a demostrar, en la Proposición 
2.3, que estos sub continuos de X son hereditariamente descom
ponibles. Luego continuamos con la parte difícil, ésta consiste 
en demostrar que tales sub continuos son localmente conexos, 
hacemos esto en el Teorema 2.10. Después de esto, utilizando el 
Teorema 1.45, se obtiene fácilmente lo que planteamos. 

2.2 Proposición. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h : C(X) -+ Cono(Z), donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y el sub continuo de X tal que h(Y) = 
v(Z). Si A es un subcontinuo no degenerado de X y A =1- Y, 
entonces A-es descomponible. - --
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Demostración. Sea A un elemento no degenerado de C(X)\ 
{Y}. Supóngase que A es ·indescomponible. Entonces, por el 
Lema 1.41, C(X) \ {A} tiene una cantidad infinita de arco com
ponentes. Por otro lado, como h(A) # v(Z), se sigue del Lema 
1.54 que, Cono( Z) \ {h(A)} tiene a lo más dos arco componentes. 
Lo cual es una contradicción ya que C(X) \ {A} es homeomorfo 
a Cono(Z) \ {h(A)}. • 

Si en esta última proposición suponemos que A no contiene 
a Y, entonces, para cada subcontinuo B de A, se tiene que B E 

C(X) \ {Y}. Luego, si B es no degenerado, por la Proposición 
2.2, se tiene que B es descomponible. En consecuencia obte
nemos el resultado siguiente. 

2.3 Proposición. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h : C(X) ~ Cono(Z), donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y el subcontinuo de X tal que h(Y) = 
v(Z). Si A es un sub continuo de X que no contiene a Y, entonces 
A es hereditariamente descomponible. 

Considerando las hipótesis de la última proposición, el obje
tivo siguiente en esta sección es demostrar que los subcontinuos 
de X que no contienen a Y son localmente conexos, haremos esto 
en el Teorema 2.10. Para esto, el elemento clave es el concepto 
de doblez, el cual presentamos en la Definición 2.5. 

La noción de doblez fue introducida por Alejandro Illanes en 
1997 en [11]' la cual utilizó como una herramienta para carac
terizar a los continuos cuyo hiperespacio es homeomorfo a un 
producto. Actualmente, los resultados en [11] también estan in
cluidos en [14, Sección 79]. En la definición de doblez usamos la 
notación que sigue. 
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2.4 Notación. Denotaremos por P* y por P a los subconjuntos 
del plano, R2 , definidos por 

P* = J U (UUn : n > 1}) y P = P* U Jo 

donde J = [0,1] x {O}, Jn = [0,1] x {D y Jo = {O} x [0,1]. 
Para cada punto P = (x, O) E J Y para cada n E N, denota

mos Pn = (x, ~). 

2.5 Definición. Sea X un espacio topológico y x E X. Se 
dice que X tiene un doblez en el punto x si existe una función 
continua f : P -+ X tal que f(O, O) = x y, para cada punto 
pE J\ {(O, O)}, existe un abierto U en X tal que 

f(p) E U y Comp(U, f(p)) n {f(Pn) : n E N} = 0. 

El teorema que sigue indica que, para ciertos continuos, la 
no conexidad local implica la existencia de algún doblez en el 
hiperespacio. En realidad, el recíproco también es cierto, pero 
aquí sólo mencionamos la implicación que usaremos. Este teo
rema se debe a Illanes [11, Teoremas 1.3 y 2.4J. La demostración 
también se puede consultar en [14, Teoremas 79.4 y 79.7]. 

2.6 Teorema. Supóngase que X es un continuo hereditaria
mente descomponible y que existe M E N tal que X no contiene 
M-odos. Si X no es localmente conexo entonces C(X) tiene un 
doblez en alguno de sus elementos. 

El lema que sigue explica que la existencia de cierto tipo de 
doblez en el hiperespacio implica la existencia de M-odos en el 
continuo. La demostración de éste está completa en [14, Lema 
79.91-- . o. •. - • - - .- o 
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2.7 Lema. Sea X un continuo. Supóngase que C(X) tiene un 
doblez en un elemento A E C(X). Sea f : P -+ C(X) como 
en la definición de doblez con f(O, O) = A. Si f(l, O) no está 
contenido en A, entonces, para cada M > 1, X contiene un 
M-odo. 

Adecuando las ideas de la demostración del Teorema 2.5 de 
[11] al contexto de hiperespacios que son conos, obtenemos el re
sultado que sigue. En el cual bajo las condiciones que se indican, 
localizamos un doblez en la base del cono. 

2.8 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h : C(X) -+ Cono(Z), donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y el subcontinuo de X tal que h(Y) = 
v(Z). Sea A un sub continuo de X que no contiene a Y. Si C(A) 
tiene un doblez en Ao, entonces Z tiene un doblez en 1r(h(Ao)). 

Demostración. Pongamos h(Ao) = (zo, to). Vamos a de
mostrar que Z tiene un doblez en el punto zo. Como C(A) tiene 
un doblez en el punto Ao, existe una función continua f : P -+ 
C(A) con f(O, O) = Ao Y tal que para todo pE J\ {(O, O)}, existe 
un abierto Up de C(A) con 

f(p) E Up y Comp(Up, f(p)) n {J(Pn) : n E N} = 0. (2.1) 

Podemos suponer que Up = (U1, U2 , ... , U¡), donde Ui es un 
abierto de A para cada i E {1, ... , l}. Para cada pE J \ {(O, O)} 
sea 

(i) Wp un abierto de Cono(Z) \ {v(Z)} tal que Wpnh(C(A)) = 
h(Up ). 

Para continuar acordamos la siguiente notación: Para cada 
pE J\ {(O, O)}, h(f(p)) = (zp, tp). Para cada n E N, h(f(Pn)) = 
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(Zn, tn). Para cada j E N, Bj(zp) es la bola en Z de radio j Con 
centro en zp y [aj, bj] es la cerradura de la bola en [0,1) de radio 
j con centro en tp . Ahora, para cada p E J \ {(O, On y cada 
j E N denotamos 

(2.2) 

Por otra parte, denotamos 9 = 7r o h o f. Por hipótesis, el 
conjunto Y no está contenido en A, luego v(Z) í h(C(A)), 
entonces la función 9 está bien definida y es continua. Note que, 
para cada punto p E J \ {(O, On y cada n E N, g(p) = Zp y -
g(Pn) = Zn· Además, si p = (t, O), entonces el conjunto Rp(j) 
definido en (2.2) se puede escribir como 

Rp(j) = {n E N : g(t,~) E Comp(Bj(g(p)), g(p)n. (2.3) 

Afirmación 1. Para cada pE J \ {(O, On existe j E N tal 
que Bj(zp) x [aj, bj] e W p y Rp(j) es un conjunto finito. 

Para demostrar la Afirmación 1, fijemos un punto p E J \ 
{(O,On. Elíjase jo E N tal que para todo j > jo, Bj(zp) x 
[aj, bj] e Wp. Ahora, vamos a demostrar que existe j > jo tal 
que el conjunto Lp(j) es finito. Para esto supóngase lo contrario, 
es decir, supóngase que para todo j > jo el conjunto Lp(j) es 
infinito. 

Para cada j > jo sea 

Tj = U{C E C(X) : h(C) E Clz(Comp(Bj(zp), zp)) x [aj, bj]}. 

Note que Tj es la unión de los elementos del conjunto 
.- r -- - . -
_ h-. (Clz(Comp(Bj(zp), z;)) x [aj;bj]);-
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el cual es un subcontinuo de C(X). Por lo tanto Tj es un sub
continuo de X. 

Como f(p) e Tj n A, se tiene que Tj nA =1= 0. Por (2) de la 
Proposición 2.1, existe M E N tal que X no contiene M-odos. 
Entonces, por el Lema 1.9, Tj n A tiene un número finito de 
componentes (a lo más M - 1). Para cada j > jo, sea Kj la 
componente de Tj n A que contiene a f(p)· 

Note que {h- 1(Clz(Comp(B j (zp), zp)) x [aj, bj])h::jo es una 
sucesión de subcontinuos de C(X) que converge en C(C(X)) 
al elemento {f(p)}. Luego, por la continuidad de la función 
unión, se tiene que la sucesión {Tj h2:jo converge en C(X) a 
f(p). Ahora, como Kj e T j , y f(p) e K j , para cada j > jo, 
se tiene que {Kj }j2:jo es una sucesión de subcontinuos de A que 
converge a f(p). Como Up es un abierto en C(A) que tiene a 
f(p), existe JI > jo tal que Kj¡ E Up . 

Por otra parte, por la definición de Lp(j) , para cada n E 
Lp(jl) se tiene que f(Pn) e Tj ¡. Luego, como f(Pn) es un sub
continuo de A, se concluye que para cada n E Lp(jl), f(Pn) está 
contenido en alguna componente de Tj ¡ nA. Ahora, considerando 
que Lp(jl) es un conjunto infinito, que la sucesión {f(Pn)}nEN 
converge a f(p) y que Tj ¡ n A tiene un numero finito de compo
nentes, se obtiene que f(Pn) e Kj¡ para una infinidad de elemen
tos del conjunto Lp(jl). Sea nI E Lp(jl) tal que f(PnJ e Kj¡. 

Considerando arcos ordenados desde f(p) hasta Kj¡ y desde 
f(PnJ hasta Kjp es posible construir un sub continuo B de C(A) 
que tiene como elementos a f(p) y a f(PnJ y tal que, para cada 
B E B, B e Kj¡ y f(p) e B o f(PnJ e B. Tomando en 
cuenta esta propiedad de los elementos del continuo B y que 
Up = (Ul, U2, ..• , U¡) se obtiene que, para cada B E B, B E Up , 

es decir, B e Up . Hemos obtenido que B es un subconjunto 
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conexo de Up el cual contiene a f(p) y a f(Pn,). Esto significa 
que f(Pn,) E Comp(Up , f(p)), lo cual contradice la elección de 
Up, ver (2.1). Esto demuestra que existe j > jo tal que Lp(j) es 
finito. 

Para terminar la demostración de la Afirmación 1, sea j > jo 
tal que Lp(j) es finito. Como {h(f(Pn))}nEN converge a h(f(p)), 
existe N E N tal que (zn, tn) E Bj(zp) x [aj, bj] para todo n > N. 
En particular, tn E [aj, bj] para todo n > N. Entonces 

es un conjunto finito, pues de lo contrario se obtiene que Lp(j) es 
un conjunto infinito en contradicción con la elección de j. Esto 
demuestra la Afirmación 1. 

Ahora, en cada segmento horizontal Jk de la definición del 
espacio peine P, vamos a considerar el último punto de Jk que, 
bajo la función g, tiene una imagen común con algún punto 
del segmento límite J. Recordamos que 9 = 7r o h o f. De
mostraremos que la sucesión constituida por tales puntos con
verge al origen (O, O) E P. Formalmente, para cada k E N, 
sea 

tk = máx{t E [0,1] : g(t, I) E g(J)} U {O}. (2.4) 

Afirmación 2. La sucesión {tkhEN converge a O. 

Para demostrar esta segunda afirmación supóngase que lo 
establecido en ella es falso. Entonces existen una sub sucesión 
{tkm}mEN de {tdkEN y un número t > O tales que {tkm},nEN 
converge a t. Sin perder generalidad podemos suponer que tk > 

. _ _ _ _ __ __ _ _ . _ m 

O Pl1ra todo m En - -
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Por la definición de tk (ver (2.4)), para cada m E N existe 
un punto (sm, O) E J tal que g(tkm , ¿) = g(sm, O). Podemos 
suponer, sin perder generalidad, que la sucesión {Sm}mEN con
verge a un punto s E [0,1]. Entonces, por la continuidad de 
la función g, se tiene que la sucesión {g( Sm, O)}mEN converge 
al punto g(s, O). Ahora, como g(sm, O) = 9(tkm , ¿) y como la 

sucesión {g(tkm , ¿)}mEN converge al punto g(t, O), se concluye 
que g(s, O) = g(t, O). 

Denotamos Pt = (t, O), Ps = (s, O). Sea j E N con el cual se 
satisface la conclusión en la Afirmación 1 para el punto Pt. En 
particular, Rp, (j) es un conjunto finito. Como en (2.3), se tiene 
que 

Rp,(j) = {n E N : g(t,~) E Comp(Bj(g(Pt)), g(Pt)}. 

Por la continuidad de 9 y como g(Pt) = g(ps), existe ó > O tal 
que 

g(Bó(pt)) e Bj(g(pt)) y 

g(Bó(Ps)) e Bj(g(pt)), 

donde Bó(Pi) es la bola en el espacio peine P con centro en el 
punto Pi y radio ó. Por otra parte, recordemos que, Bj(g(pt)) 
denota la bola en Z con centro en g(Pt) y radio ~. 

J 
Sea N E N tal que para todo m > N, 

1 ó I ó km < 2' Itkm - t < 2 Y ISm - si < ó. 

Fijemos m > N. Se tiene que 
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son conjuntos conexos que contienen a los puntos g(sm, O) y 
9(tkm , k~J, respectivamente. Como g(sm, O) = 9(tkm , ;) en
tonces 

es un conjunto conexo contenido en Bj(g(pt)). Por otra parte, 
como g(Pt) = g(ps), se obtiene que 

g(Pt) E g(Bó(Ps) n J) U g(Bó(pt) n Jkm )· 

Entonces 

g(Bó(Ps) n J) U g(Bó(pt) n Jkm ) e Comp(Bj(g(pt)),g(Pt)). 

En particular, g(t,¡f-) E Comp(Bj(g(pt)),g(Pt)). Hemos de-
m 

mostrado que para todo m > N, km E Rpt (j). Como la elección 
de j es acorde con la Afirmación 1, hemos obtenido una con
tradicción. Esto demuestra la Afirmación 2. 

Antes de continuar, recordemos algunas de las condiciones 
y notaciones con las que estamos trabajando: C(A) tiene un 
doblez en el punto Ao, f : P -+ C(A) es la función que des
cribe este doblez, así f(O, O) = Ao. Estamos denotando h(Ao) = 
(zo, to), 9 - 7r o h o f y la bola de radio ,!, con centro en Zo por 
Bm(zo). 

Por la continuidad de g, para cada m E N, se tiene que 
g( {O} x [O, iD e Bm(zo), para k suficientemente grande. Como 
g({O} x [O, iD es un conjunto conexo contenido en Bm(zo) que 
contiene a Zo y a g(O, -fe), se concluye que, para k suficientemente 
grande, 
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Entonces, para cada m E N, el conjunto Km tiene a casi todos 
los naturales, donde 

Km = {k E N : g(O,~) E Comp(Bm(zo) , ZO)}. 

Por otra parte, como se estableció en la Afirmación 2, la 
sucesión {tkhEN converge a o. Entonces se puede elegir una 
sucesión de números naturales, k1 < k2 < ... , tales que tkm < 1 
Y km E Km, para todo m E N, es decir, 

g(O, k~) E Comp(Bm(zo), zo), para todo m E N. (2.5) 

A continuación, con la finalidad de definir una función del 
espacio peine P en Z que cumpla con la definición de doblez 
(Definición 2.5), primero vamos a definir una función del subes
pacio P* de P en Z la cual denotaremos por F*, después definire
mos una función del segmento vertical Jo de P en Z que deno
taremos por ,. Finalmente, en términos de F* y" definiremos 
la función requerida y demostraremos que satisface las condi
ciones de la definición de doblez. 

Definimos la función F* : P* --t Z como sigue: para cada 
punto (t, s) E P*, 

F*(t s) = { g((l - tkm)t + tkm, ¿), 
, g(t, O), 

si s = ! para algún m E N, 
si s = O. 

Afirmación 3. La función F* es continua. 

Para demostrar esta afirmación consideremos una sucesión 
{(rn,Sn)}nEN de puntos en P* convergente a un punto (r,s) E 

P*. Evidentemente basta considerar el caso en el cual la sucesión 
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{(rn , Sn)}nEN está contenida en P* \ J Y el punto (r, s) perte
nence al segmento límite J. En este caso, para cada n E N 
existe mn E N tal que (rn, sn) E Jmn y (r, s) = (r, O). Entonces 
F*(rn, sn) = g((l-tkmJrn+tkmn' k~J y F*(r, s) = g(r, O). Como 
la sucesión {(rn , Sn)}nEN converge al punto (r, O), las sucesiones 
{tkmn }nEN y {k~n }nEN convergen a O. Se obtiene que la sucesión 

{( (1 - tkmJrn + tkmn , k~J }nEN converge al punto (r, O). Luego, 
por la continuidad de la función g, se concluye que la sucesión 
{F*(rn, Sn)}nEN converge al punto F*(r, O). Con esto hemos de
mostrado la Afirmación 3. 

Ahora, para cada m E N, sean 

Am = ¡(O, k~)' h(Am) = (wm, rm), Bm = h-1(zo, rm) y 

Cm = U{C E C(X): h(C) E (Clz(Comp(Bm(zo),zo))x{rm})}. 

Note que Cm es la unión de los elementos del conjunto 

el cual es un sub continuo de C(X). Entonces, por el Teorema 
1.27, Cm es un subcontinuo de X. 

Observe que, para cada m E N, 

W m = 1l"(h(Am )) = 1l"(h(f(0, Lm = g(O, L), 
luego, por la elección de km, ver (2.5), se obtiene que W m E 
C omv( B~ ( Zn ). Zn). Entonces ¿, HU' "1' "" 

Es~o último implica que, para cada m E N, Am e Cm. Por otra 
parte, es ~laro q~e Bm e Cm p~ra cada mÉ N. .---
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Para continuar, para cada m E N, consideremos arcoS orde
nados en C(X) 

am : [0,1] -+ C(X) y (3m : [0,1] -+ C(X) 

desde Am hasta Cm y desde Bm hasta Cm, respectivamente. 

Como ¡(O, k~) = Am Y ¡(O, O) = Ao, entonces la sucesión 
{Am}mEN converge en C(X) al elemento Ao. Luego, la sucesión 
{h(Am)}mEN converge en Cono(Z) al punto h(Ao). Como h(Am) = 
(wm, Tm) Y h(Ao) = (zo, to), se obtiene que la sucesión {Tm}mEN 
converge a too De donde, se deduce que la sucesión 

converge al conjunto {(zo, to)}. Por el Teorema 1.29, la función 
unión es continua y así la sucesión {Cm}mEN converge en C(X) 
al elemento Ao. Con esto, ya que Y no está contenido en Ao, 
podemos suponer que Y no está contenido en Cm, para ningún 
mEN. 

Ahora, sea U un conjunto abierto en X de tal forma que 

Ao e U y Y ct. U. (2.6) 

Como las sucesiones {Am}mEN y {Cm}mEN convergen, ambas, 
a Ao, podemos suponer, sin perder generalidad, que para todo 
m E N, Am e U y Cm e U. Se obtiene que, para todo m E N Y 
todo s E [0,1], am(s) e U Y (3m(s) e U. ASÍ, puesto que Y ct. U, 
se concluye que Y .¡. am(s) y Y i- (3m(s) para todo s E [0,1]. 
Entonces, para todo m E N, las funciones 7r o h o a m y 7r o h o {3m 
están bien definidas. 
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Definimos, para cada m E N, ,m: [0,1]-+ Z como 

g«l - 68)tkm , ¿), 
7r(h(am(68 - 1))), 

7r(h(j3m(3 - 68))), 

7r( h(j3m+l (68 - 3))), 

7r(h(am +l(5 - 68))), 

g«68 - 5)tkm +I' k:+.) , 

si O < 8 < !' 
'1< <2 SI 6 _ 8 _ 6' 

'2< <3 SI 6 _ 8 _ 6' 

'3< <4 SI 6 _ 8 _ 6' 

'4< <5 SI 6 _ 8 _ 6' 

si ~ < 8 < 1. 

Es claro que en cada intervalo [i61
, Ü i E {1, ... , 6}, la función· 

1m es continua. Por otra parte, es fácil verificar que en cada 
punto de la forma ~, i E {1, ... , 5}, las dos definiciones de 1m 
coinciden. Así, 1m es una función bien definida y continua. 

Afirmación 4. La sucesión de funciones {,m}mEN converge 
uniformemente a la función constante con valor zo. 

Primero vamos a demostrar que, para cada i E {1, ... , 6}, la 
sucesión de funciones {,ml[i-l iJ}mEN converge uniformemente a . '. la función constante ZQ. Para esto consideramos los diferentes 
casos: 

(a) i = 1. En este caso, para todo 8 E [O,!] y todo m E N, 
r,ds) = a(((l- 68)tk • ,1-)). 
"'~' I .... "\ ~ ··'m· ri:m " 

Dado é > 0, como g es uniformemente continua, existe 8 > ° 
tal que, si (u, v) y (u', v') son puntos en P y 11 (u, v) - (u', v') 11 < 8, 

. entonces.dz(g_( u, 'l:')_, g( u~, v')L < ~. donde dz denota la métrica 
de Z. 
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Por otra parte, para toda s E [O, ~l y todo m E N, 

Ahora, como la sucesión {(tkm , ¿) }mEN converge al punto (O, O), 

existe NI E N tal que para todo s E [O, ~l y todo m > NI se 
tiene que 11((1- 6S)tkm , k~)11 < 5 y así 

dz(g((I- 6S)tkm , L),g(O,O)) < é. 

Esto último significa que, para todo s E [O, ~l y todo m > NI, se 
satisface que dzbm(s), zo) < é. ASÍ, esta sucesión bml[O,~J}mEN 
converge uniformemente a Zo. 

(b) i = 2. En este caso, para todo s E [~, ~l y todo m E N, 
lm(S) = 1l"(h(O!m(6s - 1))). 

Pongamos 

e = Clc(x) (U) 

donde U es el abierto en X fijado en (2.6). Se tiene que 1l" o hlc 
es una función uniformemente continua. Entonces, para cada 
10 > 0, existe 5 > ° tal que, si D y D' son puntos en e y 
H(D, D') < 5, entonces dZ (1l"(h(D)), 1l"(h(D'))) < é. 

Por otra parte, note que, para todo s E [~, ~l y todo m E N, 
Am e O!m(6s - 1) e Cm, de donde se sigue que 

Entonces se obtiene que 

H(Ao, O!m(6s - 1)) < H(Ao, Cm) + H(Cm, O!m(6s - 1)) 
< H(Ao, Cm) + H(Cm, Am). 
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Como las sucesiones {Am}mEN Y {Cm}mEN convergen, ambas, 
al elemento Ao, existe N2 E N tal que, para todo s E [~,~] 
y todo m > N2 , se tiene que H(Ao, ctm (6s - 1)) < 8 y así 
dZ (1r(h(Ao)), 1r(h(am (6s - 1)))) < c. 

Esto último significa que, para todo 8 E [~,~] y todo m > N2 

se cumple que dZ(¡m(s), zo) < c. Esto demuestra que la sucesión 
bml[l aJ}mEN converge uniformemente a zo· 

6'6 

(c) i E {3,4,5,6}. Si i E {3,4,5}, con argumentos simi
lares a los usados en el caso i = 2, ver (b), se demuestra que 
la sucesión bml[;.',tJ}mEN converge uniformemente a la función 
constante Zo. Finalmente, el caso i = 6 se obtiene como en el 
caso i = 1, analizado en (a). 

Para terminar la demostración de la Afirmación 4, considere 
un número arbitrario e > O. Tenemos que, para cada i E 
{1, ... , 6}, existe Ni E N tal que para todo 8 E [i61,~] y todo 
m>N· - , 

Ahora, sea N = máx{N1 , ... , N6 }. Entonces para todo s E [0,1] 
Y todo m > N se tiene que dz (¡m (s) , zo) < c. Esto demuestra 
la Afirmación 4. 

Definimos la función 'Y : Jo ---+ Z como sigue: para cada punto 
(O, s) E Jo, 

{ 
,m«m + 1)(1- m8)), 

,(0,8)= ' 
. -

zO, 

. [1 1 ] 
SI S E m+1' m 

para algún m E N, 
- . 

si s = O. 
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Para un punto de la forma (O, m~l)' consideremos las dos defini
ciones de 'Y. Por una parte, 'Y(O, m~l) es 

'Ym((m + 1)(1 - m(m~l))) = 'Ym(1) = g(tkm+l' k:+l)' 

Por otro lado, 'Y(O, m~l) es 

'Ym+l((m + 2)(1 - (m + l)(m~l))) = 'Ym+l(O) = g(tkm+1 , k:+l)' 

Así hemos visto que las dos definiciones de 'Y en cada punto de 
la forma (O, m~l) coinciden. Esto demuestra que 'Y está bien 
definida. 

Afirmación 5. La función 'Y es continua. 

Es claro que 'Y es continua en los punto de la forma (O, s), con 
s> O. Vamos a demostrar que 'Y es continua en el punto (O, O). 

Sea e > O. Por la Afirmación 4, la sucesión de funciones 
{'Ym}mEN converge uniformemente a la función constante zo, de 
aquí que existe N E N tal que, para toda t E [O, 1J Y para todo 
m>N, 

dz(rrm(t) , zo) < c. 

Sea ¡j = ~ y sea (O, s) E Jo tal que O < s < ¡jo Sea m E N tal 
que s E [m~l,~J. Entonces m > N, así que dz("{(O, s), zo) = 

dz (rrm ((m + 1)(1- ms)), zo) < C. Esto concluye la demostración 
de la Afirmación 5. 

Finalmente, definimos la función F : P ~ Z como sigue: 
para cada punto (t, s) E P, 

F(t, s) = { F*(t, s), 
'Y(t, s), 
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Note que F*(O, !) = 9(tkm , ¿) y ,/,(0, !) = '/'m(O) = g(tkm , k~)' 
Por otra parte, F*(O, O) = g(O, O) = Zo y ,/,(0, O) = Zo. Esto sig
nifica que las funciones F* y '/' coinciden en P* n Jo. Entonces 
F es una función bien definida, continua y F(O, O) = Zo. 

Afirmación 6. La función F define un doblez en el punto 
Zo de Z. 

Para demostrar esta afirmación, sólo resta verificar que, para 
cada punto P E J \ {(O, On, existe un abierto U en Z tal que 
F*(p) E U Y Comp(U, F*(p)) n {F*(Pn) : n E N} = 0. Para 
esto, supóngase lo contrario, es decir, supóngase que existe un 
punto P E J \ {(O, On tal que, para todo abierto U de Z con 
F*(p) E U, se tiene que 

Comp(U, F*(p)) n {F*(Pn) : n E N} =1= 0. (2.7) 

Observe que, si existe m E N tal que F*(p) = F*(Pm), como 
p = (t, O), para algún número t > O, entonces tkm < (1- tkJt + 
tkm < 1 Y g((l- tkJt + tkm , ¿) = F*(t, !) = F*(Pm) = F*(p) E 
g( J), lo cual contradice la definición de tkm • Entonces hemos 
demostrado que 

para todo m E N, F*(p) =1= F*(Pm). (2.8) 

Ahora, para cada é > O, denotamos 

Eó = Comp(Bó(F*(p)), F*(p)). 

Por (2.7), existe mo E N tal que F*(Pmo) E El. Por (2.8), existe 
él > O tal que él < 1 Y 

~-(2.9) 
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Usando otra vez (2.7), se deduce que existe mI E N tal que 
F*(Pm,) E EE¡· Por (2.9), se tiene que mo < mI. Aplicando otra 
vez (2.8), se puede elegir e2 > O tal que e2 < mín{e1, D y 

BE2 (F*(P)) n {F*(p1), ... , F*(Pm,)} = 0. (2.10) 

Por (2.7), existe m2 E N tal que F*(Pm2) E EEz. De (2.10), se 
sigue que mI < m2. Otra vez por (2.8), es posible elegir e3 > O 
tal que e3 < mín{c2, D y 

BE3 (F*(p)) n {F*(p1), ... , F*(Pm2)} = 0. 

De este modo, procediendo inductivamente, se construyen dos 
sucesiones {ej hEN y {mj hEN tales que 

el > e2 > e3 > ... , 

mo < mI < m2 < ... 

Elegimos jo E N para el cual se satisface la conclusión en la 
Afirmación 1 para el punto p. Es decir, RpUo) es finito. Recorde
mos que 

RpUo) = {n E N: g(Pn) E Comp(Bjo(g(p)),g(p))}. 

Sea 8 > O tal que g(B6(p)) e Bjo(g(p)). 
Como mj < mj+l, se tiene que {tkmhEN es una subsucesión 

J 

de la sucesión {tkhEN, definida en (2.4). De la Afirmación 2, se 
deduce que la sucesión {tkm}jEN converge a O. Entonces existe 

J 

JI E N, con JI > jo, tal que para todo j > JI 

116 

J
-:- < 8, - <

kmj 2 
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Tenemos que, para todo j > jI, Béj(g(P)) e Bjo(g(p))· Así 
que Eéj e Comp(Bjo(g(p)),g(p)). Por lo tanto, para todo j > 
J1, 

F*(PmJ E Comp(Bjo(g(p)),g(p))· (2.12) 

Denotemos 

Entonces, por la definición de la función F*, F*(Pmj) = 9(qkmJ 
Luego, según (2.12), hemos demostrado que, para todo j > jI, 

g(qkm) E Comp(Bjo(g(p)),g(p))· (2.13) 

Ahora, si Pkm . Y qkm . son puntos distintos, denotamos por Jj , , 
al arco convexo en el plano que tiene como extremos a estos 
puntos. Si los puntos referidos son iguales entonces Jj denota el 
conjunto singular {pkm } = {qkm }. Es decir, , , 

Jj = [t, (1 - tkm)t + tkmjl X {k~}' , 
De las condiciones en (2.11), se sigue que, para j > jI, Jj e 

BIi(p) y aSÍ, por la elección de 5, g(Ij) e Bjo(g(p)). Luego, como 
g(Ij) es conexo, por (2.13) se obtiene que, para j > jI, 

g(Ij) e Comp(Bjo(g(p)),g(p))· 

Finalmente, como 9(Pkm ) E g(Ij), se concluye que, para"j > jI, , 
g(Pkm) E Comp(Bjo(g(p)),g(p)) 

esto siop'nifica que k"... E Rn(J'o) Dara todo i > J·I. Esto es una 
~J 1-' \ /... - -

contradicción ya que jo se eligió de acuerdo con la Afirmación 1. 
Esto demuestra la Afirmación 6. Con todo esto la demostración 
del Teorema 2.8 está completa. • 
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2.9 Lema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un homeo
morfismo h : C(X) ~ Cono(Z), donde Z es un continuo de di
mensión finita. Sea Y el subcontinuo de X tal que h(Y) = v(Z). 
Si Z tiene un doblez en el punto Zo E Z y t E [0,1) es tal que 
h-1(zo, t) no contiene a Y, entonces Cono(Z) tiene un doblez 
en el punto (zo, t). Además, se puede definir J : P ~ Cono(Z) 
como en la definición de doblez de manera que 

J(O,O) = (zo,t) y h-1(J(1,0)) rt. h-1(J(0,0)). 

Demostración. Sea Jo : P ~ Z como en la definición de 
doblez con Jo(O, O) = Zo. Sea t E [0,1) tal que h-1(zo, t) no con
tiene a Y. Pongamos A = h-1(zo, t). Entonces Y rt. A. 

Afirmación 1. Existe tI > t tal que tI < 1 Y para todo 
s E [tI, 1), se tiene que h-1(zo, s) rt. A. 

Para demostrar esto, supóngase que lo establecido es falso. 
Entonces existe una sucesión {tn}nEN que converge a 1 tal que, 
para cada n E N, 

Como la sucesión {(zo, tn)}nEN converge al vértice v(Z), entonces 
la sucesión {h-1(zo, tn)}nEN converge en C(X) a Y. Se deduce 
que y e A, lo cual es una contradicción. Esto demuestra la 
Afirmación 1. 

Fijamos to E (tI, 1) y ponemos B = h-1(zo, to). Entonces, por 
la Afirmación 1, to > t Y B es un sub continuo de X que no está 
contenido en A. 
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Afirmación 2. Existe r > O tal que h-1(fo(r, O), to) no está 
contenido en A. 

Para demostrar esta afirmación, sea b E B \ A. Sea e > O tal 
que Bé(b) nA = 0. Consideremos la función h : P -+ C(X) 
definida por 

h(u, v) = h-l(fO(U, v), to), para todo (u, v) E P. 

Entonces JI es una función continua y h(O, O) = B. Sea 6 > O 
tal que 

aquí Bó( (O, O)) denota la bola en el espacio peine P con centro 
en el origen (O, O) Y radio 6. Además Bé(B) es la bola en C(X) 
con centro en B y radio e. 

Sea r > O tal que r < 6. Vamos a demostrar que r sa
tisface lo establecido en la Afirmación 2. Para esto note que 
(r, O) E Bó((O, O)). Entonces JI ((r, O)) E Bé(B). Esto sig
nifica que H(B, h-1(fo(r, O), to)) < e. Luego, existe un punto 
e E h-1(fo(r, O), to) tal que d(b, e) < e, entonces e E Bé(b). 
Entonces e ~ A. Por lo tanto, h-1(fo(r, O), to) ct A. Hemos 
demostrado la Afirmación 2. 

Definimos f : P -+ Cono(Z) como sigue: para cada punto 
(u, v) E P, hacemos 

f(u, v) = (fo(ur, v), (to - t)u + t). 

Es claro que f es una funcióIl continua_y f(Q,O) _ (zo, ü. 
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Afirmación 3. La función f define un doblez en el punto 
(zo, t) de Cono(Z). 

Para demostrar esta afirmación, sólo resta verificar que para 
cada punto p E J \ {(O, On existe un abierto U en Cono(Z) tal 
que f(p) E U Y Comp(U, f(p)) n {f(Pn) : n E N} = 0. 

Fijemos un punto p E J \ {(O, On. Entonces p = (u, O) para 
algún número u E (0,1]. Denotamos q = (ur, O). Note que 
q E J \ {(O, On y 

f(p) = (fo(q) , (to - t)u + t). (2.14) 

Como la función fa define un doblez en el punto Zo de Z, 
existe un abierto W en Z tal que 

fo(q) E W y Comp(W, fo(q)) n {fo(qn) : n E N} = 0. (2.15) 

Sea ca > O tal que to + co < 1. Pongamos 

v = (t - ca, to + co) n [0,1) Y U = W x V. 

Entonces U es un abierto en Cono(Z). Además, como fo(q) E W 
y (to - t)u + t es un número que pertenece a V, por (2.14), se 
tiene que f(p) EU. Vamos a demostrar que 

Comp(U, f(p)) n {J(Pn) : n E N} = 0. (2.16) 

Para esto último, supóngase lo contrario, es decir, supóngase 
que existe n E N tal que f(Pn) E Comp(U, f(p)). Entonces 
fo(ur,~) E rr(Comp(U, f(p)). De acuerdo con nuestra notación 
qn = (ur, ~). Entonces hemos obtenido que 

fo(qn) E rr(Comp(U, f(p)) e W. 
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Por otra parte, como 7r(J(p)) = fo(ur, O) = fo(q), se tiene 
que fo(q) E 7r(Comp(U, f(p))). Luego, 7r(Comp(U, f(p))) es un 
conjunto conexo contenido en W que contiene a los puntos fo(q) 
y fo(qn). Entonces fo(qn) E Comp(W, fo(q)), lo cual contradice 
(2.15). Esto demuestra (2.16) y así lo establecido en la Afir
mación 3. 

Finalmente, note que f(l, O) = (Jo(r, O), to), r satisface lo 
establecido en la Afirmación 2 y f(O, O) = (zo, t). Entonces 
h-1(J(1, O)) rt. h-1(J(0, O)). Esto completa la demostración del 
Lema 2.9. • 

Ahora contamos con todos los resultados necesarios para de
mostrar nuestro siguiente teorema. En éste establecemos que, si 
el hiperespacio de un continuo X es homeomorfo a un cono de di
mensión finita, entonces los subcontinuos de X que no contienen 
al elemento de C(X) que corresponde con el vértice del cono son 
localmente conexos. Después de todo el trabajo realizado desde 
la introducción de la noción de doblez en la Definición 2.5 hasta 
el Lema 2.9, ahora obtenemos una demostración breve de este 
teorema. 

2.10 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h : C(X) -+ Cono(Z), donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y E C(X) tal que h(Y) = v(Z). Si 
A es un subcontinuo de X que no contiene a Y, entonces A es 
localmente conexo. 

Demostración. Sea A E C(X) tal que Y rt. A. Por la 
_ Proposición 2.3, se tiene que A es hereditariamente descom

ponible. Por (2) de la Prop~~ició~ 2.C existe ME N-tafque X 
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no contiene M-odos. Luego A no contiene M-odos. 

Ahora, supóngase que A no es localmente conexo. Entonces, 
por el Teorema 2.6, C(A) tiene un doblez en algún elemento 
Ao E C(A). Por el Teorema 2.8, se tiene que Z tiene un doblez 
en el punto 7r(h(Ao)). Como Y no está contenido en Ao, se sigue 
del Lema 2.9 que Cono(Z) tiene un doblez en el punto h(Ao). 
Además, según el Lema 2.9, se puede definir j : P -+ Cono(Z) 
como en la definición de doblez con j(O, O) = h(Ao), de tal forma 
que h- I (f(l, O)) rt. Ao. Sea 9 = h-l o j, entonces 9 : P -+ C(X) 
define un doblez en el punto Ao E C(X) tal que 9(1, O) rt. Ao. 
Se sigue del Lema 2.7 que X contiene un M-odo, lo cual es una 
contradicción. Por lo tanto, A es localmente conexo. _ 

Una vez obtenido el Teorema 2.10, demostrar que los sub con
tinuos no degenerados de X que no contienen a Y son gráficas 
finitas no es muy difícil, como se nota en la demostración del 
resultado final de esta sección. 

2.11 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h : C(X) -+ Cono(Z), donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y E C(X) tal que h(Y) = v(Z). Si 
A es un subcontinuo no degenerado de X que no contiene a Y, 
entonces A es una gráfica finita. 

Demostración. Sea A un subcontinuo no degenerado de X 
tal que Y rt. A. Por el Teorema 2.10, se tiene que A es localmente 
conexo. Como Z tiene dimensión finita, del Lema 1.55, se sigue 
que la dimensión de Cono(Z) , y así la de C(X), es finita. Luego, 
dim(C(A)) < oo. Entonces, del Teorema 1.45, se sigue que A 
es una gráfica finita. _ 
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2.2 Los elementos no degenerados de 
C(X) \ C(X, Y) son arcos 

En esta sección continuamos considerando las hipótesis plantea
das al inicio de este capítulo. Es decir, X es un continuo cuyo 
hiperespacio es homeomorfo al cono sobre un continuo de di
mensión finita Z, donde denotamos por Y al sub continuo de X 
que corresponde con el vértice del cono de Z bajo un homeo
morfismo dado. Con estas hipótesis, en la sección anterior, ya 
hemos demostrado, en el Teorema 2.11, que los elementos no de
generados de C(X) \ C(X, Y) son gráficas finitas. Ahora vamos 
a demostrar que estos elementos, es decir, los subcontinuos no 
degenerados de X que no contienen a Y, son arcos. Obtenemos 
esto en el Teorema 2.26. 

Para demostrar el Teorema 2.26 primero haremos un estudio 
detallado de las propiedades topológicas locales del hiperespa
cio C(X) en los elementos de F1(X). En términos generales, 
dado un punto p E X, demostraremos que si p es punto de 
ramificación de una gráfica finita en X, entonces el singular {p} 
tiene vecindades en C(X) cuyas componentes tienen la forma 
de un cono. Además, en este caso, veremos que existe un n-odo 
en F1(X) con punto de ramificación {p} cuya imagen, bajo un 
homeomorfismo dado, se transforma en un subconjunto de la 
base del cono de Z, obtenemos estos resultados en los Lemas 
2.15 y 2.22. En el otro caso, si p no es plinto de ramificación de 
una gráfica finita en X, en el Lema 2.24, veremos que es casi se
guro que {p} tiene una vecindad tal que la componente de {p} 
~s u_n semú.{isclZque tiene a {p} en la orilla. Las nociones de 
disco, semidisco y orilla so~ introducid-as en la Difinición-2.17. 
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Por otra parte, en el Lema 2.25, el cual esencialmente es un 
resultado de la topología de los conos, demostramos que si un 
punto de la base del cono de Z, q = (z, O), tiene una vecindad en 
Cono(Z) tal que la componente de q es un semidisco que tiene a 
q en la orilla, entonces todo punto q' en el segmento {z} x (O, 1) 
tiene una vecindad en Cono(Z) tal que la componente de q' es 
homeomorfa a un conjunto abierto de un disco. 

Finalmente, en la demostración del Teorema 2.26, compara
mos estas dos situaciones para obtener nuestro resultado. 

De acuerdo con lo anterior nuestro primer objetivo es de
mostrar el Lema 2.15. Para esto iniciamos con la siguiente no
tación. 

2.12 Notación. Dado un número entero n > 1; Bn denota la 
bola cerrada de radio 1 con centro en el origen en el espacio eu
clidiano n. dimensional, Rn. Para n > 2, M n denota al continuo 
que se obtiene al adjuntarle n arcos mutuamente disjuntos a la 
n - 1 bola cerrada, Bn-l, es decir, 

n 

M n = Bn
-

1 U (UAi ), 

i=1 

cada Ai es un arco, Ai n Aj = 0 si i i= j, y Ai n Bn-1 = {ai}, 
donde ai es un punto extremo de Ai. 

Recordemos que, según nuestra notación en conos, v(Mn ) y 
B(Mn ), denotan el vértice y la base del cono sobre el continuo 
M n , respectivamente. 

En 1997 Sergio Macías demostró que, si X es un n-odo sim
ple, C(X) es homeomorfo al cono sobre el continuo M n , ver 
[17, Teorema 3J. De la prueba del teorema aludido, ver [17, pág. 
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3071], se obtiene la siguiente versión más fina. 

2.13 Proposición. Sea X es un n-odo simple con punto de 
ramificación p y puntos extremos el, ... , en. Denotemos por [ = 
{A E C(X) : A n {el, ... ,en } i= 0}. Entonces existe un homeo
morfismo 9 : C(X) ~ Cono(M n ) tal que 

g({p}) = v(M n ) y g(E) = B(Mn ). 

2.14 Observación. Sea X un n-odo simple con punto de rami
ficación p. Toda vecindad suficientemente pequeña, U, del singu
lar {p} en C(X) contiene un subconjunto, D, de dimensión n tal 
que la diferenciaU\D es la unión de exactamente n subconjuntos 
mutuamente disjuntos cada uno de los cuales tiene dimensión 2. 
Además, el singular {p} es el único elemento en C(X) con este 
tipo de vecindades. Por otro lado, el vértice, v(M n ), es el único 
punto del cono sobre el continuo M n cuyas vecindades son de 
esta forma. Esto demuestra que, bajo cualquier homeomorfismo 
entre C(X) y Cono(Mn ), el singular {p} se corresponde con el 
vértice v(Mn ). 

2.15 Lema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un ho
meomorfismo h : C(X) ~ Cono(Z), donde Z es un continuo de 
dimensión finita. Sea Y el subcontinuo de X tal que h(Y) = 
v(Z). Si p es un punto de ramificación de una gráfica finita A 
en X y {p} i= Y, entonces existen un número entero n > 3, un 
conjunto abierto V, en C(X), que contiene al singular {p} y un 
homeomorfismo 
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tal que g( {p}) = II(M n ). Además, existe un n-oda simple Tn , 

en X, con punto de ramificación p, que no contiene a Y tal que 
Comp(V, {p}) e C(Tn ). 

Demostración. Como Y =1- {p}, existen conjuntos abiertos, 
Ul , ... , Um , en X tales que {p} E (Ul, ... , Um ) y y ~ (Ul , ... , Um ). 

Pongamos U = n::l Ui . Entonces U es un conjunto abierto en 
X tal que 

pEU y Ycf..U. (2.17) 

Sea Al una subgráfica de A tal que p es punto de ramificación 
de Al y Al e U. 

Sea V un conjunto abierto en X tal que Al e V e V e U. 
Denotamos 

C=Clc(xpomp((V),A l ) y B=UC. (2.18) 

Entonces, por el Lema 1.47, se tiene que B es un subcontinuo 
no degenerado y propio de X y Fl(B) e C. 

Note que B e U y aSÍ, por (2.17), Y cf.. B. Se sigue del 
Teorema 2.11 que B es una gráfica finita en X. Como p es un 
punto de ramificación de la gráfica finita Al y Al e B, se tiene 
que p es un punto de ramificación de la gráfica finita B. 

Ahora, elíjase un conjunto abierto W en B de tal forma que 
pE W, W es conexo, W no contiene curvas cerradas simples y 
W no contiene otros puntos de ramificación de la gráfica finita 
B. Entonces existe un número entero n > 3 tal que 

W es un n-oda simple, (2.19) 

con punto de ramificación p. Observe que W e B y aSÍ, puesto 
que y cf.. B, tenemos que 

y cf.. W. (2.20) 
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Denotemos por el, ... , en a los puntos extremos del n-odo W 
y sea 

E = {E E C(W) : E n {el, ... , en} =J 0}. 

Note que 

C(W) \ E = (W). (2.21 ) 

Por la Proposición 2.13, existe un homeomorfismo 9 : C (W) --+ 
Cono(Mn ) tal que g( {p}) = v(M n ) y g(E) = B(Mn ). Se sigue 
de (2.21) que g( (W)) = Cono(Mn ) \ B(Mn ). Para no intro
ducir más notación denotamos también por 9 a la restricción 
del homeomorfismo 9 al sub espacio (W) de C(W). Entonces 

9 : (W) --+ Cono(M n ) \ B(Mn ) (2.22) 

es un homeomorfismo y g( {p}) = v(Mn ). 

Ahora, sea V un conjunto abierto en C(X) tal que 

Ve (V) y V n C(B) = (W). (2.23) 

Vamos a demostrar la siguiente afirmación. 

Afirmación. Comp(V, {p}) = (W). 

Como {p} E (W), (W) e V y, por (2.22), (W) es un conjunto 
conexo, se tiene que (W) e Comp(V, {p}). 

Para demostrar la inclusión contraria, observe que {p} E 

Fl(B) Y aSÍ, puesto que Fl(B) e e, se tiene que {p} E C. 
Entonces {p} E (V) n C. Note que 

(V) n e = Cl(;¡C~p((V),-Alf- Comp( (V), A~). -
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Luego {p} E Comp(V, {p}) n Comp( (V), Al). Por la elección de 
V, ver (2.23), se tiene que Comp(V, {p}) es un conjunto conexo 
contenido en (V) e intersecta a la componente Comp( (V), Al), 
por lo cual, Comp(V,{p}) e Comp((V), Al). Ahora, de la 
definición de e, ver (2.18), se obtiene que Comp(V, {p}) e e. De 
(2.18) también se tiene que e e C(B), luego Comp(V, {p}) e 
C(B). Entonces 

Comp(V, {p}) e VnC(B) = (W). 

Esto demuestra la Afirmación. Ahora, de esta Afirmación y de 
(2.22), se sigue que 

9 : Comp(V, {p}) -+ Cono(Mn ) \ B(Mn ) 

es un homeomorfismo tal que g( {p}) = v(Mn ). Con esto queda 
demostrada la primera parte de nuestra proposición. 

Para demostrar la otra parte, pongamos Tn = W. Por (2.19), 
se tiene que Tn es un n-odo simple en X con punto de ramifi
cación p. Por (2.20), el n-odo simple Tn no contiene a Y. Por 
otro lado, de la afirmación que demostramos se concluye que 
Comp(V, {p}) e C(Tn ). Con todo esto, la demostración del 
Lema 2.15 está completa. • 

Nuestro próximo objetivo es el Lema 2.22, en el cual de
mostraremos, bajo las hipótesis que estamos considerando, que 
alrededor de un punto de ramificación de una gráfica finita en X 
existe un n-odo que es enviado a la base del cono. Para esto nece
sitamos aún varios resultados previos. Primero consideramos la 
notación que sigue. 

2.16 Notación. Sea X un continuo: 
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(1) Si A es un arco en X con puntos extremos a y b, denotamos 
AO=A\{a,b}. 

(2) El disco abierto en el plano de radio 1 y con centro en el 
origen es denotado por B1 . Es decir, 

Al conjunto de puntos en B1 que tienen ordenada no ne
gativa, le llamamos semi disco y lo denotamos por B2• Es 
decir, 

B2 = {(x, y) E B1 : y > O}. 

Las nociones que introducimos en la siguiente definición están 
relacionadas con las conocidas nociones de variedad y variedad 
con frontera. Como nosotros usaremos únicamente las propieda
des topológicas de B1 y B2 , y no resultados de la teoría de las 
variedades, preferimos la terminología como la presentamos. 

2.17 Definición. Sea X un continuo. Un disco en X es un 
subespacio de X homeomorfo al disco abierto B1 . Un semidisco 
en X es un sub espacio de X homeomorfo al semidisco 8 2. Si U 
es un semidisco en X y f : B2 -+ U es un homeomorfismo, a la 
imagen bajo f del conjunto de puntos en 8 2 con ordenada O le 
llamamos la orilla de U y la denotamos por o(U), es decir, 

o(U) = f({(x,y) E 82 : y = O}). 

Parael resultacio que sigue recordamos que 'ir denota la proyec-
ción sobre la base, ve~-la Definición-1.50. . - -
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2.18 Proposición. Sea X un continuo. Supóngase que existe 
un homeomorfismo h : C(X) -* Cono(Z) , donde Z es un con
tinuo de dimensión finita. Sea Y el subcontinuo de X tal que 
h(Y) = II(Z). Si A es un arco en X que no contiene a Y y 
h(Fl(A)) n E(Z) = 0, entonces 7l'(h(Fl (A))) es un punto en 
E(Z). 

Demostración. Sea U un abierto en X tal que A e U y 

Y rt. U. Sea V un abierto en X tal que A e V e V e U. 
Pongamos 

C = Clc(x)Comp((V) , A) y E = UC. 

Entonces, por el Lema 1.47, E es un sub continuo no degenerado 
propio de X y Fl(E) e C. 

Por otro lado, por la elección de U, se tiene que Y ct E. 
Luego por el Teorema 2.11, E es una gráfica finita. Es claro que 
ACE. 

Sea Al un arco de A tal que Al no contiene puntos de rami
ficación de la gráfica finita E. Vamos a demostrar la siguiente 
afirmación. 

Afirmación. 7l'(h(Fl(Al))) es un punto en E(Z). 

Para demostrar esta afirmación, pongamos 

W = {E E C(E) : E e Ai}. 

Como Al' no contiene puntos de ramificación de la gráfica finita 
E, se tiene que Al' es un conjunto abierto en E. Se sigue que W 
es un conjunto abierto en C(E). 
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Observe que 

W = C(A1) \ [C(A1 , a) U C(A1 , b)], 

donde a y b son los puntos extremos de Al. Denotemos por 
L 1 al segmento en el plano con puntos extremos (O, O) Y (1, O), 
por La al segmento en el plano con puntos extremos (O, O) Y 
(~, 1) Y por Lb al segmento con puntos extremos (1, O) Y (~, 1). 
Sabemos que C(A1) es horneo morfa a la región triangular en el 
plano limitada por los segmentos L1, La Y Lb de tal forma que 
F1(A1), C(A1 , a) y C(A1,b) se corresponden con los segmentos 
L 1 , La Y Lb, respectivamente. De aquÍ se deduce que 

W es un semi disco en C(B) (2.24) 

cuya orilla está constituida por los conjuntos singulares de Al'. 
Es decir, 

o(W) = {{x} : x E A;'}. (2.25) 

Como Al' e A y A e V, de la definición de W, se sigue 
que W e (V). Luego, podemos elegir un conjunto abierto V en 
C(X) tal que 

V e (V) y V n C(B) = W. 

Observe que W es un conjunto conexo contenido en V. Sea K la 
componente de V que contiene a W, es decir, K = Comp(V, W), 
vea la Notación 1.46. 

Vamos a demostrar que K = W. Es claro que W e K, 
necesitamos demostrar que K e W. Para demostrar esto último 
fijemos un punto x E Al'. Entonces {x} E W y aSÍ, como W e 
V, {x} E V. Por otro lado, como F1(A1) e F1(B) e C, se tiene 
que {x} E C. Luego 

(2.26) 
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Note que (V)nClc(xpomp( (VI, A) = Cl(vpomp( (V), A). En
tonces, puesto que Comp( (V), A) es un conjunto cerrado en (V), 
de la definición de e, se sigue que (V) ne = Comp( (V), A). ASÍ, 
por (2.26), se obtiene que 

{x} E Comp((V), A). 

Ahora note que {x} E W e K, así K n Comp((V),A) =1- 0. 
Luego, K e Comp( (V), A), ya que K es un conjunto conexo 
contenido en (V) y K n C omp( (V), A) =1- 0. 

Es claro que Comp( (V), A) e e y e e C(B). De aquÍ que 
K e VnC(B) = W. Entonces K = W. Hemos demostrado que 

W es una componente de V. (2.27) 

Ahora, supóngase que 7r(h(F1(A1))) contiene más de un punto. 
Entonces 7r(h(Fl(Al))) es un continuo arco conexo y no dege
nerado en la base del cono sobre Z, B(Z). Sea E un arco en 
7r(h(F1(A1))) tal que 

En {7r(h({a})),7r(h({b}))} = 0. 

Fijemos un punto z E EO. Sea x E Al tal que 7r(h({x})) = z. 
Pongamos p = h({x}). De (2.24) y (2.25) se sigue que 

h(W) es un semi disco en Cono(Z) y pE o(h(W)). 

Por otro lado, de (2.27) se obtiene que 

h(W) es una componente de h(V). (2.28) 

Por hipótesis, h(H(A1)) n B(Z) = 0, así p tj. B(Z). Como 
7r(p) = z E EO, se tiene que p E [EO x (0,1)] n h(V). Ahora, 
puesto que h(V) es un abierto en Cono(Z), se concluye que la 
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intersección [EO x (0,1)] n h(V) es un conjunto abierto en el 
producto E O x (0,1). Entonces, como E O x (0,1) es un disco en 
Cono(Z), existe un disco W l el cual es un conjunto abierto en 
E O x (0,1) tal que 

pE Wl e [EO x (0,1)] n h(V). 

Por otro lado, como Wl es un conjunto conexo contenido en 
h(V) y pE W l , se sigue de (2.28) que W l e h(W). Observe que 
W l es un disco en el semi disco h(W), luego W l es un conjunto 
abierto de h(W). 

Con esto se concluye que p no es un punto en la orilla de 
h(W), lo cual contradice (2.28). Esto demuestra nuestra Afir
mación. 

Ahora, pongamos 

A = Al U··· U An , 

donde, para cada i E {1, ... , n}, Ai es un arco en B tal que 
Ai no contiene puntos de ramificación de la gráfica finita B y 
Ai nAi+l # 0 para cada i E {1, ... , n -1}, esto se puede conseguir 
repitiendo algunos Ai. 

Se sigue de la afirmación demostrada antes que, para cada 
i E {1, ... ,n}, 

7r(h(Fl (A;))) es un punto en B(Z). (2.29) 

Finalmente, como Ai n Ai+l # 0, se tiene que 7r(h(A¡)) n 
7r(h(Ai+l)) # 0. Luego de (2.29) se sigue que w(h(Fl(Ai ))) = 
w(h(Fl(Ai+l))) para cada i E {1, ... ,n - 1}. Esto demuestra 
que 7r(h(El(A))) es_unpJlnto_en :fJ(Z),)o cual finaliza la de-
mostración de la Proposición 2.18. • 
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Como ya sabemos, por el Teorema 2.11, que los subcontinuos 
no degenerados de X que no contienen a Y son gráficas finitas, 
como una consecuencia de la Proposición 2.18, obtenemos la 
siguiente. 

2.19 Proposición. Sea X un continuo. Supóngase que existe 
un homeomorfismo h : C(X) -+ Cono(Z), donde Z es un con
tinuo de dimensión finita. Sea Y el subcontinuo de X tal que 
h(Y) = v(Z). Si A es un sub continuo no degenerado de X que 
no contiene a Y y h(Fl(A)) n B(Z) = 0, entonces 71"(h(Fl (A))) 
es un punto en B(Z). En consecuencia A es un arco. 

Demostración. Por el Teorema 2.11, se tiene que A es 
una gráfica finita. Entonces existe una colección finita de ar
cos Al, ... , An tales que 

A = Al U ... U An y Ai n Ai+l i- 0, para cada i E {1, ... , n - 1}. 
(2.30) 

Entonces, por la Proposición 2.18, se tiene que 71"(h(Fl(Ai))) 
es un punto en la base del cono de Z, B(Z), para cada i E 
{1, ... , n}. De la segunda condición en (2.30) se obtiene que 
71"(h(Fl(Ai))) n 71"(h(Fl(Ai+l))) i- 0 y así 

71"(h(Fl (Ai))) = 71" (h(Fl (Ai+l))). 

Esto demuestra que 71"(h(Fl (A))) es un punto en B(Z). De aquí 
se sigue que h(Fl(A)) es un arco en el cono de Z y, en conse
cuencia, A es un arco. _ 

En la prueba del Lema 2.22 también usaremos el resultado 
que sigue, en el cual establecemos que si los puntos extremos 
de un arco en Fl(X) son enviados a la base del cono, entonces 
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todo el arco es enviado a la base del cono. En el Teorema 3.8 
del Capítulo 3 también usaremos este hecho. 

2.20 Lema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un ho
meomorfismo h : C(X) -+ Cono(Z), donde Z es un continuo de 
dimensión finita. Sea Y el sub continuo de X tal que h(Y) = 
v(Z). Sea A un arco en X con puntos extremos a y b. Si A 
no contiene a Y y h({a}),h({b}) E B(Z), entonces h(FI(A» e 
B(Z). 

Demostración. Supóngase que la conclusión es falsa, es 
decir, supóngase que h(FI(A» <t B(Z). Sea a: [0,1] -+ FI(A) 
una parametrización del arco FI(A) tal que a(O) = {a} y a(l) = 
{b}. Entonces existe to E (0,1) tal que h(a(to» ti. B(Z). Sean 

tI sup{t E [O,to]: h(a(t» E B(Z)} y 

t2 ínf {t E [to, 1]: h(a(t» E B(Z)}. 

De la continuidad de la función h o a y de la definición de tI y 
t2, se tiene que h(a(tI» y h(o:(t2» pertenecen a la base, B(Z), 
y tI < to < t2. Además, de la definición de tI y t2, se obtiene 
que 

(2.31 ) 

Consideremos la función proyección 7r2 : Cono(Z) -+ [0,1] 
definida por 

7r2(W) = f t, si w = (z,t) E Z x [0,1), 
1. 1, si w = v(Z). 

_ Entonce~ 7r2 o h o a.~s unaJuncLón coptinu~ del intervalo [0,1] 
en el mismo. Existe un número So en el intervalo abierto (tI, t2) 
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tal que, para todo t E [tI, t2J, 

(2.32) 

Sean SI, s2 E [0,1] tales que tI < SI < So < S2 < t2. Denote
mos Al = a([sl, so]) y A 2 = a([so, S2]). Note que 

(2.33) 

Por (2.31), se tiene que h(Al ) n B(Z) = 0 y h(A2 ) n B(Z) = 0. 
Por la Proposición 2.18, se concluye que 

7r(h(A l )) = {7r(h(a(so)))} y 7r(h(A2)) = {7r(h(a(so)))}, 

de aquÍ y de (2.32), se sigue que h(Al ) e h(A2) o h(A2) e h(Al ) 

y así Al e A2 o A2 e Al. Esto es una contradicción con (2.33), 
lo cual demuestra que h(Fl(A)) e B(Z). • 

La proposición siguiente es el último de los resultados que 
requerimos en la prueba del Lema 2.22. En esta proposición 
demostramos que si el punto de ramificación de una gráfica finita 
no es enviado al vértice del cono, entonces es enviado a la base. 

2.21 Proposición. Sea X un continuo. Supóngase que exis
te un homeomorfismo h : C(X) -+ Cono(Z), donde Z es un 
continuo de dimensión finita. Si p es un punto de ramificación 
de una gráfica finita A en X y h( {p}) i= 1I( Z), entonces h( {p}) E 
B(Z). 

Demostración. Supóngase que la conclusión es falsa, es 
decir, supóngase que h( {p}) ~ B(Z). Sea Y el subcontinuo de 
X tal que h(Y) = lI(Z). Por hipótesis y i= {p}. 

Elíjase un conjunto abierto U en X tal que 

pEU, Yct.U y h((U))nB(Z) =0. (2.34) 
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Se tiene que U n A es un conjunto abierto en A que contiene 
al punto p. Entonces existe un conjunto abierto, W, en A tal 
que W es conexo y 

pE W e Wc UnA. 

Podemos suponer que W no contiene otros puntos de ramifi
cación de la gráfica finita A. Entonces W es un n-odo simple 
para algún entero n > 3. Denotemos Tn = W. 

Sea V un abierto en X tal que Tn e V e V e U. Pongamos 

C = Clc(xpomp((V) , Tn ) Y B = UC. 

Se sigue del Lema 1.47 que B es un sub continuo no degenerado 
propio de X y F1(B) e C. Como Fl(Tn ) e Fl(B) y C e {E E 

C(X) : E e V} e (U), se obtiene que F1(Tn ) e (U). De aquí 
y de la última condición en (2.34), se concluye que Tn es un 
sub continuo de X tal que 

Luego, por la Proposición 2.19, F1(Tn ) es un arco y, en conse
cuencia, Tn es· un arco, lo cual es una contradición. Esto de
muestra que h({p}) E B(Z). • 

2.22 Lema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un ho
meomorfismo h : C(X) ~ Cono(Z), donde Z es un continuo de 
dimensión finita. Sea Y el sub continuo de X tal que h(Y) = 
veZ). Supóngase que T es un n-odo simple en X con pnnto de 
ramificación p tal que Y ct. T. Entonces existe un (n - l)-odo 
simple T* en X, con punto de ramificación p, tal que T* e T 
y h(F1(T*)Lc Ii(ZL(en ~ste lema entendemos que si n = 3, 
entonces un (n - l)-odo simpl~ es un a;co).-- ._-
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Demostración. Denotemos por el, ... , en a los puntos ex
tremos del n-odo T. 

Como Y rt. T, para cada x E T, {x} =1- Y. Entonces, para 
todo punto x E T, 1l"( h( {x} )) es un punto bien determinado en 
la base del cono sobre Z. Por otro lado, por la Proposición 2.21, 
h({p}) E B(Z). 

Para cada i E {1, ... , n}, denotemos por Ci = FI(pei). 

Afirmación 1. Si 1l"(h({ei})) = h({p}), para algún i E 

{l, ... ,n}, entonces 1l"(h(Ci)) = {h({p})}. 

Para demostrar esta afirmación supóngase lo contrario. Sea 
o: : [0,1] -+ Ci una parametrización del arco Ci tal que 0:(0) = 
{ei} Y 0:(1) = {p}. Entonces existe un número t E [0,1] tal que 
t < 1 Y 1l"(h(o:(t))) =1- h({p}). 

Denotemos to = ínf {t E [0,1]: 1l"(h(o:(t))) =1- h({p})}. 
Note que to =f. 1 Y así 

h(o:(to)) =f. h({p}). (2.35) 

Por otro lado, por la continuidad de h o o: y la definición de 
to, se tiene que 

1l"( h( 0:( to))) = h( {p} ). (2.36) 

De (2.35) Y (2.36) se obtiene que h(o:(to)) ti. B(Z). Sea W 
un abierto en Cono(Z) tal que h(o:(to)) E W y W n B(Z) = 0. 
Entonces existe é > ° tal que, para todo t E [0,1] con Ito-tl < é, 

h(o:(t)) E W. Sea So E [0,1] tal que to < So Y So - to < é. 

Entonces o:([to, so]) es un arco en FI (X) Y 

o:([to, so]) e W. (2.37) 

77 



Como Y ct T Y a([to, so]) e FI (T), se tiene que FI (Y) ct 
a([to, so]). Además por (2.37), 

h(a([to, so])) n B(Z) = 0. 

Luego, por la Proposición 2.18, se concluye que la proyección 
en la base B(Z) del arco h(a([to, so])) es un punto y así, como 
7f(h(a(to))) = h({p}), se tiene que 

7f(h(a([to, so]))) = {h({p})}. (2.38) 

Por otro lado, de la definición de to, existe un número t en 
el intervalo abierto (to, so) tal que 7f(h(a(t))) i- h({p}). Esto es 
un contradicción con (2.38), y demuestra la Afirmación 1. 

Ahora, podemos suponer que a lo más uno de los puntos ex
tremos, el, ... en , del n-odo T tiene como imagen bajo la función 
7f o h al punto h( {p}). Porque en otro caso, es decir, si 

7f(h({ei})) = h({p}) = 7f(h({ej})) con i i- j 

entonces, por la Afirmación 1, se tiene que 7f(h(Ei )) = 7f(h(Ej )) 

y, como {p} E Ei n Ej , concluimos que 

Esto contradice la inyectividad del homeomorfismo h. Luego, 
sin perder generalidad, podemos suponer que 

7f(h({ei})) i- h({p}) para todo i E {1, ... ,n -1}. (2.39) 

Afirmación 2. Para cada i E {1, ... , n - 1}, existe un punto 
_ Xi E pei tal que xi i- ~y h({Xil) E l!(ZL_ ._ 
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Para demostrar esto, supóngase que lo afirmado es falso. En
tonces existe un elemento i E {1, ... , n - 1} tal que 

h([i) n B(Z) = h( {p}). 

Sea (3 : [O,IJ -+ [i una parametrización del arco [i tal que 
(3(0) = {e;} y (3(1) = {p}. Para cada número entero k > 2, 
(3([0,1 - m es un arco en F1(X) tal que 

h((3([O,1 - ~])) n B( Z) = 0. 

Luego de la Proposición 2.18, se sigue que, para todo número 
entero k > 2, 

7f(h((3([O, 1- ~]))) = {7f(h({ei}))}. (2.40) 

Por otro lado, por la continuidad de la función 7f o h o (3 y 
de (2.40), se tiene que 7f(h((3([O, 1]))) = {7f(h({e;}))}. En parti
cular, 7f(h((3(I))) = 7f(h({ei})). Como 7f(h((3(I))) = h({p}), se 
concluye que 7f(h({e;})) = h({p}). Esto contradice (2.39). Así 
la Afirmación 2 está demostrada. 

Finalmente, para cada i E {1, ... , n - 1}, fij amos un punto 
Xi en el arco pei, distinto del punto p, tal que h({Xi}) E B(Z). 
Por el Lema 2.20, la imagen bajo el homeomorfismo h del arco 
F1(pXi) está en la base del cono sobre Z. Pongamos 

n-1 

T* = UPXi. 
i=1 

Entonces T* satisface las conclusiones del Lema 2.22. • 
El paso que sigue es estudiar las componentes de las vecin

dades, en C(X), de los elementos de F1(X) que no son puntos 

79 E~TATlES][§ NO §A.L~ 
DE LA BKBUOTlE(;;t 



de ramificación. Hacemos esto en el Lema 2.24. Para tal fin 
necesitamos la proposición que sigue. 

2.23 Proposición. Sean X un continuo y A un subcontinuo 
de X. Supóngase que existe M E N tal que X no contiene 
M-odos. Entonces para todo punto x en A, excepto a lo más 
para M - 1 puntos, y para todo abierto U en C(X) tal que 
{x} E U, existe un abierto V en C(X) tal que {x} E V e U y 
Comp(V, {x}) e C(A). 

Demostración. Supongamos que esta proposición es falsa, 
es decir, supóngase que existen M puntos distintos, Xl, ... ,XM, 

en A y M conjuntos abiertos Ul , ... , UM en C(X) tales que, para 
cada i E {1, ... , M}, {Xi} E Ui y para cada conjunto abierto V 
en C(X) tal que {Xi} E V e Ui se tiene que 

Comp(V, {Xi}) ct. C(A). (2.41 ) 

Tomemos M conjuntos abiertos, Vi, ... , VM , en X tales que 
Xi E V; Y 

(2.42) 

Entonces, para cada i E {1, ... , M}, Ui n (V;) es un conjunto 
abierto en C(X) tal que {Xi} E Ui n (V;) e Ui. Ahora, para 
cada i E {1, ... , M}, pongamos 

Vi =Ui n (V;), Ci = Clc(x)Comp(Vi , {Xi}) y Bi = UCi . 

Por (2.41), se tiene que Ci ct. C(A) yen consecuencia Bi ct. A. 
Note que, pa.ra cada i E {1, ... , M}, Bi es un sub continuo de X 
tal que 

-~ (2.43) 
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Como Ci e ClC(x)Vi e ClC(x)(V;) e (Vi), Bi e Vi· De ma
nera que Bi n Bj = 0, si i =1= j. 

Por tanto, de (2.43), obtenemos que A U (U~l Bi ) es un M
odo en X, lo cual contradice la hipótesis. Por lo tanto, el Lema 
2.23 está demostrado. _ 

Los siguientes resultados, Lemas 2.24 y 2.25, son una he
rramienta clave en la demostración del teorema principal de esta 
sección, el Teorema 2.26. En esto lemas usaremos los conceptos 
de disco, semidisco y orilla de un semidisco, los cuales hemos 
presentado en la Definición 2.17. 

2.24 Lema. Sean X un continuo. Supóngase que existe M E N 
tal que X no contiene M -odos. Si A es un arco en X, entonces 
para todo punto x E A, excepto a lo más para M - 1 puntos 
en A, existe un conjunto abierto U en C(X), tal que {x} E U, 
la componente de U que contiene a {x}, Comp(U,{x}), es un 
semidisco en C(X) y {x} E o(Comp(U, {x})) e F¡(A). 

Demostración. Por la Proposición 2.23 para todo punto 
x E A, excepto a lo más para M - 1 puntos de A, se satisface 
la conclusión de dicha proposición. 

Fijemos un punto x E A para el cual se cumple la conclusión 
de la Proposición 2.23. Vamos a demostrar que, para este punto 
fijado x, existe un conjunto abierto en C(X) con las propiedades 
requeridas. 

Como A es un arco, existe un conjunto abierto, D, en C(A) 
tal que D es un semi disco y 

{x} E o(D) e F1(A). (2.44) 
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Tomemos un conjunto abierto, W, en C(X) tal que {x} E W 
y 

WnC(A) =V. (2.45) 

Como el punto x satisface la conclusión en la Proposición 
2.23, existe un conjunto abierto, V, en C(X) tal que {x} E V e 
Wy 

Comp(V, {x}) e C(A). (2.46) 

Como V e W, de (2.45) y (2.46) se sigue que Comp(V, {x}) e 
V. 

Ahora, vamos a demostrar que la componente Comp(V, {x}) 
es un conjunto abierto de V. Para esto fijemos un elemento 
E E Comp(V, {x}). Como V es un conjunto abierto en C(X), 
se tiene que VnV es un conjunto abierto en V y E E vnv. Por 
otro lado, como V es un semi disco , V es un espacio localmente 
conexo. Luego, existe un subconjunto abierto, B, de V tal que 
B es conexo y E E B e V n V. 

Se tiene que B es un conjunto conexo tal que B e V y 
E E B n Comp(V, {x}), luego B e Comp(V, {x}). Hemos 
obtenido que B es un conjunto abierto en el semidisco V tal que 
E E B e Comp(V, {x}). Esto demuestra que la componente 
Comp(V, {x}) es un conjunto abierto en V. 

Por otro lado, como {x} pertenece a la orilla, o(V), del 
semidisco V, ver (2.44), y Comp(V, {x}) es un conjunto abierto 
en V, existe un conjunto abierto V' de V tal que V' es un 
semidisco y 

{x} E Vi e Comp(V, {x}). 

Como la componente Comp(V, {x}) es un sub espacio del semidis
_co V, se tiene que V' es un conjunto abierto en la componente 
Comp(V, {x}). - - . - --- -
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Ahora, tomemos un conjunto abierto, U, en C(X) tal que 
{X}EUCVy 

unComp(V,{x}) =1)'. (2.47) 

Para terminar vamos a demostrar que C omp(U, {x}) = 1)'. 

Para esto, observe que {x} E 1)' e U, luego, como 1)' es conexo, 
se tiene que 1)' e C omp(U, {x} ). Por otro lado, como U e V, se 
tiene que Comp(U, {x}) e Comp(V, {x}), así, de (2.47), se sigue 
que Comp(U, {x}) e 1)'. Con esto se obtiene que Comp(U, {x}) 
coincide con el semidisco 1)'. Con todo esto el Lema 2.24 está 
demostrado. _ 

2.25 Lema. Sean Z un continuo y Zo un punto de Z. Supóngase 
que W. es un conjunto abierto en Cono(Z) tal que (zQ, O) E W 
y la componente de W que contiene a (zo, O), Comp(W, (zQ, O)), 
es un semi disco en Cono(Z) cuya orilla, o(Comp(W, (zQ,O))), 
está contenida en la base B(Z). Entonces para cada número s 
en el intervalo abierto (0,1) existe un conjunto abierto, V, en 
Cono(Z) tal que (zQ, s) E V y la componente de V que contiene 
a (zQ, s), Comp(V, (zQ, s)), es homeomorfa a un conjunto abierto 
de un disco en Cono(Z). 

Demostración. Tomemos un conjunto abierto, W, en Z y 
un número é > O tales que (zQ, O) E W x [O, é) e W. 

Fijemos un número s E (0,1). Sea 8 > O tal que (s-8, s+8) e 
(0,1). Pongamos 

V = W x (s - 8, s + 8). 

Es claro que Ves un conjunto abierto en Cono(Z) y que (zQ, s) E 

V. Vamos a demostrar que V satisface la conclusión del lema. 
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Para esto, definimos la función 

l : W x (8 - Ó,8 + Ó) -+ W x (O, e) 

como sigue, para cada punto (z, r) E W x (8 - Ó, 8 + Ó), 

l(z, r) = (z, ;8(r + Ó - 8)). 

Tenemos que l es un homeomorfismo y l(zo, 8) = (zo, ~). En
tonces L define un homeomorfismo entre la Comp(V, (ZO,8)) 
y la componente de W x (O, e) que contiene al punto (zo, ~), 
Comp(W X (O,e), (zo,~)). 

Observe que Comp(W x [O, e), (zo, ~)) es un conjunto conexo 
que contiene al punto (zo, O) y que está contenido en W, entonces 

Comp(W x [O, e), (zo, ~)) e Comp(W, (zo, O)),. 

De aquí se sigue que 

Comp(W x (O, e), (zo, ~)) e Comp(W, (zo, O)). 

Ahora, vamos a demostrar que la componente 

Comp(W x (O, e), (zo, ~)) 

es un conjunto abierto en el semi disco Comp(W, (zo, O)). Note
mos que B = (W x (O, e)) n Comp(W, (zo, O)) es un conjunto 
abierto en la componente Comp(W, (zo, O)). Como la compo
nente Comp().'V, (zü, O)) es un espacio localmente conexo, en
tonces Comp(B, (zo, m es abierto en Comp(W, (zo, O)). Ya que 
Be W x (O,e), tenemos que 
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Por otra parte, Comp(W x (O, E), (ZQ, ~)) es un subconjunto 
conexo de B que tiene a (zQ, ~), así que este conjunto está con
tenido en Comp(B, (zQ, ~)) y, por lo tanto, estos conjuntos son 
iguales. Y como Comp(B, (zQ, m es abierto en Comp(W, (zQ, O)), 
obtenemos que la componente Comp(W x (O,E),(ZQ,~)) es un 
conjunto abierto en el semi disco Comp(W, (zQ, O)). 

Por otro lado, por hipótesis, o(Comp(W, (zQ, O))) e B(Z), y 
así, como el conjunto de puntos de un semidisco que no pertene
cen a la orilla del semidisco es un disco, se concluye que la com
ponente Comp(W x (O, E), (ZQ, ~)) es un conjunto abierto en el 
disco 

Comp(W, (zQ, O)) \ o(Comp(W, (zQ, O))). 

Finalmente, como Comp(V, (zQ, O)) es homeomorfo a Comp(Wx 
(O, E), (ZQ, ~)), la demostración del Lema 2.25 está completa. _ 

Ahora estamos en condiciones de demostrar el resultado prin
cipal de este capítulo. En éste establecemos que si X es un 
continuo cuyo hiperespacio es un cono de dimensión finita y si 
y denota al elemento de C(X) que corresponde al vértice del 
cono, entonces todo sub continuo no degenerado de X, que no 
contiene a Y, es un arco. Ya sabemos, por el Teorema 2.11, que 
en estas condiciones tales sub continuos son gráficas finitas. En 
la demostración verificamos que dichas gráficas finitas no tienen 
puntos de ramificación y que no son curvas cerradas simples, así, 
por el Teorema 1.6, se concluye que deben ser arcos. 

2.26 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h : C(X) -+ Cono(Z), donde Z es un con
tinuo de dimensión finita. Sea Y el sub continuo de X tal que 
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h(Y) = v(Z). Si A es un subcontinuo no degenerado de X que 
no contiene a Y, entonces A es un arco. 

Demostración. Sea A un subcontinuo no degenerado de X 
que no contiene a Y. Por el Teorema 2.11, A es una gráfica 
finita. Vamos a demostrar que: 

A no contiene puntos de ramificación. (2.48) 

Para demostrar esto supóngase, por el contrario, que p es 
un punto de ramificación de la gráfica finita A. Como Y rt. A, 
h({p}) =1= v(Z). Luego, por el Lema 2.15, existen un número 
entero n > 3 Y un conjunto abierto V en C(X) que contiene al 
singular {p}, tales que la componente de V que contiene a {p}, 
Comp(V, {p}), es homeomorfo al espacio 

Recordamos que el continuo M n es la unión de una (n - 1)
celda con n arcos mutuamente disjuntos, donde la intersección 
de cada uno de estos arcos con la (n - 1 )-celda es sólo uno de sus 
puntos extremos, ver la Notación 2.12. También, por el Lema 
2.15, existe un n-odo simple en X, Tn , con punto de ramificación 
p, que no contiene a Y tal que 

Comp(V, {p}) e C(Tn ). (2.49) 

Ahora, por el Lema 2.22, existe un (n - 1)-odo simple, T*, 
contenido en el n-odo T", con punto de ramificación p, cuya 
imagen bajo el homeomorfismo h está en la base del cono de Z. 
Es decir, 
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Como aclaramos en el Lema 2.22, si n = 3, T* es un arco. Se 
tiene que h(V) n Cono(h(FI(T*))) es un conjunto abierto en el 
cono del (n - 1)-odo h( FI (T*)) que contiene al punto h( {p} ). 
Entonces existen un conjunto abierto W en h(F1(T*)) que con
tiene a h( {p}) y un número e > ° tales que 

W x [O, e) e h(V) n Cono(h(FI(T*))). (2.50) 

Ahora tomemos un (n - l)-odo simple T en h(H(T*)) de 
tal manera que T e W y h( {p}) E T. Por otra parte, por 
(2.50), T x [O, e) e h(V). Entonces tenemos que T x [O,e) es 
un subconjunto conexo de h(V) que contiene al punto h( {p} ), 
luego 

T X [O,e) e h(Comp(V, {p})). (2.51) 

Denotemos T = U7:II Li , donde Li es un arco en h(F1(T*)) y 
LinLj = h( {p}), si i le- j. Pongamos, para cada i E {l, ... , n-l}, 
Ni = h-I(Li ). Entonces h-I(T) = U7:1I Ni, cada Ni es un arco 
en FI(T*) y Ni nNj = {{p}} si i le- j. 

Tomemos una sucesión de singulares {{Pi} hEN en el arco NI 
. que converja al singular {p}. Comoh(F1(T*)) e B(Z),podemos 

denotar al punto h( {Pi}) como (qi, O). ASÍ, para cada i E N, 
h( {Pi}) = (qi, O). Entonces {( qi, O) hEN es una sucesión de puntos 
en el arco LI que converge al punto h( {p} ). 

Observe que, para cada i E N, {qi} x [O, e) e T x [O, e) y aSÍ, 
por (2.51), se tiene que, para cada i E N, 

{qi} X [O, e) e h(Comp(V, {p})). (2.52) 

Denotemos h( {p}) = (zp, O). Fijemos un número t en el in
tervalo abierto (O,e). Entonces, por (2.52), {(qi,t)hEN es una 
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sucesión de puntos en h( C omp(V, {p} )) que converge al punto 
(zp,t). 

Ahora, para cada i E N, sea K¡ el elemento de Comp(V, {p}) 
tal que h(K¡) = (q¡, t). Sea K el elemento de Comp(V, {p}) tal 
que h(K) = (zp, t). Observe que la sucesión {K¡}¡EN converge 
en C(X) al elemento K. 

Para cada i E N, pongamos J¡ = {q¡} x [O, t]. Como t < €, 

por (2.52), se tiene que, para cada i E N, 

J¡ e h(Comp(V,{p})). 

Entonces tenemos que h -1 (J¡) es un ~rco contenido en la compo
nente Comp(V, {p}). De (2.49), se sigue que h-1(J¡) es un arco 
en el hiperespacio, C(Tn ), del n-odo simple Tn . Ahora vamos a 
demostrar la siguiente afirmación. 

Afirmación. Existe io E N tal que, para todo i > io, los 
elementos del arco h-1(J¡) son continuos en el n-odo Tn que no 
contienen al punto de ramificación p. 

Para demostrar esta afirmación, primero observe que, por (2) 
de la Proposición 2.1, existe M E N tal que X no contiene M
odos. Aquí, necesariamente M > n. Ahora, del Lema 2.24, se 
deduce que existe io E N tal que, para cada i > io existe un 
conjunto abierto, U¡, en C(X) tal que {Pi} E U¡, Comp(U¡, {P¡}) 
es un semi disco en C (X) Y 

{Pi} E o(Comp(U¡, {Pi})) e NI. (2.53) 

Vamos a demos!rar que el número entero io satisface lo es
tablecido en la afirmación. 
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Fijemos un número entero i > io Y un elemento E E h-I(Ji). 
Debemos demostrar que p (j. E. Existe un número s en el inter
valo [O,t] tal que h(E) = (qi,S). 

Como h( {Pi}) = (qi, O), se tiene que h(Ui) es un conjunto 
abierto en Cono(Z) que contiene al punto (qi, O), la componente 
Comp(h(Ui), (qi, O)) es un semidisco en Cono(Z) tal que 

(qi, O) E o(Comp(h(Ui), (qi, O))) e B(Z). 

Esto último se obtiene por (2.53) y ya que h( Comp(Ui, {Pi})) = 
Comp(h(Ui),h({pi})) y h(NI) e B(Z). 

Por el Lema 2.25, existe un conjunto abierto, Vi, en Cono(Z) 
tal que (qi, s) E Vi y la componente Comp(Vi, (qi, s)) es un es
pacio homeomorfo a un conjunto abierto de un disco. 

Pongamos Wi = h-I(Vi). Entonces Wi es un conjunto abierto 
en C(X) tal que E E W i y la componente Comp(Wi, E) es un 
espacio homeomorfo a un conjunto abierto de un disco. Ahora, 

. supóngase que p E E. Como Wi n C(Tn ) es un conjunto abierto 
en C(Tn ) que contiene al elemento E, existe una n-celda, Q, en 
C(Tn ) tal que 

Se tiene que Q es un conjunto conexo que contiene al elemento 
E y que está contenido en Wi. Luego, Q e Comp(Wi, E), esto 
es imposible porque dim(Q) = n > 3 y dim(Comp(Wi, E)) = 2. 
Por esta contradicción se conluye que p (j. E, lo cual demuestra 
la afirmación. 

Ahora observe que, para cada i E N, {Pi} E h-I(Ji) n NI. 
De aquÍ, y de la afirmación que demostramos, se concluye que 
los elementos de h-I(Ji) son arcos contenidos en UNI . En par
ticular, para cada i E N, Ki e UNI . Luego, como la sucesión 
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{K¡hEN converge a K, se tiene que K e UN!. 

Con un argumentos similares, considerando una sucesión de 
puntos en el arco N2 que converge a {p}, se concluye que K e 
UN2. 

Entonces K = {p}. Como h(K) = (zp, t) obtenemos que 
h( {p}) = (zp, t), lo cual es una contradicción puesto que h( {p}) = 
(zp, O). Con todo esto hemos demostrado (2.48). 

Ahora, como A no contiene puntos de ramificación, se tiene 
que A no contiene trio dos simples. Entonces, por el Teorema 
1.6, A es un arco o una curva cerrada simple. 

Finalmente, vamos a demostrar que A no es una curva cerrada 
simple. Para demostrar esto, tomemos un conjunto abierto U 
en X tal que 

A e U y Y cf. U. (2.54) 

Por el Teorema 1.7, existe un subcontinuo B de X tal que A e 
B e U y A =1= B. De (2.54), se sigue que B es un subcontinuo 
no degenerado de X que no contiene a Y. Entonces, como lo 
hemos demostrado anteriormente, B es un arco o una curva 
cerrada simple. Como A e B y A =1= B, se concluye que A es 
un arco. Con todo esto la demostración del Teorema 2.26 está 
completa. • 
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Capítulo 3 

La propiedad 
cono==hi perespacio 

3.1 Definición. Sea Y un continuo. Se dice que Y tiene la 
propiedad cono=hiperespacio si existe un homeomorfismo 

h : C(Y) -t Cono(Y) 

tal que h(Y) = v(Y) y h(F¡(Y)) = B(Y). 

En este capítulo, igual que en el anterior, en general las 
hipótesis son: X es un continuo cuyo hiperespacio es homeo
morfo al cono de un continuo de dimensión finita, Z. Denota
mos por Y al elemento de C(X) al cual le corresponde el vértice 
del Cono(Z) , bajo un homeomorfismo dado. En esta parte, 
analizaremos las propiedades topológicas del continuo Y. Como 
una consecuencia del teorema principal en el Capítulo 2, Teo
rema 2.26, sabemos que cada sub continuo propio no degenerado 
de Y es un arco. Aquí vamos a demostrar que, si Y es no dege
nerado, entonces Y tiene la propiedad cono=hiperespacio. Este 
resultado, considerando el Teorema 80.2 de [14), nos proporciona 
mucha información en relación con la topología de Y. 
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Para obtener el resultado indicado, consideramos las dos posi
bilidades excluyentes: (1) Y es descomponible y (2) Y es indes
componible. En el caso (1), Teorema 3.4, demostraremos que Y 
es un arco o una curva cerrada simple y, como veremos en los 
Ejemplos 3.2 y 3.3, este tipo de continuos tienen la propiedad 
cono=hiperespacio. El caso (2) es la parte difícil de este capítulo. 
Después de la demostración del Teorema 3.4 explicaremos los pa
sos que daremos para obtener nuestro resultado en este segundo 
caso. 

Iniciamos con los ejemplos que muestran que el intervalo uni
tario, [0,1], y el círculo unitario en el plano, SI = {(x,y) E JR2 : 
x2 + y2 = 1}, tienen la propiedad cono=hiperespacio. Eviden
temente éstos muestran que un arco y una curva cerrada simple 
también tienen esta propiedad. 

3.2 Ejemplo. El intervalo unitario [O, 1] tiene la propiedad cono 
=hiperespacio. 

Vamos a dar las ideas generales para justificar esto, en [14, 
Ejemplo 5.1] se muestra algo parecido con todos los detalles. 
Observe que el cono sobre el intervalo [0,1], Cono([O, 1]), es 
homeomorfo a la región triangular del plano cuyos vértices son 
los puntos (O, O), (1, O) y (~, 1), donde podemos considerar que 
la base, B([O, 1]), es el segmento con puntos extremos (0,0) y 
(1, O) y que el vértice, v([O, 1]), es el punto (~, 1). 

Por otra parte, note que cada. elemento del hiperespacio, 
C([O, 1]), es un intervalo, tal vez degenerado, de la forma [a, b], 
donde ° < a < b < 1. Así cada subcontinuo, [a, b], del intervalo 

_ [0,1], e~tá c~mpletamente determinado por su punto medio, a;b, 
y su longitud, b - a. _. - - - - -
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Ahora, definimos h([a, b]) = (a~b, b - a) para cada elemento 
[a, b] E C([O, 1]), donde O < a < b < 1. No es difícil demostrar 
que h define un homeomorfismo entre C([O, 1]) y Cono([O, 1]) tal 
que h([O, 1]) = v([O, 1]) y h(Fl ([O, 1])) = B([O, 1]). • 

3.3 Ejemplo. El círculo unitario SI en el plano tiene la propie
dad cono=hiperespacio. 

Primero observe que el cono sobre SI, Cono(SI) es homeo
morfo al siguiente subconjunto del espacio ~3 

{((1- r)cos(;l, (1 - r)sen(;l, r) : O < (;1 <27r, O < r < 1} 

donde la base es dada por B(SI) = {(cos(;l,sen(;l,O) : O <(;1< 
27r} Y el vértice es v(SI) = (O, O, 1). 

Por otra parte, considere un sub continuo propio A de SI. 
Entonces A es un arco o un punto. Si A es un arco, denotamos 
por l(A) a la longitud de arco de A y por m(A) al punto de A que 
divide a A en dos subarcos de la misma longitud. Llamamos a 
m( A) el punto medio de A. Si A es un punto, digamos A = {a}, 
definimos l(A) = O Y m(A) = a. Sean Ro Y RA los semirayos 
en el plano que salen del origen y pasan por los puntos (1, O) 
Y m(A), respectivamente. Denotamos por (;I(A) al ángulo que 
describen, en la dirección contraria a las manecillas del reloj, los 
semirayos Ro y RA. Es claro que cada sub continuo propio A de 
SI está determinado por su longitud l(A) y el ángulo (;I(A). 

Ahora definimos, para cada sub continuo propio A de SI, 

h(A) = ([1- 1;~)]cos(;l(A), [1- 1;~)]sen(;l(A), l;~)) 

y h(SI) = (O, O, 1). Con argumentos similares a los utiliza
dos en [14, Ejemplo 5.2], se puede demostrar que h define un 
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homeomorfismo entre C(SI) y Cono(SI) tal que h(SI) = II(SI) 
y h(Fl (SI)) = B(SI). • 

Ahora vamos a demostrar el resultado planteado al inicio, en 
el caso en el cual el continuo que corresponde con el vértice es 
descomponible. 

3.4 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h : C(X) -+ Cono(Z), donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y el subcontinuo de X tal que h(Y) = 
II(Z). Si y es descomponible, entonces Y es un arco o una 
curva cerrada simple. En consecuencia, Y tiene la propiedad· 
cono=hiperespacio. 

Demostración. Pongamos Y = A U B, donde A y B son 
subcontinuos propios de Y. Por el Teorema 2.26, todos los sub
continuos propios no degenerados de Y son arcos. Entonces Y 
es la unión de dos arcos, A y B. Se tiene que Y es un continuo 
localmente conexo que no contiene trio dos simples. Luego, por 
el Teorema 1.6, se concluye que Y es un arco o una curva cerrada 
simple. En cualquier caso, de los Ejemplos 3.2 y 3.3, se sigue 
que y tiene la propiedad cono=hiperespacio. • 

Todo el trabajo que sigue en este capítulo tiene la finalidad 
de obtener el resultado análogo al Teorema 3.4, para el caso en 
el cual Y es un subcontinuo indescomponible no degenerado de 
X. Rs decir, el objetivo final en esta parte es demostrar que, 
también en este caso, Y tiene la propiedad cono ,hiperespacio. 

Consideremos un homeomorfismo h : C(X) -+ Cono(Z). A 
continuación describimos, en términos generales, los pasos esen
ci~les para obtener nuestro resultado prTncipal: 
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(1) Demostraremos que la imagen de los elementos singulares 
de C(Y) pertenece a la base del cono de Z. Es decir, 
h(F1(Y)) e B(Z). Obtenemos esto en el Teorema 3.8. 

(2) De acuerdo con (1), podemos considerar que Cono(h(Fl(Y))) 
está contenido en Cono(Z) y que los vértices de ambos 
conos coinciden. Demostraremos que el cono sobre h( Fl (Y)) 
es un subconjunto de h(C(Y)), o sea 

Cono(h(F1(Y))) e h(C(Y)). 

Esto lo hacemos en el Teorema 3.9. 

(3) Veremos que los elementos singulares de C(Y) son los únicos 
elementos de C(Y) cuya imagen pertenece a B(Z). Es de
cir, si A E C(Y), h(A) E B(Z) si y sólo si A E F1(Y). Esto 
aparece en el Teorema 3.17. 

(4) Con lo anterior, para concluir que Y tiene la propiedad 
cono=hiperespacio, sólo resta demostrar que 

Cono(h(Fl(Y))) :) h(C(Y)), 

lo cual obtenemos en el último resultado de este capítulo, 
Teorema 3.19. 

Primero vamos a ver, en la proposición siguiente, que en es
tas condiciones Y es el único sub continuo indescomponible no 
degenerado de X. 

3.5 Proposición. Sea X un continuo. Supóngase que existe 
un homeomorfismo h : C(X) --+ Cono(Z), donde Z es un con
tinuo de dimensión finita. Sea Y el sub continuo de X tal que 
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h(Y) = veZ). Supóngase que X no es hereditariamente descom
ponible. Entonces Y es el único sub continuo indescomponible y 

no degenerado de X. 

Demostración. Sea y' un sub continuo indescomponible y 

no degenerado de X. Vamos a demostrar que Y = y'. Para 
esto supóngase, por el contrario, que Y =1= y'. Entonces h(Y') =f. 
veZ). Por el Lema 1.41, C(X) \ {y'} tiene una cantidad infinita 
de arco componentes. Por otra parte, como h(Y') E Cono(Z) \ 
{veZ)}, por el Lema 1.54, Cono(Z) \ {h(Y')} tiene a lo más 
dos arco componentes. Como C(X) \ {y'} y Cono(Z) \ {h(Y')} 
son espacios homeomorfos, tenemos una contradicción. Esto 
demuestra que Y = y'. Así, Y es el único subcontinuo indes
componible y no degenerado de X. • 

3.6 Observación. En la prueba de la Proposición 3.5 se ob
serva que, considerando las hipótesis de la Proposición 3.5, si Y 
es el único subcontinuo indescomponible y no degenerado de X, 
entonces, para cualquier homeomorfismo h' : C(X) -+ Cono(Z), 
se tiene que h' (y) = v ( Z) . 

Nuestro próximo objetivo es demostrar que la imagen, bajo 
un homeomorfismo dado h : C(X) -+ Cono(Z), de los singu
lares del único sub continuo indescomponible no degenerado, y, 
de X es un subconjunto de la base del cono de Z. Es decir, 
demostraremos que h(F1(Y)) e B(Z). Haremos esto en el Teo
rema 3.8. Para este fin necesitamos el lema que sigue. 

3.7 Lema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un homeo
morfismo h : C(X) -+ Cono(Z), donde Z es un continuo de di
mensión finita. S~a Yel suhcontinuo de X tarque h(Y) - veZ). 
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Supóngase que Y es indescomponible y no degenerado. Si x E Y 
Y h({x}) ~ B(Z), entonces existe un arco, A, en Y tal que 

(1) A es maximal con respecto de las siguientes propiedades: 
x E A y, para cada a E A, 7r(h({a})) = 7r(h({x})), 

(2) h(FI(A)) = {7r(h({x}))} x [O,t], para algún número t tal 
que O < t < 1, y 

(3) para cada punto y E Y \ A, 7r(h({y})) i= 7r(h({x})). 

Demostración. Para ver (1), sea 

e = {A: A es un arco en Y, x E A y, para 

cada a E A, 7r(h({a})) = 7r(h({x}))}. 

Vamos a demostrar que e es un conjunto cerrado no vacío en 
C(Y) y aSÍ, por la Proposición 1.33, tendremos la conclusión en 
(1) . 

Sea W un conjunto abierto de Cono(Z) tal que 

h({x})EW y WnB(Z)=0. 

Entonces h-I(W) n FI(Y) es un conjunto abierto de FI(Y) que 
contiene al conjunto singular {x}. Como Y es no degenerado, 
Y i= {x}. Entonces existe un conjunto abierto propio, U, de 
FI (Y) tal que 

{x} E U e h-I(W) n FI(Y). 

Ahora, por el Teorema 1. 7, existe un sub continuo no degenerado, 
A, de Y tal que {x} E FI(A) e U. Note que 

Y \t A y h(FI(A)) n B(Z) = 0. 
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Entonces, por la Proposición 2.19, se tiene que 7r(h(F1(A))) = 
{7r(h({x}))}. Esto significa que A es un arco en Y y que, para 
cada a E A, 7r(h({a})) = 7r(h({x})). Así A E e. Por lo tanto, 
hemos demostrado que e es un conjunto no vacío. 

Ahora vamos demostrar que e es un conjunto cerrado en 
C(Y). Para esto sea A E ClC(y)e. Entonces existe una sucesión 
de elementos en e, {An}nEN, que converge en C(Y) al elemento 
A. Por la condición (2) de la Definición 1.23, x E A. Ahora 
sea a E A. Por la condición (1) de la Definición 1.23 exis
te una sucesión, {an}nEN, que converge al punto a y tal que 
an E An para cada n E N. Como An E e, se tiene que' 
7r(h({an})) = 7r(h({x})), para cada n E N. Luego, por con
tinuidad, se tiene que, 7r(h({a})) = 7r(h({x})). Hemos de
mostrado que, para cada a E A, 

7r(h({a})) = 7r(h({x})). 

Ya que 7r(h(Fl (A))) = {7r(h( {x}))}, concluimos que h(F1 (A)) e 
{7r(h({x}))} x [0,1]. De manera que h(F1(A)) es un subcon
tinuo de un arco. Esto implica que A mismo es un arco. Con 
esto A E e. Entonces e es un conjunto cerrado en C(Y). Esto 
demuestra (1). 

Para demostrar (2) observe que, por la definición de la colec
ción e, la imagen bajo el homeomorfismo h de los singulares 
del arco maximal A, h(F1(A)), está contenida en el segmento 
r_fl.fr_l\\1 v rO 1\ E el' . t' t t 1 1" \'.~ 1. w J J J J ~ l , ~ J' -s ~eclr, eXIS ·en numeros 8 y, a es que 
O<s<t<ly 

h(F1(A)) = {7r(h({x}))} x [s,t]. 

Vamos a demost¡ar s O. -Para estosupongase, por erconfrario, 
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que s > O. Luego, 

h(Fl(A)) n E(Z) = 0. 

Sea W un conjunto abierto en Cono(Z) tal que 

h(F1(A)) e W y W n E(Z) = 0. 

Se tiene que h-1(W) n F1(Y) es un conjunto abierto de F1(Y) 
que contiene a F1(A). Como Y es indescomponible, Y 1- A, 
luego existe un subconjunto abierto propio, U, de F¡(Y) tal que 

Ahora, por el Teorema 1.7, existe un subcontinuo E de Y tal 
que 

F1(A) e Fl(E) e U y A 1- E. 

Note que h(Fl(E)) n E(Z) = 0. Luego, por la Proposición 2.19, 
se tiene que rr(h(Fl(E))) es un punto en E(Z) y, en consecuen
cia, E es un arco en Y. Como x E E, se obtiene que 

para todo punto b E E, rr(h({b})) = rr(h({x})). 

Esto significa que E E c. Como A e E y A 1- E, esto con
tradice la maximalidad del arco A. Por lo tanto, s = O. Así 
hemos demostrado (2). 

Ahora demostraremos (3). Para este fin, supongamos que la 
conclusión en (3) es falsa, es decir, supongamos que rr(h( {y})) = 
rr( h( {x} )) para algún punto y E Y \ A. Entonces 

h({y}) = (rr(h({x})),r) para algún r E [0,1). 

99 



Por (2) tenemos que h(Fl (A)) = {1I"(h( {x}))} x [O, t], para algún 
número t, O < t < 1. Como y rJ- A, obtenemos que r > t. En
tonces h( {y}) rJ- B(Z). Luego, por (1), existe un arco (maximal) 
B en Y tal que y E B Y 

para todo punto b E B, 1I"(h({b})) = 1I"(h({y})). 

De (2) se sigue que h(F1(B)) = {1I"(h( {y}))} x [O, tI], para algún 
número tI> r. Como 1I"(h({y})) = 1I"(h({x})) y r > t, se deduce 
que 

h(Fl(A)) e h(F¡(B)). 

Esto implica que A e B y A #- B, lo cual contradice la ma
ximalidad del arco A. Con esto (3) está demostrado. Así la 
demostración del Lema 3.7 está completa. _ 

3.8 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h : C(X) --+ Cono(Z), donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y el subcontinuo de X tal que h(Y) = 
lI(Z). Supóngase que Y es indescomponible y no degenerado. 
Entonces, para cada x E Y, h({x}) E B(Z). 

Demostración. Supóngase que la conclusión es falsa, es 
decir, supóngase que existe un punto x E Y tal que 

h({x}) rJ- B(Z). (3.1) 

Entonces, por (1) del Lema 3.7, existe un arco, A, en Y que 
contiene al punto x tal que, para todo a E A, 11"( h( {a} )) = 
11"( h( {x} )) y A es maximal con estas propiedades. Por otro lado, 
por (2) del Lema 3.7, 

h(F1(A)} =-{1I"(h({x}))} x [O;t] (3.2) 
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para algún t tal que O < t < 1. 

Sea r;, la composante de x en Y. Entonces, por el Lema 1.14, 
existe una sucesión, {Xn}nEN, de elementos en r;, \ A tal que 

{Xn}nEN converge al punto x. (3.3) 

Entonces, de (3.1) y (3.3), podemos suponer, sin perder gene
ralidad, que 

h({xn }) ti. B(Z), para todo n E N. 

Por (3) del Lema 3.7, se tiene que, para todo n E N, 

7T(h({x})) '" 7T(h({xn })). (3.4) 

Note que la sucesión {7T(h( {x n }) )}nEN converge en la base B(Z) 
al punto 7T(h( {x})). Luego, por (3.4), sin pérdida de generalidad, 
podemos suponer que 

Ahora, aplicando (1) del Lema 3.7, para cada n E N, existe 
un arco, An , en Y que contiene al punto X n tal que, para todo 
a E An, 7T(h({a})) = 7T(h({xn})) y An es maximal con estas 
propiedades. Por otro lado, por (2) del Lema 3.7, para cada 
n E N, existe un número tn tal que O < tn < 1 Y 

Por (3.4), (3.5) Y (3.6), se tiene que, si n, m E N Y n =1- m 
entonces 

A n An = 0 y An n Am = 0. (3.7) 
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Por (3.2) Y (3.6), existen puntos a E A Y an E An tales que 

h( {a}) 
h( {an }) 

(rr(h({x})), O) y 

(rr(h( {xn })), O) 
(3.8) 

(3.9) 

Observe que a y an son puntos extremos de los arcos A y An , res
pectivamente. También observe que los puntos a y an pertenecen 
a la composante K, de x en Y. Entonces, para cada n E N, existe 
un subcontinuo propio, Bn, de Y tal que a, an E Bn. Por el 
Teorema 2.26, para cada n E N, Bn es un arco en Y. Por (3.8) 
y (3.9), se tiene que 

h( {a}) E B(Z) y h( {an }) E B(Z). (3.10) 

Luego, por (3.10) y el Lema 2.20, se tiene que, para cada n E N, 

(3.11) 

Ahora, fijemos un número natural arbitrario M E N. De 
(3.6) y (3.11), se sigue que para cualesquiera elementos n, m E 
{1, ... ,M}, 

h(F1(An)) n h(F1(Bm)) e {h({ad), ... ,h({aM})}. 

Esto significa que si n, m E {1, ... , M} entonces 

(3.12) 

En particular, cuando n = m, tenemos que An n Bn = {an}. 
Pongamos B = U:!1 Bn· Como a E n:!1 Bn, entonces B es 
un subcontinuo de Y. Por (3.12), se tiene qne, para cada n E 
{1, ... , M}, An n B = {an}. Pongamos 

M 

C_= (~An) U B._ 
n=1 
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Tenemos que C es un sub continuo de Y tal que 

M 

C\ B = U(An \ {an }). 

n=1 

Por (3.7) se concluye que C es un M-odo en Y. Hemos de
mostrado que, para cada número M E N, Y contiene un M
odo. Esto contradice (2) de la Proposición 2.1. Por lo tanto, 
para cada x E Y, h({x}) E B(Z). • 

Considerando la conclusión del Teorema 3.8, en lo que resta 
de este capítulo el objetivo es demostrar que 

h(C(Y)) = Cono(h(FI(Y))), 

lo cual, puesto que h(Y) = v(Z) y el vértice del cono sobre Z 
coincide con el vértice del cono sobre h( FI (Y)), significa que Y 
tiene la propiedad cono=hiperespacio. El primer paso para esto 
lo damos en el teorema que sigue, en donde demostramos que el 
cono sobre la imagen de los singulares de Y, Cono(h(FI(Y))), 
es un subconjunto de la imagen del hiperespacio de Y, h(C(Y)). 

3.9 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h : C(X) -+ Cono(Z), donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y el subcontinuo de X tal que h(Y) = 
v(Z). Supóngase que Y es indescomponible y no degenerado. 
Entonces Cono(h(FI(Y))) es un subconjunto de h(C(Y)). 

Demostración. Supongamos que la conclusión es falsa. Pon
gamos 

u = h(C(X) \ C(Y)). (3.13) 
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Entonces U es un conjunto abierto en Cono(Z) tal que 

Cono(h(Fl(Y))) nu =J 0. 

Por (3.13), v(Z) rf. U. Luego, podemos proyectar U en la base 
B(Z). Tenemos que h(Fl(Y)) n 7r(U) es un conjunto abierto no 
vacío del continuo h( Fl (Y)). 

Fijemos un número natural arbitrario M E N. De la hipótesis 
sobre Y, se obtiene que h(Fl(Y)) es un continuo indescom
ponible y no degenerado en la base del cono de Z. Entonces 
h(Fl(Y)) tiene una cantidad no numerable de composantes, dis
juntas entre sí, cada una de las cuales es un conjunto denso en 
h(Fl(Y)), ver Proposición 1.12 y Teorema 1.13. Luego, podemos 
elegir M puntos, Yl, ... , YM, en composantes diferentes, K:l, ... , K:M, 

de Y, respectivamente, tales que 

h({y¡}) E 7r(U), i E {l, ... ,M}. 

Por la definición de U, ver (3.13), existen elementos de C(X) \ 
C(Y), Al, ... , AM , tales que 

7r(h(A¡)) = h({Yi}), i E {1, ... , M}. (3.14) 

(3.14) indica que, para cada i E {1, ... , M}, h(A¡) es un punto 
en el segmento {h({y¡})} x [0,1). Para cada i E {l, ... ,M}, 
denotamos por I¡ al arco contenido en el segmento {h({y¡})} x 
[0,1) con puntos extremos h( {y¡}) y h(A¡). Pongamos.Ji = 

h-l(Ji). Rntonces.Ji es un arco en C(X) con puntos extremos 
{Yi} y A¡. Note que si i,j E {1, ... , M}, i =J j, entonces .Jin~ == 
0. 
_ Para cada i E {1, ... , M}, consideremos una parametrización 
del arco J;,Ot¡ ~ [O, 1] -t Xtal~que Oti(O) - {Yi} y Ot¡"(l) . .:.:. A j • 
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Definimos 

ti = ínf {t E [0,1] : ai(t) E C(X) \ C(Y)}. 

Se tiene que ai([O, ti]) es un arco en C(Y). Como Y ~ ai([O, ti]), 
entonces ai([O, ti]) está contenido en una arco componente de 
C(Y) \ {Y}. Como {Yi} E ai([O, ti]) n C(¡-¡;i) , del Lema 1.40, se 
sigue que 

ai([O, ti]) e C(¡-¡;i), i E {1, ... , M}. (3.15) 

Pongamos Bi = U ai([O, ti]). Entonces, por el Teorema 1.27, 
Bi es un subcontinuo de Y. Por (3.15), Bi e ¡-¡;i. Para cada 
i E {1, ... , M}, tomemos un conjunto abierto, Ui , en X de tal 
forma que 

Bi e Ui y 

Ui n Uj = 0, si i =1= j. (3.16) 

Tenemos que ai([O, ti]) e (Ui) y (Ui) n (Uj) - 0, si i =1= j, 
ver Notación 1.21. Por el Teorema 1.22, cada (Ui) es un con
junto abierto en C(X). Por la continuidad de ai, para cada 
i E {1, ... , M}, existe un número Si > ti tal que 

ai(Si) ~ C(Y) y 

ai([O, Si]) e (Ui). 
(3.17) 

(3.18) 

Para cada i E {1, ... , M}, pongamos Ci = U ai([O, Si]). Por el 
Teorema 1.27, cada Ci es un subcontinuo de X. De (3.18), se 
sigue que Ci e Ui . Luego, de (3.16), se deduce que 

Ci n Cj = 0, si i =1= j. (3.19) 
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Como Bi e Y n Ci, se tiene que Y U Ci es un subcontinuo 
de X. Pongamos C = U~l(Y U Ci ). Es claro que C es un 
subcontinuo de X. Note que 

M 

C \ y = U( Ci \ Y). 
i=1 

Ahora, de (3.19) y de (3.17), se sigue que, si i el j, Ci \ Y Y 
Cj \ Y son conjuntos separados y no vacíos. Esto prueba que C 
es un M -odo en X. Hemos demostrado que, para cada M E N, 
X contiene un M-odo. Esto es una contradicción con (2) de la 
Proposición 2.1. Esto demuestra el Teorema 3.9. • 

Ahora, considerando los resultados obtenidos hasta aquí, para 
demostrar que Y tiene la propiedad cono=hiperespacio, resta 
justificar que 

h(C(Y)) e Cono(h(Fl(Y))). 

Sin embargo, hacer esto no es inmediato, aún necesitamos tener 
más información acerca de la forma en que se localiza la imagen 
del hiperespacio, h(C(Y)), en el cono de Z. 

El paso que sigue en esta dirección es demostrar que los ele
mentos de F1(Y) son los únicos elementos de C(Y) cuya imagen 
bajo el homeomorfismo, h, pertenece a la base del cono de Z. 
Primero, en el Teorema 3.11, vamos a demostrar un caso parti
cular de esto. Después en el Teorema 3.17 completamos este 
paso. 

Para demostrar el Teorema 3.11 necesitamos el lema que 
SIgue. Est~ lem;;' exp~esa una propied-ad geIleraCde la- topología 
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de los conos, dice que las componentes de las vecindades de 
los puntos en la base de un cono no pueden ser discos. Recor
damos que un disco en un espacio dado es un subespacio que 
es homeomorfo al disco abierto en el plano, Bl = {(x,y) E 1R2 : 
X2 + y2 < 1}. Por otra parte, un semidisco es un sub espacio 
que es homeomorfo a B2 = {(x,y) E Bl : y > O}. Si U es 
un semidisco la orilla de U, la cual denotamos por o(U), es la 
parte de U que se corresponde bajo un homeomorfismo con el 
subconjunto {(x,y) E B2 : y = O}. Estos últimos conceptos 
fueron introducidos en la Definición 2.17 (vea también la No
tación 2.16). 

3.10 Lema. Sean Z un continuo y q un punto de Cono(Z). 
Supóngase que W es un conjunto abierto en Cono(Z) tal que 
q E W y la componente de W que contiene a q, Comp(W, q), es 
un disco en Cono(Z). Entonces q rJ. B(Z). 

Demostración. Supóngase que la conclusión es falsa, es 
decir, supóngase que q E B(Z). Tomemos un conjunto abierto, 
W, en Z y un número el > O tales que 

q E W x [O, el) e W. 

Para simplificar la notación pongamos 

Ko = Comp(W, q) y Kl = Comp(W x [O,el), q). (3.20) 

Note que Kl e Ko. Vamos a demostrar la siguiente afirmación. 

Afirmación 1. Kl es un conjunto abierto en Ko. 

Para demostrar esta afirmación, fijemos un punto p E Kl. 
Note que la intersección 

(W x [O, el)) n Ko 
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es un conjunto abierto en Ko que contiene al punto p. Por 
hipótesis, Ka es un disco, así Ko es un espacio localmente conexo. 
Entonces existe un conjunto abierto, U, de Ka tal que U es 
conexo y 

P E U e (W x [O, El)) n Ka. 

Se tiene que U es un conjunto conexo contenido en W x [O, El) tal 
que U n Kl i- 0 (p es un punto en esta intersección). Luego, por 
la definición de Kl, ver (3.20), se deduce que U e Kl. Hemos 
obtenido que U es un conjunto abierto en la componente Ka tal 
que p E U e Kl. Esto demuestra la Afirmación 1. 

Ahora, como Ka es un disco y Kl es un conjunto abierto en Ka, 
existe un disco (abierto), E, en Ka tal que q E E, CIKoE e Kl 
y CIKoE es homeomorfo al disco cerrado en el plano {(x,y) E 
]R2 : x2 + y2 < 1}. 

Sea V un conjunto abierto en Cono(Z) tal que 

VCWX[O,El) y VnKl=E. (3.21 ) 

Ahora, sean V un conjunto abierto en Z y E2 > ° tales que 
q E V x [O, E2) e V. Pongamos 

Note que K 2 es un conjunto conexo contenido en V. Como 
Ve W x [O,El), ver (3.21), y como q E K2, se tiene que K 2 es 
un conjunto conexo contenido en W x [O, El) tal qne K2nKl i- 0, 
así K 2 e Kl. En consecuencia, puesto que V n Kl = E, tenemos 
que 

(3:-22) 
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Con argumentos similares a los utilizados en la demostración 
de la Afirmación 1, se demuestra que K 2 es un conjunto abierto 
en Kl. Así K2 es un conjunto abierto en Ko· 

Como Comp(V x [0,102)' q) = Comp(V, q) x [0,102), se sigue 
que 

(3.23) 

Para continuar necesitamos lo que establece la siguiente afir
mación. 

Afirmación 2. La proyección rr(ClX:oB) es un arco o una 
curva cerrada simple en la base de Cono(Z). 

Para demostrar esta afirmación, primero note que rr( ClX:oB) 
es un continuo localmente conexo en B(Z). Ahora, por el Teo
rema 1.6, basta demostrar que rr(ClX:oB) no contiene un triodo 
simple. Para esto supóngase, por el contrario, que rr(Clx:oB) 
contiene un triodo simple T'. Como rr(ClX:oB) es un continuo 
arco conexo, ver Teorema 1.5, utilizando el triodo simple T' se 
puede construir un triodo simple T en rr(ClX:oB) tal que q E T. 

Como Clx:oB e K-l e W x [O, él), se tiene que T e W. ASÍ, 
T x [O, él) e W x [O, él). Luego, puesto que W x [O, él) e W, se 
concluye que T x [O, él) es un conjunto conexo que contiene al 
punto q y que está contenido en W. Entonces, de la definición de 
Ko, ver (3.20), se obtiene que T x [O, él) e Ko. Esto es imposible 
ya que, por hipótesis, Ko es un disco. Así hemos demostrado la 
Afirmación 2. 

Finalmente, de (3.22) y (3.23), se sigue que Comp(V, q) e 
rr(B). Por otra parte, como K2 es un conjunto abierto en Ko, 
se tiene que Comp(V, q) es no degenerado. Con esto y con la 
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Afirmación 2, se obtiene que Comp(V, q) es un arco o una curva 
cerrada simple. En cualquier caso se puede tomar un conjunto 
abierto U en Je2 tal que U es un semidisco y q E o(U). Como 
Je2 es un conjunto abierto en Jeo, se tiene que el semidisco U es 
un conjunto abierto en el disco Jeo. Esto es una contradicción. 
Así el Lema 3.10 está demostrado. _ 

Ahora, utilizando el Lema 3.10, vamos a demostrar que, bajo 
cierta restricción (vea la condición A e BO en el teorema que 
sigue), la imagen de los elementos no degenerados de C(Y) no 
pertenece a la base del cono de Z. Recordamos que si A es 
un arco entonces A ° = A \ {a, b}, donde a y b son los puntos 
extremos del arco A, ver la Notación 2.16. 

3.11 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h : C(X) -+ Cono(Z), donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y el subcontinuo de X tal que h(Y) = 
v(Z). Supóngase que Y es indescomponible y no degenerado. 
Si A es un arco en Y y existe un arco, B, en X tal que A e BO, 
entonces h(A) ~ B(Z). 

Demostración. Como Y es un continuo indescomponible 
no degenerado y B es un arco, Y no está contenido en B. Sea 
V un conjunto abierto en X tal que 

BcV y Yltv. (3.24) 

Sea U un conjunto abierto en X tal que B e U e U e V. 
PÜl1gamos 

e = CIC(x¡Comp((U),B) y E = Uc. (3.25) 

Entonces, por el Lema 1.47, E es un sub continuo no degenerado 
propio de X y F1(Efc C. Como-U e V se tiene-que Ce (V). 
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De esto último y de (3.24) se obtiene que Y ct. E. Entonces, por 
el Teorema 2.26, E es un arco en X. Sean el Y e2 los puntos 
extremos del arco E. 

Denotemos por L 1 al segmento en el plano con puntos ex
tremos (O, O) Y (1, O), por La al segmento en el plano con puntos 
extremos (O, O) Y (~, 1) Y por Lb al segmento con puntos extremos 
(1, O) Y (~, 1). Como se muestra en el Ejemplo 3.2, el hiperespa
cio del arco E, C(E), es homeomorfo a la región triangular en el 
plano limitada por los segmentos L1, La Y Lb de tal forma que 
los conjuntos F1(E), C(E, et} y C(E, e2) (ver Notación 1.39), se 
corresponden con los segmentos L 1, La Y Lb, respectivamente. 

Por otro lado, de la definición del arco E, ver (3.25), se tiene 
que B e E. Luego, A e EO. Esto significa que A no es un 
elemento de F1(E) U C(E, el) U C(E, e2). Entonces A tiene una 
base de vecindades en C(E) las cuales son discos. 

Como (U) n C(E) es un conjunto abierto en C(E) que con
tiene al elemento A, existe un disco (abierto), V, en C(E) tal 
que 

A E V e (U) n C (E). 

Sea W' un conjunto abierto en C(X) tal que W' n C(E) = V. 
Pongamos W = w' n (U), entonces W es un conjunto abierto 
en C(X). Como wn C(E) = W' n (U) n C(E) = (U) n V = V, 
se tiene que 

WnC(E) = V. (3.26) 

Ahora vamos a demostrar que Comp(W, A) = V. Para esto 
note que A E V y V e W. Como V es un disco, se tiene que V 
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es un conjunto conexo. Esto demuestra que 

Ve Comp(W, A). 

Para demostrar la inclusión contraria, fijemos un elemento C en 
Comp(W, A). Ahora note que, como A e B e U, 

Comp((U) , A) = Comp((U),B). 

Luego, como W e (U), se tiene que 

Comp(W, A) e Comp((U), B). 

Entonces C E C. Así, por (3.25), CeE. Es decir, C E C(E). 
Con esto se tiene que C E WnC(E). Luego, por (3.26), se tiene 
que C E V. Esto demuestra que Comp(W, A) e V . 

. En resumen, W es un conjunto abierto en C(X) tal que A E 
W y la componente de W que contiene a A, Comp(W, A), es 
un disco en C(X). Entonces h(W) es un conjunto abierto en 
Cono(Z) tal que h(A) E h(W) y la componente de h(W) que 
contiene a h(A), Comp(h(W) , h(A)), es un disco en Cono(Z). 
Entonces, por el Lema 3.10, se concluye que h(A) ti- B(Z). • 

De acuerdo con el Teorema 3.11, para concluir que los elemen
tos de F1(Y) son los únicos elementos de C(Y) que tienen ima
gen en la base del cono de Z, resta demostrar que h(A) ti- B(Z) 
cuando A es un arco en Y tal que, para todo arco B en X, 
A l/- BO. Para este fin, en la definición que sigue, introducimos 
la noción de punto extremo de una composante y, en los Lemas 
3.14, 3.15 y 3.16, establecemos algunos resultados elementales 

_ en relación-con es.te cQncepj;o. _ 
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3.12 Definición. Sea X un continuo indescomponible tal que 
todos sus sub continuos propios y no degenerados son arcos. Sea 
p un punto en X y /'ó, la composante de p en X. Decimos que 
p es un punto extremo de /'ó, si p es punto extremo de todo arco 
que lo contiene. 

3.13 Observación. Sean X, /'ó, Y P como en la Definición 3.12. 
Sean A y B arcos en /'ó, tales que tienen un punto extremo común, 
p. Supóngase que A rt B Y B rt A. Entonces A U B es un arco 
en /'ó, del cual p no es un punto extremo. De este modo si p es un 
punto extremo de la composante /'ó" se debe tener que A e B o 
BcA. 

Nuestro primer resultado, relacionado con la noción de punto 
extremo, establece que en algunos casos las composantes no 
tienen más que un punto extremo. 

3.14 Lema. Sea X un continuo indescomponible tal que todos 
sus sub continuos propios no degenerados son arcos. Entonces 
cada composante de X tiene a lo más un punto extremo. 

Demostración. Sea /'ó, una composante de X. Supóngase 
que p es un punto extremo de /'ó,. Fijemos un punto q E /'ó, \ {p}. 
Vamos a demostrar que q no es punto extremo de /'ó,. Para esto 
note que, por definición de composante, existe en continuo A 
en /'ó, que contiene a los puntos p y q. Ahora, por hipótesis, 
se tiene que A es un arco. Sin perder generalidad, podemos 
suponer que p y q son los puntos extremos de A. Como X es 
indescomponible, /'ó, =1 A. Fijemos un punto x E /'ó, \ A. Sea B 
un arco en /'ó, con puntos extremos q y x. Entonces A U B es un 
arco en /'ó,. Se tiene que p y x son los puntos extremos del arco 
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A U B. Así q no es punto extremo de A U B. Esto demuestra 
que q no es punto extremo de K. • 

3.15 Lema. Sea X un continuo indescomponible tal que todos 
sus sub continuos propios no degenerados son arcos. Sean p un 
punto en X, K la composante de p en X y A un arco en K. Si p 
es un punto extremo de K. y P r/:. A, entonces existe un arco, B, 
en K. tal que A e BO. 

Demostración. De la definición de composante, existe un 
continuo C en K tal que {p} U A e e. Por hipótesis, e es un 
arco. Como X es indescomponible, se tiene que K. i= C. Fijemos 
un punto q E K \ e. También se tiene que existe un arco B en 
K con puntos extremos p y q. Note que p E en B. Entonces, 
como en la Observación 3.13, se tiene que e e B o B e C. 
Como q E B \ e, entonces e e B. Luego, como A e e, se tiene 
que A e B. Como p r/:. A Y q r/:. A, se concluye que A e BO. • 

En el lema siguiente, bajo las condiciones con las cuales es
tamos trabajando, demostramos que si un arco en X entra al 
continuo Y debe hacerlo por un punto extremo de una com
posante de Y. 

3.16 Lema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un ho
meomorfismo h : e(X) ~ eono(Z) , donde Z es un continuo de 
dimensión finita. Sea Y el sl.1hcontinuo de X tal que h(Y) = 
II(Z). Supóngase que Y es indescomponible y no degenerado. 
Si ab es un arco en X tal que a E X \ y y ab n y i= 0. Entonces 
existe x E ab tal que ab n y = xb. Además, x es punto extremo 
de la composante de-Y que lo contiene. 
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Demostración. Sea a : [O, 1 J -t X una parametrización del 
arco ab tal que a(O) = a y a(l) = b. Sea 

So = ínf{s E [O,IJ: a(s) E Y}. (3.27) 

Como ab n Y =1 0, So está bien definido. De la continuidad de a 
y la definición de So se sigue que a(so) E Y, de modo que O < So· 
Vamos a demostrar que 

a([so, 1]) e Y. (3.28) 

Para demostrar esto, supóngase lo contrario. Entonces existe un 
número t tal que So < t < 1 Y a(t) ti. Y. Sea 

SI = ínf {S E (so, lJ : a(s) ti. Y}. (3.29) 

Por las condiciones que satisface el número t, se tiene que SI 

está bien definido y SI < 1. También, de la continuidad de a 
y la definición de SI, a(sl) E Y. Ahora, por las definiciones 
de So Y S1, se .tiene que a([so, S1]) es un subcontinuo propio de 
Y. Entonces los puntos a(so) y a(sl) pertenecen a una misma 
composante K, en Y. 
, Fijemos un número to tal que O < to < So, esto es posible por 
que O < So. De la definición de So, vea (3.27), se sigue que 

a(to) ti. y. (3.30) 

Por otra parte, por la definición de S1 (3.29), podemos elegir un 
número t1 tal que SI < tI < 1 Y 

(3.31) 

Como a([so, SI]) es un sub continuo propio de Y, por el Teorema 
1.7, podemos elegir un sub continuo propio, E, de Y que contiene 
propiamente a a([so, SI]), es decir, 

(3.32) 

115 



Por el Teorema 2.26, B es un arco. Denotemos D = BU 
a([to, tI]). Se tiene que D es la unión de dos arcos cada uno 
de los cuales contienen a a([so, SI]). Luego, D es un subcon
tinuo de X que no contiene a Y. Entonces, por el Teorema 2.26, 
D es un arco en X. De (3.30) y (3.31), puesto que B e Y, se 
sigue que B no contiene a ninguno de los puntos extremos de 
a([to, tI]). De modo que 

a([so, SI]) e B e a([to, tI]). 

De aquÍ que B es de la forma B = a([To, TI]) con to < TO < So Y 
SI < TI < tI. Por las definiciones de So Y SI, Y como B e Y, se 
obtiene que B = a([so, SI]) lo que contradice la elección de B, 
vea (3.32). Con esto hemos demostrado (3.28). 

Ahora pongamos x = a(so). Entonces x es un punto en el 
arco ab tal que 

abn Y = xb. 

Esto demuestra la primera parte del lema. Para demostrar la 
segunda parte, supóngase, por el contrario, que existe un arco 
e en la composante '" tal que x E eo. Es claro que ax U e es 
un continuo en X que no contiene a Y. Por otro lado, también 
es claro que ax U e es un triodo simple en X. Esto contradice 
el Teorema 2.26. Por lo tanto, x es punto extremo de la com
posante 1'>. Así el Lema 3.16 está demostrado. _ 

En el Teorema 3.8 demostramos que h(FI(Y)) e B(Z). Por 
otra parte, en el Teorema 3.11 vimos que h(A) ti:. B(Z) para 
algunos elementos A E e(Y) \ FI(Y). Ahora estamos en condi
ciones de completar o precisar estos resultados. Vamos a de
mQstrar qUE:), ~iA EC(Y), h(A) E .EL(Z) ~iLsólosiA E)¡\(Y). 
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3.17 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h :C(X) -+ Cono(Z), donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y el subcontinuo de X tal que h(Y) = 
v(Z). Supóngase que Y es indescomponible y no degenerado y 
A E C(Y). Entonces h(A) E B(Z) si y sólo si A E F1(Y). 

Demostración. Si A E F1(Y), entonces por el Teorema 3.8, 
h(A) E B(Z). 

Ahora, vamos a demostrar que si A E C(Y).y h(A) E B(Z), 
entonces A E F1(Y). Para esto fijemos un elemento A de C(Y). 
Supóngase que A rt. F1(Y), demostraremos que 

h(A) rt. B(Z). (3.33) 

Si A = Y, por hipótesis, h(Y) = v(Z) y así, en este caso, 
(3.33) está demostrado. Entonces, en lo que sigue suponemos 
que A i- Y. Por el Teorema 2.26, se tiene que cada subcontinuo 
propio no degenerado de Y es un arco. En particular, A es un 
arco en Y. Ahora, si existe un arco B en X tal que A e BO, 
entonces, por el Teorema 3.11, se tiene que h(A) rt. B(Z), así, 
también en este caso, (3.33) está demostrado. 

De acuerdo con lo anterior, para demostrar (3.33), sólo resta 
considerar el caso en el cual A es un arco en Y tal que 

para todo arco B en X, A ct. BO. (3.34) 

Esta condición implica que uno de los puntos extremos de A es 
también punto extremo de cualquier arco en X que contiene a 
A. Denotemos este punto extremo de A por p. Sea K, la com
posante de p en Y. También la condición (3.34) implica que p 

es un punto extremo de K,. Ahora, en este caso, para demostrar 
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(3.33), supóngase por el contrario, que h(A) E B(Z). 

Por el Lema 1.14, existe una sucesión, {Pn}nEN, de puntos en 
K, \ A que converge en Y al punto p. Y entonces la ~ucesión 
{Pn}nEN también converge en X al punto p. 

Sea ¡.¡. una función de Whitney para C(X), ver Teorema 1.31. 
Pongamos t = ¡.¡.(A). Considerando un arco ordenado desde el 
singular {Pn} hasta Y, ver Teorema 1.35, y la continuidad de la 
función ¡.¡., se deduce que, para cada n E N, existe un elemento 
An E C(Y) tal que 

Como A es un subcontinuo propio de Y, t < ¡.¡.(Y). Así, para 
cada n E N, An es un subcontinuo propio de Y. Luego, por el 
Teorema 2.26, cada An es un arco en Y. Por compacidad, la 
sucesión {An}nEN tiene una sub sucesión {An.}kEN que converge 
en C(Y) a un subcontinuo, Ao, de Y. Por la continuidad de ¡.¡., 
se tiene que f.L(Ao) = t, así Ao también es un arco en Y. Note 
que P E Ao. De aquí, Ao e A o A e Ao. Como f.L(Aa) = f.L(A) se 
sigue que Aa = A. Para simplificar la notación vamos a suponer 
que la sucesión {An}nEN converge en C(Y) al elemento A. 

Observe que Pn E An \ A, así se tiene que An =1= A para todo 
n E N. Supóngase que P E An para algún n E N. Entonces A e 
An o An e A. De aquí, puesto que ¡.¡.(A) = Il(An), se obtiene 
que A = An, lo cual es una contradicción. Hemos demostrado 
que 

p ~ A~ paia todo-il, EN. ~. 
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Del Lema 3.15, se sigue que, para cada n E N, existe un arco Bn 
en y tal que An e B~. Luego, por el Teorema 3.11, para cada 
n E N, se tiene que h(An) ~ B(Z). Denotemos 

h(An) = (qn,tn) y h(A) = (q, O). 

Observe que la sucesión {h(An)}nEl'l converge en el Cono(Z) al 
punto h(A). Luego, la sucesión {qn}nEl'l converge en Z al punto 
q y la sucesión {tn}nEl'l converge a o. Denotemos, para cada 
nEN, 

Ln = {(qn, O)} X [O,tn]· 

Entonces Ln es un arco en Cono(Z) con puntos extremos (qn, O) 
y (qn, tn). Se tiene que límLn = {h(A)}. Ahora, para cada 
n E N, denotemos 

(3.35) 

Note que Jn es un arco en C(X) con puntos extremos An Y Cn. 
También se tiene que lím.:Jn = {A}. Además, corno la sucesión 
{(qn,O)}nEl'l converge en B(Z) al punto h(A), se tiene que la 
sucesión {Cn}nEl'l converge en C(X) al elemento A. Ahora, 
pongamos, para cada n E N, 

(3.36) 

Por el Teorema 1.27, cada Dn es un subcontinuo de X. Corno 
límJn = {A}, la continuidad de la función unión, ver Teorema 
1.29, implica que la sucesión {Dn}nEN converge en C(X) al ele
mento A. Luego, corno Y <t. A, podernos suponer que, para cada 
n E N, Y <t. Dn , ver Proposición 1.26. Entonces, por el Teorema 
2.26, se tiene que Dn es un arco en X, para cada n E N. Ahora, 
vamos a demostrar lo siguiente. 

Para cada n E N, Dn e y. (3.37) 
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Para demostrar (3.37), supóngase que Dn rt. y para algún n E N. 
Fijemos un punto d E Dn \ Y. Como Pn E An e Dn, se 
tiene que Pn E Dn. Denotemos por B al subarco de Dn cuyos 
puntos extremos son d y Pn. Por el Lema 3.16, se tiene que 
B = dp U PPn. Ahora, por lo que notamos en la Observación 
3.13 y como Pn í A, se obtiene que A e PPn- Entonces A e B. 
Como los puntos extremos del arco B, d Y Pn, no pertenecen al 
arco A, se concluye que A e B O

• Esto contradice la condición 
en (3.34). Así (3.37) está demostrado. 

Ahora, vamos a demostrar que, para todo n E N, 

P es un punto extremo del arco Dn. (3.38) 

Para hacer esto, supóngase, por el contrario, que existe un núme
ro n E N tal que P no es punto extremo del arco Dn. Entonces, 
como P es el punto extremo de la composante K, de acuerdo con 
la Definición 3.12, se tiene que P í Dn. Por otra parte, por la 
definición de Dn, ver (3.36), 

An e Dn y Cn e Dn· 

Luego, puesto que An e K, se sigue que Dn e K y así Cn e K. 

Además, como P í Dn, se tiene que P í Cn. Entonces, según el 
Lema 3.15, existe un arco B en X tal que Cn e B O

• De esto, por 
el Teorema 3.11, se obtiene que h(Cn ) í B(Z). Esto contradice 
la definición de Cn, vea (3.35). Así hemos demostrado (3.38). 

Note que para cada n E N, Pn E Dn \ A. Luego, considerando 
(3.38) y la Observación 3.13, se tiene que, para cada n E N, 
A e Dn. También se tiene que, para cualesquiera n, m E N, 

(3.39) 
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Ahora, fijemos un número E > O tal que 

PI ti. N(E, A) Y Bc(p) n (DI \ A) = 0. (3.40) 

Sea n E N tal que d(P,Pn) < E Y H(A, Dn) < E. 

Según (3.39), DI e Dn o Dn e DI. Si DI e Dn entonces 
PI E Dn Y así PI E N (E, A). Esto contradice la primera condición 
en (3.40). Por otro lado, si Dn e DI entonces Pn E DI. Luego, 
Pn E DI \ A. De aquí, puesto que d(P,Pn) < E, se concluye que 
Pn E Bc(p) n (DI \ A). Esto contradice la segunda condición en 
(3.40). Con todo esto hemos demostrado (3.33). Lo cual finaliza 
la demostración del Teorema 3.17. • 

Con el lema que sigue completamos toda la herramienta nece
saria para demostrar el resultado principal de este capítulo. Es 
decir, para obtener que, bajo las condiciones que estamos con
siderando, Y tiene la propiedad cono=hiperespacio. En el Teo
rema 3.9 hemos demostrado que 

Cono(h(FI(Y))) e h(C(Y)). 

De este modo, sólo resta obtener la inclusión contraria" es decir, 

Cono(h(FI(Y))) :) h(C(Y)). 

El próximo lema es un resultado parcial en relación con esto. 

3.18 Lema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un ho
meomorfismo h : C(X) -+ Cono(Z) , donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y el subcontinuo de X tal que h(Y) = 

veZ). Supóngase que Y es indescomponible y no degenerado. Si 
r;, es una composante de Y que tiene un punto extremo entonces 
h(C(r;,)) e Cono(h(FI(Y))). 
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Demostración. Supóngase que la conclusión es falsa. Es 
decir, supóngase que existe un elemento A E C(K:) tal que 

h(A) ~ Cono(h(F¡(Y))). 

Pongamos 

h(A) = (zo, to) y J = {zo} x [O, tolo 

Se tiene que (zo, to) ~ Cono(h(F¡(Y))). Luego, (zo, O) ~ h(F¡(Y)). 
Por el Teorema 3.17, se tiene que 

h(C(Y)) n B(Z) = h(F¡(Y)), 

por lo cual (zo, O) ~ h(C(Y)). Sean V un conjunto abierto en Z 
y e > O tales que 

Zo E V Y (V x [O, e)) n h(C(Y)) = 0. (3.41) 

Denotamos V = (V x (to - e, to + e)) n h(C(Y)). Entonces V 
es un conjunto abierto en h(C(Y)) y h(A) E V. Vamos a de
mostrar la siguiente afirmación. 

Afirmación. Si ",' es una composante en Y, entonces C(",') n 
h-¡(V) ;¡, 0. 

Si ",' = '" entonces A E C(",) n h-¡(V). Así, en este caso, 
nuestra afirmación está demostrada. Ahora, en lo que sigue, 
supóngase que ",' =1 "'. Sea p el punto extremo de la composante 
K-. Sean a y b los puntos extremos del arco A. De acuerdo con 
la Observación 3.13, sin perder generalidad, podemos suponer 
que pa e pb. Por otro lado, según la Proposición 1.12, ",' es un 
conjunto denso en Y. Luego, existe una sucesión, {Pn}nEN, de 
puntos en -",' que converge-al punto p--: -
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Sea p, una función de Whitney para C(X), ver Teorema 1.31. 
Considerando un arco ordenado desde el singular {Pn} hasta Y, 
vea el Teorema 1.35, y la continuidad de la función p" se sigue 
que, para cada n E N, existe un elemento Bn de C(Y) tal que 

Sin perder generalidad, podemos suponer que la sucesión {Bn}nEN 
converge en C(Y) a un elemento B E C(Y). De la continuidad 
de p, se sigue que p,(B) = p,(pb). Por otro lado, como pb es un 
subcontinuo propio de Y, p,(pb) < p,(Y). Así, P,(Bn) < p,(Y), 
de donde se obtiene que Bn es un subcontinuo propio de Y. 
Luego, por el Teorema 2.26, se sigue que Bn es un arco en Y. 
Análogamente, se deduce que B es un. arco en Y. Además, 
puesto que la sucesión {Pn}nEN converge al punto P, se tiene que 
p E B. Ahora, por la Observación 3.13, pb e B o B e pb. En 
cualquier caso, como p,(B) = p,(pb), se concluye que B = pb. 

Ahora, para cada n E N, fijemos un punto bn E Bn de 
tal forma que la sucesión {bn}nEN converge al punto b, vea la 
Definición 1.23. Por otro lado, sea An un arco contenido en Bn 
tal que 

Podemos suponer que la sucesión {An}nEN converge, en C(Y), 
a un elemento A' E C(Y). Entonces A' e pb, vea la Proposición 
1.26. Además, según la Definición 1.23, b E A'. Se tiene que A y 
A' son subarcos del arco pb que tienen al punto b como extremo 
común. Luego, A e A' o A' e A. Por la continuidad de la 
función p" p,(A') = p,(A). Así, A' = A. Se tiene que {An}nEN 
es una sucesión de elementos en C(",I) que converge, en C(Y), 
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al elemento A. Como h-1(V) es un conjunto abierto en C(Y) 
que contiene al elemento A, se concluye que existe un número 
N E N tal que, para todo n > N, An E h-1(V). Esto demuestra 
nuestra afirmación. 

Ahora, fijemos un número m E N. Como Y es un continuo in
descomponible y no degenerado, podemos elegir m composantes 
diferentes, ~1, ... , ~m, en Y, vea el Teorema 1.13. Luego, según 
la afirmación que demostramos, para cada i E {1, ... , m}, existe 
un elemento C¡ E C(~i) tal que h(Ci ) E V. Pongamos 

h(Ci) = (Zi, ti), Li = {Zi} x [O,t;] Y .Ji = h-1(Li). 

Denotemos por Di al elemento de C(X) tal que h(Di) = (Zi, O). 
Note que Ji es un arco en C(X) con extremos Ci y Di. Por la 
definición de V se tiene que Z¡ E V. Luego, de (3.41), se sigue 
que Di E C(X) \ C(Y). Así, .Ji es un arco en C(X) tal que 

Ji n C(Y) :¡i: 0 y .Ji n (C(X) \ C(Y)) :¡i: 0. 

Para cada i E {1, ... , m}, sea ai : [0,1] -+ .Ji una parametriza
ció n del arco .Ji tal que ai(O) = Ci y ai(l) = Di. Definimos 

Ti = ínJ{T E [0,1] : ai(T) ~ C(Y)}. 

Como Di ~ C(Y), Ti está bien definido. De la continuidad de 
ai, se tiene que ai(Ti) E C(Y). Por otro lado, observe que el 
segmento Li no contiene al vértice, v(Z), del cono de Z, por lo 
cual Y no es un elemento del arco Ji. En consecuencia, se tiene 
que ai([O,Ti]) es un arco contenido en C(Y) \ {Y}. Como C(K,¡) 
es una arco componente de C(Y) \ {Y}, vea el Lema 1.40, para 
cada i E {1, ... , m} , 

. ·(3.42) 
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Ahora, para cada i E {1, ... , m}, denotemos por Ei a la unión de 
los elementos del arco ai([O, Ti]), es decir, 

Ei = U ai([O, T;]). (3.43) 

Por el Teorema 1.27, Ei es un sub continuo de Y. De (3.42) y 
(3.43), se sigue que Ei e "'i· ASÍ, Ei n Ej = 0, si i =1- j. Para 
cada i E {1, ... , m}, tomemos un conjunto abierto, Vi, en X de 
modo que 

Ei e Vi y Vi n Vi = 0 si i =1- j. 

Se tiene que (Vi) es un conjunto abierto en C(X) tal que 

O!i ([O, Ti]) e (Vi) y (Vi) n (Vi) = 0 si i =1- j. 

Para cada i E {1, ... , m}, de la continuidad de O!i y la definición 
de Ti, se sigue que existe un número Si E [O, 1]' con Ti < Si, tal 
que 

O!i([O, Si]) e (Vi) y O!i(Si) ~ C(Y). 

Ahora, para cada i E {1, ... ,m}, sea T; = Uai([O,Si]). Por el 
Teorema 1.27, cada T; es un subcontinuo de X. Pongamos 

m 

T=YU(UT;)· 
i=1 

Como Di e T; n Y, se obtiene que T; n Y =1- 0. De aquÍ, T es 
un sub continuo de X. Por otro lado, note que T \ Y e U::1 Vi. 
Como O!( Si) e Vi n (T \ Y) Y Vi n Vi = 0, se concluye que T es 
un m-odo en X. Hemos demostrado que X contiene un m-oda, 
para cada m E N. Esto contradice (2) de la Proposición 2.1. 
Por lo tanto el Lema 3.18 está demostrado. _ 
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Recordemos las hipótesis generales consideradas en esta tesis, 
X es un continuo cuyo hiperespacio es homeomorfo a un cono de 
dimensión finita, Y es el sub continuo de X que corresponde con 
el vértice del cono. En el Teorema 3.4 demostramos que si Y es 
descomponible, entonces Y tiene la propiedad cono=hiperespa
cio. Ahora vamos a demostrar que ésto también se tiene cuando 
y es un continuo indescomponible no degenerado. 

3.19 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h : C(X) -+ Cono(Z), donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y el sub continuo de X tal que h(Y) = 
v(Z). Supóngase que Y es indescomponible y no degenerado. 
Entonces Y tiene la propiedad cono=hiperespacio. 

Demostración. Por el Teorema 3.8, h(F1(Y)) es un subcon
junto de la base, B(Z), del cono de Z. Así, podemos suponer 
que el cono sobre h(F1(Y)) es un subconjunto de Cono(Z) , de tal 
forma que ambos conos tienen el mismo vértice, v(h(Fl(Y))) = 

v(Z) = h(Y). De este modo, basta demostrar que 

Cono(h(F1(Y))) = h(C(Y)). 

Por el Teorema 3.9, se tiene que 

Cono(h(Fl(Y))) e h(C(Y)). 

Así, resta demostrar la inclusión contraria, es decir, 

h(C(Y)) e Cono(h(F1(Y))). (3.44) 

Para demostrar (3.44), supóngase por el contrario, que existe un 
elemento A E C(Y) tal que 

h(A) ~ Cono(h(F1(Y))). 
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Observe que A =1- y y A rt- FI(Y). Pongamos h(A) = (z, t). 
Entonces (z, t) rt- Cono(h(H(Y))). Luego, 

(z,O) rt- h(FI(Y)). (3.45) 

Por el Teorema 3.17, se tiene que B(Z) n h(C(Y)) = h(FI(Y)). 
De aquí y de (3.45) se sigue que 

(z, O) rt- h(C(Y)). (3.46) 

Denotamos J = {z} x [O,t] y C = h-I(J). De (3.45) se obtiene 
que 

J n Cono(h(FI(Y))) = 0. (3.47) 

Pongamos B = h- I (z, O). Se tiene que C es un arco en C(X) 
con puntos extremos A y B. Por (3.46), B E C(X) \ C(Y). 
Sea a : [0,1] -+ C(X) una parametrización del arco C tal que 
a(O) = A Y a(l) = B. Pongamos 

So = ínf {s E [0,1]: a(s) rt- C(Y)}. (3.48) 

Como B rt- C(Y), So está bien definido. Denotamos C = a(so). 
De la continuidad de a se sigue que C E C(Y) y So < 1. Como 
CE C y h(C) = J, se tiene que h(C) E J. Luego, de (3.47), se 
sIgue que 

h(C) rt- Cono(h(FI(Y))). (3.49) 

Sea K la composante de C en Y. Vamos a demostrar la siguiente 
afirmación. 

Afirmación. La composante K tiene un punto extremo. 
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Elegimos un punto Yo E y \ C. Como o: es continua, podemos 
elegir SI > So tal que Yo ~ 0:( s) para todo s E [so, SI]' Sea 

E = U o:([so, SI])' 

Por el Teorema 1.27, E es un subcontinuo de X. Note que 
Yo ~ E, así, Y ct. E. Entonces, por el Teorema 2.26, E es un 
arco en X. Observe que CeE. Por otro lado, por la definición 
de So, vea (3.48), E ct. Y. Entonces podemos tomar un subarco 
ab de E tal que a ~ Y Y b E C. Ahora aplicamos el Lema 3.16 
y obtenemos que existe un punto x E ab tal que ab n y = xb y 
x es punto extremo de la composante de Y que lo contiene. El 
continuo xb U C es un subcontinuo propio de Y que intersecta 
a r;,. De aquí que x E r;,. Esto termina la prueba de la afirmación. 

Ahora, por el Lema 3.18, se tiene que 

h(C(r;,)) e Cono(h(F1(Y))). 

En particular, puesto que C E C(r;,) , se tiene que h(C) es un 
elemento de Cono(h(F1(Y))). Esto contradice (3.49). Así (3.44) 
está demostrado. Por lo tanto el continuo Y tiene la propiedad 
cono= hi perespacio. • 

En el teorema que sigue resumimos los resultados principales 
obtenidos en este capítulo. La demostración de éste se sigue 
evidentemente de los Teoremas 3.4 y 3.19. 

3.20 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h : C(X) --+ Cono(Z), donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y el subcontinuo de X tal que h(Y) = 
veZ). Si Y es no degenerado, entonces Y tiene la propiedad 
cono=hiperespacio.- .. --- --~--
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En 1977, Nadler demostró que si X es un continuo indescom
ponible de dimensión finita tal que su hiperespacio, C(X), es 
homeomorfo a su cono, Cono(X), entonces X tiene la propiedad 
cono=hiperespacio, vea [20, Teorema 5.7] o [21, Teorema 8.7]. 

En relación con esto observe que si X es un continuo in
des componible y h ; C(X) --+ Cono(Z) es un homeomorfismo, 
donde Z es un continuo de dimensión finita, entonces, de acuerdo 
con la Proposición 3.5, h(X) = v(Z). Por otra parte, por el Teo
rema 3.17, se tiene que h(F1(X)) = B(Z). De aquí se sigue que 
X tiene la propiedad cono=hiperespacio. Esto demuestra el teo
rema siguiente, el cual implica el resultado de Nadler que hemos 
mencionado. 

3.21 Teorema. Sea X un continuo indescomponible. Supónga
se que existe un homeomorfismo h ; C(X) --+ Cono(Z), donde 
Z es un continuo de dimensión finita. Entonces h(X) = v(Z) 
y h(F1(X)) = B(Z). En consecuencia, X tiene la propiedad 
cono=hiperespacio. 

Para finalizar este capítulo, en el teorema que sigue, recopi
lamos toda la información que hemos obtenido en relación con la 
topología del continuo que corresponde con el vértice del cono, 
en la situación que estamos considerando. 

3.22 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h ; C(X) --+ Cono(Z), donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y el subcontinuo de X tal que h(Y) = 
v(Z). Entonces 
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(1) cada sub continuo propio no degenerado de Y es un arco, 

(2) si Y es no degenerado, Y tiene la propiedad cono=hiperes
paclO, 

(3) si Y es descomponible, Y es un arco o una curva cerrada 
simple, 

(4) si Y es indescomponible no degenerado, cada composante 
de Y es una imagen continua e inyectiva del semirayo, 
[O, (0) o de la línea real, IR. 

Demostración. (1) se deduce del Teorema 2.26. (2) es el 
Teorema 3.20. (3) es el Teorema 3.4. (4) fue demostrado por 
Nadler, vea [20, Corolario 5.5] o [21, Teorema 8.10]. • 
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Capítulo 4 

La estructura de X \ y 

Este es el capítulo final de nuestra tesis. En éste, como en 
los anteriores, las consideraciones generales son: X es un con
tinuo, h : C(X) -+ Cono(Z) es un homeomorfismo, donde Z 
es un continuo de dimensión finita, y Y es el subcontinuo de 
X tal que h(Y) = 1/( Z). Bajo estas hipótesis, en el Capítulo 
2, .demostramos que dim(X) = 1 Y que cada subcontinuo no 
degenerado de X que no contiene a Y es un arco. Luego, en 
el Capítulo 3, analizamos la topología del continuo Y. En esta 
parte, vamos a estudiar la estructura topológica del comple
mento de Y en X, X \ Y. Específicamente, vamos a demostrar 
que: 

(1) X \ y es localmente conexo, Teorema 4.5; (2) cada arco 
componente de X \ y es una componente, Teorema 4.7; (3) cada 
arco componente de X \ y es un espacio homeomorfo al semirayo 
[0,00) o la línea real IR y (4) X \ y tiene sólo un número finito 
de componentes. 

En la demostración de que X \ y es localmente conexo, uti
lizamos el concepto de semifrontera en hiperespacios el cual pre
sentamos en la Definición 4.1. También usamos algunos resulta-
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dos relacionados con este concepto, los cuales establecemos en 
los Teoremas 4.2, 4.3 Y 4.4. La noción de semifrontera fue in
troducida por Illanes en 1991, [9], en esta referencia el autor de
mostró, entre otros, los resultados que usaremos. Actualmente, 
este tema también está incluido en el libro de hiperespacios de 
Illanes y Nadler, [14, Sección 69], en donde se pueden consultar 
las demostraciones completas de los tres teoremas que enuncia
mos en lo que sigue. 

4.1 Definición. Sea X un continuo. Si A es un subcontinuo 
propio de X, la semifrontera de C(A) en C(X) se denota por 
Sb(A) y se define como 

Sb(A) = {B E C(A) : existe un arco ordenado A en C(X) tal 

que nA=By,paracadaCEA\{B}, Ccj..A}. 

En el teorema que sigue se presenta una condición para lo
calizar elementos en la semifrontera de un hiperespacio, la de
mostración se encuentra en [14, Teorema 69.3]. 

4.2 Teorema. Sean X un continuo, A un subcontinuo propio 
de X y B un elemento de C(A). Si B es el límite de una sucesión 
{Bn}nEN en C(X) tal que, para cada n E N, Bn+! e Bn Y 
Bn cj.. A, entonces B E Sb(A). 

El resultado que sigue asegura la existencia de elementos mi
nimales en la semifrontera de un hiperespacio, la prueba se puede 
ver en [14, Teorema 69.4]. 
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4.3 Teorema. Sea X un continuo. Si A es un sub continuo 
propio de X y B E Sb(A), entonces existe un elemento minimal, 
respecto de la inclusión de conjuntos, C E Sb(A), tal que Ce B. 

En [14, Teorema 69.5J se demuestra que un continuo X con
tiene un n-odo, n E N, si y sólo si existe un elemento A E C(X) 
tal que C(A) contiene al menos n elementos minimales en su 
semifrontera Sb(A). Ahora, si C(X) tiene dimensión finita en
tonces, de acuerdo con el Lema 1.42, existe un número M E N 
tal que X no contiene M-odos. Luego, en este caso, se obtiene 
que, para cada elemento A E C(X), la semifrontera Sb(A) de 
C(A) en C(X) contiene a lo más M - 1 elementos minimales. 
Esto prueba el resultado siguiente. 

4.4 Teorema. Sea X un continuo tal que C(X) tiene dimensión 
.. finita. SiA es un.subcontinuo propio de X, entonces la semifron
tera, Sb(A), de C(A) en C(X) sólo tiene un número finito de 
elementos minimales. 

Ahora tenemos todo lo necesario para demostrar que, con las 
hipótesis que estamos considerando, el complemento de Y en X 
es localmente conexo. 

4.5 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h : C(X) -+ Cono(Z), donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y el sub continuo de X tal que h(Y) = 
v(Z). Entonces X \ y es localmente conexo. 

Demostración. Supóngase que la conclusión es falsa. En
tonces, de acuerdo con el Teorema 1.4, existe un conjunto abierto 
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U en X \ y y una componente Co de U tal que Co no es un con
junto abierto en X \ Y. Note que U es un conjunto abierto en 
X y Co no es un conjunto abierto en X. Si int(Co) denota el in
terior de Co en X tenemos que Co i- int(Co). Fijemos un punto 
Po E Co tal que 

Po ~ int(Co). (4.1) 

Existe un número el > O tal que el < 1 Y BE! (Po) e U. Por 
(4.1) se tiene que BE! (po) rt Co. Entonces existe una compo
nente, Cl , de U tal que 

Co i- Cl y BE! (Po) n Cl i- 0. 

Fijemos un punto Pl E BE! (po) n Cl. Por otro lado, existe un 
número 102> O tal que 102 < mín{el, n y BE2 (po) n Cl = 0 (re
cuerde que Cl es cerrada en U). Nuevamente, por (4.1), tenemos 
que BE2 (po) rt Co· Entonces existe una componente, C2 , de U 
tal que 

Co i- C2 y BE2 (po) n C2 i- 0. 

Note que Cl i- C2. Fijemos un punto P2 E B E2 (po) n C2. Conti
nuando este procedimiento, inductivamente, podemos elegir una 
sucesión de componentes de U, Cl, C2 , oo., Y una sucesión de 
puntos Pl,P2, oo. que converge a Po tales que 

Co i- Cn, Cn i- Cm, si n i- m y Pn E Cn. (4.2) 

Como Po ~ Y, podemos elegir un número e > O tal que 

si A E C(X) y H(A, Y) < e, entonces Po ~ A. 

Por otra parte, por la continuidad de h-l, existe un número 
s E [0,1) tal que 

si z E Zy t F[s,1),entonces-H(h-1 tz, t), }L)-< e.· - (4.3) 
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Denotemos N = (Z x [s, 1)) U {v(Z)} y M = h-1(N), es 
decir, M = {A E C(X) : h(A) E N}. Es claro que M es un 
continuo en C(X). Pongamos D = UM. Por el Teorema 1.27, 
D es un subcontinuo de X. Observe que 

D = y U (U{h-1(z, t) : z E Z y t E [s, 1)}). (4.4) 

De (4.3) y (4.4) se obtiene que Po rt. D. De aquÍ podemos 
suponer que, 

para cada n E {q, 1,2, ... }, Pn rt. D. (4.5) 

Note que, para cada n E {O, 1,2, ... }, {Pn} =1- y y así h( {Pn}) =1-
v(Z). Entonces, para cada n E {O, 1,2, ... }, existe un punto 
zn E Z y un número tn E [0,1) tal que 

(4.6) 

Comola.s'ucesión {Pn}nEN converge al.puntopo,·se tiene que 

{Zn}nEN converge a Zo y {tn}nEN converge ato. (4.7) 

De (4.5) y (4.6) se deduce que tn < s. Ahora, para cada 
n E N, denotamos 

Note que el número s pertenece a cada uno de los conjuntos In, 
así cada In es un conjunto no vacío. Por otro lado, como D es 
un conjunto cerrado en X, de la continuidad de h-1 se deduce 
que cada In es un conjunto cerrado en [tn, 1]. De aquÍ obtenemos 
que cada In tiene un elemento mínimo. Denotamos, para cada 
n E N, 

(4.8) 
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Como tn f/: In Y S E In se tiene que, para cada n E N, 

Ahora denotamos, para cada n E N, 

En = h-1(zn,rn ). (4.9) 

Vamos a demostrar que todos los elementos En pertenecen a 
la semifrontera de C(D). Para esto fijemos un número n E N. 
Tomemos una sucesión {skhEN en el intervalo abierto (tn , rn ) 

convergente a r n tal que SI < S2 < .... Denotemos, para cada 
k E N, 

Observe que el límite de los conjuntos {zn} X [sk,rnl es el con
junto singular {(zn,rn)}. Entonces, por la continuidad de h-1 y 
la definición de En, vea (4.9), se tiene que el límite de los con
juntos h-1({zn} X [sk,rnD es el conjunto singular {En}. Luego, 
puesto que la función unión es continua, vea el Teorema 1.29, se 
concluye que {BdkEN es una sucesión de elementos en C(X) que 
converge al elemento En. Por otro lado, puesto que Sk < Sk+l, 
es claro que Bk+l e Bk. Además, como tn < Sk < rn , de la 
definición de r n , vea (4.8), se deduce que Bk ct. D. Con esto 
tenemos todas las hipótesis del Teorema 4.2, lo cual demuestra 
que 

para cada n E N, En E Sb(D). 

Por otra parte, por hipótesis, dim(Z) < 00, lo cual im
plica que dim(C(X)) < oo. Luego, por el Teorema 4.4, Sb(D) 
sólo tiene un número finito de elementos minimales. Además, 

. por el Teorema 4.3, cada En -contlEme un elemento ffiinimal 
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de la semifrontera de C(D). De aquÍ se sigue que existe una 
sub sucesión {EnJjEN de {En}nEN y un elemento minimal B E 
Sb(D) tales que 

para cada j E N, B e En;. (4.10) 

Sin perder generalidad, podemos suponer que la sucesión {EnJjEN 
converge a un elemento Eo de C(X) y que la sucesión {rn;}jEN 
converge a un número ro. Como la sucesión {Zn;hEN converge al 
punto zo, vea (4.7), se tiene que la sucesión {(zn;, rnJhEN con
verge a (zo, ro). Luego, por la continuidad de h-1 y la definición 
de En;, vea (4.9), se obtiene que 

Eo = h-1(zo, ro). 

Por otra parte, de (4.10) se sigue que B e Eo. ASÍ, para cada 
j E N, B e Eo n En;. 

Ahora,para cada j E N, consideramos arcos· ordenados desde 
Eo hasta Eo U En; Y desde En; hasta Eo LJ En;, vea el Teorema 
1.35. Denotemos por O:j y /3j a respectivas parametrizaciones 
de tales arcos ordenados. Es decir, de acuerdo con Lema 1.37, 
tenemos funciones continuas 

O:j, /3j : [0,1] -+ C(Eo U EnJ 

tales que O:j(O) = Eo e O:j(t) e O:j(l) = Eo U En; Y /3j(O) 
En; e /3j(t) e /3j(l) = Eo U En;, para cada t E [0,1]. Ahora 
definimos /j : [0,1] -+ C(Eo U En;) como sigue 

si O <t < !' 
si ! < t < 1. 

Es claro que /j es una función continua, que /j(O) = Eo Y que 
/j (1) = En;- Utilizando las propiedades de O:j y /3j, no es difícil 
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demostrar que, para cada t E [0,1], 

H(Eo, Ij(t)) < H(Eo, En;)' (4.11) 

Denotemos, para cada j E N, fj = Ij([O, 1]) y A j = h(rj ). 

Entonces r j es un sub continuo en C(X) que tiene a Eo Y En;
ASÍ, puesto que h(Eo) = (zo, ro) y h(En;) = (zn;, r n;), Aj es un 
subcontinuo en Cono(Z) que tiene a (zo, ro) y (znj' rn;). De la 
desigualdad en (4.11) se deduce que límj-+oodiám(r j ) = O. En 
consucuenCla 

límj-+oodiám(Aj ) = O. 

De aquÍ se sigue que el conjunto singular {(zo, ro)} es el límite 
de la sucesión de los sub continuos {Aj}jEN. Luego, como ro < 
s < 1, podemos suponer que veZ) ~ A j . Denotemos por 8 j a la 
proyección, en la base del cono de Z, del continuo Aj , es decir, 
8 j = 7r(Aj ). Entonces {8j}jEN es una sucesión de subcontinuos 
de Z que converge al elemento {zo}. 

Ahora, para cada j E N, denotemos 

e j = 8 j x [to, tn;l Y V j = h-1 (ej ). 

Observe que los puntos (zo, to) y (zn;, tnJ son elementos de ej. 
Luego, de acuerdo con nuestra notación en (4.6), tenemos que 
{po} Y {PnJ son elementos de Vj. También note que, como 
{8j }jEN converge a {zo} Y {tnJjEN converge ato, {ej}¡EN es una 
sucesión de sub continuos de Cono(Z) que converge al conjunto 
singular {(zo, to)}. De aquÍ se sigue que {V¡}jEN es una sucesión 
de sub continuos de C(X) que converge al elemento singular 
{po}. Finalmente denotemos, para cada j E N, Dj = UDj. 
Tenemos que cada Dj es un elemento de C(X) y 

. -Po Y Pnj son-elementos' de-Ero - '-(4.12) 
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Por otro lado, tomando en cuenta que la función unión es con
tinua, obtenemos que {DjhEI\I es una sucesión en C(X) que 
converge a {Po}. Luego, existe j E N tal que Dj e U. Como Co 
y Cnj son las componentes de Po Y Pnj en U, respectivamente, 
de (4.12) se deduce que Dj e Co y Dj e Cn;- Esto implica que 
Co = Cnj , lo cual contradice la primera condición en (4.2). Esta 
contradicción demuestra el Teorema 4.5. • 

Nuestro próximo paso, en relación con el análisis de la topolo
gía de X \ Y, es probar que las componentes y las arco compo
nentes de X \ y coinciden. Para esto vamos a utilizar un resul
tado bien conocido de la topología general, el cual anotamos en 
el lema que sigue, la demostración de éste se puede consultar, 
por ejemplo, en [7, Teorema 3-4J. 

4.6 Lema. Si a y b son puntos de un espacio conexo X y U es 
una cubierta abierta de X, entonces existe una colección finita, 
U1, ... , Un, de elementos de U tal que a E Ul, b E Un y, para cada 
i E {1, ... ,n - 1}, Ui n Ui+l =1= 0. 

4.7 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h : C(X) -+ Cono(Z), donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y el sub continuo de X tal que h(Y) = 
v(Z). Entonces cada componente de X \ y es un conjunto arco 
conexo. Así las componentes y las arco componentes de X \ y 
coinciden. 

Demostración. Sea C una componente de X \ Y. Tenemos, 
por el Teorema 4.5, que X \ y es localmente conexo. Luego, 
puesto que X \ y es un conjunto abierto en X, para cada punto 
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P E e podemos elegir un conjunto abierto, Up , en X tal que 
pE Up , Up es conexo y Up e X\ Y. Por el Teorema 2.26 se tiene 
que Up es un arco en X \ Y. En consecuencia, 

Up es un arco contenido en e. ( 4.13) 

Es claro que la colección {Up : p E e} es una cubierta abierta 
de e. Fijemos dos puntos arbitrarios, a y b, en e. Por el Lema 
4.6, existe una colección finita de puntos en e, PI, ... ,Pn, tal que 

a E Upp bE Upn y UPi n UPi+l "# 0, i E {1, ... , n - 1}. 
(4.14) 

Ahora, de (4.13) y (4.14) se obtiene que la un.ión 

es un subcontinuo arco conexo contenido en e y que contiene a 
los puntos a y b. De aquí se sigue que existe un arco en e que 
contiene a los puntos a y b. Esto demuestra que la componente 
e de X \ y es un conjunto arco conexo. _ 

Ahora vamos a demostrar que cada arco componente de X \ y 
es un rayo (espacio homeomorfo a la línea real~) o un semirayo 
(espacio homeomorfo al intervalo [0,00)). Para esto vamos a 
utilizar un importante resultado de la teoría de las variedades 
topológicas, el cual caracteriza las 1-variedades métricas conexas, 
este resultado se puede consultar en [6, Teoremas 17 y 19, págs. 
140-141]. Aquí lo enunciamos en el teorema siguiente evitando 
la terminología de las variedades. 

4.8 Teorema. Sea X un espacio métrico, conexo con base nu
merable. Slcada" punto" v-de X esta contenido" en un conjunto 
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abierto de X, Up , el cual es homeomorfo al intervalo semiabierto 
[0,1) oal intervalo abierto (0,1), entonces X es homeomorfo a 
uno de los espacios [0,1], [O, (0), IR o 51. 

4.9 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h : e(X) ~ eono(Z), donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y el sub continuo de X tal que h(Y) = 
II(Z). Entonces cada arco componente de X \ y es un rayo o un 
semlrayo. 

Demostración. Sea e una arco componente de X \ Y. Fi
jemos un punto p E e. Como X \ y es un conjunto abierto 
y localmente conexo, vea el Teorema 4.5, existe un conjunto 
abierto, Up , en X tal que 

P E Up , Up es conexo y Up e X \ y. 

Por el Teorema 2.26, Up es un arco en X \ Y. Por otro lado, del 
Teorema 4.7, se tiene que e es la componente de p en X \ Y. 

- -
De aquÍ se sigue que Up es un arco contenido en e. Así Up es 
homeomorfo al intervalo cerrado [0,1], de donde se obtiene que 
Up es homemorfo al intervalo semi abierto [0,1) o al intervalo 
abierto (0,1). Entonces, por el Teorema 4.8, se tiene que e es 
homeomorfo a uno de los espacios [0,1], [O, (0), IR o 51. 

Por otra parte, note que e n y =J. 0, esto se deduce de la 
Proposición 1.15. Así e =J. e, lo cual implica que e no es 
compacto. Luego e no es homeomorfo al intervalo cerrado [0,1] 
ni al círculo unitario 51. Entonces, se concluye que e es un 
semirayo o un rayo. • 
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Para finalizar el estudio de la estructura topológica de X \ Y, 
vamos a demostrar, en el teorema siguiente, que X \ y tiene 
sólo un número finito de componentes. En realidad, veremos 
que la dimensión de Z determina la cota para el número de arco 
componentes de X \ Y. 

4.10 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h : C(X) --+ Cono(Z), donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y el subcontinuo de X tal que h(Y) = 
v(Z). Si dim(Z) = n entonces X \ y tiene a lo más n + 1 arco 
componentes. 

Demostración. Primero note que, por el Lema 1.55, 

dim(C(X)) = dim(Cono(Z)) = n + 1. 

De aquí se sigue que C(X) no contiene una (n+2)-celda. Luego, 
de acuerdo con el Lema 1.42, 

X no contiene un (n + 2)-odo. ( 4.15) 

Ahora supóngase que la conclusión en el teorema es falsa, es de
cir, supóngase que X \ y tiene por lo menos n + 2 arco compo
nentes. Fijemos n + 2 arco componentes distintas, Cl, ... , Cn+2, 

de X \ Y. Por el Teorema 4.7, cada C¡ es una componente 
de X \ Y. Por otra parte, por la Proposición 1.15, para cada 
i E {1, ... , n + 2}, Y U C¡ es un subcontinuo de X. De aquÍ se 
sigue que Y U C l U ... U Cn+2 es un (n + 2)-odo en X. Esto 
contradice (4.15). Así el teorema está demostrado. _ 

A manera de conclusión, en el teorema que sigue, presentamos 
en resumen los principales resultados que hemos obtenido en esta 

_tesis. 
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4.11 Teorema. Sea X un continuo. Supóngase que existe un 
homeomorfismo h : C(X) --+ Cono(Z), donde Z es un continuo 
de dimensión finita. Sea Y el sub continuo de X tal que h(Y) = 
v(Z). Entonces 

(1) dim(X) = 1. 

(2) Cada sub continuo de X que no contiene a Y es un arco o 
un punto. 

(3) Si X es hereditariamente descomponible, Y es un punto, 
un arco o una curva cerrada simple. 

(4) Si X no es hereditariamente descomponible, Y es indescom
ponible y no degenerado. Además, Y es el único subcon
tinuo indescomponible y no degenerado de X. 

(5) Si Y es no degenerado, Y tiene la propiedad cono=hiperes
pacJO. 

(6) Si X es indescomponible, entonces X es homeomorfo a Z. 
En consecuencia, X tiene la propiedad cono=hiperespacio. 

(7) X \ y es localmente conexo. 

(8) Cada componente de X \ y es un conjunto arco conexo. 
Así, cada componente de X \ y es una arco componente. 

(9) Cada arco componente de X \ y es un semirayo o un rayo. 

(10) X \ y tiene sólo un número finito de arco componentes. 

Demostración. (1) es la primera parte de la Proposición 
2.1. (2) es el Teorema 2.26. (3) se deduce del Teorema 3.4. (4) 
es la Proposición 3.5. (5) es el Teorema 3.20. (6) es el Teorema 
3.21. (7) es el Teorema 4.5. (8) es el Teorema 4.7. (9) es el 
Teorema 4.9. (10) es el Teorema 4.10. • 
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