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Introduccion

“El ser es eterno, porque existen leyes para conservar los tesoros de la vida, de los
cuales el universo extrae su belleza.”

Goethe.

Mentiria al decir que sdélo existid una Unica razon para
realizar una tesis acerca de este tema en particular. No obstante, la
razén principal podria ser mi constante curiosidad por el mundo y
la vida que se encuentra en é€l, asi como los grandes avances en
materia bioldgica que se pueden obtener con la utilizacién de
métodos de inferencia estadistica. Alguna vez me llegué a
preguntar, ;De dénde provengo?, y las escasas respuestas que
obtenia no eran muy claras. Qué maravilla!, llegaba a pensar, seria
el conocer nuestros origenes, y no solo hablo de la especie humana,
sino de la vida en general.

Dentro de cada una de nuestras células se encuentran los
cromosomas, en lo que se puede llamar nuestra informacién
genética, conformados por moléculas del A.D.N. (Acido
Desoxirribonucléico). Cada uno de los nucledtidos de que se
conforma esta molécula de A.D.N. el cual esta escrito en forma de
una secuencia de letras (o secuiencia de nucledtidos), son llamadas
bases nitrogenadas, las cuales pueden ser consideradas como
caracteres del “texto” de la informacidon genética. Existen cuatro
nucleotidos diferentes que contienen un residuo de desoxirribosa
(un azucar), un fosfato y una base de pirimidina o bien de purina.
Las bases de la pirimidina son la Timina (T) y la Citocina (C), y
las bases de la purina son la adenina (A) y la guanina (G).



Dosde los anos ochenta se propuso para ia comunidad
cientifica en su totalidad el reto de conocer lo que se llama el mapa
genético del ser humano. A este proyecto se le dio el nombre de
“Proyecto GENOMA”. Sin duda alguna, el proyecto genoma es un
trabajo conjunto ¢ internacional que tiene como principales
propésitos el de poder descifrar de forma confiable todos y cada
uno de los genes presentes en los 46 cromosomas del ser humano
(22 cromosomas homdlogos y 2 cromosomas del sexo), y no solo
decodificar la informacién que esta contenida, sino también
conocer su funcionamiento.

A mi parecer, éste es uno de los retos més importantes en la
" biologia, el poder descifrar la procedencia de todo organismo vivo
y descubrir de qué forma todos y cada uno de nosotros procede de
un mismo patrén que la evolucién ha ido transformando hasta
convertirnos en lo que ahora somos. Se puede considerar que
gracias al descubrimiento efectivo de las secuencias de A.D.N. se
infieren aspectos basicos de la evolucién en diversas especies
actuales, incluyendo la nuestra, ya que gracias a la informacién que
poseen los cromosomas a nivel molecular se pueden elaborar
arboles genealdgicos v esquemas que nos dirijjan de forma precisa
al descubrimiento de nuestros origenes como especie humana o
bien de el funcionamiento de la evolucion y descubrir su base
fundamental de mutaciones.

Con base a estos métodos genéticos se pueden llegar a
inferir mutactones que dieron lugar a nuevos organismos. El liegar
a conocer lo antes posible el mapa genético del ser humano puede
acarrearnos un sin fin de posibilidades de aplicaciones a la
medicina-que antes se nos estaban vedadas. Y no solo esto, gracias
a los métodos genéticos de decodificacion de A.D.N. se pueden dar
pasos agigantados en diversas terapias génicas para tratamientos
médicos; la creacion de antibidticos, hormonas y sustancias
bioldgicas activas en el ramo de la industria biotecnologica.

Asimismo, se puede hablar acerca de la tecnologia del
A.D.N. recombinante, del cual explicaré su proceso mas adelante,
por su gran ayuda para la realizacion del clonaje de genes. Y dentro



de esta rama se abre un sin fin de posibilidades para la ayuda, tanto
al ser humano como a las especies animales. Utilizando esta
tecnologia se pueden obtener grandes poblaciones de bacterias para
su uso experimental; se pueden producir compuestos con fines
antibacterianos, antivirales y antitumorales. Y eso que no se ha
hablado acerca de su inmensa utilidad en la creacion de vacunas
(atn en periodo de evaluacion), la obtencién de aditivos en la
industria alimentaria y el empleo de “mapas genéticos” que
permiten detectar la localizacion precisa de los genes que estan
causando las enfermedades para su pronto diagnéstico.

Gran parte de la ingenieria genética, la tecnologia del A.D.N.
recombinante y los métodos genéticos en general, se han dedicado
ampliamente a la resolucion de todos estos problemas, cabe tan
solo mencionar que este proceso es en extremo lento, ya que las
pruebas genéticas que se¢ deben realizar en los laboratorios se
repiten una gran cantidad de veces para estar seguros de su
veracidad.

El trabajo del genetista no es nada facil, de hecho para llegar
a inferir las secuencias de A.D.N. se deben realizar muchos
experimentos para poder estar seguros de que la secuencia es la
correcta, y cada uno de éstos debe ser repetido un nimero
determinado de veces. Es realmente aqui en donde entra el trabajo
de las herramientas probabilisticas y estadisticas, ya que por medio
de ellas se puede validar tedricamente el trabajo de laboratorio y
de esta manera evitar pérdida de tiempo en el desarrollo de esta
labor maratonica.

Existen varios métodos a seguir y dificil seria decir cual es el
que conviene mas para su aplicacion. Sin embargo, algunos
métodos podrian combinarse para dar lugar a un menor error de
prediccion (errores que de ser posible no se deben cometer),
minimizarlos lo mas posible, ya que de estos métodos depende el
poder avanzar de forma mas rapida y eficiente en ¢l descubrimiento
de “mapas genéticos” de la especie humana, de organismos
multicelulares y de toda un area extensa que a veces pareciera
estancada por la falta de rapidéz en sus experimentos.



Siempre ha existido una profunda cutiosidad dirigida hacia el
conocimiento de las ciencias bioldgicas en general, de hecho gran
parte de los ejemplos aplicados a las matematicas de una u otra
forma se dirigen hacia probabilidades biologicas, los cuales
constituyen un constante reto para las ciencias exactas.

El propoésito fundamental del presente trabajo es el de utilizar
métodos probabilisticos y estadisticos que ayuden a inferir
adecuadamente las secuencias de A.D.N. Dentro del estudio
genético en laboratorios existen métodos para realizar este trabajo;
no obstante, llega a suceder que si bien ayudan a dar una idea de la
secuencia que se busca muchas veces la informacién es perdida por
cuestiones meramente experimentales, para lo cual deben
introducirse métodos analiticos que ayuden a inferir esta
informacion, considerando para esto el menor error posible para
poder atacar los problemas biologicos con mayor precisién. Para
este efecto se utilizaran métodos como el de la verosimilitud, el de
aproximacién  numeérica, algoritmo  E.M.  (Esperanza-
Maximizacion), el cual es un método iterativo y el de cadenas de
Markov, que cae dentro del area de procesos estocasticos; estos
métodos seran utilizados posteriormente en forma conjunta como
un solo método para la inferencia de secuencias de A.D.N.

De tal modo que globalmente esta tesis se presenta de la
siguiente forma:

* Enel Capitulo 1 se introduciran términos generales en genética,
asi como una explicacion del mecanismo utilizado en trabajo de

—laboratorio para decodificar secuencias de A.D.N., que serviran
para el trabajo matematico que se realiza mas adelante.

* El Capitulo 2 trata algunos métodos de inferencia estadistica y
de probabilidad con el proposito fundamental de encontrar lo
que se conoce como parametros de funciones, los cuales en este
caso representarian una descripcién del comportamiento de la
secuencia de A.D.N., si bien estos métodos son utiles cuando se
tiene informacidn completa no son eficientes cuando, como en



nuestro caso, hace falta informacién de la secuencia de una
molécula de A.D.N.

Para superar este problema en el Capitulo 3 se describe la
forma en que un algoritmo iterativo llamado Esperanza-
Maximizacién trabaja para poder inferir informacién faltante a
partir de informacion observada asi como una introduccion a su
area tedrica. Este método iterativo se utilizard en el modelo
matematico para obtener los estimadores maximo verosimiles
del modelo que describe la obtencién de las secuencias de
A.D.N. y que se encuentra en el siguiente capitulo.

En el Capitulo 4 se construye un modelo matematico para
poder obtener las secuencias que llamamos verdaderas de las
secuencias observadas en el laboratorio por los genetistas,
utilizando para este efecto el material visto anteriormente, los
cuales de una u otra forma son parte primordial para que el
modelo tenga validéz teorica.

Y por 1lltimo, en el Apéndice se encuentran los apartados que
son mencionados a lo largo de este trabajo y que en su momento
no era necesario incluirlos en el cuerpo de la tesis, como son, en
términos biologicos: la morfologia de los cromosomas, las
enfermedades producidas por mutaciones, los procesos de la
meiosis y mitosis, las abreviaturas de los aminoacidos, etc.;
mientras que en términos matematicos se encuentran: la
desigualdad de Jensen, la distribucion multinomial y el célculo
de estimadores del modelo mencionado en el Capitulo 5 entre
otros temas utiles para el seguimiento de esta tesis.



Capitulo 1.

Introduccion a la genética.

“Todo lo que existe en el wniverso es fruto del azary la nevesidad.*
Dot

1.1 Introduccion

En este capitulo se presentan algunos conceptos basicos en
genética, asimismo se¢ plantea el problema que se estudia con las
técnicas de los CAPITULOS 2 y 3.

Se empieza por definir qué es una secuencia de A.D.N., su
relacion con los genes y cromosomas para de esta manera justificar
la importancia de su composicién molecular para futuros estudios.

1.2 ;Qué es el A.D.N.?

Es importante tener claro que el ADN. (4cido
desoxirribonucléico) constituye un deposito de informacion
genética, y que es el principal componente genético de la célula, y
el que transmite la informacién codificada de una célula a otra y por
ende de un organismo a otro. En la célula eucariética' el A.D.N. no
se halla libre, sino formando complejos en algo parecido a una
madeja enredada conocida como cromatina’; cada molécula de

! Una célula eucaridtica es aquella que tiene una clara separacién entre su nuicleo y el
citoplasma, asi como la existencia de organelos con funciones especificas y divisién celular
mitdtica, es decir, divisién de células que no sean gametos.

? La cromatina es el complejo de A.D.N.: proteina que forma el cromosoma. Actualmente se
considera o {a cromatina como la expresion interfdsica de los cromosomas antes que se
organicen y contraigan para la siguiente division celular.
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A.D.N. es reprasentada comiinments por un modelo de dovie-nélice
.D.N. es rey tada ¢

propuesto por Watson y Crick (1953), esta compuesta en su
totalidad por combinaciones de pares de Unicamente cuatro tipos de
bases diferentes llamadas nucledtidos. Estas bases se dividen en
purinas o pirimidinas. Las bases nitrogenadas de la purina son la
adenina (A) y la guanina (G), mientras que las bases de la
pirimidina son la timina (T) y la citosina (C).

Nucleosoma Histen

Molécula
> de ADN,

Sy

C:Q} Cromosoem

Fig.1.1 Vision general de una molécula de A.D.N. y su relacitn con Ins cromesomas,

Si observa el modelo de la doble hélice (Fig. 1.2) se puede
dar cuenta de que ésta consta de “peldafios” y “lados” como en una
escalera; los “peldafios” estan hechos de las bases y los “lados™ de
la escalera consisten de residuos de desoxirribosa’ unidos por
medio_ de fosfatos, -estos- “lades” -estdn- unidos “por lazos de
hidrégeno entre las bases (pirimidinas y purinas).

Es importante mencionar que la adenina siempre esta
aparejada con la timina, y la guanina con la citosina; este hecho es
muy importante de recordar cuando se hable, mas adelante, del
nimero de combinaciones a los cuales se reduce el espacio de

? La desoxirribosa es el aziicar que se encuentra en la estructura del A.D.N.



probabilidad a considerar. Por convencion, las partes finales de las
“tiras” de la hélice doble que forman la molécula se designan como
5’ y 3’, estas “tiras” son antiparalelas, es decir, una cadena de
nucledtidos van de 5’ a 3’ y la otra en la direccion 3’a 5°.
Solamente cadenas antiparalelas forman hélices dobles estables (ver
Watson y Crick {1953)).

Final 5°
Fosfato
i Final 3'
Azicar —Base Base—Azucar

Fosfato Fosfato

Azicar —Base Base—Azicar
Fosfato Fosfato
Azicar —Base Base—Azucar
Fosfato Fosfato

Amicar —Base Base—Azlcar
Final 3'

Fosfato
Final 5°

Fig. 1.2 Composicién de una molécula de A.D.N.

En las células eucaricticas, el A.DN. se halla
fundamentalmente en el nicleo, aunque también existen pequefias
cantidades en el citoplasma, dentro de las mitocondrias (en el caso
de células animales) o bien en los cloroplastos (en el caso de
vegetales). Este A.D.N., se conoce como A.D.N. mitocondrial, y se
representa como un modelo circular (ver Friedman, Dill, et.al.
(1992, p.8)), distinto al modelo de doble-hélice de Watson y Crick,
ya mencionado anteriormente. '

La informacion genética que se analizara para efectos de esta
tesis es el A.D.N. nuclear de las células. Los genes son parte de los
cromosomas ¥ el A.D.N. es el material del cual estan formados los
genes. Los cromosomas se encuentran formados por una sola
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una madeja enredada®. E! genoma humano contiene 22 cromosomas

autosomales y un par de cromosomas del sexo que consisten en 3.6
4

x 10" pares de bases.

El gen es una unidad hereditaria que contiene la informacion
necesaria para poder elaborar una cadena polipeptidica’ concreta,
estos polipéptidos son unidos en un orden especifico para producir
proteinas que daran origen a organismos vivos.

Los genes tienen una organizacion especial, no en toda la
banda formada por la molécula de A.D.N. existe informacion que
codifica las proteinas. Un gen esta constituido por:

(1) Exones, son la porcion funcional de las secuencias de
AD.N. en los genes, que codifican para las proteinas, es en donde
se puede decir que se encuentra la informacion a duplicar.

(2) Intrones, son las secuencias de A.D.N. que no codifican,
no tienen una funcién especifica, el nimero y tamafioc de éstos
depende del gen que se trate. Algunas veces, la relacién evolutiva
de genes puede ser inferida a partir de la organizacion de estos
intrones y de su localizacion, de esto se hablard mas adelante.

(3) Los intrones v exones se intercalan en el pene. la
frontera entre ellos se encuentra claramente definida. Un intron
siempre empieza inmediatamente después de la aparicion de la
pareja de bases GT e inmediatamente después del término de un
intron se encuentra la pareja de bases AG. Inmediatamente antes del
primer exon se encuentra el tripleto ATG, el cual da la referencia de
inicio para la sintesis de la proteina y la referencia para el final de la
sintesis es indicada por uno de los tripletos TGA, TAA o TAG (ver
Fig.t.3).

El final de la izquierda del gen se indica por 5’ e indica la
posicion mas cercana al inicio de donde empieza la sintesis de

4 Para mayor informacién acerca de los cromoesomas y su morfologia referirse al Apéndice B.1.
* Una cadena polipeptidica es una cadena formada por proteinas o porciones de una proteina
que consisten de dos o mds moléculas de amincdcidos, los cuales son compuestos de tres
nucledtidos y son la base quimica de las proteinas. Existen 20 tipos de aminodcidos.

10



proteina, mientras que 3’ se escribe como el final de la derecha de
la molécula e indica la posicién mas cercana al final de la sintesis
de proteina.

GEN

Fig. 1.3. Organizacién de un gen humano.

1.3 La sintesis del A.D.N. y la division celular.

La reproduccion del A.D.N. es el proceso que se conoce
como sintesis, de este proceso depende la informacidn transmitida
de una célula a otra; no obstante, es mas importante atin conocer de
forma clara como se lleva a cabo cada uno de los procesos por
separado que llevan a la célula a reproducirse para tener una vision
mas general de lo que sucede a nivel molecular.

Todas las células de nuestro organismo se encuentran en un
constante cambio, o lo que se conoce como ciclo celular, este ciclo
comprende principalmente dos periodos generales: la interfase y la
division celular, las células pasan la mayor parte de su “vida” en
interfase, durante el cual aumentan su tamafio y su complemento
cromosomico.

Durante la division celular, la cual se llama mitosis (para
células somadticas) o meiosis (para células de los gametos:
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célula madre en dos celulas hijas idénticas, sino que también el
contenido genético se replica o sintetiza. La division celular es solo
la fase final de un cambio basico que tuvo lugar a nivel molecular
durante la interfase. La sintesis de A.D.N. tiene lugar totalmente
durante una parte limitada de la interfase, denominada periodo S o
sintético, que a su vez es precedido y seguido por dos espacios ¢
periodos de la interfase (G, y G;) en los que no hay sintesis de
A.DN. G; es el intervalo entre el final de la sintesis de A.D.N. y el
comienzo de la mitosis (meiosis). Durante G; la célula contiene el
doble de la cantidad de A.D.N. {cromosomas) que se encuentra en
la célula original. Después de la mitosis cada célula hija tendra el
nimero original de la célula madre, mientras que en la meiosis se
producen por cada célula madre cuatro células hijas, las cuales
tendran la cuarta parte de la célula madre.

TIEMPO— —

G, Sintesis de A.D.N. G, Mitosis G,y

El proceso de sintesis de una molécula de AD.N. en forma
esquematica es :

Transcripcion Traduccidn
AD.N. > ARRN/ — Proteina.

La molécula de A.D.N. se separa en dos tiras (ver Fig.1.4),
-dando lugar a dos nuevas moléculas de-A.D.N. que-se forman
siguiendo el patrén que les corresponde, es decir, en donde quede
sola una A (adenina) se apareara con una T (timina), o bien una G
(guanina) con una C (citosina) y viceversa.

[ . . N . P n
Para mayor informacién acerca del proceso de la mitésis y la meiosis referirse al Apéndice
B.2

A.R.N. es 4cido ribonucléico auxiliar en la sintesis de proteina, se localiza tanto en ef nicleo,
donde es sintetizado, como en ¢l citoplasma, donde tiene lugar la sintesis de proteinas.
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Malécala madre

Tirn nueva
sntctizedy

Malbeulas sintetitaday

Fig. 1.4 Sintesis de una molécula de A.D.N,

El A.D.N. actia como un patrdn claro para el A.R.N,, el cual
transporta la informacién dada por el A.D.N. del nucleo al
citoplasma en forma de aminoacidos, los cuales mas tarde daran
lugar a las proteinas. Este proceso se conoce como transcripcién, al
cual le sigue el proceso de traduccion, en donde los ribosomas® (que
se encuentran en el citoplasma de la célula de forma dispersa)
trasladan la informacién codificada por el A.R.N. en una cadena de
tripletos que forman lo que se conoce como una cadena
polipeptidica (se daran detalles en seguida), dependiendo de la

¥ Los ribosomas son organelos celulares y el sitio de la sintesis de la proteina durante la
traduccion.



infurlacion que lieve impresa ia cadena de A.D.N. original sobre la
cual estd sucediendo todo este proceso. Durante el proceso de
traduccion es en donde se pueden llegar a dar anomalias genéticas,
acerca de las cuales se hablard mas adelante.

Una cadena polipeptidica estd formada por una serie de
tripletos de bases, cada tripleto forma un aminoécido. Para el
A R.N. mensajero (el que transporta la informacién de la cadena de
A.DN. del nicleo al citoplasma) la timina (T) se convierte en
uracilo (U), y de este modo en la traduccién la adenina (A) se une al
uracilo (U) en el A.R.N. mensajero (ver Figura ]1.5). Las primeras
dos bases en el tripleto son las que especifican el aminoacido que
les corresponde, ya que la tercera base se agrega sin tener
implicacion alguna, es decir, el aminoacido prolina es sintetizado
para las combinaciones CCU,CCC,CCA o bien CCG (ver Tabla
1.1).

ALN mensajare

ARN.de
tramaferencls

Teadueslan

Pullpiptine

Fig. 1.5 Proceso de transcripeidn y traduccion en la sintesis de A.D.N.



Segunda posicitn

Primera Tercera
posicidn U C A G posicién
u Phe Ser Tyr Cys U

Phe Ser Tyr Cys C

Leu Ser PARAR PARAR A

Leu Ser PARAR Trp G

C Leu Pro His Arg U

Len Pro His Arg C

Leu Pto Gln Arg T A

Leu Pro Gin Arg G

A lle Thr Asn Ser U

ile Thr Asn Ser C

lle Thr Lys Arg A

Met Thr Lys Arg G

G Val Ala Asp Gly U

val Ala Asp Gly C

Val Ala Glu Gly A

Val Ala Glu Gly G

Tabla 1.1 Formacidn de los aminodcidos ®.

1.4 Anomalias.

En el codigo genético pueden existir diversos tipos de
anomalias, los cuales pueden ser a nivel cromosomal o bien de
genes. Dentro de las anomalias cromosomicas se encuentran las
numéricas v las estructurales'® (la adicién o pérdida de cromosomas
completos o bien un reordenamiento del material genético,
respectivamente). Por otro lado, a nivel de bases que forman el
ADN. se puede hablar fundamentalmente de cuatro tipos de
anomalias: las deleciones, las inserciones, las duplicaciones y las
sustituciones. Estas anomalias se conocen como mutaciones. Las
mutaciones no solamente tienen lugar en el nicleo de la célula.
Como se vio anteriormente, existe también el A.D.N. mitocondrial,

® L.os nombres de cada uno de los aminoacidos se encuentran en el Apéndice B.3.

' para mayor detalle acerca de las anomalias cromosémicas referirse al Apéndice B.4.



&l cual tamibién puede dar fugar a mutaciones,

Las mutaciones pueden ser divididas en mutaciones puntuales
y reordenaciones, segin si afectan a un par de bases o a una region
mas amplia, respectivamente. La frecuencia de las mutaciones
puede ser aumentada por la accion de radiaciones ionizantes, la luz
ultravioleta y agentes quimicos (ver Pellon (1996)). Las mutaciones
son un cambio en la secuencia de A.D.N. que influye en su
posterior traduccién por el A.R.N. mensajero, de tal forma que se
ve afectada la funcién y expresion del producto protéico. Este tipo
de mutaciones (a nivel gen) son las que interesan particularmente
para efectos de la tesis, ya que gracias a estos cambios se puede
conocer algo mdas acerca de la influencia del genoma en las
caractéristica fenotipicas'' de cualquier organismo.

La misma estructura del A.D.N. solo permite cuatro tipos de
alteraciones a nivel del gen:

(1) La sustitucion de un nucleétido por otro: se conoce
como transicidn, si se sustituye una base de purina {Adenina o
Guanina) por otra de purina, o una pirimidina (Timina o Citosina)
por otra de pirimidina y transversiones si se sustituye una
pirimidina por una purina o viceversa.

(2) El borrado de unn o mas nuclestidss. El boirado o
delecion puede ser detectado por medio de la tecnologia del A.D.N.
recombinante (del cual se hablara mas adelante en mayor detalle)
por medio de la falta de una seccion del fragmento de A.D.N. Las
deleciones genéticas no son causas comiines de mutacion en el
genoma humano a excepcion de unas pocas enfermedades.
Ejemplos de estas_enfermedades son la a-Thalassemia’, que es’
causada por la delecion del grupo genético de la a-globina, la
deficiencia en la hormona del crecimiento y la hipercolesterolemia
familiar (HF), resultante por el defecto en la baja densidad del gen
receptor lipoprotéico. Las enfermedades causadas por deleciones o

"' Las caracteristicas fenotipicas de un individue son las caracteristicas observables o bien la
expresion funcional de un gen. En general, el fenotipo es la expresién del genotipo
{constitucién genética especifica de un organismo), per ejemplo, color de los ojos, sintomas de
una enfermedad, entre otros.

** Para mayor detalle acerca de las enfermedades que se enunciatdn en adelante referirse al
Apéndice B. 5.



borradoe de bases son en general pocas en relacion con las
enfermedades que involucran anomalias cromosémicas (Sindrome
de Down o Fibrosis quistica).

(3) La insercién de uno o mas nucledtidos. Son casos raros
de mutacién en el genoma humano; de cualquier modo, la
transposicion de A.D.N. es comin en el genoma aunque usualmente
no involucra a la parte que codifica proteina. Cuando la
transposicion ocasionalmente se inserta en un gen, la expresion
genética defectuosa se lleva a cabo. Un ejemplo clinico de este tipo
de anomalia es la Hemofilia, la cual es transmitida Gnicamente por
las madres a hijos hombres y se caracteriza por alteraciones en la
coagulacion de la sangre (ver Friedman, Dill, et.al (1992)).

(4) La duplicacion de secuencias de A.D.N. son comunes en
la evoluciéon y pueden ser causados por desaparejamiento entre
secuencias homoélogas de A D.N. que se encuentren muy cercanas,
con duplicacién de material genético que es contenido dentro del
gen. El mecanismo de duplicacion es similar al visto con a-
Thalassemia, las duplicaciones alteran el mecanismo de lectura del
A.R.N. mensajero. Las enfermedades HF y la Distrofia Muscular de
Duchenne son ¢jemplos de desordenes causados por duplicacicnes.

Gracias a la organizacién de los genes se puede llegar a notar
que existen algunos espacios no codificadores de proteina
(intrones), los cuales pueden ser mas largos que la cantidad de
espacios codificadores de proteinas (exones) dependiendo del gen
que se trate, de hecho algunos investigadores piensan que es aqui,

en los intrones, en donde radica el principio de la evolucion'.

Una vez que se ha dado lugar a una mutacidn, el codigo
genético se replica dando por resultado que esta mutacion continiie
heredada a su progenie; este es el modo mas comin de como los
padres pueden transmitir a sus hijos diversas mutaciones genéticas
que ne han sido estudiadas aun.

La incidencia de enfermedades genéticas causadas por
mutaciones es de 79/1000 nacimientos después de que la madre

¥ para mayor conecimiento acerca de éste principio consultar: Chen(1976). Moya (1990),
Freaman (1998}, Cliva (1996).



cumple los 25 anos de edad (ver rriedman, Dil, etal (1992)).
Existen diversas formas en las que se puede dar lugar a mutaciones,
de hecho las mutaciones puntuales se pueden dar lugar de forma
espontanea durante la replicacién del A.D.N. y el consecuente error
de los mecanismos que editan la informacién para corregirlo.
Asimismo ocurren mutaciones por diversos factores externos como
la radiacién o el humo del cigarrillo, y la incidencia de enfermedad
se ve aumentada si se posee determinado gen que se vea activado
por estas causas.

Algo interesante de mencionar es el hecho de la existencia de
determinados grupos étnicos que tienen mayor incidencia en ciertas
enfermedades, un cjemplo de ésto son algunas poblaciones al
sureste de Asia que poseen la anomalia cromosomica para
desarrollar la enfermedad a-Thalassemia, mientras que por otro
lado algunas personas que habitan el Africa poseen el gen-
especifico sickle-globina que los protege contra la malaria, ésto es

lo que se conoce como una ventaja selectiva (ver Friedman, Dill,
et.al. (1992)).

1.5 Clonaje de secuencias.

El proyecto genoma es un proyecto que involucra tanto el
clonaje, como el secuenciamiento y armado de las moléculas de
ADN, pata que sobre ia marcha se vaya descubriendo el
funcionamiento de cada una de las secuencias que se pudo
decodificar. A partir de ahora este trabajo se enfocara por completo
en lo que se refiere a los pasos a seguir dentro de este proyecto a
gran escala.

-——-El clonaje-es apenas el primer nivel de! problema y su
resultado forma el pilar del proyecto mencionado. Si bien el
término clonacién ha sido muy utilizado para difundir a la muy
conocida oveja “Dolly”, el clonaje se habia visto desde hace tiempo

y desde otra perspectiva. Clonar significa reproducir de forma
asexual una linea de c€lulas, organismos o determinados segmentos

de A.D.N. para que se obtengan réplicas genéticamente iguales al
original.



En general, ¢l proceso de clonacion se puede dividir en cuatro
pasos basicos, los cuales son:

1. La fragmentacion del A.D.N. de un organismo sin afectar
genéticamente al gen de interés que se quiera clonar. Existen
diversas formas para la realizacion de los cortes de un gen, la mayor
parte de ellos son de manera aleatoria, aunque desde 1970 con el
descubrimiento de las enzimas de restriccion se pudieron hacer
algunos avances, ya que este tipo de enzimas llegan a reconocer
determinadas secuencias y cortan el gen en donde encuentren la
secuencia que se desea (ver Suzuki y Knudtson, (1989)). El objetivo
principal de esta parte del clonaje es el de dividir la molécula de
A.D.N. poco a poco hasta quedarse con fragmentos mas pequefios y
manejables.

2. La combinacion del fragmento de A.D.N. con un vector
genético. Una vez que se tienen estos fragmentos se deben escoger
aquellos que se deseen clonar, los cuales se conocen como genes
aislados, se¢ une este A.D.N., fragmentado que contiene el gen
aislado con el ADN. de un vector genético u hospedero
(comunmente es el A.D.N. de un virus o una bacteria), de esto se
obtiene como resultado una molécula nueva de A.D.N., la cual es
llamada recombinante.

3. Cultivar las moléculas recombinadas en un
hospedador. Esta molécula de AD.N. recombinante unida al
vector genético es transportada posteriormente al tubo de ensaye en
el cual se recombiné a un hospedador, que es un medio de cultivo,
donde se replicara.

4. Selecciéon de réplicas. Se seleccionan las réplicas del
hospedador, que ahora se conocen como clones, que hayan
producido la molécula de A.D.N. recombinante que contenia el gen
especifico que se deseaba. Algunas veces las moléculas se pueden
expresar con colores diferentes al que presenta en general el
hospedador, indicando asi que tiene la posibilidad de producir la
proteina que codifica para el gen especifico que fue insertado en el
hospedero.



Este proceso un tanto largo y tedioso también se conoce
como la técnica del A.D.N. recombinante y es el que se ha estado
utilizando como primer paso para el descubrimiento de mapas
genéticos de varios organismos multicelulares. En definitiva, el
hecho de realizar este proceso una y otra vez hasta que no queden
dudas de las localizaciones del gen especifico lleva a pensar que el
trabajo del genetista en su laboratorio es bastante forzoso y que
debian existir formas mas rapidas y eficientes para la realizacion de
este proceso.

Es importante mencionar que el objetivo principal de este
método es el de no afectar en modo alguno a los genes cuando se
parten en pequefios fragmentos, aunque de todas formas durante el
proceso se puede dar lugar a mutaciones que no pueden evitarse,
como puede llegar a suceder durante la traduccion, crando se
sintetiza la proteina, o bien durante la mulitiplicacién del A.D.N.
cuando se encuentra en el hospedador (ver Fig.1.6).

CHula humans

Remover A.TEN

-M

<«

Cortar con
\"‘ 'ﬂ enzimas  de
W  restriccién

Juatar A.D.N. de 11 célula
‘numana y gct nospeaere.

Crecer en on medie de
Tultivo 143 célulns (hospedadoras) con
ADN, recomblname

Fig.1.6 Proceso de la recombinacion de A.D.N.

1.6 Secuenciamiento de A.D.N.

El secuenciamiento, también llamado decodificacion, es el
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proceso mediante el cual se intenta conocer el orden de las bases de
la secuencia de A.D.N. reproducida en el paso anterior (clonaje)
para que de este modo se pueda obtener el codigo del gen en
especifico.

Una vez que un clon en particular ha sido seleccionado para
la secuenciacion, es necesario partirlo en subclones mas pequefios.
Existen principalmente dos estrategias para generar subclones para
el secuenciamiento: la estrategia aleatoria, mucho mas rapida, es
en donde la molécula de A.D.N. es rota en fragmentos de forma
aleatoria, de este modo la secuencia tiene puntos de partida y
orientaciones aleatorias; la estrategia dirigida es mucho mas lenta
pero se puede decir que mas segura, en esta estrategia se utiliza la
informacién de una secuencia anterior para generar el signiente
subclon de tal forma que coincidan en un 25% ¢ 50% con respecto
al subcién anterior (ver Churchill(1995)).

Se pueden determinar cientos de bases de los subclones de
una simple reaccion de secuenciamiento. Existen dos métodos de
decodificacion de A.D.N.: el método de Maxam y Gilbert (método
quimico de decodificacion) y el método de Sanger (metodo
enzimatico de decodificacion), (ver Maxam y Gilbert (1977) y
Sanger (1977)). Inicialmente, las moléculas de A.D.N. eran
secuenciadas con el método de Maxam y Gilbert, pero debido al
desarrollo que ha tenido el método enzimatico, ahora lo convierten
en la mejor opcion para la mayor parte de los problemas de
secuenciamiento. La aplicacién del método quimico se utiliza ain
para el estudio de las interacciones entre el A.D.N. y las proteinas,
asi que habria que darle su importancia. Después del
secuenciamiento de los genes se lleva a cabo lo que se puede llamar
una inferencia empirica de la secuencia decodificada. No obstante,
dado que se pueden originar fallas durante este proceso la secuencia
empirica representara la secuencia verdadera, pero puede tener un
cierto nimero de bases donde no coinciden (ver Zachary (1998)).

En términos generales el proceso de secuenciamiento se
desarrolla de la siguiente forma:
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1. Una vez que se tienen clonadas las moléculas de A.D.N. y
escogido el gen especifico que se quiere determinar como
recombinante, se introducen estos fragmentos en cuatro reacciones
distintas con propiedades tintéreas por separado de tal forma que
estas reacciones producen que el final de cada fragmento de A.D.N.
termine en una base determinada: la adenina (A), la timina (T), la
guanina (G) y la citosina (C). Cada una de las bases tendra un color
diferente y de esta forma se podra reconocer a una base de otra. Asi
cada reaccion tiene copias parciales del gen que termina en cada
base en un color distinto (ver Fig. 1.7).

Banda de molécula de A.D.N.
con secuencia desconocida,

En czda tubo las eazimat de restriccién
corian en [a base que les corresponde

Adenina Timina Citocina Guanina

Fig.1.7 Fragmentacién del gen finalizado en cada base.
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2. Cada una de estas reacciones, en donde se encuentran las
moléculas de A.D.N., con sus finales en cada base, se introduce en
un gel llamado de electroforesis, posteriormente se les aplica una
corriente eléctrica para producir una reaccién.

3. Las moléculas del A.D.N. se moveran a través del gel y
dependiendo de su tamafio se aglutinaran en algunos lugares, para
esto se debe tener una cantidad considerable de fragmentos del
mismo tamafio que terminen en una determinada base, en cierta
posicion, para que de esta forma se puedan detectar las huellas de la
secuencia de A.D.N. Como los cortes en la secuencia de A.D.N. son
aleatorios, es posible que para algunos tamafios no se tenga un
numero suficiente de fragmentos (entonces se tiene una falla, que se
Hamara una mutacién, donde una base es borrada). Los fragmentos
mas pequefios se moveran mas rapido, y de este modo se pueden
observar las posiciones en las que se encuentra cada base por
separado de una sola secuencia de A.D.N. cortada en fragmentos
pequefios (ver Fig. 1.8).

A C G T Una vez hechos los cortes con Ias enzimas de
resiriceidn, s¢ obtiene una mezcla de

Y \ diferentes tamafios, cads una terminando en
TA _\/[ \\//\ > una base especifica,
R AR
4

Una vez que pasan las bandas

por ¢l gelde  electroforesis,
e -/%‘ las moléculas se dividen por
tamano, 1as mis pequefias corren
== P mis ripido a traves del gel,
O v - ®
Se lee por medio de un lectar dptica
3
—— E La lecturs se realiza de
— c abajo hacia arriba.
—— ] En esie caso ln secuencia os:
— $' -ACAGTCCC. -3

Lz

5
Fig. 1.8 Secuenciamiento del gen utilizando el ge de electroforesis.

4. Una vez hecho esto, la secuencia que queda dibujada en el
gel de electroforesis se pasa por un lector optico para que capte la

23



inayoi caniided de Dases en ei gel, precisamente por esta razén es
que se requiere la mayor cantidad de fragmentos del mismo tamafio
que terminen en la misma base, ya que la precision del lector sera
aun mejor. Puede suceder que una o mas bases de la secuencia no
sean detectadas, posiblemente por falta de fluorescencia de las
bases, y por lo tanto no son incluidas en el secuenciamiento. En este
caso, se dice que ocurrié una mutacion (delecion), o bien, por
errores de lectura una base puede ser sustituida por ofra
(sustitucién) o una base ser insertada (insercién) (ver Fig. 1.9). Por
ejemplo, para el caso de mayor grosor de linea se supondria que en
esa posicién lo mas seguro es que exista la base indicada, no
obstante, podria pasar que esta misma linea impida verificar que en
el lugar de una sola base finalizada haya dos (insercion) en donde
existe un espacio vacio (delecion) (caso (3) y (4)). Por otro lado,
las lineas punteadas significarian muy poca precisién, ya que no se
estaria completamente seguro de la existencia de una base o de otra
(caso (1} ¥ (2)) y se incurriria nuevamente en una insercion.

O

° | EHHI\,HI I‘I' I!
T
AT

Direcci6n de la lectura.

Fig.1.9 Forma de una secuencia de A.D.N. una vez observada por lector optice
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Es un gran triunfo el saber que después de todo este tipo de
procesos se haya llegado a algo, ya que se dio a conocer el mapa
genético de la bacteria Esclerichia Coli. En definitiva este es un
paso gigantesco, ya que esto nos motiva a pensar que con el
proyecto genoma se pueda llegar a hablar dentro de unos cuantos
anos (de hecho se tiene como meta el afio 2005) del mapa genético
del humano. Conocer con precision la localizacion y decodificacion
de cada uno de los genes de nuestro organismo y de este modo tener
aplicaciones diversas a la salud y a la tecnologia en general.

Dentro de los problemas que enfrentan estos procesos de
secuenciamiento se encuentra el hecho de que el trabajo en los
laboratorios llega a ser tardado y a veces poco confiable, ya que
muchas veces no se tiene seguridad completa de que el gen
especifico que se utilizé para clonar y después decodificar sea el
mismo y no tenga mutaciones, lo cual conlleva a la realizacién del
proceso repetidas veces hasta asegurar el menor margen de error
posible.

Una vez que se tienen secuenciadas por medio de un sensor
optico cada una de las bases se debe proceder al armado de las
secuencias.

1.7 Armado de las secuencias.

Se puede decir que este es el proceso crucial dentro de este
analisis; ya que en el armado de los fragmentos del gen serd donde
se utilice la inferencia para deducir qué base estd en cada una de las
posiciones en la secuencia de A.D.N. Dentro del armado de las
secuencias es en donde se pueden ver aplicaciones claras a la
estadistica, probabilidad y procesos estocasticos, ya que ahora se
empezara a hablar de variables aleatorias que se quieren ajustar, de
ser posible, a una distribucién de probabilidad.

Una vez que se tienen decodificadas las bases de la secuencia
de A.D.N. se procede a armarla. Como se mencioné¢ anteriormente,
los cortes de los clones se realizan por lo general en forma aleatoria,
ya que es un método més ripido. No obstante, por esta razén no se
tiene seguridad alguna del lugar que ocupa dentro de ia molécula de
A.D.N. cada fragmento del gen. Lo que se hace en la practica es
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acomodar ios fragmentos dependiendo de su incidencia, es decir,
acomodar de tal modo los fragmentos de A.D.N. (como se repiten la
mayor parte de los experimentos existe evidencia para poder
compararlos) para que se puedan observar en un solo plano
claramente (ver Fig.1.10), y de este modo poder inferir la base mas
probable en cada posicién. Una vez que se tiene la mayor parte de
la secuencia de A.D.N. es comiln que se tengan pequefios vacios
entre fragmentos. Lo que comlnmente se hace es una combinacion
entre las dos estrategias mencionadas anteriormente (aleatoria y
dirigida), es decir, se corta en forma aleatoria y después de armar
los pedacitos se usa la estrategia dirigida para llenar los huecos que
puedan aparecer durante el armado de la estrategia aleatoria. La
figura denota a la secuencia verdadera en la parte superior de la
tabla y a la observada por el lector optico en la parte inferior y
donde N denota que no fue posible saber qué base se encuentra en
esa posicion y — denota un espacio vacio.

ATCGCGTGG-TATCCCT-A-TGAAT

C T-A -T
ccC
T

[oRe N}
OO Z

A
T A
GA -TAAAT
TG G A
TGAA
G-TA AC

9]
]
b

>
i

AT -G T
TGG-TA

AT-GTGGATANCCCTNA-TAAAT

Fig. 1.10 Armado de la secuencia de A.D.N.

Dentro de el armado de las piezas de un rompecabezas hay
que ser en extremo precisos para que el resultado que se obtenga
sea el esperado, esto es lo mismo que sucede con las moléculas de
A.D.N., hay que ser en extremo precavidos y cometer el menor
error posible para que éstas no tengan repercusion posterior.

En el proximo capitulo se hablara de forma mds extensa de

los métodos probabilisticos y estadisticos por medio de los cuales se
puede tener un acercarmiento mas veraz del proceso de clonaje,

26



secuenciamiento y posterior armado de moléculas de ADN,
minimizando lo mas posible el error intrinseco en estos procesos.
De ahora en adelante se considerard que la secuencia ha sido
armada y se trabajara con la secuencia final obtenida en todo este
proceso,
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Capitulo 2.

Resultados Preliminares.

“Ast como la luz se manifiesta a simisnay a la osaericlad, laverdad es la madida de si misma
. ydel eror. ©
Spinoza, Etico, P.IIT Prop.43

2.1 Introduccion.

Como se vio en el capitulo anterior, gran parte de los
proyectos realizados para encontrar las bases fundamentales de la
aparicién de la especie humana tienen que ver en gran medida con
los métodos de secuenciamiento de A.D.N. Cabe recordar que los
métodos de Sanger y de Maxam & Gilbert son los mas utilizados en
este momento para este efecto. No obstante, se puede pensar que
este estudio no puede ser fructifero si no hay forma de medir la
confiabilidad de la informacion que poco a poco se van obteniendo
con los métodos mencionados.

F1 estudio de las secuencias de A.D.N. es amplio en términos
estadisticos y se puede considerar que se ha venido avanzando
desde hace mucho tiempo en este tdpico. Existen métodos
novedosos para el estudio del secuenciamiento hecho a las cadenas
de A.D.N., la mayor parte de los cuales se basan en la utilizacion de
algoritmos  probabilisticos que incluyen  probabilidades
condicionales para el calculo de las probabilidades de aparicion de
determinados segmentos de A.D.N. en cada secuencia que se quiera
predecir.
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A continuacidn se dara uila eaplicacion acerca de ios métodos
que se utilizan para analizar el armado de las secuencias de A.D.N.
para posteriormente englobarlos en un tnico método utilizando para
esto una aplicacion en la practica.

Este capitulo se organiza de la siguiente forma: en la seccion
2.2 se presentan algunos resultados elementales de probabilidad y
estadistica para hacer mas accesible el lenguaje manejado a través
de este trabajo. La seccidn 2.3 presenta una introduccion al tema de
los procesos estocasticos, que se utilizaran mas adelante en la
construccion del modelo en el Capitulo 4, posteriormente se trata el
tema de la funcion de verosimilitud en la seccién 2.4 como una
introduccién a la seccién 2.5, que trata al respecto del método de
méxima verosimilitud, un proceso muy util para encontrar
estimadores. Y por ultimo, la seccién 2.6 es dedicada a un ligero
andlisis de métodos de aproximacién al maximo de la funcion de
verosimilitud  utilizados comiinmente cuando se tienen
observaciones completas.

2.2 Resultados Elementales,

L.a estadistica es una ciencia experimental. Trata de ordenar,
estudiar y predecir el comportamiento de ciertas caracteristicas de
los elementos de un conjunto que existe en la naturaleza. Para este
estudio se utilizan principalmente fundamentos provenicntes de la
teoria de probabilidad.

Dentro del area estadistica se encuentra la inferencia
estadistica: ¢l que a partir de ciertos datos de la poblacién que se
quiere estudiar se trate de averiguar la funcion de probabilidad que
los rige o alglin otro aspecto de nuestro interés; tema que se tratard
con mayor profundidad en la seccién 2.4.1.

Se comienza dando algunas definiciones que serdn ftiles para
entender con mayor claridad el avance sobre el capitulo.

Definicion 2.1 Se llama espacio muestral asociado a un

experimento, al conjunto de todos los resultados posibles de dicho
experimento. En general se indica este conjunto por Q.

30



Ejemplo:
(i) Q={w:® = las bases de la pirimidina (T y C) y la purina (A
Yy G)} ={T, A, C, G}

(i) Q={o:» = los diferentes tipos de aminoacidos}

= {Alanina, Arginina, Asparagina, Acido aspértico,
Cysteina, Glutamina, Acido glutaminico, Glicina, Histidina,
Isoleucina, Leucina, Licina, Metionina, Fenilalanina, Prolina,
Serina, Treonina, Triptophano, Tirosina, Valina}

Definicion 2.2 Un evento es cualquier subconjunto del espacio
muestral Q.

Por ejemplo, si el espacio muestral fuese Q = {AA, AT, AC,
AG, TA, TT, TC, TG, CA, CT, CC, CG, GA, GT, GC, GG} y se
esté¢ interesado en el evento A = las secuencias formadas
inicamente por purinas, se obtiene que AG y GA cumplen con esta
condicidn y decir que el evento “las secuencias formadas solamente
por purinas” ocurre, es lo mismo que decir que el experimento tiene
como resultado uno de los elementos del conjunto {AG, GA}.

Definicion 2.3 Una o-algebra T en un conjunto Q es una ciase de
subconjuntos de Q que cumplen las siguientes condiciones:

i) @3 vy Qed

(i) SiBj, By, ... € I entonces VB e 3

(iii) SiBe 3 entonces B°=(Q\B)e J

donde @ es el conjunto vacio, B° es el complemento del

subconjunto B y (\ B indica el conjunto £2 sin los elementos de
B.

Por ejemplo 3 = {@, Q} es la o—dlgebra més trivial.

Definicion 2.4 Una variable aleatoria (sobre Q) es una funcion X
que asocia 0 €2, a un valor X(o) donde X{®) es un nimero real.
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cjempio:

Témese a Q = {w : ® = distintos tripletos formados por las
bases A, C, G y T} donde Q contendra a 64 distintas
combinaciones, ahora defina a cada una de las bases con un
nimero, es decir, A=1,C=2,G=3yT=4yaX la variable
aleatoria cuyo valor para cualquier elemento de 2 es el valor que
resulta de sumar los valores de las bases de cada tripleto, es decir:

X(TTT) =12, X(TTC) = 10, X(TTA) =9, X(TTG) =11, ...y
asi sucesivamente.

Definicién 2.5 Un espacio de probabilidad finito esta formado por
un conjunto finito no vacio €, una o-algebra 3 y una funcién P() :
3 —[0,1], llamada una funcién de probabilidad.

Definicion 2.6 La funcion de probabilidad P(-) es una funcién, en
la familia 3, de eventos del espacio muestral Q que satisface:

i)y P@=0 y PO)y=1
(i) SiBcQ) entonces P(B)20

(i) P(DUB) = P(D) + P(B) si los eventos D y B son mutuamente

DnB=g&

(iv) Si By, By, ... son tales que B; ~ B;= @ para 1 # j, entonces

"Definicion 2.7 La probabilidad de que un evento ocurra B < Q estd
dado por P(B) = Z,es p(0). Donde p() es una funcién de
probabilidad sobre €. Si B = {w} entonces se tiene un evento
elemental y P(B) = p(®).

Definicion 2.8 Sea H un evento tal que P ( H ) > 0. Para cualquier
evento B defina la siguiente probabilidad
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PB|H= P(BNH)
P(H)

es llamada la probabilidad condicional de B dado H.
2.2.1 Teorema de Bayes.

La formula de Bayes expresa la llamada “probabilidad de las
causas” y resuelve el problema de que suponiendo que un suceso D
puede producirse como consecuencia de cualquiera By, By, ..., B,
sucesos y sabiendo que D se produjo, averiguar cuil es la
probabilidad de que haya sido por causa del suceso B, o bien,
formalmente:

Teorema 2.1 Sea B;, B;, ..., B, una serie de sucesos del espacio
muestral (3, donde P(B;)>0,i=1,2,..,n,secumple BN B;=9, i
# ] y ademas U B;= Q. Para cualquier evento D < Q, con P(D) > 0
sucede que '

P(BiD)= _ PB)IPDIB)

> P(B,)P(D/B))

=

Demostracion:

Dado que P(D) > 0 se puede utilizar la Definicién 2.8. Entonces se
puede escribir

P(BID)= P(DAB) = P(B)P(DIB) f2.1)
P(D) P(D)

la iltima iguaidad porque

P(DB) = P(DNB;)
P(By)

entonces
P(DNB;) = P(B;) P(DB)
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n

dado que U B;= Q) se tiene
i=I

P(D)=P(D N Q)=PD N ;ﬂsj))
= P( .\nJI(Dr\Bj)) = ;JIP(DA B)  ..(22)
)= 1=

la Gltima igualdad porque, dado que B, Bj= @ para i # j se tiene
que {(DB;) N (DMB;) = @ para i # j, ademas se tiene que para B,
By, ..., B, disjuntos

n 1

P(UB)=ZP(B)

Por lo tanto de (2.1) y (2.2) se tiene:

P(D N B; P(B) P DiB;

popy- POOB) @) FOB)
S P(DAB,) 3 P(B )P(D/B,)
I =

n
Definicion 2.9 Se dice gue # variables aleatoriaz Xj,.. X, tienen
una probabilidad discreta conjunta si el vector aleatorio (Xj,..,X,)
puede tomar solamente un nimero finito o una sucesion numerable
de valores distintos posibles (x;,...,x,)} en R".

Definicion 2.10 La funcion de densidad de probabilidad conjunta
- deX,,...,X, se define.como la funcién ftal que un punto-(xj,...,x,) en-
R" cumple

S ax) =P, =x. X, =x,., X, =x,)
en notacién vectorial, se dice que el vector aleatorio X tiene una
distribucion discreta y que su funcién de probabilidad en un punto x

e R" esta dado por:

Jfx)=P(X=x)
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donde X = (X),....X,), X = (x1,...%,) Yy P(X =x) = P({oe Q: X(0) =
x}) y para cualquier subconjunto D < R" sucede que P(X €D) =

Ex € Dﬂx )

Definicién 2.11 Se dice-que n variables aleatorias Xj,...,X,, tienen
una probabilidad continua conjunta si existe una funcion no
negativa f definida sobre R" tal que para cualquier subconjunto D —
R" sucede que

Pl(X,,.. X,y € D= [ £ (6,0, ), .,
D

La funcién f se denomina la funcion de densidad conjunta de X ...,
X,. En notacién vectorial, flx) denota la funcion de densidad
conjunta del vector aleatorio X y lo anterior se puede escribir de la
siguiente forma :

PiXeD]= | f(x) dx
donde X = (X,,....X.), x = (x1,....%,) ¥ dx = dx; dx; ...dx,

Definicion 2.12 La funcion de distribucion conjunta de n variables
aleatorias independientes X;,..., X, se define como la funcién F : R"
— [0,1] cuyo valor en un punto (x;,...,x,) del espacio n-dimensional
R" esta dada por:

F(XponX,) = POX, S, X, €%y X, €x,)
= Y P(X, <x)..P(X,Sx,)

¥y ¥ )=y, Sxyiml o}

[ZP(X =¥ } {ZP(X y,,)}

Y153 ¥ S,
si X es una variable aleatoria discreta, i=1,2,..,n vy

PGS0, Xy S50 X, €50 = [ [ O )by dly,

n SIl Yo 5X,
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si X; es una variable aleatoria continua, i=1,2,...,n.
Algunas propiedades de la funcién de distribucién conjunta son:

1) Fesuna funcion no decreciente

2) limF(x)=1  donde x —> co significax; >0, i=12,. ,n

Xapm

3 limFx)=0

X

4) F(x) es continua por la derecha, es decir
lim F(x) = F(x,) dondex — x; significaque x, > x, bajo

la condicién de que x, > x,

Si se conoce la densidad conjunta de » variables aleatorias
XpeuX, entonces se puede obtener la distribucién marginal de
cualquier variable aleatoria X; a partir de esta densidad conjunta.

Definicion 2.13 La funcion de densidad marginal f; de X, para
cualquier valor x; esta dada por:

Jix)= j j j"'j.f(xl"“’xr'—l’xf’xr'ﬂ’""xn)dxl”'drl-ldxifl"‘dxn

Ko B Xy Tl

para el caso especifico de una densidad de probabilidad continua, y
la funcion de densidad marginal f; de X, para cualquier valor x; estd
dada por

__j;(x,.) = ziz ZZ} (x:s---=xi;1;£:xma---axnr)i

Tie) T X,

para el caso especifico de una densidad de probabilidad discreta.
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2.3 Cadenas de Markov.
2.3.1 ;Qué es un proceso estocastico?

Un proceso estocastico es una sucesion de variables
aleatorias con valores en un mismo conjunto E < R. Se puede
describir un proceso de la siguiente forma: se toma una familia de
variables aleatorias {X}, en un mismo conjunto llamado espacio de
estados donde X, mide, en el instante ¢, el aspecto del proceso bajo
consideracion.

Por ejemplo: X, podria ser el numero de personas que llegan a
hacer cola en el instante ¢ en la caja de un supermercado, conforme
transcurre el tiempo el nimero de personas aumentara o disminuira,
siendo atendidas por la encargada de la caja, y dependiendo de si
llega una persona a formarse en la cola el valor de X, aumentara en
1, por el contrario si la persona ya fue atendida, se va y no ha
llegado nadie, el valor de X, disminuird también en una unidad. Es
decir, en cualquier instante ¢, X, toma valores de! subconjunto
0,1,2,...; v ¢ puede ser cualquier valor en el tiempo, o bien, del
subconjunto (- ,0). Los valores que puede tomar X, son ltamados
sus esfados y los cambios en el valor de X, reciben el nombre de
transiciones de sus estados. Lo que se acaba de describir representa
la base de la elaboracion de un proceso estocastico de una cola que
incluye intervalos aleatorios entre las llegadas de las personas a la
cola y periodos aleatorios en el punto de servicio. De este modelo
sencillo se derivan una cantidad diversa de modelos mas
complicados.

Se puede observar que un proceso estocasticoe se encuentra en
varias partes, en cualquier proceso que comprenda variabilidad al
azar con el transcurso del tiempo: en la conservacion de las especies
naturales, en geofisica se han usado para predecir la magnitud y
localizacion de los terremotos y en la industria para predecir las
duraciones de una huelga.

Un proceso estocastico es una familia de variables aleatorias
{X,} donde ¢ es un punto en el espacio parametral 7, y en donde
paracada¢ € 7, X, es un punto en un espacio E, llamado espacio de
estados. Ahora bien, la teoria de la probabilidad considera de interés
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eslabiecer ias reiaciones enire ius X, paia los difc
fijos de ¢.

2.3.2 Introduccion a las cadenas de Markov,

Definicién 2.14 Un proceso de Markov es un proceso estocastico
{X,:t € T g (-0 } para el cual, dado el valor de X, la
distribucion de X, (s > f) no depende en forma alguna de un
conocimiento de X, (u < ¢), es decir, el comportamiento del proceso
en un tiempo futuro, cuando se conoce el estado presente del
proceso, no se altera por el conocimiento adicional acerca de su
comportamiento pasado. Esto se traduce, formalmente, de la
siguiente forma, para

h<A <o < << <ty
se tiene

P(X, X, 1 X, = Xgp Xy, =%) = P(X, son X, [ X, =X,)
es decir, si se tiene

o< 1< 1< ...< t,<t<t
entonces

P(X, =x/ X =xp...X, =x,X,=y)=PX,=x/X =)

conx, y,x € E,i=10, ..., n lo anterior se conoce como propiedad de
Markov.

Definicion 2.15 Una cadena de Markov discreta es un proceso de

-—Markov X.= { X;,: n €.T }.con un espacio de_tiempo discreto T =

{0, 1, 2, ...} y un espacio de estados E finito o contable infinito,

Las probabilidades de transicion de una cadena de Markov
pueden o no ser independientes de n. Si la probabilidad de
transicion, denotada por Pj; es independiente de n entonces la
cadena de Markov se dice que es homogénea en el tiempo (o tiene
probabilidad de transicion estacionarios) y se tiene que
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Pt = P(X = J1 Xy =0)= P(X o, = J1 X =1)
tomando a n’ cualquier paso en el tiempo, con i, j € E. Y se escribe

(n,n+m) __ p(m
BT =,

donde {P,-J-(’") : 1, je £} es llamada la matriz de transicion en m
pasos.

Para m = | se tiene que { P;:i,j €E } es llamada la matriz de
transicion de la cadena X. Indiquese por P = {P;: i, ) € E} a esta
matriz de transicion. La cual es de N x N si £ es finito y tiene N
elementos. Si E es infinito entonces la matriz P es infinita. Todas
las entradas de la matriz P deben ser no-negativas y

jeE

de este modo se dice que P es una matriz estocdstica.

Asimismo se considera una distribucion de probabilidad
inicial sobre £, my (+), que es una coleccidn de nimeros no negativos
o= {np (i) ;1 € E} que suman uno, es decir Ty () =P (Xp =) es
tal que

0<mp(i)<1 vparatodoie E y Zmy(i)=1
ieE

La sucesion aleatoria X es llamada una cadena de Markov
con matriz de probabilidad de transicion P y distribucién inicial m,.
I.a definicion de X especifica que xp es tomada en E dependiendo de
la distribuciéon de probabilidad ny y que si x, =i y si X es
homogénea en el tiempo entonces x,:; = j con probabilidad Py,
independientemente de los valores que X, asuma param <n,

A tiempo discreto, la posicion en el espacio de estados del
proceso, llamado el estado de la cadena de Markov, es registrada en
cada unidad de tiempo, mientras que en tiempo continuo el estado
es observado continuamente,
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A continuacién se muestra que 7p y P determinan
completamente la distribucion conjunta de n valores sucesivos de la
cadena de Markov.

Lema 2.1 Paratodon=0 y ig1iy,...,1, € E, setiene

P(X =iy, X, =i s X, =0,) =0, ()P, Py oo P

Demostracion
(1) Se demuestraparan=1,
P(Xy =i, Xy =)= P(X, =i /X, =i))P(X, ="o)=“o(fo)me

(2) Se supone cierto paran =k

P(Xy =ip, X, =iy X, =0)=0(i)P P ..P

[ U R TS
Y se demuestra para n = k+1

PXy =i, X =iy Xy =) = PX o =0, 1 X =0, K =, Xy = 1)
PXy =i XEi X, =0)
(i)
=P(X, =i /Xy =i Xy =14p)
’To("o)ﬁaf,“-ﬂ_.:.
(2, N .
- T T =P =Y, Eﬁ)“o("o)ﬁ;ﬁ
= Rolig)Py P,

iy [T Y

Sl

(1) Por hipoétesis de induccion.
(2) Por propiedad de cadena de Markov.
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Definicion 2.16 Sea P una matriz de transicién en el espacio de
estados E. La matriz de transicién P es irreducible si es posible que
una cadena de Markov con matriz de transicion P pueda moverse de
cualquier estado i a otro j en un tiempo finito. Una cadena de
Markov con matriz de probabilidad de transicién P se dice que es
irreducible si su matriz P es irreducible.

El modelo de cadenas de Markov se utiliza mas adelante, en
el Capitulo 4, para modelar el comportamiento de las secuencias de
A.D.N. Para tener esto un poco mds claro, recuerde que en el
método de secuenciacién de A.D.N. se pasaba a través de un gel de
electroforesis una corriente eléctrica que hacia que los pedacitos de
cromosomas con terminaciones en las bases A, T, G y C corrieran
sobre el gel y se ubicaran en una posicion determinada, de tal modo
que al pasar un lector dptico se podian observar las posiciones de
las bases (ver Fig.1.9). No obstante, puede suceder que uno o dos
pedacitos del gen no se noten claramente, lo que induciria al
“ruido”. Este tipo de alteraciones puede ser estimado por medio de
el método de cadenas de Markov Ocultas.

Existen dos posibilidades para el uso del método. Una de
ellas es considerar que la cadena de Markov modela la sucesion de
bases en la secuencia de A.D.N. En este caso se considera que la
posicién de las bases sea {X\}i-p una cadena de Markov, una vez
utilizado el método de electroforesis. Ahora bien, como intervienen
varias variables que pueden afectar nuestra observacion se toma en
cuenta que lo que observa el investigador es una sucesion {¥}ieo
(la cual se ve afectada por el ruido). El caso en que X, = ¥,; parak 2
0, vendria siendo el estado en el que no se encuentra oculta la
cadena de Markov {Xi} 0, €s decir, [0 que observa el investigador
es exactamente igual a la secuencia de A.D.N., en cuyo caso no
existe ningun tipo de ruido.

Otra posibilidad es suponer que toda la secuencia es un
estado de la cadena de Markov y modelar por cadena de Markov las
posibles modificaciones (mutaciones) que pueden ocurrir en una
posicién especifica. Acerca de esto se habla de forma mas extensa
en el Capitulo 4 donde se considera esta situacién para modelar la
secuencia de A.D.N. que se obtiene después de su armado.
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2.4 La funcion de verosimilitud.

Dentro del analisis que se lleva a cabo en este trabajo sera de
vital importancia manejar claramente el concepto de verosimilitud.
La verosimilitud de un modelo es una funcion que depende de los
datos observados y de los parametros o distribucion que los rige,
asimismo, provee una medida comparativa de que tan bien se
pueden predecir las observaciones que ya se han realizado una vez
que se tienen los modelos. La funcién dc verosimilitud es vista
como una funcidn de los pardmetros del modelo dado que los datos
son observados y lo que se quiere es estimar los parametros que dan
origen a las observaciones.

Para empezar se dard una introduccién al principio de
verosimilitud para posteriormente pasar al concepto de maxima
verosimilitud como tal.

2.4.1 Principio de verosimilitud

Definicion 2.17 Cualquier caracteristica con valor desconocido de
la distribucion que genera los datos experimentales se llama
pardmetro de la distribucion. En general se denota el parametro por
© (que puede ser un vector o una tinica incdgnita}.

Por gjemplo, paia ¢l caso de un modelo rcgido por la
distribucion multinomial (ver A.3) los parametros que tienen un
valor desconocido, son p; para i = 1, .., k, donde k son los
diferentes resultados del experimento multinomial y p;coni=1, ...,
k son las probabilidades respectivas de los resultados.

"—Asuma que se ha desarrollado un modelo-para-un proceso
fisico y que se desea determinar los valores mas deseables para
algunos pardmetros de este modelo. La teoria de utilizar datos
experimentales para estimar estos parametros es conocida como la
teoria de la estimacion. Dentro de la teoria de la estimacidn, es
importante que al trabajar con modelos se pueda asegurar que se
utiliza un modelo que realmente se acerque a las observaciones. Es
decir, un modelo es mas verosimil o plausible que otro, si al
considerar Unicamente las observaciones bajo la funcién de
verosimilitud los datos son mas probables.

4



Definicion 2.18 Se utiliza la palabra estadistica para describir una
funcion de las wvariables aleatorias con la distribuciéon de
probabilidad con la que se trabaja. La media y la varianza son las
estadisticas mas comunes.

Por ejemplo, para la distribucion multinomial descrita en A.3

n ph .Vz." Ya
P(Y, =y, ..., Yx =)= P]l P;; _p',‘
Vi Y2l !

k
n=1,2,.; 0<p<L;Ip=1; 3=0,1,...n;Zy=n
=

Las estadisticas son la media o esperanza E(y)) =np; yla
varianza Var(y;)) =n p;(1-p)conj=1,2, ., k.

Definicion 2.19 Un estimador 0 para un parametro desconocido @
es una funcion de X, X, ..., X, (variables aleatorias) que representa
a los valores observados bajo el modelo con parametro 8. Se puede

pensar en @ como una variable aleatoria con sus propias leyes de
probabilidad.

Ahora bien, el principio de verosimilitud hace explicito el
hecho de que sélo son importantes los datos actuales observados y
que €stos mismos son los que nos aportan evidencia relevante
acerca del pardmetro que se quiere estimar (ver Florens, Mouchart,
et.al.(1990)). El concepto preciso que existe en el Principio de
Verosimilitud estd intimamente ligado con la funcién de
verosimilitud (Definicién 2.20).

Definicion 2.20 Para datos observados, x = (xj, x3, ..., x), la
funcion L(0) o« f(x;0) considerada como una funcién de 0, es
llamada la funcion de verosimilitud de 0, donde f( - ;0 )es la
densidad de X = (X, ..., X;) bajo el parametro 6.

Por ejemplo, para el caso de la distribucion multinomial, su funcidn
de densidad vendria siendo
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n!p}’nph p:.t
(y30)="1 7
f »inl.y!

y su funcién de verosimilitud se puede considerar como

L(8) oc PP
niyloy!

Note que la diferencia estriba en una constante que no afecta
a la funcién de verosimilitud, ya que ésta sdlo depende del
parametro con el que se esta trabajando.

- E! principio de verosimilitud dice que si dos conjuntos
distintos de valores observados tienen la misma funcién de
verosimilitud entonces se obtendrd el mismo estimador maximo
verosimil 8°de § para ambos conjuntos. Esto se debe al hecho de
que 8 depende de los datos solamente a través de la funcién de
verosimilitud. De la misma forma se tiene que para Li(0) (con i =
1,2), funciones de verosimilitud proporcionales entre si, Li(0) y
L,(8) contendran la misma informacién acerca de 0, ya que son
proporcionales como funciones de 0, sin embargo no es necesario
que sean iguales,

En otras palabrag, como las dos funciones para el
experimento sélo se diferencian por un factor que depende de las
muestras obtenidas de los conjuntos, y no del pardmetro 0, entonces
sucede que ambas funciones proporcionan exactamente la misma
informacion acerca de 0 y se puede tomar tanto a una funcion L,(0)
como a [,(0) indistintamente para calcular la estimacién del
-pardmetro 0; esto es lo que se conoce como el Principio de-
Verosimilitud,

Al hacer inferencia acerca de 0 después de haber observado
x, toda informacién experimental relevante estd contenida en la
funcion de verosimilitud para los datos observados x. Mas aun, dos
funciones de verosimilitud contienen ia misma informacion acerca
de O si son proporcionales entre si (como funcién de 8), y un
estadistico obtendrd la misma informacién de © a partir de
cuaiquiera de las dos funciones de verosimilitud.
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Definicion 2.21 El conjunto © de todos los valores posibles de un
vector de parametros 8 = (0, 0, .., 6) se llama espacio
paramétrico.

Un problema de inferencia estadistica, en rasgos generales,
intenta determinar dénde es mas probable que se encuentre el
verdadero valor del parametro desconocido © en el espacio
paramétrico @, partiendo desde un principio de las observaciones x
y de la funcién de verosimilitud L(9).

2.5 Maxima verosimilitud.

En 1921 Sir R. A. Fisher propuso un método para estimar
parametros y puntualizé algunas razones por los cuales era mejor
método que otros utilizados para el mismo fin. El procedimiento
propuesto por Fisher es llamado de maxima verosimilitud y es
conocido por ser el mas utilizade y conveniente para estimar
pardmetros. El método de maxima verosimilitud indica que debe
examinarse la funcion de verosimilitud de los valores de |a muestra
y tomar como estimados de los parametros desconocidos aquellos
valores que maximicen la funcion de verosimilitud.

El método de estimaciéon de maxima verosimilitud es un
método puntual muy conocido y usado dentro de la inferencia
estadistica clasica. Este método consiste en tomar como estimador
del parametro 6 el valor que haga maxima la probabilidad de
ocurrencia de la muestra dado el parametro desconocido 0. Es decir,
se toma una funcion de densidad f( - ; 0 ) y se extrae una muestra
independiente x;, x,, ..., X,; la funcion de densidad de la muestra
(que es proporcional a la verosimilitud de! problema) serd el
producto:

F(x0)f(x2:0) . f(X230) o LO®) oo, (2.3)

En este contexto se obtendra el estimador ®° para el cual la
probabilidad de haber obtenido la muestra x|, x,, ..., x, sea maxima
y por el principio de verosimilitud se tendrd el valor que maximiza
L(8).
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Dado que L(0) en general es proporcional a un producto de
funciones de 8, entonces para obtener el valor 8" se trabaja con
logZ(0). La funcion logaritmica es creciente, de modo que encontrar
el maximo para L(0) es equivalente a encontrar ¢l maximo para #0)
= logL(8). De este modo el producto de funciones que se tiene en
(2.3) se convierte en una suma y se determina a 0" a través de:

L(O) o &%) &) 1oy gix)
[ [ C

tome L(0) = go(x1) ... go(xn), donde gy(x;) es proporcional a la
funcién de densidad de la variable aleatoria X,

{(0) = log ga(x)) + ... + log ge(xn)
6)= %__Illog g(xi;0) i 2.4)

Observacion. Note que se puede tomar

L(B) =f(x1;0).. f(xy; 0)

€n esic caso

(©)= X log f(x;;0)

y de ahora en adelante se tomara de esta forma a la funcion de
verosimilitud L(0) y la de log-verosimilitud /(8).

Ahora bien, una de las formas de obtener el valor 8" que
maximiza /(8) es derivando la ecuacién en relacion a 0, igualando a
cero la ecuacion (2.4) (que puede ser un sistema de ecuaciones si 8
es multivariado) y se encuentra la solucién 0, lo que se conocera
como el estimador maximo verosimil del parémetro 0 desconocido.

Definicion 2.22 Todos aqueilos puntos x en donde la tangente a la
curva y = flx) es horizontal, es decir los puntos correspondientes a
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las raices £ de la ecuacién f(E) = 0 se laman puntos criticos o
puntos estacionarios de f.

Definicion 2.23 Un estimador maximo verosimil de 8" es un valor
de 6 que maximiza la verosimilitud L(0 ) o equivalentemente la log-
verosimilitud /().

Por ejemplo, para el caso de la distribucion multinomial, para k =3
se tendria
L(8)= R pd-p-p)"
AABY

Donde 6 = (py, p,). Tomando en‘cuenta el hecho de que py + p; + p;
=1, primero se aplica la funcién logaritmo a la funcién de
verosimilitud:

I(8) = log L(®) =y, log p; + y2 log p2 + y3 log (1- p1- p2),

después se obtiene la derivada con respecto al o los parametros que
se quieran estimar, en este caso los parametros son p, y p;, ya que
3 se encuentra en funcién de éstas dos. Derivando con respecto a p,
se tiene

210)_»_
ap, p l-p-p

y derivando con respecto a p, se obtiene

3B _» . _
op, P l-p—-p

Igualando a cero se obtiene un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas:
bl Y3

- =0
pn t-p-p
Yr _ Y3 =0
P, 1-p-p

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene
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y por lo tanto Ps ( % 2 ]
J’|+y1+J’3 yl""}'z"‘ys

2.6 Algunos métodos numéricos de aproximacion.
2.6.1 Introduccion.

Anterformente se vio que la funcién de verosimilitud L({6),
que es proporcional a un producto de funciones de densidades de
las vartables aleatorias f( + ; 8), puede tener una forma en la cual se
dificulte encontrar 8'de forma usual: derivando L(8) con respecto a
0 y encontrar a 8 de forma explicita, o lo que es lo mismo encontrar
solucién a

aue maximice 7{8). Debido a esto se tmhmn con el lacaritmo de i3

jettan Y] = e 1mo

funcmn de verosimilitud /(8) = log L(6). No obstante, esta forma
puede ser todavia dificil de trabajar y no se puede resolver el
problema de forma analitica. Una vez que se encuentra éste
obstaculo lo Gnico que resta hacer es tratar de aproximar el valor de

0" por otros métodos. Y no se piense que esto es poco frecuente, se
presenta en-la mayor parte-de los problemas estadisticos que tengan- -
que ver con distribuciones de probabilidad mas complejas con las
cuales se puede modelar de forma mas precisa algin fenémeno en
particular.
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Existen diversos métodos numeéricos de aproximacion para
estimar parimetros, la mayor parte de los cuales se basan
principaimente en encontrar los ceros de la funcién. Dentro del
analisis numérico se pueden mencionar varias técnicas para
encontrar los ceros de una funcién especifica, como lo pueden ser el
método de Newton-Raphson, los métodos quasi-Newton, métodos
de Newton modificados y el método de puntuacion de Fisher, que
se encuentra dentro de los métodos de Newton modificados y a su
vez su versién modificada utilizando la matriz de informacién
empirica en lugar de la matriz de esperanza (ver Mclachlan y
Krishnan (1997)).

Se explicaran brevemente dos de los mas importantes y,
conocidos métodos numéricos: el método de Newton-Raphson y el
método de puntuacion (scoring) de Fisher; para posteriormente
hablar de forma mas extensa del Algoritmo E.M., el cual es un
método iterativo de gran utilidad.

2.6.2 El método de Newton-Raphson.

Existen diversas formas de explicar el método Newton-
Raphson, no obstante, la forma que se utilizard para dar una idea
general del método sera la explicacion del método grifico, después
de lo cual se adentrara en la construccion del método utilizando una
aproxXimacion por expansion de Taylor para una funcién de variable
real y posteriormente se realizaréd la extension a una funcién en el
espacio n-dimensional.

Comience definiendo a g(-) una funcion de variable real a la
cual se le quiere estimar el valor del argumento que la maximice,
que en el caso que interesa vendria siendo

20) = 240)
50

El método de Newton-Raphson, también Iliamado
simplemente método de Newton es un método iterativo basado en la
aproximacion de la derivada, para el caso real, o el vector gradiente,
en el espacio n dimensional, de la funcién g(-). Notese que el hecho
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de utilizar ia transiormacion de logaiiting s¢ rcaliza pars evitar
cargas pesadas en la computadora, ademas de que la funcion
logaritmo es 1til como transformacion por tener un comportamiento
“bonito” en sentido matematico.

Tomando en cuenta la Fig. 2.1 considere y = g{x) una funcién
con raiz en x* y x, la primera aproximacion a la raiz x*, que debe
cumplir con que la distancia entre x" y x, debe ser suficientemente
pequeiia. Asimismo, la funcién g’(x)) # O paratodo i= 1, .., n, y
g'(x) no debe estar muy préximo a cero para que el método
converja, es decir, no debe haber raices cercanas unas de otras en
términos relativos (ver Fig.2.2).

y=gx

X T ox - glxy)
g'(x)

g(x,)

x
X, X [}

Fig.2.1 Método de Newton-Raphson para g(x} = 0

L L y=gl

Fig.2.2 Case de raices cercanas. (ver Luthe, Olivera, et.al. (1980} Fig. 3-8)
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Como se habia mencionado anteriormente, el método de
Newton se basa en una aproximacién lineal a la funcién g(0) con
que se trabaja para encontrar sus raices o ceros de la funcién, para
lo cual utiliza la linea tangente a g’(0). El primer paso consiste en
trazar una vertical desde la primera aproximacién 8y, que no debe
estar lejos de la raiz 0, hasta encontrar la curva de la ecuacién y=
2(8); por el punto de corte (8, g(6)) trazar una tangente a la curva
g(6) hasta intersectar el eje x, en este punto de interseccion se
tendra la nueva aproximacién @, para 8’ y se repetira el proceso
tantas veces sea necesario hasta que se obtenga una aproximacion
suficientemente confiable a la raiz 8" de la ecuacion. De tal forma
que lo que se obtiene de forma analitica es:

tan ¢ = senoa = g0y = gi(By)
Cos O, (9,—-6))

de donde se obtiene al despejar 0, que

8,=0- g2(8) cong'®y)#0
£'(80)
y de igual forma

0,=06,—- _2(8) cong’®)=0
g'(6))

y de forma mas general

Bk=0i— g(6) cong'®By=0
g (Oxa)

Ahora bien, la otra forma de deducir el algoritmo recursivo
de Newton-Raphson de forma analitica estd basada en polinomios
de Taylor.

Sea g una funcion doblemente derivable en un intervalo (a,b).
Sea 0" una aproximacion a 0, la raiz de la funcién g, es decir
g(ﬂ') = 0, g»(e(i)) #0coni=1,.nly EG("‘”—B‘] sea “pequefia”.
Considere el polinomio de Taylor para g(8) expandido para 6™
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g(8) = g(®™) + (8- 6™") g’(0™") + (8 - 6™’ g"(§(8))
2

donde £(8) se encuentra entre 8 y ™. Como g(87) = 0, esta
ecuacién para @ =8 es:

0=g(0™") + (0" - 6™ 2@y + (8" - 0™y g (¢(8"))
2

El método de Newton se deduce asumiendo que como IB‘ -
i - L = r r
6| es pequeiia entonces el término 6" - 8™V |2 es todavia més
pequefio y se puede hacer:

0 ~ g®™") + (0 - 6" g(8™") de tal forma que
resolviendo para 8” se obtiene:

0 '~ M™Y. g._(e("-l))
g™

lo cual establece el método de Newton-Raphson.

Cabe recordar que se empieza con una aproximacion inicial
0@y se genera la sucesién {6} definida por:

o= g _ gie:"':;) con g’(e("'”) z0para n2 1, ..(2.5)
g'(©e™")

Bajo determinadas condiciones se puede afirmar que el
método iterativo de Newton-Raphson converge al menos
localmente a una raiz de la ecuacion g(8) =0, es decir, que si 0¥ es
la primera aproximacion.a la raiz de g(0) = 0, debe cumplirse que

1. 6 debe estar suficientemente cercana a la raiz de g(6) = 0.

2. g(0) debe ser concava' en el intervalo (a,b) para que se cumpla
la monotonicidad de la funcion,

" para mayor informacién acerca de la convergencia del método referirse a: Luthe, Olivera,
et.al (1980).

'* La definicion de concavidad se encuentra en ei Apéndice A.1
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3. geCi(ab)
4. g'(8)=0

5. £°(8) no debe estar muy proximo a cero, esto quiere decir que no
debe haber raices cercanas unas de otras. En la Fig. 2.2 se
muestra un problema de no convergencia que puede presentarse
al tener raices relativamente cercanas.

Ahora bien, una vez que se¢ ha tratado ¢l método de Newton-
Raphson para el caso real, se realizard una extension para el caso ¢
mas de una variable.

Tomese X un vector aleatorio k-dimensional con funcién de
densidad de probabilidad f{x;0) en R*, donde 6 = (0, 6,, ..., 0)' "
es el vector que contiene a los parametros desconocidos, dentro ¢
la f.d.p. para X. Donde €l espacio de parametros es denotado por .
x = (x, X3, .., X,y denota un vector aleatorio continuo, que
representa a las observaciones.

La funcién de verosimilitud para 0 formada en base a los
datos observados x esta dada por:

L(8)=/(x:0)

como ya se habia visto anteriormente, el estimador de 8 puede scr
obtenido a partir de igualar a cero la ecuacion:

8 L(8) obien de forma equivalentea 8/ 0)
06 00

dendtesea  Mi(x;0)=231(0) = [6 (8),..,0l86 )}‘
o0 26, a0,

Ahora bien, ¢! método de Newton-Raphson utiliza para
resolver (2.6) el aproximar el vector gradiente M(x;0} de la funcion
de log verosimilitud /(8) por una expansion de serie de Taylor lincal
en una vecindad de 0%, 1a k-ésima aproximacion. Considerando:

' De aqui en adelante (x,.x;,...,x,)' denotard a la transpuesta de un vector (x; Xz.....x,).
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o FHO)Y .. U0
ael{klw|ﬂ) ae]ﬂ‘)aenﬂi)

10 x)=-FlogL(0) = -

00 Wagg®! . .
FH0Y,..848)
%“ﬂ!)ml(‘!) wnﬂf)m“(i)
\ Y,
se tiene
M(x;0)~ Mx;0®-1(8%; x)0 -0%) ... (2.7)
o bien

a0 248) FHeY,..,8H8) 8 -6®
a0, ael(k) ml(k)ael(k) aei(!!)mn(k)

281 348) 208y ,...240)
20, aen(k) ae“(k)a)l(k) aen(“)aen(k) gn_en(k)

La matriz I(0 ; x) es llamada la matriz de informacion
observada, que como se puede notar es cuadrada, y debe cumplir
que su determinante sea distinto de cero para poder ser invertible,
condicion que mas adelante sera de mucha utilidad. Para obtener 6
D se iguala a cero la parte derecha de la ecuacion (2.7):

Mx0%) — 1 (0%:x)6 -6%)=0

(oo ((Zuey....248) Y6, -0 (o)
ael(k) wl(\d&'(k} w](k)aenﬂt)

aue) || &xay,..a84H8)
a0 I(k) 69.1(”69;[” aen(k)aen(k) 0, - Bnm 0

\_ AN AN J\_J

donde reagrupando términos se tiene

M(x;0" Y =1(0%; x)(0 -0W)
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3 ( Vs h
al(8) Fi0y,..,240) 8 -0
26 ](k) ae](k)ae](k) ael(k)aen(k)

21(8) FHO),..,8H0)
50 l(k) m“(k)ael(k) aen(k)aen(k) 9,-0 n(k)
Jooo~ AN

_ v

suponga que la matriz de informacioén observada tiene inversa

M(x0®) 1'0%;x)=© -0%)

(k+1)

despejando 6 y haciendo ® =0 se tiene
e =00+ 10O, x) Mx;0%) ... (2.8)
es decir
ey Y 2ue),...2u8) ) (o™ [eo&V
29 l(k) mlik)mltk) ael(i)aen(k}
. . . . )
2i(8) FHe),..,82K0)
a0 |(k) aen(k)m l(k) aen(k}aen(k) 0 l’(k) 0 "(k*l)
A A /

Si la funcion de log verosimilitud es coéncava y unimodal,
entonces la sucesién de iteraciones {6*} converge al estimador
méximo verosimil 8°; cuando la funcién de log verosimilitud no es
concava, ¢! método de Newton-Raphson no garantiza la
convergencia desde cualquier punto inicial, como en el caso de una
sola variable, este hecho también se extiende para el vector 0.

Si bien el método converge bastante rapido al estimador
maximo verosimil (cuando se cumplen las condiciones adecuadas),
un problema con este método es que en cada iteracion se requiere
del célculo de la matriz de informacién (# x »# dimensional) y la
resolucion de un sisterna de n ecuaciones lineales, lo que llega a ser
bastante caro en términos computacionales mientras la dimension n
se vuelve cada vez mas grande.

En determinadas ocasiones este método llega a aproximarse a
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nuntoe cilla v a2 minimoe locales tantn eoma a los maximos, es

decir, no tiene un comportamiento mondtono (creciente o
decreciente).

2.6.3 El método de puntuacion (scoring) de Fisher.

El método de puntuacién de Fisher es uno de los métodos de
Newton-Raphson modificado, en donde la matriz de informacién
observada I(6%™:x) para § es reemplazada por I(6™), la que se
conoce como la matriz de informacién esperada evaluada en 8% o
como se puede encontrar en la literatura acerca de inferencia
estadistica, la matriz de informacién de Fisher (Fisher 1922a), esta
matriz mide el promedio de informacién sobre todas las posibles
observaciones.

La matriz de informacion esperada esta dada por:
1(0%) =- Eo { 1(8"; X)}

donde la notacion significa:

' N
(6, ™) Bof246%)) ... Eg an(em\)‘
ael(k)aelﬂﬁ) ael(k)mn(k)
. ~ , -

.

(0,5 Eo (2409 ... Eo{dne™)
. > 80,%50,% 56,990, %
- o

* Como comunmente llega a ser muy dificil o tedioso calcular
la matriz de informacion esperada para datos independientes e
idénticamente distribuidos, se calcula la matriz de informacién

empirica I.(0; X}, la cual esta dada por:

10 = % (m(xi8) m* (5:6) - n ™ M(x;6) M'(x;6) |

e

Kk .
evaluada en 8%, es decir,

56



LEY;x) = 2 (m(x:8®) m' (5:0%) - n ™ M0 ™) M0 ")
i=
(ver Mclachlan y Krishnan (1997))

donde m(x;0) denota la funcion puntuacidén basada en una sola
observacion x; de la muestra x, es decir:

m(x;0) =0 log flx;0) = (2 logfix;0), ..., 8 log fx;0 )
06 40, 00,

y M(x;0) dada en (2.6), denotada en la literatura como la funcion
puntuacion de la muestra, se transforma en :

M(x;0)= j§1 m(x;;0)

la cual es la estadistica de la funcién puntuacion para la muestra
completa x = (x4, ..., x,). De tal modo que la matriz de informacién
empirica resulta:

n

1032 = L[ mixi0) m'(x:9)] -L [;z;.lm(xj ;e)] [J{pe(xj;e)]

=

para la k-ésima iteracion se tendria

1] n n t
1.0%; x) =% E"(x" 8%y m * (x;; e“")]—l [}: m(x); e“")} [ Z m(x;; e‘“’)] . (2.9)
i=1 n j=l j=1

. * . o
Una vez que se evalia en 6 = 8, el estimador maximo
verosimil, la matriz de informacion empirica se convierte en:

167 x)=Z mix;, 67 m '(x;; 6°)
p

Esto sucede debido a que © es un cero de la funcion
puntuacion m(x;;0). De esta forma, (2.9) es la matriz de informacion
que se utilizara en el lugar de I (8% ; x) en la versién modificada
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dei método de Newton-Raphson, las iteraciones quedarian de la
siguiente forma:

0% =%+ 1,7 (0Y; x) M(x;0 ™)

=0%+1,.7(0%; x) = m(x;;6 )
=1

Otro método muy utilizado para estimar el valor 0 es el
método de Monte Carlo via cadenas de Markov (ver Churchill
(1992)). Este método consiste en construir una cadena de Markov
con ciertas caracteristicas; simular valores de esta cadena por
determinado tiempo y utilizar los valores obtenidos al final para la
obtencién de un valor estimado para 8 . Dentro de los métodos mas
conocidos se encuentran el método de Metropolis y el de Gibbs,
métodos en los cuales no se entrara en detalles para efectos de esta
tesis, no obstante por su importancia se mencionan algunas
referencias para el lector interesado: Gamerman (1997), Gibbs
et.al.(1996) y Ross (1996).

Como e! lector recordara, este capitulo hizo mencion a la
inferencia de estimadores cuando se conocen todas las
observaciones de una muestra, no obstante, en la prictica esto
normalmente no ocurre, por el contrario se llega a carecer de
informacién acerca de la muestra por diversas razones, éste es el
hecho que se tratara de forma tedrica en el capitulo siguiente.
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Capitulo 3.

El algoritmo Esperanza-Maximizacién.

“Pevdonad lo largo de esta aarta, no tuve tianpo de escriber otra mds corta”
Blasie Pascal (1623-1662)

3.1 Introduccion.

Cuando se habla de las secuencias de AD.N. y de los
métodos de armado por lo general se maneja como supuesto que la
secuencia que se observa es la verdadera; no obstante, en la mayor
parte de los experimentos, los datos con que se trabajan no estin
completos, no se sabe cudl es la secuencia verdadera (datos
faltantes) pero se tiene una estimacion de cual es esta secuencia.

De este modo, deben existir métodos que ayuden a encontrar
una estimacion para la secuencia verdadera, suponiendo que la que
es observada por el lector optico pueda tener algin tipo de
mutacién, la cual puede ser causada por el proceso de lectura o por
el proceso de decodificacion. De este modo los datos con los cuales
se trabaja son los datos observados (sucesion leida) y la secuencia
verdadera (no observada o datos faltantes).

El presente capitulo trata de un algoritmo que es aplicable en
diversas ramas de la estadistica, ya que tiene como objetivo
fundamental encontrar estimadores maximo verosimiles para los
parametros de una determinada distribucion cuando se tienen datos
incompletos, lo cual en la mayor parte de los experimentos, no
necesariamente biologicos, sucede.
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para posteriormente indicar algunos resultados importantes en
relacion a la convergencia del mismo.

3.2 Teoria del Algoritmo E.M.

El algoritmo Esperanza-Maximizacion (E.M.) fue utilizado y
mencionado por primera vez en un articulo publicado en 1977 por
Dempster, Laird y Rubin llamado "Maximun Likelihood from
Incomplete Data via the EM. Algorithm.". Este algoritmo esta
enfocado a resolver problemas con datos incompletos en donde la
estimacion de maxima verosimilitud resulte problematica debido a
la ausencia de parte de los datos colectados en la muestra. De esta
forma el algoritmo asocia un problema de datos incompletos a uno
de datos completos para el cual el calculo del estimador méximo
verosimil sea posible de encontrar de forma explicita o por medio
de algin método de aproximacién utilizando un paquete de
computadora (ver Dempster, et. al. (1977)).

La asociacién entre los problemas de datos incompletos y el
de datos completos consiste en reformular el problema de los datos
incompletos en términos del problema de datos completos. Por lo
tanto se establece una relacion entre sus respectivas verosimilitudes

para trabajar directamente con el estimador maximo verosimil del
problema de datos Complet_os De tal forma oue al ohtaner sl

alAiiild e L LA~ 8T

resultado para los datos completos también se obtendra el resultado
para los datos incompletos.

En cada iteracién del algoritmo E.M., como se vera mas
adelante, se realizan dos pasos fundamentales llamados: paso
Esperanza (E) y paso Maximizacion (M), los cuales, en adelante se -
denotan como E.M.

Si bien el algoritmo E.M. tiene una diversa variedad de
ventajas como lo son su estabilidad numérica con respecto a otros
métodos iterativos también hay que mencionar algunos problemas
que deben ser resueltos atin; como lo son el caso de que dentro de el
espacio muestral @ exista mas de un candidato a ser estimador
maximo verosimil. De este modo e! resultado final dependera del
valor inicial dado en el paso E para acercarse ya sea a uno o a otro
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estimador. También es posible que no se converja a un maximo
global, problema del que sufren todos los métodos iterativos de
aproximacién. Asimismo, el algoritmo puede llegar a converger
lentamente en casos de problemas muy faciles o bien en aquellos en
donde se carezca de demasiada informacion.

Todos estos problemas pueden llegar a verse disminuidos por
la estabilidad que ofrece el paso M al incrementar la verosimilitud
en cada iteracion (exceptuando puntos fijos). En condiciones
dptimas se puede asegurar la convergencia global. En cierta forma,
el trabajo analitico es mas ficil, ya que sélo se requiere del célculo
de la esperanza condicional de la log-verosimilitud para los datos
completos. Algo muy importante dentro de este estudio es que este
método provee valores estimados de los datos faltantes.

Como se habia menctonado anteriormente, el algoritmo E.M.
resuelve el problema de la ecuacion de verosimilitud de datos
incompletos aplicando de forma iterativa el método de méxima
verosimilitud para los datos completos de la signiente forma: los
datos no observables son reemplazados por su esperanza
condicional dado los datos observados, y, utilizando una
actualizacion del estimador maximo verosimil que se busca. De este
modo se calcula el estimador maximo verosimil para el caso donde
se tienen los datos completos y se repite el calculo de esperanza con
la nueva expresion del estimador méaximo verosimil y se prosigue
asi sucesivamente.

Formalmente se puede escribir lo siguiente. Dendtese a ¥ el
vector aleatorio que corresponde a los datos observados (que
pueden ser incompletos) y © el vector de los parametros
desconocidos que forman el modelo considerado. Sea @ el espacio
paramétrico de 0. Denote por f (+,6) la funcion de densidad de ¥
bajo 0. Sea X el vector aleatorio correspondiente al vector de lo que
serian los datos completos, es decir, este vector esta formado por
los datos observados ¥ y las variables aleatorias que correspornden a
los datos faltantes. Indique por £(+0) la densidad de X bajo € .

Sea f(+0) la funcion de verosimilitud para los datos
completos, es decir, la verosimilitud que se podria obtener si se
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pudiesen observar completamente los datos. De este modo se tiene
que L(8) < £, (x ; 8) es la funciéon de verosimilitud para 6 formada
con base a los datos completos x. Sin embargo, como se mencionoé
en el capitulo anterior se puede tomar L(8) = £, {x ; 8) y de ahora en
adelante se utilizara este hecho. Asi se tiene que

L®)=f(:6) y  #0)=log L(8)
L@©)=f(x;0) vy L(@®)=logLl ()

De este modo, se tienen dos espacios muestrales ¥ y X,
donde el espacio X corresponde al espacio de los datos completos y
Y es el espacio de los datos incompletos. Se tiene también un
mapeo h que asocia un elemento de X con un elemento de ¥, de tal
modo que ¢l conjunto h, viene siendo el conjunto de los elementos
x € X tal que y = h(x), es decir hyes el conjunto {x € X |y =h(x)}.

Por ejemplo, suponga que la dimensiéon de Yy Xson4 y 5
respectivamente, entonces h,= {x = (x;, X3, X3, X4, X5) = (x1, X2, V2, V3,
vi) e X:y={({v,yn ¥ ) =hix)} ydonde y, =x, +x; entonces
h(x) = (x1 + x3, y2, 33, ya).

De donde se obtiene que la funcién de densidad de x bajo 0
es igual que la integral sobre b, de la funcién de densidad de ios
datos completos. De este modo se tiene: para fi(x ; 8) =L, (8) y

f:8) =L (8) que

FoR)=|, fo)dx

De este modo el valor de 6 que maximiza f.(x ;0) es el mismo
que maximiza f{y;0), ya que aunque tengan dimensién distinta, bajo
h, se cumple que f(x ;0) se mapea en fly;0). Como se puede notar,
la condicién anterior es inmediata cuando se trabaja con
transformaciones sencillas, como lo pueden ser la suma de dos
variables (ver seccion 4.1), y aiin si se trabaja con transformaciones
mas complicadas la condicion se sigue cumpliendo, aunque el
trabajo analitico se dificulte un poco mas.
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Ahora se describe el funcionamiento del algoritmo E.M.:
Primera iteracion.

Paso E.

Tome 6 un valor inicial para el pardmetro 6. En la primera
iteracion del paso E se requiere del calculo de la esperanza
condicional de la funcién [(8) = log f.(x ;0) dados los datos
observados y, es decir se debe obtener:

G(8;6™) =B { 1. 8)|y } = E ¢ {log (X :0)| y }

donde Eo'” { . (0)] y } es la esperanza de I, (8) dado los datos
observados y y evaluada en 8 = 0 donde X es el vector aleatorio
representando a los datos completos, es decir, parte de X son los
datos observados y la otra parte son las variables aleatorias
representando los datos faltantes.

Note que en este paso se obtendrd el valor esperado bajo 6
de cantidades que involucran las variables aleatorias representando
los datos faltantes.

Paso M.

El siguiente paso corresponde al paso M donde se buscara en
© el valor del parametro 6 que maximice G(8;0%), esta 0 serd
llamada 6"y que cumple con lo siguiente:

G(6";6™) 2 G(8;0") ; paratodo 8 € ©

De esta forma se procede iterativamente regresando al paso E
con el nuevo valor 8" en lugar de 0. Note que en este paso se
obtiene el estimador maximo verosimil de 0 utilizando los datos
observados y la esperanza de las expresiones que involucran las
variables aleatorias representando los datos faltantes.

En la n-ésima iteracién, los pasos E y M se ven de la
siguiente forma:
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Paso E.
Se calcula G(0;0 ™)) donde

G(0;6" M) =E  {1,(8) y } = E " {log f(X|8)|y } ...3.1)

Paso M.
Tomar 6™ como el 8 en el espacio de los pardmetros © que
maximice G(6;0®"), es decir:

GO™0" N > G(O:0™") ;paratodoB e ® .. (3.2)
o en otras palabras 8™ pertenece al conjunto

K(6"") = {arg max aeo G(8;0)}
= { 0 € ® : maximiza G(8;0™")}

que es el conjunto de puntos & que maximizan a G(9;6™"),

Se vera mas adelante, en la seccion 3.5 que la condicion (3.2)
es suficiente para que (8™ 2 1(6™Y).
3.3 El algoritmo E.M. generalizado.

Note gque algunas veces puede no scr tan facil encontrar el
valor de 8 que maximiza de forma global a la funcion G(8;6™). De
este modo Dempster, Laird y Rubin (1977) presentan una
generalizacion del algoritmo E.M. donde a cada iteracioén n para el

paso M se requiere que el nuevo parametro 8™ sea seleccionado de
tal forma que cumpla:

GO™;0 > GOy L e (3.3)

De este modo basta encontrar el valor 6 € © tal que el valor
de la funcién G(- ;8™") evaluada en este & es mayor o igual que el
valor de la funcion evaluada en 6“". Esto facilita mucho los
calculos porque ya no se tiene que conseguir un maximo global
para G(* ; 8™Y),
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Observacion: Tanto en el algoritmo E.M. como en el
algoritmo EM. generalizado se puede imponer la condicion de
paro: {08™) - (08™") < o bien |67 - 6™ < ¢ para un & > 0 fijado
previamente, que dependera del grado de acercamiento que el
investigador desee al estimador maximo verosimil, ya que, como
mas adelante se mostrara, se cumple la monotonicidad en la funcion
de log-verosimilitud y también la convergencia para sucesiones de
estimadores.

3.4 Monotonicidad del algoritmo E.M,

Parte fundamental del trabajo que se realiza en el algoritmo
es el de asegurar que la verosimilitud no decrece, ya que
unicamente se estaria divergiendo de los estimadores méaximo
verosimiles que se buscan, de este modo se debe asegurar que la
diferencia (0™") - 1(0™) > 0 siempre se cumpla. En otras palabras
que la log-verosimilitud para los datos incompletos no decrece
después de las iteraciones realizadas por medio del algoritmo E.M.
y por la monotonicidad de la funcion logaritmica se cumple que
LE™ M > L(e™).

Teorema 3.1 Cuando se usa el algoritmo EM. o la version
generalizada del algoritmo E.M. se tiene que paran=0, 1, 2, ... la

funcion de log-verosimilitud /(8) de los datos observados es tal que
1O > 16",

Demostracion:
{a) Algoritmo E.M.

Sea g(x |y ;0) la densidad condicional de los datos completos
x dado los datos observados y entonces para f.(x; 0) = L(0) v Ay; 8)
= L(0). Se tiene que:
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gxiyi0) = fi(x;0) = L (6)
S 0) L(9)

entonces para g(x | ¥;0 ) se puede escribir la log-verosimilitud de los
datos incompletos de la siguiente forma:

10) = log L(6) = Iog[ﬂ?- ] ~ log L, (8) - log (g(x | 3:6 )
g(x/y;8)

Tomando la esperanza a la ecuacidn anterior, condicionando sobre
los datos observados y y evaluando en 8™ se tiene

(0)=E o™ {I.(8) 1y} -Eo" {log (&(X|y:0) 1y}
=G(0 8™ -E ¢ {log (g( X |y:0 )|y}
por definicién de G(0 ;6°)
Considere la siguiente notacion:
H(0 ;0™ =E o™ {log (g(X |y:0)) |y}
De este modo se puede escribir:
10)=G(® ;6™) - H(6 ;6™)

En la (n+1)-ésima iteracion del paso M del algoritmo E.M. se toma
6% &-@ de-modo-que-G(8™*",0")2-G(0 ;0" para todo B'€ @,
Eez fi)sti n;odo, se tiene que GO ;0™ ) - G(O™ ;6™) > 0 para todo

Note que:
(O™ 7y = [GE™;6™) - HE™ ;6]

¥ que

10" = [G(O*0™) - HO™36™)]
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de tal forma que

KO0y - 16 = [G(8V0™) - H(O™ 6™)] - [G(O™6™) - H(6"™;0™)]
= [GE™":6™) - GO™36™)] - [HEO™ :6™) - HEW:6“)].

Dado que la funcién logaritmica es creciente y G(O™Y 0™ ) -

G(8™:0™) > 0 para todo n = 0, 1, 2, ..., para mostrar que /(6“") -

0™y > 0 para todon=0, 1, 2, ..., se tiene que mostrar que :

- [HO™ ;™) - HE™;8™)] 2 0

o bien
[HO" ;0™ - HO™0™)] <0 ..oeeee.o (3.4)

Por la definicion de H(* ; *) se tiene que para todo 6 € @ sucede
que:

H(B(HH);B(H)) . H(e(ﬂ);e(ﬂ)) =
=E o™ {log (g(X |y :8™") |y} - E o™ {log (g(X | y;6™ M y}

=E o™ {[log (2(X | ;6™ )) — log (2(X | ;0™ Ny }
g(X 1y;80
=E9"" I:log{ g(X/' y:0 ('")) / Y (35)

Como la funcion logaritmica es concava se puede utilizar la
desigualdad de Jensen'’ y se tiene para (3.5) que :

(g(x 1yt g(X 1y ")
EG,_,[IOB( 2 (X 1 y:0 )y J/y]s log [Eol-l( (X 70 y J/}’:I
y de donde:

Xn’, ’e(fnl) / ,6(ﬂ+|) / ,B(nj
IQ{EU.,, [g( ¥ )]/ y] = lo{ | , 81, 8!y, —?d‘c}.,..ﬁﬁ)

gX1y8™) glx/y,0¢)

17 Ver Apéndice A.2.
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dado gue por definicion

g(X 1y
E"“’[}Orme"") /s ]

es la esperanza de g(X |y ;0™ )}/ g(X |y :0° 1 con respecto a la
funcién de densidad g(x |y ;0 ) evaluadaen 6 =g ™.

De (3.6) se tiene que

.0+ - M
log | 8O/ ¥ 8 7 lglx/ 0T =toﬁ[f,. gx w: °vh ]=log(1)=0
. " glx/ 3B ) '

ya que se integra sobre todos los datos x tales 22 y=h(x)ygesla
densidad condicional de X dado ¥ =y. De este —ndo dado que:

[H(e(nﬂ);e(rl)) _ H(e(n);e(n)):
< log[ .[ g(x/v;0™Mydx

se tiene que _
FHOE™-0M) ™0t T <

Entonces se cumple (3.6) y de este modc

HO™™Y) - 1(8™) = [G(B™;6™) - G(8"™:6™)]
-[HE"™;6" " - H(™0™))2 0.

es decir, (6™} > {6™) que es lo que se queriz z=mostrar.

Ahora bien, por la monotonicidad de Iz “_ocidn logaritmica
se tiene L(0™") = L(0™) para todo n = 0, 1. 2. ... De este modo
L(6™) es monétona creciente en n.

(b)Version generalizada del algoritmo E_M.

De (a) se ve que
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0™ - 1) = [G(B™:0) - G(8™;6)]
_ [H(e(n*'l);e(ﬂ)) . H(e(n);e(n))]

también de (a) se ve que H(®™":8™) - HO™,6™) < 0 y de la
definicion del algoritmo E.M. peneralizado se tiene que
G(O™ ;6 = G(6™;6™).

De este modo se tiene que X(O™") - (0™ > 0y por la
monotonicidad de la funcién logaritmica se tiene que L(B("”)) z
L@ Yyparan=1,2, ..

|

3.5 Condiciones de regularidad de Wu (1983).

Ya se ha visto que la (n+1)-ésima iteracion del paso M del
algoritmo E.M. consiste en seleccionar un elemento de K(©™), de la
misma forma en el algoritmo E.M. generalizado el conjunto K(6'™)
debe ser tomado de tal forma que:

K(B™) = {6 € ®; GO ;0™) > G(O™ ;6™)}.

Note que K(-) es una funcién que asocia un punto a un
conjunto, ya que pueden existir uno o mas parametros 8 € @ que
maximicen a G(8 ;0™).

En esta seccion se presentan condiciones que Wu (1983)
establece y que aseguran la convergencia de la sucesion de valores
de la log-verosimilitud {{(8™)} a un valor estacionario' de /(8). Las
suposiciones de Wu (1983) son las siguientes:

. - . . . n
1. © es un subconjunto en el espacio euclideano n-dimensional R".

2. Sea @ = {6 € ©: /(0) > K6™)}, supongase que O es
compacto para cualquier 10 > -0

" Definicién 3.1 Sea funa funcidn de n variables, el punto en donde el vector gradiente de fes
el vector cero o no existe s¢ lama punto critico o estacionario de /0
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3. L{®) es coniinua en © y diferenciabie en ei interior de &.
4. Para 0" una solucion de la ecuacion:

8G(8 ;6™ =0
o0

8"V esta en el interior de ©.
Observaciones.

(i) De las condiciones 1,2 y 3 se obtiene que cualquier sucesion
. {L{6™)} estd acotada por arriba para cualquier 8@ ¢ © donde se
asume que el punto 0¥ satisface que L(8®) > -0

(fi) La condicion 4 se da por hecho si en determinado caso ©g®
esta en el interior de ®, para todo 0% ¢ @.

3.6 Teoremas de convergencia para las sucesiones E.M.

En esta seccion se mencionara el teorema principal de
convergencia para una sucesion de pardmetros generada por el
algoritmo E.M. Note que para el caso del algoritmo E.M.
generalizado valen resultados similares. La demostracion de este
teorema de convergencia se basa en otro teorema mas general que
se encuentra en Zangwill (1969). La demostracién para la sucesion
E.M. se encuentra en el articulo de Wu (1983). Para efectos de esta
tesis no s¢ presentara la demostracion del teorema de Wu, pero
puede ser encontrada en detalle en Wu (1983) pags. 97-98.

" Teorema 3.2 (Wu(1983) y Zangwill(1969)). Sea C un conjunto
cualquiera, M(-) una aplicacién que asocia un punto de C a un
subconjunto de C, y {x) }ye0 una sucesion generada por X+ € M(Xy).
Considere un conjunto I'c C, tal que

(i)  todos los puntos x, estdn en un conjunto compacto B
cC
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(i) M es cerrado sobre el complemento de T, es decir,
puede pasar que M(x"} NI"“ # @ o bien M(x’) N[" # & entonces
M(x") NI = D(cerrado).

(iii) Existe una funcién continua o) en C tal que

(2)Si x ¢ T, afy) > ox) para todo y € M(x)
(b)Six € T, ay) 2 a{x) para todo y € M(x)

Entonces todos los puntos limite de {xy}ro estdn en el
conjunto I' y a(x,) converge de forma monotona a a(x) para algun
xel.

Trabajando con la notacion que ya se ha definido -
anteriormente, el Teorema 3.2, para el caso que interesa se
convierte en el teorema siguiente

Teorema 3.3 Sea @ el espacio paramétrico, K(8’) = {6 € ©:
maximiza G(8;0°)}, que es el conjunto de puntos 8 que maximizan
a G(8;0"), y {8} 10 una sucesién generada por 8" e K{6™}, es
decir, si se tiene 0 .., 8™ entonces ™" sera elemento de
K {0"™}. Considere el conjunto
= 0}
8=0"

el conjunto de puntos estacionarios de /(-) que estan en el interior de
Odel()yOQu={8e0;I0)= 10, suponga que

5= {e" € int® ; 3K0)
20

(i) Oges compacto.
(i) todos los puntos & estan contenidos en Ogn.
(iii)  K() es cerrado sobre el complemento de S, K(®) N S

20 o bien K(0") " 5 # @ entonces K(BH N S =
D{cerrado).
(iv) La funcién de logverosimilitud /(-) es tal que

(2)Si0° ¢ 5,1(8")>/(0") paratodo B’ € K(@")
(b)Si 0 €S ,1(0)21(8") para todo 6’ € K(0)
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ta {ny L '
Entonces todos 105 puntos limiie de (8™} esian en el
. , * -
conjunto S y /(8™) converge de forma mondtona a /(8') para algun
B eS.

El teorema anterior es un teorema que de forma tedrica asegura la
convergencia de las iteraciones en el algoritmo E.M. y del
algoritmo E.M. generalizado, no obstante, para casos practicos se
nota como mas adecuado el teorema que a continuacion se
menciona aunque las condiciones de regularidad se siguen
conservando.

Teorema 3.4 (Wu (1983) Teorema Principal de Convergencia)
Sean {0™)} una sucesién de pardmetros producidos por las
iteraciones del algoritmo E.M. generado por 6" & K@®™) y S el
conjunto de puntos estacionarios de /(6) que estan en el interior de
©.8i

(i)  K(0™) es cerrado sobre el complemento de S.

()  1O™") > KO™) paratoda 8™ ¢ S.

Entonces bajo las condiciones de regularidad de Wu todos los
puntos limite de {#™} son puntos estacionarios de /(@) y /(6™)
converge de forma mondtona a [ = [O") para algin punto

. . *
estacionario 0 € S.

Hay que mencionar que es necesario que G(0;v) sea continua
en 8 y y para que el mapeo de la sucesion E.M. sea cerrado.

Proposicion 3.1 (Wu (1983)) Si G(8;y) es continua en 6 y y
____entonces K(-) es.cerrado sobre el complemento de S T

El siguiente corolario es un caso particular del Teorema 3.4

Corolario 3.1 Bajo las condiciones de regularidad de Wu,
supédngase que G(8;y) satisface la condicion de continuidad sobre &



y . Entonces todos los puntos limite de cualquier sucesion {6("’}
del algoritmo E.M. son puntos estacionarios de {(0), y (6™
converge de forma mondtona a algin valor /" = /(8") para algin
punto estacionario 9’

ldea de la demostracion.

De la Proposicion 3.1 se tiene que la condicion (i) del
Teorema 3.4 se satisface, es decir K(6™) es cerrado sobre el
complemento de S. Por otro lado de la dindmica del algoritmo E.M.
s¢ tiene que la condicion (i) del Teorema 3.4 se satisface, es decir
KOy > K0™) para toda 8™ e S. Por lo tanto, se aplica
directamente el Teorema 3.4 para concluir que, todos los puntos
limite de cualquier sucesién {6} del algoritmo E.M. son puntos
estacionarios de X8) y /(0"™) converge de forma mondtona a I =
K0 para alglin punto estacionario 8’ e S.

|

A continuacién se presenta ¢l enunciado y la idea de la
demostracion de un teorema que tienen que ver con la convergencia
de la sucesién de parametros {6} a algin punto 8". Defina S (a) ¢
S de la siguiente forma S {2} = {0 € O: /(0) =a}.

Teorema 3.5 Sea {0™} una sucesién del algoritmo E.M.
generalizado generado por 8" e K(8™) y satisfaciendo:

(i)  K(6™) cerrado sobre el complemento de S.

(i) 107> [(6™) para todo 8™ ¢ S.

Supéngase que S (l') consiste en un sélo punto 8", donde /" es el
limite de 0™). Entonces 8™ converge a 0",

Idea de la demostracion.

Note que las condiciones (i) y (i) corresponden a las
condiciones (i) y (ii) del Teorema 3.4. De este modo se tiene que
todos los puntos limite de {6} son estacionarios para K0) y #(6'™)
converge de forma mondtona para I= 1(6™) para algin punto
estacionario @. Pero como S (i) = {6"}, pasa que & = @', (esto
quiere decir que no pueden haber dos puntos estacionarios
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M * - . ir *,
difereities von el wisiuo valor { ), y dado ue lodos lus punios iimiie
- - . ¥
de {G(“’}m son estacionarios se tiene que lim o =g,
[ Ematt] .

3.7 Convergencia a un valor estacionario de una sucesion
{(6™)} con n =0, 1, 2, ... obtenida por el algoritmo E.M.

Parte fundamental de la teoria del algoritmo E.M. es el hecho
de poder asegurar que después de un cierto namero de iteraciones
realizadas se tenga la convergencia a un valor especifico, lo cual se
traté en la seccion anterior. En determinadas ocasiones el valor al
que se llega no es el estimador maximo global que se busca, sino
uno local, lo cual dependera la mayor parte de las veces del valor
inicial 8" que se de para empezar a iterar. Asimismo, hay que
considerar la posibilidad de que la funcién de verosimilitud tenga
un punto silla y que la sucesidn converja a éste.

Teorema 3.6 Toda sucesion monédtona acotada converge.

Demostracion
Tome una sucesion {6™} acotada y creciente. Entonces el conjunto
de términos de la sucesion tiene una cota superior y por la
propiedad de completés esta sucesion tiene a T su cota superior mas
chica, se tendra que demostrar que {8} — 1. Tome € > 0, entonces
T- € <1, de tal modo que T - € no es una cota superior de {8™}.
Entonces, algin término 8™ es méas grande que T - € y como {6}
es creciente, 0™ > 1- ¢ para todo n > k y dado que {6™} es acotada
superiorimente por t se tiene que 8™ < 1 < 1+ para todo n. De tal
modo, |™ - t|< & para n > k, y por tanto 6™ — 1. De forma
andloga, si {9("’} ‘es acotada y decreciente, ™ converge.a.su cota
inferior més grande (ver Garner (1988)).

n

En la seccién anterior se vio que {L(6'™)},., es una sucesion
creciente, por lo tanto si {L(0™)}., es una sucesion acotada
superiormente, entonces L(0™) converge a alghn valor I" donde /' =
L(8") para algin punto 8 que cumpla con que
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AL(0) =0 o bien J logL(0 =0
26 n=0* a0 0=0"

E! valor 0 es por lo general un méaximo local o bien un punto
silla, aunque de cualquier forma, existen casos en que un pequefia
perturbacion de 8 causara que el algoritmo diverja cuando el punto
al que converge la sucesién no sea maximo global de L(8), que sea
por ejemplo, un punto de inflexién o punto silla.

Por lo general sucede que L(8) tiene varios puntos
estacionarios y la convergencia de la sucesién {6} dependers del
punto inicial 8% y por ejemplo, en el caso éptimo en que en el
espacio paramétrico sélo exista un estimador maximo verosimil
cualquier sucesién va a converger a €] sin tener que depender del
valor inicial que se tome.

Proposicion 3.2 Si § es un punto silla para L(8), & € © entonces la
sucesion {0™},, puede converger para el punto silla &, si &
maximiza globalmente H(6 ;6), 0 € @, es decir, {L(6™)},., puede
converger para L(0).

Demosiracion.
De la demostracion del Teorema 3.1 se tiene que

() = G(6 ;6™ - H(8 ;6" e (3.7)

donde 8™ es el valor de 8 obtenido en la iteracién n-1 del paso E
del algoritmo E.M. tal que cumple con lo siguiente: sea 6™ tal que
0" maximiza globalmente H(8;8 ™), es decir H(0;6") < H(6™;0™)
paratodo € ©.

Derivando (3.7) con respecto a 0 se tiene:

8 1(0) = 3G(6 :6'™) - 5H(O ;6™
30 50 )

De este modo por definicion de punto maximo:

75



=0 s (3.8)

e nln)

gH(B ;6%
20

Dado que 6™ e O , entonces O™ = 6’ para algiin 8’¢ ©. De este
modo

ai0)] = 8G(®8’) - 0H(6.:6°
0 |e-e a0 B0 o0 p=¢
=3GeHY | 0 (3.9)
5.5 g=¢

Sea & un punto estacionario de L(8), entonces por definicion
de punto estacionario y por la derivada del logaritmo se tiene:

4 di® =_1 |dL(®) =0  ..(3.10)
L(9) d8 s=5 L(B) | do 05

de (3.8) ¥ (3.9) se nota que si 8’ es un punto silla para L(8) entonces
por definicién €’ es un punto estacionario para L(0), y se tiene de

(3.10) que

es decir, el punto silla 8’ puede ser el limite producido por el
algoritmo E.M. para la sucesion {6 },z¢ dado que es una solucién
de dl{8)=0.

N T — - = = == - -
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Capitulo 4.

Aplicaciones del algoritmo E.M. en
genética.

“Seria rrusy sirsguar el que todta la naiseraleza, todos los planetas obedecieran las leyes etemas, y
de que hublese un pequerio animd, unos metro 'y medio de alto, quuen, en desobadiencia de esas
leyes pridiese actrar como quisiese, solanente de acuerdo a su capriche™

Franaois Marie Arouet Voluire (1694-1778)

4.1 El algoritmo E.M. para inferir frecuencias de genes.

En esta seccion del capitulo se usara el algoritmo E.M. para
el analisis de ligamento entre genes en un cromosoma. Este
problema ha sido utilizado en varias ocasiones para ilustrar el uso
de algoritmos recursivos en general (ver Mclachlan y Krishnan
(1997)) ademas de que es Gtil en modelos de genética para la
estimacidn de frecuencias de genes. Esta aplicacion es la que
interesara en esta seccion.

En el modelo original que se toma para describir este
problema, el vector de los datos observados es el vector de la
frecuencia de cuatro clases de genes que se representa por y = (y1,
¥2, V3, ¥4) donde y; es la frecuencia de la expresién del i-ésimo gen,

Y=(Y, I, I3, Yo} denota a la variable aleatoria correspondiente a
las observaciones y. Ahora bien, durante el estudio que se ha
realizado anteriormente en laboratorios se observaron un total de n
genes y se considerd que los valores de las frecuencias provenian de
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. -1 - ' « 119 .
ung  disiribucion - muliinomial con cuarro celgas con  Sus
respectivas probabilidades:

o+ %0, %(1-8),%(1-6)y %0 ceon0<B<1
donde © es el parametro desconocido.

De este modo la funcién de probabilidad de los datos
observados es:

Sy = nl 4+ %0 Y (-0 0s0-0 )k 00 e (41)
yilyalnlpd

note que (4.1) se puede escribir

Ay0) = n! ( %)yl +Yh Yt (2+9).V|(1_e ).V;+.V; g’
yilyatyslys!

Se sabe que L(0) « f{y;6). Entonces se toma
L(8) = fly;0) = (2+6)” (1-0)7+* > 9 1

y por o tanto, tomando el logaritmo de L(8) se tiene

{0) = y110g{2+8) + (yty3) log(1-6) + ysiogh

Suponga ahora que la clase con frecuencia y, estd formada por dos
subclases de las cuales no se saben sus respectivas frecuencias, lo
nico gque se puede observar es que la suma de las frecuencias de
estas subclases totaliza y,. Sean ¥), y ¥, las variables aleatorias
que representan-a-las frecuencias respéctivas de las subiclases dé la
clase con frecuencia y;. De éste modo el vector de datos completos
seria x = (¥11, Y12, V2, V3, Va) donde y;;y y12 son los posibles valores
no observados de las variables ¥, y Y12, y que cumplen con la

condicion de que y; = yi; + y2. Por lo tanto, los datos y que se
observan no estan completos.

" Para mayor informacion acerca de la distribucion multinomial consultar ¢l Apéndice A.3
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De este modo se tiene que los espacios ¥ y X considerados
en la seccion 3.2 son:

4
Y={y=01053 11 EYF 1}

X={x=0uwyuynynyd;»=yutyn}
y donde h(x) = {(yir+ yiz, Y2, ¥3, ¥4) = (1. o, 3, ya) | h () = p}
Tome la funcién de probabilidad del vector de datos completos
como una funcién multinomial con parametros respectivos como

sigue:

(2), (468),(%(1-8), (% (1-8)y (406)
es decir

A O Rl
o Yalva!ytysly, 1\ 2 4 4 4

Esto proporciona que fy;0) sea dada por (4.1). Para ver esto note
que:

{0 >t

¥y +y 3
" 1

o -
12 [H

:20 1l [6 ].V: (1 -8 ].‘z*h i 1 (1 )."u (e ).‘l‘.‘u
wiyly 4 4 o 3100 = v 2 4
=2| n! [e )\-,(l _e )"1 + 4y l i yl' (1],\“(9 J}'.—y,
ninty 4 4 HhSe -y N2 4
_n [9]"‘[]—9]"""‘[1+8}"
nintplyd) 4 2 4

La nltima igualdad considerando el hecho que

2 yeniendo en cuenta que y; + 2=y, v por la expresién dada para f{x:0).
I Multiplicando y dividiendo por !

»  ESTATESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA



(atb)' = Z[Z}:b

k=0

Lo anterior quiere decir que el sumar sobre todos los valores
faltantes lleva a la densidad de los datos observados y y bajo el
parametro 0.

Por otro lado note que

feoy= " [IJ(IJ T ema-ayren

yolveivinly 2 4
y por lo tanto s¢ pucde tomar
L(8) = fi(x,8) = (1-0 )" F o V2"

es la funcién de verosimilitud de los datos completos bajo 8 y el
logaritrne de ésta es:

1{8) = (n12tya) logB + (yrty;) log(1-0)

Dado que y; = y;; + y12 es suficiente con realizar el trabajo
bajo una sola de las variables faltantcs, suponiendou y2, ya que ia
otra, en este caso yq;, se obtiene cuando se resta y;; de y; una vez
que se conoce el valor de y,.

Suponiendo que se conoce y|; se puede calcular el estimador
maximo verosimil para el parametro 0 por los métodos

_tradicionales, -es decir, se—obtiene la derivada con “respectd al

parametro O de la ecuacidn anterior y se iguala a cero para
encontrar de forma explicita el estimador maximo verosimil de 8, es
-decir, derivando /(8) con respecto a B se obtiene

OL@)= yotys - (yitys)
¢o o 1-0

Igualando a cero para encontrar de forma explicita el
estimador maximo verosimil se tiene:
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(iztya)(1-8) = (y2y3) 6 =0
Yty y120 v - (y21y3) 0 =0
yi2tya8 (Vi tyrtystya) =0

8 (Viatyatystys) =yuty

B* = y12+y4 ........... (42)
yitytystya

Si se supiera quién es y,, entonces (4.2) seria el estimador
méaximo verosimil, pero como no es asi entonces se utiliza el
algoritmo E.M. para resolver el problema.

PASO E.
El paso E consiste en calcular el valor esperado

G(0;6™) = E{1(0) | y}
De este modo

G(8;06™) = Eg"[(¥i2 + ys) logd | y] + Eg®[(y; + y3) log (1-6) | )
= Eg®[¥)2 | 1] logB + y4 logh + (y; + ys) log (1-8)

la ultima igualdad dado que ¥j; depende solamente de yy, y por lo
tanto basta con calcutar Eg™[ ¥}, | vl

Para encontrar la esperanza condicional se hace la pregunta
de ;Cual es la proporcion de experimentos que le corresponden
tanto a y,, como a y; dado que se hicieron y; experimentos?

Se sabe que v, es la frecuencia del gene 1, recuerde que y,
esta formado por la suma de dos subclases, yy, vy yi2, de las cuales
no se conocen sus respectivas frecuencias, es decir, y;; es la
frecuencia de una de las expresiones del gen 1 y y;; es la frecuencia
de la otra expresion del gen 1. Donde la expresion del gen puede ser
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por e¢jempio una entermedad o una determinada expresion
fenotipica®’. Témese como hipétesis que en base a observaciones se
nota que la expresion fenotipica 1 ocurre con probabilidad Y y que
la expresion 2 ocurre con probabilidad (4)0. Se considera un éxito
cada vez que la expresion | ocurre. Esto pasa con probabilidad

; por probabilidad clasica; y un fracaso en caso de ocurrencia
1 + 10
24

de la expresion 2, el cual ocurre con probabilidad[ ! J Como la
9

ocurrencia de cada evento es independiente se tiene que dado Y=y,
sucede lo siguiente

r 1 ¥ 1 {ri-»)
9
¥
P(Yll=yll|Yl=,VI)=[ l i 21 1 4 1
AL + 0
L2 4 ] L2 4
r (¥=rp) Yy
y 1 le
P(lezyul}’l:)h):( ] 1 2] 1 4 I
Y2 + -8 + -8
L2 4 | 2 4

es decir, que dado ¥,=y,,

¥\, tiene distribucion binomial con pardmetros y, y

(S

y ademas

1
¥\, tiene distribucién binomial con pardmetros v, y 4
+

2 B P ’ . - .
La expresion fenotipica son las caracleristicas observabies en un individue.
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De este modo se obtiene

2] (n)
W

EO(")[YIZ | yl] = 1 49(,.)

+
27 4

PASO M.
Encontrar 8 que maximiza a G(B;B(")), es decir B que
maximice

e[fﬂ
¥
GO™Dehy=| 4 l logh + yslogh + (yy+yi)log(1-6) ... .3)
1 9( }
~+
2 4

Note que (4.3} corresponde a la expresion para /() con
Eg“[Y2 | ] en el lugar de y;,. Asi, el valor de 8 que maximiza
(4.3) esta dado por

gl = Ee"[Y 2 | wl + Va

Eg™[ Y12 | 1] + 32t y3 +ya

Ahora dendtese a Eg™[Y )2 | w] por yu(") y se tiene que

+1
o= iy

vyt it s

Es precisamente aqui en donde empieza ¢l algoritmo a
trabajar. Sea 8@ el valor inicial presentado para 0. Asi se realiza la
primera iteracion del paso E donde se obtiene el valor ¥y con
este valor se obtiene 8" en el paso M.

Una vez que se tiene a 0! se procede a recurrir
iterativamente de la siguiente forma:

83



Segunda iteracidn del paso E.

e(l)

yi'= B@(Yio | Y=y} = E@ (¥ | Y=y =m0 ] 48"’
+

27 4

Segunda iteracion del paso M.

}’lz(” +

yl2(|)+ yrt ity

9 2 _

y en general para la n-ésima iteracion del paso E:

Y2 (n-1) _ Ee"’"(le | Y=y}

e(n—l)
=E¢ (Yl Hi=y)=n| | 4.,
+ _
2 4
y la n-ésima iteracién del paso M:
{n-1}
Yizl Tt

e(ﬂ) =

izt OF ot it ya

y asi de forma sucesiva hasta encontrar la n tal que la diferencia
entre 6 y 6" sea suficientemente pequefia como para asegurar
en términos™ practicos la “convergencia al  estimador maximo
verosimil §',

4.2 El algoritmo E.M. para inferir secuencias de A.D.N.

Esta seccion trata especificamente acerca del uso del
algoritmo E.M. en una de sus aplicaciones para poder inferir las
secuencias de A.D.N.
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El modelo que se analiza es un modelo estocéstico con
espacio de estados y observaciones finito. En la aplicacion directa a
la sucesion de A.D.N,, las observaciones (eventos) corresponden a
la sucesion de las bases (A, C, G y T) de las secuencias. No
obstante, el modelo puede comportarse de forma flexible siempre y
cuando se tenga cuidado con la definicién clara del espacio de
estados correspondiente a las observaciones.

El problema que se resolvera con este modelo es el de inferir
los estados (secuencia verdadera S) a partir del vector de
observaciones Y. Los estados seran inferidos a partir de un sistema
de ecuaciones y de una formula recursiva. Como hipétesis
adicionales se tendrd una ecuacion de observacion y la forma en
que se desarrolla el sistema de ecuaciones asociado con el
comportamiento de los estados del proceso estocastico.

Sea 8 = (sy, 83, ..., Sm) la secuencia de estados no observable
{que vendria siendo la secuencia de A.D.N. verdadera) y Y = (y,,
Y2, - Ym) la sucesién de A.D.N. observada y también la variabie
aleatoria con distribucion dependiente de S.

Asuma que los estados se obtendran a partir de un sistema de
ecuaciones denotado por Pg(s | 81, S2, .., Sn1), €s decir, la
distribucién de probabilidad del estado al tiempo t dado que se
conocen los estados anteriores. Suponga que la secuencia S es una
cadenz de Markov y que por lo tanto cumple con lo siguiente:
Py(s, | Sty 825 «ors St1) = Po(8, | 8.1), que vendria siendo la probabilidad
de transicion en un paso para la cadena de Markov S,

Asimismo, se denota como la ecuaciéon de observacion a
Po(ycl s Y1, s Y11)-

Este trabajo se concentrara unicamente en aplicaciones a
sucesiones lineales por lo que se considera, ademas de la ecuacion
de observacion, que dependera del estado actual y de la observacion
anterior Pa(y[|sl, Ye1) para t 2 2, la probabilidad en t = 1 que
dependera solo del estado actual, es decir, Py(y, | s1) es la
observacion al tiempo t = 1 dado el estado presente y Py(s)) es la
probabilidad inicial de la cadena S.
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Ahora bien, para encontrar a ija ecuacion de observacion
Pg(y1|sl, Yah t 22,y Pg(y.|s,) recuerde que una secuencia de
A.D.N. esta formada por combinaciones diversas de Unicamente 4
bases (A, C, G y T); utilizando este principio defina un vector O =
(A, C, G, T) = (04, 0y, 03, O,) para asociarlo a cada observacién y,
y a cada estado respectivos,cont=1,2, ..., m.

Tome a y,= (Y1, Yi2, Yu3, Yia) €l vector que representa la t-
ésima observacion y s (Su1, 52, S13, S14) €l vector que representa el
t-ésimo estado, donde se cumplira lo siguiente parak =1, 2, 3, 4

1 ve=0 1 5,=0,
Yik™= Yy S5k =
0 en otro ¢aso 0 en otro caso.

Esto quiere decir que al cumplirse y, = O,=s, se llega a que el
estado que se busca s, es exactamente igual al que se observa y,.

De ahora en adelante se utilizara la notacion k = 1, 2, 3, 4
para indicar a cada uno de los valores A, C, G, T respectivamente.
Cada una de las probabilidades de transicion tendra un modelo
multinomial (ver A.3) y esto es por la forma en la que se esta
definiendo tanto vector de observaciones como ef de cstados.
Notese que se tienen k = 4 distintas posibilidades para cada uno de
las entradas en el vector y,y s,. De este modo, se tiene que para Py

la probabilidad de transicién esta definida por lo siguiente.

P = P(observar k | observacién anterior fue 1
- - -— y el-estado actual-es j)

cumpliéndose que: 4
EIP k= 1.-

Ahora bien, utilizando todo lo anterior la ecuacion de
observacion resulta de la siguiente forma:
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34 4 3
Po(y.| Stayt-l)':E 1111 II—iI= |P G (1 -E:: |P i) TN (4.4)

Una vez que se tiene a la ecuacion de observacion se
encuentra la ecuacion de estados P{](Sl|8t-1). Definase a Ay con i)

e{A, C, G, T} como los componentes de la matriz de transicion de
los estados, de tal modo que

Aij= P(ir al estado i | se encuentra en el estado j)

sujeto a 4

= A-ij =1

=

y de este modo la ecuacion de estados estaria dada por:
43 3

Po(s | sc)=IT I A% (1 Ag) ™%, ... 4.5)

=l j=1 i=1

Ademas defina

P;; = P(observacion inicial es } | estado inicial es i)

sujeto a
4
z Pij =1
j=I
y también
7; = P(estado inicial es 1)
sujeto a 4

z o =1,
i=1

De este modo se tiene que

Po(s1) =11 (1 - ;) S (4.6)
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4 3 3
Po(yr | sy = PP Y (1 - 2Py ) Sl (4.7)

donde 8 = (m;, Ay, Py, Pginc » 1, J, k €{1, 2, 3, 4}) es el vector de
pardmetros que se quiere estimar.

Con la ecuacién de observacion Pg(y, l S, Yi1), la ecuacion de
estados Py(s, | 1) y las probabilidades iniciales: Pyy, |s,) y Po(s))
se construird la funcion de verosimilitud del modelo de la siguiente
forma:

Teorema 4.1. Sean s = (5), Sz, v, Sm) ¥ V" = (Vb Y20 oo0r Ym)
sucesiones lineales. Suponga que Py(s, | 81, <eey S11) = Po(s, | 8.) con t
= 2, 3, .., m, que ¥; dependa solamente de y., y s, y las
distribuciones iniciales dadas por Pg(y,; |s,) y Po(s;}). Entonces se
tiene que

Pﬂ(Yl! y2s s ¥ms 81, 824 ooy Sm)
m m
= [EZPG(Y: | S:;Yt-l)] Pe(yi 1) [H Pafs | st.l)]Pa(s.)
donde 8 = {(TE]', A.,'j, Pij: P(ji)k); i,j, k e {1, 2, 3, 4} = {A, C, G, T}}

Demostracion
Se demuestra por induccion.

(1) Se demuestra param = 3.

Py’ 5) = Po(Y1, Y2, ¥3 81, 82,83)-— S
= Po(ys | Y1, ¥2: 51, 82,83) Po(¥1, Y2, 81, 52,83)
= Po(y3 | y1, v2. 1, 52,53) Polya | 1, 81, 82,9)
Po(y1, 51, 52, 83)
= Po(y3 | y1, 2, 51, 53, 53) Poya | 31, 51, 52,89)
Po(y: |51, 2,55) Po(s1, 52,55)
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= Py(ys | ¥is ¥25 S15 52, S3)Pe(Y2 | Y1, S1, S2,53)
Po(y1 |1, 52,55) Palss | 51, 52) Posz | s1) Po(s1)

Por propiedad de Markov para s’ y propiedad de la secuencia
de observaciones y’ se tiene:

Po(y; | ¥2,53) Po(y2 | ¥1, 52) Po(yi | s1) Po(s; | $2)

Po(y’, s°)
Po(s> | s1)Pa(s1)

’ 3
[ll;lzpe()’t | St YI-Iﬂ Po(y: | SI{ I;IZPQ(S, | s,_.)] Po(s))

(ii) Asuma que el resultado se cumple para m =k

Pe(Yk, Sk) = PB(YI, Y25 o3 YKo 515 825 ooy Sk) =

It

k Kk
EI:I Py(y, (s, Yt-l)] Poly, ] Sl)[g}’o(st | Sl-l)]PG(SI)

=2

(iii) Se demuestra para m = k+]

Po(Y1 Y25 ws Yicrts Sty 825 vvey St} =
=Py(¥i1 | Y15¥ 2505 ¥ksS1,52500055k1 ) Po(F 1Y 250045 ¥ksS15525010,5k+1)
= Po(Yiet | Yo Ske1) Pty Y25 wvos Yio S5 82, o 1)

=Po(yi+s | Yis Skr1) Po(Sker ,Yl, Y25 -os Yo S1s 825 euy Sk)
PB(Yh YZ: -eey Yk, 51y 82, ooy Sk)

=P(yirt | Yo Seo1) Po(ses1 | s) Pa(y1, y2 +on Yia Sty 82y «evy Sk)
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=Py Y1 | Yio Ske1) Po(Sker | 81)

k k
[:nv Po(y: s, Yt-l)}PB(YI | Sl)[ [;;IzPB(S' | s,_,)] Po(s))

k+1 k+l
= [Fnzpn(yi | Sh}’l-l)]PG(YI ISI)[ EZPO(SIIS(-I)] Py(s))

De este modo se cumple para k+1 y por lo tanto para todo m,
con lo cual se concluye la demostracién del teorema.
|

Lo que seguiria es encontrar los estimadores maximo
verosimiles para el pardmetro 8 = { (7;, Ay, Py, Pgiy) coni, j, k € {1,
2, 3, 4} para posteriormente aplicar el algoritmo E.M. y poder
estimar de forma recursivaas™.

4.2.1 Calculo de estimadores maximo verosimiles.

El calculo de los estimadores se realiza para el case donde O
= (0, O3). Para O con dimension distinta a 2 el procedimiento es
similar. Por el Teorema 4.1 se tiene que

/m

~ 7m ™
fO™,s™0) = Eiz Poly.] si yt.l)JPe(yl | s,)Lgfe(st | sH)J Po(sy)

donde las probabilidades de transiciéon que aparecen en la expresion
anterior estan dados por (4.4), (4.5), (4.6) y (4.7); ¥" = (¥1, Y25 -

_¥m) €s el vector de observaciones y-s" = (s, sy, ...,-Sp,) €s-el vector de —
estados.

En este caso se tiene y = (Y1, Y2k &= (Sen s t =1, 2, ., my;
donde por definicién
¥

iz 2
Ty;=Zs; = It=1,2,..,m
=1 =t

= Por hipotesis de induccion.

90



La log-verosimilitud esta dada por:

log £(y™, s™30) =

i

If

log [1;11 Po(y, | Sh)’t-l)]Pﬁ(YI | Sl)[lj—:[ZPO(St | St-l)}Pﬂ(Sl)

log Po(s1) + TlogPo(si| su1) + logPa(y1 | s1) + ZlogPo(y: | suy)

Para resolver de forma mas sencilla la derivada y la
obtencion de los estimadores se separan las ecuaciones con las que

se trabajan de la sighiente forma:

2
Po(Sl) — nnisl.i = nlsl.l(l_n]) Sz

Py(s, | S.1) = nnlijsl-l,i Sy = l:j, ;Lnsn,i 5;1(1_7"“) 5,115

il el

22 . 2
Py(y, | $1) = I‘IHpijS!.ile =T1 P“sl.iyl.l(]_P“)Sl.iyl.I
il ot il

22 2 2
Po(yi| s1,900) = TPy, 77 =TT [TPgy; 747 (1-Pyy ) 712
1§l kel =l j

de donde el logaritmo de cada una vendria siendo:

lOgP[)(S|) = Sl‘llog‘m +S|_210g(1-7’f|)

lOgI;lPU(St | 8i.1) = ZZ[S¢1Serloghi+ 825 itog (1-Aq)]

T2l

logPy(y) | $1)= ZI[S;.ayl_lloanJr $13¥1.log(1-Piy)]

m22

lOgl—}Pn(Yt | SuYe1 =L [Su Ve YulogPjin .

t2i-ljt

+ S YiYielog(1-Pgin)]

¢

.......... (4.8)

o {89)

crn(4.10)

......... @.11)



Se obtiene la derivada con respecto a cada uno de los
parametros que se quieren encontrar, que en este caso vendrian
siendo:

T, A'ij; Pi.i? P(_ii)k con i’js ke {1: 2}
Para (4.8) se tiene:

Alogho(s) s - sz —g
on, m o (I-m)

y una vez resuelta la ecuacion se tiene que m;=s§;,, y como m; + n; =

1 entonces m; = s;, de forma anadloga se obtienen los demas
12 g >4

parametros; de tal modo que el vector de pardmetros resulta®:

0 = (1, Aij, Py, Pgin) con i, j, k €{1, 2} donde

7= (T,T2) = (51,1,512) \

%S:J S,
)\-ij S -

Z S

'"’ N e (4.12)
Pi=yi;
—§§l.i Yeri Yok T N
p(ji)k =

gfn.i Yeu j

E] . . f
¥ Los ealculos para obtener los estimadores se encuentran en el Apéndice A.4.
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Nétese que los valores que hace falta conocer son los estados
$ para conocer al estimador maximo verosimil, pero como no es asi
se utiliza el algoritmo E.M. para superar este problema.

PASOE

Se toma un valor 89 = (='?, 4, P, P, 1,3, k € {1, 2,3,4})
como un valor inicial y se calcula el valor esperado de s
condicionando sobre los datos observados y".

Primera iteracion.

G(8.6) = E*(fi(®) | y™) = Eq® (logP(y™, s™0) | ']
= Eg® [logPe(s|)+§§ogPe(sl | su1)+ogPa(y1 | 51)+§2103Pe(y:| suye) | y"’}

= E¢°[ logPa(s:) | y™) + Ez Eq® [ logPo(sc|sei) [ y™]
+Eq¢® [ logPs(y: | s1) | y" 1+ EzEB(")[ logPs(y\ | SuYe1) ly™1

Por comodidad se toma a cada una de las esperanzas por
separado:

Eyo[logPo(s1) | v™]
=E@ [ S logn® + S, log(1-n®) |y™]
=E® [ Slogn® | y™ + B [Salog(1-x) | y™]

=logn®® B (Sy1 | y™) + log(1-2®) B (S, [y™)
asi que

E«oflogPe(si) | y"]
= logn®Eg[S1 | y"] + log(1-%) Eg® [S,2]y™] ...(4.13)

donde S, es la variabie aleatoria que asume valores S;;, t = 1, 2,
mi=1,2.

sany

De este modo se usa Es”[S;; | y"},1=1, 2 en la verosimilitud
en el lugar de 5;;.
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Es® [log TTPo(s: | su1) [ y™] = EZB® (8,180 log Ay

+8,25.log (1A lym]

=ZZ{E [S.1Sr1log Ay | y"] + E¢® [Si2S:1l0g (1-A5 I Y1}

il

m 2

= TE{ logA® Eg® [Sei S| y™ + log (1-A™)E® [S,28,1: [ y™)}

=2~

y por lo tanto

E® [logl_IZPG(Sl I 5t1) l y'=

m 2

=EE{log A" Eg® [SyiSuril y™ + log (1- A YE® [Se2S01s | Y™} ....(d.14)

2 i

De este modo se usa en la verosimilitud E¢ [S,;,S..1, | y™, en
el lugar de 8, Sy, 1, ) =1, 2.

o LL mq

2
Ly R ) o) wr 10l Q ., x| |
0! LEM Sy dog T T Sy iglog(i-£7) iy ]
(5]

o T
S

= ?;I{Eem [Siiyiilog B | y™] + B {S;,Y1.2log(1- ) I vy}
- = E{ yiitog APE® [Sii | y"T + yialog(1- AE® (S [y™ 1

Es® [log Po(y [ s)|y™) =
= ET{ (Yialog Z? + yalog(1- B NE® [Si, |ym} } ..... (4.15)

De este modo se usa en la verosimilitud B [S;, [y™, i=1, 2
en el lugar de ;.
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Ei® [logI1Po(y: | Suyen) | y']

m 212

= ZXZE® [Siiymyulog P((,?))l +Siyet jyialog(t- P((;?))l ) y™

2 ied el

= z Z. ?‘?.{E"‘“’ [Sui Yeriyulog P |y™)
+ E4 [Sy ya¥ealog(1- P |y}
=EZ>3{ YirYulog PG Eo [Sil y™)
+ YerjYralog(1- B )Ee® St Iy
y por lo tanto

E® [IOSEPG()H | Se¥r1) \ y"l=

m22

= ZEZ{ (Yo yurlog By +yriyilog(l- Pim NE® [Suly™]} -.(4.16)

=2 inl ol

De este modo se usa en la verosimilitud E.@ [S; | y',i=1,2
en el lugar de s,;. Y por lo tanto lo que se deben encontrar son las
siguientes cantidades:

E.@ S, | y" y E [SijsSeii I val
cont,i,j=1,2,..,m
Notese que S,; es cero o uno. Por lo tanto calcular sus

esperanzas corresponde a obtener Pgs,; |y™ y Po[s. iStli |y™. De
tal modo que se tiene:

% B[S, ] y™

P, O(Sl,i:ym)

Po(S:; I ym) = W
2]
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= 2 Po(Sis Sy )
o Po(y™)
=2 Po(S1; I S.+|,ym) Po(Se+1 I ¥y

S|+1

=} Poy(Sy,i | Sty PolSt Iym)

S(+l

=2 Py(SuSuny) PelSut | y™)
Sul PG(SI+|,y[)

=2 Po(Si»Sit IY') Py(Sen1 'y"’)
P Ty)

=2 Py(Sw |St,i,}’1) Py(Sy |Yt) Po(St1 Iym)
Pysea ly)

=% P11 5) Po(siil ) Po(St | y™
S Po(Sut | YY)

=Z Po(See1 ] Sti) Po(Sui | ") Po(See1, I y™)
! Po(Si1; 1Y)

De este modo se tiene

m Z My P(Su ) Po(seers [y™)
Po(8,; | Y= j Po(511Y)

Ahora se necesita encontrar expresiones para Pg(su|y‘) y
Po(8, | y"'), note que en Po(s,; | y") hay una dependencia en
Pg(s,_,-[y') y Py(s, \-,ly"'). De forma conjunta con la férmula para
Po(s.:| ™) se presentaran las férmulas para Py, | y) v Po(S: i |y,
que formaran las bases del algoritmo recursivo que se usara para
calcular las respectivas esperanzas en el paso E.

** Porque 8y y;, I > 1 son independicntes dado $,...
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* PG(St,i I yl)

Para =1

Pe(Sl,-l|y‘) = PD(Sl_i|y1) el cual sera uno de los parametros
iniciales del algoritmo.

Para =2
Pe(SL,iaYbY‘_])
Al = —hyy

Py siy™) Polsu |y Poly™)
Py(y)

_ Pyl siy™) Polsul ) Pely™)
T Po(y: | s,y™) Polsi | ) Po(y™)
Sl

= Pﬂ{)t l SL'!;) I-]) Pﬂgsgi | ) b_])
T Py(v:] suyir) Polsil vy
SI

Po(y, | StiYe1) Po(sei | yl‘l)
? PB(yt I Su ;YI-I) Pe(St.r,Y”)_

> Polyudsunyen) Polsul )
>§ Po(yul suyen) Potsuly™

zXP o(¥ex | SuisYel) PolSei | ¥y
bk 21 Polyuil suyirg) Polsuely )

De donde sigue que
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> 2 Pk Po(su | ¥
. _
Po(suly) = & )%I Py Polsiu ! ¥

o Py(sylyh)

Para t=1
Po(S ¥0) = Py(s, j) que serd uno de los parametros iniciales del
algoritmo.
Para 22
Py ) Z Palsglsay™)
Pg(S;J [ y ) = St-1

Po(y™) Po(y™")

=X Py(sy | 51,5 Polse 'YH)

Se

= Z Py(sy | 5c1) Po (5wl ¥
i

=Z dy Po(surs [y
J

De esta forma se obtiene un sistema de ecuaciones recursivo
que depende del pardametro O para t > 2 que es el siguiente:

T g Polsul 9 Potsin T Y™ N

@Py(suly™) =] LolSwj[Y)

2L Py Pusuly™ F (4.17)

@Pu(silyY = « 5
! ZI Pijnk Polse | )

(i P8y l y)= El Aij Polsii | ¥ _J
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Ahora se calcula

% Eg®[S,;,S1i ] ¥™]. Como en la esperanza anterior se trabaja con
PB(SaJ,Sl-I,i l y'“) parat22.

. Po(SejsSi1iY")
Py(81j,S1i \ y)= Po(y™)
= Pp{Si1; l Sy Po(8y | y")

= Po(seni | S5y Posy | y™

Pﬂ(sl-l.i:st,jsyl-l) Py(8y | ¥
PO(Sljayt.‘)

Pofsuis |y ™)Palsi 1y™)
PiSTy )

Py(8, | Sl—l.i,y[-l)PB(st-l.i I YH) Py(Sy I )
Pﬂ(sl,jlyt-|)

PG(St.i | St-l,i) PB(SH i ] yl'l) PB(S:J l_Lm)
Pofsi |y

1l

M Pe(Siril vy Po(S,; |y™
Po(syty ™)

% Dado gue 5. %1 dependen solamente de Yoo ¥ie Yo o Yo)
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En donde las cantidades que aparecen en esta expresion son
las dadas por el parametro 0 y por la solucién de las ecuaciones
recursivas (4.17). De este modo se obtienen los valores de
Eo[Sui | y"l v Eq“[S, J,Sl.|_i|y'"] y se utilizan estos valores en el
paso M del algoritmo que consiste en utilizar los valores esperados
encontrados en sustitucion de S, y de §.S,, obteniéndose de esta
forma los valores de 8" que son utilizados en la siguiente iteracion
del algoritmo E.M.

4.2.2 Caso particular del algoritmo recursivo.

Para dejar un poco mas claro el mecanismo que se sigue para
encontrar las probabilidades a través del sistema de ecuaciones
recursivas, tdmese el caso para el tamafio de una secuencia m = 2
para el primer paso del algoritmo E.M.

Desde un principio se asume conocido P(s)) = 7@ y el
parametro 8 como primera aproximacién del paso esperanza.

Ahora bien, para encontrar PG(SL,'| y"yparat=1,2y m=2 se tiene
de(4.17,(i)) parat= i

Z AL P (S”|y|) P (Szjlyz) ..... (4.18)
) P (525!y1)

Po(s; |y =

notese que hace falta conocer Py (sl,,-]yl), Py (s, lez) y Pg?

(825 | y1), tome a Po® (8 | y1) para empezar; utitizando (4.17, (ii)) de
las ecuaciones recursivas, para t = 1 se obtiene

— ST ermeedlyy
P.;‘“’(S],i|)/1)= ik (0) 0
Z,- AR (sl ¥%)

note gue Py (sl‘;lyo) y Py® (su|y°) son dados al inicio del
algoritmo donde Py® (,;) = 7" con i = 1, 2, de donde resulta que
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X e L 4.19
Pe‘“’(SL'.‘yO—' . otk T (4.19)
ik 2 pr @

(WAL

Tome a (4.17, (ii)) para encontrar

P ( 2 DY P Po® (S | Y1) e (4.20)
0 S .
0 25 1Y )= u 2 P{(rul]u Py (Sa, ‘ 1)

note que sélo hace falta encontrar PB(U) (525 lyl) que se encuentra
tanto en (4.18) como en (4.20). Tome a (4.17, (iii)) para encontrar
Po® (8y; | y1) es decir

Py (S |Y1) E lmPe‘"’(Sl,ilyO

y como Po® (s | y1) se conoce de (4.19) se tiene que

10) (o)
P (SZle1)= z M )P Pl & n, ...... @a2n
j ok (0)
P
!
y (4.20) resulta

(0) (0)

po Zl(m Z (,,)k ;
o Z PO ©
/ Gt ™

PO (s, _jl W= ZZ I

| ’kzei::aé?

!
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de tal modo que (4.18) resulta

Pys, | y)=

p
PO Zl(m ZZ F ™
P Z 0 (n:
' un ™
po o !
HEIDWY
l @ . w Z po (01
(@ {0 ro P ;um ik ™
ok z I, (rips Zz

! G . PO K (0)
' & o ™
!
po®
Z Ao >y o
PO ©
ik ok ]

Por altimo se calcula Pg(m(si‘j, sul Y™

AL Po(Sers | ) Pg(Sy i y")

PB(Sl\jJ s[-l.il ym) = 1T
Py(sly™)

parat=2
p (m(—s'—_ sui --2-)— MD)PG(O)(SI |Y1) Pe( )(Sg‘] | y ) ........ (4.22)—
e LCNED

v [c):omo ya se conocen los valores de Pg° ’(s.,ly.) de (4.19),
Po"sy;ly?) de (420) y Pe™(s;5ly)) de (4.21), (4.22) resulta

102



Py (sy55011y%) =

l0) ()

G
trew E © (D)

Uf)i'
)
A ZZP;?:‘ | R22 po O
i SN I Zﬁ[,::: le) ZZ o

rok Uik L
r , ZP(UJ ©

e T
'

po o

DAL
R P(O) 0

()
'

Note que las ecuaciones que se obtuvieron se encuentran en
términos de valores que ya se conocen, fueron dados al principio,
con el algoritmo de actualizacidn y la primera iteracion del paso E.
Con esto se termina de ilustrar la forma de encontrar cada una de
las esperanzas que se buscan en el paso E. Ahora se continua con el
paso M del algoritmo E.M. en general para inferir la secuencia
verdadera de A.D.N.

Paso M.

Maximizar G(8;0"), es decir:

Obtener la derivada con relacién a 0, igualar a cero y se
encontrardn los estimadores maximo verosimiles. En este caso, ya
se obtuvieron tanto las derivadas como los estimadores en la
seccion 4.2.1 y que estan dados por (4.12).

De este modo se reemplazan los valores respectivos de 8 en
la formula para G(8;0") y de ahi se obtiene el vector 8 que sera
utilizado en el paso E de la proxima iteracion del algoritmo E.M.

Asi se tiene que 8" = {a ", 2", PN PO g,k €1, 2, 3, 4})
esta dado por
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donde Eg[S.; | y™]

P05, %) =

(0) (o)
)k f
Z o PRI
E PO (DJ
ik g

[

2 = (Eo®[Sul ™) B85S0 y™D)

m

2 E¢®[SySeri | y"
;“ S}I H = [wri
£ Eo®[Suiily"]
PV =y,
Z Yt Yix E¢”[Sui I vl
Py = .
Uk

2 Yt B[Syl y™]

= P 8y 1 y™) o bien:

( \
Pﬁ;’:{w{zz H
22 o

(0) tO) (0)
BRI PR P
{m)
¥ ¥ P(U) (0)

Iuin'
- - = - =i ™

w0
o,
PR DI
i Z PO O
¢ ik ™
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¥ E¢®[Su;, S0 | ™) = Pe®(55Seri | y™) o bien:

PG(U)(SlJ S| y)=

(0} (0)

p® Z;L{u; 2 Uf)* il
(wm ; Z 0 (0

™
pe © ZZ !

ik %
;L of > "o PO ©
ZPm) (0) rou Z P Zl(o; ZZ .r_,,)g T,
ik g™ o Z ) lD)
' 5 ¥ P

(e

1

PO (0)

Taol SEIm
; Z ) tn)

i i (I-')f
!

donde m; = P(s; ;)
En general para la n-ésima iteracion del paso E y M se tiene:

n-esima iteracion del paso E.

Se obtlenen los valores de Eg*[s,; |y 1= Pg™"[8,; | y"] y de Eg*"(s;

St |y 1= Pe"™"[Sy Se1,i |y } que estarian dados por el sistema de
ecuaciones recursivo y el algoritmo de actualizacion, como en la
primera iteracién del algoritmo E.M.,, y se utiliza este valor para

obtener 0™ en la

n-ésima iteracion del Paso M

7= (B[4 |y, Bsfs12|y™)

105



Z Eo™"[S5,5e-1.i | y"]

3 Eg[Su1i] y™

Z_Iy:.u- Yik Eg™ S\, | ¥y}

Wy _ ozl
PO
(-) =—
¥ yl
L] -
P(mk B

Z Yoy Eé™"[Su Iym]
t=2

donde Eg"™"[S,; | y™] esta dada por

PO(O)(st,il ,Vz) =

pO o }

I zz o
(0
k e

22

r

[ 40)

P
(01 MO} itk *
TR
i

um

(0) )

2 o | 2 Z): on 2

P(U) (°]
ur]k

(0) (0)

ZN ZZ "

y EO("”IS[ Iasl | 'i ym pOT

!

(0 (0)
A e ™
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Pa("'1)(3|Jsl-|<' |)’m) =

p teh D
1.9
P Z PCl Z z ek _
rrbw " E p e
! o ™
p i !
pel Z Z oa Z Z @1 D
P Z P =l 2 | P m
[l z pim el 3 b E Z ook
- 2 ter1s .
1} PR (sd 14 L7}
'
p e
S | T
L] pien !

m,
1ot utn !

Repitiendo estos pasos sucesivamente se consigue el
estimador ' que maximiza a la verosimilitud. Una vez que se
encuentra 6 se utiliza para obtener una estimacién de la sucesion
de ADN. 8" = (s, ..., Sp) para lo cual se utiliza el siguiente
algoritmo de actualizacion:

4.2.3 Algoritmo de actualizacion.

- . . «a « b ow *
(a) empiece con una distribucion inicial P(s|) ==

(b) utilice este resultado para obtener P(s,|y""), P(s,|y") t > 2 del
algoritmo recursivo.

(c) use P(5y | v™ y P(Sm l y™") para calcular P(Sm | ™).

(d) aplicar el paso (c) sucesivamente hasta completar la secuencia,
es decir, hasta obtener P(s, | y™.
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(1) Los valores utilizados en el algoritmo de actualizacidn son el
maximo verosimil y los obtenidos a través del algoritmo
recursivo son los parametros dados por el estimador maximo
verosimil 8°.
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Apéndice A.

“Y lo que oscila en apariencias fluctuantes, fijadlo en ideas duraderas”
Jagues Monod, El azar y la necesidad (1971)

A.l1 Concavidad

Definicion A.1 Una funcion f diferenciable en un intervalo (a,b) se
dice que es concava hacia arriba en (a,b) si y solo si f'es creciente
en (a,b). La funcion f es cdncava hacia abajo en (a,b) si y sélo si
[fes decreciente en (a,b).

Teorema A.1 Sea f una funcién doblemente derivable en (a,b).
Entonces, si

a) f"(x) > 0 para toda x € (a, b) implica que f es concava hacia
arriba en (a, b).

b) £ "(x} < 0 para toda x € (a, b) implica que f es cdncava hacia
abajo en (a, b).

Demostracion. Como f" > Q en (a, b), entonces f'es creciente en (a,
b) y por la definicion anterior en el inciso a), se infiere que f es
céncava hacia arriba en (a, b). El inciso b) se demuestra de forma
analoga.

A.2 Desigualdad de Jensen.
Si fix) es una funcidon concava hacia abajo y X una variable

aleatoria, entonces E{f{X)) < AE(X)), si las esperanzas existen y son
finitas.
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Demostracion.

Expandiendo f{x) como serie de Taylor, en una vecindad de u =

E(X).
f) =AW +£(0) () +£2E)(x - £ donde £ € (x, p)
2!

Como f*(E) <0, se obtiene:

Fx) A+ (x - 1)

entonces

XA+ (W) (X - )
tomando esperanzas:
E(AX)) < E(Au) + E(F (W) (x - W)
EAX)) <) + /(W) E(X - p)
E(X) <Alw) + /(W) [E(X) - E()]
como E(X) = 1 entonces
E(AXD) <Aw) + () [ -1l
E(flX)) < Aw)
— - — E(X) SAEX))- - - —-

que es [o que se queria demostrar.

A.3 Distribucién multinomial

La distribucion multinomial es una extension natural de la
distribucion Bernoulli, el cual consiste en experimentos que solo
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tienen dos diferentes posibilidades de ocurrir, llamados éxito o
fracaso. En el caso de Ia multinomial un solo experimento puede
producir uno de k 2 3 diferentes resultados. Algunos ejemplos de
experimentos multinomiales serian:

1. El lanzamiento de un dado; que tiene k = 6 diferentes resultados.

2. Larespuesta de una persona a la pregunta de ;por quién voto6 en
estas elecciones? estd, por ejemplo, en k = 7 diferentes
posibilidades: (a) Voté por Labastida, (b) Voto por Fox, (c) Voto
por Muifioz Ledo, {d) Voto por Cardenas, (e) Votd por Rincén
Gallardo, (f) No voto y (g) Anuld su voto.

Un 0nico experimento multinomial tiene k diferentes posibles
resultados, en la notacion comunmente usada k pardmetros son
utilizados para describir un experimento multinomial y estos estan
definidos como p; = P(resultado i ocurra) , i = 1,2,...,k donde p, +
prt . tp=1.

Ahora suponga que un experimento consiste en n intentos
independientes de acuerdo con un modelo multinomial, para cada
uno de los intentos los parametros son p,, p; ..., P Para el caso
general, se realizan n intentos independientes de tipo multinomial,
Toman probabilidades p,, p;, ..., px donde los diferentes resultados
posibles de suceso y el vector aleatorio multinomial es (Y, Y,
., Yy) donde Y; = el nimero de veces que el resultado j ocurre en
los nintentos, j=1, 2, ..., k.

I.a funcién de probabilidad para (Y,Y>, ...,Y) es

! yz... Y
P(Y =y, Y=y, .., Yi=p) = H.p]' P;; P'J.
WYyt

k k
donden=1,2,3,..;0<p<1;Zp=1; »=0,1, ,n;Zy=n
j= j=
La funcién de probabilidad marginal para un y; debe ser
binomial con pardmetros n y p;. De donde se tiene que:

E(Y)=np, Var(¥)= np;(l-p)conj=1,2, .,k
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Por ejemplo, tome el casa para k = 3, donde y, y», y3, se distribuyen
de forma trinomial con parametros p,, p; y p; respectivamente, Y,
Y, Y3 variables aleatorias; n=y,+ y,+ y;, entonces se tiene que

7

iy n—y - y)!

~Mi=Ye

Suyy)= pl ey (1-p = py)

nl ¥ ("‘)’|)! 7 -3 ~¥,
= C AR pE(i-p-p,)
PATCERTS (RN Ry |

ahora sumando sobre y; para encontrar la marginal de y; se tiene:

E (=) -1
¥= = ]‘ 1-p— ;
Ay =y) ,;yl!("—yl)!py yz!(n_y]_yz)!p"( p-p)

_ o < (-
W=y SZaln-y - !

~N=¥:

p-p-p)

donde P(Y| =y,) se distribuye de forma binomial con parimetro n y
pi- De forma analoga se demuestra para Y.
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A.4 Caleulo de estimadores maximo verosimiles.

Piy"s™ = Ps) LI pesil sy Py s) LT Pl v, se)

St = (S1.1,812)

Vo= (Yo1,Ye2)

2
M P(s) =IIn)" =m(-m )™
j=
@11 Pes s
2
l-‘r;-’: Vo H l‘ NEXE (1 _ l“)-‘n,z-‘.q,:
=]

=

i

e
[}

GiDP(y, |s)

2 2

=I'I P MEBE4N _H I’y 5: FESIN (1 - p“)-‘l,ih,z

i=1 k=1

I Paylyos) =TT 11 T poye =

[

2
SeiYe-r, 4 ¥e, LD P E r
[T IT P ™ (= Pyn) v
]

i=t j=

de donde se obtienen los logaritmos de cada uno por separado, para
(i) la primera ecuacion:

log P(s1) = s, ,logIl, + s, slog(i-11, )

m

1
qlog P(S[|S[_|)=z [sf,lsl-].; log &, 8,250 log( 1 - A ,)]
=

i=|

13



2
log P(YI |Sl)= Z [sl,iyl,l log piy +5,,7 log( 1 - p, )]
i=1

ar

[T togPyil yers) =

=

2 2
Z Z (3,..y;-|‘,-y1,| log Pon SV, Ve log{ 1 - P(.‘jn))

i=l  jal

Se obtienen las derivadas con respecto a los pardmetros a encontrar:

dlog P(Sl) = Sy _ Sz
dfl, I, (-1

igualando a cero la ecuacién:

(1'n|)51,l 'nlsl.z =0

-T1,( st Sl.z) =-5,
,(s,+s,,)=s, de donde se obtiene que I1,=s,, dado que s,,+
s,,=I1. Como M,=1-11,, entonces 1,=s,, y que

0=(I,,1,)=(,,,5,) =8, -
Para {ii) la segunda ecuacion se tiene:

— Jogl I Pls, [su) = 2 (58w log 2y s, oslogth =2y )= —
(=2 L

+ 8,5 0,2 log &, + BT P log( 1 - Ay

m
dlog['[P(S,/S,_l) )
=2 . (S.',lsr—l.l 828 J

dh,, =§2 A -2,

igualando a cero la ecuacion y resolviéndola se tiene:
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(I=R20) X %~ Ay X Si280 = 0
fnl =2

] m m
T D RLIRTEL S,a85,.1=- 22 Soase-1
-

tel 1=

y por lo tanto

m
E SeaSem
M= =

m
2 5 (Sy + 5.2)
i=2

Como s,; + s.2=1 se tiene que

n

Z ¥
_ =2
Ay =

ht n ™
2518 PIEIETED I AT

Ay = l1-k,; = l-rxzm = = T m =
25 pIE A
fal ful

isr—l_l (! 5 )

tul
m

Esl—l,l

=)
y como 1-5,,= §,2. De este modo se tiene:

m

2 Sidia
=2
A‘12 = "
ESJ-I.I
1=2"

De las expresiones para &, ¥ A2 se puede escribir

n

ZZS-'-USF.J
=
l‘l = ”
28
=2

e (AA2)

1t5



Ahora se obtiene la derivada con respecto a A, , asi

dlog[TP(s,/5.)  m (Sr,lsr-l.z Sr.2sf-'-2)

1=2 -
dhy, =2 Ay L2y

Igualando a cero la ecuacion anterior vy resolviéndola se tiene lo

siguiente:

(=AY 88, a-Ay 2 5,282 =0
=2 t=2

SeaSio2
=2

L nr
ST DI AT PR D MRS
(L]

Jul

n

E SJ.ISJ-I.Z
— =2
7\'ZI “m :
¥ 505, +5,)
=2

Como s + s.2=1 entonces

Y de este modo

- - m -

b2 SJ-I.J(i_ 5;|) _

o — w
ZSJ-I.Z - E St
by = A=y = R 2 - i

251-1,2 T8

fm2 rul

¥y como 1-s. = 5,7 entonces se tiene:
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p
E 5:-1.2‘9:,1
by ="2,
> 502

fm2

En resumen el estimador Ay es dado por

zsl-l.zsl.j
A= (A4.3)
251-1,2
=1
y de (A.4.2) y (A.4.3) se tiene:
isl—l.isr,j
?\.y = ’12'--- —_—- . ..(A.4.4)
IR

=2

Para (iii) la tercera ecuacidn se tiene:

sy log By +5,,p,, log(1- R,)

log P =
o8 P, | s +35,,00, log Py + 5., , log(1- ;)

Note que si 5, =0, entonces Py, y P12 pueden ser cualquier
valor que satisfaga P, + Py, = 1. Andlogamente, si s;; = 0 entonces
P21 y Py pueden ser cualquier valor que satisfaga Py + Py = 1.
Ahora bien, note que si s, = 0 entonces s, ; = 1 y viceversa, de este
modo suponga que s, # 0.

dlog P(y /s)) _ Sui _ SaXn
dPn Pn I_Pn

[gualando la ecuacion anterior a cero y resolviéndola se tiene que:

(= Pydsidia— Pusiayia =0
=Py vt s X)) = 500
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_ Sadu

" s+l

y como y,, +y, =1 entonces se tiene que los estimadores Py, y Pi2
son: Py =y;; ycomo P;z=1-P;;=1-y setiene que P12 =y
De donde el estimador Py es dado por

P]jz Yig e (A45)

Ahora se obtiene la derivada con respecto a P, y se tiene:

dlog P(y,/s)) _ Sizd _ $1200
aP Py L= Py

igualando la ecuacidn anterior a cero y resolviéndola se obtiene:

(1= Pu)s ¥y~ Pusipyi, =0
Py (s Vit S10Yia) = -8

RIFB4N]

n=
5200+ 0a)

¥y como y,, +y,, =1 entonces se tiene que los estimadores P, y P
son: Py =y y como Py =1- Pyy = 1-y)) se tiene que Pr=1y,,

De donde el estimador Py es

- - P2j=yl‘j - - - B - --.._----(A.4-:.6) -
De (A4.5) y (A.4.6) se tiene que el estimador P;; es dado por:

Pi=yi; (A.4.7)

Para (iv) la Gltima ecuacion se tiene:
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log]l:‘!: p(Y1] yt-l:sl)

m 2

= ZZ(SUYHJ.V:,] 103315)1 +5,, ¥, Y2 10g(l = Fuy)

=2 jul|

+8,: Y02V 08B )+ S, Vo2 Vea log(t - Foain )

=Y [5.¥,.,5,,108 Fon +SaYiciades log(1 = Ry + 5,90 108 Faiy

i

il
~

5,0V 1081 = Py + 5, 0,002Y00 108 Fgy + 5,00, 0200 108(0 - £y,
+8, V2V log P(22)I + 8,2V V2 log(1 - P(zzn ].

Ahora se obtienen las derivadas para cada uno de los estimadores
que se quieren encontrar:

"

d lo P(y,!ly,_,s
£ 1,__11 SOSCID _ z'": SV Y _ SVl
dP 1y P’ P 1- P

(i {11

[gualando a cero la ecuacion para después resolverla se obtiene:

=R EsaYauyn - o TS Yy =0
=l t=Z

" m

—BodE sy TS = - 2 S Y
tal

fa2 1=2

de donde se tiene que el primer parametro Py es:

ZSI'.]),J-l,lyIJ
Fan = =
Zsuyn-l_l(yn_l +¥,1)

=2

y como y,+y 2= | se tiene :
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m

S YV

P(IIJI = r-2m
Y85V
1=2
Z S X
Poma = 1-Pap =1 - "2”.—
Esr,lyr-l.l
=2
X5 1Y =25 b ZsaYeen(=y.)
=1 . =2 _ 2
ESI.Iyr-I,I zsl,lyr—],l
=2 fwd

y como yi2= 1 - y,; el segundo parametro vendria siendo

Zsr Wian¥2
P{I n2 = 'l.} -

P

=2

y en general Py, se comporta:
Z 5: lyl L, 1 v [

|=2
Z Sia¥ion
t=1

P(n)k =

El tercer pardmetro por encontrar vendria siendo P(zm asi que se

-deriva con respecto a él-para obtener:

St ]

log I I (yl /y.'—[’ f) bl § Z.y -1 |y 1
d L F 1. =1, h
=2 P( by {21y

dP(2I}I

Igualando a cero la ecuacion anterior para después resolverla se

obtiene:
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(=o)X 82V = Pa Y82V =0
=2 =2

- Pm)l[z S VeVt ZSI_ZyJ—l,ny.I] = _Z SV
1=l £ =2

de donde se tiene que el tercer parametro Py, es:

Esf,lyr-l,lyl,t

— [
ﬁzm - )

Y5y + yr,z)

=2
y como y, |+ y,2 = 1 se tiene :

ESJ,ZyI—Llyr‘!
__ =2
ﬂzm =" h o

> Sa¥-n
i=2
y
Y. s Yo
Peip =1-Paiy = 1 - 2,
382V
tal

L4

Ez 8§ 2Yie ~ SV Y5 aYenl=y)
i= Iy

e =2 o= =2

m L
Zsr.lyi'—l,l Zsf.lyl—l.l
t=2 i=2

y como v, = 1- y,; el cuarto parametro vendria siendo:

2 S M b 2
_1=2
P(N)l - m

2 S2Vu

1=2

En general Py se comporta de la siguiente forma:

[¥2]



EM ScaXiaaYoa
Pk = "0 e (A4.9)

m
2 SeaYia
t= 2

de (A.4.8) y (A.4.9) se tiene que el estimador Py es:

2 Sr,jyl-],]y!,l'
P = r, T (A.4.10)

ﬂJ

Z Sr,jyf-l,l

=2

El quinto pardémetro por encontrar vendria siendo Py, asi que se
deriva con respecto a él para obtener:

e

dlogHP(yl/yl-l’Sl) ”,{
ial =

SV | Satena Ve
dP ’

(12t =2 P(l!)l - Pmn

[gualando a cero la ecuacién anterior para después resolverla se
tiene;

(= H VsV = B 280 Yia2b =0
1a] ial

= B2 8, YooV — 2 KARRY O Rl SRS VR O
(L} 1=2

de-donde se-tiene-que el quinto pardmetro-Pz) es: - —-

"

I PN
PUIH = ow =2
SV + 02)

=2

y como v +y.»= | se tiene :



a

Esr,ly;-l.lyf.l

P(lz)l = i‘“2...
Z SeaXiaz
ful
ZSJJ}”:-LJJ’:J
Piaz =1-Paay = 1-'7,
Z'S‘lJyl—l.l
()
IR pIL A AP ESJ,Iyt—l,I(l = ¥)
— 1= =2 = =2 —_—
DI R IS
tul I=2

y como y,»= -y, el sexto parametro vendria siendo:

E S!,Iyr-l.zyr.Z
PZl)I =m

{ B
Esa.l)ﬂ-l.z

~ tal
En general P2y se comporta:

n

X Saa¥iaaYea

' — w2
Py =

Z Sl.lyl'-l.2 .......... (A411)

2

El séptimo parametro por encontrar vendria siendo P asi que se
deriva con respecto a él y se obtiene:

"

dlog TT Py, fy.s8)
—l 2(

LIFR D PRI IR B RSB 3¢
‘”}czzn ‘

P(22)I 1_P(21)1
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lgualando a cero la ecuacion anterior para después resolverla se

abtiene:

(1- ﬂm, )Zsr,zyr—l.lyt,l - Ffzzn Z“':,zyf-a,z}’r.z =0
=l inl

m

- P(zzn[:E S22V =2 sr,lyr—i,2y1.2j| =~3 Si2¥aabis
‘=) fml

=l
de donde se tiene que el séptimo pardmetro Py es:

"

2 SiaVia2 ¥
Tl .

P(Z!)I =

m

Y 8aViaa (3 +¥.2)
im2

ycomoy, + y.»=1setiene:

E SJ.ZyJ—I.Zyr.l

Hml = W
DILARS P
1=l
Y
"
ESJ,2yJ-|.2yr,'|
D — 1_D = T1_ta?
LYV 1= 172)1 -
PILAY P
te}

L2

E Si2¥ia2 — Z SiaXiaaXu

—fnl w2 u

n

Sl.thl,:(] - y:.l)
1

L n
T T T 252 IS P

r=l v

y como y,»= -y, el octavo parametro vendria siendo:

m
Esf,zyr-1,2y1,2
— f=2
Py =

-

pIL RS

LV

y en general Py se comporta:
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i SoaYaova Vg
Pinmye = “zf ........... (A4.12)
TV

P

de (A.4.11) v (A.4.12) se tiene que el estimador P es:

Zmzsr,Jy:-l,zyu_* ........... (A413)

P(lz)t

012

‘Y.l,fyl'v-l,l

t=1

De tal modo que de {A.4.10) y de (A.4.13) se tiene que ¢l estimador
Pijc
i Sea¥ion gVt e (A414)

P = i=1

{1 )& m
Z sl,l'y.l-].j
i=z

Resumiendo se tienen ahora de (A.4.1), (A.4.4), (A.4.7) vy (A4.14)
que son:

Il =(1—11,n2)=(51_|, SI.2)= 3,

zs-l.isf.j
Ay =1,

zsl-l,i

=2
a) $,20;
Pii=yiiconi=1,2.

Py= Py cualquier valor tal que P2+ Py =1

b) S|z # 0 3

Pri=yiiconi=1,2.
P, ; cualquier valor tal que Py + P3=1

> Sea¥ia Y
P = i'=2f

(i )k L
E sr,iyrvl.;
1=1



Apéndice B

“El fuego descansa cambiando”
Herdclito

B.1. Los cromosomas y su morfologia.

Se dice que una célula humana es diploide cuando consta de
46 cromosomas, la cantidad normal en un ser humano. Hay 22
pares de autosomas y los cromosomas que designan el sexo
{(género) son indicados por X v Y. La constitucion del género
masculino es XY y la del femenino es XX. En Ia metafase de la
mitosis’” cada cromosoma consta de dos cromitidas idénticas que
s¢ separan en fases ulteriores para transformarse cada una de ellas
en uno de los 46 cromosomas de una de las dos células hijas. Las
dos cromatidas se encuentran unidas entre si por el cinetocoro,
también llamado centromero o constriccion primaria (ver Fig.B.1).
Un locus o loci es el sitio o localizacion en un cromosoma ocupado
por un gen, es decir, por un especifico conjunto de alelos. Un alelo
es uno de dos o mas formas alternativas de un gen que ocurre en el
mismo locus, por ejemplo, los alelos para el tipo de sangre en el ser
humano son: A, B, O y uno de ellos es el que se encontrara en un
locus de un determinado cromosoma para expresarse en el genotipo
del individuo.

— Centrémero
Brazo corto ——

—¥ e Locus

Brazo largo

Fig. B.1. Morfologia de un cromosoma.

T El proceso de la mitosis se explica en el Apéndice B.2.
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B.2 Proceso de Ia mitosis y la meiosis.

La mitosis es la divisién celular por medio de la cual una
célula con 46 cromosomas produce dos células hijas, las cuales a su
vez tendran 46 cromosomas heredados como material genético.

La mitosis es la porcién mas corta del ciclo celular, y se
divide en tres etapas fundamentales:

(1) Antes de que la mitosis termine, la c€lula entra en un estado que
se conoce como G, durante el cual el A.D.N. se encuentra en un
estado no replicativo. G, termina cuando la sintesis del A.D.N.
comienza. )

(2) La sintesis de A.D.N. tiene lugar durante un periodo conocido
como S, durante el cual la molécula de A.D.N. se reproduce en
unidades llamadas replicones, cada una de las cuales realiza una
copia de si misma por replicaciéon semiconservativa de cada tira
de A.D.N. de la doble-hélice.

(3) Al terminar esta fase, cada cromosoma ha sido copiado y tiene
dos cromatidas (ver Fig. B.2). En la metafase cada cromosoma
esta formado por dos componentes simétricos, las cromaétidas,
cada una de las cuales contiene una sola molécula de A.D.N.
Las cromatidas sdlo esidn uindas enire st a nivel det centromero
y se separan al comienzo de la anafase (fase siguiente de la
metafase). El periodo entre el final de la sintesis de A D.N. y el
comienzo de la mitosis se llama G,.

Centromero

Fig. B.2 Uni6n de las crométidas por medio del centrémero.
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La parte del ciclo celular entre cada mitosis se conoce como
interfase.

Gy S G Mitosis G, | S8 G, | Mitosis | G

Asimismo, la mitosis es un proceso continuo que por lo
general se divide en cuatro etapas (ver Fig. B.3 (Fig 1- 6 Genethics
(1992) Friedman, Dill}), Ias cuales son:

(1) Profase: Esta etapa empieza cuando termina la interfase, y los
cromosomas se condensan y son visibles al microscopio.
Durante la profase la membrana nuclear desaparece, en este
momento cada cromosoma consta de dos lineas paralelas — las
cromatidas hermanas — que son sostenidas por el centromero.

(2) Metafase: Los cromosomas se contraen completamente y se
mueven al centro de la célula. Se extienden fibras de los husos
de los centromeros de cada cromosoma a dos centriolos que se
encuentran localizados en polos opuestos de la célula.

(3) Anafase: El centromero de cada cromosoma se divide y las
cromatidas hijas se separan, convirtiéndose en dos cromosomas
hijas que comienzan a moverse a los polos opuestos de la célula.

(4) Telofase: Cada una de las cromosomas hijas llegan a sus polos
correspondientes y comienzan a descondensarse (fase en la cual
no son visibles claramente en el microscopio). El citoplasma se
divide y la membrana nuclear se vuelve a formar para cada una
de las nuevas células hijas. Y la interfase comienza para cada
una de las células hijas.
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Proceso de ia meivsis.

La meiosis es la division celular en la cual un gameto diploide
precursor produce gametos haploides®™ (ver Fig. B.4 (Fig 1- 7
Genethics (1992) Friedman, Dill}). Cada uno de los gametos que se
producen tiene 23 cromosomas en lugar de 46. La meiosis es
precedida por la sintesis de A.D.N. y consiste de dos divisiones
celulares.

Primera division meiotica

La meiosis I se conoce como la divisién reductiva, ya que
reduce el nimero de cromosormas de 46 a 23.

(1)} Al principio de la meiosis I profase (profase 1), cada
cromosoma ha completado su replicacion y ahora consiste
de dos cromatidas hermanas unidas por un centromero. Esta
fase se divide en diversos estadios secuenciales:

(a) Leptonene: los cromosomas se vuelven visibles a la luz
del microscopio como delgadas tiras.

(b) Zvgotene: los cromosomas homélogos®, uno de los
cuales lo da la madre y el otro el padre, s¢ aparean a

tando la laren de lacs tirac
tn 0 largo de las tras,

(c) Paquitene: los cromosomas se condensan alin mas y se
lleva a cabo la recombinacion entre cromatidas

individuales de cromosomas homélogos a través del

crossing—over3 °

(d) Diplotene: el par de cromosomas homologos empiezan a
separarse pero estan adn unidos por los lugares de
crossing-over.

* Se dice que una célula es haploide ceando dnicamente consta de la mitad (23) de los
cromosomas normales {46). Esto sucede en las células gametos y en algunos estadios del ciclo
de vida de algunas plantas.

¥ Cromosomas homdélogos sen pares de cromosomas que son practicamente idénticos en
forma, tamaito + funcién v que se aparean durante |a divisidn celular meidtica.

30 . . . .
Crossing-over ¢s ¢l intercambio de segmentos cromosomales entre cromiétidas durante la
division celular.
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(e) Diakinesis: los cromosomas alcanzan su maxima
condensacion.

(2) En la metafase 1 la membrana nuclear desaparece y las
lineas bivalentes de cromosomas se centran en la célula. Un
huso conecta los centrémeros con los centriolos de la célula
en polos opuestos.

(3) En la anafase 1 los cromosomas homologos se separan y se
mueven a polos opuestos de la célula. Las cromatidas
hermanas de cada cromosomas permanecen unidas por el
centrdmero, las cuales no se dividen en la meiosis 1.

(4) Durante la telofase 1 los dos conjuntos de células
cromosomales haploides ilegan a polos opuestos de la
célula y se divide el citoplasma.

Segunda division meiotica.

Esta segunda etapa es precedida por un pequefio estadio de
interfase en donde no se lleva a cabo sintesis alguna de A.D.N.

La meiosis II es similar a ia mitosis, en donde los cromosomas,
que consisten de dos cromdtidas hijas unidas por un centrémero, se
alinean en el centro de la célula, se forma un huso que las conecta a
los polos opuestos de ia célula para posteriormente separarse e irse
cada cromosoma hija a polos opuestos de la célula. La diferencia
radica en que en la meiosis Il existen sdlo 23 cromosomas en la
célula madre original que dara lugar a dos células hijas con igual
cantidad de cromosomas, mientras que en la mitosis eran 46.
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Fig.B.3 Proceso de la mitosis. (A} Profase, (B)Metafase, (C) Anafase y (D)Telofase.

Profase I l \

- e—
Metafase | © —

"-..___‘_ _/

&D
D,
C @ Anafase | C = = e
<y
&

Telofase | QX
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Fig. B.4 {A)Leptonene de la Profase 1, (B)Zygotene de la Profase |, (C) Pakytene de la
Profase [, (D) Diplatene de la Profase 1, (E) Diakinesis, (F)Continvacién de la primera
divisidn meidtica y (G) Segunda divisidn meidtica,



B.3 Abreviaturas de aminoacidos.
(De Tabla 1.1)

Ala
Arg
Asn
Asp
Cys
Gin
Glu
Gly
His
e
Leu
Lys
Met
Phe
Pro
Ser
Thr
Trp
Tyr
Val

Alanina
Arginina
Asparagina
Acido aspartico
Cisteina
Glutamina
Acido glutaminico
Glicina
Histidina
Isoleucina
Leucina

Licina
Metionina
Fenilalanina
Prolina

Serina
Treonina
Triptofano
Tirosina

Valina

B.4 Anomalias cromosomicas.

Anomalias numéricas. Este tipo de anomalias se llega a dar
cuando se modifica el nimero de cromosomas del ser humano
disminuyéndose o aumentandose. Los casos mas comunes de

anomalias son;

¢ Poliploides: el aumento de series haploides completas de
cromosomas. La mayor parte de los casos terminan en abortos

espontaneos o en muerte durante la infancia.

e Trisomia: es la presencia de tres copias de un cromosoma en
lugar de las dos copias normales. El ejemplo médico mas comun

es el Sindrome de Down (Trisomia 21).
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e Monosomia: es la presencia de un solo miembro del par de
cromosomas en el kariotipo®. Un ejemplo médico es el
Sindrome de Tumer.

s Mosaiquismo: es la presencia de dos o més lineas de células con
diferentes kariotipos en un paciente. Las caracteristicas que se
presentan a nivel clinico dependen fundamentalmente en el
cromosoma especifico que se vea afectado.

Anomalias estructurales. Son un nuevo arreglo del material
genético entre cromosomas o de él mismo. Que pueden ser un
balance genético, cuando no hay cambio en la cantidad de material
genético, o bien inbalanceado cuando hay un aumento o pérdida de
segmentos esenciales de cromosomas.

B.5 Enfermedades producidas por mutaciones.

o-Thalasemia. Es causada por la delecion del conjunto de genes de
la a-globina, de hecho el problema se origina principalmente en la
etapa del cross-over de la meiosis, debido a que las secuencias de
A.DN. se encuentran demasiado proximos el uno con el otro. Los
fetos que carecen de la a-globina usualmente mueren por un edema
generalizado ya sea durante la etapa de gestacion o muy poco
despues de nacer.

Deficiencia en la hormonag de crecimiento, Asi como en la o-
Thalasemia, el problema se origina por una delecion en el conjunto
de genes que controlan el crecimiento por estar demasiado cerca
una secuencia de otra, lo cual causa enanismo en personas
homocigotas™®, ~— ~ - — = T "o .

Distrofia muscular de Duchenne. El gen anomalo se encuentra en
el brazo corto del cromosoma X. Su incidencia aproximada es de

' El kariotipo es una micrografla tomada a los cromosomas que se encuentran en células
preparadas y después cortarlas para emparejar cromosomas homoélogos, vendrian siendo como
un arreglo de todos los cromosomas en la célula de un individuo, los cuales se observan en
microscopio duranie la metafase.

" Homocigota es la persona que posee los mismos alelos en un determinado locus,
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1/4000 varones nacidos vivos. Las mujeres heterocigotos™ para este
gen son asintomdticas, aunque algunas presentan pequefias
anomalias como pseudohipertrofia de pantorrillas o ligera debilidad.
La coincidencia de este gen en ambos cromosomas X es letal en el
periodo intrauterino. Las distrofias musculares en general son un
grupo heterogéneo de enfermedades genéticamente determinadas en
las que se produce una degeneracion progresiva del misculo
esquelético. El sustrato patdgeno de la Distrofia de Duchenne es la
ausencia congénita de una proteina estructural del musculo
denominada distrofina, lo que determina una permeabilidad
anormal de las membranas y la necrosis o muerte progresiva de las
fibras musculares. El cuadro completo incluye una miopatia
esquelética, una miocardiopatia y un coeficiente intelectual bajo. La
debilidad y la atrofia muscular son progresivas y simétricas, se
afectan todos los muisculos esqueléticos incluidos los de la cara,
aunque predominan sobretodo en el inicio, la musculatura pélvica y
del tronco. La muerte se produce alrededor de los 20 afios a causa
de la insuficiencia respiratoria o, en el 10% de los casos, de la
miocardiopatia.

Fibrosis quistica. Dilatacion anormal y permanente de los
bronquios debido a la destruccion de los componentes musculares y
eldsticos de la pared bronquial. Es la anomalia genética mas
frecuente en la raza blanca. Su incidencia es de 1/2500 nacidos
vivos. Actualmente se puede realizar, mediante marcacion genética,
el diagndstico prenatal.

Hemofilia. Heredopatia recesiva X-relacionada, es decir,
transmitida por el cromosoma X, afecta exclusivamente a los
varones y se caracteriza por alteraciones en la coagulacion de la
sangre.

Hipercolesterolemia Familiar (HF). Esta enfermedad resulta en el
defecto del gen receptor de la baja densidad lipoprotéica, lo cual
causa una anormalidad en el control de grasas en el cuerpo. La
delecion en este caso es de sélo una parte del gen receptor.

% Heterocigoto es la posesion de diferentes alelos (uno de dos o mas formas alternativas de un
gen que se manifiesta en un locus) en un determinado locus.
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Siwdrome de Down. La cavsa es una posible transiocacion® o
mosaicismo que da lugar a tres cromosomas 21, por lo cual también
se le conoce a ésta enfermedad como Trisomia 21. Se caracteriza
por manos y dedos cortos, pies cortos y anchos, talla baja, retraso
mental, perfil facial plano, orejas de implantacion baja y anormales,
boca entreabierta y lengua prominente. La tasa de ocurrencia para
bebés nacidos vivos con esta trisomia estd muy relacionada con la
edad de la madre (ver Tabla B.l1 (Tabla 2-2. Genethics (1992)

Friedman, Dill)).

Tabla B.1 Riesgo de Sindrome de Down.

Edad de la madre Nacidos vivos. -
24 1/1250
25 1/1210
26 171250
27 1/1210
28 1/1180
29 1/1140
30 1/1000
31 1/830
32 1/630
33 1/490
34 1/350
35 17282
36 1/220
37 1/170
38 1/130
39 1/100
40 1/80
41 1/60
. S P
43 g T T
L 44 1/30

34 " A 4 .
Translocacion es un tipo de anomalfa estructura! que se caracteriza por la fusién de brazos
enteros de cromosomas acroceéntricos.
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Sindrome de Turner. El individuo es de aspecto femenino, pero
pricticamente no hay génadas™, las cuales constan solo de dos
bandas de tejido conjuntivo. Tales individuos tienen 44 autosomas,
un solo cromosoma X y ningin cromosoma Y, lo que resulta en un
total de 45 cromosomas, uno menos de lo normal.

¥ Las génadas son los 6rganos de la reproduccidn: testiculos en los machos y ovarios en fa
hembra. En ambos sexos. las génadas tienen funcion doble: (1) produccion de las células de ta
reproduccion: espermatozoides y oocitos y (2) secrecion de las hormonas sexuales.
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Comentarios

Si bien el objetivo principal de esta tesis es el mostrar el uso

del algoritmo Esperanza Maximizacion en una aplicacion a la
genética, también es importante notar algunos puntos que se han ido
mencionando a lo largo de este trabajo y que es de particular
importancia desglosarlos con mayor claridad. A continuacién se
comentaran algunas ventajas y desventajas del algoritmo Esperanza
Maximizacion, método utilizado a lo largo de este trabajo, asi como
resultados relevantes del mismo.

Ventajas.

Una de las principales ventajas del algoritmo consiste en su
estabilidad numérica, es decir, que a cada paso o iteracién
realizada, se puede asegurar que la verosimilitud aumenta o se
mantiene, es decir (0™") 2 #(6™), (ver seccion 3.4).

Recuerde que se empezd a trabajar con datos observados que se
consideraban incompletos, de tal modo que aunque no se tenian
todos los valores observados se pudo converger a un estimador
maximo verosimil 8*, utilizando para esto un plano de cadena de
Markov Oculta. Hay que hacer énfasis, si en el espacio
paramétrico existe mas de un candidato a ser estimador maximo
verosimil, en el hecho de que la convergencia a uno u otro
estimador dependera del valor inicial 8% que se tome al iniciar la
iteracion, aunque bajo determinadas condiciones se puede
asegurar la convergencia local (ver seccion 3.6 Teorema 3.4).
En caso contrario, si el espacio paramétrico es unimodal, se
convergera a este unico estimador (ver seccién3.6 Teorema
3.5).
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¢ Ayudados por el estimador maximo verosimil 8* y utilizando et
algoritmo de actualizacion se infiere el vector de estados S que
se buscaba, es decir, la secuencia de A.D.N. verdadera, a partir
del vector de observaciones Y. Tomando en cuenta que esta es
un aplicacién al area bioldgica, hay que notar que el modelo
utilizado {ver Teorema 4.1) puede ser modificado y extendido a
otras dreas, ya que la diferencia estribard en la definicion
acertada de los vectores observados y por encontrar. Un ejemplo
que se puede mencionar es el caso en que se utilicen en el lugar
de las bases A, C, Gy T a los tripletos de los aminoacidos, base
fundamental de las proteinas, para poder inferir secuencias mas
largas de genes.

e Como la base del modelo es un plano de cadena de Markov
Oculta las aplicaciones a esta 4rea se ven extendidas a todo
aquelio en donde se vea involucrada la hipétesis de inferencia de
informacion perdida o con observaciones con ruido.

e El algoritmo es facil de programar en una computadora.

Programas existentes en la literatura pueden ser obtenidos via
internet, por ejemplo:

a} hitpit/linkage.rockefelleredu/ott/ehhtm (un  programa para la
estimacion de la frecuencia dei haplotipo)

b) http/www-stal.stanford.edw/~susan/course/b494/index/node] 01.himl trata
el ejemplo de estimar las frecuencias de genes.

c) htp://sato-www.cs litech.acjp/prism : programa que trabaja en
general para cualquier tipo de aplicacién.

d) hnp,ﬂmmh.&utszﬁLmsimgﬁEmgst:ggnsmm _ programa  para
“clasificacién espacial. ' [

e)mmmmm@mmwmm

» El trabajo analitico es mas sencillo que otros métodos, ya que
solo se calcula la esperanza condicional de la log verosimilitud
para el problema de datos completos que es el que necesita ser
maximizado. Y aun si el trabajo analitico puede ser amplio no es
complicado en la mayor parte de las aplicaciones.
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 El algoritmo provee valores estimados de datos perdidos a partir
de la sustitucion de estos valores por su esperanza condicionada
a los datos observados (como se not6 al encontrar la secuencia
verdadera de A.D.N. a partir de la secuencia observada en el
laboratorio).

DESVENTAJAS

¢ El Algoritmo EM. puede converger lentamente si hay
demasiada informacion perdida o en el caso de informacion
completa si el problema a resolver resulta ser muy sencillo
puede resultar mas rapido utilizar un método que se adecte de
una mejor forma.

» No se garantiza la convergencia global cuando hay muchos
maximos locales en el espacio paramétrico. Este es un problema
de todos los métodos numéricos de aproximacion.

» En casos donde el trabajo analitico llega a ser demasiado dificil
de trabajar, existe la posibilidad de utilizar el algoritmo E.M. en
aproximacion de Monte Carlo via Cadenas de Markov.

¢ Dentro de las desventajas que se notaron al algoritmo E.M. en su
presentacion en 1977 se encontraba el hecho de que como
método numeérico, contrario a los métodos de Newton, no se
produce un estimado de la matriz de covarianza del estimador
maximo verosimil. No obstante, Meilijson en 1989 propuso un
método numérico basado en los computos que se realizan a lo
large de los pasos E y M para encontrar esta matriz de
covarianza, asi como un método para acelerar la convergencia al
estimador maximo verosimil.

OTROS COMENTARIOS.

Dentro de los resuitados que se pueden mencionar de la
aplicacion al modelo utlizado en la tesis se pueden encontrar en el
drea de simulacion para el A.D.N. mitocondrial (se trabaja con
sucesiones circulares), trabajo con un fragmento de cromosoma X
humano y la secuencia del bacteriéfago A (la cual ya ha sido
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E.M. en la estimacion a posteriori como parte de un problema
bayesiano, asi como el de Monte Carlo via cadenas de Markov.
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