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Introducción 

"El ser es etemo, porque existen leyes para conservar los tesorOS de la vida, de los 
cuales el universo extrae su belleza, " 

Goethe. 

Mentiría al decir que sólo existió una única razón para 
realizar una tesis acerca de este tema en particular. No obstante, la 
razón principal podría ser mi constante curiosidad por el mundo y 
la vida que se encuentra en él, así como los grandes avances en 
materia biológica que se pueden obtener con la utilización de 
métodos de inferencia estadística. Alguna vez me llegué a 
preguntar, ¿De dónde provengo?, y las escasas respuestas que 
obtenía no eran muy claras. iQué maravilla!, llegaba a pensar, sería 
el conocer nuestros orígenes, y no sólo hablo de la especie humana, 
sino de la vida en general. 

Dentro de cada una de nuestras células se encuentran los 
cromosomas, en lo que se puede llamar nuestra información 
genética, conformados por moléculas del A.D.N. (Acido 
Desoxirribonucléico). Cada uno de los nucleótidos de que se 
conforma esta molécula de A.D.N. el cual está escrito en forma de 
una secuencia de letras (o secuencia de nucleótidos), son llamadas 
bases nitrogenadas, las cuales pueden ser consideradas como 
caracteres del "texto" de la información genética. Existen cuatro 
nucleótidos diferentes que contienen un residuo de desoxirribosa 
(un azúcar), un fosfato y una base de pirimidina o bien de purina. 
Las bases de la pirimidina son la Timina (T) y la Citocina (C), y 
las bases de la purina son la adenina (Al y la guanina (G). 



Desde !os afio s ochenta ~~ {JfUpUSO para ia comunidad 
científica en su totalidad el reto de conocer lo que se llama el mapa 
genético del ser humano. A este proyecto se le dio el nombre de 
"Proyecto GENOMA". Sin duda alguna, el proyecto genoma es un 
trabajo conjunto e internacional que tiene como principales 
propósitos el de poder descifrar de forma confiable todos y cada 
uno de los genes presentes en los 46 cromosomas del ser humano 
(22 cromosomas homólogos y 2 cromosomas del sexo), y no solo 
decodificar la información que esta contenida, sino también 
conocer su funcionamiento. 

A mi parecer, éste es uno de los retos más importantes en la 
biología, el poder descifrar la procedencia de todo organismo vivo 
y descubrir de qué forma todos y cada uno de nosotros procede de 
un mismo patrón que la evolución ha ido transformando hasta 
convertirnos en lo que ahora somos. Se puede considerar que 
gracias al descubrimiento efectivo de las secuencias de A.D.N. se 
infieren aspectos básicos de la evolución en diversas especies 
actuales, incluyendo la nuestra, ya que gracias a la información que 
poseen los cromosomas a nivel molecular se pueden elaborar 
árboles genealógicos y esquemas que nos dirijan de forma precisa 
al descubrimiento de nuestros orígenes como especie humana o 
bien de el funcionamiento de la evolución y descubrir su base 
fundamenta I de !nutac!ones. 

Con base a estos métodos genéticos se pueden llegar a 
inferir mutaciones que dieron lugar a nuevos organismos. El llegar 
a conocer lo antes posible el mapa genético del ser humano puede 
acarreamos un sin fin de posibilidades de aplicaciones a la 
medicina~que antes se nos estaban vedaaas. Y no solo esfo, gracias 
a los métodos genéticos de decodificación de A.D.N. se pueden dar 
pasos agigantados en diversas terapias génicas para tratamientos 
médicos; la creación de antibióticos, hormonas y sustancias 
biológicas activas en el ramo de la industria biotecnológica. 

Asimismo, se puede hablar acerca de la tecnologia del 
A.D.N. recombinante, del cual explicaré su proceso más adelante, 
por su gran ayuda para la realización del c10naje de genes. Y dentro 
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de esta rama se abre un sin fin de posibilidades para la ayuda, tanto 
al ser humano como a las especies animales. Utilizando esta 
tecnología se pueden obtener grandes poblaciones de bacterias para 
su uso experimental; se pueden producir compuestos con fines 
antibacterianos, antivirales y antitumorales. Yeso que no se ha 
hablado acerca de su inmensa utilidad en la creación de vacunas 
(aún en periodo de evaluación), la obtención de aditivos en la 
industria alimentaria y el empleo de "mapas genéticos" que 
permiten detectar la localización precisa de los genes que están 
causando las enfermedades para su pronto diagnóstico. 

Gran parte de la ingeniería genética, la tecnología del A.D.N. 
recombinante y los métodos genéticos en general, se han dedicado 
ampliamente a la resolución de todos estos problemas, cabe tan 
sólo mencionar que este proceso es en extremo lento, ya que las 
pruebas genéticas que se deben realizar en los laboratorios se 
repiten una gran cantidad de veces para estar seguros de su 
veracidad. 

El trabajo del genetista no es nada fácil, de hecho para llegar 
a inferir las secuencias de A.D.N. se deben realizar muchos 
experimentos para poder estar seguros de que la secuencia es la 
correcta, y cada uno de éstos debe ser repetido un número 
determinado de veces. Es realmente aquí en donde entra el trabajo 
de las herramientas probabilísticas y estadisticas, ya que por medio 
de ellas se puede validar teóricamente el trabajo de laboratorio y 
de esta manera evitar pérdida de tiempo en el desarrollo de esta 
labor maratónica. 

Existen varios métodos a seguir y dificil sería decir cuál es el 
que conviene más para su aplicación. Sin embargo, algunos 
métodos podrian combinarse para dar lugar a un menor error de 
predicción (errores que de ser posible no se deben cometer), 
minimizarlos lo más posible, ya que de estos métodos depende el 
poder avanzar de forma más rápida y eficiente en el descubrimiento 
de "mapas genéticos" de la especie humana, de organismos 
multicelulares y de toda un área extensa que a veces parecIera 
estancada por la falta de rapidéz en sus experimentos. 
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Siempre ha existido una profunda curiosidad dirigida hacia el 
conocimiento de las ciencias biológicas en general, de hecho gran 
parte de los ejemplos aplicados a las matemáticas de una u otra 
forma se dirigen hacia probabilidades biológicas, los cuales 
constituyen un constante reto para las ciencias exactas. 

El propósito fundamental del presente trabajo es el de utilizar 
métodos probabilísticos y estadísticos que ayuden a inferir 
adecuadamente las secuencias de A.D.N. Dentro del estudio 
genético en laboratorios existen métodos para realizar este trabajo; 
no obstante, llega a suceder que si bien ayudan a dar una idea de la 
secuencia que se busca muchas veces la información es perdida por 
cuestiones meramente experimentales, para lo cual deben 
introducirse métodos analíticos que ayuden a inferir esta 
información, considerando para esto el menor error posible para 
poder atacar los problemas biológicos con mayor precisión. Para 
este efecto se utilizarán métodos como el de la verosimilitud, el de 
aproximaclOn numen ca, algoritmo E.M. (Esperanza­
Maximización), el cual es un método iterativo y el de cadenas de 
Markov, que cae dentro del área de procesos estocásticos; estos 
métodos serán utilizados posteriormente en forma conjunta como 
un solo método para la inferencia de secuencias de A.D.N. 

De tal modo que globalmente esta tesis se presenta de la 
siguiente forma: 

• En el Capítulo 1 se introducirán términos generales en genética, 
así como una explicación del mecanismo utilizado en trabajo de 

- laboratorio para decodificar-secuencias de-A.D.N.,- que servirán 
para el trabajo matemático que se realiza más adelante. 

• El Capítulo 2 trata algunos métodos de inferencia estadística y 
de probabilidad con el propósito fundamental de encontrar lo 
que se conoce como parámetros de funciones, los cuales en este 
caso representarían una descripción del comportamiento de la 
secuencia de A.D.N., si bien estos métodos son útiles cuando se 
tiene información completa no son eficientes cuando, como en 
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nuestro caso, hace falta infonnación de la secuencia de una 
molécula de A.D.N. 

• Para superar este problema en el Capítulo 3 se describe la 
fonna en que un algoritmo iterativo llamado Esperanza­
Maximización trabaja para poder inferir infonnación faltante a 
partir de infonnación observada así como una introducción a su 
área teórica. Este método iterativo se utilizará en el modelo 
matemático para obtener los estimadores máximo verosímiles 
del modelo que describe la obtención de las secuencias de 
A.D.N. y que se encuentra en el siguiente capítulo. 

• En el Capítulo 4 se construye un modelo matemático para 
poder obtener las secuencias que llamamos verdaderas de las 
secuencias observadas en el laboratorio por los genetistas, 
utilizando para este efecto el material visto anterionnente, los 
cuales de una u otra fonna son parte primordial para que el 
modelo tenga validéz teórica. 

• y por último, en el Apéndice se encuentran los apartados que 
son mencionados a lo largo de este trabajo y que en su momento 
no era necesario incluirlos en el cuerpo de la tesis, como son, en 
términos biológicos: la morfología de los cromosomas, las 
enfermedades producidas por mutaciones, los procesos de la 
meiosis y mitosis, las abreviaturas de los aminoácidos, etc.; 
mientras que en términos matemáticos se encuentran: la 
desigualdad de Jensen, la distribución multinomial y el cálculo 
de estimadores del modelo mencionado en el Capítulo 5 entre 
otros temas útiles para el seguimiento de esta tesis. 
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Capítulo 1. 

Introducción a la genética. 

1.1 Introducción 

"ToJo /o que existe al el uniu= es frutv del a=y la na:esidad. • 
Dtmá:rito. 

En este capítulo se presentan algunos conceptos básicos en 
genética, asimismo se plantea el problema que se estudia con las 
técnicas de los CAPÍTULOS 2 Y 3. 

Se empieza por definir qué es una secuencia de A.D.N., su 
relación con los genes y cromosomas para de esta manera justificar 
la importancia de su composición molecular para futuros estudios. 

1.2 ¿Qué es el A.D.N.? 

Es importante tener claro que el A.D.N. (ácido 
desoxirribonucléico) constituye un depósito de información 
genética, y que es el principal componente genético de la célula, y 
el que transmite la información codificada de una célula a otra y por 
ende de un organismo a otro. En la célula eucariótica1 el A.D.N. no 
se halla libre, sino formando complejos en algo parecido a una 
madeja enredada conocida como cromatina2

; cada molécula de 

I Una célula eucariótica es aquella que tiene una clara separación entre su núcleo y el 
citoplasma, así como la existencia de organelos con funciones especificas y división celular 
mitótica, es decir, división de células que no sean gametos. 
1 La cromatina es el complejo de A.D.N.: proteína que fonna el cromosoma. Actualmente se 
considera II la cromatina como la expresión ¡nterfásica de los cromosomas antes que se 
organicen y contraigan para la siguiente división celular. 
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A D.N. es rp.nrp._~p.nt~da C0!!1Únmente ncr un modelo de doble-hélice ., ' 
propuesto por Watson y Crick (1953), está compuesta en su 
totalidad por combinaciones de pares de únicamente cuatro tipos de 
bases diferentes llamadas nucleótidos. Estas bases se dividen en 
purinas o pirimidinas. Las bases nitrogenadas de la purina son la 
adenina (A) y la guanina (G), mientras que las bases de la 
pirimidina son la timina (T) y la citosina (C). 

5· 

5· 

N.d,o,.m. { 

Molécula 
deA.D.N. 

~ tcromosom 
) 

Fig.l.l Visión general de una molécula de A.D.N. y su relación con In~ ('romoSO!!1::!$. 

Si observa el modelo de la doble hélice (Fig. 1.2) se puede 
dar cuenta de que ésta consta de "peldaños" y "lados" como en una 
escalera; los "peldaños" están hechos de las bases y los "lados" de 
la escalera consisten de residuos de desoxirribosaJ unidos por 
medio_ de_fosfatos, -estos- "lados" están- unidos por lazos· de 
hidrógeno entre las bases (pirimidinas y purinas). 

Es importante mencionar que la adenina siempre está 
aparejada con la ti mina, y la guanina con la citosina; este hecho es 
muy importante de recordar cuando se hable, más adelante, del 
número de combinaciones a los cuales se reduce el espacio de 

J La desoxirribosa es el azúcar que se encuentra en la estructura del A.D.N. 
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probabilidad a considerar. Por convención, las partes finales de las 
"tiras" de la hélice doble que forman la molécula se designan como 
5' y 3', estas "tiras" son antiparalelas, es decir, una cadena de 
nucleótidos van de 5' a 3' Y la otra en la dirección 3' a 5'. 
Solamente cadenas antiparalelas forman hélices dobles estables (ver 
Watson y Crick (1953)). 

Finnl5' 
Fosfato 

I FinalJ' 

Azúcar -Base Base--Azúcar 
I I 

Fosfato Fosfato 
I I 

Azúcar -Base Base-Azúcar 
I I 

Fosfato Fosfato 
I I 

Azúcar -Base Base--Azúcar 
I I 

Fosfato Fosfato 
I I 

Azúcar -Base Base-Azúcar 
Final3' I 

Fig. 1.2 Composición de una molécula de A.D.N. 

Fosfato 
Fina/5' 

En las células eucarióticas, el A.D.N. se halla 
fundamentalmente en el núcleo, aunque también existen pequeñas 
cantidades en el citoplasma, dentro de las mitocondrias (en el caso 
de células animales) o bien en los cloroplastos (en el caso de 
vegetales). Este A.D.N., se conoce como A.D.N. mitocondrial, y se 
representa como un modelo circular (ver Friedman, Dill, et.al. 
(I992, p.8)), distinto al modelo de doble-hélice de Watson y Crick, 
ya mencionado anteriormente. . 

La información genética que se analizará para efectos de esta 
tesis es el A.D.N. nuclear de las células. Los genes son parte de los 
cromosomas y el A.D.N. es el material del cual están formados los 
genes. Los cromosomas se encuentran formados por una sola 
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una madeja enredada'. El genoma humano contiene 22 cromosomas 
autosomales y un par de cromosomas del sexo que consisten en 3.6 
x 10' pares de bases. 

El gen es una unidad hereditaria que contiene la información 
necesaria para poder elaborar una cadena polipeptídica5 concreta, 
estos polipéptidos son unidos en un orden específico para producir 
proteínas que darán origen a organismos vivos. 

Los genes tienen una organización especial, no en toda la 
banda formada por la molécula de AD.N. existe información que 
codifica las proteínas. Un gen está constituido por: 

(1) Exones, son la porción funcional de las secuencias de 
A.D.N. en los genes, que codifican para las proteínas, es en donde 
se puede decir que se encuentra la información a duplicar. 

(2) Intrones, son las secuencias de A.D.N. que no codifican, 
no tienen una función específica, el número y tamaño de éstos 
depende del gen que se trate. Algunas veces, la relación evolutiva 
de genes puede ser inferida a partir de la organización de estos 
intrones y de su localización, de esto se hablará más adelante. 

(3) Los intrones y exone~ se intercala..11 en el g~n~. La 
frontera entre ellos se encuentra claramente definida. Un intrón 
siempre empieza inmediatamente después de la aparición de la 
pareja de bases GT e inmediatamente después del término de un 
intrón se encuentra la pareja de bases AO. Inmediatamente antes del 
primer exón se encuentra el tripleto ATO, el cual da la referencia de 
inicio para la sj)1tesis de la proteína y la referencia para elefinal de la 
síntesis es indicada por uno de los tripletos TOA, TAA o TAO (ver 
Fig.1.3). 

El final de la izquierda del gen se indica por 5' e indica la 
posición más cercana al inicio de donde empieza la síntesis de 

4 Para mayor infomación acerca de los cromosomas y su morfologla referirse al Apéndice B.l. 
j Una cadcna polipeptldica es una cadena fonnada por protefnas o porciones de una protefna 
que consisten de dos o más moléculas de aminoácidos, los cuales son compuestos de tres 
nucleó¡idos y son la base química de las prolclnas. Existen 20 tipos de aminoácidos. 
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proteína, mientras que 3' se escribe como el final de la derecha de 
la molecula e indica la posición más cercana al final de la síntesis 
de proteína. 

5' )' 

GEN 

Fig. 1.3. Organización de un gen humano. 

1.3 La síntesis del A.D.N. y la división celular. 

La reproducción del A.D.N. es el proceso que se conoce 
como síntesis, de este proceso depende la información transmitida 
de una célula a otra; no obstante, es más importante aún conocer de 
forma clara cómo se lleva a cabo cada uno de los procesos por 
separado que llevan a la célula a reproducirse para tener una visión 
más general de lo que sucede a nivel molecular. 

Todas las celulas de nuestro organismo se encuentran en un 
constante cambio, o lo que se conoce como ciclo celular, este ciclo 
comprende principalmente dos períodos generales: la interfase y la 
división celular, las células pasan la mayor parte de su "vida" en 
interfase, durante el cual aumentan su tamaño y su complemento 
cromosómico. 

Durante la división celular, la cual se llama mitosis (para 
células somáticas) o meiosis (para células de los gametos: 
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célula madre en dos células hijas idénticas, sino que también el 
contenido genético se replica o sintetiza. La división celular es sólo 
la fase final de un cambio básico que tuvo lugar a nivel molecular 
durante la interfase. La síntesis de A.D.N. tiene lugar totalmente 
durante una parte limitada de la interfase, denominada período S o 
sintético, que a su vez es precedido y seguido por dos espacios o 
períodos de la interfase (G1 y G,) en los que no hay síntesis de 
A.D.N. G, es el intervalo entre el final de la síntesis de A.D.N. y el 
comienzo de la mitosis (meiosis). Durante G, la célula contiene el 
doble de la cantidad de A.D.N. (cromosomas) que se encuentra en 
la célula original. Después de la mitosis cada célula hija tendrá el 
número original de la célula madre, mientras que en la meiosis se 
producen por cada célula madre cuatro células hijas, las cuales 
tendrán la cuarta parte de la célula madre. 

---------'TIEMPO~----~ 

G, Slntesis de A.D.N. O2 Mitosis G, 

El proceso de síntesis de una molécula de A.D.N. en forma 
esquemática es : 

Transcripción Traducción 
A.D.N. ) A.R.N. 7 

) Proteína. 

La molécula de A.D.N. se separa en dos tiras (ver Fig.l.4), 
dando Jugar a dos nuevas,moléculas de,A.D.N. que'se forman 
siguiendo el patrón que les corresponde, es decir, en donde quede 
sola una A (adenina) se apareará con una T (ti mina), o bien una G 
(guanina) con una e (citosina) y viceversa. 

6 Para mayor infannación acerca del proceso de la mit6sis y [a meiosis referirse al Apéndice 
B.2. 
7 A.R.N. es ácido ribonucléico auxiliar en la síntesis de protelna, se localiza tanto en el núcleo, 
dandI: es sintetizado, como en el citoplasma, donde tiene lugar la slntesis de proteínas. 
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Fig. lA Síntesis de una molécula de A.D.N. 

,/ 
M,lkula •• hlletiudl. 

TI.a .. u ... 
... \ftI1ad. 

El A.D.N. actúa como un patrón claro para el A.R.N., el cual 
transporta la información dada por el A.D.N. del núcleo al 
citoplasma en forma de aminoácidos, los cuales más tarde darán 
lugar a las proteínas. Este proceso se conoce como transcripción, al 
cual le sigue el proceso de traducción, en donde los ribosomas' (que 
se encuentran en el citoplasma de la célula de torma dispersa) 
trasladan la información codificada por el A.R.N. en una cadena de 
tripletos que forman lo que se conoce como una cadena 
polipeptídica (se darán detalles en seguída), dependiendo de la 

g Los ribo50mas son organelos celulares y el sitio de la síntesis de la protelna durante la 
traducción. 
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illrulllla~iún que iieve impresa ia cadena de A.D.N. original sobre la 
cual está sucediendo todo este proceso. Durante el proceso de 
traducción es en donde se pueden llegar a dar anomalías genéticas, 
acerca de las cuales se hablará más adelante. 

Una cadena polipeptídica está formada por una serie de 
tripletos de bases, cada tripleto forma un aminoácido. Para el 
A.R.N. mensajero (el que transporta la información de la cadena de 
A.D.N. del núcleo al citoplasma) la timina (T) se convierte en 
uracilo (U), y de este modo en la traducción la adenina (A) se une al 
uracilo (U) en el A.R.N. mensajero (ver Figura 1.5). Las primeras 
dos bases en el tripleto son las que especifican el aminoácido que 
les corresponde, ya que la tercera base se agrega sin tener 
implicación alguna, es decir, el aminoácido prolina es sintetizado 
para las combinaciones eeu,eee,eeA o bien eeG (ver Tabla 
1.1). 

A.D.N. mmmmm 
,,, .... ,.l, .. 

¡ 

1,1··.· .. ··1· .. 
oI,.R.!Io.d. 
' .... f" •• <I. 

Fig. 1.5 Proceso de transcripción y traducción en la sfntesis de A.D.N. 
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Primera 
posición 

U 

e 

A 

G 

U 

Phe 
Phe 
Leu 
Leu 

Leu 
Leu 
Leu 
Leu 

lIe 
lIe 
lIe 

Me! 

Val 
Val 
Val 
Val 

Segunda posición 

e A 

Ser Tyr 
Ser Tyr 
Ser PARAR 
Ser PARAR 

Pro His 
Pro His 
Pro Gln 
Pro Gln 

Thr Asn 
Thr Asn 
Thr Lys 
Thr Lys 

Ala Asp 
Ala Asp 
Ala Glu 
Ala Glu 

Tabla 1.1 Fonnación de los aminoácidos 9. 

1.4 Anomalías. 

Tercera 
G posición 

Cys U 
Cys e 

PARAR A 
Trp G 

Arg U 
Arg e 
Arg A 
Arg G 

Ser U 
Ser e 
Arg A 
Arg G 

Gly U 
Gly e 
Gly A 
Gly G 

En el código genético pueden eXlstlr diversos tipos de 
anomalías, los cuales pueden ser a nivel cromosomal o bien de 
genes. Dentro de las anomalías cromosómicas se encuentran las 
numéricas y las estructurales!O (la adición o pérdida de cromosomas 
completos o bien un reordenamiento del material genético, 
respectivamente). Por otro lado, a nivel de bases que forman el 
A.D.N. se puede hablar fundamentalmente de cuatro tipos de 
anomalías: las deleciones, las inserciones, las duplicaciones y las 
sustituciones. Estas anomalías se conocen como mutaciones. Las 
mutaciones no solamente tienen lugar en el núcleo de la célula. 
Como se vio anteriormente, existe también el A.D.N. mitocondrial, 

9 Los nombres de cada uno de los aminoácidos se encuentran en el Apéndice B.3. 
10 Para mayor detalle acerca de las anomalías cromosómicas referirse al Apéndice B.4. 
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él ciJúl LcllIlUÜSn puede ciar iugar a mutaciones. 

Las mutaciones pueden ser divididas en mutaciones puntuales 
y reordenaciones, según si afectan a un par de bases o a una región 
más amplia, respectivamente. La frecuencia de las mutaciones 
puede ser aumentada por la acción de radiaciones ionizantes, la luz 
ultravioleta y agentes químícos (ver Pellón (1996)). Las mutaciones 
son un cambío en la secuencia de A.D.N. que influye en su 
posterior traducción por el A.R.N. mensajero, de tal forma que se 
ve afectada la función y expresión del producto protéico. Este tipo 
de mutaciones (a nivel gen) son las que interesan particularmente 
para efectos de la tesis, ya que gracias a estos cambios se puede 
conocer algo más acerca de la influencia del genoma en las 
caractérística fenotípicas" de cualquier organismo. 

La misma estructura del A.D.N. sólo permite cuatro tipos de 
alteraciones a nivel del gen: 

(1) La sustítución de un nucleótido por otro: se conoce 
como transición, si se sustituye una base de purina (Adenina o 
Guanina) por otra de purina, o una pirimidina (Timina o Citosina) 
por otra de pirimidina y transversiones si se sustituye una 
pirimidina por una purina o viceversa. 

(2) El borrado de uno (1 más nuc!e6tidos. El bün¡;ulu o 
deleción puede ser detectado por medio de la tecnología del A.D.N. 
recombinante (del cual se hablará más adelante en mayor detalle) 
por medio de la falta de una sección del fragmento de AD.N. Las 
deleciones genéticas no son causas comúnes de mutación en el 
genoma humano a excepción de unas pocas enfermedades. 
Ejemplos <le estas_enfermedades son la a-Thalassemia12

, que es 
causada por la deleción del grupo genético de la a-globina, la 
deficiencia en la hormona del crecimiento y la hipercolesterolemia 
familiar (HF), resultante por el defecto en la baja densidad del gen 
receptor lipoprotéico. Las enfermedades causadas por deleciones o 

1I Las caracterlsticas fenotlpicas de un individuo son las caracterfsticas observables o bien la 
expresión funcional de un gen. En general, el fenotipo es la expresión del genotipo 
(constitución genética especifica de un organismo), por ejemplo, color de los ojos, síntomas de 
una enfennedad, entre otros. 
12 Para mayor detalle acerca de las enfermedades que se enunciarán en adelante referirse al 
Apéndice B.S. 
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borrado de bases son en general pocas en relación con las 
enfermedades que involucran anomalías cromosómicas (Síndrome 
de Down o Fibrosis quística). 

(3) La inserción de uno o más nucleótidos. Son casos raros 
de mutación en el genoma humano; de cualquier modo, la 
transposición de A.D.N. es común en el genoma aunque usualmente 
no involucra a la parte que codifica proteína. Cuando la 
transposición ocasionalmente se inserta en un gen, la expresión 
genética defectuosa se lleva a cabo. Un ejemplo clínico de este tipo 
de anomalía es la Hemofilia, la cual es transmitida únicamente por 
las madres a hijos hombres y se caracteriza por alteraciones en la 
c9agulación de la sangre (ver Friedman, Dill, et.al (1992». 

(4) La duplicación de secuencias de A.D.N. son comunes en 
la evolución y pueden ser causados por desaparejamiento entre 
secuencias homólogas de A.D.N. que se encuentren muy cercanas, 
con duplicación de material genético que es contenido dentro del 
gen. El mecanismo de duplicación es similar al visto con u­
Thalassemia, las duplicaciones alteran el mecanismo de lectura del 
A.R.N. mensajero. Las enfermedades HF y la Distrofia Muscular de 
Duchenne son ejemplos de desórdenes causados por duplicaciones. 

Gracias a la organización de los genes se puede llegar a notar 
que existen algunos espacios no codificadores de proteína 
(intrones), los cuales pueden ser más largos que la cantidad de 
espacios codificadores de proteínas (exones) dependiendo del gen 
que se trate, de hecho algunos investigadores piensan que es aquí, 
en los intrones, en donde radica el principio de la evolución13 

Una vez que se ha dado lugar a una mutación, el código 
genético se replica dando por resultado que esta mutación continúe 
heredada a su progenie; este es el modo mas común de cómo los 
padres pueden transmitir a sus hijos diversas mutaciones genéticas 
que no han sido estudiadas aún. 

La incidencia de enfermedades genéticas causadas por 
mutaciones es de 79/1 000 nacimientos después de que la madre 

1) Para mayor conocimiento acerca de éste principio consultar: Chen( 1976). Moya (1990), 
Frccman (1998), Oliva (1996). 
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cumpie ios h anos de edad (ver ~riedman, Uill, et.al (lW2». 
Existen diversas formas en las que se puede dar lugar a mutaciones, 
de hecho las mutaciones puntuales se pueden dar lugar de forma 
espontánea durante la replicación del A.D.N. y el consecuente error 
de los mecanismos que editan la información para corregirlo. 
Asimismo ocurren mutaciones por diversos factores externos como 
la radiación o el humo del cigarrillo, y la incidencia de enfermedad 
se ve aumentada si se posee determinado gen que se vea activado 
por estas causas. 

Algo interesante de mencionar es el hecho de la existencia de 
determinados grupos étnicos que tienen mayor incidencia en ciertas 
enfermedades, un ejemplo de ésto son algunas poblaciones al 
sureste de Asia que poseen la anomalía cromosómica para 
desarrollar la enfermedad (l-Thalassemia, mientras que por otro 
lado algunas personas que habitan el África poseen el gen­
específico sickle-globina que los protege contra la malaria, ésto es 
lo que se conoce como una ventaja selectiva (ver Friedman, Dill, 
et.al. (1992)). 

1.5 CIonaje de secnencias. 

El proyecto genoma es un proyecto que involucra tanto el 
clonaje, como el secuenciamiento y armado de las moléculas de 
A.D.N., para qUe su'urt ia marcha se vaya descubriendo el 
funcionamiento de cada una de las secuencias que se pudo 
decodificar. A partir de ahora este trabajo se enfocará por completo 
en lo que se refiere a los pasos a seguir dentro de este proyecto a 
gran escala. 

El clonaje c es apenas el primer nivel del problema y su­
resultado forma el pilar del proyecto mencionado. Si bien el 
término clonación ha sido muy utilizado para difundir a la muy 
conocida oveja "Dolly", el clonaje se había visto desde hace tiempo 
y desde otra perspectiva. Clonar significa reproducir de forma 
asexual una línea de células, organismos o determinados segmentos 
de A.D.N. para que se obtengan réplicas genéticamente iguales al 
original. 
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En general, el proceso de clonación se puede dividir en cuatro 
pasos básicos, los cuales son: 

l. La fragmentación del A.D.N. de un organismo sin afectar 
genéticamente al gen de interés que se quiera clonar. Existen 
diversas formas para la realización de los cortes de un gen, la mayor 
parte de ellos son de manera aleatoria, aunque desde 1970 con el 
descubrimiento de las enzimas de restricción se pudieron hacer 
algunos avances, ya que este tipo de enzimas llegan a reconocer 
determinadas secuencias y cortan el gen en donde encuentren la 
secuencia que se desea (ver Suzuki y Knudtson, (1989)). El objetivo 
principal de esta parte del clonaje es el de dividir la molécula de 
A.D.N. poco a poco hasta quedarse con fragmentos más pequeños y 
manejables. 

2. La combinación del fragmento de A.D.N. con un vector 
genético. Una vez que se tienen estos fragmentos se deben escoger 
aquellos que se deseen clonar, los cuales se conocen como genes 
aislados, se une este A.D.N. fragmentado que contiene el gen 
aislado con el A.D.N. de un vector genético u hospedero 
(comúnmente es el A.D.N. de un virus o una bacteria), de e.to se 
obtiene como resultado una molécula nueva de A.D.N., la cual es 
llamada recombinante. 

3. Cultivar las moléculas recombinadas en un 
hospedador. Esta molécula de A.D.N. recombinante unida al 
vector genético es transportada posteriormente al tubo de ensaye en 
el cual se recombinó a un hospedador, que es un medio de cultivo, 
donde se replicará. 

4. Selección de réplicas. Se seleccionan las réplicas del 
hospedador, que ahora se conocen como clones, que hayan 
producido la molécula de A.D.N. recombinante que contenía el gen 
especifico que se deseaba. Algunas veces las moléculas se pueden 
expresar con colores diferentes al que presenta en general el 
hospedador, indicando así que tiene la posibilidad de producir la 
proteína que codifica para el gen específico que fue insertado en el 
hospedero. 
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toste proceso un tanto ¡argo y tedioso también se conoce 
como la técnica del A.D.N. recombinante y es el que se ha estado 
utilizando como primer paso para el descubrimiento de mapas 
genéticos de varios organismos multicelulares. En definitiva, el 
hecho de realizar este proceso una y otra vez hasta que no queden 
dudas de las localizaciones del gen específico lleva a pensar que el 
trabajo del genetista en su laboratorio es bastante forzoso y que 
debían existir formas más rápidas y eficientes para la realización de 
este proceso. 

Es importante mencionar que el objetivo principal de este 
método es el de no afectar en modo alguno a los genes cuando se 
pªrten en pequeños fragmentos, aunque de todas formas durante el 
proceso se puede dar lugar a mutaciones que no pueden evitarse, 
como puede llegar a suceder durante la traducción, cuando se 
sintetiza la proteína, o bien durante la multiplicación del A.D.N. 
cuando se encuentra en el hospedador (ver Fig.I.6). 

Ctlula humanl 

Fig.I.6 Proceso de la recombinación de A.D.N. 

1.6 Secuenciamiento de A.D.N. 

enriar can 
tnzim.. dt 
tnlrlcci6n 

" ".D.N. 

El secuenciamiento, también llamado decodificación, es el 
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proceso mediante el cual se intenta conocer el orden de las bases de 
la secuencia de A.D.N. reproducida en el paso anterior (clonaje) 
para que de este modo se pueda obtener el código del gen en 
específico. 

Una vez que un clon en particular ha sido seleccionado para 
la secuenciación, es necesario partirlo en subclones más pequeños. 
Existen principalmente dos estrategias para generar subclones para 
el secuenciamiento: la estrategia aleatoria, mucho más rápida, es 
en donde la molécula de A.D.N. es rota en fragmentos de forma 
aleatoria, de este modo la secuencia tiene puntos de partida y 
orientaciones aleatorias; la estrategia dirigida es mucho más lenta 
pero se puede decir que más segura, en esta estrategia se utiliza la 
información de una secuencia anterior para generar el siguiente 
subclón de tal forma que coincidan en un 25% ó 50% con respecto 
al subclón anterior (ver Churchill( 1995)). 

Se pueden determinar cientos de bases de los subclones de 
una simple reacción de secuenciamiento. Existen dos métodos de 
decodificación de A.D.N.: el método de Maxam y Gilbert (método 
químico de decodificación) y el método de Sanger (método 
enzimático de decodificación), (ver Maxam y Gilbert (1977) y 
Sanger (1977)). Inicialmente, las moléculas de A.D.N. eran 
secuenciadas con el método de Maxam y Gilbert, pero debido al 
desarrollo que ha tenido el método enzimático, ahora lo convierten 
en la mejor opción para la mayor parte de los problemas de 
secuenciamiento. La aplicación del método químico se utiliza aún 
para el estudio de las interacciones entre el AD.N. y las proteínas, 
así que habría que darle su importancia. Después del 
secuenciamiento de los genes se lleva a cabo lo que se puede llamar 
una inferencia empírica de la secuencia decodificada. No obstante, 
dado que se pueden originar fallas durante este proceso la secuencia 
empírica representará la secuencia verdadera, pero puede tener un 
cierto número de bases donde no coinciden (ver Zachary (1998)). 

En términos generales el proceso de secuenciamiento se 
desarrolla de la siguiente forma: 
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l. Una vez que se tienen clonadas las moléculas de A.D.N. y 
escogido el gen específico que se quiere determinar como 
recombinante, se introducen estos fragmentos en cuatro reacciones 
distintas con propiedades tintóreas por separado de tal forma que 
estas reacciones producen que el final de cada fragmento de A.D.N. 
termine en una base determinada: la adenina (A), la timina (T), la 
guanina (G) y la citosina (C). Cada una de las bases tendrá un color 
diferente y de esta forma se podrá reconocer a una base de otra. Así 
cada reacción tiene copias parciales del gen que termina en cada 
base en un color distinto (ver Fig. 1.7). 

Banda de molftula de A.D.N. 
con sccuencia desconocida. 

En cada tubo lu enzimas de rutricci6n c,--==:-? _ corl ... en la bue que lu corresponde 

I~I wii Ifllf ~~(\@JlMJ 
Adrnina Timioa CilOtina Guanina 

Fig.I,7 Fragmentación del gen finalizado en cada base. 
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2. Cada una de estas reacciones, en donde se encuentran las 
moléculas de A.D.N., con sus finales en cada base, se introduce en 
un gel llamado de electroforesis, posteriormente se les aplica una 
corriente eléctrica para producir una reacción. 

3. Las moléculas del A.D.N. se moverán a través del gel y 
dependiendo de su tamaño se aglutinarán en algunos lugares, para 
esto se debe tener una cantidad considerable de fragmentos del 
mismo tamaño que terminen en una determinada base, en cierta 
posición, para que de esta forma se puedan detectar las huellas de la 
secuencia de AD.N. Como los cortes en la secuencia de A.D.N. son 
aleatorios, es posible que para algunos tamaños no se tenga un 
número suficiente de fragmentos (entonces se tiene una falla, que se 
llamará una mutación, donde una base es borrada). Los fragmentos 
más pequeños se moverán más rápido, y de este modo se pueden 
observar las posiciones en las que se encuentra cada base por 
separado de una sola secuencia de A.D.N. cortada en fragmentos 
pequeños (ver Fig. 1.8). 

A e G T 

() W -111 -' 
,1/( ~ 

~ ==-
~ 
~ 

~ ~ 
<:) \-:...,~-. 

O 
s~ lee por mrdio de un Iretor ópticu 

D 

Una vez hechos lo! cortn con las enzimas de 
rrslrictión,!le obtiene una mezcla de 
diferentes tamanos, cada UDa termiundo en 

5' 

unn base es~dli(ll .. 

Una \In: que pasan las bandas 

por ti gel de electro!oresi" 
las molfculas se dividen por 

lamai'lo, las mú pequdlllS corren 
mas ni.pido a Iravh del gel. 

La 1«lura sr rraliza dr 
.bajo hada arriba. 

En nle taso la t«uenda t!l' 

S' -ACAGTCCC. .. J' 

Fig. 1.8 Secuenciamiento del gen utilizando el gel de electroforesis. 

4. Una vez hecho esto, la secuencia que queda dibujada en el 
gel de electroforesis se pasa por un lector óptico para que capte la 
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mayor cautiJ"J Ut; ba~es en el gei! precisamente por esta razón es 
que se requiere la mayor cantidad de fragmentos del mismo tamaño 
que terminen en la misma base, ya que la precisión del lector será 
aún mejor. Puede suceder que una o más bases de la secuencia no 
sean detectadas, posiblemente por falta de fluorescencia de las 
bases, y por lo tanto no son incluidas en el secuenciamiento. En este 
caso, se dice que ocurrió una mutación (deleción), o bien, por 
errores de lectura una base puede ser sustituida por otra 
(sustitución) o una base ser insertada (inserción) (ver Fig. 1.9). Por 
ejemplo, para el caso de mayor grosor de línea se supondría que en 
esa posición lo más seguro es que exista la base indicada, no 
obstante, podría pasar que esta misma línea impida verificar que en 
el lugar de una sola base finalizada haya dos (inserción) en donde 
existe un espacio vacío (deleción) (caso (3) y (4)). Por otro lado, 
las líneas punteadas significarían muy poca precisión, ya que no se 
estaría completamente seguro de la existencia de una base o de otra 
(caso (1) Y (2)) Y se incurriría nuevamente en una inserción. 

8 2 3 4 o 

T 

1II ¡ 1I 1 1 1 11 1 

1I1 I 111 1 111 1 1I III!I!' 1I 

TI" r'/lrll'l"I/I' T' 1 f 1/' 

G 

A 

e 
/r 1 1I 1I I 11 / I I 
3' S' 

Dirección de la lectura. 

Fig.I.9 Forma de una secuencia de A.D.N. una vez observada por lector óptico 
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Es un gran triunfo el saber que después de todo este tipo de 
procesos se haya llegado a algo, ya que se dio a conocer el mapa 
genético de la bacteria Esclerichia Coli. En definitiva este es un 
paso gigantesco, ya que esto nos motiva a pensar que con el 
proyecto genoma se pueda llegar a hablar dentro de unos cuantos 
años (de hecho se tiene como meta el año 2005) del mapa genético 
del humano. Conocer con precisión la localización y decodificación 
de cada uno de los genes de nuestro organismo y de este modo tener 
aplicaciones diversas a la salud y a la tecnología en general. 

Dentro de los problemas que enfrentan estos procesos de 
secuenciamiento se encuentra el hecho de que el trabajo en los 
laboratorios llega a ser tardado y a veces poco confiable, ya que 
muchas veces no se tiene seguridad completa de que el gen 
específico que se utilizó para clonar y después decodificar sea el 
mismo y no tenga mutaciones, lo cual conlleva a la realización del 
proceso repetidas veces hasta asegurar el menor margen de error 
posible. 

Una vez que se tienen secuenciadas por medio de un sensor 
óptico cada una de las bases se debe proceder al armado de las 
secuencias. 

1. 7 Armado de las secuencias. 

Se puede decir que este es el proceso crucial dentro de este 
análisis; ya que en el armado de los fragmentos del gen será donde 
se utilice la inferencia para deducir qué base está en cada una de las 
posiciones en la secuencia de A.D.N. Dentro del armado de las 
secuencias es en donde se pueden ver aplicaciones claras a la 
estadística, probabilidad y procesos estocásticos, ya que ahora se 
empezará a hablar de variables aleatorias que se quieren ajustar, de 
ser posible, a una distribución de probabilidad. 

Una vez que se tienen decodificadas las bases de la secuencia 
de A.D.N. se procede a armarla. Como se mencionó anteriormente, 
los cortes de los clones se realizan por lo general en forma aleatoria, 
ya que es un método más rápido. No obstante, por esta razón no se 
tiene seguridad alguna del lugar que ocupa dentro de la molécula de 
A.D.N. cada fragmento del gen. Lo que se hace en la práctica es 
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acomodar ios iragmentos dependiendo de su incidencia, es decir, 
acomodar de tal modo los fragmentos de A.D.N. (como se repiten la 
mayor parte de los experimentos existe evidencia para poder 
compararlos) para que se puedan observar en un solo plano 
claramente (ver Fig.l.lO), y de este modo poder inferir la base más 
probable en cada posición. Una vez que se tiene la mayor parte de 
la secuencia de AD.N. es común que se tengan pequeilos vaCÍos 
entre fragmentos. Lo que comúnmente se hace es una combinación 
entre las dos estrategias mencionadas anteriormente (aleatoria y 
dirigida), es decir, se corta en forma aleatoria y después de armar 
los pedacitos se usa la estrategia dirigida para llenar los huecos que 
puedan aparecer durante el armado de la estrategia aleatoria. La 
figura denota a la secuencia verdadera en la parte superior de la 
tabla y a la observada por el lector óptico en la parte inferior y 
donde N denota que no fue posible saber qué base se encuentra en 
esa posición y - denota un espacio vacío. 

ATCGTGG-TATCCCT-A-TGAAT 

C e N T - A - T 
A e e C C 

TA T C e 
aA - T AA A T 

Ta a A 
T a A A 

a - TA AC 
e T A ,A, N 

A T a T 
T a G - T A 

AT-GTGGATANCCCTNA-TAAAT 

Fig. 1.10 Annado de la secuencia de A.D.N. 

Dentro de el armado de las piezas de un rompecabezas hay 
que ser en extremo precisos para que el resultado que se obtenga 
sea el esperado, esto es lo mismo que sucede con las moléculas de 
AD.N., hay que ser en extremo precavidos y cometer el menor 
error posible para que éstas no tengan repercusión posterior. 

En el próximo capítulo se hablará de forma más extensa de 
los métodos probabilísticos y estadísticos por medio de los cuales se 
puede tener un acercarmiento más veraz del proceso de clonaje, 
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secuenciamiento y posterior armado de moléculas de AD.N., 
minimizando lo más posible el error intrínseco en estos procesos. 
De ahora en adelante se considerará que la secuencia ha sido 
armada y se trabajará con la secuencia final obtenida en todo este 
proceso. 
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1.0 R~íerellcias de ¡as Figuras ue este capituio. 

Fig. l.l Visión general de una molécula de A.D.N. y su relación 
con los cromosomas. 
Friedman, Dill, et. al. (1992) Fig.l-3 

Fig. 1.2 Composición de una molécula de A.D.N. 
Alphey (1997) Fig.1.2 

Fig. 1.3 Organización de un gen humano. 
Friedman, Dill, et. al. (1992) Fig.I-3 

Fig. 1.4 Sintesis de una molécula de A.D.N. 
Friedman, Dill, et. al. (1992) Fig.I-2 

Fig. 1.5 Proceso de transcripción y traducción en la síntesis de 
A.D.N. 
Monod (1997) 

Fig. 1.6 Proceso de la recombinación de A.D.N. 
Suzuki y Knudtson (1989) Fig.5.3 

Fig. 1.7 Fragmentación del gen finalizado en cada base. 
Suzuki y Knudtson (1989) Fig.5.4 

Fig. 1.8 Secuenciamiento del gen utilizando el gel de electroforesis. 
Alphey (1997) Fig.6.1 

Fig. 1.10 Armado de la secuencia de A.D.N. 
Churchill. (1989) Fig 7 
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Capítulo 2. 

Resultados Preliminares. 

"Así amola luz semanifostaa sí mima y a la oscuridad, lawrbd es la rrudida de sí mism: 
y del error. " 

Spinuza, ÉtiaJ, P.III ?rop.43 

2.1 Introducción. 

Como se vio en el capítulo anterior, gran parte de los 
proyectos realizados para encontrar las bases fundamentales de la 
aparición de la especie humana tienen que ver en gran medida con 
los métodos de secuenciamiento de A.D.N. Cabe recordar que los 
métodos de Sanger y de Maxam & Gilbert son los más utilizados en 
este momento para este efecto. No obstante, se puede pensar que 
este estudio no puede ser fructífero si no hay forma de medir la 
confiabilidad de la información que poco a poco se van obteniendo 
con los métodos mencionados. 

El estudio de las secuencias de A.D.N. es amplio en términos 
estadísticos y se puede considerar que se ha venido avanzando 
desde hace mucho tiempo en este tópico. Existen métodos 
novedosos para el estudio del secuenciamiento hecho a las cadenas 
de AD.N., la mayor parte de los cuales se basan en la utilización de 
algoritmos probabilísticos que incluyen probabilidades 
condicionales para el cálculo de las probabilidades de aparición de 
determinados segmentos de A.D.N. en cada secuencia que se quiera 
predecir. 
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A cüntinuaclOii Se dal'; ui"ta cxvlil:al:iún al:~rl:a ue ¡os méwdos 
que se utilizan para analizar el armado de las secuencias de A.D.N. 
para posteriormente englobarlos en un único método utilizando para 
esto una apl icación en la práctica. 

Este capítulo se organiza de la siguiente forma: en la sección 
2.2 se presentan algunos resultados elementales de probabilidad y 
estadística para hacer más accesible el lenguaje manejado a través 
de este trabajo. La sección 2.3 presenta una introducción al tema de 
los procesos estocásticos; que se utilizarán más adelante en la 
construcción del modelo en el Capítulo 4, posteriormente se trata el 
tema de la función de verosimilitud en la sección 2.4 como una 
introducción a la sección 2.5, que trata al respecto del método de 
máxima verosimilitud, un proceso muy útil para encontrar 
estimadores. Y por último, la sección 2.6 es dedicada a un ligero 
anál isis de métodos de aproximación al máximo de la función de 
verosimilitud utilizados comúnmente cuando se tienen 
observaciones completas. 

2.2 Resultados Elementales. 

La estadística es una ciencia experimental. Trata de ordenar, 
estudiar y predecir el comportamiento de ciertas características de 
los elementos de un conjunto que existe en la naturaleza. Para este 
estudio se utili7.~n principalmente p .. mdamentcs provenientes de la 
teoría de probabilidad. 

Dentro del área estadística se encuentra la inferencia 
estadística: el que a partir de ciertos datos de la población que se 
quiere estudiar se trate de averiguar la función de probabilidad que 
los rige_o algún otro aspecto de nuestro interés¡ tema que se tratará 
con mayor profundidad en la sección 2.4.1. 

Se comienza dando algunas definiciones que serán útiles para 
entender con mayor claridad el avance sobre el capítulo. 

Definición 2.1 Se llama espacio muestral asociado a un 
experimento, al conjunto de todos los resultados posibles de dicho 
experimento. En general se indica este conjunto por n. 
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Ejemplo: 
(i) n = {(J) : (J) = las bases de la pirimidina (T y C) y la purina (A 

y G)} = {T, A, C, G} 

(ii) n = {(J) : (J) = los diferentes tipos de aminoácidos} 
= {Alanina, Arginina, Asparagina, Ácido aspártico, 

Cysteina, Glutamina, Ácido glutamínico, Glicina, Histidina, 
lsoleucina, Leucina, Licina, Metionina, Fenilalanina, Prolina, 
Serina, Treonina, Triptophano, Tirosina, Valina} 

Definición 2.2 Un evento es cualquier subconjunto del espacIO 
muestral n. 

Por ejemplo, si el espacio muestral fuese n = {AA, AT, AC, 
AG,TA,TT,TC,TG,CA,CT,CC,CG,GA,GT,GC,GG}yse 
esté interesado en el evento A = las secuencias formadas 
únicamente por purinas, se obtiene que AG y GA cumplen con esta 
condición y decir que el evento "las secuencias formadas solamente 
por purinas" ocurre, es lo mismo que decir que el experimento tiene 
como resultado uno de los elementos del conjunto {AG, GA}. 

Definición 2.3 Una a-álgebra 3 en un conjunto n es una clase de 
subconjuntos de n que cumplen las siguientes condiciones: 

(i) ° E 3 Y n E ;3 

(ii) Si B1, B" : .. E ;3 entonces U B; E 3 
; 

(iii) Si B E 3 entonces B' = (n \ B ) E 3 

donde ° es el conjunto vacío, B' es el complemento del 

subconjunto B y n \ B indica el conjunto n sin los elementos de 
B. 

Por ejemplo;3 = {O, n} es la a-álgebra más trivial. 

Definición 2.4 Una variable aleatoria (sobre n) es una función X 
que asocia (J) E n, a un valor X( (J) ) donde X( (J)) es un número real. 
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Ejt!mpio: 
Tómese a (1 = {ro : ro = distintos tripletos formados por las 

bases A, C, G y T} donde Q contendrá a 64 distintas 
combinaciones, ahora defina a cada una de las bases con un 
número, eS decir, A = 1, C = 2, G = 3 Y T = 4 Y a X la variable 
aleatoria cuyo valor para cualquier elemento de Q es el valor que 
resulta de sumar los valores de las bases de cada tripleto, es decir: 

X(TTT) = 12, X(TTC) = lO, X(TTA) = 9, X(TTG) = 11, .. ' Y 
así sucesivamente. 

Definición 2.5 Un espacio de probabilidad finito está formado por 
un conjunto finito no vacío Q, una a-álgebra 3 y una función PO : 
3 ~[O, 1], llamada una función de probabilidad. 

Definición 2.6 La fonción de probabilidad PO es una función, en 
la familia 3, de eventos del espacio muestral Q que satisface: 

(i) P(0) = O y P(Q) = 1 

(ii) Si B e Q entonces P(B) ~ O 

(iii) P(OuB) = P(O) + P(B) si los eventos O y B son mutuamente 

excluyentes, es decir D r-, TI = 0 

(iv) Si B" B2, '" son tales que B; (j Bj = 0 para i '" j, entonces 
P(uB;) = LP(B;) 

; 

Definición 2:7 La probabilidad de que 'un ev~~to ocurra B e Q está 
dado por P(B) = LmE • pero). Donde pO es una función de 
probabilidad sobre Q. Si B = {ro} entonces se tiene un event9 
elemental y P(B) = pero). 

Definición 2.8 Sea H un evento tal que P ( H ) > O. Para cualquier 
evento B defina la siguiente probabilidad 
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p(BIH)= P(BoHl 
P(H) 

es llamada la probabilidad condicional de B dado H. 

2.2.1 Teorema de Bayes. 

La fórmula de Bayes expresa la llamada "probabilidad de las 
causas" y resuelve el problema de que suponiendo que un suceso D 
puede producirse como consecuencia de cualquiera B" B2, ••. , Bn 
sucesos y sabiendo que D se produjo, averiguar cuál es la 
probabilidad de que haya sido por causa del suceso B¡, o bien, 
formalmente: 

Teorema 2.1 Sea B" B2, •.• , Bn una serie de sucesos del espacio 

muestral n, donde P(B¡) > O , i = 1,2, ... , n, se cumple B¡ o Bj = (J, i 

* j y además u B¡= n. Para cualquier evento Den, con P(D) > O 
sucede que ¡ 

P(B¡ ) P(D I B¡) 

IP(B)P(D/B¡) 
J=1 

Demostración: 

Dado que P(D) > O se puede utilizar la Definición 2.8. Entonces se 
puede escribir 

P(BdD) = P(DoB¡) = 
P(D) 

P(B¡) P(DIB¡) 
P(D) 

la última igualdad porque 

entonces 

P(DIB¡) = P(DoB¡) 

P(B¡) 

P(DoB¡) = P(B¡) P(DIB¡) 
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o 

dado que v Bj = O se tiene 
j=1 

o 

P(O) = P(O n O) = P(O n ( vBj» 
j "'1 

o o 

= P( v(OnBj» = L P(On Bj) 
j-I j =1 

... (2.2) 

la última igualdad porque, dado que B, n Bj = 0 para i ~ j se tiene 

que (OnB,) n (OnBj) = 0 para i ~ j, además se tiene que para B" 
B" ... , Bo disjuntos 

o o 

P ( v B) = L P (B) 
j =) J j:1 J 

Por lo tanto de (2.1) Y (2.2) se tiene: 

P(BdO) = 
P(O n B,) P(B,) P(OIB,) 

:t P(B )P(D / B j) 
j-' 

• 
n~finidón 2.9 Se dice que 11 variables aleatorias X1,. .. ,xn tienen 
una probabilidad discreta conjunta si el vector aleatorio (X¡, •.. ,xn) 
puede tomar solamente un número finito o una sucesión numerable 
de valores distintos posibles (x¡, .•. ,xn) en RO. 

Definición 2.10 La función de densidad de probabilidad conjunta 
_ deX¡, ... ,Xwse define como la funciónftal que un punto (x¡, ... ,xn) en­

RO cumple 

f(x" ... ,x,,) = P(X, = x"X, = x" ... ,X" = x") 

en notación vectorial, se dice que el vector aleatorio X tiene una 
distribución discreta y que su función de probabilidad en un punto x 
ERo está dado por: 

f(x) = P(X=x) 
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donde X = (X" ... ,xo), x = (x" ... ,xo) y P(X =x) = P( (úlE n : X(úl) = 

X}) y para cualquier subconjunto D e RO sucede que P(X ED) = 
LxeDj{X) 

Definición 2.11 Se dice ·que n variables aleatorias X¡, ••. ,xn tienen 
una probabilidad continua conjunta si existe una función no 
negativa! definida sobre RO tal que para cualquier subconjunto O e 
RO sucede que 

p[(X" ... ,X") E D 1 = ff(x" ... ,x,J<Ú, ... <ú". 
o 

La función! se denomina la función de densidad conjunta de X, , ... , 
XO ' En notación vectorial, j{x) denota la funcion de densidad 
conjunta del vector aleatorio X y lo anterior se puede escribir de la 
siguiente forma: 

P[XED] = .&, !(x) dx 

donde X= (X" ... ,xo), x = (x" ... ,xo) y dx = dx¡ dx2 ... dxn 

Definición 2.12 La jimción de distribución conjunta de n variables 
aleatorias independientes X¡ , .... Xn se define como la función F : RO 
~ [0,1] cuyo valor en un punto (x¡, .... xn) del espacio n-dimensional 
RO está dada por: 

F(xp ... ,x,,):= P(X1 :S x px2 :S x2 , ... ,X" :S XII) 

¿P(X, :> x,) ... P(X" :> x,,) 
{cI', •..... V.)-y,,.: .. ,,i-l, ... ,"¡ 

si Xi es una variable aleatoria discreta, i = 1.2 .... ,n y 

P(X,:>x"X, :>x" ... ,x" :>x,,) = f ... ff(y" ... ,y")~, ... dy" 
":!:", Y.Sol. 
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si Xi es una variable aleatoria continua, i = 1,2, ... ,n. 

Algunas propiedades de la función de distribución conjunta son: 

1) F es una función no decreciente 

2) limF(x) = 1 donde x -> 00 significax¡ -> oo. i = 1,2, .. ,n 

3) lim F(x) = O 

4) F(x) es continua por la derecha, es decir 

limF(x) = F(x.) donde x -> x; significa que x¡ -> x" bajo 
......... 0 

la condición de que XI > x¡u 

Si se conoce la densidad conjunta de n variables aleatorias 
X¡,,,,,Xn entonces se puede obtener la distribución marginal de 
cualquier variable aleatoria X¡ a partir de esta densidad conjunta. 

Definición 2,13 La fonción de densidad marginal /, de Xi para 
cualquier valor X¡ está dada por: 

J~(Xi)= J ... I j ... Jf(XI' ...• X¡_pXI'Xi+W ..• X")dtl .. ·dx,_ldxi+I ... dx,, 
x, .1"_1 .l,,1 x. 

para el caso específico de una densidad de probabilidad continua, y 
lafonción de densidad marginal/, de X¡para cualquier valor Xi está 
dada por 

para el caso específico de una densidad de probabilidad discreta. 
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2.3 Cadenas de Markov. 

2.3.1 ¿Qué es un proceso estocástico? 

Un proceso estocástico es una sucesión de variables 
aleatorias con valores en un mismo conjunto E e R. Se puede 
describir un proceso de la siguiente forma: se toma una familia de 
variables aleatorias {XI}' en un mismo conjunto llamado espacio de 
estados donde XI mide. en el instante t. el aspecto del proceso bajo 
consideración. 

Por ejemplo: XI podría ser el número de personas que llegan a 
hacer cola en el instante t en la caja de un supermercado. conforme 
transcurre el tiempo el número de personas aumentará o disminuirá. 
siendo atendidas por la encargada de la caja. y dependiendo de si 
llega una persona a formarse en la cola el valor de XI aumentará en 
l. por el contrario si la persona ya fue atendida. se va y no ha 
llegado nadie. el valor de XI disminuirá también en una unidad. Es 
decir. en cualquier instante t. XI toma valores del subconjunto 
0.1.2 .... ; y t puede ser cualquier valor en el tiempo. o bien. del 
subconjunto (-OC> .oc». Los valores que puede tomar XI son llamados 
sus estados y los cambios en el valor de XI reciben el nombre de 
transiciones de sus estados. Lo que se acaba de describir representa 
la base de la elaboración de un proceso estocástico de una cola que 
incluye intervalos aleatorios entre las llegadas de las personas a la 
cola y períodos aleatorios en el punto de servicio. De este modelo 
sencillo se derivan una cantidad diversa de modelos más 
complicados. 

Se puede observar que un proceso estocástico se encuentra en 
varias partes. en cualquier proceso que comprenda variabilidad al 
azar con el transcurso del tiempo: en la conservación de las especies 
naturales. en geofisica se han usado para predecir la magnitud y 
localización de los terremotos y en la industria para predecir las 
duraciones de una huelga. 

Un proceso estocástico es una familia de variables aleatorias 
{XI} donde t es un punto en el espacio parametral T. y en donde 
para cada t E T. XI es un punto en un espacio E. llamado espacio de 
estados. Ahora bien. la teoría de la probabilidad considera de interés 
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estabÍecer Ías reÍaciones 
fijos de l. 

2.3.2 Introducción a las cadenas de Markov. 

Definición 2.14 Un proceso de Markov es un proceso estocástico 
{XI: I E T S;; (-00,00) } para el cual, dado el valor de XI> la 
distribución de X, (s > t) no depende en forma alguna de un 
conocimiento de X, (u < t), es decir, el comportamiento del proceso 
en un tiempo futuro, cuando se conoce el estado presente del 
proceso, no se altera por el conocimiento adicional acerca de su 
comportamiento pasado. Esto se traduce, formalmente, de la 
siguiente forma, para 

se tiene 

es decir, si se tiene 

entonces 

P(X,. = xl X" = xo""'x, .• = x"X, = y) = P(X,. = xl X, = y) 

con x, y, x; E E, i = O, ... , n lo anterior se conoce como propiedad de 
Markov. 

Definición 2.15 Una cadena de Markov discreta es un proceso de 
--Markov x.~ { Xn : n E_ T } _con un espacio de_tiempo discreto T.= 

{O, 1, 2, ... } y un espacio de estados E finito o contable infinito. 

Las probabilidades de transición de una cadena de Markov 
pueden o no ser independientes de n. Si la probabilidad de 
transición, denotada por Pij es independiente de n entonces la 
cadena de Markov se dice que es homogénea en el tiempo (o tiene 
probabilidad de transición estacionarios) y se tiene que 
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p'''''''''' ~ P(X ~ J'( x ~ i) ~ P(X, ~ J'( x , ~ i) IJ 11+", 11 .. +m n 

tomando a n' cualquier paso en el tiempo, con i, j E E. Y se escribe 

p(n, n+m) = p(m) 
Ij Ij 

donde (P /m) : i, j E E } es llamada la matriz de transición en m 
pasos, 

Para m ~ l se tiene que { P ij: i, j EE} es llamada la matriz de 
transición de la cadena X. Indíquese por P ~ {P ij : i, j E E} a esta 
matriz de transición, La cual es de N x N si E es finito y tiene N 
elementos, Si E es infinito entonces la matriz P es infinita, Todas 
las entradas de la matriz P deben ser no-negativas y 

de este modo se dice que P es una matriz estocástica, 

Asimismo se considera una distribución de probabilidad 
inicial sobre E, 110 O, que es una colección de números no negativos 
110 ~ {1Io (i) ; i E E} que suman uno, es decir 110 O ~ P (Xo ~ .) es 
tal que 

o ~ 110 (i) ~ l para todo i E E y I 110 (i) = l 
ieE 

La sucesión aleatoria X es llamada una cadena de Markov 
con matriz de probabilidad de transición P y distribución inicial 110. 

La definición de X especifica que Xo es tomada en E dependiendo de 
la distribución de probabilidad 110 y que si X o = i Y si X es 
homogénea en el tiempo entonces Xo+1 = j con probabilidad P;j, 
independientemente de los valores que Xm asuma para m < n. 

A tiempo discreto, la posición en el espacio de estados del 
proceso, llamado el estado de la cadena de Markov, es registrada en 
cada unidad de tiempo, mientras que en tiempo continuo el estado 
es observado continuamente, 
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A continuación se muestra que 1to Y P determinan 
completamente la distribución conjunta de n valores sucesivos de la 
cadena de Markov. 

Lema 2.1 Para todo n ~ O Y io, il> ... , io E E, se tiene 

Demostración 

(1) Se demuestra para n = l. 

P(Xo =io.X, =i,)=P(X, =i,IXo =iolP(Xo =io)=1t o(ioll! .. , 

(2) Se supone cierto para n = k 

y se demuestra para n = k+! 

P(Xo = ¡o,XI = ip""Xhl = iA:+l) = P(Xk+l = ;.+1/ X o = jo, XI = '1 , .. "X,\: = lk) 

P(Xo = io,Xr= ¡¡, ... ,X. = fA) 
(') 

=P(XA+1 = i.+l / Xo = fo.···,X. = fA:) 

(2) 

-- =P(X¡+-¡ == ¡hll X k = ik)¡to(io)J~;~ "'~"_Iil 

= 1t 0(;0 ).P¡"i¡ . ·'p¡._li. p;¡ ;'+1 

(1) Por hipótesis de inducción. 
(2) Por propiedad de cadena de Markov. 

• 
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Definición 2.16 Sea P una matriz de transición en el espacio de 
estados E. La matriz de transición P es irreducible si es posible que 
una cadena de Markov con matriz de transición P pueda moverse de 
cualquier estado i a otro j en un tiempo finito. Una cadena de 
Markov con matriz de probabilidad de transición P se dice que es 
irreducible si su matriz P es irreducible. 

El modelo de cadenas de Markov se utiliza más adelante, en 
el Capítulo 4, para modelar el comportamiento de las secuencias de 
A.D.N. Para tener esto un poco más claro, recuerde que en el 
método de secuenciación de A.D.N. se pasaba a través de un gel de 
electroforesis una corriente eléctrica que hacía que los pedacitos de 
cromosomas con terminaciones en las bases A, T, G Y e corrieran 
sobre el gel y se ubicaran en una posición determinada, de tal modo 
que al pasar un lector óptico se podían observar las posiciones de 
las bases (ver Fig.1.9). No obstante, puede suceder que uno o dos 
pedacitos del gen no se noten claramente, lo que induciría al 
"ruido". Este tipo de alteraciones puede ser estimado por medio de 
el método de cadenas de Markov Ocultas. 

Existen dos posibilidades para el uso del método. Una de 
ellas es considerar que la cadena de Markov modela la sucesión de 
bases en la secuencia de A.D.N. En este caso se considera que la 
posición de las bases sea {X.}k>O una cadena de Markov, una vez 
utilizado el método de electroforesis. Ahora bien, como intervienen 
varias variables que pueden afectar nuestra observación se toma en 
cuenta que lo que observa el investigador es una sucesión {Yd»o 
(la cual se ve afectada por el ruido). El caso en que Xk = Yk ; para k ~ 
O, vendría siendo el estado en el que no se encuentra oculta la 
cadena de Markov {X.}»o, es decir, lo que observa el investigador 
es exactamente igual a la secuencía de A.D.N., en cuyo caso no 
existe ningún tipo de ruido. 

Otra posibilidad es suponer que toda la secuencia es un 
estado de la cadena de Markov y modelar por cadena de Markov las 
posibles modificaciones (mutaciones) que pueden ocurrir en una 
posición específica. Acerca de esto se habla de forma más extensa 
en el Capítulo 4 donde se considera esta situación para modelar la 
secuencia de A.D.N. que se obtiene después de su armado. 
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2.4 La función de Verosimiiitud. 

Dentro del análisis que se lleva a cabo en este trabajo será de 
vital importancia manejar claramente el concepto de verosimilitud. 
La verosimilitud de un modelo es una función que depende de los 
datos observados y de los parámetros o distribución que los rige, 
asimismo, provee una medida comparativa de que tan bien se 
pueden predecir las observaciones que ya se han realizado una vez 
que se tienen los modelos. La función de verosimilitud es vista 
como una función de los parámetros del modelo dado que los datos 
son observados y lo que se quiere es estimar los parámetros que dan 
origen a las observaciones. 

Para empezar se dará una introducción al prinCipIO de 
verosimilitud para posteriormente pasar al concepto de máxima 
verosimilitud como tal. 

2.4.1 Principio de verosimilitud 

Definición 2.17 Cualquier característica con valor desconocido de 
la distribución que genera los datos experimentales se llama 
parámetro de la distribución. En general se denota el parámetro por 
8 (que puede ser un vector o una única incógnita). 

Pur t:jt:IÜplü, pafa el caso de ün TI''tOdelo ¡;;;gido por la 
distribución multinomial (ver A.3) los parámetros que tienen un 
valor desconocido, son PI para i ; 1, ... , k, donde k son los 
diferentes resultados del experimento multinomial y Pi con i; 1, ... , 
k son las probabilidades respectivas de los resultados . 

. - Asuma que se ha desarrollado un modelo-para- un proceso 
fisico y que se desea determinar los valores más deseables para 
algunos parámetros de este modelo. La teoría de utilizar datos 
experimentales para estimar estos parámetros es conocida como la 
teoría de la estimación. Dentro de la teoría de la estimación, es 
importante que al trabajar con modelos se pueda asegurar que se 
utiliza un modelo que realmente se acerque a las observaciones. Es 
decir, un modelo es más verosímil o plausible que otro, si al 
considerar únicamente las observaciones bajo la función de 
verosimilitud los datos son más probables. 
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Definición 2.18 Se utiliza la palabra estadística para describir una 
función de las variables aleatorias con la distribución de 
probabilidad con la que se trabaja. La media y la varianza son las 
estadisticas más comunes. 

Por ejemplo. para la distribución multinomial descrita en A.3 

P(Y I = YI • .... Yk = Yk) = 
n! Pi' pil ···pi­

Yl! Y2!.. .y'~! 

k k 

n = 1, 2, ... ~ O < Pj < 1 ; ~ Pj = 1 ; Yj = 0, 1, o." n ; ~ Yj = n 
)=\ J=i ' 

Las estadisticas son la media o esperanza E(Yi) = n Pi y la 
varianza Var(Yj) = n Pi (1- p;) conj = 1.2 ..... k. 

Definición 2.19 Un estimador O para un parámetro desconocido e 
es una función de X¡, Xl • .... X n (variables aleatorias) que representa 
a los valores observados bajo el modelo con parámetro e. Se puede 

pensar en O como una variable aleatoria con sus propias leyes de 
probabilidad. 

Ahora bien. el principio de verosimilitud hace explicito el 
hecho de que sólo son importantes los datos actuales observados y 
que éstos mismos son los que nos aportan evidencia relevante 
acerca del parámetro que se quiere estimar (ver Florens. Mouchart. 
el.al.(1990)). El concepto preciso que existe en el Principio de 
Verosimilitud está íntimamente ligado con la función de 
verosimilitud (Definición 2.20). 

Definición 2.20 Para datos observados. x = (XI. X2 • .... xo). la 
función L(e) oc f(x;e) considerada como una función de e. es 
llamada la función de verosimilitud de e. donde f ( • ;e ) es la 
densidad de X = (X¡, .... Xn) bajo el parámetro e. 

Por ejemplo. para el caso de la distribución multinomial. su función 
de densidad vendría siendo 
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'pY'p" pY' 
f( ·e) = n. 1 2 ••• k 

y, l' I 
YI·y2····Yt· 

y SU función de verosimilitud se puede considerar como 

Note que la diferencia estriba en una constante que no afecta 
a la función de verosimilitud, ya que ésta sólo depende del 
parámetro con el que se está trabajando. 

El principio de verosimilitud dice que si dos conjuntos 
distintos de valores observados tienen la misma función de 
verosimilitud entonces se obtendrá el mismo estimador máximo 
verosímil e' de e para ambos conjuntos. Esto se debe al hecho de 
que e' depende de los datos solamente a través de la función de 
verosimilitud. De la misma forma se tiene que para L;(e ) (con i = 

1,2), funciones de verosimilitud proporcionales entre sí, L¡(e) y 
L2(e) contendrán la misma información acerca de e, ya que son 
proporcionales como funciones de e, sin embargo no es necesario 
que sean iguales. 

En Qtras palabras, como las dos fl .. mcÍones para el 
experimento sólo se diferencian por un factor que depende de las 
muestras obtenidas de los conjuntos, y no del parámetro e, entonces 
sucede que ambas funciones proporcionan exactamente la misma 
información acerca de e y se puede tomar tanto a una función L¡(e) 
como a L2(e) indistintamente para calcular la estimación del 

'parámetro e;· esto es lo que se conoce' como el Principio de­
Verosimilitud. 

Al hacer inferencia acerca de e después de haber observado 
x, toda información experimental relevante está contenida en la 
función de verosimilitud para los datos observados x. Más aún, dos 
funciones de verosimilitud contienen la misma información acerca 
de e si son proporcionales entre sí (como función de e), y un 
estadístico obtendrá la misma información de e a partir de 
cualquiera de las dos funciones de verosimilitud. 
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Definición 2.21 El conjunto 0 de todos los valores posibles de un 
vector de parámetros O = (ll" O" ... , Ok) se llama espacio 
paramétrico. 

Un problema de inferencia estadística, en rasgos generales, 
intenta determinar dónde es más probable que se encuentre el 
verdadero valor del parámetro desconocido O en el espacio 
paramétrico 0, partiendo desde un principio de las observaciones x 
y de la función de verosimilitud L(O). 

2.5 Máxima verosimilitud. 

En 1921 Sir R. A. Fisher propuso un método para estimar 
parámetros y puntualizó algunas razones por los cuales era mejor 
método que otros utilizados para el mismo fin. El procedimiento 
propuesto por Fisher es llamado de máxima verosimilitud y es 
conocido por ser el más utilizado y conveniente para estimar 
parámetros. El método de máxima verosimilitud indica que debe 
examinarse la función de verosimilitud de los valores de la muestra 
y tomar como estimados de los parámetros desconocidos aquellos 
valores que maximicen la función de verosimilitud. 

El método de estimación de máxima verosimilitud es un 
método puntual muy conocido y usado dentro de la inferencia 
estadística clásica. Este método consiste en tomar como estimador 
del parámetro O el valor que haga máxima la probabilidad de 
ocurrencia de la muestra dado el parámetro desconocido O. Es decir, 
se toma una función de densidad f ( . ; O ) Y se extrae una muestra 
independiente X" x" ... , X"; la función de densidad de la muestra 
(que es proporcional a la verosimilitud del problema) será el 
producto: 

f( X,; O )f( x,; O ) ... f( x" ; O ) oc L(O) .......... (2.3) 

En este contexto se obtendrá el estimador O' para el cual la 
probabilidad de haber obtenido la muestra X" X" ••. , X" sea máxima 
y por el principio de verosimilitud se tendrá el valor que maximiza 
L(O). 
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Dado que L(e) en general es proporcional a un producto de 
funciones de e, entonces para obtener el valor e' se trabaja con 
10gL(e). La función logarítmica es creciente, de modo que encontrar 
el máximo para L(e) es equivalente a encontrar el máximo para I(e) 
= 10gL(e). De este modo el producto de funciones que se tiene en 
(2.3) se convierte en una suma y se determina a e' a través de: 

tome L(e) = ga(x¡) .,. ga(x"), donde ga(Xi) es proporcional a la 
función de densidad de la variable aleatoria Xi. 

I(e) = log ga(x,) + '" + log ga(x") 

" I(e) = ¿ log g (Xi; e ) 
i=1 

.................. (2.4) 

Observación. Note que se puede tomar 

L(e) = f(x,; e) .. ¡(x"; e) 

en c~lc caso 
" I(e) = ¿ logf( Xi ; e ) 

¡=-¡ 

y de ahora en adelante se tomará de esta forma a la función de 
verosimilitud L(e) y la de log-verosimilitud I(e). 

Ahora bien, una de las formas de obtener el valor e' que 
maximiza I(e) es derívando la ecuación en relación a e, igualando a 
cero la ecuación (2.4) (que puede ser un sistema de ecuaciones si e 
es multivariado) y se encuentra la solución e', lo que se conocerá 
como el estimador máximo verosímil del parámetro e desconocido. 

Definición 2.22 Todos aquellos puntos X en donde la tangente a la 
curva y = j(x) es horizontal, es decir los puntos correspondientes a 
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las raíces ~ de la ecuación f(~) = O se llaman puntos críticos o 
puntos estacionaríos de f 

Definición 2.23 Un estimador máximo verosímil de e' es un valor 
de e que maximiza la verosimilitud L(e ) o equivalentemente la log­
verosimilitud lee). 

Por ejemplo, para el caso de la distribución multinomial, para k = 3 
se tendría 

L(e) = Pi' pi' (1-: A - p,)" 
y,! Y2!Y3' 

Donde e = (PI, P2). Tomando en ·cuenta el hecho de que PI + P2 + P3 
= 1, primero se aplica la función logaritmo a la función de 
verosimilitud: 

lee) = logL(e) = yllogpl + )l2logP2 + Y310g (1- PI- P2), 

después se obtiene la derivada con respecto al o los parámetros que 
se quieran estimar, en este caso los parámetros son PI y P2, ya que 
P3 se encuentra en función de éstas dos. Derivando con respecto a PI 
se tiene 

a/(s) y, y, 
ap, p,l-p,-p, 

y derivando con respecto a P2 se obtiene 

?!(s) = y, __ Y' .. 
ap, p,l-p,-p, 

Igualando a cero se obtiene un sistema de dos ecuaciones con dos 
incógnitas: 

y, y, 
=0 

p, 1- p, - p, 

y, y, 
=0 

p, 1- p, - p, 

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene 
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y 

y por lo tanto 

2.6 Algunos métodos numéricos de aproximación. 

2.6.1 Introducción. 

Anteriormente se vio que la función de verosimilitud L(e), 
que es proporcional a un producto de funciones de densidades de 
las variables aleatoriasf( . ; e), puede tener una forma en la cual se 
dificulte encontrar e' de forma usual: derivando L(e) con respecto a 
e y encontrar a e de forma explícita, o lo que es lo mismo encontrar 
solución a 

a L(9) = o 
ae 

que maximice L(9). Debido a esto se trabaja con el logaritmo de la 
función de verosimilitud I(e) = log L(e). No obstante, esta forma 
puede ser todavía dificil de trabajar y no se puede resolver el 
problema de forma analítica. Una vez que se encuentra éste 
obstáculo lo único que resta hacer es tratar de aproximar el valor de 
e' por otros métodos. Y no se piense que esto es poco frecuente, se 
presenta en-la mayor parte-de los problemas estadísticos que tengan­
que ver con distribuciones de probabilidad más complejas con las 
cuales se puede modelar de forma más precisa algún fenómeno en 
particular. 
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Existen diversos métodos numéricos de aproximación para 
estimar parámetros, la mayor parte de los cuales se basan 
principalmente en encontrar los ceros de la función. Dentro del 
análisis numérico se pueden mencionar varias técnicas para 
encontrar los ceros de una función especifica, como lo pueden ser el 
método de Newton-Raphson, los métodos quasi-Newton, métodos 
de Newton modificados y el método de puntuación de Fisher, que 
se encuentra dentro de los métodos de Newton modificados y a su 
vez su versión modificada utilizando la matriz de información 
empírica en lugar de la matriz de esperanza (ver Mclachlan y 
Krishnan (1997)). 

Se explicarán brevemente dos de los más importantes y. 
conocidos métodos numéricos: el método de Newton-Raphson y el 
método de puntuación (scoring) de Fisher; para posteriormente 
hablar de forma más extensa del Algoritmo E.M., el cual es un 
método iterativo de gran utilidad. 

2.6.2 El método de Newton-Raphson. 

Existen diversas formas de explicar el método Newton­
Raphson, no obstante, la forma que se utilizará para dar una idea 
general del método será la explicación del método gráfico, después 
de lo cual se adentrará en la construcción del método utilizando una 
aproximación por expansión de Taylor para una función de variable 
real y posteriormente se realizará la extensión a una función en el 
espacio n-dimensional. 

Comience definiendo a g(') una función de variable real a la 
cual se le quiere estimar el valor del argumento que la maximice, 
que en el caso que interesa vendria siendo 

g(9) a 1(9) 

ae 

El método de Newton-Raphson, también llamado 
simplemente método de Newton es un método iterativo basado en la 
aproximación de la derivada, para el caso real, O el vector gradiente, 
en el espacio n dimensional, de la función g('). Nótese que el hecho 
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de UtIlIzar ia uanSfOfInal:IUlI Jt;;; lúg,aritmü se realiza par" CVlt~ 
cargas pesadas en la computadora, además de que la función 
logaritmo es útil como transformación por tener un comportamiento 
"bonito" en sentido matemático. 

Tomando en cuenta la Fig. 2.1 considere y = g(x) una función 
con raíz en x' y Xo la primera aproximación a la raíz x', que debe 
cumplir con que la distancia entre x' y Xo debe ser suficientemente 
pequeña. Asimismo, la función g'(x;) '" O para todo i = 1, ... , n, y 
g'(x) no debe estar muy próximo a cero para que el método 
converja, es decir, no debe haber raíces cercanas unas de otras en 
términos relativos (ver Fig.2.2). 

y = g(x) 

X k+ 1 "" Xk - KÍ!.J..l.. 
g'(Xk) 

g(x,) 

" 

x, x, 

Fig.2.1 Método de Newton-Raphson para g(x) "" O 

y 

.. y = g(x) 

o x 

Fig.2.2 Caso de raíces cercanas. (ver Luthe, Olivera, et.al. (1980) Fig. 3-8) 
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Como se había mencionado anteriormente, el método de 
Newton se basa en una aproximación lineal a la función g(S) con 
que se trabaja para encontrar sus raíces o ceros de la función, para 
lo cual utiliza la línea tangente a g'(S). El primer paso consiste en 
trazar una vertical desde la primera aproximación So, que no debe 
estar lejos de la raíz S', hasta encontrar la curva de la ecuación y = 
g(S); por el punto de corte (So, g(So)) trazar una tangente a la curva 
g(S) hasta intersectar el eje x, en este punto de intersección se 
tendrá la nueva aproximación S, para S' y se repetirá el proceso 
tantas veces sea necesario hasta que se obtenga una aproximación 
suficientemente confiable a la raíz S' de la ecuación. De tal forma 
que lo que se obtiene de forma analítica es: 

tan (X = sen (X g(So) g '(So) 

de donde se obtiene al despejar S, que 

S, = So - g (So) 
g'(So) 

y de igual forma 

y de forma mas general 

Sk = Sk.' - g (Sk . .) 
g'(Sk.') 

cong'(llJ '" O 

Ahora bien, la otra forma de deducir el algoritmo recursivo 
de Newton-Raphson de forma analítica está basada en polinomios 
de Taylor. 

Sea g una función doblemente derivable en un intervalo (a,b). 
Sea S(o.') una aproximación a S', la raíz de la función g, es decir 
g(S') = O, g'(S(;)) '" O con i = l, ... ,n-l y IS(O")-S'I sea "pequeña". 
Considere el polinomio de Taylor para g(S) expandido para S(o"). 
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g(S) = g(SI"·I» + (S - SI"·I» g'(SI"·I» + CS - SI"·I»)' g"(~(S» 
2 

donde ~(S) se encuentra entre S y SI"·I). Como g(S') = O, esta 
ecuación para S = S'es: 

0= g(SI"·I» + (S' - SI"·I» g'(SI"·I» + CS' - SI"·I»)' g"(~(S'» 
2 

El método de Newton se deduce asumiendo que como 1 S' -
SI"·I) 1 es pequeña entonces el término 1 S' - SI"·I) l' es todavía más 
pequeño y se puede hacer: 

O '" g(SI"·I» + (S' - SI"·I» g'(SI"·I» de tal forma que 

resolviendo para S' se obtiene: 

S' '" SI"·I) - g(SI"·I») 
g'(SI"·I» 

lo cual establece el método de Newton-Raphson. 

Cabe recordar que se empieza con una aproximación inicial 
S(O) y se genera la sucesión {S(")j definida por: 

S(")= S("·o - g(S("·I») 
g'(S("·I» 

con )(S(,,·I» '" O para n <! 1, .... (2.5) 

Bajo determinadas condiciones se puede afirmar que el 
método iterativo de Newton-Raphson converge 14 al menos 
localmente a una raíz de la ecuación g(S) = O, es decir, que si S(O) es 
la primera aproximación aja raíz de g(S) = O, debe cumplirse que 

l. S(O) debe estar suficientemente cercana a la raíz de g(S) = O. 

2. g(S) debe ser cóncava" en el intervalo (a,b) para que se cumpla 
la monotonicidad de la función. 

I~ Para mayor información acerca de la convergencia del método referirse a: Luthe, Olivera, 
eLal.( 1980). 
15 La definición de concavidad se encuentra en el Apéndice A. J 
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3. g E C' (a,b) 

4. g'(e') '" O 

5. g'(e) no debe estar muy próximo a cero, esto quiere decir que no 
debe haber raíces cercanas unas de otras. En la Fig. 2.2 se 
muestra un problema de no convergencia que puede presentarse 
al tener raíces relativamente cercanas. 

Ahora bien, una vez que se ha tratado el método de Newton­
Raphson para el caso real, se realizará una extensión para el caso d,' 
más de una variable. 

Tómese X un vector aleatorio k-dimensional con función de 
densidad de probabilidad j{x;e) en Rk 

, donde e = (el, e2, ... , e")' 'o 
es el vector que contiene a los parámetros desconocidos, dentro de 
la f.d.p. para X. Donde el espacío de parámetros es denotado por (-), 
x = (x" X2, .•. , x") denota un vector aleatorio continuo, que 
representa a las observaciones. 

La función de verosimilitud para e formada en base a 1,'S 
datos observados x está dada por: 

L(e) = f(x;e) 

como ya se había visto anteriormente, el estimador de e puede s,'r 
obtenido a partir de igualar a cero la ecuación: 

a L(e) o bien de forma equivalente a QK.ílJ 
ae ae 

denótese a M(x;e) = Q..1JS}l = ía!( e ) , ... , QK.ílJ], 
a e la el ae" ........... (2.1» 

Ahora bien, el método de Newton-Raphson utiliza para 
resolver (2.6) el aproximar el vector gradiente M(x;e) de la función 
de log verosimilitud I(e) por una expansión de serie de Taylor lineal 
en una vecindad de e (k), la k-ésima aproximación. Considerando: 

16 De aquí en adelante (XI,x2,' .,xS denotará a la transpuesta de un vector (X • .x2 . .. ,xn)' 

53 



I (O (k); X) = - az log Le O) = 
as (k) ao(k) t 

se tiene 
M(x;O) '" M(x;O (k») _ 1 (O (k); X)(O _ O (k) ) 

o bien 
iZlUU iZlUU it!ill. , ... , fi..Kftj 
as, as I(k) OO.(k)OO¡(k) OO¡(k)OOn(k) 

~ 

iZlUU il.lí.ft.l a'/(S) , ... ,a'/(S) 

00" as 1I{k) oo"Moo,~) as" (k)OOn (k) 

....... (2.7) 

8
1 

_ 8\(k) 

9 n -8 n(k) 

La matriz 1(0 ; x) es llamada la matriz de iriformación 
observada, que como se puede notar es cuadrada, y debe cumplir 
que su determinante sea distinto de cero para poder ser invertible, 
condición que más adelante será de mucha utilidad. Para obtener O 
(k+l) se iguala a cero la parte derecha de la ecuación (2.7): 

M(x;O (k») _ 1 (O (k);X)(O _ O (k) ) = O 

iZlUU it!ill. , ... , fi..Kftj 8
1 

_ 8
1
(k) o 

as ,~) 00 ¡(\.)Ge ¡(k) OO\(k)OOn(k) 

il.lí.ft.l itli..ftJ , ... , fi..Kftj 
as I(k) OOn(k)OO¡(k) OOn (k)OOn (k) 8

n
-8

n
(k) o 

donde reagrupando términos se tiene 
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ª-1Lftj 
a e l(k) 

. . 
él' /( e) "", il1u!.l 
OOn{k)oo¡(k) OOIl(klOO

n 
(k) en _ 8 n(k) 

suponga que la matriz de información observada tiene inversa 

despejando S y haciendo S = S (k+1) se tiene 

....... (2.8) 

es decir 
itlí..tl, ... , él' /( e) 
OO¡{k)OO¡(k) OO¡(k)OOn{k) 

+ 
. . 

ª-Kll il1u!.l , ... , él' /( e ) 
a 9 .(k) oo .. (k)él8.(k) OOn(k)OOn(k) 

Si la función de log verosimilitud es cóncava y unimodal, 
entonces la sucesión de iteraciones {S(k)j converge al estimador 
máximo verosímil S'; cuando la función de log verosimilitud no es 
cóncava, el método de Newton-Raphson no garantiza la 
convergencia desde cualquier punto inicial, como en el caso de una 
sola variable, este hecho también se extiende para el vector S. 

Si bien el método converge bastante rápido al estimador 
máximo verosímil (cuando se cumplen las condiciones adecuadas), 
un problema con este método es que en cada iteración se requiere 
del cálculo de la matriz de información (n x n dimensional) y la 
resolución de un sistema de n ecuaciones lineales, lo que llega a ser 
bastante caro en términos computacionales mientras la dimensión n 
se vuelve cada vez más grande. 

En determinadas ocasiones este método llega a aproximarse a 
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puntos si!!f~ y e. !!!!n!!nos loc~I~" t~ntn r.nmn ;l lo." m~ximo~: e~ 
decir, no tiene un comportamiento monótono (creciente o 
decreciente). 

2.6.3 El método de puntuación (scoring) de Fisher. 

El método de puntuación de Fisher es uno de los métodos de 
Newton-Raphson modificado, en donde la matriz de información 
observada 1(8(k);X) para 8 es reemplazada por I(8(k»), la que se 
conoce como la matriz de información esperada evaluada en 8(k) o 
como se puede encontrar en la literatura acerca de inferencia 
estadística, la matriz de información de Fisher (Fisher 1922a), esta 
matriz mide el promedio de información sobre todas las posibles 
observaciones. 

La matriz de información esperada está dada por: 

donde la notación signi fica: 

Como comuhinente llega a ser muy dificil o teoioso calcular 
la matriz de información esperada para datos independientes e 
idénticamente distribuidos, se calcula la matriz de información 
empírica 1,(8; x), la cual está dada por: 

1,(8 ; x) = i [m(x);8) m t (xj;8) - n -1 M(x;8) M t(x;8) ) 
J=l 

evaluada en 8(k), es decir, 

56 



1,(S(k) ; x) = ~, [ m(x);S (k)) m '(X);S (k)) _ n -1 M(x;S (k)) Mt(x;S (k))) 

(ver Mclachlan y Krishnan (1997)) 

donde m(x);S) denota la función puntuación basada en una sola 
observación Xj de la muestra x, es decir: 

m(Xj;S) = 8 logfix);S) = [8 logfix);S ) , ... , 8 logfixj;S ) J 
8 S 8 S, 88" 

y M(x;S) dada en (2.6), denotada en la literatura como la función 
puntuación de la muestra, se transforma en : 

" M(x;S) = L m(x);S) 
j=1 

la cual es la estadística de la función puntuación para la muestra 
completa x = (x/, ... , x.). De tal modo que la matriz de información 
empírica resulta: 

le(S; x) = H m(x);S) m '(Xj;8)) -..l [~,m(x) ;S)J [i,m(xj ;S)]' 
n 

para la k-ésima iteración se tendría 

.... (2.9) 

Una vez que se evalúa en S = S', el estimador maxlmo 
verosímil, la matriz de información empírica se convierte en: 

" 1 ,(S' ;x)=Lm(x); S')mt(x}; S') 
j=\ 

Esto sucede debido a que S' es un cero de la función 
puntuación m(xj;S). De esta forma, (2.9) es la matriz de información 
que se utilizará en el lugar de 1 (S(k) ; x) en la versión modificada 
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del metodo de Newton-Kaphson, las Iteraciones quedarian de la 
siguiente forma: 

" = S{k) + J e ·'(S (k); x) L m(x);S (k» 
j"'l 

Otro método muy utilizado para estimar el valor S' es el 
método de Monte Cario via cadenas de Markov (ver Churchill 
(1992». Este método consiste en construir una cadena de Markov 
con ciertas características; simular valores de esta cadena por 
determinado tiempo y utilizar los valores obtenidos al final para la 
obtención de un valor estimado para S' . Dentro de los métodos más 
conocidos se encuentran el método de Metropolis y el de Gibbs, 
métodos en los cuales no se entrará en detalles para efectos de esta 
tesis, no obstante por su importancia se mencionan algunas 
referencias para el lector interesado: Gamennan (1997), Gibbs 
et.aL(1996) y Ross (1996). 

Como el lector recordará, este capítulo hizo mención a la 
inferencia de estimadores cuando se conocen todas las 
observaciones de una muestra, no obstante, en la práctica esto 
normalmente no ocurre, por el contrario se llega a carecer de 
información acerca de la muestra por diversas razones, éste es el 
hecho que se tratará de fonna teórica en el capítulo siguiente. 
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Capítulo 3. 

El algoritmo Esperanza-Maximización. 

"Perrkwd In /mgJ de _ ama, no tuLe tiJm¡xJde escribir otm más cmta" 

BIasie Pascal (1623·1662) 

3.1 Introducción. 

Cuando se habla de las secuencias de A.D.N. y de los 
métodos de armado por lo general se maneja como supuesto que la 
secuencia que se observa es la verdadera; no obstante, en la mayor 
parte de los experimentos, los datos con que se trabajan no están 
completos, no se sabe cuál es la secuencia verdadera (datos 
[altantes) pero se tiene una estimación de cual es esta secuencia. 

De este modo, deben existir métodos 'que ayuden a encontrar 
una estimación para la secuencia verdadera, suponiendo que la que 
es observada por el lector óptico pueda tener algún tipo de 
mutación, la cual puede ser causada por el proceso de lectura o por 
el proceso de decodi ficación. De este modo los datos con los cuales 
se trabaja son los datos observados (sucesión leída) y la secuencia 
verdadera (no observada o datos faltantes). 

El presente capítulo trata de un algoritmo que es aplicable en 
diversas ramas de la estadística, ya que tiene como objetivo 
fundamental encontrar estimadores máximo verosímiles para los 
parámetros de una determinada distribución cuando se tienen datos 
incompletos, lo cual en la mayor parte de los experimentos, no 
necesariamente biológicos, sucede. 
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para posteriormente indicar algunos resultados importantes en 
relación a la convergencia del mismo. 

3.2 Teoría del Algoritmo E.M. 

El algoritmo Esperanza-Maximización (E.M.) fue utilizado y 
mencionado por primera vez en un artículo publicado en 1977 por 
Dempster, Laird y Rubin llamado "Maximun Likelihood from 
Incomplete Data vía the E. M Algorithm.". Este algoritmo está 
enfocado a resolver problemas con datos incompletos en donde la 
estimación de máxima verosimilitud resulte problemática debido a 
la ausencia de parte de los datos colectados en la muestra. De esta 
forma el algoritmo asocia un problema de datos incompletos a uno 
de datos completos para el cual el cálculo del estimador máximo 
verosímil sea posible de encontrar de forma explícita o por medio 
de algún método de aproximación utilizando un paquete de 
computadora (ver Dempster, el. al. (1977». 

La asociación entre los problemas de datos incompletos y el 
de datos completos consiste en reformular el problema de los datos 
incompletos en términos del problema de datos completos. Por lo 
tanto se establece una relación entre sus respectivas verosimilitudes 
para trabajar directamente con el estimador máximo verosímil del 
problema de datos completos. De tal fonna que al obtener el 
resultado para los datos completos también se obtendrá el resultado 
para los datos incompletos. 

En cada iteración del algoritmo E.M., como se verá más 
adelante, se realizan dos pasos fundamentales llamados: paso 
Esperanza (E) y paso Maximización (M); los cuales, en adelante se· 
denotan como E.M. 

Si bien el algoritmo E.M. tiene una diversa variedad de 
ventajas como lo son su estabilidad numérica con respecto a otros 
métodos iterativos también hay que mencionar algunos problemas 
que deben ser resueltos aún; como lo son el caso de que dentro de el 
espacio muestral 0 exista más de un candidato a ser estimador 
máximo verosímil. De este modo el resultado final dependerá del 
valor inicial dado en el paso E para acercarse ya sea a uno o a otro 

(,0 



estimador. También es posible que no se converja a un máximo 
global, problema del que sufren todos los métodos iterativos de 
aproximación. Asimismo, el algoritmo puede llegar a converger 
lentamente en casos de problemas muy fáciles o bien en aquellos en 
donde se carezca de demasiada información. 

Todos estos problemas pueden llegar a verse disminuidos por 
la estabilidad que ofrece el paso M al incrementar la verosimilitud 
en cada iteración (exceptuando puntos fijos). En condiciones 
óptimas se puede asegurar la convergencia global. En cierta forma, 
el trabajo analítico es más fácil, ya que sólo se requiere del cálculo 
de la esperanza condicional de la log-verosimilitud para los datos 
completos. Algo muy importante dentro de este estudio es que este 
método provee valores estimados de los datos faltantes. 

Como se había mencionado anteriormente, el algoritmo E.M. 
resuelve el problema de la ecuación de verosimilitud de datos 
incompletos aplicando de forma iterativa el método de máxima 
verosimilitud para los datos completos de la siguiente forma: los 
datos no observables son reemplazados por su esperanza 
condicional dado los datos observados, y, utilizando una 
actualización del estimador máximo verosímil que se busca. De este 
modo se calcula el estimador máximo verosímil para el caso donde 
se tienen los datos completos y se repite el cálculo de esperanza con 
la nueva expresión del estimador máximo verosímil y se prosigue 
así sucesivamente. 

Formalmente se puede escribir lo siguiente. Denótese a Yel 
vector aleatorio que corresponde a los datos observados (que 
pueden ser incompletos) y 8 el vector de los parámetros 
desconocidos que forman el modelo considerado. Sea e el espacio 
paramétrico de 8. Denote por f (';8) la función de densidad de Y 
bajo 8. Sea X el vector aleatorio correspondiente al vector de lo que 
serían los datos completos, es decir, este vector esta formado por 
los datos observados Y y las variables aleatorias que corresponden a 
los datos faltantes. Indique porfc(';8) la densidad de X bajo 8 . 

Sea ¡;(-;8) la función de verosimilitud para los datos 
completos, es decir, la verosimilitud que se podría obtener si se 
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pudIesen observar completamente los datos. De este modo se tiene 
que L,(e) oc lo (x ; e) es la función de verosimilitud para e formada 
con base a los datos completos x. Sin embargo, como se mencionó 
en el capítulo anterior se puede tomar L,(e) =10 (x ; e) y de ahora en 
adelante se utilizará este hecho. Así se tiene que 

L(e) = f(y ; e) y lee) = log L(e) 

y 1, (e) = log L, (e) 

De este modo, se tienen dos espacios muestrales Y y X, 
donde el espacio X corresponde al espacio de los datos completos y 
y es el espacio de los datos incompletos. Se tiene también un 
mapeo h que asocia un elemento de X con un elemento de y, de tal 
modo que el conjunto hy viene siendo el conjunto de los elementos 
x E X tal que y = h(x), es decir hyes el conjunto (x E X I y = h(x»). 

Por ejemplo, suponga que la dimensión de Y y X son 4 y 5 
respectivamente, entonces hy = {x = (x" X2, X3, X4, xs) = (x" X2, Y2, Y3, 

Y4) E X: y = (y" Y2, Y3, Y4) = h(x)} y donde YI = XI + X2, entonces 
h(x) = (XI + X2, Y2, Y3, Y4). 

De donde se obtiene que la función de densidad de x bajo e 
es igual que la integral sobre hy de la fimción de densidad Ut; ¡os 
datos completos. De este modo se tiene: para j;(x ; e) = L, (e) y 
J(v;e) = L (e) que 

J(y;9)= f i(x,9) dx 
h, 

De este modo el valor de e que maximizaj;(x ;e) es el mismo 
que maximizaJ(v;e), ya que aunque tengan dimensión distinta, bajo 
hy se cumple que ¡;(x ;9) se mapea enJ(v;9). Como Se puede notar, 
la condición anterior es inmediata cuando se trabaja con 
transformaciones sencillas, como lo pueden ser la suma de dos 
variables (ver sección 4.1), y aún si se trabaja con transformaciones 
mas complicadas la condición se sigue cumpliendo, aunque el 
trabajo analítico se dificulte un poco mas. 
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Ahora se describe el funcionamiento del algoritmo E.M.: 

Primera iteración. 

Paso E. 
Tome eCO) un valor inicial para el parámetro e. En la primera 

iteración del paso E se requiere del cálculo de la esperanza 
condicional de la función I,(e) = log j;(x ;e) dados los datos 
observados y, es decir se debe obtener: 

donde Ee(O) { 1, (e)1 y } es la esperanza de 1, (e) dado los datos 
observados y y evaluada en e = eCO) donde X es el vector aleatorio 
representando a los datos completos, es decir, parte de X son los 
datos observados y la otra parte son las variables aleatorias 
representando los datos faltantes. 

Note que en este paso se obtendrá el valor esperado bajo eCO) 

de cantidades que involucran las variables aleatorias representando 
los datos faltantes. 

Paso M. 
El siguiente paso corresponde al paso M donde se buscará en 

El el valor del parámetro e que maximice G(e;e(01, esta e será 
llamada e()) y que cumple con lo siguiente: 

De esta forma se procede iterativamente regresando al paso E 
con el nuevo valor e(l) en lugar de eCo>. Note que en este paso se 
obtiene el estimador máximo verosímil de e utilizando los datos 
observados y la esperanza de las expresiones que involucran las 
variables aleatorias representando los datos faltantes. 

En la n-ésima iteración, los pasos E y M se ven de la 
siguiente forma: 
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Paso E. 
Se calcula G(e;e (n.,») donde 

G(e;e(n.,») = E ,"·0 {I, (e)1 y } = E ,"0 {logj;(X I e)ly} .... (3.1) 

Paso M. 
Tomar e(n) como el e en el espacio de los parámetros 0 que 

maximice G(e;e(n.'»), es decir: 

.............. (3.2) 

o en otras palabras e(n) pertenece al conjunto 

K(e(n.'») = {arg max 9.0 G(e;e(n.'»)} 
= { e E 0 : maximiza G(e;e(n.,»)} 

que es el conjunto de puntos e que maximizan a G(e;e(n-I»). 

Se verá más adelante, en la sección 3.5 que la condición (3.2) 
es suficiente para que I(e(n») ~ I(e(n.'»). 

3.3 El algoritmo E.M. generalizado. 

Note que algunas veces puede no ser tan fácil encontrar el 
valor de e que maximiza de forma global a la función G(e;e(n»). De 
este modo Dempster, Laird y Rubin (1977) presentan una 
generalización del algoritmo E.M. donde a cada iteración n para el 
paso M se requiere que el nuevo parámetro e(n) sea seleccionado de 
tal forma que cumpla: 

..................... (3.3) 

De este modo basta encontrar el valor e E 0 tal que el valor 
de la función G(' ;e(n.") evaluada en este e es mayor o igual que el 
valor de la función evaluada en e(n.I). Esto facilita mucho los 
cálculos porque ya no se tiene que conseguir un máximo global 
para G(' ; e(n.,»). 
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Observación: Tanto en el algoritmo E.M. como en el 
algoritmo E.M. generalizado se puede imponer la condición de 
paro: l(e(O) - I(e(n.') < e o bien I e(n.') - e(n) I < e para un e > O fijado 
previamente, que dependerá del grado de acercamiento que el 
investigador desee al estimador máximo verosímil, ya que, como 
más adelante se mostrará, se cumple la monotonicidad en la función 
de log-verosimilitud y también la convergencia para sucesiones de 
estimadores. 

3.4 Monotonicidad del algoritmo E.M. 

Parte fundamental del trabajo que se realiza en el algoritmo 
es el de asegurar que la verosimilitud no decrece, ya que 
únicamente se estaría divergiendo de los estimadores máximo 
verosímiles que se buscan, de este modo se debe asegurar que la 
diferencia l(e(n+1) - I(e(n) '" O siempre se cumpla. En otras palabras 
que la log-verosimilitud para los datos incompletos no decrece 
después de las iteraciones realizadas por medio del algoritmo E.M. 
y por la monotonicidad de la función logarítmica se cumple que 
L(e(n+l) '" L(e(n). 

Teorema 3.1 Cuando se usa el algoritmo E.M. o la verSlOn 
generalizada del algoritmo E.M. se tiene que para n = O, 1, 2, ... la 
función de log-verosimilitud I(e) de los datos observados es tal que 
l(e(n+1) '" I(e(n). 

Demostración: 
(a) Algoritmo E.M. 

Sea g(x I y ;e) la densidad condicional de los datos completos 
x dado los datos observados y entonces para!o(x; e) = L,(e) y j(y; e) 
= L(e). Se tiene que: 
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g(x I y ;8 ) = j; (x ; 8) = L, (8) 

fiy; 8) L(8) 

entonces para g(x I y;8 ) se puede escribir la log-verosimilitud de los 
datos incompletos de la siguiente forma: 

1(0) = log L(O) = IOg( L J8 J. -) = log L, (O) -Iog (g(x I y;S )) 
g(xly;8J 

Tomando la esperanza a la ecuación anterior, condicionando sobre 
los datos observados y y evaluando en 0(') se tiene 

1(0) = E Sl') {I, (S) I y } - E s(') {Iog (g( X I y ;0 » I y } 

= 0(0 ;Ol'» - E sen) {Iog (g( X ly;O » I y} 

por definición de 0(0 ;Sl'» 

Considere la siguiente notación: 

H(O ;Oln» = E oln) {Iog (g(X Iy ;0 » I y } 

De este modo se puede escribir: 

En la (n+ l )-ésima iteración del paso M del algoritmo E.M. se toma 
~~~~~~0(O+I)-E-e·de"modo"que·6(S(n±I>-;S(n)-p:·0(S-;0('))"para to"difOoE-e.~----· 

De este modo, se tiene que O(Oln+l) ;Oln) ) - O(8" ) ;8(n» ¿ O para todo 
n = 0,1,2, ... 

Note que: 

y que 
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de tal forma que 

Dado que la función logarítmica es creciente y G(S(n+l) ;S(n) ) -
G(S(n>;sln l) ;?; O para todo n = 0, 1, 2, ... , para mostrar que I(S(n+I») -

I(s(n») ;?; O para todo n = O, 1, 2, ... , se tiene que mostrar que: 

o bien 
........... (3.4) 

Por la definición de H(' ; .) se tiene que para todo S E 0 sucede 
que: 

= E .(nl (log (g(Xly ;S(n+I I )) Iy} _ E.(n) {lag (g(Xly;S(n) ))1 y} 

= E .(n) {[lag (g(X I y;S(n+I»)) - log (g(X I y;S(n) ))lly } 

E [10 (g(X/Y;S'"+II))1 ] 
= .'" g g(X / y;8 '"1) Y ............. (3.5) 

Como la función logarítmica es cóncava se puede utilizar la 
desigualdad de Jensen 17 y se tiene para (3.5) que: 

E lo} < lo E - . - - -- --[ ( g(x/y;e'""'))/] [ (g(x/y;e""'))/] 
e'" g g(X / y;e ,.,) y - g e'" g(X / y;9 1'1) Y 

y de donde: 

lo E ,,' y - lo J . - --dx .... {l.6) 
{ [

g(x/y,8''''II))/]_ { g(X/Y,8'''II)g(X/Y,8'"I)} 

o g(X/y,8'''I) "g(x/y,8'"I) 

17 Ver Apémlice A.2. 
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dado que por definición 

(
g(X I y;9'MI) / ) 

E"., ~X I y,8';") y 

es la esperanza de g(X I y ;s(n+l) ) I g(X I y ;S' 1 con respecto a la 

función de densidad g(x I y ;S ) evaluada en S = tl o'. 

De (3.6) se tiene que 

lof dx=IOfg(x 
{ 

g(xl y;B '·''')g(xl y;B '.')] { 

h, g(xl y;9 (11» ". 

ya que se integra sobre todos los datos x tales ~::~ y = h(x) y g es la 
densidad condicional de X dado Y = y. De este :::~xlo dado que: 

se tiene que 

[H(s(n+I);s(n) _ H(s(nl;s(n'r 

:S;IO{ {g(x!y;e(n+I)dx~ 

Entonces se cumple (3.6) y de este mode 

I(S(n+l) _/(s(n) = [G(s(n+I);s(n) _ G\s,n\s(n)] 
- [H(S(n+]);S,n' _ :-l(s(n);S(n)]~ O. 

es decir, I(S(n+]) ~ I(S(n) que es lo que se queri2 ':=-:TIostrar. 

Ahora bien, por la monotonicidad de 1" :'-=:¡ción logarítmica 
se tiene L(6,n+]) ~ L(6,n)) para todo n = O, 1. 2 .... De este modo 
L(S(n)) es monótona creciente en n. 

(b)Versión generalizada del algoritmo L."I. 

De (a) se ve que 
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I(S(O+") _ I(S(n» = [G(s(n+'l;s(n» _ G(s(n);s(n)] 
_ [H(S(n+');S(n) _ H(S(n);S(n»] 

también de (a) se ve que H(S(n+,);S(O» - H(S(n);S(n» ~ O Y de la 
definición del algoritmo E.M. generalizado se tiene que 
G(s(n+'l;s(n» ~ G(s(n);s(n». 

De este modo se tiene que I(S(n+'» - I(S(n» ~ O Y por la 
monotonicidad de la función logarítmica se tiene que L(S(n+'» ~ 
L(S(n» para n = 1, 2, ... 

• 

3.5 Condiciones de regularidad de Wu (1983). 

Ya se ha visto que la (n+1)-ésima iteración del paso M del 
algoritmo E.M. consiste en seleccionar un elemento de K(S(n», de la 
misma forma en el algoritmo E.M. generalizado el conjunto K(S(n» 
debe ser tomado de tal forma que: 

Note que K(·) es una función que asocia un punto a un 
conjunto, ya que pueden existir uno O más parámetros S E 0 que 
maximicen a G(S ;S(n». 

En esta sección se presentan condiciones que Wu (1983) 
establece y que aseguran la convergencia de la sucesión de valores 
de la log-verosimilitud {1(S(n»} a un valor estacionario'8 de I(S). Las 
suposiciones de Wu (1983) son las siguientes: 

l. 0 es un subconjunto en el espacio euclideano n-dimensional R
n
. 

2. Sea 0,(0) = {S E 0: I(S) ~ I(S(O»)} , supóngase que 0 0(0) es 
compacto para cualquier I(S(OI) > -00 

18 Definición 3.1 Sea/una función de n variables, el punto en donde el vector gradiente de fes 
el vector cero o no existe se llama punto critico o estacionario del 
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3. L(6)~::-; cunLinua en e y c.iiíerenciabie en ei inierior de e. 

4. Para 8(,,+1) una solución de la ecuación: 

00(8 :8(0») = O 

08 

8(0+1) está en el interior de e. 

Observaciones. 

(i) De las condiciones 1,2 Y 3 se obtiene que cualquier sucesión 
{L(8(O»} está acotada por arriba para cualquier 8(0) E e donde se 
asume que el punto 8(0) satisface que L(8(0» > -oo. 

(ii) La condición 4 se da por hecho si en determinado caso e,'o) 
está en el interior de e, para todo 8(0) E e. 

3.6 Teoremas de convergencia para las sucesiones E.M. 

En esta sección se mencionará el teorema principal de 
convergencia para una sucesión de parámetros generada por el 
algoritmo E.M. Note que para el caso del algoritmo E.M. 
generalizado valen resultados similares. La demostración de este 
teorema de convergencia se basa en otro teorema más general que 
se encuentra en Zangwill (1969). La demostración para la sucesión 
E.M. se encuentra en el artículo de Wu (1983). Para efectos de esta 
tesis no se presentará la demostración del teorema de Wu, pero 
puede ser encontrada en detalle en Wu (1983) pags. 97-98. 

"--Teorema 3.2 (Wti\1983) y Zangwill(l969». Sea e un conjunto 
cualquiera, M(-) una aplicación que asocia lIn punto de e a un 
subconjunto de e, y {xkh,ouna sucesión generada por Xk+lEM(Xk)' 
Considere un conjunto re e, tal que 

(i) todos los puntos Xk están en un conjunto compacto B 
ce 

70 



(ii) M es cerrado sobre el complemento de r, es decir, 
puede pasar que M(x') nr ' * 0 o bien M(x') nr * 0 entonces 
M(x') n r' = D(cerrado). 

(iii) Existe una función continua aO en e tal que 
(a)Si x '" r, a(y) > a(x) para todo y E M(x) 
(b)Si x E r, a(y) <! a(x) para todo y E M(x) 

Entonces todos los puntos límite de {Xk}»O están en el 
conjunto r y a(xk) converge de forma monótona a a(x) para algún 
XEr. 

Trabajando con la notación que ya se ha definido 
anteriormente, el Teorema 3.2, para el caso que interesa se 
convierte en el teorema siguiente 

Teorema 3.3 Sea 0 el espacio parametnco, K(S') = {S E 0: 
maximiza G(S;S')}, que es el conjunto de puntos S que maximizan 
a G(S;S'), y {S(k)h"" una sucesión generada por S(n+l) E K{s(n)}, es 
decir, si se tiene S(I), "., sIn>, entonces S(n+l) será elemento de 
K{S''''}. Considere el conjunto 

s = fs" E int 0 ; alIS) I = o} 
1 as 0.0" 

el conjunto de puntos estacionarios de 10 que están en el interior de 
o de 10 y 0 0,"'= {S E 0; I(S) <! I(Sto»)}, suponga que 

(i) 0 0'"' es compacto. 
(ii) todos los puntos SIn) están contenidos en 0a"". 

(iii) KO es cerrado sobre el complemento de S, K(Sj n S 

, * 0 o bien K(Sj n S * 0 entonces K(Sj n S ' = 
D( cerrado). 

(iv) La función de logverosimilitud 1(-) es tal que 

(a)Si S' '" S , I (S') > I (S') para todo S' E K(S') 

(b)Si S' E S, I (S') <! I (S') para todo S' E K(S') 
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....1 1 ". 1 f /"\.(n) , . , • Eütcnccs tGuOS 105 püntü5 limite ut: t O' 'Jn<:!O e~lan en el 

conjunto S y I(S(n» converge de forma monótona a I(S') para algún 

S' E S. 

El teorema anterior es un teorema que de forma teórica asegura la 
convergencia de las iteraciones en el algoritmo E.M. y del 
algoritmo E.M. generalizado, no obstante, para casos prácticos se 
nota como más adecuado el teorema que a continuación se 
menciona aunque las condiciones de regularidad se siguen 
conservando. 

Teorema 3.4 (Wu (1983) Teorema Principal de Convergencia) 
Sean {SIn)} una sucesión de parámetros producidos por las 

iteraciones del algoritmo E.M. generado por S(n+l) E K(S(n» y S el 
conjunto de puntos estacionarios de I(S) que están en el interior de 
0. Si 

(i) K(s(n» es cerrado sobre el complemento de S. 
(ii) I(S(n+I» > I(s(n» para toda SIn) (i! S. 

Entonces bajo las condiciones de regularidad de Wu todos los 
puntos límite de {SIn)} son puntos estacionarios de I(S) y I(S(n» 
converge de forma monótona a ¡' ; I(S') para algún punto 

estacionario S' E S. 

Hay que mencionar que es necesario que G(S;\jI) sea continua 
en e y \ji para que el mapeo de la sucesión E.M. sea cerrado. 

Proposicion 3.1 (Wu (l983» Si G(S;\jI) es continua en S y \ji 

__ entoncesXO es cerrado sobre el complemento de Se 

El siguiente corolario es un caso particular del Teorema 3.4 

Corolario 3.1 Bajo las condiciones de regularidad de Wu, 
supóngase que G(S;\jI) satisface la condición de continuidad sobre S 



y 11'. Entonces todos los puntos límite de cualquier sucesión {el"I} 
del algoritmo E.M. son puntos estacionarios de I(e), y l(el"l) 
converge de forma monótona a algún valor ¡' = I(e ') para algún 
punto estacionario e'. 

Idea de la demostración. 
De la Proposicion 3.1 se tiene que la condición (j) del 

Teorema 3.4 se satisface, es decir K(el"l) es cerrado sobre el 
complemento de S. Por otro lado de la dinámica del algoritmo E.M. 
se tiene que la condición (ji) del Teorema 3.4 se satisface, es decir 
l(el"+I) > I(el") para toda el") 1< S. Por lo tanto, se aplica 
directamente el Teorema 3.4 para concluir que, todos los puntos 
límite de cualquier sucesión (el")} del algoritmo E.M. son puntos 
estacionarios de I(e) y I(el") converge de forma monótona a l' = 

I(e') para algún punto estacionario e' E S. 

• 
A continuación se presenta el enunciado y la idea de la 

demostración de un teorema que tienen que ver con la convergencia 
de la sucesión de parámetros (el")} a algún punto e'. Defina S (a) e 

Sde la siguiente forma S(a)= {e E 8:/(e)=a}. 

Teorema 3.5 Sea (el")} una sucesión del algoritmo E.M. 
generalizado generado por el"+I) E K(el"l) y satisfaciendo: 

(i) K(el") cerrado sobre el complemento de S. 
(ji) l(el"+II) > I(el") para todo el") 1< S. 

Supóngase que S (1') consiste en un sólo punto e', donde ¡' es el 
límite de I(el"). Entonces el") converge a e'. 

Idea de la demostración. 
Note que las condiciones (i) y (ii) corresponden a las 

condiciones (i) y (ii) del Teorema 3.4. De este modo se tiene que 
todos los puntos límite de {el")} son estacionarios para I(e) y I(el") 
converge de forma monótona para ¡' = I(el") para algún punto 

estacionario O. Pero como S (1') = {e'}, pasa que O = e', (esto 
quiere decir que no pueden haber dos puntos estacionarios 
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de {e(O)}o,o son estacionarios se tiene que lim e(o)= e'. 

• 
3.7 Convergencia a un valor estacionario de una sucesión 
{lleCO»)} con n = O, 1,2, .. , obtenida por el algoritmo E.M. 

Parte fundamental de la teoría del algoritmo E.M. es el hecho 
de poder asegurar que después de un cierto número de iteraciones 
realizadas se tenga la convergencia a un valor específico, lo cual se 
trató en la sección anterior. En determinadas ocasiones el valor al 
que se llega no es el estimador máximo global que se busca, sino 
uno local, lo cual dependerá la mayor parte de las veces del valor 
inicial eCO) que se de para empezar a iterar. Asimismo, hay que 
considerar la posibilidad de que la función de verosimilitud tenga 
un punto silla y que la sucesión converja a éste. 

Teorema 3.6 Toda sucesión monótona acotada converge. 

Demostración 
Tome una sucesión {ele)} acotada y creciente. Entonces el conjunto 
de términos de la sucesión tiene una COla superior y por la 
propiedad de completés esta sucesión tiene a T su cota superior más 
chica, se tendrá que demostrar que lelO)} --7 T. Tome € > O, entonces 
T - € <. T, de tai modo que T - € no es una cota superior de {eCO)}. 
Entonces, algún término e(o) es más grande que T - € Y como lelO)} 
es creciente, eCO) > T- € para todo n > k y dado que lelO)} es acotada 
superiormente por T se tiene que eCo) ::; T < T+€ para todo n. De tal 
modo, IS(O) - T I < E para n > k, y por tanto eCO) --7 T. De forma 
anál()ga, si {e(O)}~acotada Y- decreciente,_S(oj converge_a su cota 
inferior más grande (ver Gamer (1988)). 

• 
. En la sección anterior se vio que {L(e(O»)}o" es una sucesión 

creciente, por lo tanto si {L(e(O»)}"", es una sucesión acotada 
superiormente, entonces L(e(O») converge a algún valor j' donde j' = 

L(S') para algún punto e' que cumpla con que 
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o bien a 10gL(S)I = o 
as 9=9' 

El valor S' es por lo general un máximo local o bien un punto 
silla, aunque de cualquier forma, existen casos en que un pequeña 
perturbación de S causará que el algoritmo diverja cuando el punto 
al que converge la sucesión no sea máximo global de L(S), que sea 
por ejemplo, un punto de inflexión o punto silla. 

Por lo general sucede que L(S) tiene varios puntos 
estacionarios y la convergencia de la sucesión (S(O)} dependerá del 
punto inicial S(O\ y por ejemplo, en el caso óptimo en que en el 
espacio paramétrico sólo exista un estimador máximo verosímil 
cualquier sucesión va a converger a él sin tener que depender del 
valor inicial que se tome. 

Proposición 3.2 Si 6 es un punto silla para L(S), S E 0 entonces la 
sucesión (S(O)}"", puede converger para el punto silla 6, si 6 
maximiza globalmente H(S ;0), S E 0, es decir, (L(S(O»)}o" puede 
converger para L(6). 

Demostración. 
De la demostración del Teorema 3.1 se tiene que 

.......... (3.7) 

donde S(o) es el valor de S obtenido en la iteración n-l del paso E 
del algoritmo E.M. tal que cumple con lo siguiente: sea S(o) tal que 
S(O) maximiza globalmente H(S;S (O»), es decir H(S;S(O») $ H(S(O);S(O») 

para todo S E 0. 

Derivando (3.7) con respecto a S se tiene: 

a ICS) = aG(S ;8(0») - aH(S ;S(o») 

a8 as as 

De este modo por definición de punto máximo: 
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dH((:j ;(jÍ"') 

ae 
=0 ................ (3.8) 

Dado que e(n) E 8, entonces s(n) = S' para algún S'E 8. De este 
modo 

a ~S) 1.= •. = 00(9 ;S') I -aH(S ;S') I 
uu ae .=0· ae 0=.· 

= aü<s ;S') I 
ae 0=.· 

......... (3.9) 

Sea O un punto estacionario de L(S), entonces por definición 
de punto estacionario y por la derivada del logaritmo se tiene: 

I-L M®ll =...L~JI =0 
l!-(S) dS J .=0 L(15) L dS 0=0 

.... (3.10) 

de (3.8) Y (3.9) se nota que si S' es un punto silla para L(S) entonces 
por definición 8' e3 un punto estacionario para L(0), y se tiene de 
(3.10) que 

A IrA\ I = () 
"as· 1.=.· ~ 

es decir, el punto silla S' puede ser el limite producido por el 
algoritmo E.M. para la sucesión {s(n)}n,o dado que es una solución 
de a /(S) = O. 
- ae--

• 
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Capítulo 4. 

Aplicaciones del algoritmo E.M. en 
genética. 

«Sería muy sin¡§dar el que tJXia la naJuraiezA, todos los planetas ob<rie:ieran las leyes eternas, Y 
de que hubiese 10) ~ aninuI, unos metro Y m«Iio de alto, quim, In desohdimcia de esas 

leyes pudiese acfUaY amo quisiere, solammte de ame>rlo a su capridx¡» 
Franrois Mane A rouet Voltaire (1694-1778) 

4.1 El algoritmo E.M. para inferir frecuencias de genes. 

En esta sección del capítulo se usará el algoritmo E.M. para 
el análisis de ligamento entre genes en un cromosoma. Este 
problema ha sido utilizado, en varias ocasiones para ilustrar el uso 
de algoritmos recursivos en general (ver Mclachlan y Krishnan 
(1997)) además de que es útil en modelos de genética para la 
estimación de frecuencias de genes. Esta aplicación es la que 
interesará en esta sección. 

En el modelo original que se toma para describir este 
problema, el vector de los datos observados es el vector de la 
frecuencia de cuatro clases de genes que se representa por y = (y¡, 
Y2, Y3, Y4)' donde y; es la frecuencia de la expresión del i-ésimo gen, 
y y = (Y¡, Y2, Y3, Y4) denota a la variable aleatoria correspondiente a 
las observaciones y. Ahora bien, durante el estudio que se ha 
realizado anteriormente en laboratorios se observaron un total de n 
genes y se consideró que los valores de las frecuencias provenían de 
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,. ., ,... .1l) 
una U¡:stflOUClUn mumnornlal con cuaIro ceidas con sus 

respectivas probabilidades: 

y, + v. 8, V.(1-8), v. (1-8) Y V. 8 ; con O ~ 8 ~ 1 

donde 8 es el parámetro desconocido. 

De este modo la función de probabilidad de los datos 
observados es: 

fiy;S) -_-'1.0',--(\1 + V. S J'\V.(I.S))v'(V.(I-S r!\v. s )y, 

Yl!Y2!Yl!Y4! 

note que (4.1) se puede escribir 

" ,,(4.1) 

fly;8) = _..JnJJ! __ ( V. )y, +y, +y, +Y. (2+8)y, (1-8 )y,+y, 8 Y' 

Se sabe que L(8) oc fiy;8). Entonces se toma 

L(8) = fiy;8) = (2+8)y, (1-8 )y,+y, 8 y, 

y por lo tanto, tomando el logaritmo de L(8) se tiene 

Suponga ahora que la clase con frecuencia y, está formada por dos 
subclases de las cuales no se saben sus respectivas frecuencias, lo 
único que se puede observar es que la suma de las frecuencias de 
estas subclases totaliza y,. Sean Y" y Y'2 las variables aleatorias 

. -- que representan a-las frecuencias respectivas de las suocláses de la 
clase con frecuencia y,. De éste modo el vector de datos completos 
sería x = (y'I, Y'2, Y2, Y3, y,) donde y" y Y'2 son los posibles valores 
no observados de las variables Y" y Y12 Y que cumplen con la 
condición de que y, = y" + Y'2' Por lo tanto, los datos y que se 
observan no están completos. 

1~ Para mayor inform;Jción acerca de la distribución multinomial consultar el Apélldice A.3 
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De este modo se tiene que los espacios Y y X considerados 
en la sección 3.2 son: 

4 

Y= {y = (y"y"YJ, y,), L:y¡= \} 
¡""I 

y 
X= {X = (Yll, Y12, y" Y3, y,) ;y, = YIl + Y12 } 

y donde h(x) = {(Yll+ Y12, y" YJ, y,) = (y" y" YJ, y,) I h (x) = y} 

Tome la función de probabilidad del vector de datos completos 
como una función multinomial con parámetros respectivos como 
sigue: 

(Y,), (\4 8),( \4(1-8», (\4 (1-8» y (\4 8) 
es decir 

Esto proporciona que j{y;8) sea dada por (4.\). Para ver esto note 
que: 

L: j;(x;8) = 
{(y ,v ),.1' +y~)') 

11 12 11 11 I 

La última igualdad considerando el hecho que 

10 Teniendo en cuenta que )'11 + .\'12 = )', Y por la expresión dada parafc(x:9). 
21 Multiplicando y dividiendo por y,! 

79 ESTA 'fJESJf§ NO §ALJE 

Di: lLA lBnU .. JOTECA 



(a+b)" = t(n)a"·'h' 
k.O k 

Lo anterior quiere decir que el sumar sobre todos los valores 
faltantes lleva a la densidad de los datos observados y y bajo el 
parámetro 8. 

Por otro lado note que 

y por lo tanto se puede tomar 

es la función de verosimilitud de los datos completos bajo 8 y el 
logaritmo de ésta es: 

Dado que YI = YII + YI2 es suficiente con realizar el trabajo 
bajo IIna sola de las variables faltantcs, 5üpünieiiuu Y12, ya que ia 
otra, en este caso YI ¡, se obtiene cuando se resta YI' de YI una vez 
que se conoce el valor de YI. 

Suponiendo que se conoce YI2 se puede calcular el estimador 
máximo verosímil para el parámetro 8 por los métodos 

.tradicionales, ·es decir, se-obtiene la derivada con ·respectó al 
parámetro 8 de la ecuación anterior y se iguala a cero para 
encontrar de forma explícita el estimador máximo verosímil de 8, es 
·decir, derivando 1(8) con respecto a 8 se obtiene 

Igualando a cero para encontrar de forma explícita el 
estimador máximo verosímil se tiene: 
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........... (4.2) 

Si se supiera quién es YI2 entonces (4.2) sería el estimador 
máximo verosímil, pero como no es así entonces se utiliza el 
algoritmo E.M. para resolver el problema. 

PASO E. 
El paso E consiste en calcular el valor esperado 

De este modo 

G(S;S<")) = Ea"'[(YI2 + Y4) 10gS Iy] + Ea"'[(y2 + Y3) log (1-S) Iy] 
= Ea"'[YI2 I y¡] 10gS + Y410gS + (Y2 + Y3) log (I-S) 

la última igualdad dado que Y12 depende solamente de YI, Y por lo 
tanto basta con calcular Ea"'[Y'2 I YI]. 

Para encontrar la esperanza condicional se hace la pregunta 
de ¿Cuál es la proporción de experimentos que le corresponden 
tanto a YII como a YI2 dado que se hicieron YI experimentos? 

Se sabe que YI es la frecuencia del gene 1, recuerde que YI 
está formado por la suma de dos subclases, YII y YI2, de las cuales 
no se conocen sus respectivas frecuencias, es decir, y" es la 
frecuencia de una de las expresiones del gen 1 y YI2 es la frecuencia 
de la otra expresión del gen 1. Donde la expresión del gen puede ser 
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por ejemf,lo una entermedad o una determinada expresión 
fenotipica 2. Tómese como hipótesis que en base a observaciones se 
nota que la expresión fenotípica 1 ocurre con probabilidad y, y que 
la expresión 2 ocurre con probabilidad (V.)8. Se considera un éxito 
cada vez que la expresión 1 ocurre. Esto pasa con probabilidad 

[ 
; 1 por probabilidad clásica; y un fracaso en caso de ocurrencia 

1 + 10 
2 4 

de la expresión 2, el cual ocurre con probabilidad[~::.l Como la 

ocurrencia de cada evento es independiente se tiene que dado Y,= y, 
sucede lo siguiente 

[ 
1 ]'''[ 1 ]"'-'''' P(YII =YIIIY,= y,)=(y,) 1 2
1 

1 4~ 
y" +6 +6 

2 4 2 4 

P(Y12=y12lY,=Y,)= (y, )[1 ~I ]"'-''''[I:~ ]'" 
Y12 +-6 +-9 

2 4 2 4 

es decir, que dado Y,= y, , 

YII tiene distribución binomial con parámetros y, y [ ~ 1 
~ + :6 

y además 

Y12 tiene distribución binomial con parámetros,l', y [ : 
6 

] 

~ + :6 

2! La expresión rcnotipica son las características observables en un individuo, 
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De este modo se obtiene 

PASOM. 
Encontrar e que maximiza a G(e;e(n»), es decir e que 

maximice 

•• " ... (4.3) 

Note que (4.3) corresponde a la expresión para 1,(9) con 
Ee"'[Y 12 I y¡] en el lugar de Y12' Así, el valor de e que maximiza 
(4.3) está dado por 

e (n+l) = E.'·'[Y'2 I y¡] + Y. 

Ee"'[Y12 I YI] + Y2+ Y3 +Y4 

Ahora denótese a Ee"'[Y I2 I y¡] por YI2(n) y se tiene que 

e (n+l) = (n)+ 
YI2 Y4 

Es precisamente aquí en donde empieza el algoritmo a 
trabajar. Sea e(O) el valor inicial presentado para e. Así se realiza la 
primera iteración del paso E donde se obtiene el valor YI2 (O) Y con 
este valor se obtiene e(l) en el paso M. 

U t· e(l) se procede a na vez que se !ene a recurnr 
iterativamente de la siguiente forma: 
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Segunda iteración del paso E. 

Segunda iteración del paso M. 

yen general para la n-ésima iteración del paso E: 

y,,(O-I)= Eo(·'l(Y" I Y=y} 

[ 

9("-1) 1 
= Ee(·"(Y ,2 I Y'=Y')=Y' 4. 1 8(11-1) 

+ -
2 4 

y la n-ésima iteración del paso M: 

In_l , 
y,2'·· .. + Y. 

YI2(n-I)+ Y2+ Y3+ Y. 

y así de forma sucesiva hasta encontrar la n tal que la diferencia 
entre 8(0) y 8(0+1) sea suficientemente pequeña como para asegurar 

~~~~---efi-términos - prácticos lá --convergencia- al- -estimador máximo 
verosímil 8', 

4.2 El algoritmo E.M. para inferir secuencias de A.D.N. 

Esta sección trata específicamente acerca del uso del 
algoritmo E,M, en una de sus aplicaciones para poder inferir las 
secuencias de A,D,N, 
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El modelo que se analiza es un modelo estocástico con 
espacio de estados y observaciones finito. En la aplicación directa a 
la sucesión de A.D.N .• las observaciones (eventos) corresponden a 
la sucesión de las bases (A. C. G y T) de las secuencias. No 
obstante. el modelo puede comportarse de forma flexible siempre y 
cuando se tenga cuidado con la definición clara del espacio de 
estados correspondiente a las observaciones. 

El problema que se resolverá con este modelo es el de inferir 
los estados (secuencia verdadera S) a partir del vector de 
observaciones Y. Los estados serán inferidos a partir de un sistema 
de ecuaciones y de una fórmula recursiva. Como hipótesis 
adicionales se tendrá una ecuación de observación y la forma en 
que se desarrolla el sistema de ecuáciones asociado con el 
comportamiento de los estados del proceso estocástico. 

Sea S = (SI. S2 •...• sm) la secuencia de estados no observable 
(que vendría siendo la secuencia de A.D.N. verdadera) y Y = (y" 
Y2 •...• Ym) la sucesión de AD.N. observada y también la variable 
aleatoria con distribución dependiente de S. 

Asuma que los estados se obtendrán a partir de un sistema de 
ecuaciones denotado por Pa(St I s" S2. ...• Sto,). es decir. la 
distribución de probabilidad del estado al tiempo t dado que se 
conocen los estados anteriores. Suponga que la secuencia S es una 
cadena de Markov y que por lo tanto cumple con lo siguiente: 
Pa(St I s,. S2 •...• Sto') = Pa(St I Sto')' que vendría siendo la probabilidad 
de transición en un paso para la cadena de Markov S. 

Asimismo. se denota como la ecuación de observación a 
Po(Yt 1st. y" ...• Yt-'). 

Este trabajo se concentrará únicamente en aplicaciones a 
sucesiones lineales por lo que se considera. además de la ecuación 
de observación. que dependerá del estado actual y de la observación 
anterior Pa(Yt I s" Yt-') para t ;" 2. la probabilidad en t = 1 que 
dependerá sólo del estado actual. es decir. Pa(y, I s,) es la 
observación al tiempo t = 1 dado el estado presente y Po(s,) es la 
probabilidad inicial de la cadena S. 
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Ahora bien, para encontrar a la ecuación de observación 
Po(Y, I SI> y,.,), t 2: 2, Y Po(y, I s,) recuerde que una secuencia de 
AD.N. está formada por combinaciones diversas de únicamente 4 
bases (A, C, G y T); utilizando este principio defina un vector O = 
(A, e, G, T) = (O" O2, 0 3, 0 4) para asociarlo a cada observación y, 
ya cada estado respectivo s, con t = 1,2, ... , m. 

Tome a y, = (y,." y'.2, Yu, y,,4) el vector que representa la t­
ésima observación y s,= (s", S'.2, S ',3, S,,4) el vector que representa el 
t-ésimo estado, donde se cumplirá lo siguiente para k = 1,2,3,4: 

y,=O, 
y 

en otro caso en otro caso, 

Esto quiere decir que al cumplirse y, = 0,= SI se llega a que el 
estado que se busca s, es exactamente igual al que se observa YI' 

De ahora en adelante se utilizará la notación k = 1, 2, 3, 4 
para indicar a cada uno de los valores A, e, G, T respectivamente. 
Cada una de las probabilidades de transición tendrá un modelo 
multinomial (ver A.3) y esto es por la forma en la que se esta 
definiendo t::lnto vector de observaciones como el de estados. 
Nótese que se tienen k = 4 distintas posibilidades para cada unO de 
las entradas en el vector y, y SI' De este modo, se tiene que para PUi)k 

la probabilidad de transición esta definida por lo siguiente. 

P tii'k = P( observar k I observación anterior fue i 

cumpliéndose que: 4 

¿ PUil'= 1.. 
k=1 

y el-estado actual es j) 

Ahora bien, utilizando todo lo anterior la ecuación de 
observación resulta de la siguiente forma: 
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3 4 4 3 

PO(Yt I St,yt_,)=n n n PO;),Y," Y,-,,, '\,j (I-L PO;).) Y"YH; '"_ 
k=- 1 ]"'1 i=1 k=1 

... (4.4) 

Una vez que se tiene a la ecuación de observación se 
encuentra la ecuación de estados Po(St I Sto')' Definase a A;j con ij 
E {A, e, G, T} como los componentes de la matriz de transición de 
los estados, de tal modo que 

A;j = P(ir al estado i I se encuentra en el estado j) 

sujeto a 4 

LA;' =1 
j=\ J 

y de este modo la ecuación de estados estaría dada por: 

4 3 3 

Po(St I s,_,)=n n A;j~"';'\,j (l-L A;)~-'·;'-·. 
i=1 j"'l j=1 

Además defina 

.. ..... (4.5) 

P;j = P( observación inicial es j I estado inicial es i) 

sujeto a 

y también 

sujeto a 

4 

LP;,= l 
j=1 J 

1t; = P( estado inicial es i) 

4 

L 1t; =1. 
i=1 

De este modo se tiene que 
, 

púes,) = n 7t;S'-'(1 _ L7t;) s ... 
, .. I ;~ I 

y 
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, ) ) 

po(y,1 s,) = nnpl;""Y'j (1 " EPlj )'U Y",. .. ....... (4.7) 
¡_lj_1 j-I 

donde e = (111, Alj, PIj, Pol)k , i, j, k E {l, 2, 3, 4)) es el vector de 
parámetros que se quiere estimar. 

Con la ecuación de observación Pe(Yt I s" Yt.'), la ecuación de 
estados Po(St 1st.,) Y las probabilidades iniciales: Pe(Y, I s,) y Po(s,) 
se construirá la función de verosimilitud del modelo de la siguiente 
forma: 

Teorema 4.1. Sean sm = (s" S2, ... , sm) y ym ;= (y" Y2, ... , Ym) 
sucesiones lineales. Suponga que Pe(St I s" ... , St.') = Pe(St I s,.,) con t 
= 2, 3, ... , m, que Yt dependa solamente de Yt.' Y s" Y las 
distribuciones iniciales dadas por Pe(y, I sIl y Pe(s,). Entonces se 
tiene que 

= [6/e(Yt I S"Yt.,~ Pe(y, I s,{ fr Pe(St I st·Il ]Pe(S,) 

donde e = {(1Il, Alj, P lj , POI)'); i,j, k E {l, 2, 3, 4) = {A, C, G, T}} 

Demos (ración 
Se demuestra por inducción. 

(i) Se demuestra para m = 3. 

_____ po(i, s)) =_Pe(Y" Y2, Y3, s" S2,S)) __ 

= Pe(Y) I y" Y2, s" S2, s)) Pe(y" Y2, s" S2, S3) 

= Pe(y) I y" Y2, s" S2, S3) Pe(Y21 y" s" s" S3) 

Pe(y" s" S2, s)) 

= Pe(y) I y" Y2, s" S2, S3) Pe(Y21 y" s" S2, S3) 

Pe(y, I s" S2, s)) Po(s" S2, S3) 
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= PO(YJ I y,. y,. S,. s,. sJ)Pa(y,1 y" s" s,. sJ) 

Pa(y, I s,. s,. sJ) Pa(sJ I s,. s,) Pa(s,1 s,) Pa(s,) 

Por propiedad de Markov para sJ y propiedad de la secuencia 
de observaciones y' se tiene: 

Pa(yJ. sJ) = Pa(YJ I y,. sJ) po(y,1 y,. s,) Pe(y, I s,) Pe(sJ I s,) 
Pe(s,1 s,)Pe(s,) 

(ii) Asuma que el resultado se cumple para m = k 

(iii) Se demuestra para m = k+ 1 

=Pe(Yk+' I Yk. Sk+') Pe(Sk+' I y,. y, •...• y,. s" s, •...• Sk) 
Pe(YII Y2, ... , Yk, SI, 52, ... , Sk) 
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='3PO(Yk+1 i y" S'+I) PO(S'+I ¡s,) 

[ ~/o(Ytl S" Yt-I)JO(YI I Sl{ 0,Pa(stls..,) ]Pa(sll 

De este modo se cumple para k+ I Y por lo tanto para todo m, 
con lo cual se concluye la demostración del teorema. 

• 
Lo que segUlna es encontrar los estimadores maxlmo 

verosímiles para el parámetro e = { (7t;, "ij, Pij , PUi)k) con i,j, k E {I, 
2, 3, 4) para posteriormente aplicar el algoritmo E.M. y poder 
estimar de forma recursiva a sm. 

4.2.1 Cálculo de estimadores máximo verosímiles. 

El cálculo de los estimadores se realiza para el caso donde O 
= (0 10 O,). Para O con dimensión distinta a 2 el procedimiento es 
similar. Por el Teorema 4.1 se tiene que 

donde las probabilidades de transición que aparecen en la expresión 
anterior estan dados por (4.4), (4.5), (4.6) Y (4.7); ym = (YIo y" ... , 

_Ym) es~ vector de observaciones y_sm = (SI, s" ... ,sm) es el vector de -
estados. 

En este caso se tiene Yt = (Yt.1o )'1.2); St = (St.1o St.'), t = 1, 2, ... , m; 
donde por definición 

2 , 

IYl.j = IStJ = l;t=I,2, ... ,m 
.í"'1 j=1 

"1 Por hipóte.~is de inducción. 
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La log-verosimilitud está dada por: 

o lo. [~p",y, I ,,,y,.,) }",y, I "{D, P", I "~P""~ 

= log Pe(s,) + ~logPe(s, I s,.,) + logPe(Y, I s,) + ~logPe(Y, I s"y,.,) 
l' 2 1~2 

Para resolver de forma más sencilla la derivada y la 
obtención de los estimadores se separan las ecuaciones con las que 
se trabajan de la siguiente forma: 

, 
Po(s,) = 01tiS'" = 1t,S"'(I_1t,) s", 

;el 

2 2 ! 

PO(s, I s,.,) = OOAi/""'S, = n Ai,S"",S"(l_A;¡)S"U
S" 

i~1 JMI i~l 

, , , 
po(y,1 s,) = nnPi/'-' y" = n pi,'UY"'(l-Pi,)S",y,., 

Hj'l ; I 

2 2 2 2 2 

Pe(y, I s"y,.,) = nnnpUi),,,,y,·,,y',k = n npUi)'S", y,."y", (l-PUO ') ",y,."y", 
H )·1 k~l ;~l jft) 

de donde el logaritmo de cada una vendría siendo: 

logPo(s,) = sl,llog1t, +SUlog(l-1t,) """",,(4,8) 

logfIPo(S, I s,.,) = i~[St.lS,.,,;IOgAi'+ S'-2S,.,,;IOg (I-Ai')] ."""".(4,9) 
1,-2 1 2 i·1 

logPo(y,1 s,) = ÚSl.iyulogp;¡+ sl.iyulog(I-P;¡)] ."."".(4.10) , , 
m m 2 2 

lognpO(y, I s"y,.,)=¿¿¿[S',i y"'jy"logPUi )' ' 
I 1 , <, I J t 

""".,,(4,11 ) 
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Se obtiene la derivada con respecto a cada uno de los 
parámetros que se quieren encontrar, que en este caso vendrían 
siendo: 

1ti, I..;j, Pij , POi)k con i,j, k E {I, 2} 

Para (4.8) se tiene: 

310gPe (s,) ~ - S',2 =0 

iJrr, 11, (1-11,) 

y una vez resuelta la ecuación se tiene que 11, = s", y como 11, + 112 = 
I entonces 112 = S',2 de forma análoga se obtienen los demás 
parámetros; de tal modo que el vector de parámetros resulta24

: 

e = (1ti, I..ij, Pij, POi)k) con i,j,k E{l, 2} donde 

L St.I,i 
'o, 

""".""""".(4,12) 

POi)' = 

l4 Los cálculos para obtener los estimadores se encuentran en el Apéndice AA. 
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Nótese que los valores que hace falta conocer son los estados 
s, para conocer al estimador máximo verosímil, pero como no es así 
se utiliza el algoritmo E.M. para superar este problema. 

PASO E 

S 1 S(O)-( (O) , (O) P (O) P (O)" k {l 2 3 4) e toma un va or - TI ,I\.ij , ij • (ji)k ,1, J, E ", 

como un valor inicial y se calcula el valor esperado de s, 
condicionando sobre los datos observados ym. 

Primera iteración. 

O(S,S(O) = Eo"'(f;(S) 1 ym) = Ea'" [logP(ym, sm;S) 1 Yl 

= Be'" [IOgpa(S,)+~~ogpa(s, I s,.,)+logPa(Y' I S')+~J0gPa(Y, I S¡,Yt.') I ym J 
m 

= Ea"'[ 10gPa(s,) 1 ym] + LEa'" [ 10gPa(s,1 St_l) 1 ym] 
1=2 

m 

+Ea(O' [ 10gPa(YI 1 S¡) 1 yrn] + LEa'" [ 10gPa(y, 1 s"y,_¡) 1 yrn] 
1=2 

Por comodidad se toma a cada una de las esperanzas por 
separado: 

E.'''[logPo(SI) 1 ym] 

así que 

= E.'" [ S1.110g1t:') + S)"log(I-1t:') 1 ym] 

= Ea'" [S'.llog1ti" 1 yrn] + E,'" [S).210g(l-1ti') 1 yrn] 

= 10g1ti" El' (S,.) 1 yrn) + 10g(l-1t:") E.'" (s).21 yrn) 

E.'''[logPo(s¡) 1 y"'] 
= 10g1t:"E,'''[Su 1 ym] + 10g(1-1t,"') E,'"' [Sul yrn] .... (4.13) 

donde Su es la variable aleatoria que asume valores s,.;, t = 1,2, "., 
m, i= 1,2. 

De este modo se usa E,'''[S u 1 ym], i = 1, 2 en la verosimilitud 
en el lugar de su. 
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m 

Eo'o) [Iog npo(s, I s,o') I ym] = ¿¿Eo'o) [S",S'o,)OgA:~) 
I 2 I'~ i I 

m' 
= ¿¿{Eo'" [S'o)S'oI.iIOgA:~) I ym] + Eo'o) [S,,2S'o,,;log (l-A:~) I ym]) 

r'2 i I 

m , 

= ¿¿{ 10gA:~) Eo'o) [S",S,o'o; I ym] + log (1- A:~) )Eo'" [St,2Sto',; I ym]} 
t"'2H 

y por lo tanto 

m 

E,t" [lognpo(S,I Sto') I ym] = 
'o, 

m , 

=I:I:{log A:~) E,tO) [S"Stol,;I ym] + log (l-A:~) )E,I" [S"Stol,; I ym]} ...... (4.14) 
1~2 ;·1 

De este modo se usa en la verosimilitud E,'" [Slj,Slo'o; I ym], en 
el lugar de Stj, Sto,,;, i, j = 1, 2, 

, 
p(OlflnnP(" 1<-,I"ml_,"'CtmrC' H l __ rlO) , ('1 •• I ro ,....¡ohl m, 
~II L·~b· Ü\J ji "'¡/I J J "'-'L....a lUj.l] I,JlU!:,;l;¡ T ..Ji,IYI,2IUgt 1-r¡] ) I Y j 

;-1 

, 
= ¿{Eot" [S;"Y),)log~O) I ym] + EotO) [S;.,Y,,210g(I-~0)) I ym]} 

¡~I 

, 
- -= ¿( Yl.>log~O)E,") [Sil I ym] + Yi2log(l- ~O))E;'" [S;" lymJr 

, , 

, 
= ¿ { (Yl.>log~O) + Yl2log(I-~O»))E,'o) [S;"I ym] } , , ..... (4.15) 

De este modo se usa en la verosimilitud Eo'o) [Su I ym], i = 1, 2 
en el lugar de s;,'o 
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E,I" [logfIl',(y, I S"y,.,) I y"] ,., 
m , , 

= LLLEoIO) [St,iYt_ljYu1og l(j~:l +St,iYI.ljYt.21og(1-l(j~~I) I yrn] 
t~2 ;-1 j·1 

m 2 2 

= ¿ ¿ ¿{E,'o) [S", Y"'jy"logP,j:¡, I yrn] 

y por lo tanto 

E,'"' [log&,(y, I s"y,.,) I ym] = 
"' m" 

= H¿{(y"'jy,,,log p,j:¡, +y,.'jyt,21og(l- p,j:¡, ))E,'" [S" I ymll ... (4,16) 
1"-2 ;~Irl 

De este modo se usa en la verosimilitud E.'" [S., I yrn], i = 1, 2 
en el lugar de st,i. Y por 10 tanto 10 que se deben encontrar son las 
siguientes cantidades: 

y 

con t, i, j = 1, 2, ... , m 

Nótese que S"i es cero o uno, Por lo tanto calcular sus 
esperanzas corresponde a obtener PO[S"i I ym] y P,[s'j,S,."i I yrn]. De 
tal modo que se tiene: 
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= 2: Pe(S"" S,+,,yIU) 
S"' PO(ym) 

= L: Pe(S", I S,+"ym) PO(S,+, I ym) 
5.+ 1 

=L: PeCS";,S,+,,y') Po(s,+, 1 ym) 
S,., PO(S,+"y') 

=L: PO(S,+, I Sk"Y') Pe(S" I y') PO(S,+, I ym) 
S"' PeCS,+, I y') 

=L: Pe(S,+, I S",) Pe(S", I y') Pe(S,+, I ym) 
S"' PO(S,+, I y') 

=L: Pe(s,+'j I Sk') Pe(S"i I y') Pe(S'+'j I ym) 

j PO(S'+'j I y') 

De este modo se tiene 

_. ---- -

L: Aij Pe(S", I y') Pe(S'+'j I ym) 

Pe(s'+'jly') 

Ahora se necesita encontrar expresiones para Pe(SLi I y') y 

Pe(S'j I y"'), note que en Pe(SI.' I ym) hay una dependencia en 
Pe(S"i I y') Y Po(S'j I y"'), De forma conjunta con la fórmula para 
Pe(S,,' I ym) se presentarán las fórmulas para PO(S"i I y') y Pe(s'j I y"'), 
que formarán las bases del algoritmo recursivo que se usará para 
calcular las respectivas esperanzas en el paso E. 

::j Porque s( y YI, 1> I son independientes dado S{.¡. 
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Para 1=1 

PO(St,i I yt) = PO(Sl,i I Yl) el cual será uno de los parámetros 
iniciales del algoritmo, 

Para 1?2 

Pa(S I y t
) = t,' 

= 

= 

= 

= 

Pa(S,i,y"y'-l) 
Pa(y') 

Pa(Yt I St,i,yt-l) Pa(St,i I yt-l) Pa(yt-l) 

Pac/) 

k 

Pa(Yt I St,iSt-l) Pa(St,i I yt-l) Pa(yt-l) 

L.Pa(Yt I StSt-l) Pa(St I yt-l) Pa(y"l) 

" 

Pa(Yt I Sli,Yt-tl Pa(SLi I y'-t) 

L. Po(Yt I StSt-l) Pa(St I y'-l) 

" 

Pa(Yt I SliSt-l) Pa(St,i I yt-l) 

¿ Pa(Yt I Su ,Yt-l) Pa(St.I,/l) 
I 

PO(Yt,k I St,i,y,-l) Po(St.i I yt-l) 

¿ Pa(Yt,l1 SU,Yt-l) Po(sul yt-l) 
1 

~ ~ PO(Yt,k I St.i,Yt-lj) Pa(Sl,i I yt-l) 

j k ¿ Pa(Yt.ll St,J,Yt-lj) Pa(st.lI/') 
1 

De donde sigue que 
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Po(SI.i 1 y') = 

Para /=1 
Po(s,,; 1 l) = Po(s'j) que será uno de los parámetros iniciales del 

algoritmo. 

Para /22 

= ¿ Po(s'j 1 s,_"y'-') Pe(s,_, Il') 
SI<I 

= L Pe(s'j 1 S'_'.i) Pe (s,-u 1 y'-') 
j 

= ¿ Aij PQ(s,_!.; I y'-') 

De esta forma se obtiene un sistema de ecuaciones recursivo 
que depende del parámetro e para t 2 2 que es el siguiente: 

_o_---- ¿ Ai; Po(SI.i 1 j') Pü(S;+lj 1 ym) 

(i)PO(Sl.i 1 y"') = j - PO(S'+'j 1 y') 

LL 
(ii)PO(Sl.i 1 y') = j k 

POilk PO(S,.i 1 y'-') 

¿ PUlJk po(st.ll y'-') 
I 

(¡¡¡)po(S,.; 1/"') = L: Ai; Pll(S'ol.i 1 )""') 
1 
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Ahora se calcula 

.:. Eo'"'[S'J,S,."i I y"']. Como en la esperanza anterior se trabaja con 

Po(S,.j,S'.'.i I y"') para t::: 2, 

Pa(S'j,S,.u,yrn) 
Po(y"') 

Pa(S,.u I S,j,yrn) Pa(S'j I yrn) 

=,'" Pa(S'.'.i I SIj,y'"') Pa(SIj I yrn) 

Pa(S'.',i,S'j,y'"') Pa(S'j I yrn) 
Po(S'j,y'-') 

Pa(S,."i,S'j I y"')Pa(S'j I yrn) 
Pa(S'j I y' ') 

= Pe(S'j I S'.'.i,y'"')Pa(S'.',i I l") Pa(SIj I yrn) 
Po(s'jly'-') 

Pa(St.j I S,.u) Pe(S,.u I y"') Pa(S',j I yrn) 

PO(S',i 1 y'"') 

Aij PO(S'.'.i I y'"') Pa(St.j I ym) 
Po(S,) y"') 

26 Dado qllC Sto 51'1 dcpclH,kn solamente de / ~ (YI, Y2, ... , y,) 
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En donde las cantIdades que aparecen en esta expresIón son 
las dadas por el parámetro 8 y por la solución de las ecuaciones 
recursivas (4.17). De este modo se obtienen los valores de 
EIl'O'[S,., I y"'] y Eo'O'[S'j,S,.,., I y,n] y se utilizan estos valores en el 
paso M del algoritmo que consiste en utilizar los valores esperados 
encontrados en sustitución de s, y de S,S,.I obteniéndose de esta 
forma los valores de 8(1) que son utilizados en la siguiente iteración 
del algoritmo E.M. 

4.2.2 Caso particular del algoritmo recursivo. 

Para dejar un poco más claro el mecanismo que se sigue para 
encontrar las probabilidades a través del sistema de ecuaciones 
recursivas, tómese el caso para el tamaño de una secuencia m ; 2 
para el primer paso del algoritmo E.M. 

Desde un principio se asume conocido P(SI) ; 1t(0) y el 
parámetro 8(0) como primera aproximación del paso esperanza. 
Ahora bien, para encontrar Pa( Su I ym) para t ; 1, 2 Y m ; 2 se tiene 
de (4.17,(i) para t; I 

A~O) N°) (su I y) N°) (S2j I y') 
POlO) (S2,; I YI) 

..... (4.18) 

nótese que hace falta conocer Po'O) (S,.; I y,), Po'o) (S2j I y') y POlO) 

(S2j I YI), tome a N°) (Su I y,) para empezar; utilizando (4.17, (ii) de 
las ecuaciones recursivas, para t; l se obtiene 

-L~L 

N°' (su I y,) ; k 

P (O)~P- '0' ( I ") 
(.fi)A o Su Y 

L Pe;::. N"(sl.lll) 
I 

note que p.'o) (s,., 1 l) Y p.'o) (sl,ll/) son dados al inicio del 

algoritmo donde Po'o, (s).,); 1t~O) con i ; 1,2, de donde resulta que 
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N°' (s", 1 y,) = 
~ ~ p '0' n 10) 

(.I')k I 

j k :¿ P (o, nlO) 
(jl)! I 

I 

Tome a (4.17, (ii)) para encontrar 

s 

, .... (4.19) 

...... (4.20) 

note que sólo hace falta encontrar PelO) (S2j 1 y,) que se encuentra 
tanto en (4.18) como en (4.20). Tome a (4.17, (iii)) para encontrar 
N°' (S2j 1 y,) es decir 

N°' (S2j 1 YI) =:¿ l..;o, N°' (SI" 1 YI) 
i 

y como N°' (SI" 1 YI) se conoce de (4.19) se tiene que 

NO) (s, 1 YI) = :¿ l..ijOl r~ ~ 
J i li k 

P ',0' n 10) J ( Ji)k I 

y (4.20) resulta 

, " 

plO) ~).<O) 
(rj)u Ij 

:¿ P '0' n(O) 
(ji) k I 

I 

plO) lO) II (ji)k 1ti 

¿pIO) lO) 
j k U/)k 1t1 

I plO) 
(rs)u 

¿AIO) 
;s 

s 

101 

...... (4,21) 



de tal modo que (4.18) resulta 

p(O) (O) ]] 
p(O) ¡) .. <OJ ¿L ~ 

('1)/1 1) LP(O) (O) 

, J ¡ 1)1),1t1 

! 
p'o) ,o) LL / 

L A (O LL Ol)i. 7t
1 P (O) (O) 

'1 2>(0/ ~o) '" L p(~:, L A (O) [LL (,11' " II 
J I k (¡/)i. I U" (O) (O) 

I • I ~ i. ¿~,/)k1t1 
. , 

LA(O LL-~ ! 
p (O) (O) 

I} ¿pO) (O) 
I J k (jl)k ni 

parat=2 

P (0)-( - I -2'_ 
o S2.¡,SJ.i y)-

/ 

. ,,/ PI ",() P ( '1 ''') }.." O(S'-I.; y e Stj y 

Pe(S'j 1/1
) 

, (01 R (0)( I ) P (0)( I 2) 
"'i¡ . ~e· Su JI e S2j-Y 

P lO) I o (S2j YI) 

........ (4.22)-

y como ya se conocen los valores de PeIO)(sl,; IYI) de (4.19), 
Po

IO
)(S2j I /) de (4.20) y PO(O)(S2j I YI) de (4.21), (4.22) resulta 
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f' (O) (O) 

II~'''-
LP(O) (O) 

I k (j/)k '/tI 

! 
r(O, (O) 

L A (O LL (jiJi '/ti 

/j ¿p(O) (O) 

i J t UI)1 '/tI , 

Note que las ecuaciones que se obtuvieron se encuentran en 
términos de valores que ya se conocen, fueron dados al principio, 
can el algoritmo de actualización y la primera iteración del paso E. 
Con esto se termina de ilustrar la forma de encontrar cada una de 
las esperanzas que se buscan en el paso E. Ahora se continua con el 
paso M del algoritmo E.M. en general para inferir la secuencia 
verdadera de A.D.N. 

Paso M. 

Maximizar G(e;8(O)), es decir: 
Obtener la derivada con relación a 8, igualar a cero y se 

encontrarán los estimadores máximo verosímiles. En este caso, ya 
se obtuvieron tanto las derivadas como los estimadores en la 
sección 4.2.1 y que están dados por (4.12). 

De este modo se reemplazan los valores respectivos de 8(0) en 
la fórmula para G(8;8'OI) y de ahí se obtiene el vector en) que será 
utilizado en el paso E de la próxima iteración del algoritmo E.M. 
Así se tiene que 8(1) = {n(I), A;/', p:l),p(~~~H ¡,j, k E{l, 2, 3, 4}} 
esta dado por 
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( 

'" L Eo(O'[S,j,S,.,,1 I ym] 
t~2 

m 

L EO'''[S,."I I ym] 
"' 

p(t, =y 
!J I 

m 

L y,.'j y" Eo'''[S,,1 I y"'] 
e' 

i Y"'j Eo"'[S,,1 I yrn] 
"' 

r r p'" ~"ll 1 
('7Ju IJ I p(O) (O) 

, I * (jI)! 7[/ 

pI" lL.·A(O'lL¿ ~ J J 

I 
p'" (o, LL ' L A. (O L¿ 0,)11(, p (O) (O) 

" ¿p'" :;" ," L PI':;' ~>'''III ,,,,,n, 11 
I J k UI)! I ", (O) (O) 

• I ¿P Jt - .!. - _ _ _ _ _ • _' _ ¡,/jl I , 

I 
p ", (o, 

I Ato II ""n, 
i) ¿p(O) «(J) 

, j' (j/)l '/[/ , 
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p (O) (O) 

A(O ¿¿_~ 
'1 LpfO) (O) 

l' VI)" 1f.1 

I A 'o II "J' n, I 
p 'O, 'O, 

i) ¿p(O) (O) 

¡ j. VI)k 1f.1 

I 

donde 1[, = P(SI,,) 

En general para la n-ésima iteración del paso E y M se tiene: 

n-ésima iteración del paso E. 

Se ob;ienen los valores de Ea'·"[St" I ym] = Pa'·"[St" I ym] y de Eat"'''[s'j 

St.I,' I ym] = Pat""[Stj S'.I,' I ym] que estarían dados por el sistema de 
ecuaciones recursivo y el algoritmo de actualización, como en la 
primera iteración del algoritmo E.M., y se utiliza este valor para 
obtener S(" en la 

n-ésima iteración del Paso M 

105 



m 

L EO'"""[S'j,S'_I,; I ym) 
/,.1',) = ~,",,-¡-----­, 

m 

L Eo'''"''[S,_,,; I ym) 
" 

m 

L YI_lj YI,k Ee'"""[S,,; I ym) 
!~2 

i YI_lj EOI·"[SI,i I ym) 
1-=2 

donde Eo'"-"[ Su I ym) está dada por 

pCO, co, ]] 
p{O¡ LA(O) L" L ~ 

('f)N Ij '" p(O¡ (O) 
, ¡KL Ul)k 1t¡ 

"\'''\' ' 
L..L.. 

( n (O) (O) ) 

L: A "l L:L:-'-~ tI LP(OI (O) 

I I k (¡II* l'll , 
, " 

[ 

p lO' 10) ¿ peOI L A.(O) '" '" ('/)' ?tI 
(ni).' ¡ LL 

, l ' ¿p(O) (O) 
~ l (./). n, , 

E ''''',"s si"') y O _ t.i, 1-1._ Y por 
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LL 

[ 

p ,." .. " 11 '<"'p, .. II" LL '. 1... L. ). ~( .. I) , ..... 

("')' ~ ....---, L P I"'"~l'" 
• I ¡,JI' ' 

, 

Repitiendo estos pasos sucesivamente se consigue el 
estimador e' que maximiza a la verosimilitud. Una vez que se 
encuentra e' se utiliza para obtener una estimación de la sucesión 
de A.D.N. S" = (s" ... , sm) para lo cual se utiliza el siguiente 
algoritmo de actualización: 

4.2.3 Algoritmo de actualización. 

(a) empiece con una distribución inicial P(sd = re' 

(b) utilice este resultado para obtener pes, I y"'), pes, I y') t ~ 2 del 
algoritmo recursivo. 

(e) use P(sm I ym) y P(Sm I ym.') para calcular P(sm_' I ym). 

(d) aplicar el paso (e) sucesivamente hasta completar la secuencia, 
es decir, hasta obtener pes, I ym). 
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(1) Los valores utilizados en el algoritmo de actualización son el 
máximo verosímil y los obtenidos a través del algoritmo 
recursivo son los parámetros dados por el estimador máximo 
verosímil e'. 
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Apéndice A. 

"Y lo que oscUa en apariencias fluctuantes, fljadlo en ideas duraderas" 
Jaques Monod, El azar y la necesidad (/971) 

A.l Concavidad 

Definición A.l Una función f diferenciable en un intervalo (a,b) se 
dice que es cóncava hacia arriba en (a,b) si y sólo sif'es creciente 
en (a,b). La funciónfes cóncava hacia abajo en (a,b) si y sólo si 
fes decreciente en (a,b). 

Teorema A.l Sea f una función doblemente derivable en (a,b). 
Entonces, si 
a) f"(x) > O para toda x E (a, b) implica que f es cóncava hacia 
arriba en (a, b). 
b)f"(x) < O para toda x E (a, b) implica quefes cóncava hacia 
abajo en (a, b). 

Demostración. Comof" > O en (a, b), entoncesf'es creciente en (a, 
b) y por la definición anterior en el inciso a), se infiere que f es 
cóncava hacia arriba en (a, b). El inciso b) se demuestra de forma 
análoga. 

A.2 Desigualdad de Jensen. 

Si j(x) es una función cóncava hacia abajo y X una variable 
aleatoria, entonces E(f{X)) ';j(E(X)), si las esperanzas existen y son 
finitas. 
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Demos/ración. 

Expandiendo j{x) como serie de Taylor, en una vecindad de ¡.¡ ~ 
E(X). 

j{x) ~ j{¡.¡) + I'(¡.¡) (x-¡.¡) +f"(~) (A _ ~)2 
2! 

Comof"(~) ~ 0, se obtiene: 

j{x) ~j{¡.¡) + I'(¡.¡) (x - ¡.¡) 

entonces 
j{X) ~j{¡.¡) + I'(¡.¡) (X - ¡.¡) 

tomando esperanzas: 

donde ~ E (x, ¡.¡) 

E(f(X)) ~ E(f(¡.t)) + E(f'(¡.¡) (x - ¡.¡)) 

E(f(X)) ~j{¡.t) + I'(¡.¡) E(X - ¡.¡) 

E(f(X)) ~j{¡.¡) + I'(¡.¡) [E(X) - E(¡.¡)l 

como E(X) ~ ~l entonces 

E(f(X)) ~j{¡.¡) + I'(¡.¡) [¡.t - ¡.¡l 

E(f(X)) ~j{¡.¡) 

- - E(f(X)) ~j{E(X))-

que es lo que se quería demostrar. 

A.3 Distribución multinomial 

• 

La distribución multinomial es una extensión natural de la 
distribución Bernoulli, el cual consiste en experimentos que sólo 
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tienen dos diferentes posibilidades de ocurrir, llamados éxito o 
fracaso. En el caso de la multinomial un solo experimento puede 
producir uno de k 2 3 diferentes resultados. Algunos ejemplos de 
experimentos multinomiales serían: 

l. El lanzamiento de un dado; que tiene k = 6 diferentes resultados. 

2. La respuesta de una persona a la pregunta de ¿por quién votó en 
estas elecciones? está, por ejemplo, en k = 7 diferentes 
posibilidades: (a) Votó por Labastida, (b) Voló por Fax, (c) Votó 
por Muñoz Ledo, (d) Votó por Cárdenas, (e) Votó por Rincón 
Gallardo, (t) No votó y (g) Anuló su voto. 

Un único experimento multinomial tiene k diferentes posibles 
resultados, en la notación comúnmente usada k parámetros son 
utilizados para describir un experimento multinomial y estos estan 
definidos como p¡= P(resultado i ocurra) , i = 1,2, ... ,k donde PI + 
p,+ ... + p,= 1. 

Ahora suponga que un experimento consiste en D intentos 
independientes de acuerdo con un modelo multinomial, para cada 
uno de los intentos los parámetros son PI, p" ... , p,. Para el caso 
general, se realizan D intentos independientes de tipo multinomial, 
Toman probabilidades p¡, p" ... , p, donde los diferentes resultados 
posibles de suceso y el vector aleatorio multinomial es (YI, Y" 
... , y k) donde Yj = el número de veces que el resultado j ocurre en 
los D intentos, j = 1, 2, ... , k. 

La función de probabilidad para (YI,Y" ... ,Yk) es 

_ _ _ _ n!p(tp{l ... p/¡r. 
P(Y'-YI, Y'-Y;'···,Yk-Yk)- " , 

y.·y2····y.· 

k k 

donde D = 1,2,3, ... ; O <p j< 1; "LPj= 1; Yj= 0,1, ... , D.; "Ly;= n. 
j=1 j=\ 

La función de probabilidad marginal para un y; debe ser 
binomial con parámetros n y Pj. De donde se tiene que: 

E(0) = n p;, Var (0) = n Pj(I- p;) conj = 1,2, ... , k. 

"' 



Por ejemplo, tome el caso para k = 3, donde y" Y2, Y3, se distribuyen 
de forma trinomial con parámetros PI, P2 Y P3 respectivamente, Y" 
Y2, Y3 variables aleatorias; n = YI + Y2+ Y3, entonces se tiene que 

¡(y"Y2)= , '( n! ),pi'pj> (1- p,- P,ty,-!" 
y"y" n-y, - y, ' 

= n! y, (n - y,)! y, (1 In-Y,-Y, 
'( ),p, '( , ),p, - p, - P2) 

y" n-y" y" n-y,-y" 

ahora sumando sobre y, para encontrar la marginal de YI se tiene: 

"-y,.... ()' 
nly'- )_" '" ..Y' n-y" ""'(1 In-~-), 
,\ ,- y, - L.. '( _ )'1" '( _ _ )'1" - p, - p,) 

Y1:OY¡' n YI' Yz' n YI yz· 

= ri ---"~ (n-y,)! "(1- - ¡-y,-y, 
'( )'1" L.. '( ),p, p, p, YI' n-y¡. Y1:OY2' n-YI-Y2 . 

~ ri ---" (1 ¡-.. , 
'( - )'1" - p, y" n y, ' 

donde P(Y, = YI) se distribuye de forma binomial con parámetro n y 
p" De forma análoga se demuestra para Y2, 

"' 



AA Cálculo de estimadores máximo verosímiles. 
m m 

2 

(i) P(SI) =I171;" =1t¡"'(l-1t¡ )"" 
j=1 

m 

(ii) II peS, I S,_I) 
1=2 

2 2 

;I1 rr A :;,1$,_1" (1 - A il ) S',2
S

t_I,1 

;:) j = I 

2 2 

=I1 I1 P /11 ,1 Y I • I (1 _ P 11 ) "' I ,; Y I • 2 

;=1 le = 1 

m 

II I 
2, 

(iv) P(y, y,_¡,S,_) = rr I1 
1= 2 i=l j_l 

, 
I1 .. , p i'ij,I):'-I,/Y',.1 = 

2 2 

[lIT '-y y 'y" 1.1 1-1,) ',1 (1 _ P ) 1,1 1_1,1. 1 ,2 

P(ij)1 (ij)1 
i=oI j = I 

de donde se obtienen los logaritmos de cada uno por separado, para 
(i) la primera ecuación: 

m 

IIlogP(s,ls,_¡);I [s",s,_",log 1." +s",s,_",log( 1- 1."l) 
{=2 i_1 
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1 

10gP(y,ls,)~ ¿: [S,.¡y,.,log PiI +S,.,y,., log( 1- Pill] 
/0,1 

m 

TI 10gP(y,1 y,."S,.,) ~ 
I =' 2 

2 2 

L L (S,,'Y/_LjY,,1 log P(Ij)1 +S"iYt_I,¡Y,,2 log( 1 - p('j)¡» 
,_1 ¡ .. I 

Se obtienen las derivadas con respecto a los parámetros a encontrar: 

dlogP(s,l~S,., S'.2 
drIl o, (1- O,) 

igualando a cero la ecuación: 

(I-O,)s,., -o, s,., ~ O 

0,( Su + s,.,) = s,., de donde se obtiene que 0,= s" dado que s,,1+ 

sl,l=l. Como O,~I-O" entonces 0,= S'.2 Y que 

0= (0,,0,) = (s,., ,sl,l) = s, ......... (AA.I) 

Para (ii) la segunda ecuación se tiene: 

m 

logfl P(S~¡-S",) =-f, (s, ,s, 
1",2 I ~ 

r,l log ~'II +s, :s, 1.1 log(-l - AII )-

_ S 1,2S /-1,1 ) 

I - A" 

igualando a cero la ecuación y resolviéndola se tiene: 
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(1 - 1..\1) ¿ SI,ISt_1.1 - 1..]] L S/,2S/_I,1 = O 
, .. 2 / .. 2 

m m ni 

- AII [¿ 5,,1.'1 1_1.1 + L S/,2 SI_I,I] = - L SI,ISI_I,I 
1 .. 2 / .. 2 1,,1 

y por lo tanto 

A,I = ni 

¿ S,_I.I(S"I + 51,2) 
'=2 

Como Su + St.2 = 1 se tiene que 

¿ S"I S '_l,1 
1 ~_2 

" L S,_L,I 
'.2 

¿SI,ISI_I.l 

l-I~2m 

¿SI_U 
,.1 

" 
~;S,.,., (1- S,,,) 
,.1 

y como I·s,.,= St.2. De este modo se tiene: 

¿S'_US',2 

\2 = /K~" 

¿SI_U 
t_2 ' 

" . 
:L.St_I,I- ¿SI,ISt_I,1 
1_2 J!,,2 

" :L. SI_l,1 
'.2 

De las expresiones para Al! y 1.. 12 se puede escribir 

'" 
LS¡_I,IS¡" 

1" ~ '.'" 
¿SI_U 
1=2 
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Ahora se obtiene la derivada con respecto a A", así 

• 
dlogDP(s,ls,_,) m S S 

':.2 "" L ( /,1 t-U 

áA.21 t'" 2 A 21 

Igualando a cero la ecuación anterior y resolviéndola se tiene lo 
siguiente: 

• • 
(1 - A21 ) ¿ S,,]S,_l.2 - A21 L 5,,2S,_1,2 = O 

,- 2 ,~2 

.. m 

- 1... 2] [L: S"I S '_1,2 + L S/.2 S ,_I,2] = - L S"I S ,_1.2 
'_2 ,_2 1-2 

'" L S"I S,_1.2 

1...21 = In ' .. 2 

L S,_1,2(S,,1 + S,,2) ,., 

Como St, I + 51,2 = 1 entonces 

y de este modo 

I-A" 

¿ S,.I S ,_1,2 

A
2
! = 1=2 

L S,_I,2 
In .2 

~. 

¿S,-U - L S"I SI_1.2 
' .. 2 , .. 1 

" 

y como I-st,l= S'.2 entonces se tiene: 
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En resumen el estimador A2j es dado por 

.. 
¿SH.2S"j 

'l .:::: 1_2 
''2) .. 

y de (A.4.2) y (A.4.3) se tiene: 

LS,-1,2 
,·2 

.. 
L S'_I,¡S"j 

A.. = I~_ •. _-
Y • 

¿s,-u 
'.2 

Para (iii) la tercera ecuación Se tiene: 

....... (A.4.3) 

....... (AAA) 

Note que si S1.1 = O, entonces P II y P 12 pueden ser cualquier 
valor que satisfaga PII + PI2 = l. Análogamente, si sl.2 = O entonces 
P2I y P22 pueden ser cualquier valor que satisfaga P2I + P22 = l. 
Ahora bien, note que si Sl.l = O entonces SI,2 = 1 Y viceversa, de este 
modo suponga que S 1.1 "* O, 

d log P(y, / s,) _ s",Y", 

dP11 Pl1 

Igualando la ecuación anterior a cero y resolviéndola se tiene que: 

(1 - Pl1 )SI,IYI,I - Pu S •. IYI,2 = O 

- P I1 (SI,I YI,I + SI,I Y1.2) = - SI.1 YI,1 
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l' Y 
Po - • 1,1 1,' 

" -
S 1.1 (Yl,1 + Y1.2) 

y como y,., + yl,2 = I entonces se tiene que los estimadores PII y PI' 

son: P,I ~ YI.I Y como PI2~ 1- PII ~ l-YII se tiene que PI2~ YI.2 

De donde el estimador Pij es dado por 

PIj~Ylj .......... (A.4.5) 

Ahora se obtiene la derivada con respecto a P2I y se tiene: 

dlog P(y,!s,) = s,.,y,., 

dP 21 P21 

S¡,2!..!...:2. 
1 - P21 

igualando la ecuación anterior a cero y resolviéndola se obtiene: 

(1 - P21 )SI,2YI,1 - P21 SI,2Y.,2 = O 

- P21 (SI.2YI,I + SI,2YI.2) :;:: -sI,2Y],] 

. y como Y1.1 + yl,2 = I entonces se tiene que los estimadores P2I y P22 

son: P2I ~ Y 1.1 Y como P22 ~ 1- P2I ~ l-YII se tiene que P" ~ YI.2 

De donde el estimador P2j es 

..... ~ ... (Ak6) 

De (A.4.5) Y (AA.6) se tiene que el estimador Pij es dado por: 

.......... (AA.7) 

Para (iv) la última ecuación se tiene: 



m 

10gI1 p(YII YI_¡,SI) 
{",2 

m 2 

= ¿¿(S¡,'YI_UY¡,J logf(li)l +S,,'YI_I,IY',2 1og(1- f(li)]) 
1=2 ¡",I 

= ¿ [SI,lY,_I.1Y',I log P¡lIlL + s'.1Y,_l,¡Y,,2Iog(1- P¡11)1 + s',2Y'_I.1Y".log P¡21)1 
1=2 

+ S¡,2Yt_I.lYl.2 log(1- P¡21)1 + St,¡Y,_I.2YI,Ilog 1(12)1 + S¡,IY,_I,2YI,2 1og(1- P¡12)1 

+ S,.2Y,_1,2Y".logf(22)1 + s¡,2YI_1.2YI,2Iog(1-l(22)1]· 

Ahora se obtienen las derivadas para cada uno de los estimadores 
que se quieren encontrar: 

Igualando a cero la ecuación para después resolverla se obtiene: 

" 
(1- P¡lljt) L. S',lYI-l,lYI,1 -1(11)1 LS¡,IY,-1,IYI,2 = O 

1_2 /.2 

" 
-l(II)IC~::SI.1YI-l.lYI,l + LS"IY,-I,¡Y,.2] = - ¿SI,IY/_I,¡Y,,] 

' .. 2 ,~2 , .. 2 

de donde se tiene que el primer parámetro P(lI)1 es: 

p ~ 
(11)1 '" 

2: 51.1)'I-I,IY,,1 
1=2 

L's',¡Y,-1.1(Y,,1 + Yo) 
'.2 

y como YL1+YI.2~ I se tiene: 
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y 

L S"IY'_I,IY¡,I 

1(11)1 = Im
2

m 

¿S',IY'_I,I 
'.2 

PCII )2 = 1- P(JI)I = l -
¿ S"IY'_I,IY"I 
'_2 

m ns 

LS',IYI-L,I - LS"IY'_I,IY"I 
= I.-:t_ 1 .. 2 

• 
LS"IY,_"I 
'.2 

• L: S,.,YH ., (1- Y,.,) ,., 

y como y" = l - Y.I el segundo parámetro vendría siendo: 

LS"IY'_I,IY',2 
1(11)2 = '.-.1.-. --

LSI,IYH,I 
,.2 

yen general P(J I)k se comporta: 

L S"IY'_I,IY',. 
1" .2 

• 
L S 1.1 Y 1_1 ,1 
,. 2 

.. ......... (A.4.8) 

El tercer parámetro por encontrar vendría siendo P(21 )1 así que se 
deriva con respecto a él-para obtener: 

" d log TI 
'·2 

Igualando a cero la ecuación anterior para después resolverla se 
obtiene: 
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m m 

(1-1(21)1):E S,,2Y'-I,IY',1 -1(21)1 l:SI,2Y'-I,IY,,2 = O 
1_2 1_2 .. .. 

-1(21)1[:E S,,2Y'-I,IY',1 + LSI,2YI_l,IYI,2] = - L SI,2YI_l,IY,,1 
,_2 ' .. 2 , .. 2 

de donde se tiene que el tercer parámetro P(21)1 es: 

:E S¡,2YI-l,IY,,l 

1(21)1 = '" , .. 2 

L,S"2YH,.(Y,,l + Y,,2) 
',2 

y como Y,l + y,2 = 1 se tiene: 

y 

L SI,2Y,_I,1Y,,1 

1(21)1 = !-\, 
L S',2Y'_I,1 
'.2 

LS,,2Y,-I,IY,,1 

P(21)2 = 1- P(21)1 = 1 _ ,.2 

.. .. 

L SI,2YI_l,1 ,_2 

.. 
L SI,2YH,l - L. S,,2Y,_I,IY',1 L S,.2Y,_I.1 (1- Y,.I) 

~~ = !~.L .J~~ __ .. 
L S,,2YI-l,1 ,_2 

y como Yt.2 = 1- Yt.l el cuarto parámetro vendría siendo: 

L. S,,2Y,_I,IY,,2 

1(21)2 = '=2", 

í: S,,2Y,-I.L 
1=2 

En general P(21)k se comporta de la siguiente forma: 
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'" L .\'1,2YI-I,IY,,1 

P(21 1* = / .. 2 

L S,,2YI-1.1 

'" 2 

......... (AA.9) 

de (AA.S) y (AA.9) se tiene que el estimador P(d)k es: 

'" 
......... (AA.IO) ,. 2 

El quinto parámetro por encontrar vendria siendo P(l2)1 así que se 
deriva con respecto a él para obtener: 

'" d log rr P(y,! y,_"s,) 
'.2 

dP (l~)1 

Igualando a cero la ecuación anterior para después resolverla se 
tiene: 

(I-1~'2)') L SI.lY'_I.2Y,,1 - P¡1211 LSI,1Y,-1.2Y¡,2 = O 
luZ / .. 2 

'" 
- /~12)I[LS'JYI-I.2YI.1 - L Sr.lY'-I.2Y"d = - LS¡,IYI_1.2YI.1 

1~2 , .. 2 /.2 

de donde se tiene-que el quinto parámetro-P(l2)1 es: -

'" 
¿SI,IYI_I,2YI.I 

P¡12)1 = 111 1 .. 2 

L .\""IY'-I.2(YI.I + Y',2) 
, .. 2 

y como )'t.I+YI.:!:::: I se tiene: 
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y 

:¿SI,IY'_I,2Y,.1 

/(12)1 = 'H2". 

:E ·\,IYI-1.2 ,.2 

¿ SI,IY,_1.2YI.l 

P(12)2 = l· P('2)' = 1·'·2. 
¿S,.IYH,2 
, .. 2 

"' "' 
LS'.IY,_I,2 - L SI,IYI-I,2Y1.I 
1_2 1_2 

m 

L, S"IYI-l.2 ,.2 

m 

:L SI,IY'_I,2(l- Y"I) 
1"2. 

y como Yl.2 = I·yu el sexto parámetro vendría siendo: 

• 
L S"IYI_l.2YI,2 

f(21)1 = 1 .. 2", 

L,S'.IYI-I.2 ,.2 

En general P(I2)k se comporta: 

. 
L SI,IYI_I,2YI .• 
,. 2 

• 
'" s, y i..; ,1 1 - 1 .2 
,. ¡ 

.......... (AA.ll) 

El séptimo parámetro por encontrar vendría siendo P(22)' así que se 
deriva con respecto a él y se obtiene: 

, = ± s,.¡Y,_1.2Y'.1 
d lag rr p (y, / YH' .\,) ( 

dP(22)1 '-·2 P(22)1 

)23 



Igualando a cero la ecuación anterior para después resolverla se 
obtiene: 

(1-1(22)1) ¿ S,,2Y,_1,2YI,1 -1(22)1 ¿ .'i'¡,2Y'_I,2Y',2 ::; O 
' .. 2 / .. 2 

de donde se tiene que el séptimo parámetro P(22)1 es: 

"' 
LS,,2Y,_1,2Y,,1 

1(22)1 = lfI [0.2 

¿S¡,2Y'_1.2(Y,,1 + Y,.2) ._2 

y como YI,I + Yt,2 = I se tiene: 

y 

L S,,2Y'_I,2Y,,1 

Pc22)1 = "'2.,. . 

t n 
1 - 1 (22)1 

LS,,2Yt-l,2 ._2 

= 

.. 
LS¡,2Y'-1,2Y',1 

1- 'h' 

lfI lfI 

L S,,2Y,_1,2 - L S,,2Y,_1.2Y,,1 L S,.2YI-I.~ (1- YI,l) 
= ! .. 2 '.2 = , .. 2 .. .. 

¿S,,2.1',_1.2 
, .. 2 

y como Yt,2= l-Yt.1 el octavo parámetro vendría siendo: 

LS,.2Y,_1,2Y,.2 
1(22)2 = '.2", 

yen general P(22)k se comporta: 

L S,,2YI-l.2 
'_2 
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L <~ 1 1 Y 1_ 1.2 Y", ,. , 
L S, 1 Y 1_ I.l ,. , 

........... (AAI2) 

de (AA.ll) Y (AA.12) se tiene que el estimador P02)k es: 

. 
L S"¡Y'_I,2Y,,k 
'!" 2 . 

L S ',/ Y 1_1,2 
,~ 2 

. .......... (AA.13 ) 

De tal modo que de (AA.IO) y de (AA.!3) se tiene que el estimador 
P(ij)k: . 

L ".'Y'.O.jY'.' .......... (AA.!4) 
'''- 2 

L S"IY'_I,} 
, ~ 2 

Resumiendo se tienen ahora de (AA.!), (A.4A), (AA.7) Y (AA.14) 
que son: 

fI =(fIl>fI,)=(s",s,,)= So 

'" ¿ S,_I,¡S',j 
/...- =!,,) 

IJ "' 

a) SI.I "O; 

LSH,¡ ,., 

PI ,¡= Yl,i con i = 1,2. 
p¡j = P2,i cualquier valor tal que P21 + P 22 = 1 

b) SI.2"O; 
P2,¡= Yl,i con i = 1, 2. 

PI,i cualquier valor tal que Pll + Pl2 = 1 

¿ s,,'Y'_l.jYI,. 

= '''' 2 
'" ¿ S ,.¡Y ,-I,} 

1"" 2 
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Apéndice B 

B.l. Los cromosomas y su morfología. 

"El fuego descansa cambiando" 
Heráclito 

Se dice que una célula humana es diploide cuando consta de 
46 cromosomas, la cantidad normal en un ser humano. Hay 22 
pares de autosomas y los cromosomas que designan el sexo 
(género) son indicados por X y Y. La constitución del género 
masculino es XY y la del femenino es XX. En la metafase de la 
mitosis27 cada cromosoma consta de dos cromátidas idénticas que 
se separan en fases ulteriores para transformarse cada una de ellas 
en uno de los 46 cromosomas de una de las dos células hijas. Las 
dos cromátidas Se encuentran unidas entre sí por el cinetocoro, 
también llamado centrómero o constricción primaria (ver Fig.B.I). 
Un locus o loci es el sitio o localización en un cromosoma ocupado 
por un gen, es decir, por un específico conjunto de alelas. Un alelo. 
es uno de dos o más formas alternativas de un gen que ocurre en el 
mismo locus, por ejemplo, los alelas para el tipo de sangre en el ser 
humano son: A, B, O Y uno de ellos es el que se encontrará en un 
locus de un determinado cromosoma para expresarse en el genotipo 
del individuo . 

. "._"~q o~ 
Brozo Ia<go ~ U n 

Centrórncro 

Locus 

Fig. B.I. Morrologia de un cromosoma. 

,7 El proceso de la mitosis se explica en el Apéndice 8.2. 
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B.2 Proceso de la mitosis y la meiosis. 

La mitosis es la división celular por medio de la cual una 
célula con 46 cromosomas produce dos células hijas, las cuales a su 
vez tendrán 46 cromosomas heredados como material genético. 

La mitosis es la porción más corta del ciclo celular, y se 
divide en tres etapas fundamentales: 

(1) Antes de que la mitosis termine, la célula entra en un estado que 
se conoce como G" durante el cual el A.D.N. se encuentra en un 
estado no replicativo. G, termina cuando la síntesis del A.D.N. 
comienza. 

(2) La síntesis de A.D.N. tiene lugar durante un período conocido 
como S, durante el cual la molécula de A.D.N. se reproduce en 
unidades llamadas replicones, cada una de las cuales realiza una 
copia de sí misma por replicación semiconservativa de cada tira 
de A.D.N. de la doble-hélice. 

(3) Al terminar esta fase, cada cromosoma ha sido copiado y tiene 
dos cromátidas (ver Fig. 8.2). En la metafase cada cromosoma 
está formado por dos componentes simétricos, las cromátidas, 
cada una de las cuales contiene una sola molécula de A.D.N. 
Las crümátidas sólü eStfui u.tIida~ t;uin:: :sÍ a nivd dd ccnirómero 
y se separan al comienzo de la anafase (fase siguiente de la 
metafase). El período entre el final de la síntesis de A.D.N. y el 
comienzo de la mitosis se llama G, . 

.-=~~---- Cromáiidas 

Centrómero / 

Fig. B.2 Unión de las cromátidas por medio del centrómero. 
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La parte del ciclo celular entre cada mitosis se conoce como 
interfase. 

s o, Mitosis 

--------Interfase---------

Asimismo, la mitosis es un proceso continuo que por lo 
general se divide en cuatro etapas (ver Fig. B.3 (Fig 1- 6 Genethics 
(1992) Friedman, Dill)), las cuales son: 

(1) Profase: Esta etapa empieza cuando termina la interfase, y los 
cromosomas se condensan y son visibles al microscopÍo. 
Durante la pro fase la membrana nuclear desaparece, en este 
momento cada cromosoma consta de dos líneas paralelas - las 
cromátidas hermanas - que son sostenidas por el centrómero. 

(2) Metafase: Los cromosomas se contraen completamente y se 
mueven al centro de la célula. Se extienden fibras de los husos 
de los centrómeros de cada cromosoma a dos centríolos que se 
encuentran localizados en polos opuestos de la célula. 

(3) Anafase: El centrómero de cada cromosoma se divide y las 
cromátidas hijas se separan, convirtiéndose en dos cromosomas 
hijas que comienzan a moverse a los polos opuestos de la célula. 

(4) Telofase: Cada una de las cromosomas hijas llegan a sus polos 
correspondientes y comienzan a descondensarse (fase en la cual 
no son visibles claramente en el microscopio). El citoplasma se 
divide y la membrana nuclear se vuelve a formar para cada una 
de las nuevas células hijas. Y la interfase comienza para cada 
una de las células hijas. 
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Proceso oe ia meiusis. 

La meiosis es la división celular en la cual un gameto diploide 
precursor produce gametos haploides28 (ver Fig. B.4 (Fig 1- 7 
Genethics (1992) Friedman, Dill)). Cada uno de los gametos que se 
producen tiene 23 cromosomas en lugar de 46. La meiosis es 
precedida por la síntesis de A.D.N. y consiste de dos divisiones 
celulares. 

Primera división meiótica 

La meiosis 1 se conoce como la divisíón reductiva, ya que 
reduce el número de cromosomas de 46 a 23. 

(1) Al principio de la meiosis 1 profase (profase 1), cada 
cromosoma ha completado su replicación y ahora consiste 
de dos cromátidas hermanas unidas por un centrómero. Esta 
fase se divide en diversos estadíos secuenciales: 

(a) Leptonene: los cromosomas se vuelven visibles a la luz 
del microscopio como delgadas tiras. 

(b) Zygotene: los cromosomas homólogos29
, uno de los 

cuales lo da la madre y el otro el padre, se aparean a 
todo lo larga de las tiras. 

(e) Paquitene: los cromosomas se condensan aún más y se 
lleva a cabo la recombinación entre cromátidas 
individuales de cromosomas homólogos a través del 

• JO crossmg-over . 

(d) Diplolene: el par de cromosomas homólogos empiezan a 
separarse pero están aún unidos por los lugares de 
crossing-over. 

~8 Se dice que una célula es haploide cuando únicamente consta de la mitad (23) de los 
cromosomas normales (46). Esto sucede en las células gametos y en algunos estadios del ciclo 
de vida de algunas plantas 
29 Cromosomas homólogos son pares de cromosomas que son prácticamente idénticos en 
fomla. tamaño ~ función:- que se aparcan durante [a división celular meiótica. 
30 Crossing-o\'cr eS el intercambio de segmentos crolllosomales entre cromátidas durante la 
división celular. 
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(e) Diakinesis: los cromosomas alcanzan su máxima 
condensación. 

(2) En la metafase 1 la membrana nuclear desaparece y las 
líneas bivalentes de cromosomas se centran en la célula. Un 
huso conecta los centrómeros con los centríolos de la célula 
en polos opuestos. 

(3) En la anafase 1 los cromosomas homólogos se separan y se 
mueven a polos opuestos de la célula. Las cromátidas 
hermanas de cada cromosomas permanecen unidas por el 
centrómero, las cuales no se dividen en la meiosis 1. 

(4) Durante la telofase 1 los dos conjuntos de células 
cromosomales haploides llegan a polos opuestos de la 
célula y se divide el citoplasma. 

Segunda división meiotica. 

Esta segunda etapa es precedida por un pequeño estadío de 
interfase en donde no se lleva a cabo síntesis alguna de A.D.N. 

La meiosis II es similar a la mitosis, en donde los cromosomas, 
que consisten de dos cromátidas hijas unidas por un centrómero, se 
alinean en el centro de la célula, se forma un huso que las conecta a 
los polos opuestos de la célula para posteriormente separarse e irse 
cada cromosoma hija a polos opuestos de la célula. La diferencia 
radica en que en la meiosis II existen sólo 23 cromosomas en la 
célula madre original que dará lugar a dos células hijas con igual 
cantidad de cromosomas, mientras que en la mitosis eran 46. 
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Fig.B.3 Proceso de la mitosis. (A) Prafase, (B)Metafase, (C) Anafase y (D)Telofase. 
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Fig. 8.4 (A)Leptonene de la Profase 1, (B)Zygotene de la Profase 1, (C) Pakytene de la 
Profase 1, (D) Diplotene de la Profase l. (E) Diakinesis, (F)Continuación de la primera 
división mei6tica y (G) Segunda división mei6tica. 
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B.3 Abreviaturas de aminoácidos. 
(De Tabla l.l) 

Ala 
Arg 
Asn 
Asp 
Cys 
Gln 
Glu 
Gly 
His 
!le 
Leu 
Lys 
Met 
Phe 
Pro 
Ser 
Thr 
Trp 
Tyr 
Val 

B.4 Anomalías cromosómicas. 

Alanina 
Arginina 
Asparagina 
Ácido aspártico 
Cisteina 
Glutamina 
Ácido glutamínico 
Glicina 
Histidina 
lsoleucina 
Leucina 
Licina 
Metionina 
F enilalanina 
Prolina 
Serina 
Treonina 
Triptofano 
Tirosina 
Valina 

Anomalías numéricas. Este tipo de anomalías se llega a dar 
cuando se modifica el número de cromosomas del ser humano 
disminuyéndose o aumentándose. Los casos más comunes de 
anomalías son: 

• Poliploides: el aumento de series haploides completas de 
cromosomas. La mayor parte de los casos terminan en abortos 
espontáneos o en muerte durante la infancia. 

• Trisomía: es la presencia de tres copias de un cromosoma en 
lugar de las dos copias normales. El ejemplo médico más común 
es el Síndrome de Down (Trisomía 21). 
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• Monosomía: es la presencia de un solo miembro del par de 
cromosomas en el kariotip03l. Un ejemplo médico es el 
Síndrome de Turner. 

• Mosaiquismo: es la presencia de dos o más líneas de células con 
diferentes kariotipos en un paciente. Las características que se 
presentan a nivel clínico dependen fundamentalmente en el 
cromosoma especí fico que se vea afectado. 

Anomalías estructurales. Son un nuevo arreglo del material 
genético entre cromosomas o de él mismo. Que pueden ser un 
balance genético, cuando no hay cambio en la cantidad de material 
genético, o bien inbalanceado cuando hay un aumento o pérdida de 
segmentos esenciales de cromosomas. 

8.5 Enfermedades producidas por mutaciones. 

a-Thalasemia. Es causada por la deleción del conjunto de genes de 
la a-globina, de hecho el problema se origina principalmente en la 
etapa del cross-over de la meiosis, debido a que las secuencias de 
A.D.N. se encuentran demasiado próximos el uno con el otro. Los 
fetos que carecen de la a-globina usualmente mueren por un edema 
generalizado ya sea durante la etapa de gestación o muy poco 
despues de nacer. 

Deficiencia en la hormona de crecimiento. Así como en la a­
Thalasemia, el problema se origina por una deleción en el conjunto 
de genes que controlan el crecimiento por estar demasiado cerca 
una secuencia de otra, lo cual causa enanismo en personas 
hómocigotas": 

Distrofia muscular de Duchenne. El gen anómalo se encuentra en 
el brazo corto del cromosoma X. Su incidencia aproximada es de 

JI El kariotipo es una micrografia tomada a los cromosomas que se encuentran en células 
preparadas y después cortarlas para emparejar cromosomas homólogos, vendrían siendo como 
un arreglo de todos los cromosomas en la célula de un individuo, los cuales se observan en 
microscopio durante la metafase. 
32 Homocigota es la persona que posee los mismos alelos en un determinado lacus. 
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1/4000 varones nacidos vivos. Las mujeres heterocigotos33 para este 
gen son asintomáticas, aunque algunas presentan pequeñas 
anomalías como pseudohipertrofia de pantorrillas o ligera debilidad. 
La coincidencia de este gen en ambos cromosomas X es letal en el 
periodo intrauterino. Las distrofias musculares en general son un 
grupo heterogéneo de enfermedades genéticamente determinadas en 
las que se produce una degeneración progresiva del músculo 
esquelético. El sustrato patógeno de la Distrofia de Duchenne es la 
ausencia congénita de una proteína estructural del músculo 
denominada distrofina, lo que determina una permeabilidad 
anormal de las membranas y la necrosis o muerte progresiva de las 
fibras musculares. El cuadro completo incluye una miopatía 
esquelética, una miocardiopatía y un coeficiente intelectual bajo. La 
debilidad y la atrofia muscular son progresivas y simétricas, se 
afectan todos los músculos esqueléticos incluidos los de la cara, 
aunque predominan sobretodo en el inicio, la musculatura pélvica y 
del tronco. La muerte se produce alrededor de los 20 años a causa 
de la insuficiencia respiratoria o, en el 10% de los casos, de la 
miocardiopatía. 

Fibrosis quística. Dilatación anormal y permanente de los 
bronquios debido a la destrucción de los componentes musculares y 
elásticos de la pared bronquial. Es la anomalía genética más 
frecuente en la raza blanca. Su incidencia es de 1/2500 nacidos 
vivos. Actualmente se puede realizar, mediante marcación genética, 
el diagnóstico prenatal. 

Hemofilia. Heredopatía recesiva X-relacionada, es decir, 
transmitida por el cromosoma X, afecta exclusivamente a los 
varones y se caracteriza por alteraciones en la coagulación de la 
sangre. 

Hipercolesterolemia Familiar (HF). Esta enfermedad resulta en el 
defecto del gen receptor de la baja densidad lipoprotéica, lo cual 
causa una anormalidad en el control de grasas en el cuerpo. La 
deleción en este caso es de sólo una parte del gen receptor. 

).1 Heterocigoto es la posesión de diferentes alelas (uno de dos o más fonnas alternativas de un 
gen que se manifiesta en un locus) en un determinado [acuso 

135 



C'!._.I_~. __ ,. ,/", n........... ,,, .... !::IIIC~ PI;;! IIn~ n{)~ihlp. tr::ms.locación34 o U'"U'V".L " ..... _"H' .. ..... ~ -~--- ~- ... _-- r---- . 
mosaicismo que da lugar a tres cromosomas 21, por lo cual también 
se le conoce a ésta enfermedad como Trisomía 21. Se caracteriza 
por manos y dedos cortos, pies cortos y anchos, talla baja, retraso 
mental, perfil facial plano, orejas de implantación baja y anormales, 
boca entreabierta y lengua prominente. La tasa de ocurrencia para 
bebés nacidos vivos con esta trisomía está muy relacionada con la 
edad de la madre (ver Tabla B.l (Tabla 2-2. Genethics (1992) 
Friedman, Dil!). 

Tabla B.I Riesgo de Síndrome de Down. 

Edad de la madre Nacidos vivos. 

24 1/1250 
25 1/l2l0 
26 1/1250 
27 1/l2l0 
28 1/1180 
29 1/1140 
30 1/1000 
31 1/830 
32 1/630 
33 1/490 
34 1/350 
35 1/282 
36 1/220 
37 11170 
38 1/130 
39 l/lOO 
40 1/80 
41 1/60 
42 1/48 - -- -

43 1/38 
- -- -

44 1/30 

H Translocación es un tipo de anomalla estructural que se caracteriza por la fusión de brazos 
enteros de cromosomas acrocéntricos. 
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Síndrome de Turner. El individuo es de aspecto femenino, pero 
prácticamente no hay gónadas", las cuales constan sólo de dos 
bandas de tejido conjuntivo. Tales individuos tienen 44 autosomas, 
un solo cromosoma X y ningún cromosoma Y, lo que resulta en un 
total de 45 cromosomas, uno menos de lo normal. 

JS Las gónadas son los órganos de la reproducción: testículos en los machos y ovarios en la 
hembra. En ambos sexos. las gónadas tienen función doble: (1) producción de las células de la 
reproducción: espermatozoides y oocitas y (2) secreción de las honnonas sexuales. 
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Comentarios 

Si bien el objetivo principal de esta tesis es el mostrar el uso 
del algoritmo Esperanza Maximización en una aplicación a la 
genética, también es importante notar algunos puntos que se han ido 
mencionando a lo largo de este trabajo y que es de particular 
importancia desglosarlos con mayor claridad. A continuación se 
comentarán algunas ventajas y desventajas del algoritmo Esperanza 
Maximización, método utilizado a lo largo de este trabajo, asi como 
resultados relevantes del mismo. 

Ventajas. 

• Una de las principales ventajas del algoritmo consiste en su 
estabilidad numérica, es decir, que a cada paso o iteración 
realizada, se puede asegurar que la verosimilitud aumenta o se 
mantiene, es decir l(el"")):2: I(el")), (ver sección 3.4). 

• Recuerde que se empezó a trabajar con datos observados que se 
consideraban incompletos, de tal modo que aunque no se tenian 
todos los valores observados se pudo converger a un estimador 
máximo verosimilS', utilizando para esto un plano de cadena de 
Markov Oculta. Hay que hacer énfasis, si en el espacio 
paramétrico existe mas de un candidato a ser estimador máximo 
verosímil, en el hecho de que la convergencia a uno u otro 
estimador dependerá del valor inicial SIO) que se tome al iniciar la 
iteración, aunque bajo determinadas condiciones se puede 
asegurar la convergencia local (ver sección 3.6 Teorema 3.4). 
En caso contrario, si el espacio paramétrico es unimodal, se 
convergerá a este único estimador (ver sección3.6 Teorema 
3.5). 
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• Ayudados por el estimador máximo verosímil S* y utilizando el 
algoritmo de actualización se infiere el vector de estados S que 
se buscaba, es decir, la secuencia de A.D.N. verdadera, a partir 
del vector de observaciones Y. Tomando en cuenta que esta es 
un aplicación al área biológica, hay que notar que el modelo 
utilizado (ver Teorema 4.1) puede ser modificado y extendido a 
otras áreas, ya que la diferencia estribará en la definición 
acertada de los vectores observados y por encontrar. Un ejemplo 
que se puede mencionar es el caso en que se utilicen en el lugar 
de las bases A, e, G y T a los tripletos de los aminoácidos, base 
fundamental de las proteínas, para poder inferir secuencias más 
largas de genes. 

• Como la base del modelo es un plano de cadena de Markov 
Oculta las aplicaciones a esta área se ven extendidas a todo 
aquello en donde se vea involucrada la hipótesis de inferencia de 
información perdida o con observaciones con ruido. 

• El algoritmo es fácil de programar en una computadora. 
Programas existentes en la literatura pueden ser obtenidos vía 
internet, por ejemplo: 

a) http'//Iinka~e roekefeller edulott!eh htm (un programa para la 
estimación de ia irecuencia áei hapiotipo) 

b) htw·/lwww-stat.stanford edu/-susanlcoursefb494/jndexInQdeJ Ol.html trata 
el ejemplo de estimar las frecuencias de genes. 

c) http-Usato-www es titeeh,ae jpLprism : programa que trabaja en 
general para cualquier tipo de aplicación. 

d) http·//www bds.ute frI-mdan~IP[Q~slpro~nem html: programa para 
- clasificación espacial. 
e) http-Uwwwjbe,wustl edul-joseclDISTRlBIFQRTRAN EMI 

• El trabajo analítico es más sencillo que otros métodos, ya que 
sólo se calcula la esperanza condicional de la lag verosimilitud 
para el problema de datos completos que es el que necesita ser 
maximizado. Y aun si el trabajo analítico puede ser amplio no es 
complicado en la mayor parte de las aplicaciones. 
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• El algoritmo provee valores estimados de datos perdidos a partir 
de la sustitución de estos valores por su esperanza condicionada 
a los datos observados (como se notó al encontrar la secuencia 
verdadera de A.D.N. a partir de la secuencia observada en el 
laboratorio l. 

DESVENTAJAS 

• El Algoritmo E.M. puede converger lentamente si hay 
demasiada información perdida o en el caso de información 
completa si el problema a resolver resulta ser muy sencillo 
puede resultar más rápido utilizar un método que se adecúe de 
una mejor forma. 

• No se garantiza la convergencia global cuando hay muchos 
máximos locales en el espacio paramétrico. Este es un problema 
de todos los métodos numéricos de aproximación. 

• En casos donde el trabajo analítico llega a ser demasiado dificil 
de trabajar, existe la posibilidad de utilizar el algoritmo E.M. en 
aproximación de Monte Cario vía Cadenas de Markov. 

• Dentro de las desventajas que se notaron al algoritmo E.M. en su 
presentación en 1977 se encontraba el hecho de que como 
método numérico, contrario a los métodos de Newton, no se 
produce un estimado de la matriz de covarianza del estimador 
máximo verosímil. No obstante, Meilijson en 1989 propuso un 
método numérico basado en los cómputos que se realizan a lo 
largo de los pasos E y M para encontrar esta matriz de 
covarianza, así como un método para acelerar la convergencia al 
estimador máximo verosímil. 

OTROS COMENTARIOS. 

Dentro de los resultados que se pueden mencionar de la 
aplicación al modelo utlizado en la tesis se pueden encontrar en el 
área de simulación para el A.D.N. mitocondrial (se trabaja con 
sucesiones circulares l, trabajo con un fragmento de cromosoma X 
humano y la secuencia del bacteriófago A (la cual ya ha sido 
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E.M. en la estimación a posteriori como parte de un problema 
bayesiano, así como el de Monte Cario vía cadenas de Markov. 
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