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*Pareciera que es mas facil cuadrar el circulo que darle la vueita a un matematico.”
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A Budget of Paradoxes



INDICE

1. introduccion

W omm N,

. Una breve historia sobre la cuadratura del circulo
. El circulo en el primer libro de Los Elementos

Las partes de una proposicion
Tipos de propaosiciones

La légica de las proposicicnes

El circulo como construccion auxiliar

. La geometria del circulo en el tercer libro

La igualdad de figuras

La definicion DI

La recta tangente

El segmento circular, su cuerda y su angulo

El segmento que determinan una cuerda y un angulo

La construccién de un segmento circular

. El problema de la superposicion

La superposicién en Euclides
La solucién de Hilbert

Los axiomas de igualdad

Mi demostracion de E.IIL.24
Como trasiadar un segmento

. El quinto postulado
. Conclusiones

. Notas
. Bibliografia

12
13
15
17

23
25
29
35
38
46

48
52
57
58
60
62
€8
69
77



1. INTRODUCCION

El problema de la cuadratura del circulo es uno de los mas antiguos en la historia
de las matematicas y su literatura una de las mas extensas. Fueron muchos los
matematicos que intenlaron resclverlo, muchos los métedos que crearon y

muchas las soluciones rechazadas.

Euclides no intenta cuadrar el circulo de la manera en que lo hicieron los
demas. Su intencidén no fue encontrar la relacién que existe entre el didmetro de
un circulo v su circunferencia (el valor de ), él busca otro tipo de relacion, la
determinacion de manera unica. Demuestra en el tercer fibro de Los Elementos
que puede remitir el estudio de un segmento circular al estudio de un angulo y una
cuerda. El no sélo relaciona dos magnitudes lineales como hacen los demds, sino
que relacicna una magnitud lineal (curva) con otra magnitud lineal y con una
magnitud angular, estas dos Ultimas siendo magnitudes rectilineas.

Muchos intuian que la cuadratura del circulo usando solo regla y compas no
tiene solucién. Al no poder encontrar una conexion entre las figuras limitadas por
lineas curvas y ias figuras limitadas por lineas rectas se podria pensar que las
figuras son completamente ajenas. O que el estudio de magnitudes curvilineas y el
estudic de magnitudes rectilineas deben llevarse a cabo de manera independiente
pues no tienen nada que ver.

Euclides sabe que esto no es cierlo y por esta razdn es gue él dedica todo
el tercer libro al estudio del circulo y la circunferencia remitiéndose unicamente al
estudio de magnitudes rectilineas, Nos muestra que aungue las magnitudes
rectilineas y las magnitudes curvilineas son de distinto tipo se pueden relacionar
entre si.

Mi tesis consta de § secciones en las que discutiré la manera en ia que se

ha trabajado con el circulo para tratarlo de remitir a magnitudes rectilineas.



En la seccidén 2 presentaré un panorama general sobre el problema de la
cuadratura del circulo que maravilld a los matematicos por miles de afios.

Antes de comenzar a discutir el trabajo de Euclides referente al circulo me
parecid conveniente hacer un breve andlisis de la estructura de Los Elementos,
cosa que hago en la seccidn 3.

Una vez terminado el andlisis preliminar comenzaré por estudiar de una
manera exhaustiva el tercer libro de Los Elementos en donde Euclides lleva a
cabo el estudio del circulo. En esta 4° seccion mostraré como es que Euclides
remite el estudio de un segmento circular al estudio de dos magnitudes rectilineas
y con esta exposicién surgira el problema que implica sobreponer un segmento
circular a otro.

Este problema de la superposicidn me parecid tan interesante que dedico
toda la 5° seccién a demostrar de manera alternativa la proposicidon mas esencial,
desde mi punto de vista, del tercer libro. Para ello introduciré a Hilbert quien hizo
un trabajo similar al que yo propondré en su libro Fundamentos de la Geometria.

La Oltima seccion consiste en mostrar que aungue la existencia del circulo

no depende del 5° postulado, ambos estan muy relacionados.

Claudia Hernandez Garcia



2. UNA BREVE HISTORIA SOBRE LA CUADRATURA DEL CIRCULO

Antes de comenzar con el andlisis del trabajo de Euclides vale la pena hacer un
breve recuento del pape! que ha jugado el problema de la cuadratura del circulo a
lo largo de la historia. Sdlo para darnos cuenta de la importancia que ha tenido
este problema dentro de las matematicas y tratar de comprender por qué tantos

hombres le dedicaron tanto tiempo.

Ya que se puede construir un cuadrado igua! en area a una figura rectilinea,
es muy natural tratar de extender esta construccidén a la curva mas simple, el

circulo. En la actualidad decimos que las dreas del circulo de radio unitario y fa del
cuadrado cuyo lado es igual a -/ son la misma, esto es, 7.

Con el métode de Descartes, encontrar un segmento cuya longitud fuera
igual a /= resultaria muy sencillo una vez conocido el segmento cuya longitud es
7. La construccion seria la siguiente:

Debe trazarse el circulo cuyo diametro AC
cumple AB=n y BC = 1. En e! punto B se fraza la

recta BD perpendicular a AC. Esta perpendicular
corta al circufo en e! punto E. E! segmento BE es

de longitud ~fr. Con este procedimiento se

resuelve el problema, el cuadrado construido

sobre {a recta BE tiene un 4rea igual a 7.

No seria necesario esperar hasta el tiempo de Descartes para construir este

segmento igual a ~/z con este método pues el mismo Euclides io propone en ef



problema E.VI.13 en donde se requiere encontrar la media proporcional entre dos
segmentos.

El problema no seria pues encontrar un segmento cuya iongitud es igual a

Vi, sino la construccion de un segmento cuya longitud es igual al valor de .

Tratar de consfruir geométricamente a n 0 encontrar una recla cuya
longitud sea igual a la fongitud de la circunferencia de didametro unitario, es un
problema que ocupd el pensamientc matematico por mas de 1000 afios. Una
forma de resclver el problema seria establecer la relacién que guardan la
circunferencia de un circulo y su didmetro. Esta relacion se convirtié en uno de los
problemas mas estudiados de todos los tiempos, fue tan popular que incluso &l
compendio de mas tradicion en la historia de Qccidente, la Biblia, le hace
referencia,

En el palacio de Salomén ..."hizo el mar de metal fundido que tenia diez
codos de borde a borde; era enferamente redondo, y de cinco codos de altura; un
cordon de treinta codos media su contorno” Reyes 1, 7:23

Es dificil saber cuando comenzd la tradicion de este singular probiema. Los
registros mas antiguos corresponden at papirc Rhind {1650 a.C.). Ahi se sugiere
construir un cuadrado cuyo [ado fuese igual a 8/9 del diametro de un circulo de

didmetro unitario.
Si el didmetro es igual a 1, el radio es igual a 1/2, en la actualidad decimos
gue el drea de un circulo es a rr’, por lo tanto, el drea de este circulo es n/4. El

area de un cuadrado es L?, si el lado del cuadrado es 8/9, por lo tanto su area es
64/81.

N
]
zig

Fig.22



En el papiro se afirma que el area del circulo y e drea del cuadrado son
iguales. Si despejamos a 1t de la ecuacidn de primer grado de la pagina anterior

podemos deducir que &, ia relacién entre la circunferencia y el didmetro, es

256/81 © 3.16049382...

Muchos siglos fueron testigos del misterio alrededor de esta razén. Todo
este tiempo se puede reducir a tres periodos, el primero que comienza con los
griegos y termina a mediados del siglo XVII, el segundo que comienza

inmediatamente después y el tercero comenzando a finales del siglo XIX.

Este primer periodo se caracteriza por el intento de encontrar {a razon entre
el didmetro y ia circunferencia mediante métodos puramente geométricos. Los
problemas gue trabajaban ilos griegos eran de fres tipos, planos, s6lidos y lineales.
Los primeros son aquellos que se pueden resolver utilizando solamente lineas
rectas y circulos. Los problemas sdfidos son aquellos que requieren del uso de
una o varias secciones conicas para su solucién. Los lineales son aquellos que
necesitan de curvas mas complejas y dificiles de construir para resolverse. Los
griegos consideraron a la cuadratura del circulo como un problema plano.

E! siguiente intento de construccidn propuesto por Antiphon de Atenas (430
a.C.) no es del todo correcto pero introduce un novedoso procedimiento por
exhausién. El proponia inscribir en un circule poligonos de un mayor numero de
lados cada vez. Comenzaba con un cuadrado, luego un octagono, después un
poligono de 16 lados y asi sucesivamente, dupiicando el numero de lados del
poligonc anterior. El aseguraba que cuando el numerc de lados fuera
suficientemente grande, el tamafio de cada lado seria tan pequefio que el
perimetro del poligono coincidiria con la circunferencia.’

La construccion fue refutada pues ademéas de que s6lo se permite el uso de
una regla y un compds para su solucién, se requeria que ésta concluyera en un



numero finilc de pasos. Si alguna de las restricciones pudieran eliminarse, la

solucion del problema ya se habria encontrado.

Una de tas soluciones seria la de Hipias quien construyd una curva para
resolver otro problema igualmente popular, la triseccidn del éngulo. Este problema
consistia en dividir un angulo cualquiera en tres partes iguales. Se piensa que es
muy prbbable que Hipias se diera cuenta de que esta curva también sirve para
rectificar la circunferencia y por lo tanto para cuadrar el circulo, pero no esta dado
por hecho. Quien la utilizé por primera vez para este propésito fue Dinostrato en el
siglo IV a.C.?

De acuerdo con la descripcion de Pappus, la

ws\ construccion de esta curva es [a siguiente. Sea ABCD un
F,

¥ \ >\ < cuadrado y BED un cuadrante de un circulo con centro
Ni
[ L

en A. Supéngase que mientras el radio AB se mueve

uniformemente alrededor de A, de la posicidon AB a la

Ho oMo posicion AD, la linea BC se mueve uniformemente
Fig. 2.3 siempre paralela a ella misma y con B moviéndose a lo
largo de BA, de la posicién BC a la posicién AD. Ambas lineas coincidirdn en

puntos como F o L. El lugar geométrico de estos puntos se ilama cuadratriz.
Si suponemos que la cuadratriz intersecta a la recta AD en un punto G y
aceptamos la legitimidad de la siguiente relacién, entonces habremos encontrado

la longitud del arco de circunferencia BED.

arcoBED _ AB
AB AG
Esta relacién se demuestra por reduccion al absurdo utilizando la hipdtesis

de la existencia de la cuarta proporcional.

Si la razén (arco BED):AB no es igual a la razon AB:AG, entonces sera
igual a la razén AB:AK en donde AK puede ser mayor o menor que AG.



® ¢ Supongamos que AG es mayor que AK. Con

L 7 centro en A y radio AK tracese el arco de circunferencia
LFK. Este arcc corta a la cuadratriz en el punto F y a la
recta AB en el punto L. Tracese la recla que pasa por los

" H sk puntos A y F y prolonguese hasta que corte al arco BED
Fig. 2.4 en el punto E. Tracese FH perpendicular a AD.,

arcoBEDD AB _ arcoBED

=-— =—"I——luego, AB =arco LFK
AR AK  arcolFK

Por hipétesis,

Por |a propiedad de fa cuadratriz tenemos que,

AB _arcoBED arcolFK
FH ~ arcoED ~ arcoFK

Como ya se demostré que AB = arco LFK, entonces FH = arco FK. Lo cual
es absurdo, por lo tanto AK no puede ser mayor que AG.

La demostraciéon de que AK tampoco puede ser menor que AG es muy
similar. Como AK no puede ser ni mayor ni menor que AG entonces tiene que ser
igual.

Con esto se rectifica un cuadrante de la circunferencia y, por (o tanto, la
circunferencia completa. Una vez rectificada la circunferencia es posible cuadrar el
circulo. El problema principal con esta propuesta es gue la cuadratiz misma no

puede construirse con regla y compas.

Durante el tercer siglo antes de Cristo, Arquimedes inscribid y circunscribié
en un circulo poligenos de 86 lados, calculando sus perimetros para establecer

tanto una cota inferior como una superior del valor de n. Las cotas que el
consiguic obtener fueron las siguientes:”

3 211875 <7 <3 195888

o bien, 3141495 .. < T < 3.141697...
67444 62351




Arquimedes también construyd una curva, llamada espiral de Arquimedes y
mostré como se podia rectificar la circunferencia por medio de la subtangente
polar a la espiral.

Una vez rectificada la cifcunferencia, ya sea
con la cuadratriz 0 con la espiral de Arquimedes
se necesita la primera propasicion del libro Medida

del Circulp de éste Ultimo para cuadrar el circulo.

Ei area del circulo es igual al area de un triangulo

e
Fig. 2.5 rectangulo que tiene como catetos el radio del

circulo v la longitud de la circunferencia.

Se podia cuadrar el circufo pero una vez mas, el método no es valido pues
la espiral tampoco se puede construir con regla y compas.

Hipdcrates de Quios (s.V a.C.) intuia que los métodos plancs no resolverian
el problema, pero queria mostrar que otras figuras hechas con base en arcos de

circunferencia si podian cuadrarse.*

Estas figuras son las lunulas, llamadas asi pues su forma
se asemeja a la forma de fa luna. Las ldnulas estan circundadas

por dos arcos de circunferencia de tal manera que |la concavidad

de ambas esté hacia el mismo lado.

Fig. 2.6

Hay dos clases de [funulas que
Hipocrates logra cuadrar. Una de ellas es la
que se muestra en la figura 2.7. El triangulo

ABC es recléangulo e isdsceles. Se construyen

las semicircunferencias BCE, ACD y ABC cuyos
diametros son los lados a, b, y c del triangulo,

respectivamente.



Como ABC es un tridngulo rectangulo, se tiene que a’+ b?= ¢’ y, tomando
como base la propiedad de que los circulos son proporcionales a los cuadrados de
sus diametros® se demuestra que el semicirculo puesto sobre la hipotenusa es
igual a los dos semicirculos puestos sobre los catetos. Si ahora quitamos el area
comun al semicirculo mayor y a los dos mas pequenos, tenemos gue el rectangulo
restante es igual a las lunulas sobre sus catetos. Para el triangulo se puede
construir un cuadrado igual a él en drea. Entonces, también se puede construir un
cuadrado que tenga la misma area que las ldnulas, por lo tanto éstas dos lunulas
se han cuadrado.

En el segundo casoc de Hipocrates se
construye el frapecio que es la mitad de un
hexagono regular. Se trazan los semicirculos en

cada uno de los fados. Con un argumento muy

similar al anterior se demuestra que la "suma’ de las

areas de las l0nulas y ia del semicirculo es igual al
Fig. 2.8 area del trapecio.
En efecto, Hipécrates ha cuadrado las lGnulas perc sélo son de dos tipos.
Seria un errar, suponer que todos fos casos estan resueltos después de resolver
solamente un par de casos particulares. Pero ain asi, Hipbcrates creia que las
linulas se podian cuadrar y ya que éstas figuras hechas con base en arcos de
circunferencia podian cuadrarse, también se podria cuadrar el circulo.

Llegé el nueve milenio y con él nuevos interitos para resolver el problema
de la cuadratura del circulo, pero todos ellos estaban destinados al fracaso.

Pasaron los siglos y el problema seguia sin solucién, no podia encontrarse un

valor geométrico o algebraico de m. Lo mejor que pudieron hacer los matematicos

de aquellos dias fue encontrar mas cifras decimales del nimero ®n. En 1596



Ludolph van Ceulen logra calcular 32 cifras de n y tuvieron que pasar 25 afios

antes de que en 1621 Willebrod Snell, con el mismo método que usd Arquimedes
pero con un poligono de 2% |ados, lograra encontrar tres cifras decimales més.

No sélo no se podia encontrar el valor de wt, sino que ni siquiera se sabia si
era o no un ndmero -racional; y mucho menos se sabia si el problema de la
cuadratura del circulo tenia solucidon o no; con las restricciones de usar sélo regla
y compas y en un nimero finito de pasos.

Et segundo periodo que caracteriza a la historia de la cuadratura del circulo

comienza a la mitad del siglo XVI1.
En 1671 James Gregory descubre |a serie arcotangente, misma que utiliza
Leibniz en 1674 para describir la serie arcotangente de m.°

1
7

=1_l+l; +_1-_L__.
3 5 9 11

N

Se descubrieron distintag expresiones para n, tanto series como productos
infinitos y fracciones continuas. Todos estos intentos incrementaban la exactitud
con que podia expresarse { pero no revelaba nada sobre su naturaleza. Fue
hasta 1761 que Johann Lambert prueba que m es un nimero irracional,

Aunque esta demostracion puso fin a los intentos de encontrar un valor
racional de «t, el problema de Ja cuadratura del circulo, que consiste en construir
con regla y compéas un segmento cuya longitud sea igual a , seguia sin solucion

pues la irracionalidad de m no garantiza que un segmento de esta longitud pueda

construirse o no con regla y compas debido a que hay existe una infinidad de
numeros irracionales que si pueden construirse con estas resfricciones, un

ejemplo es 2.

10



El periodo que puso fin a este problema de mas de 1000 afos en fa historia
de la cuadratura del circulo comienza a finales del siglo XVIll. Leonard Euler
descubrio durante este periodo una de las mas bellas formulas matematicas que
involucra tres de los numeros mas sobresalientes de toda la matemdtica; ™ + 1=0.

En el afo 1840 Joseph Louville demusestra la existencia de nimeros
trascendentes, estos son aquelios numeros que no son raiz de ningdn polinomio
con coeficientes enteros. En 1873 Charles Hermite demuestra que e seria el
primer numero trascendente conocido. Pero e es s6lo uno de tantos porque en
1872 Georg Cantor demuestra la numerabilidad de los nimeros algebraicos.®

Una vez demostrada la trascendencia de e y con la ayuda de la ecuacion de
Euler e® + 1 = 0, en 1882 Ferdinand von Lindemann demuestra |z trascendencia
de w. Por lo tanto m no puede ser rafz de ningun polinomio ni expresarse en
términos de operaciones racionales o extraccion de raices de enteros.

Para ese entonces ya se habia demostrado que solamente se podian
construir geomeétricamente, con regla y compas, las formulas algebraicas que se
pudieran reducir a una de segundo orden. Al demostrarse la trascendencia de n.
se demostrdé que no hay ninguna ecuacion algebraica finita gue pueda
representarlo, por lo tanto su construccidn geométrica con regla y compas resulta
imposible.

El problema estd resuelto. Ahora sabemos que la cuadratura del circulo
como un problema plano no tiene solucion. Existe el cuadrado que tiene la misma
area que el circulo pero no puede construirse con regla y compas, de acuerdo &

las restricciones sefialadas.

A todos aquellos amantes de 1t sdlo les queda tratar de encontrar el mayor

namero de cifras posible.

11



3. EL PRIMER LIBRO DE LOS ELEMENTOS

Antes de mostrar el trabajo que, a mi parecer, Euclides propuso como alternativa a
la cuadratura del circulo considero que es necesario hacer un breve andlisis sobre
la estructura general de Los Elementos y sobre €| uso del circulo en el primer libro,

donde solamente juega el papel de un elemento de construccion.

La estructura de los trece libros que componen la obra euclidiana de Los
Elementos es similar en la mayoria de ellos, constan de una serie de
proposiciones que son precedidas por las definiciones. Las excepciones son lo$
libros octavo y noveno que no cuentan con definiciones y el décimo donde se
enuncian tres grupos de definiciones y tres grupos de proposiciones presentadas
en el siguiente orden: cuatro definiciones, cuarenta y siete proposiciones, seis
definiciones, treinta y siete proposiciones, seis definiciones y treinta y una
proposicicnes.

La estructura del primer libro también es diferente porque ademas
encontramos los cinco postulados. que describen |a posibilidad de construir las
figuras geométricas propuestas en la geometria plana, y las nueve nociones
comunes® que, salvo por las Gltimas tres, N.C.7, N.C.8 y N.C.9°, establecen las

reglas de la igualdad, la adicidn y la sustraccion de magnitudes.

De acuerdo con Proclo, cada una de las propesiciones de Los Elermentos

consta de las siguientes partes:

» Enunciado formal de la proposicion (npdTaocis)

« Exposicion de las hipotesis (ExBeois)

Cudles son los elementos con los que se cuenta a priori

12



» Determinacion de la tesis (Siopiouds)

Qué es lo que se tiene que hacer con los elementos dados

+ Construccion (kataokevs)
&n ef caso de los problemas ésta es la construccion que se pide hacer, cuando
se trata de un teorema sirve s6lo como construccion auxiliar

» Demostracion {&wddebis)

Explica por qué lo que se hizo esta bien hecho

e Conclusién (ouumnépaoua)

En el caso de los teoremas termina con la frase “qué es lo que se debia
demostrar (Q.E.D.)". En los problemas el Gltimo enunciado es “qué es lo que se
debia hacer (Q.E.F )"

Una forma tradicional de caracterizar a las proposiciones de Los Elementos
es la de considerar por un lado a los problemas, donde se pide hacer una
construccién, y por otro a los teoremas, en los que se debe demostrar alguna
afirmacion. Los libros que componen la obra de Los Elementos generalmente
constan de teoremas y problemas con excepcion del quinto libro, cuyas 25

proposiciones son teoremas, y el cuarto que consta de sélo 16 problemas.

Yo propongo una caracterizacion alternativa para las proposiciones: las
proposiciones de preparacion y las proposiciones fuertes. Al comparar ambas
caracterizaciones se podria pensar que los problemas son proposiciones de
preparacion y los teoremas son las proposiciones fuertes, pero no es asi. Las
proposiciones de preparacion son aquellas que preceden y se necesitan para
demostrar una proposicion fuerte. En €l ienguaje de hoy en dia las proposicicnes
de preparacion pertenecen a la categoria de lemas y las proposiciones fuertes z fa

categaria de teoremas.

13



A aquellos problemas que considero son proposiciones fuertes los llamo
problemas fuertes. De modo similar, a los teoremas que considero son
proposiciones de preparacién ios llamo teoremas de preparacion. En Los
Elementos hay tanto probiemas fuertes como teoremas de prebaracic')n_

Un ejemplo de un problema fuerte es E.1.44: en una recta dada aplicar a un
angulo rectilineo dado un paralelogramo igual a un tridngule dado. El problema es
muy importante porque ensefia a trazar figuras rectilineas de igual area, Tomando
el caso particular en que el angulo rectilineo dado fuese recto, se estaria hablande

de “cuadrar” cualquier figura rectilinea.

Un ejemplo de un teorema de preparacién seria EL7: dos reclas
respectivamente iguales a otras dos con los mismos extremos en ef mismo lado de
una misma recta no se juntan en dos punitos distintos. Esta proposicion es de
preparacidon pues sirve de herramienta directa para demostrar E.L8, si dos
tnangulos tienen fos lados de uno respectivamente iguales a dos lados def otro e
iguales las bases tendran iguales 1os dngulos comprendidos por las rectas iguales.
Considero que este es un teorema muy importante de Ia geometria pues con la
ayuda de E.l.4, infiere un criterio de congruencia para tridngulos, el que hoy en dia
conocemos como lado-tadodado (LLL).

Tengo que admitir que esta Gitima caracterizacién es un tanto subjetiva. A
cada proposicion se le asigna el término fuerte o de preparacién de acuerdo al
lugar en el que se encuentre dentro de Los Elementos. Una proposicién que en
algin momento se consideré fuerte pasara en otro momento a ser proposicion de
preparacién puesto que se necesitard para demostrar alguna otra. Con esto no
quiero decir que las proposiciones pasan de ser fuertes a ser de preparacion y que
aquella que no se vugiva a utilizar en otra demostracion indiscutiblemente sera
una proposicion fuerte.

Habra proposiciones fuertes que serviran para demostrar otras
proposiciones, pero que expresan una verdad tan trascendenta! que su caracter

de “fuertes” no se anuia.
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También hay proposiciones gue ya no serviran para demaostrar ninguna otra
pero gue no incluiria en la categoria de fuerles debido a la debilidad de la
afirmacion que expresan.

Como dije anteriormente, la caracterizacion es un tanto subjetiva que
depende del contexto dentro del que se esté estudiando, pero que no deja de ser

una caracterizacion alternativa.

Las proposiciones de preparacién, las proposiciones “fuertes” y los
corolarios, que son la consecuencia directa de alguna proposicién, asi como las
definiciones, las nociones comunes y los postulados conforman las estructura

l6gica con que cuentan las afirmaciones dentro del trabajo de Euclides,

Ei circulo aparece por primera vez en Los Efementos como parte del
conjunto de definicicnes del primer libro. La definicion del circulo describe al
circulo explicando la propiedad que guarda el centro con los puntos de la
circunferencia, pero &s el tercer postulado (P.3) que garantiza la existencia de la
figura que cumple esta propiedad, una vez determinado el punto llamado centro,
alrededor del cual gira la recta cuya longitud determinara la magnitud de su radio.

Dentro de las definiciones referentes al circulo que se encuentran en el
primer libro, Euclides enuncia las definiciones D.L.15 y D.1.16 que se refieren al
centro del circulo. Estas dos definiciones dicen lo siguiente;

D.l.15 Circulo es la figura plana circundada por una sola linea [que se llama
circunferencial respecto de la cual las rectas que sobre ella inciden desde uno de
los puntos colocados en el interior de fa figura son iguales entre si.'°
D.1.16 Tal punto se lfama centro del ¢irculo,

Una de las cosas que Euclides deja un poco en el aire es la unicidad de ese

punto que llama cenfro, y si acaso no es unico, No menciona cuantos puntos
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cumplen dicha propiedad. En el tibro tercero enuncia Jas proposiciones E.NL1 y

E.lNLY que aciaran este cuestionamiento, éstas son:

E.It.1 Dado un circulo encontrar su centro.

E.NL9 Si se toma un punto en el interior del circulo y desde ese punta se conducen
al circulo mas de dos rectas iguales, el punto tomado es el centro del circulo.

Estos cuatro enunciados son necesarios para comprender mejor la
naturaleza del centro de un circulo. Por un lado, por D.1.15 se sabe que el circulo
se construye a partir de un punto llamado centro en D...16, con estas dos
definiciones Euclides asegura la existencia de un centro en el circulo pero no dice
nada acerca de la unicidad. En E.lll.1 Euclides muestra un procedimiento para
encontrar este punto y demuestra que ningun otro punto puede ser centro de
acuerdo al proceso que propone. Finalmente, en E.II.9 Euclides demuestra que la
propiedad de equidistar de |a periferia del circulo s0lo la cumple un punto y este es
el centro del circulo.

Este es un ejemplo de como las proposiciones pueden corregir algunas
insuficiencias logicas {en este caso [a unicidad de! centro del circulo) y refuerzan
las definiciones. En muchas proposiciones también se materializan objetos
definidos proponiendo un método para su construccion, por ejemplo, en D.1.15 se
caracteriza al centro del circuio conceptualmente y en E.NLT se sugiere un
procedimiento para encontrario fisicamente.

Desde el primer libro el circulo aparece en algunas proposiciones, siempre
en la kaTaoxkeyr) como un elemento de {a construccion auxiliar en el estudio de
figuras rectilineas. El circulo es la unica figura plana no reclilinea que estudia y es
hasta el tercer libro donde se lleva a cabo un andlisis mas profundo sobre sus
propiedades geométricas.

En el primer libro Euclides sélo se apoya en la parte de la definicidn que se
refiere a la igualdad de sus radios para demostrar las proposiciones en las que
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aparece como un elemento de la construccion auxiliar. Estas proposiciones son
E.l1, E.L2 E.i.3, EI112 y E.l.22, todas ellas son problemas.

E.l1 es el primero de los problemas que presentan al circulo como
construccion auxiliar y es también la primera proposicion de Los Elementos.

Euclides lo demuestra de la siguiente manera.

E.L.1 Dada una recta defimitada construir sobre elfa un tnangulo equilatero.

G Lo que Euclides hace es trazar con centro

/ en A y en B dos circulos, BGD y AGE, ambos de
A\ £ radio AB. Luego se trazan las rectas desde Ay B al
' punto G, que es lainterseccién de los circulos, y se

obtiene un tridngulo ABG. Sélo falta ver que el

Fig. 3.1 tridngulo es efectivamente equildtero. Se tiene que,

AB = AG porque ambas son radios del circulo BGD (D.1.15)
AB =BG porque ambas son radios del circulo AGE (D.1.15)

Las cosas iguales a una y la misma son iguales entre si {N.C.1) luego,
AB = AG = BG

Los tres lados del triangulo son iguales, por io tanto es equilatero.

En este momento quisiera abrir un breve paréntesis dejando de lado el
papel del circulo como elemento de la construccion auxiliar para hacer un
comentario sobre el uso de la definicion del circulo en Los Efementos.

Euclides utiliza en muchas ocasiones la parte de la definicion del circulo
que se refiere a la igualdad de los radios, algo que no pasa con otras definiciones.
En muchas proposiciones concluye que dos rectas son iguales por ser radios del

mismo circulo pero, por ejemplo, nunca infiere que la interseccidén de dos lineas no
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tiene partes y por lo tanto es un punto, o que un objeto es una linea recta debido a
que descansa segun igualdad sobre sus puntos. Pero esto no pasa solo con
definiciones de objetos rectilineos. Por ejemplo, en el tercer libro define lo que es
un sector de circulo pero no vuelve a hacer mencion de este objeto en el resto de
Los Elementos.

Regresando al andlisis de las proposiciones que utilizan al circulo como un
elemento de la construccidn auxiliar, la segunda proposicion de esta lista coincide

en ser también la segunda proposicion de Los Elementos.

E.l.2 En un punto dado construir una recta iguaf a una recta dada.

Sean A y BG el punto y la recta dados,
respectivamente. Se traza la recta AB y sobre esta se
construye el tridngulo equildtero DAB. Se prolongan las
rectas AE y BZ sobre las DA y DB, respectivamente.
Con centro en B y radio BG se traza el circulo GHT. Otra

vez, con centro en D y radio DH se describe el circulo
HKL.

Fig. 3.2

Las rectas BG y BH son iguales pues son radios del circulo GTH (D.1.15).
De igual manera, DL y DH son iguales por ser radios del circulo HKL (D.l.15).
También DA y DB son iguales por ser lados de un tridngulo equilatero.

Lo que queda de DL al quitarle DA es igual a o que queda de DH al quitarle
DB, esto es, AL es igual a BH. Pero BH es igual a BG luego, AL es igual a BG.
Entonces se ha construido por el punto A dado una recta AL que es igual a [a recta
BG dada.

Considero que esta proposicion s muy importante porque a partir de ella
se tiene que para la construccion de segmentos de recta congruentes se necesita

del trazo de un circulo,
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En el sequndo postulado de Los Elementos Euclides afirma que se puede
prolongar por confinuidad en linea recta una recta delimitada. Una interpretacion
actual seria que Euclides afirma que a una linea recta se le puede “agregar’
cualquier otra linea recta y obtener una linea que sigue siendo recta. La siguiente
proposicion E.L3 sugiere que también se le puede quitar a una recta de mayor

longitud una recta de menor longitud y el resto sigue siendo una linea recta.

E.|.3 Dadas dos rectas desiguales quitar de la mayor una recta igual a la menor.,

G Hay que quitar de la recta AB una recta igual a

la recta G dada. En el punto A se construye una recta
D AD igual a la recta G. Con centro en AD se describe el
circulo DEZ. AD y AE son iguales por ser radios del
circulo DEZ (D.1.15) y como AD es igual a G, AE
4 también es igual a G. Se restd de la recta AB una
Fig. 2.3 recta AE igual a la recta G dada.

Euclides no concluye la demostracién diciendo que al quitarle a la recta AB
la recta AE, igual a la recta G dada, lo que queda es la recta EB. Al parecer, lo que
mas le interesa en esta proposicion es ensefiar como se sobrepone una recta
sobre otra recta, construccién que necesilara en la proposicion E.L4 de Los
Elementos donde la prueba se basa en |a superposicién de figuras.

En los problemas E.L11 y E.L.12 de Los Elementos Euclides construye la
linea recta perpendicular a ofra linea recta. En el primer problema se "sube” a
partir de un punto sobre [a linea recta original una linea perpendicular, mientras
que en el segundo la perpendicutar se “baja’ desde algun punto que rio esta en la
linea original. Lo que Euclides hace en ambos problemas es lo siguiente:

E.L.11 Dada una recta trazar desde un punto en ella una linea recta que forme
angulos rectos.
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Dada la linea AB se encuentra sobre ella el punto D tal
que DG es igual a GB y se construye sobre la recta DB un
triangulo isdsceles cuyos lados iguales son DZ y ZB. Por los
puntos Z y G se traza la recta ZG que sera perpendicular a la

© o recta AB.
Fig. 34

Las rectas DZ, DG son iguales por construccion a las BZ y BG,
respectivamente. Los tridngulos DGZ y BGZ son iguales por tener tres lados
iguales. Entonces los angulos £ZGD y ©ZGB son iguales y por lo tanto son rectos.

E.l.12 Dada una linea indefinida trazarle desde un punto dado que no se halle en
la misma, una linea recta perpendicular.

Sean AB y G la recta y el punto dados. Ei

z punto G se encuentra de un lado de la recta AB,

del otro lado se escoge un punto cualquiera D.

Con centro en G y radio GD se traza el circulo

A g EZH. Se divide la recta HE en dos por el punto T.
”!—(E La recta que pasa por los puntos G y T es la recta
Fig.3.5 perpendicular a la recta AB dada.

GE y GH son iguales por sér radios del circulo EZH {(D.1.15), HT y TE son
iguales porque T divide al segmento en dos iguales. Los tndngulos GTE y GTH
son iguales por tener dos lados de uno iguales a dos fados del otre, GE y GH, HT
y TE y compartir un lado GT. Por lo tanto los angulos GTH y GTD son iguales. Una
recta que al levantarse sobre otra forma angulos iguales, estos dngulos son rectos
y las rectas perpendiculares (D.1.10).

Quiero sefialar que en ambos casos se necesita al circulo para la
construccion de una linea perpendicular. Aunque en E.L11 el circulo no aparece
de manera explicita, recordemos que para la construccién de dos segmentos

congruentes es necesario el traze de un circulo.
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De esto puedo concluir que Euclides no sdlo utiliza al circulo para garantizar
la igualdad de dos rectas sino que también es necesario en la construccion de una
linea que es perpendicular a otra, o bien, en fa construccion de dngulos rectos.

La dltima proposicion del primer libro donde se encuentre el circulo de
manera explicita como elemento de la construccién auxiliar es E.l.22. Este
problema es e! casc general de E.l.1. En ésta Ultima se construye un triangulo
equilatero mientras que en E.L22 se construye uno cualquiera a partir de tres

segmentos dados.

E.l.22 De tres rectas iguales a otras tres rectas, construir un trigngulo."!

Fig. 36
A, By G son las rectas dadas. Sobre la recta DE se trazan los puntos Z, H y
T de |a siguiente manera:
A=DZ B=ZH y G=HT
Con centro en Z y radio DZ se traza el circulo DKL, con centro en H y radio
" HK se traza el c{rculo LKT. A partir de los puntos Z y H se trazan las rectas ZK y

HK.
Por ser radios dei circulo DKL (D.1.15), A = DZ = ZK
Por ser radios del circulo LKT {D.L.15), G = HT = HK

Entonces, el trangulo ZHK tiene lados iguales a las rectas A, B, G, dadas.

Como dije al principio, en todos ios casos se puede ver que la unica
caracteristica propia del ¢irculo que utiliza es fa definicion D.1.15, como todos los
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radios de un circulo son iguales, se garantiza que las lineas que se constiuyen

como radios de circulos son iguales.

Esta es la dltima vez que vemos al circulo en el primer libro de Los
Elementos. En el segundo libro no se recurre a él y ni siquiera se menciona pero
Euclides dedica todo su tercer libro al estudio de esta figura.
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4. LA GEOMETRIA DEL CIRCULO EN EL TERCER LIBRO

En este capitulo quiero mostrar el trabajo Euclidiano que yo considero como una
aiternativa a la cuadratura del circulo, Creo que la primera parte del tercer libro es
un conjunto de proposicicnes de preparacion, asi €s que comenzaré el analisis a
partir de la proposicion 16,

E! probiema principal de este libro consiste en construir un segmento
circular a partir de una recta y un angulo. Para poder exponer la construccion de
Euclides es necesario examinar primero la relacion entre el didmetro y la recta
tangente, la dependencia entre los posibles angulos en un circulo y 1a naturaleza
de los segmentos circulares.

Antes de todo esto me gustaria comenizar con un hecho que ha sido tema
de controvertida discusidn a |o largo de la historia de las matematicas, la definicion
que determina la igualdad de circulos.

Hacia el final del primer libro Euclides habla sobre la igualdad de las figuras
rectilineas. En Los Efermentos hay dos criterios de igualdad para figuras, éstos son
la igualdad cuantitativa y la igualdad cualitativa.

Antes de comenzar a discutir los dos tipos de igualdad quiero sefalar que
Euclides no establece esta diferencia de manera explicita y ésta es sdlo mi
interpretacion.

Euclides nunca deja de sugerir que el drea de una figura depende de su
forma por io que pueden establecerse dos casos. Cuando las figuras son iguales
es inmediato que |as dreas deban ser iguales; pero existe la posibilidad de
encontrar dos figuras que aunque no coinciden en forma, coinciden en area.
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Al hablar de igualdad cualitativa me refierc a aquella igualdad donde la
conémencia de formas determina la igualdad entre las &reas y la igualdad
cuantitativa es el otro caso en el que las magnitudes de las areas coinciden pero la
forma de las figuras que limitan dichas areas no lo hacen. En el primer caso las
figuras ocupan un espacio fisico igual y por lo tanto la misma area, mientras que
en el segundo las figuras ocupan la misma cantidad de drea en espacios fisicos

diferentes.

De esto se puede concluir que dos figuras que son congruentes tienen la
misma area, pero dos figuras que tiene la misma area no son necesariamente
congruentes.

Entonces las figuras rectilineas

pueden ser iguales segun estos dgs

criterios. Dos figuras rectilineas pueden ser

Figuras de misma érea y congruentes iguales en drea aungue no sean

~-  gongruentes o pueden ser congruentes y de
A H . acuerdo a N.C.7 tener la misma drea.
Figuras congruentes significa en ef lenguaje

Figuras de misma 4rea no congruentes
de Euclides que al poner una figura sobre [a

Fig. 4.1 .

otra todos sus vértices, lados y angulos

coinciden. En esta nocidon comun es donde Euclides hace la distincion entre las
igualdades. A las figuras que son cualitativamente iguales las llamari figuras

congruentes y las figuras que tienen la misma drea seran sodlo figuras iguales.

Con relacion a los dos criterios se puede ver E.l4 donde Euclides
demuestra que dos tridngulos son iguales porque todas sus partes coinciden y
E.l.38 donde demuestra que dos tridngulos son iguales pues tienen bases iguales
y estan sobre 1as mismas paralelas. Mientras que en E.l.4 Euclides demuestra una

igualdad que es cualitativa, en E.I.38 demuestra una igualdad cuantitativa.
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Euclides demuestra en E.L45 que para toda figura rectiinea se puede
encontrar un paralelogramo gue sea igual a ella en drea, asi que al referirme al

area de figuras rectilineas consideraré solamente el area de paralelogramos.

Coma decimos hoy en dia, el drea de los paralelogrambs depende de dos
magnitudes que son la'longitud de la base y la longitud de la altura. Mientras dos
paralelégramos tengan bases del mismo tamario y sus alturas coincidan tendran la
misma area sin importar si son congruentes o no. Cuando se trata de figuras
rectilineas N.C.7 no tiene un reciproco, si dos figuras son congruentes son iguales

pero si son iguales no tienen que ser congruentes.

Cuando se trata de igualdad de circulos esos dos criterios se reducen a uno
solo. La primera definicion del tercer libro dice: dos circulos son iguales si sus
radios son iguales. Entonces la igualdad de circulos depende de una sola
magnitud, [a longitud del radio. En el caso de los circufos N.C.7 si tiene un
reciproco pues los circulos no sdlo seran iguales cuando sean congruentes sino
que también cuando sean iguales seran congruentes.

Algo que me llama la atencion sobre la igualdad de circulos, a diferencia de
lo que hizo en los dos primeros libros al mostrar y demostrar cuando dos
triangulos y/o paralelogramos son iguales, s que Euclides no demueéstra cuando
dos circulos son iguales, sino que define la condicién que garantiza esta igualdad.

Esta definicién ha sido la causa de muchas discusiones. A lo largo de los
afios se le ha dade e! caracter tanto de definicidn como de postulade o axioma y
teorema. Tal vez lo que nos conduce a pensar que esta definicién deberia ser mas
bien un teorema es la forma de su enunciado: dos circulos son iguales si sus
radios son iguales.

E! siguiente podria ser un intento de demostracion en el contexto euclidiano,

pero que finalmente se desecha.
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Proposicién 1. Dos circulos son iguales si sus radios son iguales.

Sean los circulos ABG y A'B'G' iguales y supongamos que los radios AZ y

A'Z' no son iguales.

Al no ser iguales uno es mayor que el otro, sea ZA > Z'A’.
' ) ;]
A :] A Gl
Fig. 4.2

Como Z'A' es menor que ZA, se puede echar la primera recta sobre la
segunda. Con centro en Z y radic ZA”, que es igual a Z’A’, se traza el circulo
A"B"G". Por N.C.8 se tiene que el circulo ABG es mayor que el A"B"G", pero no
sabemos como se relaciona A’B"G"” con A'B'G'. No hay forma de garantizar que
estos dos circulos son iguales porque si supusiéramos que lo son debido a la

igualdad de sus radios, estariamos usando la propiedad que queremos demostrar,
Por eso es que de esta manera no se puede demastrar la primera definiciéon.

Algunos de los que consideran esta definicibn como un teorema son
Pfleiderer y Simson. Ellos proponen la demostracion de D.H.1 recurriendo at
método de la superposicidon. Yo creo que a Euclides no e gusta apoyarse en este
elemento de construccion cuando tiene que demostrar alguna afirmacién puesto
que lo usa solamente cuando no tiene otra alternativa. Yo creo que es por eso que
Euclides establece la igualdad de circulos come una definicién y no mediante un
teorema.

Tartaglia, por ejemplo, era de los que consideran esta definicidén como un

postulado por ser una proposicién no demostrada sobre la que se apoya el estudio
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del circulo en Euclides. Qtros como Borelli y Playfair, lo consideraron un axioma al

considerar la afirmacién como evidente y reconocer que no necesita demostracion.

Claro que también existen los que la defienden como una definicidn, como
Biliingsley, Clavius y Heath, pues satisface la condicion aristotélica de no sdlo
afirmar un hecho sino también expresar la causa. Lo que se esti tratando de
establecer es que af decir circulos iguales, se esta hablando de circulos con radios

iguales.'?

Yo estoy de acuerdo con Euclides cuando define la igualdad de circuios.
Creo gue €] establece la igualdad de circulos mediante una definicion pues
establece que ambos tipos de igualdad, cualitativa y cuantitativa, se reducen a uno
solo, a la existencia de lineas rectas iguales y P.3. Dos lineas pueden ser iguales
cuando tienen la misma longitud o ser desiguales, no existe ctra posibilidad. Al
remitir la igualdad de circulos a la igualdad de sus radios, pretende excluir también
para los circulos la posibilidad que asegurar la igualdad en area pero no la

congruencia.

Mi lectura de Euclides consiste en comprender lo que él hace en el tercer
libro de Los Efementos. Yo creo que lo que a Euclides mas le interesa hacer en
este libro es trabajar con segmentos circulares, particularmente le interesa el
estudio de segmentos circulares remitiéndose al estudio de objetos rectilineos.

Antes de poder hacer esto Euclides necesita conocer la naturaleza de los
segmentos circulares, por eso yo digo que el tercer libro no comienza sino hasta la
proposicion E.IILL16. En la primera parte de este libro Euclides comienza por
formalizar afirmaciones que a simple vista parecen verdaderas. Las proposiciones
E.NIL1 a E.lil.15 son proposiciones de preparacion aunque también quieren decir

algo importante.
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Un claro ejemple es EL2: la /inea lrazada entre dos

g puntos, tomados al acaso sobre la periferia del circulo, caerd

A dentro del circulc. Lo que la proposicion trata de establecer
podria parecer una trivialidad, pero una forma de interpretacion

es qué Euclides estd demostrando que el circulo es una figura

Flg.4.3 13
convexa,

Un segmento del circulo es fa figura limitada por una recta y por la periferia
def circulo (D.III.6). La proposicion anterior es necesaria para que, de acuerdo con
la definicién de un segmento circular, éste se deba considerar como parte del
circulo. Si el circulo no fuera convexo podriamos tener un segmento de circulo

como el siguiente.

s Sean pues el circulo ABGD y AG la recta que pasa par

N dos puntos del circulo. El segmento de circulo esta limitado por
la periferia ABG del circulo v una recta AG, entonces es un
segmento del circulo. Cuando la recta que une dos puntos del

Fig. 4.4 circulo cae fuera, tendriamos entonces un segmento de circulo

que no forma parte del circulo.

En los primeros tecremas del tercer libro Euclides se dedica esencialmente
a estudiar y comparar las distintas cuerdas que pueden trazarse en un circulo,
especialmente sus longitudes. Afirma, por ejemplo, que la cuerda de mayor

longitud en un circulo es su diametro (E.NL7).

Entre las tantas rectas que Euclides estudia hay una
especialmente importante, la tangente.'® Esta es la recta
que comparte con el circulo sdlo un punto. Necesita
establecer una relacién entre la tangente y el didmetro de

Flg. 45 un circulo para poder trazar un segmento circular hacia el
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final de este libro, dados un angulo, que sera un angulo en el segmento y una
cuerda que sera la base del segmento. Esto no o hard en este momento pues
necesita conocer mejor la naturaleza de los segmentos circulares.

En las proposiciones E.NI.16, E.III.17, E.NL.18 y E.NI.19 Euclides establecera
la relacién entre algun didametro del circulo y la tangente al circulo que pasa por un
extremo de ese diametro. Para fuluras referencias enuncio las cuatro

proposiciones a continuacion.

E.IN.16 La recta perpendicular al didmetro del circulo trazada en su extremo caerd
fuera del circulg, vy entre la recta y la periferia ninguna ofra se interpondra, y el
angulo del semicirculo es mayor que cualquier dngulo agudo rectilineo dado.
EANA7 Desde un punto dado frazar una recta tangente a un circulo dado.

E.HI.18 Si una recta es tangente al circufo, y desde ef centro al punto de contacto
se traza una recta, la recta trazada es perpendicular a fa tangente.

E.NI.19 Si una recta es tangente al circulo y desde el punto de contacto se traza
una perpendicular a fa tangente, el centro del circulo esta en la recta trazada.

Como Euclides trabajara por el momento con un diametro y una recta

tangente, denoctaremos con §ap al didmetro que tiene como extremos a los puntos

Ay B de un circulo y con 14 { %asc) 4 la tangente al circulo ABG en el punto A.
G
Y
Ta{ %0 v

Fig. 4.8

29



Para relacionar a estos dos objetos utilizaremos una transformacion
geométrica pa, que denotara el trazo de la perpendicular a una recta por un punto
A en ella. Este operador p esta bien definido desde la proposicion T.J.11: dada una
recta trazar desde un punto en ella una finea recta que forme éngulos recfos.

Comencemos nuestro anglisis con E.I.16 que consta de dos partes, la que
en este momento quiero retomar es aquella que se refiere a la recta perpendicular
al didmetro. Los objetos de la ExBeois en esta proposicion son el didmetro de un
circulo y la recta perpendicular & un didmetro del circulo en uno de sus extremos.
Esta recta perpendicular es la recta tangente al circulo en este punto.

Entonces se tiene que la recta tangente al circulo ABG en el punto A es la
perpendicular al didmetro trazada en uno de sus extremos, en el puntc A. En

notacién esto seria;

ta{ % asc) = pa (5as)

A
Fig. 4.7

En E.Il.16 Euclides no dice que la recta pempendicular al didmetro es la
tangente, lo que hace es demostrar que esta recta AE cae fuera del circulo. Es
hasta el corofario de E.NIL16 cuando afirma que, AE es tangente al circulo pues
cae fuera del circulo y comparte con €l el punto A. Concluye gue AE toca al circulo

pero no lo corta, por lo tanto es tangente al circulo.
La #xBeows de E.NL17 estd conformada por un circulo ¥ un punto y el
Biopiouds cosiste en trazar la tangente al circulo que pase por ese punto dado.
Para hacer esa construccion existen tres posibilidades: que el punto esté dentro

del circulo, fuera de! circulo © sobre la periferia.
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Si el punto dado esta en el interior del circulo, no
hay solucion pues cualquier linea que se frace por ese
punto caerd también dentro del circulo y lo cortara, por

G lo tanto no podra ser tangente a él,

Fig. 4.8
El caso en el que el punto A se encuenira sobre

la periferia ya esta resuelto en el teorema anterior, la tangente al circulo por el
punto A es la perpendicular al diametro que tiene al punto A como extremo;
perpendicular trazada a partir del punto A. La tercera posibilidad es la que trata

este teorema.

Para trazar la tangente a un circulo que pase por un punto fuera de él
Euclides supone como dados el circulo BDG y un punto A fuera de éste. Euclides
propone la siguiente construccion.

Con centro en E vy radio AE se traza el circulo AZH. Desde el punto D se
traza DZ de tal manera que sea perpendicular a AE. La recta ZE intersecta al
circulo BDG en el punto B. Euclides demuestra que la recta AB y el radio BE (o
diametro BF) son perpendicutares y se remite al teorema anterior para afirmar que

esa recta AB es [a recta tangente que se deseaba construir.

16 (€aeo) = pa (Ber)

Fig. 49

La recta tangente al circulo BGD por ef punto A fuera de él es la recta
tangente al circulo por el punto B que esta sobre la perifena. Esta Gitima es Ia

perpendicular al diametro BF trazada a partir del punto B,
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En este caso, para encontrar ia tangente Euclides no traza directamente
una perpendicular al didametro, fo que hace es demostrar que la recta BA que traza
es perpendicular al didmetro BF y se remite a E.IIl.16 para concluir que la recta BA
es la recta tangente al circulo. '

Esta pareja de proposiciones es importante porque Euclides caracteriza a la
recta téngente como una perpendicular. Muestra en E.III.16 que la perpendicular al
digmetro, trazada a partir de alguno de sus extremos, es tangente al circulo en ese
punto. E.II.17 ensefia como trazar la recta que pasa por un punto dado fuera del
circulo y que sea tangente al circulo. Con estas dos proposiciones, siendo E.NI.16
un teorema y E.II.17 un problema, se tiene que el trazo de la recta tangente se
remite al trazo de la recta perpendicular al didmefro en uno de sus extremos.

E.li.18 también relaciona a la tangente y al didmetro como reclas
perpendiculares. La recta DE es tangente al circulo ABG en el punto G. Si se traza
la recta que pasa por los puntos Z y G, esta recta trazada AG, digmetro del circulo,
es perpendicular a la tangente DE.

tc{@rec) L Sac

La tangente al circulo en el punto G y el

diametro AG son perpendicutares.

Fig. 410

Mientras que en E.lIL16 se i !

TI1t T142

esta levantando la perpendicular a

una recta {un didametro), como se

o

hizo en E.L11, en E.IIL18 se esta
bajando la perpendicular desde un
punto hacia una recta (la tangente}),

T oTmas TiL18

. 15
como se hizo en E.IIL.12. Fig. 4.11
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Esta proposicion E.I.18 presenta un método alternativo a E.l.12, que busca
trazar a partir de un punto dado una recta tal que sea perpendicular a una recta
dada. Ya que se conoce la recta tangente a un circulo se traza la recta que pasa
por el centro def circuto y el punto de contacto, E.IIl.18 garantiza que esta recta es
perpendicular a la tangente. El método puede no ser mejor pero si diferente.

La relacién entre el diametro vy la tangente no se completa sino hasta
E.N.19. En ésta se afirma que si a partir del punto de contacto G se traza una
perpendicular a la tangente DE, esta recta AG es diametro del circulo ABG, en
ofrag palabras, que la perpendicular a ia tangentg, levantada por el punto de

contacto, pasa por el centro del circuto.

A

8ac = pa (. 6 ( Grac) )

Q
m

G
Fig. .12

El didmetro AG es la perpendicular.a la recta tangente al circulo ABG
trazada a partir del punto de contacto G.

Con E.III.16 se sabe que la recta tangente es perpendicular al diametro en
uno de sus extremos mientras que E.N.18 afima que el didmetro trazado por el
punto de contacto es perpendicular a la tangente, y E.NL19 dice que la

perpendicular a la tangente por el punto de contacto es un diametro.

Con estas cuatro proposicicnes el didmetro y la tangente se relacionan
como rectas perpendiculares, Este andlisis se puede resumir en tres puntos:

1. La perpendicular al didmetro es tangente.

2. La perpendicular a [a tangente es didmetro.

3. El diametro y la tangente son perpendiculares.
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Lo que hizo Euclides fue remitirse al trazo de una recta perpendicular al
diametro cuando lo que guiere trazar es una tlangente. Todo esto lo hace pues
necesita de esta relacion de perpendicularidad cuando proponga la construccion
de un segmento circular a partir de un angule y una recta dados; construccion que

veremos mas adelante en la proposicion E.H1.33.

Quisiera dejar por un momento a la recta tangente para estudiar un poco

més a fondo la naturaleza de los segmentos circulares.

Una parte de la lectura que hago de la obra de Euclides consiste en analizar
el trabajo que lleva a cabo con el segmento circular. La parte del tercer libro que
tiene mdas peso en mi andlisis es la que Euclides utiliza para establecer las
condiciones que determinan la unicidad de la construccién de un segmento
circular. Yo quiero retomar esas condiciones y exponerias de acuerdo a mi
enfoque personal.

Los angulcs rectilineos y las lineas rectas son objetos que Euclides conoce
muy bien. En Los Elemenfos no hay axiomas que expliquen como se deben
estudiar aquellos objetos cuya naturaleza es no rectilinea. Por eso es que en su
lugar Euclides remite el estudio det segmento circular al estudio de los objetos
rectilineos que forman parte del segmento, éstos son el angulo en el segmento vy
la cuerda base del segmento.

Como Euclides se remite al estudio de estos objetos rectilineos para el
estudio de segmentos circulares necesita establecer la comrespondencia que
permite y avala esta sustitucion: a un segmento circular le corresponde un Gnico
angulo y una Unica cuerda; y que un angulo y una cuerda determinan
conjuntamente y de manera Unica un segmento circular. El trato que Euclides da a

esta relacion de correspondencia es la parte del tercer libro que mas me interesa.

Para lograr establecer esta relacidon Euclides tratard de encontrar ias
relaciones que existen entre los elementos que componen a un segmento circular,
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éstos son el arco, la cuerda y el angulo en el segmento. Me interesa de manera
particular destacar las condiciones que garantizan la unicidad de la construccion
un segmento circular que propone Euclides. Son los siguientes teoremas que se
ocupan de ver lo que necesita cada uno de estos objetos para determinar a los
otros.

Denotaré con Hagg al segmento circular ABG, con

Ol a un angulo en el sagmento 5, Ay y o 4 son la
cuerda y el arco de circunferencia que forman el
segmento circular ps y . ag serd el arco que pasa por

los puntos A, By G. Lalinea £ s es la recta que pasa
por los puntos Ay B,

Fig. 4.13

Un arco determina de manera Unica una cuerda, cosa que puede probarse
facilmente sélo con elementos del primer libro. Un arco es una linea, D.A.3 dice
que extremos de linea son punfos; ese arco tiene como extremos dos puntos, por
P.1 puede trazarse {a recla que pasa por esos dos puntos ¥ N.C.9 garantiza que

esa recta, cuerda del segmento circular, es dnica.

AG Ay =4 (Ao Ga)

Fig.4.14
Como la cuerda base del segmento .5 es la linea que tiene por extremos a
fos puntos Ay G del arco .+, entonces podemos asegurar que en un segmento
circular 5 la cuerda se determina de manera Untica.
Cuando se tiene un arco de circunferencia, el
segmento circufar que se genera es uUnico, este es, el
formade por el arco dado y la recta que pasa por sus

extremos. Si un segmento de linea fuera base de un (nico
/\

segmento circular el problema que busco resolver (establecer
Fig. 4.15
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que objetos determinan la unicidad de ia construccién de un segmento circular) ya
estaria resuelto pero no es asi. Por los puntos extremos de una finea se puaden
trazar una infinidad de arcos de circunferencia distintos. Esos arcos, junto con la

unica linea, generan una infinidad de segmentos circulares distintos.

Como la cuerda por si sola no determina un tnico segmento circular, habra
que ver lo que pasa con otra de las partes del segmento, el &ngulo, si determina o
no un unico segmento circular. Antes de hacer esto Euclides tratara de establecer
en los siguientes tres teoremas las relaciones enfre los distintos dngulos que se

pueden asignar a una cuerda en un circulo.

E.H!.20 demuestra que ef dnguio puesto en el centro es

5 el doble del puesto sobre la periferia, cuando los angulos

o 415 comprenden como base al mismo arco, esto es a = 2.

Este es el hecho en que se basa para demostrar E.N.21, /os 4nguios
puestos en el mismo segmento son iguales enire si. Este Ultimo es interesante
porque aclara la definicion D.I.8, dngulo en el segmento es ef limitado por las
rectas trazadas desde un punio de la periferia del segmento a los extremos de Ia
recta que es base del segmentio. .

Siguiendo al pie de la letra la definicion, en un
segmento circular se pueden trazar una infinidad de
angulos: «, B, v, 8, etc. Este teorema prueba que todos

ellos son iguales y al ser todos iguales tenemos que el

Fig.4.17 angulo en el segmento es unico.

Ya que se sabe que el angulo en el segmento es Unico, entonces se puede

afirmar que el segmento circular determina de manera unica al angulo.




AG oy = a(Las, L)

Fig. 418

El angulo en el segmento sera el angulo que forman las lineas Lra y Lag,

donde B puede ser cualquier punto que esta en al arco de circunferencia distinto
de los extremos Ay G.

6 Pero al igual que en el caso de la cuerda, el angulo

(A\ ' por si solo no determina un Unico segmento circular. Ei
angule a es tanto el angulo del Aags, como del segmento

m dace. El segmento Aage estd completamente contenido
A B8

Fig. 419 dentro del Aace ¥ como el todo es mayor que la parte

(N.C.8), es claro que los segmentos no son iguales, Lo mismo pasaria con
cualquier segmento formado por un arco que pase por el punto G vy tenga como
base la recta que pase por cualesquiera dos puntos que pertenezcan uno a la
recta AG y ofro a la recta BG.

En E.I.22Z se demuestra que en los cuadnlateros puestos en ios circulos
los dngulos opuestos son iguales a dos rectos. Esto es,

a+y = 2R

o

Fig. 4.20

De estos tres teoremas se tiene que al cortar una cuerda a un circulo
quedan determinados tres angulos que no son iguales pero si dependientes y que
obedecen a la siguiente relacion:
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Fig.4.21

Hasta este momento Euclides ya sabe que un segmento el angulo en el
segmento y la cuerda base del segmento se determinan de manera dnica, pero
falta mostrar el inverso, esto es, lo que determina un uUnico segmento circular.
Hasta ahora lo Unico que sabemos es que ni la cuerda ni el angulo determinan un
unico segmento circular por si solos.

Euclides traté de establecer la unicidad con cada uno de los componentes
del segmento circular por separado y no tuvo éxito, ahora trabaja conjuntamente
con la cuerda y el angulo para enunciar los dos siguientes tecremas que se
refieren a la igualdad de segmentos circulares. E.Ml.23 es un teorema de
preparacion que dice: sobre una misma recta no se pueden construir dos
segmentos circulares semejantes y desiguales en la misma parte; y que sirve para
demostrar el teorema fuerte ENL.24; los segmentos circulares semejantes puestos
sobre rectas iguales son iguales entre sf.® Si el angulo en el segmento 5 es igual

al angulo en el segmento A‘ se dice que los segmentos A y A son semejantes.

E.lll.24 es el teorema sobre el que recae la garantia de la unicidad de la
construccion del segmento pero me parece que la legitimidad de su demostracién
es un tanto incierta pues no creo gue una demostracion valida deba apoyarse en

los resultados visuales de la figura para justificar el ocuumépaopa. Euclides

demuestra este teorema por el método de superposicion'’ de la siguiente manera.

H Se aplica el segmento Jags al Agzn, €l punto A con el
@ G, el B con el Dy, por ser iguales, la recta AB con la GD.
0 o}
Fig. 4.23
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Hay tres posibilidades, que uno de los segmentos quede dentro del otro,

z _H
gue se intersecten de esta manera, G @ o
Fig. 4.24
EZ
0 que coincidan, A @B
Fig. 4.25

Después de haber expuesto los tres casos Euclides comienza a descartar
posibilidades. El afirma que un arco no puede estar dentro del otro porque se
tendrian dos segmentos circulares semejantes y desiguales sobre la misma recta,
io que contradiria E.I.23 pues sobre una misma recta no pueden construirse dos
segmentos circulares semejantes y desiguales. De esta manera fas fres
posibilidades se reducen a dos.

Si los segmentos circulares se cortaran de esa manera entonces se
tendrian dos segmentos que pertenecen dos circunferencias que se estarian
intersectando en {res puntos distintos: G, H y D. Lo que contradice E.IIL10: un
circulo no corta a otro en mas de dos puntos. Se descarta entonces el segundo
caso.

La dnica posibiiidad es que los segmentos deben coincidir y, por lo tanto,
ser iguales. Se puede ver que la estrategia de Euclides no consiste en demostrar
que los segmentos coinciden, sino en demostrar que no pueden no coincidir.

La logica de la demestracion parece correcta salvo por un detalle: no
expone de manera explicita lo que significa poner un segmento circular encima de
otro. Una interpretacién que se le puede dar a este proceso de sobreponer un
segmento a otro consiste en desplazar uno de fos segmentos hasta que coincida
con el otro como lo hizo Euclides con la recla y el &ngulo en el primer libro.

Si 4 y &' son los segmentos circulares que queremos comparar, otra forma

de interpretar fa superposicion consistiria en construir encima del segmento 4
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dado un segmento circular A7 que sea igual al segmento circular A° y tratar de ver
como se relacionan el segmento b y el segmento A”. Ya que el segmento 5” se
construyd igual al A*, la misma relacion que guardan b y A" seria la relacion que
guardan 4 y A'. Cuando se trata de proponer algun procedimiento de construccion

de segmentos circulares con métodos euclidianos siempre se cae en un circulo
ViCioso.

Una forma en que se podria plantear el trazo de un segmento circular igual
a otro dado seria por medio de la magnitud del angulo cuyo vértice es el centro del

circulo al que ef segmento circular pertenece.

El segmento baps debe ser igual al

8 E
- iy segmento Aage. Lo que habria que hacer es
z

comenzar a trazar el arco . rpe desde un

Fig. 4.28 punto cualquiera Z' y con radio igual al radio del

circulo del que Aap; €5 parte, es decir, ZA=Z'A’. Lo que garantizaria que los arcos

son iguales es el tamafio del angulo en Z', si este angulo o’ es igual al a, los arcos
serian iguales. Porque este angulo especifica qué tanto del circulo debe trazarse
para que los segmentos sean iguales.

No puede usarse este hecho como justificacion pues la proposicion que
garantiza esta igualdad es el teorema EMNI.26, que requiere de E.N.24 para
demostrarse y es en éste ultimo en donde estoy proponiendo la igualdad de dos
segmentos circulares a partir de la igualdad de sus angulos.

También se puede especificar en que lugar hay que detener el compas para

que el arco trazado sea igual al otro mediante una cuerda.
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Con centro en A se traza un

circulo cuyo radio es igual a la longitud de

. ; : la cuerda AG del segmento circular Sass.
G l A G

+ Con centro en un puntc Z' y con ZA'=ZA,
se traza el circulo A'B'G'. En el momento
en este circulo intersecte al circulo DEG’

Fig. .27 . .
se suspende el trazo de la circunferencia.

El arco de circunferencia . ype es igual al arco .« apg, pero nuevamente, el

teorema que garantiza esta igualdad es E.lll.24 que es la proposicion que trato de

demaostrar.

Por eso es que tratar de proponer un método de construccion para poner un
segmento circular encima de otro con los mismos elementos que sugiere Euclides
y tratando de evadir el método de superposicion genera un circulo vicioso.

Yo sugieroc que por el momento aceptemos que E.NIL.24 esta bien
demostrade y que dados un angulo y un segmento rectilineo existe un dnico
segmento circular cuyo angulo sea igual al angulo dado y cuya base sea igual a un
segmento rectilineo dado. En este momento estoy analizando el trabajo que hizo
Euclides y quiero seguir adelante para llegar al procedimiento que él sugiere para
la construccion de un segmento circular con estas caracteristicas. En el siguiente
apartado propondré un estudio alternativo acerca de esta parte del tercer libro,
también hablaré con mas detalle del problema de la superposicicn como parte de

la kaTaokewr.

Antes de que Euclides proponga la construccion de un segmento circular,
dados un angulo y una cuerda, necesita exponer ctras condiciones que garantizan
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la igualdad de los angulos y las cuerdas en los segmentos circulares.'® E) primer
teorema que se encarga de esto es E.lll.26 que remite la igualdad de segmentos

circulares en circulos iguales a la igualdad de los angulos en cada segmento.

La proposicion E.II.26 afirma que en los circulos iguales los angulos iguales

comprenden arcos iguales sea que estén construidos en los centros o en fas
periferias. Los angulos iguales garantizan la igualdad de las cuerdas Aac ¥ Aac ¥

por E.llI.24 los arcos son iguales.

o = QU = shpe = Yapo

Fig. 4.28
Si los angulos « ¥ o’ son iguales, entonces los arcos de circunferencia #gg

y & apg SON iguales.

La proposicion E.I1.26 es la inversa de E.I.27. Mientras que en E.II.26 se
demuestra que los arcos son iguales si los angulos son iguales, en E.NL27 se
demuestra que si los arcos son iguales los dangulos son iguales; siempre teniendo

como condicién que se este trabajando en circulos iguales.

E.N.27 dice: en los circulos iguales los dangulos que abarcan arcos iguales
son iguales mutuamente, sea que salgan de los cenfros, sea que estén
construidos en la periferia. Los angulos son iguales si los arcos son iguales.

Ahoe = Aawe > O = QA

Fig. 4.28

42



De estas dltimas dos proposiciones se tiene que thppe = g O = A

En las siguientes dos proposiciones Euclides remite la igualdad de arcos a

la igualdad de las lineas que los generan al momento de cortar a circulos iguales.

E.NL.28 En los circulos iguales, rectas iguales cortan arcos iguales, ef mayor
con el mayor y el menor con el menor. Euclides demuestra que los angulos que
tienen a fas cuerdas como base son iguales y por E.IIL.26, fos segmentos también

son iguales.

G G'

7\-.\5 = KA’B' = dﬁ\ae = dago

A 8 A g
Fig. 4.30
Al igual que en el caso del angulo, en el caso de la cuerda el E.II128 afirma

que si las cuerdas son iguates los arcos son iguales, mientras que E.NL29 afirma

el inverso, que las cuerdas son iguales si los arcos son iguales.

E.N.29 En /os circulos iguales, arcos iguales estan subtendidos por rectas
iguales. Euclides supone que los arcos son iguales y por E.NIL27 concluye que los
angulos ZAZB y ZA'Z'B’' también lo son. Como los circulos ABG y A'B'G’ son
iguales las rectas ZA, ZB, Z’A’ y Z'B’ son iguales; y como ios angulos ZAZB y
ZA’Z'B' son también iguales, entonces los tfriangulos ZAB y Z’A’'B' son iguales
(E.L4) y por lo tanto sus bases (las cuerdas) AB y A'B’ son iguales.

G G’

bQiABG :M‘B'G' = KAB = ;LA‘B‘
A 8 A B

Fig. 431
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Al igual que con E.JIL.26 y E.NL27, de la pareja E.II1.28 y E.IIL.29 se tiene
que .fhec = hee < Aas = Aawm, €5 decir, que en circulos iguales los arcos

son iguales cuando las cuerdas son iguales y si los arcos son iguales, tambien las
cuerdas o seran.

Con estas cuatro proposiciones Euclides establece que en circulos iguales
angulos y cuerdas iguales determinan arcos iguales y viceversa. A partir de
E.lll.26 y hasta E.HL.29 Euclides deja de hablar de segmentos circulares y
comienza a hablar de arcos de circunferencia.

Euclides define io que son segmentos circulares semejantes pero no define
cuando los segmentos semejantes son iguales. Un segmento del circulo es la
figura limitada por una recta y la periferia def circulo. Yo creo que al hablar de
segmentos iguales Euclides se refiere a segmentos que tienen partes iguales, es

decir, que estan limitados por cuerdas y arcos iguales.

G G'
AQB A‘QB‘

Fig. 4.32

Los segmentos circulares son iguales si & arco .s/pe es igual al arco

Aee ¥ Si la base Aas es igual ala base Aag.

No hay ningun axioma en Euclides que exprese las condiciones que deben
cumplir dos arcos de circunferencia para ser iguales y por eso es que Euclides
compensa esta carencia en los teoremas E.NIL26 a E.NL.29 remitiendo la igualdad
de arcos de circunferencia a la igualdad de objetos rectilineos, estos son la cuerda
y el angulo en el segmento.

En E.NLL.24 Euclides afirma que la igualdad de segmentos circulares
depende de la igualdad de los angulos en los segmentos y de las cuerdas que son
base de los segmentos. Mi afirmacién acerca de los segmentos circulares que son
iguales si tienen arcos y bases iguales, en el trabajo de Euclides se transforma en

4



que “"dos segmentos circulares son iguales si las bases y los angulos en los
segmentos son iguales”. Euclides esta remitiendo la igualdad de los arcos que
forman los segmentos circulares a la igualdad de los angulos en los segmentos.

La clave para la validez de la sustituciéon que de remite al angulo en lugar
del arco esta en E.MI.26 y E.Ii.27. En estos dos teoremas Euclides demuestra que
los arcos son iguales cuando los angulos son iguales y si los arcos son iguales los
angulos también lo seran. Con esta pareja de teoremas estd mostrando que su
proceder es correcto, es valido remitirse al angulo en el segmento en lugar del
arco circular que limita al segmento.

En estas dos proposiciones Euclides no estd habiando del &ngulo en el
segmento que esta estudiando sino del angulo en el segmento complementario.
En E.IM.22 ya demosiré que los angulos de ambos segmentos suman dos rectos,

entonces ef angulo que va a sustituir al arco del segmento no es el angulo a del
que esta hablando en E.IIL26 y E.III.27 sino que es un angulo B igual a 2R - a.

Una vez que ha justificado la legitimidad de esta sustitucién s6lo necesita
un teorema mas antes de proponer ia construccion de un segmento circular.

E.N.32 Si una recta es tangente al circulo y desde el punto de contacto se
fraza una recta que corte al circulo, los dngulos que ésta haga con fla tangente
serdn iguales a los dngulos que se forman en los segmentos alternos.

G

E
yi F
A B
c

Fig. 4.33
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Al trazar ia tangente por el punta C, 4BCE = ZCDE y ZACE = ZEFC.
Y al trazar |a tangente por el punte E, #GEC = ZEFC y ZBEC = ZEDC.

Luego, se tiene que «BEC = /BCE=a y LGEC = ZACE=]}

Una vez demostrado este teorema Euclides ha terminado de exponer todas
las proposiciones de préparacién que le serviran para justificar el problema fuerte
E.lI.33 donde propone la construccion de un segmento circular a partir de un
angulo y una cuerda dados. Con estas Ultimas proposiciones queda establecido
que la base y el angulo en el segmento son las magnitudes que determinan un
unico segmento circular; y que este segmento circular es una funcién de ambas
magnitudes.

El problema fuerte E.NL33 requiere lo siguiente; sobre una recta dada
construir un segmento de clrculo que comprenda un dngulo igual a un dngulo
rectilineo dado,

Lo primero que hace Euclides es dividir la demostracion en tres casos
seglin si el angulo dado es agudo, recto u obtuso, aunque la construccién que

propone es esencialmente la misma.

Caso 1 Caso 2 Casn 3

\

B=E E

Fig. .34

Sobre la recta dada AB se traza la recta AD que forme con ella el dngulo
ZG dado. Se traza la recta AE perpendicular a la AD en el punto A. Luego se
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divide el segmento de recta AB en dos partes iguales por el punto Z. Se traza por
ese punto Z una perpendicular a AB. Esa perpendicular ZH intersecta a AE en &l

puntc H. H es el centro del circulo que tiene a AB como una de sus cuerdas,

Entonces se ha construido un segmento A ae, dados una recta y un dngulo.

En este momento me parece conveniente sefialar que la construccién del
segmento circular depende del quinto postulado. £} punto H es centro del circulo al
que pertenece el segmento que se construye. Si las rectas AE y ZH no se
intersectaran, la construccion propuesta no tendria sentido. Por ahora quiero dejar
este detalie en el aire, en el sexto apartado lo retomaré con mas detalle.

Los segmentos circulares que Euclides traza tienen fas caracteristicas que
él mostrd con anterioridad. El segmento se construye sobre una recta igual a la
recta AB dada y el anqulo en el segmento es igual al angulo dado. El teorema
E.IN.32 garantiza que el Zngulo £AIB es igual al dangulo #G dado.

El segmento circular que obtiene tiene la caracterizacién que demostrg en
la proposicion E.IIL30, ef dnguioc puesto en el semicirculo es recto {caso 2), el que
esld en el segmento mayor es menor que un recto (caso 1), ef que esta en el
segmento menor es mayor que un recto.. (caso 3).

Finalmente, presentd la forma de construir un segmente circutar dados un
angulo y un segmento de recta. De esta manera se puede afirmar que la relacion
de unicidad entre un segmento, su cuerda y su dngulo s en ambos sentidos y se

demuestran los siguientes puntos:

1. Silos segmentos A(L, @) y H(X, «') son iguales,
a. Los angulos o y o en estos segmentos son iguales, propiedad

demostrada en E.IL.27.
b. Las cuerdas base de los segmentos 3 y A’ también son iguales,
demostrado en el teorema E.NI.28.

2. Que dados una cuerda A y un angulo ¢, se determina un Gnico segmento
circular A{A, o) construido a través de E.IIL.33.
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Yo propongo escribir estas dos propiedades de ia siguiente manera:
SA,a) = ML, o) & A=A ya=0a

El segmento cuya base es la cuerda  y que contiene al angulo « es igual al
segmento cuya base es la cuerda A’ y que contiene al angule ¢ si tanto las

cuerdas como [os angulos son iguales; y si los dangulos y las cuerdas son iguales
entre si, los segmentos también seran iguales.
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5. EL PROBLEMA DE LA SUPERPOSICION

En la seccidn anterior hice un anéilisis del trabajo de Euclides en el tercer libro.
Mostré como es que Euclides remite el estudio de un segmento circular a dos
magnitudes rectilineas que son una cuerda base del segmento v un angulo en el
segmento. La proposicion que justifica esta suslitucion es E.M.24 para cuya
demostracion la xataoxeur; consiste en sobreponer una figura a otra. Como
sefialé en su momento, este tipo de construccion no es para mi del todo
convincente por eso es que en esta seccidn trataré de proponer un estudio
alternative del tercer libro de Los Elementos del mismo modo que David Hilbert
hizo con el primer libro.

Euclides utiliza |Ia superposicién para demostrar la proposicion E.lIL.24 y
propone ef siguiente procedimiento.

Se aplica el segmento AEB sobre el GZD, el punto Aconel G, el Beon el D

y, por ser iguales, la recta AB con la GD.

E""'_‘\uz

E Z
NN 0T Ny AN

G

Fig. 5.1

Lo que Euclides hace es mostrar que los segmentos circulares no pueden
no coincidir y concluye por to tanto que son iguales.
La superposicidn es una construccion parte de la xaTtaokeur; a la que

Euclides recurre $6l0 tres veces en Los Elementos y al parecer (o hace cuando no
tiene otra alternativa. Esto se debe, tal vez, a que él mismo se da cuenta de que el
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método es un tanto ambiguo. No explica de manera clara lo que significa “aplicar’
una figura sobre otra.

Antes de comenzar con mi trabajo alternativo referente al circulo y en
especial a E.lll.24, me parece conveniente analizar brevemente el proceder de
Hilbert.' Comenzaré por discutir la manera en la que Hibert demostrd las

. proposiciones E.L4 y E.I.8 de Los Efementos.

El problema que genera el método de superposicion no puede simplemente

dejarse de lado. La primera vez que Euclides lo usa es en la proposicion E.LL4, un

teorema que establece un criterio para la igualdad de triangulos.

E.l.4 8i dos trdngulos tienen dos lados respectivamente iguales uno a uno, e
iguales fos dngulos comespondientes comprendidos por tales recfas iguales,
tendrén bases iguales entre si y sera un trigngulo igual al otro...

Este es una de las proposiciones méas importantes dentro de la geometria
de Euclides porque gran cantidad de las proposiciones de libros posteriores se
apoyan en esta demostrada con el método de superposicién. Si no fuese valido
recurrir a la superposicién cuando se quiere demostrar alguna afirmacion, la
estructura logica de Los Elementos presentaria inconsistencias desde el principio.

Para demostrar E.l.4 Euclides supone que 10s lados AB y DE, AGy DZ y los
angulos ZBAG y £EDZ son iguales respectivamente. Luego aplica el frianguio
ABG sobre el triangulo EDZ.

B 6 E z /N
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Euclides afirma que el punto A cae sobre el D y la recta AB sobre la DE.
Como AB es igual a DE entonces los puntos B y E coinciden. Los angulos ZBAG y
ZEDZ son iguales, luego la recta AG se aplica sobre la DZ y como éstas dos
también son iguales, el punto G coincide con el punto Z. Debido a que el punto B
coincide con el punto E y el punto G con el punto Z, las rectas BG y EZ deben
coincidir,

ASD Si no fuera asi entonces habria dos reclas
distintas que pasan por los puntos E y Z. Este argumento
asegura la coincidencia de las rectas BG y EZ pero

B=E TT Z=6  {ambién es un argumento interpolado a partir del cual se
origina presumiblemente N.C.9 que concluye que dos

rectas no circundan una regidn.

Hay dos problemas clave con este método de construccion que se
presentan no sélo en esta proposicién sinc en las fres proposiciones en las que
Euclides lo utiliza. El primero es una pregunta muy vélida: ;como se mueve una
figura para aplicarse sobre otra? E! segundo es que Euclides jamas habla sobre la
unicidad de construccion de un segmento 6 de un angulo. No hay forma de
suponer que las nociones comunes impliquen un postulado que garantice la
unicidad de la construccion. Mas aln, si el superponer un objeto significara
moverlo hasta ponerlo encima de otro, jcomo saber que el primer objelo es

invariante bajo ese movimiento?

En Los Elementos la unicidad de la construccion de rectas y dangulos se
podria establecer con N.C.7, las cosas congruentes entre sf son iguales entre si y
N.C.8, e/ todo es mayor que las partes. La superposicion consiste en aplicar una
figura sobre ofra y observar si las partes coinciden o no. Si coinciden, son iguales
de acuerdo con N.C.7; si no coinciden una es mayor que la otra como se afirma en
N.C.8."°
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Mi parecer sobre estas nociones comunes, y que considero es el mismo
parecer de Hilbert, es que éstas no son realmente suficientes para garantizar la
unicidad de la construccion, porque sugieren un método de demostracion que es
practico y no tedrico pues el argumento concluyente se basa en una percepcion
sensorial percepcidn sensorial y no en una percepcion axiomatica. Esto se debe a
que el resultado se concluye a partir de lo que se observa en la figura trazada y no
en axiomas previamente expresados. No basta observar si las figuras coinciden o
no, se necesitan axiomas que garanticen la igualdad de manera explicita. En su
libro Fundamentos de la Geomefria Hilbert trata este problema a su modo.

Reestructura la exposicion de la geometria con base en estos 5 grupos de

axiomas que son:

I Axiomas de incidencia, que establecen una relacion de incidencia
entre punios, lineas y planos

il Axiomas de orden, que definen el concepto “estar entre” para asi
ordenar los puntos de una linea, un plano o el espacio.

. Axiomas de congruencia, gue definen los conceptos de congruencia
y desplazamiento,

IV. Axioma de las paralelas, que establece que dados una recta y un
punto fuera de elia, existe a lo mas una linea paralela a ella que
pasa por ese punto.

V. Axiomas de continuidad, que hace posible la introduccion de

continuidad en ia geometria.

En el trabajo de Hilbert se encuentra e! primer teorema de congruencia en
el que se demuestra de manea altemativa la proposicion E.l.4 de Euclides. El

teorema dice lo siguiente:
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H.12 E/ tridnguio ABC es igual al trigngulo A'B'C’ si AB=A'B, AC=A'C'y LA=<A'.

A A

B c e c
Fig.5.4

Hilbert. utiliza dos axiomas de congruencia para demostrar su primer

tecrema de congruencia. Estos dos axiomas son:

H.AC.4 Si dan un angulo <{h,k} en un plano a, la recta a’ en un plano o, se fija un
lado de a’ sobre el &, y si a la vez h’ designa un semirrayo de la recta a’ que parte
del punto o', se dard en este caso en el plano o’ un semirrayo y uno sélo k' tal que
el angulo <(h,k) sea congruente con el éngulo «(h' k) y a la vez que todos los
puntos interiores def éngulo <(h'.k’} se enconfrarén en el lade dado de &’
simbdlicamente,

Zhk) = 2R k')

H.AC.5 S/ para dos tridngulos ABG y A'B'G’ valen las congruencias AB = A'B’,
AG=A'G' y ~BAG = «B'A'G’, entonces también se cumplirdn las congruencias
ZABG = #AB'G'y #AGB = FA'G'B".

A A

B 8 B G
Flg.5.5

Con estos dos axiomas la prueba de H.12 procede como sigue. Si se tienen
dos trianguios de tal manera que AB=A'B’, AC=AC'y ~.CAB= 2~ C'A'B".
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B B De acuerdo con H.AC.5 se tiene
‘ también que ZABC=<A'B'C’ y
ZACB=/A'C'B'". Si CB no es igual a C'B,

A ¢ X ¢ enlonces existe un purito D' sobre C'8' de

tip.54 tal manera que CB=C'D’.

AC=A'C, CB=C'D'y ZBCA = ZD'C'A". Aplicando H.AC.5 a los tridngulos
ACB y A'C'D’ se tiene que ZCAB = £C'A'D". Pero se sabia que ZCAB=-C'AB',
luego ZC'A'B’' = £C'A'D’; lo que contradice al axioma H.AC.4.

Por lo tanto, CB = C'B' y los tridngulos ABC y A’B’C’ son congruentes.®®

Hilbert retoma la proposicion E.I.4 de Euclides y io demuestra de manera
alternativa. A mi me parece que lo que Hilbert objeta es que tratar de demostrar
que dos lineas son iguales es un problema de congruencia y no un problemsa de
incidencia. Creo que es por eso Hilbert utiliza sdlo axiomas de congruencia para
demostrar tanto H.12 como H.18. Para Hilbert demostrar que dos objetos tienen

que coincidir no demuestra que los objetos son iguales.

Otra proposicién en donde Euclides usa el método de superposicion es
E.L.B, que en Los Elementgs también se refiere a las condiciones que garantizan la

igualdad de dos tridangulos.

E.1.8: Si dos tridnguios tienen dos lados def uno respectivamente iguales a los del
otro e iguales las bases tendran iguales los dngulos comprendidos por las rectas

iguales.

Euclides aplica el triangulo ABG sobre el tridanguto EDZ, el punto B sobre el
E, el G sobre el Z y por ser iguales, la recta BG sobre la EZ.



No puede pasar que AB sea igual a
DE al mismo tiempo que es igual a EH, de
6 ¢ 7z igual manera, tampoco puede pasar
AG=DZ=HZ, pues la imposibilidad de que
Flo. o7 esto suceda ya fue demostrada el teorema
anterior, E.I.7: dos rectas respectivamente iguales a olras dos con los mismos
extremos en ef mismo fado de una misma recta no se juntan en dos puntos
distintos. Luego, los tridngulos se adaptaran congruentemente y también lo hardn

sus angulos,

Del mismo modo que Euclides utiliza una proposicion previa para demostrar
E.l.8, Hilbert prueba su analogo H.18 que corresponde al fercer teorema de

congruencia, con {a ayuda de un teorema previo que dice:

A
H. 17 Si dos puntos C y D se colocan de lados
¢
diferenfes de la recta AB y de tal manera que AC =AD y
o BC = BD, enfonces los angulos <ABC y <ABD son
Fig. 58 congruentes.

La hipétesis de Hilbert para demostrar H.18 es que en los triangulos ABC y
A'B'C’ los lados AB, BC, CAy A'B’, B'C' C'A’ son congruentes, respectivamente.

Hilbert construye a partir de!l lado A'C' y hacia ambos lados, el angulo
£CAB. De tal manera que las lineas A'B” y A'B" sean congruentes a la linea AB.

¢ c
B
B g
g
A A
Fig. 59
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Por construccién e hipdtesis se tienen las siguientes igualdades:

AB=AB' =AB"=AB" vy ZCAB= #CAB" = ZC'AB™

También A'C’ es congruente a si misma y por H.12, los triangulos ABC,
A'B"C' y AB"C son congruentes. Por lo tanto, los lados BC, B"C' y B"C’ también
lo son. Por hipétesis BC y B'C' son congruentes, luego B'C’ y B'C’ también lo son.

Los tridngulos A'B'C’ y A'B"C' cumplen las condiciones de H.17, luego
ZG'AB y «C'A'B™” son congruentes. Ya se tenia que ZC'A'B" = ZC’A'B"™, luego
ZLCA'B = £C'AB". Lo que contradice la unicidad de la construccién del angulo.
Por lo tanto los puntas B’ y B” son el mismo.

En los tridngulos ABC y A'B'C' se tiene que AB=A'B’, AC=AC y

ZCAB=<C' AR, de acuerdo con H.12, |os tridngulos son congruentes.

Ahora que he mostrado el proceder de Hilbert para demostrar de manera
alternativa y sin recurrir al meétodo de superposicion las primeras dos
proposiciones en las que Euclides lo utiliza, continuaré mi trabajo para hacer lo
mismo con E.lII.24.

Para comenzar quisiera proponer tres definiciones que mas adelante
utilizaré para estudiar mas a fondo la naturaleza de algunas figuras no rectilineas.

D.I  Dos circulos son iguales si sus radios son iguales.

D.l Dos arcos de circunferencia son iguales si pertenecen a circulos

iguales.”

D.Il Dos segmentos circulares son iguales si sus angulos en el segmento

son iguales. Esto es, dapc = Aamc si ZABC = £ ABC'.

Fig. 510
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En el aparlado anterior yo afirmaba que dos segmentos tendrian que ser

iguales si estaban fimitados por arcos y cuerdas iguales. Antes de demostrar
E.lI.24 de manera alternativa quiero proponer axiomas de congruencia para arcos

de circunferencia de la misma manera que Hilbert o hizo para lineas rectas.

Al

All

Al

AV

Si Ay B son dos puntos de una circunferencia C y A’ es un puntg €n
la misma ¢ en otra circunferencia €, entonces siempre se puede

encontrar de un lado de la circunferencia C’ respecto del punta A’ un
punto B’ de tal manera que el arco .#g es igual al arco .#g. En
simbolos, g = 4. También se tiene que cada arco es igual a si
mismo, .,Q(AB = Jf,qg.

Si un arco .#hpc es igual al arco apc y al arco aecr, S€ran
iguales también los arcos .#hpc ¥ Zapcr. Esto es, si shae = Hane
y Hapc = Hpger, vale también sfape = Aasrc.

Sean .hgc ¥ «Fcoe dos arcos sobre la circunferencia € que sblo
comparten el punto C y Aaec ¥ Aopp dos arcos sobre la misma
circunferencia o sobre otra distinta C'; si se tiene que e = e
y fepe = Aope también se tiene siempre que ace = ace.

Segmentos circulares semejantes son iguales si pertenecen a

circulos iguales.

Este ultimo axioma me sirve para demostrar E.lll.24 de manera alternativa,

pero antes quiero hacer un pequefio ajuste en el orden de los teoremas del tercer

libro. La proposicién E.N.25, dado ef segmento de un circulo, suplir el circulo de
que es segmento, es independiente de E.ll.24, por lo que puede antecederlo.

Necesito que E.NL25 se demuestre antes pues en la kaTtaokevyj de la
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demostracion que propongo de E.IIL24 se requiere encontrar los centros de los

circulos a los que los segmentos circulares pertenecen.
La prueba de E.I.24 con base en A.IV puede proceder de la siguiente
manera; '

Sean pues Sapc ¥ dawc [0s segmentos circulares semejantes y Aac ¥ Aac

las bases iguales. Dividase la recta Aac en dos partes iguales por el punto D. Por
o tal punto trdcese ia recta BZ perpendicular

‘C ¢ a Aac. Trécese la linea BC. Cépiese el
v N2

angulo #DBC sobre la recta BC (E.l.23}),

Fig. 5.11 para tener el angulo #BCZ. Por E.NIL.25, el

punto Z, interseccion de BD y CZ, es el

centro del circulo al que el segmento circular Aapc pertenece. Con el mismo
procedimiento se obtiene que Z’ es el centro del circulo al que el segmente circular

bawc pertenece.
Los triangulos BDA y BDC son iguales de acuerdo con E.L.4 debido a que

AD = DC, ZBDA=/BDC=R y DB = DB. De la misma manera se tiene [a igualdad

de los triangulos B'D'A’ y B'D'C’. Por lo tanto, Z/ABD = ~CBD y Z/A'B'D' = ZC'BD'.
Los segmentos circulares Sagc ¥ dasc son semejantes, luego,

ZABC = Z/A'B'C' pero también, £CBD =% ZABC =% ZAB'C = ZCBD'.

Por E.L.32, en los triangulos BZC y B'Z'C’ se tienen las siguientes igualdades,
ZBZC=2R-{£ZBC + #ZCB)= 2R - (£Z'B'C' + £Z'C'B") = LBZC’

De igual manera, en los tridngulos ZDC y Z'D’'C’ se tiene

£DCZ=2R - (£CZD+ £ZDC)=2R - (£C'Z0’ + LZDC) = £D'C'L
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Los tridngulos DCZ y D'C'Z’ son iguales pues £Z2DC = £Z’D'C’, DC=D'C’ y
£DCZ = £D'C'Z, en otras palabras, tienen dos angulos y el segmento entre ellos
iguales (E.L.26). Por lo tanto ZC = Z'C".

Los circulos a los que los segmentos circulares ABG y A'B'G' pertenecen
son iguales pues tienen radios iguales, por lo tanto los segmentos circulares
semejantes son iguales.

Una vez demostrada esta proposicion se puede concluir que dos angulos
en el segmento y dos cuerdas bases del segmento respectivamente, determinan

segmentos circulares iguales. Esto es,
A=A ya=a =25(A, a) = AN, d)

Se tiene entonces que con A.IV también se demuestra que los segmentos
circulares son iguales cuando los angulos y las cuerdas son iguales y eludiendo el
método de superposicion. Lo que esta prueba muestra es que los circulos
construidos a partir de segmentos semejantes con bases iguales y de acuerdo ¢on
E.lll.25, son iguales; el Gltimo axioma que propongo permite entonces concluir la

igualdad de los segmentos circulares.

Ya esta demostrado E.lll.24 en |a forma en que me propuse sin recurrir al
método de superposicion. Aunque ya no es necesario mover un segmento circular
para ponerlo sobre otro quiero proponer un método para construir un segmento
circular que sea igual a otro segmento circular y que pase por un punto dade.
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Proposicién 2. Por un punto dado construir un segmento circular igual a
otro segmento circufar dado.

Sean pues ABG el arco de circunferencia y A’ el punto dados.

Encuénirese Z el centro de la circunferencia a la que ABG pertenece
(E.IL.25). Tracese por A’ una recta A'Z

. b
B ,‘i " / igual a AZ (E.I.2). En el punto Z' y sobre |a
do G‘
N2 x[ Q recla A'Z’ construyase /A'Z'G’ igual a
R S =
i A z ZAZG (E.L23). Con centro en Z' y radio

e A'Z' constriyase el arco A'B'G' desde el

Flg. 512 punto A’ hasta que corte con la recta Z'D’.
El arco A'B’'G' sera igual al arco ABG dado debido a AV y de acuerdo con lo
siguiente.

Una vez ftrazados Ios dos
segmentos circulares  dividanse los
angulos ZAZG v ZA'Z'G’ en dos partes
iguales por las rectas ZBy Z'B’.

Fig.5.13
Por construccion ZAZG = ZA'Z'G’ luego, ZAZB=/BZG=/AZ'B'=/B'Z'G".
Por ser radios de circulos iguales, ZA=ZB=ZG =ZA' =ZB =2Z2'G.
Por E.l.4 los triangulos AZB, BZG, A'Z'B' y B'Z’G’ son todos iguales.
Ademas se trata de triangulos isésceles luego,
ZZAB = /7ZBA = /ZBG = L/ZGB = ZZ’A'B' = LZZB'A' = LZBG = /ZGB'
£LABG = £7ZBA + [Z/BG = L/ZBA + /ZB'G = /ABG
Como los angulos ZABG y ~A'B'G' son iguales, se tiene que ios segmentos

circulares trazados son semejantes y por pertenecer a circulos iguales, son

también iguales. Asi se ha trazade un segmento circular Aage igual al segmento

circular $ape dado de tal manera que pasa por un punto A' dado.
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Si se quisiera reestructurar el tercer libro de Euclides para incluir esta
demostracion de E.NI.24, Proposicién 2 y los axiomas yo propongo el siguiente

orden:

D.1, DI, D2, ., D10, DI
Al AL AL ALV
...E. .21, E.i1.22, EJIL.25, Proposicién 2, E.IN.23, E.INl.24, E.IIL.26...

Recordemos que las definiciones D.i y D.llI corresponden a las definiciones
D.I.1 y D.NL11, respectivamente. Este orden de las proposiciones no genera
ningin caos logico pues E.NL25 y Proposicion 2 se demuestran
independientemente de E.IIL23 y E.lIl.24.

Finalmente logré responder de cierta manera las preguntas gue surgen
cuando se trabaja con el método de superposicion. Propuse una manera de
trasiadar un segmento circular y demostré E.Ill.24 sin recurrir a la superposicién.
Es cierto que utilicé un axioma que no se encuentra de manera explicita en
Euclides pero gque yo crec supone verdadero de manera implicita en varas

proposiciones, éstas son, E.II.26 a E.III.29.

Yo digo que en eslas cuatro proposiciones Euclides sugiere gue los
segmentos iguales pertenecen a circulos iguales por la siguiente razén. Estoy
convencida de que cuando Euclides habla de segmentos iguales esta hablando de
segmentos limitados por arcos y bases iguales. En estos cuatro teoremas propone
que los arcos iguales solo estan en circulos iguales, luego, podemos decir que las
periferias de circulo que limitan a los segmentos iguales sdlo pueden pertenecer a
circulos iguales y por lo tanto los segmentos también pertenecerdn unicamente a
circulos iguates. Ademas, no hay ninguna proposicion en el tercer libro que insinde
que puedan existir arcos iguales en circulos desiguales,
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6. EL QUINTO POSTULADO

La construccién de un segmento circular que propone Euclides en E.IIL33
depende, como lo sefalé en su momento, de la validez de P.5.

0 A z A La construccién que Euclides
B B propone es la siguiente. La recta AB cae
sabre las rectas AE y ZH. Por construccion,
el angulo ZBAE es menor gue un recto. El
a6 angulo ZAZH es igual a un recto pues la

recta ZH es perpendicular a AB. La suma
de un angulo menor que un recto y unc igual a un recto es menor a dos rectos,
entonces la recta AB, que cae sobre AE y ZH forma angulos menores a dos reclos

por lo tanto las rectas AE y ZH se intersectan,

A partir del punto H y con algun radio Euclides traza el circulo del que el
segmento que desea trazar forma parte. Es P.5 lo que garantiza que este punto
esta bien definido.

El quinto postulado juega un papel fundamental en el desarrollo del tercer
libro. La version que mas usa de P.5 a lo largo de este libro es la que se deriva de
E.l.32. De las 15 proposiciones que recurren a P.5 10 son de esta farma,

La razén principal por la que Euclides utiliza esta version mas que cualquier
otra es |la constante que establece. El tnanguio es la figura que mdas utiliza
Euclides, cualquier figura rectilinea puede dividirse en triangulcs para una infinidad

de propdsitos. Es la Unica figura que es equiangula si y sélo si es equilatera,
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E.L.32 establece una funcidn entre los angulos intemos de un tridngulo,
como la suma de sus angulos es constante, solo se necesita saber el valor de dos
de ellos para determinar el tercero.

Un ejemplo que tal vez aclare un poco mas lo que trato de decir es E.IIL.21
que dice: En los cuadrifdteros puestos en los circulos los dngulos opuestos son
iguales a dos rectos. La demostracion de este teorema procede de la siguiente
manera,

En la demostracién de esta proposicion Euclides recurre un teorema
anterior E.N.20: en un circulo los dngulos puestos en el mismo segmento son
iguales entre si.

A Porque son angulos puestos en los mismos segmentos,
se tienen las siguientes igualdades:
ZBAG=,BDG, #BGA=.BDA; ~ABD=AGD, ~DAG=2DBG
Por ser los angulos internos de triangulos también se tiene,
6 ZABG + ZBGA + ZGAB = 2R;. ZAGD + #GDA + £DAG = 2R,
Fig.8.2 ZBAD + ZBDA + £ABD = 2R; £ BGD + £GDB + #DBG = 2R.

Para los anguios opuestos ZBAD y #BGD se tiene lo siguiente,

#BAD + #BGD = #BAD + (ZBGA + ZAGD) = £BAD + £BDA + ~ABD = 2R
De igual manera, los angulos opuestos ZABG y ZADG son iguaies,

ZABG + ZADG = ZABG + (£BDA + 2 BDG) = ZABG + £BGA + #/BAG = 2R

Esto, por ser la suma de los dangulos internos de un tridangulo.

Debido a las herramientas matematicas con [as que contamos en la
actualidad es facil demostrar que un circulo queda determinado de manera Unica
por tres puntos ya que su ecuacién es de segundo grado. Euclides mismo sugiere
que el circulo trazado a partir de tres puntos es Unico y requiere de P.5 para su
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demostracion. Los siguientes problemas son un recuento de aguellos en donde se

traza un circulo a partir de tres puntos no colineales.
El primero que voy a retomar es E.lII.25 en donde se completa un circulo a
partir de un segmento circular.

Euclides demostrd que un angulo y una cuerda determinan

de manera unica un segmento circular. Con esta misma propiedad
podemos deducir que tres puntos no colingales determinan de

A . . i~
manera unica un segmento circular. Uno de los puntos es el vértice
Fig. 6.3
del anguto y los otros dos son los extremos de la cuerda.
En este caso, los tres puntos por los que pasard el 8

circulo son A y G extremos de la cuerda que limita al segmento
dado y B que es la interseccién del arco con una perpendicular
trazada a partir de la base del mismo segmento. Fig. 6.4

ENL25 Dado e segmento de un circulo, suplir el circulo de que es
segmento.
Ponge dos ilustraciones pues hay

A dos casos que pueden ocurrir durante la

ﬂ\ m construccion. Lo primere que Euclides
I ° ©1°  hace es dividir la base AG de} segmento
\L U en dos partes iguales por el punto D,

Fig. 6.5 luego traza DB que es perpendicular a

AG y también traza la recta AB. Se forma el dngulo ZABD, que puede ser mayor,
igual o menor que ZBAD. Los casos en que los angulos son desiguales
{£ABD<«BAD y ZABD > ZBAD) se tratan de manera idéntica.

Caso 1 Sea ~ABD > Z/BAD

Construir Z/BAE = ~ABD, prolongar BD hasta_E y trazar la EG...(la

demostracion continda)



Resulta que E es el centro del circulo buscado y la longitud AE su radio, lo

que garantiza que este punto realmente existe es P.5.
Por construccion £ ABD = ZABE = /BAE = ZBAD
En e! triangulo ABD, £ADB = R pero como en todo tnangulo, dos dngulos
tomados de vez son menores que dos rectos (EA.17), pasa que
ZADB+ ZABD <2R = R+ £ABD<2R
= ZABD<R = ZABE+/BAE<ZR

Entonces, se tienen las rectas AE y BD y una transversal AB, que al
cortarlas forma angulos intemos menores que dos rectos, luego las rectas

coincidiran (en el punto E).

Caso 2 ~ZABD = #/BAD

Este caso no necesita de P.5 pero coincide con el caso en que el segmento

del con que se trabaja es un semicirculo.

B Se divide el segmento AG en dos pantes iguales en
@ D. Como <ABD = /BAD, el tridngulo ADB es isosceles,
G A entonces
Fig. 6.6 DA = DG = DB

Y la demostracidn finaliza pues af formar un punto en el interior def circulo tal
gue desde este punfo se conducen al circulo méas de dos rectas iguales, el punto
tomado es ef centro def circulo (E.III.9), se tiene que D es el centro del circulo y
DA su radio.

En el cuarto libro de Los Elementos Euclides también traza circulos que
pasan por tres puntos. El primer problema que trata de esto es E.IV.4 en el que

hay que inscribir un circulo en un triangulo.
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E.IV.4 [nscribir un circulo en un fridngufo dado.

A La construccion se lleva a cabo de la

A siguiente manera. Se cortan los angulos
“ ZABG y ZAGB en dos partes iguales. Las
o ‘A_.A\ bisectrices de estos angulos concurren en el
G
Fig. 6.7 punto D.

La demostracion continda y muestra que el centro de circuio que se
pretende inscribir es el punto D y, otra vez, es P.5 lo que garantiza su existencia.

Parque ABG es un friangulo, ZABG + ZAGB < 2R

Por construccion, #DBG + ZDGB = % (ZABG + ZAGB) < % (2R) =R

Luego, £DBG + ZDGB < 2R

Ei siguiente problema es la construccion de un circulo que pasa por tres

puntos que son los vértices de un tridngulo ABG dado.

E.IV.5 Circunscribir un circulo a un triangulo dado.

| : i
R\ 8 . \ '
/ N
- B -~ . : F .'B

Flg. 6.8

La demostracion consiste en cortar las rectas AG y BG en dos partes
iguales. A partir de esos punios medios se trazan las perpendiculares, éstas se

intersectan en el punto D que es el centro del circulo que se desea trazar.

El segmento EF forma angulos «£DEF <« ~DEG y ZDFE < £DFG



Por construccién ZDFG = ZDEG = R, luego

(DEF <R, «DFE<R = «£DEF + ZDFE = 2R

Al incidir EF sobre las rectas FD y ED forman angulos menores a dos

rectos, por o tanto se intersectan {en el punto D).

En el trabajo de Euclides la existencia misma de un circulo no depende de
P.5, pero al intentar trazarlo de tal manera que pase por tres puntos no colineales

dados resulta ser indispensable.
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7. CONCLUSIONES

La geometria es una ciencia de formas y cantidades. E! problema de la cuadratura
del circulo tiene como objetivo medir el circulo. Es un problema de cantidad
aungue esta limitado por la forma pues trata de relacionar dos figuras de
naturaleza distinta, siendo una de ellas una figura rectilinea y la otra una figura no
rectilinea.

Euclides no resuelve el problema de la cuadratura dei circulo, ni siquiera
trabaja el problema pues esa no era su intencién. Lo que él hizo en el tercer libro
de Los Elementos fue establecer una funcién de determinacion no de medida. El
no muestra que la medida del angulo y la medida de la cuerda puedan dar la
medida del segmento circular sino que demuestra que este segmento que ellos
forman queda determinado de manera Unica, cosa que Euclides hace en el
teorema E.IN.24.

Al estudiar este teorema me parecid reconocer que tenia algunas
deficiencias por eso es que traté de darle al tercer libro una solucion alternativa de
la misma manera que hizo Hilbert con el primero. El trabajo que hice fue extenso
aunque me falfaron muchas cosas por comprender. No obstante estoy satisfecha y
maravillada con el trabajo de Euclides.
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8. NOTAS

(1} Ver Heath (1), pagina 221 y Knorr, pagina 27.

(2) Ver Heath (1), paginas 226-230 y Knorr, pagina 80,
{3) Ver Heath (1), pagina 232.

(4) Ver Knorr, pagina 30.

(5) Esta propiedad |la demuestra Euclides en E.XI.2.
(6) Ver Knorr, pagina 41.

(N El conjunto de los nimeros reales es no-numerable. Este a su vez se
divide en dos conjuntos, el de los nimeros algebraicos y el de los trascendentes.
El conjuntc de los algebraicos es numerable y como el total es numerable
entonces el conjunto de los nuimeros trascendentes no puede ser numerable. Por

lo tanto casi todos los nimeros reales son trascendentes.

8 Las Nociones Comunes han sido tema de muchas discusiones, desde
su denominacién hasta la cantidad. Proclo, por ejemplo, habla de axiomas y
justifica el término pues a pesar de que los gedmelras se referian a ellas como
Nociones Comunes, Aristoteles también las llamaba axiomas. Las llamaban de

distinta manera pero el significado era el mismo.

La cantidad de Nociones Comunes que se encontraban en el texto de
Euclides es un misterio. Herdn, s. | d.C., s6lo ponia las primeras tres aungue
usaba las dos siguientes en diversas ocasiones en sus demaostraciones, Simplicio,
s. VI a.C., expresaba que en los “textos antiguos” solo se encontraban las tres
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primeras. Adelardo de Bath solo tiene ocho pues la novena “dos rectas no
circundan una regién” es el sexto postulado. Heiberg, al igual que Proclo sélo
aceptaban cinco de ellas 1-3, 8 y 9. Proclo mismo admite la existencia de

manuscritos que varian en su lista de axiomas.

Paul Tannery sostenia que no habia ninguna Nociones Corunes en el
trabajo. original, que son una interpolacidon muy posiblemente del tiempo de
Apolonic quien, segln Proclo, intentd demostrarias. Uno de los argumentos de
Tannery es el orden en que se encuentran en el primer libro. Los postulados son
puramente geométricos y preceden a las Nociones Comunes que son propias,
salvo N.C9, de cualquier ciencia. Heath responde a esta observacidon diciendo
que seria menos natural presentar primero las definicicnes (que son geométricas)
y separarlas de sus postulados (también geométricas) por las nueve Nociones

Comunes de caracter mas general.

(9) El origen de N.C.9 no estd en Euclides, sino que se trata de una
interpolacton que se debe muy probablemente a Proclo. La incertidumbre del
origen radica en la manera en que Proclo escribia sus comentarios, pues por lo
general se expresaba en primera persona, “yo digo...”, “yo demostraré...”. Citd a
muchos por nombre, perc una cita andnima no garantizaba una contribucion
propia. Para poder determinar de quién es ia cita en cuestion es necesario analizar
el estilo. Hay muchas contribuciones explicitamente atribuidas a Proclo, al
comparar €l estilo de éstas con et dé N.C.9, segin muchos autores, se incrementa

la sospecha de que se deba a él,

Esta interpolacion se encuentra en algunas versiones de los Elementos
entre los postulados, tal es el caso de la primera traduccién al latin de Adelardo de
Bath en donde es el quinto postulado, y en otras como |a nocidn comun nueve, la

edicién de Heiberg.
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De donde seguramente surgio fue de E.i.4, dice “porque aplicado el punto B
sobre el E y el G sobre el Z, si la base BG no se aplicara scbre la base EZ, dos
rectas circundarian una regién lo cual es imposible”.

Hay quienes opinan que esta nocidén comln es innecesaria pues lo que
establece se encuentra de manera implicita en P.1. Procle pensaba gue eso es
algo que Euclides sabia pues al escribir P.1 “se puede trazar una recta de un
punfo cualquiera a otro punfo cualquiera” implica que se trata de una linea pero no

de dos.

(10) Los griegos no tienen una palabra especifica para el radio de un circulo,
simplemente lo llaman “la linea recta ftrazada desde el centro’cHe)

{n ex Tov kévTpov (evlaia)).

(11) Analizando estas dos proposiciones con un poco mas de detalle se
puede ver que E.l.1 es una caso particular de E.I.22. En ambas proposiciones se
trata de construir un triangufo dados sus tres lados; en el caso de E.I.22 los tres
lados son distintos y en el caso de E.l.1 los tres lados dados son iguales.

Fig. 8.1

En E.l.1, el primer lado del trianguto es AB, y en sus extremos se trazan dos
circulos que tienen radios iguales a los otros dos lados, ambos AB. En E.L.22, |a
longitud de uno de los lados es ZH y en los extremos se trazan dos circulos, pero
esta vez, uno con radio iguat a la segunda recta dada y el otro igual a la restante.

Dado que el procedimientc de construccion es el mismo, un

cuestionamiento muy razonable es ; por qué hay 20 proposiciones de separacion?
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No podria ser E.l.2 pues ésta ensefia a construir una recta igual a otra recta
dada, que es lo primero que hace en E.|.22, traza el punto Z sobre la recta DE de

tal manera que DZ sea igual a A, el primer lado.

Antes estd también E.L8 si dos tridngulos tienen los lados de uno
res,oectfvamente iguales a dos lados del ofro e iguales las bases tendran iguales
los dngulos comprendidos por las recfas iguales y E.L4: si dos fnidngulos tienen
dos lados respectivamente iguales uno a uno, e iguales los angulos
correspondientes comprendidos por lales rectas iguales, tendran bases iguales
entre si y serd un tridangulo igual al otro y serdn iguales los angulos restantes, cada
ung con su correspondiente. con aquel que sublienda lados iguales, los cuales
garantizan que el friangulo que se fraza es unico.

Ademas, no puede estar mas cerca de E.l.1 porque es hasta E.L.20 que
enuncia la condicién necesaria para que el tridngulo trazado sea realmente un

tridngulo, gue la suma de dos de sus lados sea mayor que el tercero.
(12) Ver Heath (2) paginas 221-232.

(13) Recordemos el método de Antiphon para cuadrar el circulo. El proponia
inscribir poligonos en un circulo, cada vez de un mayor numero de lados. Suponia
que en algun memento los lados serian tan pequenos que coincidirian con la
circunferencia del circulo. En esta proposicion Euclides demuestra que fa recta
que pasa por dos punfos cualesquiera de la circunferencia esta dentro del circulo,
independientemente de la cercania de dichos puntos.

Sin importar [a cantidad de lados que tenga el poligono
que gueramos inscribir en un circulo, cada uno de los lados de
ese poligono cae dentro del circulo. Hay una porcion de area
entre el poligono y el circufo gue se esta dejando fuera. La
suma de estas porciones de area es la diferencia entre el drea

Fig. 8.2 de la figura rectilinea y el érea del circulo. Claro que entre
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mayor sea el numero de lados que tenga el poligono mas se va a acercar el lado

al circulo y menor seré la diferencia entre las areas.

(14) La introduccion de esta recta es muy importante pues habla de un tipo
de angulos que no habia mencionado antes, aquellos formados por dos tipos
distintos de lineas; una recta y una curva, Infuitivamente se supone que este

angulo tiene un valor mayor a cero.

Demuestra, en E.NL16 que entre esta linea (la tangente) y ef circulo
ninguna otra se interpondra. Trazando una linea que pase por el punto de contacto
y que corte al circulo se forma un angulo rectilinec que es mayor al formado por el
circulo y la secante, luego, mayor a cero. Es mayor pues el &ngulo formado por el
circulo y la tangente esta dentro del formado por la tangente y la secante y por
N.C.8 se sabe que ef todo es mayor que las partes. Ademds el angule formado por
la tangente y la secante es, por construccion, mayor a cero.

Fig. 8.3

Al rotar {a linea secante, con centro en el punto de contacto, llegara un
momento en que coincida con la tangente, en este momento el angulo rectilineo
gue forman la tangente y la secante tendrd un valor igual a cero.

Los angulos formados entre la secante y la tangente son valores reales. Por
continuidad de los reales, en algun momento el anguio formado por ambas rectas
deberia ser igual al &ngulo formado por la tangente y el circulo; pero entre el
circulo y la tangente no cabe ninguna recta, incluyendo esta secante. Es decir, el
angulo que forma el circulo con la tangente es mayor a cero, pero no es igual a
ninguno rectilineo, luego es menor a cualguier rectilingo dado.
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(15) lan Mueller dice que E.WN.1, encontrar el centro de un circulo dado, es
una proposicion que construye un objeto definido y no una proposicion que
eslablece la existencia de un objeto por medic de su generacién, Puesto que la
existencia y unicidad del centro de un circulo estan dadas en D.1.15, Euclides
podria omitir esta proposicién y en vez de decir “encuéntrese el centro del circulo”,
podria decir “sea Z el centro del circulo...” o “tdmese el centro de! circulo...”.

Dado que E.KL.18 propone un método alternativo para trazar una
perpendicular, saber encontrar el centro de un circulo es necesario y no superfluo

como Mueller piensa.

(16) Esta pareja de proposiciones, E.IIl.23 y E.lll.24, se parece mucho a las
parejas E.II.7 - E.IIL.8, E.1.35 - E.1.36 y E.1.37 - E.L.38. En uno de los teoremas de
cada pareja demuestra la igualdad de las figuras sobre la misma base y el ofro

demuestra |a igualdad sobre bases iguales.

E.l.23 Sobre una misma recta no se pueden construir dos segmentos circulares
semejantes y desiguales en la misma parte.

E.I.7 Dos rectas respectivamente iguales a ofras dos con los exfremos en el
mismo lado de una misma recta no se juntan en dos puntos distintos.

E.L.35 Paralelogramos que estan sobre la misma base y entre las mismas
paralelas son iguales entre si.
E\.37 Los tridngulos colocados sobre la misma base y entre las mismas paralelas

son iguales entre si.

E.lll.24 Los segmentos circulares semejantes puestos sobre rectas iguales son

iguales entre si.
E.I.8 Si dos triangulos tienen dos lados del uno respectivamente iguales a dos del
otro e iguales las bases tendran iguales los angulfos comprendidos por las rectas

iguales.
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E.I.36 Paralelogramos colocados sobre reclas iguales y enire las mismas
paralelas son iguales entre si.

E.1.38 Los tndngulos colocados sobre bases iguales y entre las mismas paralelas
son iguales entre si.

Se esta hablande de dos tipos de igualdad, E.If.23 - EJIl.24 y E.L.7 - E.L.8
hablan de figuras que son tanto iguales como semejantes, mientras que E.L.35-
E.L.36 y E.L.37 - E.L.38 solo se refieren a la igualdad en drea.

Sélo dos de ellas se demuestran por el método de superposicién, E.L.8 y
E.IN.24. La demostracion de ambas es muy similar. En ambos casos al sobreponer
una sobre otra demuestra que no pueden nc coincidir y que, por lo tanto, deben
ser iguales. Lo que garantiza que ambas figuras no pueden no coincidir es el

teorema inmediatamente anterior, E.I.7 y E...23, respectivamente.

(17) El método de superposicion es un método utilizado para demostrar la
igualdad geométrica de dos figuras. Heath to defiende diciendo que es un método
legitimo de demostracién pues prueba que dos figuras son iguales si sus partes
coinciden.

Este es un método de demostracion que se usaba desde los antiguos
gedmetras y ellos no dudaban de su autenticidad. Ya que Euclides prefiere no
utilizar este método de demostracion, hay quienes afirman, uno de ellos Heath,
que este metodo lo utiliza mas bien por tradicion.

Este método propone una abstraccion muy compleja pues acepta que las
figuras puedan moverse y no deformarse. La geometria es una rama de las
matematicas que podria considerarse como aguella en la cual sus figuras son
rigidas y aceptar que las figuras se puede tener movimiento sin deformacion es
muy poco natural.

El método propone que la igualdad de figuras se realice estableciendo una
correspondencia biunivoca entres sus puntos, N.C.VIl, /as cosas congruentes

entre si son iguales entre si,
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(18} En estos teoremas, E.I.26 a E.N.29, Euclides propone de manera
implicita que los segmentos circulares iguales deben formar parte de circulos
iguales. Todas las igualdades de segmentos circulares que plantea se presentan

con segmentos circulares que pertenecen a circulos que son iguales.

(19) N.C.7 es la nocién comun saobre la cual se apoya el método de
superposicion. Tannery, por ejemplo, sugiere que deberia ser excluida de las
nociones comunes puesto que su naturaleza es puramente geométrica. La
considera una definicion de igualdad geométrica que es mas o menos suficiente

pero no un axioma. Heath, por su parte, si lo considera un axioma de congruencia.

N.C.8, ef todo es mayor que la parte, y N.C.7 se complementan entre si.
Mientras que N.C.7 garantiza |a igualdad de dos figuras segun la igualdad de sus
partes, N.C.8 propone que si las partes no coinciden, una de ellas es mayor que la
otra y por lo tanto no son iguates. Lo que sugieren ambas nociones comunes €s
gue si las partes de las figuras son iguales, las figuras también son iguales y si las
partes son desiguales también lo son las figuras.

N.C.8 es un axioma derivado directamente de fa observacion de una figura
geométrica. Este propone una tricotomia en las partes de figuras geométricas. Por
gjemplo, un segmento rectilineo a puede ser parte de un segmento rectilineo b, es
decir a < b, o puede ser el todo de ese segmento rectilineo, a > b, o bien pueden

coincidir, 8 = b. Para los angulos el razonamiento es idéntico.

(20) Segtn Hilbert, la unicidad de fa construccion del segmento se sigue de
la unicidad de la construccion del angulo y con la ayuda del axioma H.AC.5.

{21) Necesito que los arcos de circunferencia pertenezcan a circulos iguales
para que no solo sean iguales en cuanto & longitud sino también iguales en cuanto

a area.
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