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Transporte electrénico a través de cavidades
cadticas balisticas: simetria de reflexion y su
ruptura. Analogia con un arbol de Cayey

Moisés Martinez Mares

Resumen

El propédsito central de esta Tesis es extender el estudio sobre el
transporte a través de cavidades cadticas balisticas con simetria es-
pacial de reflexion izquierda-derecha (ID) para incluir la presencia
de procesos directos. Vamos a considerar sistemas bidimensionales
con particulas sin espin. Primero analizamos sistemas completamente
simétricos en la presencia de procesoso directos y comparamos la dis-
tribucién del cocficiente de transmisién con la que se obtiene para
una cavidad asimétrica con la misma matriz de dispersién “Optica”,
que representa los procesos directos. Después estudiamos el problema
de la “mezcla externa” de la simetria causada por un acoplamiento
asimétrico de la cavidad con el exterior. Primero consideramos el caso
donde la ruptura de la simetria surge debido a que dos guias de onda
colocadas simétricamente se acoplan a la cavidad por medio de bar-
reras de tunelaje asimétricas. Segundo, rompemos la simetria de re-
flexidn en la ausencia de procesos directos colocando asimétricamente
las dos guias de onda y comparamos los resultados con los del caso
completamente asimétrico. Otro propdsito de la Tesis es analizar la
analogia del problema de las cavidades con simetria de reflexién con
un problema de dispersién en un sistema desordenado: un 4rbol de
Cayley doble. Vemos que puede hacerse un mapeo de este problema
al de las cavidades con simetria espacial de reflexién en un caso par-
ticular. Con esto queremos hacer notar la relevancia del problema de
la dispersion en cavidades caéticas balisticas con simetria izquierda-
derecha en la sclucidn de este sistema desordenado.



Electronic transport through ballistic chaotic
cavities: Reflection symmetry and its
breaking. Analogy with a Cayley tree

Moisés Martinez Mares

Abstract

The central purpose of this Thesis is to extend the study on trans-
port through ballistic chaotic cavities with spatial left-right (LR} re-
flection symmetry to include the presence of direct procesess. We
consider systems in two dimensions with spinless particles. We first
analyze fully-symmetric systems in the presence of direct procesess
and comparc the distribution of the transmission coeflicient with that
for an asymmetric cavity with the same “optical” scattering matrix,
which represents the direct procesess. We then study the problem
of the “external mixing” of the symmetry caised by an asymmet-
ric coupling of the cavity to the outside. We first consider the case
where symimetry breaking arises because two symmetrically positioned
waveguides are coupled to the cavity by means of asymmetric tunnel
barriers. Secondly, we break reflection symmetry in the absence of di-
rect processes by asymmetrically positioning the two waveguides and
compare the results with those for the completely asymmetric case.
Another purpose of the Thesis is to analyze tha analogy of the cav-
ity problem with reflection symmetry with a dispersion problem in a
disordered system: a double Cayley tree. We see that this problem
can be mapped to the problem of cavities with spatial reflection sym-
metry in a particular case. We note the relevance of the problem of
dispersion in ballistic chaotic cavities with left-right symmetry in the
solution of this disordered system.
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Capitulo 1

Introduccioén al transporte
electrénico en los sistemas
mesoscopicos

La propagacion de ondas en medios complejos ha atraido la atencién de
los fisicos desde hace mucho tiempo. Esto se debe a la gran cantidad de
fenémenos que se obtienen de la interferencia de las ondas.

El interés por los fenémenos ondulatorios resurgié debido a que en las
iltimas dos décadas se han encontrado resultados experimentales de origen
cudntico muy interesantes. En el transporte electrénico en dispositivos muy
pequefios (~ lum) y a bajas temperaturas (~ 100mK) se han encontra-
do resultados experimentales que sélo pueden explicarse cudnticamente. A
estos dispositivos se les conoce como sistemas mesoscépicos. La pequeiiez
del tamano y las bajas temperaturas hacen que la longitud de la muestra
mesoscopica sea menor que el caminoe libre medio ineldstico ¢4, distancia en
la cual la funcién de onda pierde memoria de la fase. En estas condiciones la
funcién de onda del electrén mantiene la coherencia de fase mientras se propa-
ga a través del sistema, dando lugar a fendmenos de interferencia cudntice
que también se veian en el espacio libre. Un ejemplo es la manifestacién
del efecto Aharonov-Bohm en metales normales {1]. La Fig. 1.1 muestra las
oscilaciones en la resistencia al variar el flujo magnético a través del area del
anillo de oro. El periodo de las oscilaciones es h/e, el cuanto de flujo, y la
amplitud de las oscilaciones, conocidas como fluctuaciones universales de la
conductancia, es del orden de e*/h [1].

Las fluctuaciones en la conductancia se deben al desorden presente en el

11



12 1 INTRODUCCION AL TRANSPORTE ELECTRONICO
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Figura 1.1: Oscilaciones en la resistencia de un anillo de oro, medida a una temperatura
de 100 m K. El didmetre interior del anillo es 784 nm y el ancho de los alambres 41 nm.
Figura tomada de la Ref. [1].

sisterma. Diferentes muestras macroscdpicamente iguales difieren en la confi-
guracion interna del desorden, de ahi el caracter estocastico de la conductan-
cla y la necesidad de hacer un estudio estadistico mediante una coleccién de
sistemas fisicos, con propiedades macroscopicas idénticas pero con estructura
interna diferente.

Desde el punto de vista tedrico, una de las teorias que se han utilizado en
el estudio de los sistemas desordenados es la Teoria de Matrices Aleatorias
buenos resultados en el estudio del transporte electrénico (ver por ejemplo
la Ref. [3]) . En uno de ellos se hace un modelo estadistico a nivel del
Hamiltoniano [4] para luego construir la matriz de dispersién, S, del sistema;
en el otro las hipéteisis se realizan directamente sobre la matriz S [5, 6]. Este
tltimo es el formalismo que vamos a utilizar a lo largo de la Tesis. De la
matriz S se puede construir el coeficiente de transmisién que, por la férmula
de Landauer [7, 8] que relaciona el transporte electrénico con la dispersion
en la muestra, es proporcional a la conductancia.

El estudio de los problemas de dispersién cudntica en sistemas cuya
dinamica clasica es cadtica se motivé por experimentos recientes sobre el
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Figura 1.2: Oscilaciones en la resistencia para dos cavidades balisticas de geometria
diferente, (a) un estadio y (b) un circulo, como funcién del campo magnético aplicado.
Figura tomada de la Ref. [10].

transporte electrénico en microestructuras que consisten de una cavidad
conectada a guias de onda [9]. La tecnologia actual ha hecho posible la
construccién de dispositivos electronicos donde el tamano del sistema sea no
solamente menor que £, sino menor ain que el camino libre medio eldstico
¢. En estos sistemas llamados balisticos los electrones no se dispersan en el
interior sino sélo en las paredes de confinamiento del sistema. Nuevamente,
la funcién de onda del electrén mantiene la coherencia de fase mientras se
dispersa elasticamente.

Similarmente a los sistemas desordenados, la interferencia cudntica en los
sistemas balisticos da lugar a fluctuaciones en la conductancia bajo pequenas
perturbaciones en el campo magnético aplicado, o en la energia de los elec-
trones incidentes (10, 11]. La Fig. 1.2, tomada de la Ref. [10], muestra las
oscilaciones de la resistencia como funcion de un campo magnético aplica-
do, para dos cavidades balisticas mesoscopicas de geometria diferente. De
la misma manera, un pequeno cambio en la forma de la cavidad da lugar,
también, a fluctuaciones en la conductancia [12]. La Fig. 1.3 muestra los
resultados experimentales obtenidos al construir una coleccién de sistemas
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Figura 1.3: Comportamiento de la conductancia de una cavidad balistica en el ensemble,
(a) verticalmente, y como funcién del campo magnético aplicado, (a) horizontalmente. Se
mucstra también (b) el promedio y (¢) la variancia de ia conductancia con respecto al
ensemble, como funcidn del campo magnético. Figura tomada de la Ref. [12].

fisicos (ensemble). En clla se observan las fluctuaciones de la conductancia
en el ensemble y como funcidn del campo magnético. También, en la misma
figura sc muestra el comportamiento del promedio y de la varianza de la con-
ductancia como funcion del campo magnético. Nuevamente, ¢s apropiado un
estudio estadistico de las propiedades de transporte.

En los sistemas cerrados se ha encontrado_que el comnportamiento de

los sistemas cudnticos depende de su dindmica cldsica. Se ha visto que los
sistemas cadticos se describen de acuerdo con RM T [13]. Aqui, por un sistema
cudntico cadtico vamos a entender un sistema cuantico cuya dinamica clasica
es cadtica.

Por otro lado, para los sistemas abiertos se ha visto que RMT no des-
cribe el comportamiento de las propiedades de transporte en los sistemas
integrables. Por ejemplo, la Ref. [14] encuentra que los sistemas integrables
muestran fluctuaciones en la conductancia que aumentan linealmente con el
vector de onda de Fermi incidente. Ademas, la funcién de correlacién de la
conductancia muestra una singularidad en el origen, méis pronunciada que
en los sistemas cadticos.
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Asimismo, se ha encontrado que, en forma similar a los sistemas cerra-
dos, cuando la dindmica clsica del sistema abierto bajo estudio es cadtica,
las técnicas de RMT se aplican muy bien a la descripcidn del transporte
electrénico [15]. De hecho en la Ref. [9] se construye un ensemble real de
sistemas fisicos y los resultados experimentales concuerdan muy bien con los
obtenidos con RMT. '

Es importante notar la importancia de las simetrias, pues sabemos que
tienen efectos muy interesantes sobre las propiedades de la conductancia
eléctrica en los sistemas mesoscopicos. Por ejemplo, en las Figs. 1.2 y 1.3,
la conductancia muestra un comportamiento diferente cuando se tiene un
campo magnético que cuando no lo hay. A campo magnético cero, es decir,
cuando el sistema es invariante ante la inversion en el tiempo, la conductancia
promedio muestra un minimo, lo que significa un aumento en la dispersion
hacia atrds, que en la literatura se conoce como coherent backscattering en-
hancement. A este fendmeno se le conoce como localizacion débil (WL, Weak
Localization)[16, 31. Han sido estudiadas en la literatura la invariancie ante
inversion en el tiempo (TRI, Time Reversal Invariance) y la simetria de
rotacién en el espin [5, 6], asi como también la simetria espacial de reflexién
[17, 18]. Cada una de estas simetrias define una clase de universalidad.

El problema del transporte electrdnico a través de cavidades cadticas se
resume en detalle en la Ref. [19]. En esa referencia, la posibilidad de procesos
directos debidos a la presencia de trayectorias cortas se tomé en cuenta al
especificar la matriz § promedio, u dptica, (S), dentro del enfoque de la
Teoria de la Informacién. La distribucién estadistica para la matriz S se
conoce como Kernel de Poisson, en la cual {S) entra como un parimetro.
Cuando (S) = 0, es decir, en la ausencia de procesos directos, la distribucion
estadistica se reduce a la medida invariante para la clase de universalidad
apropiada.

Microestructuras cldsicamente cadticas con simetria de reflexién se estu-
dian en la Refs. {17] y [18]. El andlisis se realizé en la ausencia de procesos
directos, de manera que la distribucidén estadistica de la matriz S es la medi-
da invariante para la clase de universalidad en cuestién y la simetria espacial
relevante: la iltima es una simetria del sistema completo en consideracién,
es decir, la cavidad mas las dos guias que conectan la cavidad con el exterior.

El propésito central de esta Tesis es extender el estudio de las Refs. [17]
y [18] para incluir la presencia de procesos directos. Vamos a considerar
sistemas bidimensionales con particulas sin espin y nos vamos a concentrar
en simetria espacial izquierda-derecha (ID) solamente, es decir, simetria bajo
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reflexién a través de un eje perpendicular a la corriente. También, vamos a
restringir el andlisis a problemas con T'RI. Una manera particular de inducir
reflexiones directas es colocar barreras de potencial entre las guias de onda
colocadas simétricamente y la cavidad. Si las dos barreras son iguales, el
sistema es simétrico en su totalidad; si las barreras son diferentes, tenemos
una. cavidad con simetria ID acoplada asimétricamente al exterior: usando la
nomenclatura de los fisicos nucleares [20], nos vamos a referir a este tipo de
ruptura de la simetria ID como mezcla externa, con un significado obvio. Una
cuestién interesante, susceptible de observacién experimental, es el efecto de
la mezcla externa en la distribucidén estadistica de la conductancia de tal
estructura: ese es el segundo propdsito de este trabajo.

Desde el punto de vista experimental, con la tecnologia actual, es posible
medir los efectos producidos por la mezcla externa en la distribucidn de la
conductancia en los sistemas mesoscdpicos. Sin embargo, cxiste una segunda
posibilidad, que incluso es mds econdémica, donde las condiciones del experi-
mento son mucho mas faciles de controlar, a saber, los sistemas acisticos. Un
ejemplo se muestra en la Ref. [21}, donde se han estudiado las resonancias
de una barra vibrante. Esta técnica puede utilizarse también para cstudiar
los efectos mencionados en las propiedades de transporte de las cavidades
cabticas, como es el caso de la Ref. [22]. Por supuesto, las cavidades de
microondas [23] pueden, también, representar buenos candidatos para estu-
diar estos efectos. La Ref. [24] muestra los resultados del experimento con
microondas en una cavidad cadtica con absorcidn.

El efecto de la mezcla externa también puede existir y tener efectos in-
teresantes cuando (S) = 0, como en el caso de una cavidad con simetria
1D acoplada al exterior por dos guias de onda libres de barreras de poten-

_cial pero colocadas asimétricamente. Este problema puede enfocarse desde

el punto de vista de la ruptura de la simetria descrito anteriormente en la
siguiente forma. Se puede pensar en una cavidad con simetria ID acopla-
da al exterior por cuatro guias de onda, también colocadas simétricamente.
Podemos romper la simetria colocando barreras no necesariamente idénticas
a las dos guias que se encuentran de un sélo lado de la cavidad. El problema
deseado se alcanza en el limite de barreras impenetrables.

Otro propdsito de la Tesis es analizar la analogia del problema de las
cavidades con simetria /D con un problema de dispersién en un sistema
desordenado, a saber, un arbol de Cayley [25] (en realidad un sistema que
consiste en la unién de dos drboles de Cayley). Aunque este sistema ya se
ha estndiado en la Ref. [26] dentro del formalismo Hamiltoniano no se ha
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realizado nada desde el punto de vista dispersivo. Veremos que puede hacerse
un mapeo de este problema al de las cavidades con simetria espacial en un
caso particular. Con esto queremos hacer notar la relevancia del problema de
la dispersién en cavidades caéticas balisticas con simetria 1D en la solucién
de este sistema desordenado.

La Tesis est4 organizada de la siguiente manera. En el siguiente capitulo
vamos a dar una introduccién al concepto de la matriz de dispersién y vamos
a resumir la propiedades de ésta bajo algunas de las operaciones de simetria
que usaremos a lo largo de la Tesis. Asimismo, veremos por qué la matriz
S 6ptica, (S}, representa la respuesta directa, un elemento de suma impor-
tancia en la parte principal de este trabajo. En la parte final del siguiente
capitulo vamos a introducir la férmula de Landauer, que nos da la conexién
del problema del transporte electrénico con el de dispersién. Otros concep-
tos, de origen estadistico, a los que ya hemos hecho referencia antes, como la
medida invariante y el kernel de Poisson, los resumiremos en el Capitulo 3.
También, en ese capitulo aplicaremos los conceptos anteriores a la dispersién
cadtica en cavidades asimétricas (AS). La distribucién de la conductancia se
calcula para el caso particular de un modo de propagacién (o un canal abier-
to) en cada guia y una matriz dptica dada (que implica procesos directos).
El problema de dispersién en sistemas con simetria /D completa (cavidad
mads guias), tanto en ausencia como en presencia de procesos directos, que
no rompen esa simetria, se tratara en el Capitulo 4. Nuevamente, se cal-
cula la distribucién de la conductancia para el caso de un canal abierto v
se compara con el resultado obtenido para una cavidad caética AS con la
misma matriz éptica {S). El efecto de la ruptura de la simetria espacial ID
se estudia en el Capitulo 5: se ailaden barreras diferentes a las dos guias de
onda del sistema con simetria D completa sin procesos directos dando lugar
a reflexiones directas y a la mezcla externa. Nuevamente, la distribucién de
la conductancia se calcula para el caso de un canal y se compara con la que
se obtiene para una cavidad AS con la misma matriz S 6ptica. El proble-
ma de la mezcla externa en una cavidad con simetria ID con guias de onda
colocadas asimétricamente y (S) = 0 se estudia en ese mismo capitulo. Se
calcula la distribucién de la conductancia y se compara con la que surge de
la medida invariante en el caso AS. En el iltimo capitulo vemos la analogia
con el problema del transporte electrénico en un sistema desordenado: un
drbol de Cayley. Ahi hacemos notar la relevancia del problema de la dis-
persidn en sistemas balisticos con simetria ID en la solucidn de otro tipo de
problemas. De hecho, el estudio del arbol de Cayley en el formalismo de Ia
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matriz de dispersién fué el que dié origen al estudio de las cavidades con
simetria ID en presencia de procesos directos. Finalmente, para completar
incluimos un cierto nimero de apéndices, donde se derivan algunos de los
resultados mencionados en el texto. El Apéndice F lo dedicamos al estudio
del caso cristalino del drbol de Cayley en todo su detalle, donde mostramos
las bandas de energia de este sistema. Por iltimo en el Apéndice G se adjun-
tan dos articulos publicados durante la realizacién de la Tesis. El segundo
de ellos, aceptado en Physical Review E, extiende los resultados del primero,
publicado en Journal of Physics A, obtenidos por nuestro grupo en el inicio
de mi Tesis,



Capitulo 2

La matriz S y el transporte
electronico en cavidades
balisticas mesoscopicas

En este capitulo damos una introduccion al problema de dispersién de particu-
la individual por cavidades balisticas y al concepto de matriz de dispersion,
elemento fisicamente relevante en la descripcion de estos fenémenos; hacemos
un resimen de las propiedades generales de simetria de esta cantidad, que
usaremos en los siguientes capitulos. También, introducimos el concepto de
matriz S 6ptica, que representa los procesos directos en el sistema. Asimis-
mo, dado que nos interesa estudiar las propiedades de transporte en sistemas
balisticos, vermnos la conexién del fenémeno de dispersién con el transporte
electronico.

2.1 La matriz de dispersion y sus propiedades
de simetria

Consideremos un problema de dispersién independiente del tiempo: supong-
amos que tenemos una cavidad balistica conectada a dos guias de onda, una
a cada lado (ver Fig. 2.1); vamos a suponer también que el ancho de las guias
es W y que por medio de ellas inciden particulas sin espin en la cavidad. Si
despreciamos la interaccién entre dichas particulas y ia dispersién ineldstica
en las paredes de la cavidad el problema de dispersién se reduce al de una
particula en presencia de un potencial estatico, que llamamos V' (z,y). La

19
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Figura 2.1 Una cavidad cadtica conectada a dos guias de onda de ancho W. En la cavi-
dad entran y salen ondas en los diferentes canales: las amplitudes de las ondas entrantes
forman los vectores a y a’ para cada lado de la cavidad, respectivainente, mientras las
ondas salientes forman los vectores b y b’.

funcién de onda v (z,y) de la particula satisface la ecuacidon de Schrodinger
independiente del tiempo

[_h— (68_; + (,f—;) +V (.qc,y)] Yz, y)= EY (z,y}. (2.1)

2m

La solucién a la ecuacidn anterior en las guias de onda, con la condicién de
que la funcién de onda se anule en las paredes, puede escribirse como

Yo (2, 9) = @n () Xn (y) : (2.2)

donde ¢, () ¥ xn () ticnen la forma

c——— ==y () =—A, etfn® 4 B g=inT " (2.3)
. /nmw
xn(y) = sin (Wy) , (2.4)
paran =1,...,/V, donde N es el niimero de modos de propagacion, o canales
abiertos como se les llama en fisica nuclear; para una energia dada E:
nw\? 5  2mE
(W) FRE =T (25)

La solucion general a la ecuacién de Schrodinger en las guias consiste, pues,
de ondas entrantes y salientes de la cavidad en los diferentes canales. Para
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los lados izquierdo y derecho, respectivamente, podemos escribir la solucién
en cada modo de propagacién como

vl (z,y) = (an e 4 b, e""k”"") sin (K, y) (2.6)
ey (@y) = (™ +ap e sin(Kay), (2.7)

donde k, es el nimero de onda longitudinal y K, = n7/W el nimero de
onda transversal.

El problema de dispersion de particula individual por una cavidad puede
describirse por la matriz de dispersidn S, que en el caso estacionario relaciona
las amplitudes de las ondas salientes con las entrantes a la misma {27]. Es
decir, si para la cavidad mostrada en la Fig. 2.1 construimos los vectores a =

(ar,...,an)T, &' = {(a},...,dy)T con las amplitudes de las ondas entrantes
en los diferentes canales en las guias izquierda y derecha, respectivamente,
y los vectores b = (by,...,bx)T, b = (¥},...,¥y)T con las correspondientes

amplitudes de las ondas salientes, tenemos que

(8)-(2)

La matriz S es de dimensién n = 2N y tiene la estructrura

s:(“t" j) (2.9)

donde 7, ' son las matrices de reflexién de N x N (para incidencia en cada
gufa) y ¢, t' las correspondientes matrices de transmisién.

2.1.1 Conservaciéon de flujo

En ausencia de cualquier simetria la unica restriccién para la matriz S es
que debe ser unitaria. Esta condicién se obtiene de la conservacién de la
corriente de particulas en la direccidn z, pues en y es cero. En dicha direccién
la corriente I(z) estd dada por la integral de la densidad de corriente J(z,y)
sobre la seccidn transversal de las guias; es decir,

I(z}= [OW J(z,y) dy, (2.10)
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donde ) -
. L
me=amptwu&ymﬂ. (211)
Con
N
b (w,1) = 3 ta (3,9) (212)
n=I
podemos escribir J(z,y) como
Yol ho
J(z,y)= > ERC vy (z,y) ——wn (z,9)] . (2.13)
nn'=1
Utilizando la ecuacién (2.2) el flujo total en las guias se escribe como
T - % relon @l v @ ),
J(r, y) = — Re () = — pa (T nt ‘n , i
Y em P (T) 2op @ Xn (U)X (Y )

de manera que la corriente queda como

N v

Iz) = ) ;Re [wnf ('lr)ﬁ”aa en (z )] o (1) xa () dy

n,n'=1

—czlﬁﬁﬂ(ﬁﬁwaﬁ, (2.15)
= 1 0T
donde hemos usado las relaciones de ortogonalidad de las funciones x,{y) v
C es una constante de normalizacidn.
Para los lados izquierdo y derecho de la cavidad tenemos, respectiva-
mente, que

I (z) = §§§O%ﬁﬁmﬂ (2.16)
(@) = €S (- ). @7

—

n=

Por conservacién de la corriente I;(z) debe ser igual a Ip(z), lo que nos
conduce, después de arreglar los términos, a la siguiente relacién entre las

amplitudes:
AT

N
> (laul® + 104%) = 3 (lbal® + 0517) (2.18)

n=1
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que en forma matricial puede escribirse como

(af a'f)(:,)z(bT b’T)(E,). (2.19)

Usando la Ec. (2.8) podemos escribir la ecuacidén matricial anterior como

(a’f a’*)(;)=(a’f a’T)S*S(;), (2.20)

de la cual obtenemos
SST = StS = IQN, (221)

donde /Iy es la matriz unidad de 2N x 2N. Es decir, en ausencia de cualquier
simetria la matriz S debe ser unitaria.

2.1.2 Invariancia ante inversion en el tiempo

En el caso de que exista invariancia ante inversién en el tiempo (TRI), dado
que ¥(z,y) es solucién a la ecuacién de Schriodinger, ¥*(z,y) también o es.
Es decir, también tenemos como solucion en cada lado

WP (2l ) = (a;* e*ne’ gt e‘“‘"“l) sin (K, y') (2.23)
para cada canal. Esto nos conduce a la situacién fisica que se muestra en
la Fig. 2.2, donde ahora las amplitudes de las ondas entrantes forman los
vectores b*, b, en cada lado; similarmente, las amplitudes de las ondas

salientes forman los vectores a*, a’™.
Por definicién la matriz S relaciona las amplitudes de las ondas salientes

con las entrantes:
a* b*
(2)-s(2) -

(3):3*(3). (2.25)

Luego, si usamos (2.8) en la ecuacién anterior llegamos a que

(2):55‘(;) (2.26)

0 equivalentemente
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a*
S
b#* a’*
———————
- —— ey
bh’#

Figura 2.2: Una cavidad cadtica conectada a dos guias de onda. En este caso las
amplitudes de las ondas salientes forman los vectores a” y a'* para los lados izquierdo
v dereche de la cavidad, respectivamente; las correspondientes aimplitudes de las ondas

salientes forman los vectores b* y b'™.

de donde §*S = Ly 0
S = (5" (2.27)
Por ser S unitaria, ST = (5§*)~! y entonces la ecuacién anterior se escribe

comao

S =57, (2.28)

lo cual nos dice que en presencia de TRI, la matriz S es unitaria y sirmétrica.
Finalmente, en este caso la matriz S tiene la estructura

g:(z tT) (2.29)

7

con

2.1.3 Simetria de reflexion

Vamos a suponer ahora que el sistema bajo estudio tiene simetria espacial:
sirnetria de reflezion, y que no tenemos 7RI en forma general. Esto quiere
decir que los lados izquierdo y derecho de la cavidad son equivalentes, de
manera que los podemos intercambiar (ver Fig. 2.3); al hacer esto podemos
escribir la solucién a la ecuacién de Schrodinger de cada lado, para cada
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a’ a

E\W‘%"'

Figura 2.3: Una cavidad caética con simetria de reflexién conectada a dos guias de onda.
En este caso las amplitudes de las ondas entrantes de los lados izquierdo v derecho forman
los vectores a' y a, respectivamente; las correspondientes amplitudes de las ondas salientes

forman los vectores b’ y b.

canal, como
Yl (x,y) = (a:i e*r® 4 b, e'““""”) sin (K, y) (2.32)
2 y) = (bn e o, e*”““"') sin (K, y') . (2.33)

Nuevamente, por definicién la matriz S relaciona las amplitudes de las
ondas salientes con las entrantes. En este caso tenemos que

(2)-+(5)

la cual podemos reescribir como

&(E,):Szm(:,), (2.35)

{0y In
5, = ( oo ) (2.36)

y On, Iy son las matrices cero y unidad de N x N. En forma equivalente

podeinos escribir
b
( e ) = %,5%, ( :, ) , (2.37)

donde
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que con la ayuda de la ecuacién (2.8) llegamos a que S debe satisfacer Ia
condicion

S =%.S%, (2.38)

Explicitamente la condicién anterior nos dice que

o)-(v ) 2

y entonces la matriz S en presencia de simetria de reflexién tiene la estructura

r t
S:(t r)' (2.40)

Si ademails le anadimos la invariancia ante inversién en cl tiempo, la matriz

S debe ser simétrica; es decir,
ro= r’ (2.41)
= ¢ (2.42)

Cuando la ruptura de TRJ se debe a un campo magnético, la estructura
de la matriz S estd dada por [2§]

r
S=(t TT): (2.43)
donde ahora
t o= ¢! (2.44
L= R t! t’T- L - = R (2 45

2.2 El transporte electrénico visto como un
problema de dispersion

2.2.1 La férmula de Landauer

De la matriz S podemos construir el coeficiente de transmisién total, o la
conductancia adirnensional para particulas sin espin

T = tr (tt*) , (2.46)
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o

Ky

Figura 2.4: Una cavidad caética conectada a dos reservoirs, a potenciales quimicos
y it2, por medio de dos guias de onda. La cavidad representa la regién dispersiva en el
modelo de Landauer.

que es proporcional a la conductancia de la cavidad [7, 8]

G="2T, (2.47)

donde el factor 2 se debe a las dos direcciones del espin. A la ecuacién (2.47)
se le conoce como la férmula de Landauer.

Aunque la Ec. (2.47) no es la formula original de Landauer, fue él quien
por primera vez propuso ver el transporte electronico a través de una mues-
tra, que inclusive podria ser desordenada, como un fenémeno de dispersién
[29]. Su modelo consiste en conectar la muestra dispersiva (en este caso una
cavidad cadtica) a dos reservoirs a potenciales quimicos p4 y s, de los cuales
emanan electrones que inciden sobre la muestra, por medio de dos conduc-
tores perfectos (dos guias de onda en este caso) como se muestra en la Fig.
2.4. La conductancia se define como el cociente entre la corriente 7 y el
voltaje V = e(u; — p2), dando como resultado la Ec. (2.47).

Por otro lado, hemos visto en el Capitulo 1 que la conductancia, o el
coeficiente de transmisién, de una cavidad caética balistica depende de una
“manera muy complicada del campo magnético aplicado y por supuesto tam-
| bién de la energia de incidencia, asi como también de la forma de la cavidad;
por lo tanto, un estudio estadistico es apropiado si no nos interesan los de-
talles del problema.

De hecho se ha encontrado que las técnicas de la teoria de matrices aleato-
rias (RMT) describe muy bien el transporte electrénico en las cavidades
balisticas cadticas, donde se ha encontrado que la distribucién de la con-
ductancia es unwversel y depende solamente de las propiedades de simetria
presentes en el problema. '
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Lo anterior por supuesto no s¢ aplica para sisteinas integrables donde las
fluctuaciones en la conductancia no son universales: la conductancia y sus
fluctuaciones dependen de la energia [14].




Capitulo 3

La matriz S y su distribucion
estadistica: el problema de
dispersion en ausencia de
simetria espacial

Dado que nos interesa estudiar las propiedades del transporte en cavidades
cadticas balisticas mesoscdpicas, en este capitulo hacemos un resumen de los
conceptos y propiedades estadisticas relacionados con la matriz de dispersion
en cavidades asimétricas.

Hemos visto en el capitulo anterior que el problema de dispersién de
particula individual por una cavidad puede describirse por la matriz de dis-
persidén S, que en el caso estacionario relaciona las amplitudes de las ondas
salientes con las entrantes a la misma [27]. Vimos también que de la matriz
S podemos construir el coeficiente de transmisién total, o la conductancia
adimensional para particulas sin espin, que es proporcional a la conductancia.

En el esquema de Dyson [30] existen tres clases de simetria basicas. En la
ausencia de cualquier simetria, vimos que la inica restriccién para la matriz
S es que debe ser unitaria debido a la conservacién de flujo. Este es el caso
unitario, también designado como 8 = 2. Para simetria ortogonal, 5 =1, S es
simétrica por la invariancia ante inversién en el tiempo (TRI) y espin entero,
o TRI, espin semientero y simetria rotacional. En el caso simpléctico B = 4,
S es self-dual por TRI con espin semientero sin simetria de rotacién. De aqui
en adelante vamos a considerar el problema de dispersiéon de electrones sin
espin, de manera que el caso 3 = 4 no se tratara.

29
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Una parametrizacién conveniente de la matriz S es la representacidn polar

[31, 32]
s=(5 o) (T AE)T L) e

donde 7 es }a matriz diagonal, de dimensién N, de los eigenvalores 7, (¢ =
1,..., N) de la matriz Hermiteana ttt; v (4 =1,...,4) son matrices unltarlas
arbltrdrlas de N x N para § =2, con la restrlccwn U3 = Ul Uy = vl para

B=1.

3.1 La medida invariante

Cuando la dinamica clédsica del sistema cs cadtica, es apropiado un andlisis
estadistico del problema cuédntico. Dicho andlisis se realiza en términos de
un ensemble de sistemas fisicos, descritos matemadticamente por un ensemble
de matrices S, dotados con una medida de probabilidad. El punto de partida
para tal andlisis es el concepto de medida invarianie, que es la formulacion
precisa de la nocién intuitiva del concepto de iguales probabilidades a priori
en el espacio de matrices de dispersion.

La medida invariante, que vamos a designar como du(#)(S), es invariante
bajo la operacidén de simetria que es relevanbe para la clase de universalidad
en consideracion [30, 33], es decir

dpP(S) = du? (UpSVp). (3.2)

Aqui, Uy, V, son matrices arbitrarias pero fijas: unitarias en el caso unitario
y con V, = UT en el caso ortogonal. La ecuacién (3.2) define los Ensembles
Circulares Ortogonal (COE) y Unitario (CUE), para 8 = 1,2, respectiva-
mente.

En términos de la representacién polar, la medida invariante se puede
escribir como [15, 34]

dp® (8) = p® ({r N [ dra [T dia (ws) . (3.3)
Aqui, la densidad de probabilidad conjunta de {r} es
p® ({r}) = Cs I 17 = =l° HT(’B 22, (3.4)
a<h

Cp es una constante de normalizacidon y du(v;) denota la medida de Haar
sobre el grupo unitario U(N) para las matrices v;.
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Figura 3.1: Una cavidad cadtica conectada a una guia de onda con un canal abierto. La
matriz S es un nimero complejo de médulo uno que se supone tiene promedio diferente

de cero.

3.2 La respuesta rapida del sistema

Para analizar la respuesta del sistema en un proceso de dispersién, ima-
ginemos por un momento que hacemos incidir un paquete de ondas en el
sistema que se muestra en la Fig. 3.1. Vamos a suponer, por simplicidad,
que la guia de onda tiene un modo de propagacién. Supongamos también
que el promedio de la matriz S (en el ensemble) es diferente de cero. Dentro
del modelo dptico [35] podemos escribir la natriz S como la suma de la matriz
promedio (S), que no depende de la energia pues el sistema es ergédico, mis
otro término que describe la fluctuacién y que varia mucho con la energia
[35]:

S(E)={(S)+ S (E). (3.5)

La funcién de onda que describe el paquete de ondas estd dada por
blx) = / A(B) efka=BUNGE 4 (), (3.6)
donde

a(z) = /S(E) A(E) eil-ke=BUR g

I

(5)/A(E) gl-ke=Bthgp 4 /SH(E)A(E) Gi—kz=Bt/8) 2
(3.7)

representa la funcién de onda dispersada. Podemos ver que ésta consta de
dos términos: uno que es equivalente al primero, el incidente, que aparece en
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w(z) [Ec. (3.6)] pero multiplicado por la cantidad (S) y dirigido en sentido
opuesto, el cual nos da la parte de la funcién de onda dispersada en un tiempo
corto [36]. El segundo término representa la parte dispersada de la funcién
de onda que utiliza un tiempo mayor en el proceso [36].

Por lo anterior nos damos cuenta que, en general, (5}, llamada S dptica
en fisica nuclear, describe la primera respuesta del sistema que surge de los
procesos directos.

3.3 Dispersion caética por cavidades asimé-
tricas en ausencia de procesos directos

Para matrices S, con la parametrizacién dada por la Ec. (3.1), distribuidas
de acuerdo con la medida invariante dp®(S), dada por las Ecs. {3.3) y (3.4),
es facil ver que el promedio de § es cero. Es decir, en ausencia de procesos
directos ((S) = 0), la dispersion se describe por matrices S distribuidas con
la medida invariante.

3.3.1 La distribucion de T paraelcaso N =1, =1

Ahora consideremos la distribucién de la matriz S para el sistema mostrado
en la Fig. 3.2 parael caso N = 1y 8 = 1. La matriz § de la cavidad
balistica es de 2 x 2 y tiene la estructura (2.29). En la representacién polar
(3.1) venemos tres parametros independientes 7, ¢, ¢, donde hemos escrito
vy = €, v, = ¢, El intervalo de variacién de esos pardmetros es

- am e
En términos de ellos, S puede escribirse como
. ( r t’ ) _ { —VITTeH [ty 59)
t T VTP T 7Y
y la medida invariante de las Ecs. (3.3) y (3.4) como
dui(g) = 2720 dv (3.10)

T 2y7 om 2
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b a’

b!

Figura 3.2: Una cavidad cadtica conectada a dos guias de onda, cada una con un canal
abierto. La matriz S es de dimensién dos. En ausencia de procesos directos, (S) = (.

Por definicién, la distribucién resultante del coeficiente de transmisién 7'
puede expresarse como la integral

w (T) = [a(T—T) dP(S). (3.11)
En este caso dP(S) = dupM(S) y por lo tanto
w (T) =f015(T—T) dr_[Frdg v

oyrh 2r o 2’
dando como resultado para la distribucién del coeficiente de transmision
H
w(T)

=/

La grafica de esta distribucién se muestra en la Fig. 3.4(a) que aparece
mas adelante. Podemos observar una tendencia del sistema a transmitir poco
pues la distribucién de T estd mas cargada hacia el cero. La razon fisica es que
esto se debe a la interferencia constructiva de las trayectorias con sus inversas
temporales, debido a la invariancia ante inversion en el tiempo. Es decir,
tenemos un aumento en la dispersién hacia atrds (coherent backscattering
enhancement). Es decir, se reproduce el fenémeno de localizacién débil (W)
que mencionamos en el Capitulo 1.

(3.12)

(3.13)

3.4 Dispersion cadtica por cavidades asimétri-
cas en presencia de procesos directos

En presencia de procesos directos, ¢l formalismo de las referencias [37, 38]
basado en la Teoria de la Informacidn conduce a la distribucién de probabi-
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Figura 3.3: Una cavidad caédtica balistica con matriz de dispersién Sy conectada a dos
guias de onda por medio de dos barreras con matrices de dispersién S; y Sa que representan
lus procesos directos. En ausencia de barreras suponemos ausencia de transmisién directa
entre las guias.

lidad, para las matrices S, conocida como Kernel de Poisson

det (T, — (Sy(S))| PP

donde la medida invariante se supone normalizada, es decir

/ du®(S) = 1. (3.15)

Aqui, n = 2N es la dimensionalidad de la matriz S y (S) es la matriz S
promedio u dptica, que describe la respucsta rapida-que surge de los procesos
directos. En general (S) estd dada por

_ (@
(5) = ( () ) . (3.16)

En la ausencia de procesos directos, (§) = 0y la medida de Poisson (3.14)
se reduce a la medida invariante para la clase de universalidad en cuestion.

Para (S) # 0, la referencias [39, 40] dan una construccién 1til del ensemble
de Poisson. Consideremos el sistema mostrado en la Fig. 3.3: ésta consiste de
una cavidad descrita por la matriz de dispersién Sy de dimensién n, conectada
a dos guias por medio de las barreras descritas por las matrices de dispersiéon



3.4 DISPERSION EN PRESENCIA DE PROCESQS DIRECTOS 35

den xn
s, = (M h (3.17)
_ (2 4
82 - ( t2 1"’2 ) 3 (318)

respectivamente. Juntemos las dos guias en una “superguia” y construyamos
la matriz de dispersién S, de 2n x 2n

(A 0 tll 0
Th ti} 0 T'z 0 tg

Sb ( th T tp O0|r O (3.19)
0 té 0 To

Aqui, los bloques (73, etc.) son de dimensién n. La matriz de dispersion S,
para la cavidad se puede escribir en términos de la matriz S para el sistema
completo {cavidad + barreras} como

1

¢l 3.90
I—TlS b ( )

1
S():t_,(S_Tb)
b

Se puede probar [33, 38, 39, 40] que entre las medidas invariantes para Sy y
para S tenemos el Jacobiano

det (I, — (S)(s)1)] """
(s - fdgt v <->s(<;)f))]|ﬁ"+” whS). G2

| Ahora, si la matriz Sy para la cavidad estd distribuida de acuerdo con la
medida invariante, es decir du'?)(S,), la distribucién de la S transformada
satisface

dP(S) = du'P(S,) (3.22)

y obtenemos la Ec. (3.14), con la S 6ptica dada por la matriz de n x n

(S) =y = ( 61 0 ) : (3.23)

Ty

donde vemos que
() ={t)=0; (3.24)

es decir, no tenemos transmisién directa.



36 3 LA MATRIZ S Y SU DISTRIBUCION ESTADISTICA

3.4.1 La distribucién de T para el caso N =1, =1

Ahora consideremos la distribucién de la matriz S para el sistema mostrado
en la Fig. 3.3 para el caso N =1y 8 =1. Otra vez, las matrices Sy de la
cavidad balistica, S; y Sy de las dos barreras de tunelaje vy S [relacionada a
través de la Ec. (3.20)] son de 2 x 2 y tienen la estructura (2.29). Como en
la Seccién 3.3, en la representacién polar S estd dada por la Ec. (3.9) y la
medida invariante por la Ec. (3.10).

La distribucién de S estd dada por el kernel de Poisson, con la matriz S
optica

(S) =y = ( n ) | (3.25)

B~

Sustituyendo (S) en la Ec. (3.14), la medida de Poisson puede escribirse
€omo

— |y 2 _ 3/2
S =10 _[(;*)l(l )?("r )|f|t2)] A ). (326

Utilizando la definicién (3.11) la Ref. [19] da, para la distribucién resul-
tante del coeficiente de transmisién T, la expresion

wn (1) = 5 [(L=m?) (1 = %))

x
<|( e=i® +]r [vI=T) (e “’”+| 5 VIST) =l [r 7 >w’,

(3.27)

donde ( < Vop Vot denota 7117n ‘promedio sobre 1@8 variables ¢ y ¥ en el intervalo
~ [0,2%]. Cuando r; = 75 = 0, la expresién anterior (3.27) se reduce a la
Ec. (3.13) como debe ser. La Fig. 3.4 muestra la evolucién de Wy, 41 (T)
para 7} = ry = (r) con el pardmetro (r) real, obtenido de la Ec. (3.27) por
integracion numérica. La figura 3.4(a) muestra la grifica de la Ec. (3.13) que
ya hemos comentado; observamos que 7"s pequefias son mds probables debido
a la invariancia ante inversién en el tiempo. Las demds graficas muestran que
la distribucién de T tiende a §(T) conforme {r) — —1,

Para ilustrar mds la fisica resultante de la distribucién de ia matriz S
(3.26) analizamos el caso especial ; = 0, tal que la barrera del lado derecho
es la unica presente (ver Fig. 3.5). Para este caso las Ecs. (3.26) y (3.10)
dan, para la distribucién de probabilidad conjunta de los pardmetros T, ¢,
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Figura 3.4: Evolucién de la distribucién w(T) de la Ec. (3.27) con el pardmetro ry =

rh = (r) = — cos¢ para una cavidad asimétrica. Los casos € = §, T, T, 75 se muestran en

{a), (b), (¢) y (d), respectivamente.

1, la expresion

Q-Ir®*?  dr dgdy
ll — T =7 eyl 2T 21 2

dPoyy (1,6, 9) = (3.28)

Primero notamos que la variable angular ¢ estd uniformemente distribuida
para toda r5. En este caso particular la densidad de probabilidad de T' de la
Ec. (3.27) puede integrarse analiticamente para obtener [19]

21 3/2
1—|rg )
wo (T) = L—% 2 (3/2:3/2% 1 gl (1 - T)) (3.29)

siendo F) una funcién hipergeométrica [41].

Como un chequeo, consideramos dos situaciones limite. Primeramente,
para r5, = 0 tenemos una cavidad balistica sin respuesta directa (ver la Fig.
3.2). La distribucién de probabilidad para S, dPyo(S) [ver Ec. (3.28)], vuelve
a ser la medida invariante (3.10), como debe ser. Segundo, obstruimos la guia



38 3 LA MATRIZ S Y SU DISTRIBUCION ESTADISTICA

ura 3.5: Una cavidad cadtica concctada a dos gufas de onda, una de las cuales {fa

del lado derecho de la cavidad) tiene una barrera de tunclaje descrita por la matriz Ss.

del lado derecho haciendo la barrera un reflector perfecto. Como resultado,
ry, = —1 y puede mostrarse (ver Apéndice A) que dFy (7, ¢, %) se reduce a

dol , .

APy b,0) = 5 () ez [ (w =) 4o (w—3T)|aw,  (30)
’ 27 2 2 2

donde los angulos en el argumento de la funcién delta estdn definidos mddulo

27. De la expresion anterior vemos que la distribucién de 7 es una funcién

delta (de un solo lado) en cero, es decir

w(T) = 8(T), (3.31)

tal que la transmision tiende a cero, como se esperaba. También, la distribu-
cién de v consiste de funciones delta centradas en n/2 y 3%/2, para asegurar-
que la funcién de onda se anule en la barrera impenetrable. En contraste,
como se hizo notar, la variable ¢ estd uniformemente distribuida entre 0 y 27.
En este caso limite terminamos con una cavidad balistica conectada a una
sola guia (ver la Fig. 3.6): esto es, la matriz § de 1 x 1 resultante r = —e**
esta distribuida de acuerdo con la medida invariante.

Ahora regresemos al caso intermedio en el cual 7} en la Ec. (3.29) es real
y —1 < ry < 0. En la Fig. 3.7 mostramos la evolucién de la distribucién de
T para varios valores de 3, obtenidos del resultado analitico (3.29).
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1 [————
r=—e"?

Figura 3.6: Una cavidad caética conectada a una guia con un solo modo de propagacién.
La matriz de dispersién S es de 1 x 1 y estd dada por r = —e?*¢. En la ausencia de procesos
directos la matriz S est4 distribuida de acuerdo con la medida invariante.
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Figura 3.7: Evolucién de la distribucién w(7) del resultado analitico (3.29) con el
pardmetro r, = — cose para una cavidad asimétrica. Los casos € = §, 2, £, & se muestran
en (a), (b), (¢) y (d), respectivamente.



Capitulo 4

El problema de dispersién para
sistemas con simetria
izquierda-derecha

En la presencia de simetrias adicionales, para valores fijos de los ntmeros
cuanticos del grupo de simetria completa el ensemble invariante es uno de
los tres ensembles circulares en el esquema de Dyson. Esto es, para sistemas
- con simetria de reflexién la matriz S es diagonal en bloques en una base de
| paridad definida con respecto a reflexiones, con un ensemble circular en cada
bloque [17, 18].
Para un sistema con simetria izquierda-derecha (/D) la matriz S tiene la
forma general [Ec. (2.40)]
r ot
s=(1 1) @)

para (8 = 2), con las condiciones (2.41), (2.42) para 8 = 1.
Todas las matrices con la estructura (4.1) pueden llevarse simultdneamente
a la forma diagonal en bloques usando la matriz de rotacién

1 Iy Iy
Ry = — , 4.2
"= ( ~Iy Iy ) (42)
donde [ es la matriz unidad de dimension N. De hecho -

s 0 ]

S’ = ]?{]S’.Rg1 = [ 0 S(_)

41
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con
s =pr 41, : (4.4)

Puesto que S es unitaria (8 = 2) y simétrica (8 = 1), S’ y las dos matrices
s(£) de N x N también son unitarias (5 = 2) y simétricas (§ = 1). Mientras
S tiene la forma restringida (4.1), s*) son las matrices unitarias (8 = 2) y
simétricas (8 = 1) de N x N mds generales.

En presencia de un campo magnético la matriz S tiene la estructura dada

por las Ecs. (2.43), (2.44) y (2.45).

4.1 La medida invariante

La medida invariante para matrices S con la estructura (4.1) {con =10
B8 = 2) se encontrd en las Refs. 17, 18], basadas sobre la consideracién de
que dos matrices arbitrarias s*) (para 8 = 1 0 8 = 2) pueden generar la
matriz S mds general con la estructura (4.1) (con 8 =10 8 = 2). La medida
invariante para matrices de la forma (4.1) puede escribirse como

di? (8) = dpl® (s)dp B (50, (4.5)

donde du?)(s¥)) es la medida invariante discutida anteriormente para ma-
trices unitarias (f = 2) y simétricas (8 = 1) en la ausencia de simetria
espacial.
Nuevamente, en presencia de un campo magnético la medida invariante
estd dada por un COE, es decir por du(V)(S), pero con los papeles de r y ¢
“intecambiados —— e e

4.2 Dispersion cadtica por sistemas con sime-
tria ID completa en ausencia de procesos
directos

Se ha encontrado [18] que la medida invariante discutida en la Seccién 4.1
describe bién la dispersién de electrones independientes por cavidades cldsi-
camente cadticas con simetria ID y en ausencia de procesos directos.
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~ T~

Figura 4.1: Una cavidad cadtica con simetria izquierda-derecha en ausencia de procesos
directos. La cavidad estd conectada a dos guias de onda, cada una con un canal abierto.
La matriz § es de 2 x 2 cuyo promedio es cero.

4.2.1 La distribucién de T paraelcaso N=1, =1

Consideremos el sistema mostrado en la Fig. 4.1 para el caso N = 1 con
B8 = 1. En este caso la matriz S es de dimensién 2 y tiene la estructura (4.1),
donde r y ¢ son niimeros complejos. Al aplicar la rotacién de 7 /4 mencionada
[Ec. (4.2)], podemos escribir la Ec. (4.3) como

iptt)
, e 0
S = [ L ] ) (4.6)
con [Ec. (4.4)]
e =+, (4.7)

donde #+) y #(-) estan en el intervalo [0, 27]. La medida invariante definida
por la Ec. (4.5) puede escribirse como

dot) dg-)
dnt) - _ _
pS) = 5 - (4.8)
Aplicando la definicién (3.11) para
ol (+) _ (o)
T = lt] _-2~[1—cos(e - 6], (4.9)

podemos encontrar la distribucién w(T} de 1"

T ( } ™ (_)
w(T):/OZ dg; [02 dgﬂ 5(T—%[1——cos (69 —6N]).  (@10)
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Cambiando a las variables 26’ = 8(1) — 67 y 20 = 81t + 60 ), con 6 € [0, 7]
y 0|00, ¢ er,2n]y 6 €[—(2r ~8), (27 — §)], podemos escribir la
expresién anterior, después de simplificar, como

T h
a2 T(1-T

donde hemos usado el hecho de que

d0'[5(8 ~0)) +6 (0 — )] ./‘ o, (4.11)

5 (T— % [1 — COS (9(+) - 9("))]> =4 (T — sin? 29’)

R IURTARTICETA R

2/T(1-T)

Aqui, 8, =7 — 0} y 8, = arcsin/T. La integral es facil de realizar dando
como resultado [17]

1

La grafica de esta ecuacidn se muestra en la Fig. 4.3(a), donde se compara
con la de w(T) = 1/(2VT), correspondiente al caso asimétrico [Ec. (3.13)].
A diferencia de éste ultimo podemos observar que ademds de un aumento en
la dispersién hacia atras, debido a la invariancia ante inversién en el tiem-

po, tenemos un aumento en la dispersién hacia adelante, coherent forward
scattering, que se debe a la simetria izquierda-derecha del problema.

4.3 Sistemas con simetria ID completa en la
presencia de procesos directos

En esta seccidn vamos a incluir la presencia de procesos directos en un sistema
con simetria izquierda-derecha (/D) completa; es decir, ahora la matriz S
promedio (u 6ptica) (S) es diferente de cero.
En lo que sigue vamos a ignorar la presencia de un campo magnético.
La matriz S tiene la estructura de la Ec. (4.1), y también (S}, es decir

_ [ ®
(8) = ( W ) ) , (4.14)
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con

(= 7 (4.19)
W = @ (4.16)

bloques de NV x N. Tanto S como {S) pueden llevarse a una forma diagonal
en bloques por medio de la matriz de rotacién (4.2): S pasa a ser S’ de la
Ec. (4.3) y (S) viene a ser

() = Ro (S) RT = (s) X } . (4.17)

0 <5(‘}>

Como hicimos notar después de la Ec. (4.4), s*) son las matrices uni-
tarias (8 = 2) y simétricas (8 = 1) de N x N mds generales. Sus distribu-
ciones estan dadas por dos kernels de Poisson estadisticamente independi-
entes de la forma (3.14), con <s(i)> como sus matrices épticas. Denotando

por dﬁ(s)(S) la distribucién de S, tenemos

dp(g)(S) = dP(s(+)) (S(+)) dP(s(—)>(3("))’ (418)
donde
(BN+2-4)/2
[det (IN — (s} (sfi>>T) |
dP(s(¢)>(3(i)) = - N3 dpM(s)). (4.19)

|det (IN - ) (s(i))1)|

Entonces podemos escribir dﬁ'(g)(S) como

t ](5N+2—5)/2

N [det (IN —
dP s (S) = -
(S)( ) |det . NS 5(+) 1 |

(=)

')
[det(IN— s() s( )>f)] R

)

Idet(IN—s( (s(= =) l

BN+2-8

s 4A9(8) (4.20)

donde di’®(S) estd definida en la Ec. (4.5).
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Figura 4.2: Una cavidad cadtica con simetria izquierda-derecha en presencia de procesos
directos representados por barreras en las gulas de onda, las cuales estan descritas por las
matrices Sy, 9. La matriz S éptica es diferente de cero.

El caso especial de transmisién directa nula, (t) = 0, es decir

' 0

5) = ( %) (r) ) (4.21)

puede escribirse como

BN+2-8
dPy)(S) [det (2 — (1) (")) 478 (5)
(r) = - _ ‘
i = )P (1~ G

(4.22)

Fisicamente, este caso puede realizarse por estructuras con simetria 1D com-
pleta sin procesos directos, a las cuales se les afiaden barreras idénticas (con
la simetria 3 = 1,2) a’las~dos guias, cada un@ con una matfiz de Teflexi6n
[ver Ec. (3.23)]

o =ry=(r). (4.23)

La situacion se ilustra en la Fig. 4.2.

4.3.1 La distribucién de T para elcaso N=1, =1
En este caso, la Ec. (4.22) se reduce a

2

s e =0T
ol = S P s T

diM(8), (4.24)
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Figura 4.3: Las graficas con lineas gruesas es la evolucién de la distribucién wy(T) de

la Ec. (4.25) con el pardmetro {r) = — cose para una cavidad cadtica con simetrfa ID

completa. Los casos ¢ = §, %, 5,45 se muestran en (a), (b}, (¢), (d), respectivamente. Las

lineas punteadas muestran por comparacién la distribucién de T correspondiente a una

cavidad AS con dos barreras idénticas.

donde (r) y s} son ahora matrices de 1 x 1, es decir son niimeros complejos.
La distribucién de T puede obtenerse de la expresion general (3.11). Para
(r) real, algunos de los pasos se encuentran en el Apéndice B, el resultado

final es
_ 1 (1+ () (1= ()
T =T) (14} -4 1 - T)

La distribucién (4.25) se muestra en la Fig. 4.3 para varios valores de {r)
y se comparan, en la misma figura, con la distribucién correspondiente a una
cavidad asimétrica con la misma (S), dada por la Ec. (3.27).

Para (r) = 0, la distribucién de la Ec. (4.25) se reduce a la de la Ec.
(4.13), la cual es simétrica con respecto a T = %, talque Ty R=1-T
estan idénticamente distribuidas; esta caracteristica se pierde cuando (r) #
0, donde T’s pequenas son mds probables. Conforme (r) — —1, ambas
distribuciones (es decir, para sistemas con simetria /D y sin ella) mostradas
en la figura tienden a §(T).




Capitulo 5

Ruptura de la simetria espacial
de reflexion de cavidades
cadticas balisticas

En este capitulo estudiamos el efecto de la ruptura de la simetria de reflexién
de dos formas, ambas en presencia de invariancia ante inversién en el tiempo.
La primera que vamos a considerar es una configuraciéon que consiste de
una cavidad conectada a dos guias de onda colocadas simétricamente con
barreras que en principio pueden ser diferentes. Una segunda configuracién
consite de una cavidad conectada a cuatro guias colocadas simétricamente
con una barrera en cada una de ellas. Tapando dos de las guias y abriendo
completamente las otras dos podemos llegar a una configuracién que consta
de una cavidad conectada a dos guias pero colocadas asimétricamente, en
ausencia de procesos directos.

5.1 Ruptura de la simetria de reflexién por
procesos directos

En esta seccidn consideramos una configuracién que consiste de una cavidad
con simetria [D y matriz de dispersion Sy, conectada a dos guias de onda
colocadas simétricamente; las barreras en cada una de las guias, descritas
por S; y Sz pueden, en general, ser diferentes. Este arreglo introduce re-
flexiones directas y una rupture de la simetria de reflevion (ver Fig. 5.1).
Como un resultado, mientras la matriz de dispersién Sy de la cavidad mas

49
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S /-\

Figura 5.1: Una cavidad balistica con simetria de reflexién descrita por la matriz Sp,
conectada a dos gufas de onda con barreras descritas por S, Sz. Las barreras dan lugar a
procesos directos v, si son diferentes, la simetria ID del sistema completo se rompe (mezcla

oxterna).

las guias de onda colocadas simétricamente, pero sin incluir las barreras,
tiene la estructura (2.40)-(2.42), la matriz de dispersién S del sistema total
incluyendo las barreras tiene la forma mds general (2.29)-(2.31). Ahora, S
se genera de Sy a través de la inversa de la relacién (3.20); esto es, moviendo
Sp sobre su variedad de parametros independientes, pero manteniendo las
barreras fijas, se genera una matriz S que se mueve sobre una variedad con
la misma dimensién. En lo que sigue nos restingiremos al caso de un canal
(N =1) en cada guia. Las matrices Sy pueden expresarse en términos de dos
pardmetros continuos independientes (mds un pardmetro discreto o), como
en la Ec. (5.9) que aparece mas abajo, mientras que S tiene la forma mas
general (3.9); esto es, debe existir una relacién algebraica que conecta los
tres pardmetros continuos 7, ¢, z,!; que aparecen en Ia ultl![ld ecu_d(,lo_n

Queremos que SO esté distribuida de acuerdo con la medida invariante
dfi(So). En principio, la transformacién entre Sy y S (para S, y S fijas)
define univocamente la distribucién estadistica resultante de S, que llamare-
mos dP(S) [ver Ec. (5.21)]); para esos propésitos uno puede encontrar el
Jacobiano de la transformacién que relaciona S con Sy, ambas matrices es-
tando sujetas a las restricciones explicadas en el parrafo anterior. En lo que
sigue, sin embargo, encontramos conveniente calcular d}s(S) procediendo a
lo largo de una ruta mads simple, tomando ventaja del Jacobiano entre las
matrices S no restringidas que ya conocemos de la Ec. (3.21). De hecho,
la medida dji{Sp) puede expresarse primero como la medida du(S,) de las
matrices Sy irrestrictas de la forma de la Ec. (5.5) que aparece después,
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veces las funciones delta apropiadas que dan la restriccién requerida entre
los tres pardmetros 7g, ¢y, ¥y [ver Ec. (5.6)]. Después, la Ec. (3.21) expresa
du(Se) en términos de du(S), el factor en frente de du(S) en la Ec. (3.21)
siendo el Jacobiano de la transformacién de las matrices S a §' irrestrictas.
Finalmente, la identidad (5.21) da la distribucion requerida dP(S) para las
matrices .S. Procedemos a implementar este esquema en detalle.

La relacién entre la matriz de dispersién Sy para la cavidad y la matriz
S para el sistema completo estd dada por la Ec. (3.20)

1
S 5.1
IQ—TbTS b ( )

: t, 0 -

_ rt 0 P ?"'i 0
Tb“( 0 Té): Tb_(o o : (53)

Aqui, todas las matrices son de dimension 2, tal que los elementos son
mimeros complejos. La matriz S tiene la estructura (3.9), mientras que
Sp tiene la estructura (4.1), es decir

{7t
e () o
Serd 1til escribir Sy de la Ec. (5.4) en la representacién polar (3.9) como

T @i J7 eldorio)
So = T eilbotvo) T 7o etivo | (5.5)

Sin embargo, los tres paramentros Tg, ¢¢ y ¥ no son independientes. De
hecho, la estructura de Sy dada en la Ec. (5.4) implica una relacién entre los
dos angulos ¢g y 1y, i.e.

S{) = tb_l (S - T‘b)

con

621:1,[)0 — _82i¢0, . (5-6)

0, tomando la raiz cuadrada sobre ambos lados
eVt = jge'®, (6.7)
donde ¢ = £1. Equivalentemente

Yo = ¢ + Ug , mod(2n), (5.8)
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La forma mas general de Sy es entonces

So = —e 0( 10 \/To \/1_——’&))’ (5:9)

escrita en términos de los parametros independientes 7, ¢y y la variable
discreta o, los cuales tienen el intervalo de variacién

To & [0, 1],
Q‘)U c {0: 2’”-]: (510)
o =41,

De (4.2)-(4.4), la matriz Sy puede diagonalizarse por una rotacién de 7 /4

para dar
it
et 0 ;
So = [ 0 €%’ ] ’ 10
donde ) o
eiﬁo =g+ by = _62?¢0i1050 (512)
¥
-1 ’ 70 il 7T
60 tan ]_—TO, 2_/80_2 ( )

Con el rango de variacién (5.10) para 7y, ¢y v o, o y €% cubren dos
veces el toro definido por los dos dngulos 95“, 9((,’).

La Ec. (5.12) es una transformacién de los parametros To, Po ¥y O a los
parametros 6’((]"’), 9((,"), cuyo Jacobiano puede escribirse como

1 dol™ gl

}.— d'i"() d¢0
2 2n 27 2 0 fr(1—1p) 27

Ambos lados de esta dltima ecuacién se integran a 1 si el lado izquierdo se
integra en la regién 98”, 9(()_) € [0, 27] y se multiplica por 2 para tomar en
cuenta el hecho que la regidn se visita dos veces, y el lado derecho se integra
en la regién especificada por (5.10).

De acuerdo con la Ec. (4.5), el lado izquierdo de la Ec. (5.14) repre-

senta la medida invariante para las matrices Sy con simetria ID. Una fun-
cién f(7y, ¢o,0) puede trasformarse en una funcién f(é?((,+),8((,_)) usando la

(5.14)
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transformacén (5.12); su promedio sobre la medida invariante de Sy puede
escribirse entonces como

2 dos? o bl ) c o 0
]0 o [ S e o)
dTg 2n d¢'0
/0 - f gf(T()a ¢01 0)' (515)

\,f'Tg 1 —Tg

Aqui, sobre el lado izquierdo integramos sobre el toro 9.;(,+), 9(()_) solamente
une vez. Supongamos ahora que se nos da una funcién F(ry, ¢o, %) =
F'(19, ¢o, €¥0) de los tres pardmetros que aparecen en la Ec. (5.5) y queremos
calcular su promedio sobre la medida anterior. Primero, hacemos uso de la
Ec. (5.7) para eliminar ¥ y escribir

0““:1:1

F(TO: ¢’0: T!‘)0) = F’(TOJ ¢0: eidm) = F’(TU: ¢0: iaei¢0)
= (70,0, 0) = F(65",657), (5.16)
donde f(1, ¢o,0) ¥ f(ﬁ((,+), 9((]_)), tienen el mismo significado como en (5.15).

El promedio de esta funcién puede escribirse como en (5.15) y subsecuente-
mente como

! d7o /2” déo ., -
F' (19, o, ice®
2/077\/701—70)0 2 o )

o==+1

/0 Wm/% oy i

5 (ko= 00— 3 )+ (o = 0 = 37)| Firo, o, o),

1
2
_ !
2

(5.17)

donde hemos usado la Ec. (5.8). Comparando el lado izquierdo de (5.15) con
el lado derecho de (5.17) podemos escribir

0§ a0 2[5 (o —do—F) +6 (%o - 60— 32)] dry ddo dibe

o 2r Vi—1 2T o 27
(5.18)
donde el simbolo ~ indica que las dos medidas son equivalentes cuando los
lados izquierdo y derecho se usan para integrar las funciones f(65",657) y
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F (79, ¢, ¥o), respectivamente, definidas antes. Obviamente, los dngulos en
el argumento de las funciones delta anteriores se definen médulo 27. Como
hemos hecho notar, el lado izquierdo de la Ec. {5.18) es la medida invariante
dfi(Sp) para matrices de dispersién Sy de la forma (5.11), es decir para una
cavidad con simtria ID. Por otro lado, la Ec. (3.10) muestra que los tltimos
tres términos multiplicativos de la Ec. (5.18) es la medida invariante dp(Sy)
para matrices de dispersién Sy de la forma mds general (5.5). La relacién
entre las dos medidas es entonces

o — do—5) +0 (b — o — 3%)]

1'—7'0

25 (
4i(S0) ~ (S, (5.19)
Aqui, las funciones delta restringen cl espacio de matrices unitarias y simétricas
al subespacio de matrices dc la forma (5.9).
Como se explicé al comicnzo de esta seccidn, ahora expresamos du(Sy)
en términos de du(S) usando la Ec. (3.21). Esa ecuacidn se lee, para el caso

presente,
[det (IQ — Ty Tg)]3/2

'(let (Ig — STI)'S

Sustituimos esta ecuacién en la Ec. (5.19) y usamos la Ec. (3.10) para ex-
presar dup(S) en la representacién polar. También notamos que la medida
dji(Sp) que aparece en el lados izquierdo de la Ec. (5.19), es decir la prob-
abilidad diferencial asociada con las matrices Sy [que tienen la forma (5.4)]
para la cavidad con simetria /D, debe coincidir con la probabilidad diferen-
cial dFy, (S) que estamos buscando, asociada con las matrices transformadas
S [que tienen la forma (3.9), pero con las restricciones apropiadas], es decir

dB,,(S) = dp(So). (5.21)

dp(Sp) = di(.S). (5.20)

Entonces tenemos

5 (%o — b0 — 5) + 6 (vo — ¢ — 31)
V=1

3/2

[det (1. - )| dr dg dy 5 22)-
[det (1, — srf)[ 2v/7 2w 2n ’

Resta por expresar las variables ¥y, ¢o, 7y que aparecen en los argumentos
de las funciones delta en términos de 1, ¢, 7. Esto se hace en el Apéndice C

dB,(S) ~ 2
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Figura 5.2: Una cavidad caética balistica con simetria de reflexién conectada a dos
gufas de un canal. La gufa del lado izquierdo se abre completamente, mientras la del lado
derecho tiene una barrera representada por la matriz S;.

para el caso particular en el cual la barrera del lado izquierdo es transparente,
tal que su matriz de dispersién S de la Ec. (3.17) es la matriz de Pauli o,
y la barrera del lado derecho se describe por la Ec. (3.18) con elementos
matriciales reales (ver Fig. 5.2). El resultado es

(1 _ r’22)3/2 !m _ ?,,128272@5
(2w)2\/;|m (1 _ Téz) — rlTeie
< [5(4-6-at@)-3)+i(v-s-a¢)-33)|
X dr d¢ dy, (5.23)

2

a(¢) siendo dada por la Ec. (C.9). Recordemos que los dngulos en los
argumentos de las funciones delta estan definidos médulo 27.

Como un primer chequeo pongamos r5 = 0, correspondiente al caso sin
barreras. Obtenemos lo siguiente

o5 B (o) vslo-s- 5o

(5.24)
Gracias a las funciones delta recobramos la situacién de simetria ID. Como
se esperaba, el lado derecho de la Ec. (5.24) es la medida invariante definida
para esa simetria, la Ec. (5.18). Como un segundo chequeo, analicemos el
caso r, — —1, que corresponde a obstruir la guia de onda del lado derecho.



56 5 RUPTURA DE LA SIMETRIA ESPACIAL DE REFLEXION

Figura 5.3: Una cavidad caética balistica con simetria de reflexion conectada a una sola
guia, con un canal abierto, en la ausencia de procesos directos. La matriz S unidimensional
r = —e?% estd distribuida de acuerdo con la medida invariante.

Mostramos cn el Apéndice D que (5.23) da en este caso

La distribucién de la conductancia se reduce a una funcién delta (definida
de un solo lado) en cero, como debe ser. Noétese que la variable ¢ esta
uniformemente distribuida en los casos extremos r, = 0 y v, = —1; esto no
es asi para un valor arbitrario de r}. En el caso limite r; = —1 terminamos
con una cavidad con simetria 7D conectada a una sola guia (ver Fig. 5.3): la
matriz S de 1 x 1 resultante, es decir r = —e??, estd distribufda de acuerdo
con la medida invariante: esto es, no existe memoria de la simetria ID de
la cavidad. De hecho, el lado derecho de la Ec. (5.25) es idéntico al de
la Ec. (3.30) de la Seccidn 3.4, para una cavidad AS con la guia del lado

--derecho obstruida.  Como veremos més tarde, en la Seccién 5.2, ésta es una

peculiaridad del caso de un canal.
Para obtener la distribucién conjunta de 7 y ¢ para r}, arbitraria inte-
gramos (5.23) sobre ¢. Encontramos lo siguiente

3/2 .
1 (1 — ’r'22) / ’\/ﬁ - rh e%?
) nk
om VT l\/l—"r (1 — T‘é?) —rhT te‘f’l
La distribucién w(7T') de T = 7 se obtiene integrando g, (7, ¢) sobre ¢. La

Fig. 5.4 muestra (linea continua) la evolucién de w(T) con el pardmetro
rs. En la misma figura comparamnos la secuencia de distribuciones con las

4, (1,9) = (5.26)
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Figura 5.4: La linea continua muestra la evolucién de la distribucién de T obtenida por
integracién numérica sobre ¢ de la Ec. (5.26) para una cavidad con simetria ID y una
barrera representada por ry = —cose, como una funcién del parametro ¢. Las figuras
(a), (b), (c), (d) muestran los casos € = %, I, §, 35, respectivamente. La linea punteada
muestra, por comparacién, las distribuciones que corresponden a una cavidad AS y la

misma barrera como para las correspondientes lineas continuas.

correspondientes a una cavidad AS (linea punteada) con la misma 75. En el
primer caso el sistema “recuerda” que, aungue la configuracién resultante es
asimétrica, la cavidad tiene simetria ID.

5.2 Ruptura de la simetria por medio de guias
de onda colocadas asimétricamente

En la seccidn presente estudiamos el efecto de la mezcla externa de la simetria
ID en la ausencia de procesos directos, es decir para (S5) = 0: el problema serd
el de una cavidad con simetria ID conectada a dos guias de onda colocadas
asimétricamente en la ausencia de barreras. Procedemos como sigue. Vamos
a considerar primero la cavidad con simetria ID conectada a cuatro guias
colocadas simétricamente (cada una con un canal abierto), cada una de las
cuales tiene una barrera, en general diferente, como se muestra en la Fig.
5.5. Posteriormente, se quitan las dos barreras del lado izquierdo, mientras
las del lado derecho se hacen reflectores perfectos.
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Figura 5.5 Una cavidad balistica conectada a cuatro guias de onda colocadas
simétricamente, con barreras que en principio son diferentes.

Llamemos Sy a la matriz asociada a la cavidad con la simetria espacial
conectada a las cuatro guias colocadas simétricamente en la ausencia de
barreras. La matriz S en la presencia de las cuatro barrcras estd dada por
la Ec. (3.20}, es decir

, 1
S = Ty + tb mns‘g tb: (527)
donde
ty 0 0 O
T G t, 0 0
0 0 0 ¢
rr 0 0 0 rn 0 0 0
| O 2 00} ;o0 0 0 | —
"=lo o 0| Tl o 0w o0 | (5.29)
0 0 0 7 0 0 0 ry

Como se explicé anteriormente, abrimos ahora las guias de onda del lado
izquierdo y bloqueamos las del lado derecho por medio de reflectores perfec-

tos, tal que
I, 0 0 0
t = f - = ! -—_— 2 2
b tb ( 02 02 ) s Ty Ty ( 02 __[2 ) ’

donde I y U; denotan las matrices unidad y cero de dos dimensiones, respec-
tivamente.

(5.30)
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S

Figura 5.6: Una cavidad cadtica balistica conectada a dos gufas de onda colocadas
asimétricamente sin procesos directos. La distribucion de la matriz S estd muy cerca de

la medida invariante.

La matriz Sy de 4 x 4 tiene la estructura (4.1}, es decir

_f[ro to -

Se = ( to 7o ) s (031)
donde 75 y £ son matrices de dimensién 2. La matriz S de la Ec. (5.27) se
lee entonces como .

_ To — t() Tatro t() 0
S = ( 0 5 (5.32)

El bloque 1-1 de las expresiones anteriores es la matriz de dispersion de
2 x 2 del sistema final que consiste de una cavidad balistica con simetria ID
conectada a dos gufas de onda del lado izquierdo (ver Fig. 5.6}, es decir

1
.[2 + 7o

§ =19 — tp to . (5.33)
Usando el resultado (4.4) podemos expresar 7y y £y como

Ty = [S(+) + s(_)] , (5.34)

[N ]

to = % [ = st (5.35)

donde s{*) son matrices unitarias y simétricas de 2 x 2 m4s generales posible.
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Figura 5.7: La distribucién de T' para una cavidad con simetria ID conectada a dos
guias de o nda colocadas asimétricamente. La linea punteada corresponde a una cavidad
AS conectada a dos guias.

Se realizé un célculo numérico, en el cual se generaron matrices Sy de
dimensién 4 con una distribucién correspondiente a su medida invariante:
esto se hizo construyendo un ensemble de matrices 5, Ecs. (5.34), (5.35),
distribuidas como dos COE’s independientes. La matriz S resultante se
evalué de la Ec. (5.33).

La distribucién del coeficiente de transmisién resultante T' se muestra en

_..la Fig. 5.7. Por.comparacién, se muestra con-linea punteada la distribucién
1/(2V/T) correspondiente a una cavidad AS conectada a dos gufas de un
canal y con {S) = 0. Aunque la cavidad con ruptura de la simetria externa
tiene una distribucién de T muy cercana a 1/(2v/T), existe una desviacién
estadisticamente significativa que indica que el sistema resultante tiene una
memoria de la simetria puntual de la cavidad (la diferencia entre las dos
distribuciones se hace mds notable en el gréifico logaritmico de la Fig. 5.8).
De hecho el coeficiente de transmisién promedio mds su fluctuacién es

(T) + 4§ (T) = 0.3201 £ 0.0009, (5.36)

que difiere de (T") = 0.3333, obtenido de la medida invariante. Esto contrasta
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tn w(T)

Figura 5.8: Grafica logaritmica de la distribucién de T para una cavidad con simetria ID
conectada a dos gufas de onda colocadas asimétricamente. La linea continua corresponde

a una cavidad AS conectada a dos guias.

con el resultado mencionado justo antes de la Ec. (5.26) para la cavidad con
una guia de un canal que se muestra en la Fig. 5.3.



Capitulo 6

Analogia con un sistema
desordenado: el arbol de
Cayley doble

En este capitulo vamos a ver la relacién del problema de transporte elec-
trénico en una cavidad cadtica balistica con otro de naturaleza muy difer-
ente, a saber, un sistema desordenado. Para éste vamos a considerar una
red construida por la unién de dos drboles de Cayley [25] de manera que uno
sea la imagen especular del otro. Cada sitio de la red lo vamos a suponer
desordenado de tal forma que al final tenemos un sistema que consta de una
regién compleja conectada a dos terminales.

En la Ref. {42] se ha encontrado que el drbol de Cayley simple constituye
una buena aproximacién de una red real. Sin embargo, la Ref. [26] muestra
que el drbol de Cayley doble es una mejor aproximacién todavia. En estas
referencias el andlisis se lleva a cabo dentro del formalismo Hamiltoniano
utilizando el modelo que en la literatura se conoce como tight-binding [43].

De acuerdo con el modelo de Anderson [44], a cada sitio de la red se le
asigna una energia estocdstica para simular el desorden en el sistema. Se
encuentra el mobility edge [45, 46], la energia critica que separa los estados
localizados de los extendidos, en funcién del pardmetro de desorden. Los
resultados son similares a los obtenidos por Anderson [44]: existe un valor
critico para el desorden, arriba del cual los estados son localizados. A esto se
le conoce como localizacion de Aderson (45]. Una revisién sobre los conceptos
de la teoria de la localizacién y sus diferentes enfoques la podemos encontrar
en las Refs. {16, 26, 45, 47, 48, 49, 50].

63
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Figura 6.1: Un 4rbol de Cayley doble de conectividad K = 2 y generacién n = 4. Cada
nodo tiene asociada una matriz S. Las lineas representan conductores perfectos.

Desde el punto de vista dispersivo solo se ha estudiado el transporte
cudntico en el arbol de Cayley simple [51]. En forma diferente al modelo
dc Anderson, el desorden se introduce asociando una matriz de dispersion
aleatoria al enlace entre dos sitios consecutivos. Aqui, vamos a aplicar el
formalismo de fa matriz de dispersidn al drbol de Cayley doble pero en con-
cordancia con ¢l modelo de Anderson, y a diferencia de la Ref. [51], es la
matriz S asociada a cada sitio la que es aleatoria.

6.1 El problema de dispersién en un arbol de
Cayley doble

El sistema que tenemos en mente consiste de un conjunto de puntos (sitios)
distribuidos en el espacio de acuerdo con una malla, o red, dada por la unién
de dos drboles de Cayley. De cada sitio (excepto los de la unién)_de la malla
emergen K + 1 ramificaciones, donde K es la conectividad. Partiendo de la
unién hacia afuera y hasta encontrar el primer conjunto de sitios (donde se
ramifiqua cada arbol) se dice que se ha alcanzado una generacion, de manera
que el numero de generacion n, partiendo desde la unidén, nos da la nocién
de tamafio del sistema. Al dispositivo de dos terminales asi construido le
llamamos drbol de Cayley doble de conectidad K. Un ejemplo se muestra en
la Fig. 6.1 para K =2y n=4

Vamos a suponer que por las terminales entran y salen ondas electrénicas.
Como antes, la matriz de dispersion del sistema relaciona las amplitudes de
las ondas salientes con las entrantes. En general, ésta dependerd de las
matrices de dispersién asociadas a los nodos, cuya regla de combinacién es
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Figura 6.2: Un 4rbol de Cayley doble en una generacién dada n + 1. La dispersién en
los nodos est4 representada por las matrices S y Sp. Sg“) y Sé") representan las matrices
del sistema en la generacion n.

en principio complicada.

Si nos fijamos en una generacién dada n, el sistema es como se muestra
en la Fig. 6.2. Supongamos que los conductores perfectos que conectan los
nodos tienen solamente un modo de propagacion, y que las matrices S de
3x 3 asociadas a los nodos se denotan por Sy para el nodo izquierdo y Sp para
el derecho. En principio, §; y Sp son diferentes, de manera que no tenemos
simetria de reflexion. Si en dicha generacién las matrices del sistema son S 5”)
¥ Sé"), ambas de 2 x 2, la matriz S en la generacién n + 1, también de 2 x 2,
resulta ser (ver Apéndice E)

1
S(n+1) — SI;D: SID : S(n) ID 6.1
pp T opg e~tke], — S SLD Sap (6.1)

donde la matriz S de 4 x 4 se contruye de S™ y S{™ como sigue:

sim
LR s N 6.2
s 2

Por supuesto, la matriz S resultante en cualquier generacién es unitaria
debido a la conservacién de flujo, y simétrica si tenemos invariancia ante
inversién en el tiempo. Por tanto, en la generacién n la matriz S tiene la
siguiente estructura

(m)  ¢n)
(n) _ T 2
S = [ tn)  ptin) jl : (63)
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donde #(™ y #® son las amplitudes de reflexién, para incidencia por la
izquierda y por la derecha, respectivamente; t) es la amplitud de trans-
misién.

Por otro lado, las matrices SE5, SLD, S57 v SG2 de la Ec. (6.1) se
construyen a partir de las matrices de los nodos mediante la transformacién
{ver Apéndice E)

S SBN (8 0
donde () es la matriv ortogonal de 6 % 6
1 00000
0 01 00O
0 00O01O0
0= 010000 (6.5)
0 001O0O
000001

Aqui, S{2 ¢s una matriz de 2 x 2 que representa la dispersion en la parte
externa del sistema; las matrices de 2 x 4 y 4 x 2, SEJ y SL2, representan
la dispersién desde el interior al exterior, y viceversa, respectivamente; final-
mente, la matriz S{?% de 4 % 4 nos da la dispersién interna. Explicitamente,

tenemnos que

! I I
. o _ 1 % S12 % 513 %
0 s3]0 s5 0 3573

(S{DIIJJ S}LD): s 0 ]sh 0 s 0O (6.6)
Ser | 800 2|0 sB o0 SB[ '

531 % Sia % sz 0
D
0 s 0 s3 0 s3;

—

o
w

Habiendo definido el problema de dispersion en el 4rbol de Cayley doble, y
dado que nos interesa estudiarlo como un sistema desordenado, en la siguiente
seccion vamos a considerar un modelo para introducir el desorden por medio
de las matrices asociadas a los nodos. El sistema ordenado, es decir el cristal
del drbol doble, se analiza con detalle en el Apéndice F,
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6.2 El desorden en el arbol de Cayley doble

En el modelo de Anderson [44], el desorden en un sistema se introduce aso-
ciando a cada sitio de la red una energfa estocdstica, es decir, distribuida
con alguna ley de probabilidad. Similarmente, vamos a suponer que las ma-
trices de cada nodo, Sy y Sp de la Ec. (6.1), son matrices aleatorias con
una distribucién dada. Esto funciona bien para sistemas quasiunidimension-
ales, aquellos cuya longitud es mucho mayor que el ancho, pues se obtienen
los mismos resultados que en el modelo de Anderson [52]. Por tanto, es-
peramos que también funcione para el drbol de Cayley. Cuando se itere el
sisterna mostrado en la Fig. 6.2, los diferentes nodos de la Fig. 6.1 van a ser
estadisticamente independientes entre si.

Para tales matrices vamos a adoptar un modelo, que es una generalizacién
del propuesto originalmente por Biittiker [63]. Es decir, suponemos que las
matrices Sy y Sp son de la siguiente forma:

dj ¢ ¢
Sj= Cj aj bj (67)
¢ b gy

con 5 = I,D (izquierda y derecha, respectivamente}. Los coeficientes son
nimeros complejos que deben satisfacer la condicién de unitaridad:

c= fee?
= /1= 2¢ce?
- _1 (d*62i7 _ eia)
= —; (d"e® 4 ),

(6.8)

donde solamente tenemos cuatro de los seis pardmetros independientes que
debe tener una matriz de 3 X 3 unitaria y simétrica. Aqui, las fases o, v y
§ se eligen al azar de una distribucidn uniforme en el intervalo [0,2x). El
pardmetro ¢ es un nimero real que varia en el intervalo [0, 1].

La Fig. 6.3 ilustra en forma esquematica el modelo anterior. Podemos ver
que si incidimos con amplitud uno por el alambre denotado por 1, la amplitud
de reflexién por el mismo alambre es d y la amplitud de transmisién a los
alambres denotados por 2 y 3 es ¢. Al incidir por 2 (o por 3), la amplitud de
de reflexién es a y de transmision al 3 (o al 2) es b; la amplitud de transmisién
al lesc

El coeficiente de transmision de 1 a 2 (0 3), 0 de 2 {0 3) a 1, es ¢, por
tanto, podemos considerar este parametro como una medida del acoplamiento
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Figura 6.3: Modelo de Biittiker para matrices de 3 x 3 asociadas a los nodos del drbol
de Cayley. d es la ampiitud de reflexién al incidir por el alambre 1 y a, Ec. (6.7), cuando
se incide por 2 & 3 (no representada en la figura). La amplitud de transmisién de 1 a2 6
3, u viceversa, €3 ¢ y la de transmision de 2 a 3 o viceversa es b.

del alambre 1 a los otros dos. Cuando ¢ es cero la transinision desde 1 es
cero, y en ese caso tenemos acoplamiento nulo; en cambio cuando € = % el
acoplamiento es maximo pues la reflexién cs nula.

En el caso de que las matrices S de 3 x 3 asociadas a los nodos no fucsen
aleatorias, tendriamos el cristal del arbol de Cayley doble. Este caso se
analiza en el Apéndice F para un valor arbitrario del acoplamiento.

En la siguiente seccién vamos a consisderar el caso desordenado pero con
acoplamniento maximo. En la seccidn subsecuente analizaremos otros casos
de acoplamiento.

6.3 Arbol desordenado con acoplamiento ma-
ximo

En esta seccién vamos a analizar el caso de acoplamiento médximo. Este caso
es especial porque la Ec. (6.1) se puede reducir a una forma que nos recuerda
la de una cavidad con simetria izquierda derecha conectada a dos guias (una
a cada lado), en la cual se le ha tapado una.
Para e = % las matrices S; y Sp se escriben como:
0 Letvi L egiv
S. = 1 ty; :lEia- \/? i
i = | pey et —je (6.9)

1 givy _lgag  Lgio;
\/2-6 26 26
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donde j = I, D.
Con la adopcién de este modelo las submatrices de la Ec. (6.6) toman
una forma relativamente sencilla: SE% = 0,

gip — L [em 0 fem 0
PQ \/5 0 e 0 e

1 {en 0 1 0|1 0
:75(0 eiw)(o 1’01) (6.10)

que podemos escribir como S{a‘% = %U.,,( I, I ), donde I, es la matriz
unidad de 2 x 2 y U, la matriz

0= (% o ) (6.11)
De la misma manera,
gio 0 _eiar 0
540 Z% _fm, BZSD eg, _e(;aﬂ = %( UU _UU“ ) (6.12)
0 —eon| 0@ ien

donde se ha definido la matriz U,. Nuevamente, podemos escribir esta
ecuacion como

so=3( 1) (v -u)=1( 2)e(n -n). 6w

Si definimos la matriz V' como

V= \}5 ( _2 ) \ (6.14)

podemos escribir Shg = VUVT.
Entonces, la relacién de recurrencia (6.1) se puede escribir de la siguiente
manera:
1
I~ S0 (mesp)

S(n+1) — ( tkaSID) S(n) (eikasé?)) ] (615)
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Por otro lado, los productos e**SpD y ¢ SL2 implican simplemente

una transformacién en las fases:

o — a4+ 2ka

vy —v+ka (6.16)

Entonces, ke puede absorberse en las fases o v -y, puesto que éstas se encuen-
tran uniformemente distribuidas en el intervalo [0, 27]. Por tanto, podemos
escribir simplemente la relacion de recurrencia como

1

+1
S = 513 7— S0
(&

SM SR, (6.17)

Ahora, desarrollamos c¢n scrie el cociente que aparece en la expresién
anterior, para cscribirla de forma siguiente:

S(n+1] — SID S(n)Sé?) + S S(n
x {546 + S50S™ Shg + SERS™ SRS SH, + -} S SR
(6.18)
que a su vez se puede escribir comno
S(n+l) — S S(n)S »+ SID S(n)VU
{1 (750 5] (8 0+ v

(6.19)
Esta sefie se puede sumar, con el Tesultado T T
(n+1) _ oD q(n) (n) 1 IDan) 7
S = 538558 + [SHgS™V] Uas SO [si2s™v]".
(6.20)

Al realizar todos los productos que aparecen en la expresién anterior
encontramos que

SpaSMSEE = Up,U, (6.21)
SPQS n)V == U»YTH (622)

visihy = ,, (6.23)
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donde

pu = =[S+ 58] (6.24)

— ol =

™= 5 [S" -5 (6.25)

Por lo tanto, la relacién de recurrencia se convierte en

SO+ =, (p,, + TﬂUaan) Uy, (6.26)
donde ahora todas la matrices involucradas son de 2 x 2.

La expresion dentro del paréntesis de la ecuacién (6.26) es muy pareci-
da a la que se obtiene en el capitulo anterior [ver Ec. (5.33)], correspon-
diente a un sisterna que consiste de una cavidad balistica con simetria de
reflexién, conectada a cuatro guias de un canal (o dos de dos canales) colo-
cadas simétricamente, donde las guias del lado derecho se han tapado con un
reflector perfecto.

Podemos ver tal similitud si consideramos una cavidad con simetria de
reflexién, representada por

Tn Pn

st — ( o Tn ) . (6.27)

Esta matriz tiene la misma estructura que la matriz Sy de la Ec. (5.31).
Nétese que una rotacién de 7/4 lleva S((J")a la forma diagonal en bloques
(6.2), tal como ocurrié en la Seccién 5.2. Como se muestra en la Fig. 5.5,
la cavidad se conecta a cuatro guias de un canal (o dos de dos canales),
colocadas simétricamente con respecto a la cavidad, donde las guias del lado
izquierdo se abren completamente, mientras que las del lado derecho se tapan
con barreras reflectoras con fases aleatorias. Al sustituir las matrices iy, &,
ry v 75 en la Ec. (5.27), que en este caso estdn dadas por

L 0 0
n=t=(g o). nen=(G ) em

obtenemos la ecuacién matricial

Pn + TuUaTl_Tn 0 )
S = Fa=pnUa , 6.29
( . 0. (6.29)
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donde el bloque 1-1 es precisamente la expresién que se encuentra dentro del
paréntesis de s Ec. (6.26) {véase también la Ec (5.32)]. Notamos que en
(6.26) tenemos una fase adicional: .

Dada esta similitud, vamos a aprovechar la intuicidn fisica que se obtuvo
con las cavidades con simetria de reflexion para entender lo que pasa en e]
transporte clectrénico en el drbol de Cayley doble desordenado. De hecho,
algunos de los resultados en el caso de las cavidades con simetria izquierda-
derecha se reproducen aqui.

6.3.1 El caso S;=S5p

Para el caso que vamos a considerar aqui, S; = Sp, las dos mitades del
arbol de Cayley doble son desordenadas pero idénticas. Notemos que esto no
significa que ¢l arbol doble tenga simetria de reflexién, pues los nodos de la
unién de las dos mitades (indicados con cuadros mas pequefios en la mediana
de la Fig. 6.1} pueden acoplar asimétricamente; esto es, las matrices de 2 x 2
asociadas a los nodos de la unién pueden no tener la estructura de simetria ID.
En consecuencia, las matrices S §“) ¥y Sén) de la enésima gencracion, ilustradas
en la Fig. 6.2, pueden no tener la estructura de simetria ID. De hecho, vamos
a considerar los dos casos, con y sin simetria ID en la unién, en las signientes
subsecciones.

Para S; = Sp, independientemente de si existe o no simetria ID, la Ec.
(6.26) se simplifica aiin més ya que las matrices U, y U, se convierten en
nimeros complejos de médulo uno veces la matriz unidad de 2x2: U, = e'*[,,
U, = €"71>. Entonces,

. Sintlgia — g2y [(ei%pn-)--—}- (e‘i‘*‘rﬁ—-) I_(tzm—p) (e"“'rn—)] . —(6.30)
27 ()

Si las matrices de dispersién en la generacién n, S y S tienen fases
al azar uniformemente distribuidas, podemos absorber las fases o y 7 en la
matriz de dispersion misma y escribir la Ec. (6.30) como

S = 5 41, Tn. (6.31)

-[2 = Pn "

Entonces, vemos que un drbol de Cayley doble cuyo desorden se introduce
a través de las matrices de 3 x 3 asociadas a los nodos, con S; = Sp, es
equivalente a un arbol doble donde el desorden se introduce a través de las
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matrices de 2 x 2 asociadas a los nodos de la unién de las dos mitades,
quedando fijas las matrices de 3 x 3 al iterar la relacion de recurrencia (6.31).

En las dos subsecciones siguientes veremos que las distribuciones de punto
fijo dependen de la presencia o ausencia de simetria ID.

Matrices S con estructura ID

Vamos a suponer, en esta seccién, que la estructura de las matrices de dis-
persién S%") y Sé”a, y consecuentemente de la S total, es como la que se tiene
en presencia de TRIy simetria ID. El problema fisico corresponde, pues, al
de un drbol de Cayley doble desordenado, con simetria de reflexidn.

El problema fisico andlogo seria el de una cavidad con simetria 7D, conec-
tada a una guia de onda de cuatro canales, colocada por debajo de la cavidad,
de manera que al tapar dos de los canales la simetria ID no se rompe.

La matriz S a la generacién n, Ec. (6.3), tiene la forma,

i A 4(n)
Sn — l W) ) | (6.32)

que es una matriz de 2 x 2 con dos pardmetros independientes. Como antes,
la matriz de dispersion se puede diagonalizar mediante una rotacién de = /4:

Rgz%(_i i) (6.33)

de manera que podemos escribir

RySWRI = (6.34)

0 ei()g_)

ew’(‘H 0 }

Queremos investigar si la medida invariante definida para esta estructura,
que considera fases al azar, es o no una distribucién de punto fijo bajo la
tranformacién dada por la regla de recurrencia (6.31).

La medida invariante como distribucién de punto fijo. Vamos a
suponer que la matriz de dispersién en la generacién n estd distribuida de
acuerdo con la medida invariante, a saber [17]:

do ) dpi=)
~ (n)y _ n n
A (S ) T o2r 2%

. (6.35)



74 6 ANALOGIA CON UN SISTEMA DESORDENADO

De la regla de recurrencia (6.31) podemos ver que hajo esa transforma-
cidn, la matriz de dispersién conserva su estructura, por lo que la podemos
diagonalizar aplicando la rotacién de 7/4. Es decir, multiplicamos (6.31) a
la izquierda por Ry y a la derecha por RE:

1

n T 71
RoSTMIRT = (RopuB5) + (RomRy ) T—rp——prs T (RomuRY)  (6.36)
donde
R nRT 1 mn k)

enth ) st g ot

1 :.9{;‘:) + eiﬂg;’:) 0
= 5 1:0(_) 10( ) (637)

0 e*ln :I:e n

La ecuacidn (6.36) nos conduce a la misma ecuacién para las dos fases de
la matriz de dispersién en la generacién n + 1:

2
(4 (4
Zli [emgg _ elegn)]

+ -
1-1 [ewﬁj;) n eiogj{}] '

etnil = — In 4 ¢

iplt) 1 [ 19(+)
2

if’éi’] (6.38)

los subindices se refieren a las dos matrices S™ y S{™. Una ecuacién similar

(-
0n+l donde aparecen solamente los pardmetros 91n , 92n . Es

decir, 9£:+1 v 6‘ 1 son variables independientes.

vale para e

gt
Es facil mostrar que el promedio de cualquier potencia de e’ r'+1 €5 cero.
Esto se ve claramente si desarrollamos en serie de potencias el c0c1ente que
aparece en la expresién anterior:

5 = % [efvi;t) + ew;f?]
1 (+) ()] 2 1
+ Z [ ik 8102: ] {1 4= 5 [ zﬂ(n) + 6195:)] 4. }’ (639)

. a(+) al+)
Podemos observar que aparecen productos de potencias de ein y eifen .

Entonces,
<[e 91(11)1] > =0, (6.40)
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pues sabemos que 9§;’;) y 9%:} son independientes y por tanto,

(] )= ) ) =0

por estar uniformemente distribuidas. De la misma manera,

<[e""ff+)1r> =0 . (6.42)

Entonces, concluimos que 951"}4'_)1 y 9,(1;)1 son dos variables independientes
que estan uniformemente distribuidas entre 0 y 27. Por tanto, la distribucién
conjunta esta dada por

oy deSt apl)
dP (613, 607)) = o = (6.43)

Por tanto, la distribucién de la matriz de dispersion es la medida invari-
ante. Es decir, hemos demostrado que la medida invariante definida para
esta estructura es una distribucién de punto fijo bajo la regla de recurrencia
que se obtiene para el arbol de Cayley doble:

dfiD, o

dP (5(n+1)) =dji (S(n+l)) = o

. (6.44)

Por supuesto, lo anterior vale para la regla de recurrencia (6.31) la cual
es valida cuando las matrices de dispersién en la generacién n, Ec (6.32),
tienen fases al azar. Nos preguntamos ahora si cualquier distribucién con la
que partamos, diferente de la medida invariante o cualquiera que no tenga
fases al azar, tiende a la distribucion de punto fijo que hemos encontrado; es
decir, si tiende a la medida invariante.

;Cualquier distribucidén tiende a la de punto fijo? Supongamos que
la distribucidn de matrices de dispersién no considera fases al azar; entonces
la regla de recurrencia esta dada por la Ec. (6.30), donde p,, v 7,, estdn dadas
por las Ecs. (6.24) y (6.25); S™ y S tienen la estructura (6.32). Vamos
a suponer un caso extremo en que, en la generacién n, las matrices tienen
fases fijas, no distribuidas; es decir, son de la forma

S(") _ { ei0(+) 0 }

0 659(—) (6'45)
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Nuevamente podemos diagonalizar la matriz de dispersién de la regla de
recurrencia mediante una rotacién de % y asi obtener

= el [ g

1 [ 1(9 +ct) _ z(GH)-}-a}
4

+ ei{?'y— o)

6.46
1 — % [ei(egj)m) + 61(9{+)+0-)] ( )

Al igual que antes, una expresion similar vale para 9,(;)1, pero a diferencia del
caso anterior ahora vemos que 9(1)1 9$;+)1 no son mas va1iablcs independi-
entes. Tomemos por ejemplo el caso en el que ng;) = (+) 9 Hg;). En
€se caso cncontramos que
ew’(&)l _ (9(+) ol ))619'(1 ) (6.47)
Por tanto, podemos concluir que partiendo de cualquier distribucién ar-
bitraria para la matriz de dispersién no obtenemos la distribucién de punto
fijo, la medida invariante, al menos no en una iteracién. Pero un calculo
numérico para varias itcraciones muestra que cualquier distribucién tiende a
la medida invariante.

La distribucién limite de la conductancia. Habiendo demostrado que
la distribucién de punto fijo es la medida invariante definida para esta estruc-
tura, es facil saber cual es la distribucidén de punto fijo para la conductancia.
Ya hemos encontrado dicha distribucién en el Capitulo 4, pues es el andlogo
al problema de una cavidad con simetria izquierda-derecha en ausencia de
procesos directos:

w(l) = ——— . (6.48)

Matrices S sin estructura ID

Supongamos ahora que la matriz S en la generacién n tiene la estructura

dada por la Ec. (6.3):
n r(n) ()
5 = [ o o | (6.49)
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Nuevamente, de la relacién de recurrencia (6.31) podemos ver que la matriz
S en la generacién n -+ 1 conserva la misma estructura.

Entonces, el problema consiste en un arbol de Cayley doble con las dos
mitades iguales, pero desordenado a través de la unién con matrices que
rompen la simetria /D.

En forma similar al caso de la subseccién anterior, nos preguntamos cual
serd la distribucién de la matriz S en la generacién n + 1 cuando en la
generacion n esta distribuida con la medida invariante.

Este problema corresponde al tratado en el Capitulo 5, en el cual se
rompe la simetria D, de una cavidad con simetria de reflexién, conectando
asimétricamente dicha cavidad a dos guias de onda sin procesos directos.

El resultado que se obtiene al iterar una vez, partiendo de la medida
invariante, es que la distribucién de S en la generacion n+ 1 no es la medida
inveriante, aunque es muy parecida. La distribucién de la conductancia para
une iteracion se muestra en la Fig. 5.7.

6.3.2 El caso S;# Sp

En este caso, las dos mitades del arbol doble son desordenadas y diferentes.
La estructura de la matriz S en cualquier generacion es similar al caso sin

estructura /D visto en la seccién anterior; es decir, la matriz S tiene la forma
de la Ec. (6.3):

n T.(n) t(n)
s = [ fn) ) |- (6.50)

Para este caso, realizamos un calculo nimerico para observar la evolu-
cién de la distribucién de 1" con la generacidn n. La Fig. 6.4 muestra la
distribucién w(7T) de T para diferentes generaciones.

Para las graficas de la Fig. 6.4 se usé la relacién de recurrencia (6.26),
donde se tomaron las fases @ y «y al azar de una distribucién uniforme, para
generar asi las matrices U, y U,. Para las matrices ) y S; en la generacién
cero, se eligieron las matrices de Pauli: Sio) = Sg)) = ¢a,. El tamaro del
ensemble es 200 elementos.

Aunque no sabemos cudl es la distribucién limite de T, podemos ver que
no es la que corresponde a la medida invariante aunque la evidencia muestra
que no estd muy lejos de ella. En la Fig. 6.4(d) se compara la distribucién en
la generacion n = 18 con la que se obtiene con la medida invariante. Por lo
menos hasta esta generacion la diferencia es muy pequefa pero significativa.



78 6 ANALOGIA CON UN SISTEMA DESORDENADO

\
BO T .m} F.{1] — b
60 60
»
af, aof
e '
* I
: " B I PR
L N RN I B : L I
S0 Uz bs 0% 08 0 Do o2 04 05 o3 1o
(] \d)
8D . . . . 80
60f, 60
L 40 40
b
Y
wEr 20
T . . i s
0 fitriat P oiaiean b Mi""’“‘;‘f""““‘"“r
00 02 04 06 0% P0 0D b2 ve 05 0B 1D

Figura 6.4: . Distribucion de T en el caso de acoplamiento méximo; las dos mitades del
arbol doble son diferentes: Sy # Sp. Las figuras {a), (b), (¢} y (d) muestran la evolucién
de la distribucidn w(T) de T con la generacién, para n = 2,6,12 y 18, respectivamente.
En (d) se compara con la que se obtiene con la medida invariante: w(T) = 1/2v/T.

Por ejemplo, el promedio de T resulté ser
(T & 8(T") = 0.29327 £ 0.02044, (6.51)

que difiere significativamente de (T} = 1/3, que se obtiene para la medida
\invariante. Por otro lado, la distribucién limite de 7' no estd muy lejos de
‘la que se obtiene de la generacion n = 18. La Fig. 6.5 muestra la tendencia
del promedio de T con la generacién. Aunque el promedio de T oscila,
.vémos que no cambia mucho con la generacién cuando n = 18 donde vale
-aproximadamente (7') = 0.29. La Fig. 6.6 muestra una grafica logaritmica
del promedio de T donde las oscilaciones son mas claras.

Aunque en la subseccién anterior solo realizamos el cilculo para una it-
eracién partiendo con la medida invariante, el resultado es idéntico al que
se muestra en esta seccion. Es decir, partir de matrices S con la estructura
(6.3) para la dispersién en la parte central del arbol doble, es equivalente a
comenzar con matrices S iguales a la matriz de Pauli o,, pues la estructura
de la matriz S al final también ser4 de la forma (6.3).



6.3 ARBOL DESORDENADO CON ACOPLAMIENTO MAXIMO 79

1.0 T T T M T T T T T T T T T T T T

0.8 1

0.6 1

<T>

0.4} :
“LI"E"I_LI\I_YI—-ﬁ\I-—H

0.2} .

0.0 T T T T M T ¥ T T T LI 1 M T v T T
60 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

n

Figura 6.5: Evolucién del promedio de T con la generacién del 4rbol doble. En la
generacién n = 18 el promedio de T aparentemente se estaciona en el valor aproximado

(T) = 0.29, cuando el acoplamiento es maximo.
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Figura 6.6: Gréfica logaritmica n del promedio de T como funcién de la generacién.
No es claro que el promedio de T tienda a alglin valor fijo. En la generacién n = 18 el
promedio de T vale aproximadamente (T} = 0.29, cuando el acoplamiento es maximo.
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6.4 Arbol desordenado con acoplamiento in-
termedio

En este caso no tenemos una expresioén simplificada de la relacion de recur-
rencia para las matrices S. Por tanto, tampoco es evidente que pueda haber
una analogia, o una interpretacién, en terminos de cavidades con simetria de
reflexién como en la seccién anterior. El punto de partida debe ser la relacién
de recurrencia dada por la Ec. (6.1).
Debido a que las matrices S de 3 x 3 asociadas a los nodos tienen fases
al azar, la inica simplificacidn posible es que la energia se puede absorber en

dichas fases. Entonces, escribimos la Ec. {6.1) como
1
(n+1) _ n) :
S0 = SID + SHo T g S(")S’D SE2., (6.52)

Realizamos un calculo numérico generando un ensernble de matrices S
de 3 x 3 de la forma (6.7), lo cual hicimos a través de las fases a, v y ¢
[ver Ec. (6.8)] elegidas de una distribucién uniforme entre {0, 27|, para una
¢ dada. Comenzamos con matrices S£0) = Séo) = 0, para la generacién cero
e iteramos hasta la generacion n = 18, para diferentes valores de e.

Para dar una idea de la evolucién de la distribucién w(T} de T con la

. generacion n, la Fig. 6.7 muestra las distribuciones que se obtienen para

n =1, 6, 12 y 18. Podemos observar que inicialmente T’s grandes son

- probables, pero cuando aumenta la generacién T’s pequefias son cada vez

mas probables. Suponemos que la distribucién limite de la conductancia no

_esta muy lejos de la que se muestra en la Fig. 6.7(d), pues ya no varia mucho
_ - con la generacién. Una grafica de la evolucién del promedio de T se muestra

en la Fig 6.8; se observa que el promedio de T parece estacionarse en un
valor cercano a (T} = 0.096 de la generacién n = 18. Esto no es claro pues
la grafica logaritmica de la Fig. 6.9 muestra oscilaciones del promedio de T'.
El valor es del promedio de T en este caso diferente de (T") = 0.29, que se
obtiene cuando € = 0.5,

Para valores del acoplamiento cada vez menores tenemos un compor-
tamiento similar al anterior; es decir, inicialmente tenemos una probabilidad
alta para T's grandes, siendo esta probabilidad cada vez menor conforme el
acoplamiento disminuye. Posteriomente, cuando aumenta la generacion las
T’s pequenas son mas probables. Una grafica que muestra la evolucién del
promedio de T con la generacién, para diferentes valores del acoplamiento,
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Figura 6.7: Evolucién de la distribucién w(T) de T' con la generacién n, para ¢ = 0.4.

Las figuras (a), (b), (¢) y (d) muestran la distribucién para n =1, 6, 12 y 18.

<>

og
o8
07
06
a5
04
03
o2

20

20

Figura 6.8: Evolucién del promedio de T con la generacién del drbol doble. No se ve

claro que hasta la generacién n = 18 el promedio de T se estacione en el valor aproximado
(T) = 0.096. En este caso el acoplamiento es ¢ = 0.4.
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In <T>
n
1

Figura 6.9: El logaritmo del promedio de 7' como funcién de la generacién. Se observa
que InT oscila con n, al menos hasta la generacién n = 18.

se muestra en la Fig. 6.10. En ella mostramos que el promedio de 7" parece
estacionarse en valores cada vez mas cercanos a cero, para € tendiendo a cero.
Evidentemente, la distribucién de T para ¢ — 0 es una delta centrada en
cero (de un solo lado).

~ Para una ¢ dada los resultados no muestran ninguna dependencia de la
energia; por tanto, en nuestro modelo no tenemos mobility edge, que es la
energia que separa los estados localizados de los extendidos. Por otro lado,
la Fig. 6.10 muestra que cuando ¢ — 0, el promedio de T tiende a cero
((T') — 0) en forma continua, por lo que tampoco vemos la transicién metal
aislante.

Nuestros resultados contrastan con los encontrados por Satyanarayana
[26] para el mismo sistema, donde él encuentra la transicién metal-aislante;
es decir encuentra él mobility edge como funcién del desorden. Una razén de
la discrepancia puede ser la forma como introdujimos el desorden en nuestro
modelo, donde las fases al azar absorben toda dependencia en la energia.
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4

Figura 6.10: Evolucién del promedio de T con la generacién para diferentes valores del
acoplamiento. En la generacion n = 18 el promedio de T aparentemente se estaciona en
un valor cada vez mas pequeno conforme ¢ tiende a cero.

- Otra razén puede ser que nuestro modelo de desorden, mediante matrices
aleatorias, no sea idéntico al de Anderson [44] para el rbol doble de Cayley
como lo fue para sistemas quaestunidimensionales y unidimensionales.



Capitulo 7

Conclusiones

Uno de los propésitos principales de la Tesis fué la extensién de estudios pre-
vios sobre el transporte a través de cavidades cadticas balisticas con simetria
de reflexién para incluir la presencia de procesos directos. En el Capitulo 4
tratamos el problema de sistema con simetria izquierda-dereche (ID) com-
pleta en la presencia de procesos directos y con invariancia ante inversion
en el tiempo {TRI). La distribucién estadistica de la matriz S, encontra-
- da analiticamente en la Ec. (4.20), consiste en el producto de dos kernel de
Poisson con las matrices épticas (s("')) v (s(")), respectivamente. En ausencia
de transmisién directa, (t) = 0, y reflexiones directas (r) reales, calculam-
os analiticamente la distribucién del coeficiente de transmisién w(7") para
el caso de un canal. La diferencia con la distribuciéon de T' para una cavi-
dad asimétrica (AS) con la misma matriz éptica (S), la cual es grande para
(r) = 0, se hace menos dramatica conforme |(r})| aumenta: esa evolucién se
muestra en la Figura 4.3.

El caso de un sistema con simetria /D completa con ruptura de la simetria
TRI por un campo magnético no se traté aqui. La Ref. [18] encuentra que
la matriz S correspondiente tiene una estructura similar a la del caso =1
pero con los papeles de r y t intercambiados. La distribucién estadistica
w(T) de T para {r) = 0 estd dada por 1/(2+/1 — T, indicando un aumento
en la dispersién hacia adelante, que se conoce en la literatura como coher-
ent fordward scattering enhancement. Partiendo de esa distribucién, w(7T}
deberia evolucionar hacia §(7") como |{r)| aumenta.

Un segundo propdsito de este trabajo fue estudiar la ruptura de la simetria
mediante un acoplamiento asimétrico de una cavidad con simetria /D hacia
el exterior. Analizamos dos formas de producir mezcla externa de la simetria
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espacial:

1. En la Seccién 5.1 estudiamos el efecto de la ruptura de la simetria de
una cavidad por procesos directos. El sistema consiste de una cavi-
dad balistica con simetria de reflexion, conectada a dos guias de onda
colocadas simétricamente por medio de barreras que, en general, son
diferentes (Fig. 5.1). Encontramos analiticamente, en la Ec. (5.23), la
distribucion estadistica de la matriz S para el caso de un canal en cada
guia y, por simplicidad, cuando solamente la barrera del lado derecho
estd presente (rh # 0). La distribucién de T es muy diferente de la del
caso completamente AS (es decir el caso en el cual la cavidad misma
es AS) teniendo la misma matriz 6ptica (S), como se muestra cn la
Fig. 5.4 para varios valores de 7}, # 0. Concluimos que este sistema de
dos guias de onda, aunque asimétrico con respecto a la operacion ID,
tiene memoria de la simetria de reflerion de la cavidad de la cual se
construyd. En el linite r, — —1 la guia de onda del lado derecho se
bloquea y terminamos con una cavidad balistica con simetria ID conec-
tada, sin barreras, a una solo guia, con un canal abierto (ver la Fig.
5.3). Encontramos que la matriz de dimensién 1 resultante S = e*
estd distribuida de acuerdo a su medida invariante (es decir, # estd
uniformenete distribuida) y, como resultado, no existe efecto debido a
la simetria ID de la covidad: esta es una peculiaridad del caso de una
guia de un canal (vedse al final del préximo pérrafo).

2. En la Seccién 5.2 estudiamos en le ausencia de procesos directos el
efecto de la mezcla externa de la simetria 1D inducide por posicion
asimétrica de las guias de onda. _El resultado es_una cavidad con
simetria /D, sin barreras, conectada a dos guias de onda sobre su lado
izquierdo (ver la Fig. 5.6). Denotemos por T' el coeficiente de trans-
misién entre esas dos guias de onda; su distribucién w(7) se calculé
numéricamente para el caso de un canal en cada guia de onda y se
compard, en la Fig. 5.7, con 1/2\/?, la distribucién de T que surge
de la medida invariante du'#=Y(S) para sistemas AS. Aunque la difer-
encia entre las dos distribuciones es muy pequeiia, estadisticamente es
significativa. Claramente, este problema es equivalente a tener, de un
solo lado de la cavidad, una sola guia (acoplada a la cavidad sin bar-
reras) con dos canales abiertos. En este problema de una guia de dos
canales la matriz S resultante estd distribuida muy cerca de su medida
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invariante, donde la diferencia exhibe algo de memoria de la simetria
de la covidad.

Hicimos notar en el Capitulo 1 que desde un punto de vista experimen-
tal, aparte de los sistemas mesoscOpicos, las cavidades de microondas y los
sistemas acusticos pueden representar buenas posibilidades para estudiar el
efecto de la simetria de la cavidad y la mezcla externa en la distribucién de la
conductancia del sistema y asi verificar las predicciones tedricas que se hacen
en esta Tesis. Estas ultimas posibilidades son mas econémicas y ademas las
condiciones del experimento son mas faciles de controlar.

Finalmente, en el Capitulo 6 vimos la analogia existente entre el problema
de las cavidades con simetria D y el arbol de Cayley doble desordenado, por
lo que el estudio realizado sobre dichas cavidades es relevante para entender el
transporte electrénico en ese sistema desordenado. Cuando el acoplamiento
entre los conductores perfectos (que convergen en los nodos) es méximo,
vimos que la relacién de recurrencia para la matriz S del arbol de Cayley
doble es similar a la que describe la dispersién en una cavidad con simetria ID
conectada simétricamente a cuatro guias de onda, en la cual se le han tapado
las dos de un solo lado con un espejo aleatorio (fases al azar) dejando abiertas
completamente las otras dos. Aun en este caso, cuando las matrices asociadas
a los nodos de un lado del arbol doble estan distribuidas de acuerdo con
alguna ley de probabilidad, pero idénticas con su correspondiente reflejada
especularmente del otro lado, la similitud entre los dos sistemas se vuelve
identidad. Asi, cuando las matrices S de 2 x 2 en la generacién n tiene la
~estructura que se obtiene para la simetria /D, en la generacién n+1 la matriz
S tiene también esa estructura. Encontramos que si la matriz S de 2 x 2 en
la generacién n esta distribuida con la medida invariante, la distribucién en
la generacién n + 1 también es la medida invariante. Cuando la matriz S no
tiene la estructura correspondiente a la simetria /D el problema se reduce al
descrito en el parrafo 2 anterior.

Para valores intermedios del acoplamiento no encontramos una inter-
pretacién en términos de cavidades. Realizamos un cdculo nimerico usando
la relacion de recurrencia para la matriz S partiendo de matrices S de 2 x 2
dadas por la matriz de Pauli o, en la generacién cero (la unién de los dos
arboles es perfecta). Los resultados hasta la generacién n = 18 no muestran
ninguna dependencia en la energia, por 1o que en nuestro modelo no tenemos
mobulity edge. Por otro lado, la Fig. 6.10 muestra que cuando el acoplamiento
tiende a cero, el promedio de T tiende a cero ((I') — 0) en forma continua,
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Capitulo 3 Capitulo 4 Capitulp 3
_+__ | _
JJ\‘L Sr2x2) Aﬁz
' £9 X
dfff;f) 41!3 Sf2x2) St2x2) dﬁfg.’d s dPrS) dP{S)dP{S) dP(S)-dP(SJ dP(S)d1(S)
wh=inir = r;tS)durS) dp(s)= prS)dprS) WTI= AT =T)
f'=={ y=—t
w(T)=8(T) w(T)=8(T)
S’““% Stixh) I S
dPISi=aus) dPtS}=du(S) [Capitulo 6

Arbol de Cayley doble
i | con acoplamiento maxim

Figura 7.1: Diagrama donde sc mucstra en forma csquemdtica la relacién entre los
diferentes capitulos y las comparaciones entre los sistemas que se estudiaron. Las lineas
indican las comparaciones.

por lo que tampoco vemos la transicion metal aislante.

Nuestros resultados contrastan con los encontrados por Satyanarayana
para el mismo sistema, donde él encuentra la transicién metal-aislante: en-
cuentra, el mobility edge como funcién del desorden. Una razén de la discrep-
ancia puede ser la forma como introdujimos el desorden en nuestro modelo,
donde las fases al azar absorben toda dependencia en la energfa. Otra razén
puede ser gue nuestro modelo de desorden, mediante matrices estocasticas,
no sea idéntico al de Anderson para el drbol de Cayley doble como lo fue
para sistemas quasi y unidimensionales.

=~ Finalmente, en 1aFig. 7.1 mostramos énforma esquemaitica losdiferentes -
sistemas que se estudiaron, las comparaciones entre ellos y la conexién entre
los diferentes capitulos.



Apéndice A
Derivacién de la Ec. (3.30)

Para ver el comportamiento de dPy, (7, ¢,%) [Ec. (3.30)] para ry, = -1,
sea rh un numero real que por simplicidad suponemos r§ = — cos ¢; estamos
interesados en el limite ¢ — 0. También, sea 7 < 1 un numero positivo
que introducimos para evitar la singularidad integrable en 7. Por supuesto,
posteriormente tomaremos el limite  — 0. Puesto que ¢ estd uniforme-
mente distribuida, vemos inmediatamente que la densidad de probabilidad
conjunta de 7 v ¥ puede escribirse como

Ch |sin €]’

AryT +7 ‘1 + cosey/1 — 72

pn,e(T: ¢) 3 (Al)

donde C), es una constante de normalizacién que depende del pardmetro 7.
Tenemos las siguientes propiedades de p, (7,%):

1. De (A.1l) vemos que
Poo(7, %) = lim lim p, (7, ) = 0 (A-2)

n—=0 e—=0

para toda 7 y 1, excepto para7 =0y ¢ = 7,37, donde el denominador

€s Cero ;.
|1 +V1-1e®| =0. (A.3)
2. ParaT =0y = 3,35 tenemos que
T T L T
o (7 =04 =5.35) = fimlin puc (7 = 0.% = 5.5

T, O e?

= lim lim —— [cot=| — o0 (A 4)
1—0 e=0 477} 92
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3. La funcién pp o7, ¢) estd normalizada a la unidad:

1 2w ) 1 2
[oar [ poariv) = lim [Car [Ty piry) =1 (a5)

1,c—=0

La tnica funcidn que satisface esas condiciones es

=803 -3) 4(6- )

(A.6)

Finalmente, la distribucion de la matriz S en los limites anterioriores estd
dada por la Ee. (3.30).



Apéndice B

Derivacién de la Ec. (4.25)

Para {r) real y s& = ¢®* la Ec. (4.24) puede escribirse como

. 1— (r)? 1—(r)®  dotH) 4o
AP (S) = (.>( X op o w8
1= (e[ |1 - ()| 2m 2w
La amplitud de transmisién estd dada por [ver Ec. (4.4)]:
R T S R )
t—i(e —e ), (B.2)
y el coeficiente de transmisién se escribe como
AL (+) _ ()
T =|t| _—2-[1—005(9 -4 )] (B.3)

La distribucién de T', wy(T) se obtiene de

: . A
w - N +) — g(=)
wiy(T) = [ 6 (T = 1= cos (09 - 0 )]) B,y (S).  (B.4)
Para resolver la integral hacemos el siguiente cambio de variabies:

g+ — pt-)
g+ 4 g(=)

8 =

1
2 H

LA |

0 =

(B.5)

los intervalos de variacién son: para & € [0,27], 8 € [-¢',8'] y para &' €
[r,2n], 6 € [—(27 — 0'), (27 — §')].
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Sustituyendo (B.1) en (B.4), considerando el hecho de que el integrando
es una funcién par de € y escribiendo la funcién delta en términos de sus
raices en la variable 8 tenemos

1

) (T - sin2 9) = m

[6(60—6:)+5(6 - 62)], (B.6)

donde 0, = 7 — 6, y ¢, = arcsin /T; finalmente, después de un poco de
algebra wy(T') puede escribirse como la suma de dos términos:

(1= )
iy (T) = — ==L (T, {r)) + LT, (r})], (B.7)
72T (1 - T)
donde, para k — 1,2,
L (T, (r))

B / /a' §(6 — 0,) dodo’
o Jo [(1+()) =20 eos (0 + )} [(1+ (1)) —2(r) cos (0 - 8)]
(B.8)

Nuevamente, después de un poco de dlgebra la suma de las dos integrales
dan una sola:

NE N+ h@e = [T @
donde
T ey T
b= %m (1+6))) VI=T, (B.10)
c = 4(r)

Ahora, realizando el cambio de variable z = cos#, (B.7) puede escribirse
como

. 1—{r 2 2
wiy (1) = (-t ) (L (T, (rY) + I_ (T, (r))], (B.11)

4 a2 /T(1-T)
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donde ahora

1 dz
= . B.12
Le (T 4r o v1—22(a+br+ %) (8.12)

Por medio de otro cambio de variables

W = _:n+(A+B), (B.13)

r + (A — B)

z—(A+ B)
= — B.14

donde
1

A = ‘b"(l+(l), (B15)
B = 21; (1+a) — 2, (B.16)

las integrales indefinidas Indefs, (,orrespondlentes a cada una de las anteri-
ores I.(T, {r})), pueden transformarse a

2B lu+ 1]

Indef, = 70 FEraet q)du, (B.17)
B
Indef = \/Z_D \/EQLLJF(,;J T (B.18)
donde
_ a-b(B+A)+(B+4)°
po= a+b(B—A)+ (B - A)? (B.19)
_ 1-(B+A)?
q T (B A" B - A (B.20)
y

C =1-(B- A2

D =a+b(B- A+ (B~ A (B.21)

Aunque las integrales (B.12) parecen conducir al mismo resultado bajo
el cambio b — —b, no es asi porque los cortes x, = B— Aen (B.17) v
z, = A — B en (B.18), son diferentes. Uno debe tener cuidado al evaluar las
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integrales en los limites. Los resultados son

L (T,(r) = —\/57%/—'5—; [af“a“ (2_(;_—\/(%)

1 14 ()2 +2{r) VT
2" (1 =) ﬁﬂ (522

—2}3_.._- I:?T — arctan (._1_—(?”)2__)

VCD/p—q 2(ryvV/1-=-T
L (1+ {2+ 203 VT ]

e T2V

Ahora, sustituimos la suma de las ecuaciones {B.22), (B.22) en (B.11)
para obtener el resultado

LT, () =

+

(B.23)

wiy(T) = (1 _ (T>2)2 2n 3 : (B.24)
") 42 JT (1= T)VCDVp =1

Usando las Ecs. (B.10), (B.16), (B.19), (B.20} y (B.21) se obtiene el resultado
final (4.25).



Apéndice C

Derivacion de la Ec. (5.23)

Para el caso particular en el que la barrera del lado izquierdo es transparente
[ver Fig. 5.1], tal que su matriz de dispersién Sy de la Ec. (3.17) es la matriz
de Pauli o, y la barrera del lado derecho esta descrita por la Ec. (3.18) con
elementos de matriz reales la Ec. (5.22) se puede escribir como

26(¢o~—¢o—g~)+5(¢o—¢o—3g)
VI=7

3/2
(1-r3%) dr dg dp
‘1 — VT =7 et 52T 2m 21

dp(),r'z (S)

(C.1)

También, la transformacién Sp(S) dada por la Ec. (5.1) puede escribirse en
~términos de sus elementos como sigue:

1

; — 2
e )
1
= T ), (C.2)
oy = ! tat
O T 1ot

o en términos de los pardmetros independientes [ver Ecs.(3.9) y (5.5)] como:

A ST D g2t
VI—Trpe®t = ¢ L-r - re” (C.3)
1 —rhy/T— T e2iv
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I—7—rhe 2

VIt o g _ C4
l-me ¢ 1-14 N (C4)
t2\/:‘,.'ei(¢+w)

i(gotio) i C.5
Ve B e (C5)
De (C.3) o (C.4) encontramos
\/1_: — rhe*
1 -7 ’ " (C.6)
también, dividiendo (C.3) por (C.4) obtenemos
=2 3]
2itvo=s0) _ itp—e) VLT T2E )

V17T ryetv

Debido a que las raices de las funciones delta que aparecen en la Ec. (5.22)

satisfacen que eZ(¥o—%) = —1 de (C.7) encontramos
et — _821¢o e'hcr(qb) (CS)
donde L vis
gotw) o V1T mre ® (C.9)
|\/1—-—T — 15 e2i¢
Entonces, tenemos las condiciones para -
p—d—a(d)=73 for %o —do=73
. . C.10
C -b-al9)=3F fr d-do=sp (O
Por otro lado el Jacobiano de la transformaci’on g —» 1 es
9 (1-7) -7
= (Yo — ¢o) (C.11)
’mb |,/1 —r -1 6—2an
y por tanto escribimos
P
m+1\  |[VI=7=rje 2n +1
5 (n =~ o = =) = . - 9-af9) - ,
0 n 2 |(1_7-)_Té2 ¢ (¢) 2

(C.12)
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paran =10,1.
De (C.8) y (C.9) encontramos que

(1—1‘)—7"52

L 1
V-7 -rhe JT7 — 1 ot (C.13)
_ VI—=7{1 =74} —rlr ¢
-/ 7" = (or) —riret® (C.14)

V1 —Trhe?d

Finalmente, sustituyendo las Ecs. (C.6), (C.12), {C.13) y (C.14} en la Ec.
(C1), llegamos a la Ec. (5.23).



Apéndice D

Derivacion de la Ec. (5.25)

En la Sec. 5.1 encontramos la densidad de probabilidad conjunta de 7, ¢ y
¥ [Eq. (5.23)]. De dicha ecuacién es facil integrar sobre 3 para encontrar la
densidad de probabilidad conjunta de 7 y ¢ como

(1= 153" | VT =7 = rpe®
(2m) \/_’\/1——1_-(1—7" )—rg'rezi‘f’z

En forma similar al apéndice A por simplicidad suponemos ) = — cosg;
otra vez, introducimos el parametro n <€ 1. Por supuesto, posteriormente
tomaremos los limites 77, ¢ — 0; entonces

|SlnE|3 ‘\/1 —T+COS€€2a¢I

‘ Qra(’r: ¢) (D.1)

el ) = 27T2 VT |\/—Tsm €+ Tcoseez“"’ (B2)
donde C, es una constante de normalizacién que depende de 7.
Nuevamente, tenemos las siguientes propiedades para g (7, ¢):
1. De (D.2) vemos que
Goo(T, $) = 11m lun ne(T, @) =0 (D.3)

=0 ¢e—

para toda 7y ¢, excepto parat = 0y ¢ = 7,35, donde el denominador

es cero: ,
,\/1 — rsin’ e + Tcosee®®| =0 (D.4)
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D DERIVACION DE LA EC. (5.25)
T#0v Vo
Es facil ver de (D.2} que en este caso
d00(7 #0,9) = lim lim g,.(r, $) = 0. (D5)
Parat =0y ¢ = 7,37, tenemos

QD,O(T:O,d):g,?)E) - llmllmqm(‘r—Od)_—B )

2 n—0 ¢—=0

= lim hm
n— = 217‘3?") |

tan 5‘ = 0. (D.6)

. Parar =0, ¢ # 7,37, obtenemos

%,o(f:O,qb;é-gﬁg) = lim hmq,”(T_O qﬁ;é— 32)

n—0

‘1 + cos € %¢

= lim lim - —!

-— OC.
70 ¢=0 27r2 |sin ¢

(D.7)

También, la funcién go o7, ¢) estd normalizada a uno:

1 1 27
/u dr | dd)qog('r @) = hm[ dr ; de i (1, P). (D.8)

1,e—0

Esas condiciones definenla funcién

o (7, 6) = 6 () %

Entonces llegamos a la Ec. (5.25).



Apéndice E

Relacion de recurrencia de
matrices S para el arbol de
Cayley doble

Para deducir la relacién de recurrencia para las matrices de dispersion de
2 x 2 del arbol de Cayley doble, nos fijamos en la genercién n+ 1. Definimos
los ejes de coordenadas x; y z2, que coinciden en el origen O puesto en el
nodo del lado izquierdo, y los ejes z{ vy 2}, que coinciden en el origen O
puesto en el nodo derecho, como se muestra en la Fig. E.1.

La matriz de dispersién S(**1) del sistema en la generacién n+1 relaciona
las amplitudes de las ondas salientes con las entrantes. La ondas entrantes
tienen amplitudes a¢; y ap, mientras las correspondientes amplitudes de las
ondas salientes son b; y bp. Por tanto, tenemos

(4 )=sm( ) 1)

Por supuesto, la matriz S"*1) depende de las matrices de 2 x 2 de la gen-
eracién previa n y de las matrices de 3 x 3 asociadas a los nodos.

Vamos a suponer qua la longitud de separacion entre dos nodos consecu-
tivos es u. Con respecto al origen O la amphtud de la onda entrante por el
lado izquierdo en el nodo representado por S] es a1e%%: con respecto de O’
la amplitud de la onda entrante por el lado derecho es aje?*®. Las respectivas
amplitudes de las ondas salientes son bie="** y ble™**_ Por tanto, la matriz
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Figura .1 Uu &bol de Cayley doble en una gencracién dada n t 1. La dispersién en
los nodos estd representada por las matrices Sy y §p. S 1" y Sg") representan las matrices
del sistema en la gencracion n. Definimos los ejes 21, 2, respecto del origen O, y =, ),
con respecto del origen . Tenemos ondas entrantes y salientes en cada uno uno de los
nodos como se muetra.

55”) relaciona dichas amplitudes de la siguiente manera:
by e—ika a ek
( b e~tke ) = an) ( d,eika | (E.2)

la cual podemos escribir como

b ~m)y { @
(bi)zsg)(ai), (E.3)

SV = etike gi (E.4)

Dé manera similarpara Ia"matriz—*sé“)'té-ﬁemos que- -

(i) =) &

Svéﬂ) — lika Srgﬂ) (Eﬁ)

. - . .« |
Podemos juntar las ecuaciones (E.3) y (E.5) en una sola ecuacién matricial
£Omo

donde

con

by a
brl _ Gim a"l
b, | =S o | (E.7)

r I
by a;
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donde

“(n 5’(") 0y
St >=[ 012 & ] (E.8)

Aqui, 0, representa la matriz de 2 x 2 cuyos elementos son cero. Por supuesto,
gin) — elika S%n) y 5';(,’1} — plika S{,"’.

En el nodo del lado izquierdo, representado por la matriz de dispersién
Sy, inciden ondas cuyas amplitudes son a;, b, v be; las correspondientes
amplitudes de las ondas salientes son b, @, y a2. Por definicién la matriz S
relaciona estas amplitudes de la siguiente manera:

b ar
a1 = S] bl . (Eg)
a3 by

De la misma manera, para el nodo del lado derecho, representado por la
matriz Sp, tenemos

bp ap
¢ |=sp| v |. (E.10)
ag A

Juntamos, también, las ecuaciones (E.9) y (E.10) en una sola ecuacion
matricial:

b[ ar
] bl
ag _ Sy 03 by
bp |~ ( 0s Sp ) ap | (E.ll)
&) by
ah b,

donde 03 representa la matriz cero de 3 x 3.
La Ec. (E.11} se puede escribir como

by ajp
b[_) ap
ay _ S] 03 . bl
ol 4 _(03 SD)O bo| (E.12)
)] by

’ !
ay b,
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donde O es la matriz ortogonal de 6 x 6

1 00000
0 01 000
000010

O=1lo010000 (E.13)
00 0100
000001

O, equivalentemente
/ b; \ £33

bD ap

al ( Spp S}I_}D ) hl (El4)

@) S Q] D,J S Q] ﬁQ b !

a9 bg

g b,

donde hemos definido
SE? valc))) T( Sr 03 )
, =0 0. E.15)
i 05 S (
Aqui, S72 es una matriz de 2 x 2 que representa la dispersién en la parte
externa del sistema; las matrices de 2 x 4 y 4 x 2, 12 oY SQP, reperesentan

la dispersién desde el interior al exterior, y v1ceversa respectivamente; la
matriz S59 de 4 x 4 nos da la dispersién interna.

_ éllOI‘a,:_e_SCI'ibi_[IIOS la Ec. (E.14) como dos ecuaciones matriciales: _

by
b W
( b; ) = s{};( ) + 555 b; (E.16)
2/
1 bl \
aj !
o | = S& ( ) + S50 b | (E.17)
as A
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4 x 4, con el resultado

a bl

g | @ | _gmgip ( ar )+g(n)5m by (E.18)
Qs QF ap Q¢ bg
ab 5

Haciendo uso de la Ec. (E.7), después de simplificar, podemos escribir la
ecuacion anterior como

b

bfl _ 1 a(r)gID ay

| = T SosE Sesg@( o). (E.19)
b,

Sustituyendo la Ec. (E.19) en (E.16} y reagrupando terminos llegamos a
que

br \ _ | eip | cip 1 amyaip| [ ar
(bD ) _ [SPP+SPQ—-HI4_§(H)%% ssipl (o). (E.20)

ro, Si aram . A1), v Xpresion ro de
Pero, si comparamos con la Ec. (E.1), vemos que la expresiéon dentro del
paréntesis cuadrado debe ser la matriz de dispersion del sistema en la gen-
eraciéon n + 1, la cual podemos escribir como

1
(1) _ @ID , QID
5 = Spp + Spg e~2ka], — SWSID

S™SLD, (B.21)

donde )
st — [ Sit O ] (E.22)



Apéndice F

El cristal del arbol de Cayley
doble

Aqui, vamos a estudiar el sistema ordenado en su totalidad. Nuevamente, el
sistema que vamos a tratar consiste de un drbol de Cayley doble de conec-
tividad K = 2 (ver Fig. 6.1).

En el Apéndice E vimos que la relacién de recurrencia para matrices S
de 2 X 2 es

1

(n+1) _
st S +SPQ g—2ika], _ S(n)SID

S™SE2, (F.1)

donde S, §{" que aparecen en S, son las matrices de dispersio’n en la
generacién n [ver Ec. (E.22)]. Las matrices Sp, Sp)), S4B y 543 se obtienen
de las matrices de 3 x 3, S} y Sp, asociadas a los nodos de la izquierda y
derecha, respectivamente [Apéndice E, Ec. (E.15)]. La matriz de dispersién
en la generacién n + 1 es S

En el cristal las matrices de dispersién de 3 x 3 asociadas a los nodos son
fijas e iguales entre si. Por tanto, las fases de dichas matrices [Ec. (6.8)]
podemos elegirlas, en forma arbitraria, para que las matrices (6.7) estén

dadas por
d e e
S; = SD = \/E [/ b s (F2)
Ve booa

donde los elementos
d = —v1-—2¢ (F.3)

107
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(d-1) (F.4)

a = -

b o= —=(d+1). (F.5)

t\)lp—dl\bl»—l

son numeros reales que dependen de un solo parametro: €.
Nuevamente, con esta forma para las matrices de 3 x 3, las matrices SL7,

etc., adoptan una forma muy sencilla: SH =d I, SF = \/_( I, I )

D __ afz bIg
Sqq = ( b, aly ) (F.6)
De la misma manera, en el cristal, 8 se simplifica a
sn) .
S = [ 0 st ] (F.7)

Para una € dada, es posible realizar un cdlculo numérico del coeficiente de
transmisién T° como funcién de ka, hasta una generacién grande. Un ejemplo
se muestra en la figura F.1 cuando la generacién es n = 10 y el parametro de
acoplamiento € = 0.25; el intervalo que se muestra es 0 < ke < 27. En este
cdlculo se supuso que las matriz S de 2x 2 en la generacion n = 0 es 1a matriz
de Pauli g,. Lo que notamos de esta figura es que existen regiones de T = 0,
que son las bandas prohibidas, y regiones de T # 0, las bandas permitidas, con
un periodo de 7. Otra cosa que podemos notar es que en la regién permitida
el coeficiente de transmisidn oscila entre el valor maximo 7" = 1 y un valor ‘
minimo, siendo éste cada vez menor conforme nos acercamos a al orilla de la
handa. ‘
- —Aunque puede-realizarse un-célculo numérico, -es-posible-hacer-algunos
calculos analiticos que nos permiten enternder el sistema cristalino. Para ello,
vamos a suponer, como en el parrafo anterior, que la matriz de dispersién |
en la generacién cero, esta dada por la matriz de Pauli o;; es decir, las dos
mitades del drbol doble se unen en forma perfecta.

En componentes, la relacién de recurrencia se escribe como

(n+l} _ dL 2lkﬂ+(r(ﬂ)+t(ﬂ))1[ —2ika+( (n}_4{n) +e—25kﬂ(1_d)zr(ﬂ) |
—2ika g {5(n) 4 g(n) L e~ 2ika L g{ pln) _¢(m)
nt1) = ] v 2e -)21 ay(n} =] (F-8)

[E-Zika +d(;-(n)+f_{n))] [ _-—2;ku+d(r(n) _t(ﬁﬂ '

Debido a la simetria izquierda-derecha del caso cristalino /™ = (7},
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Figura F.1: Coeficiente de transmisién 7' como funcién de la “energia” ka. La generacion
es n = 10 y el pardmetro de acoplamiento € = 0.25. Se muestran las bandas prohibidas y
permitidas. En la banda permitida T oscila entre 7" =1 y un valor minima.

Antes de seguir adelante es necesario analizar las primeras generaciones
para tratar de entender el comportamiento del coeficiente de transmisién con
la energia.

F.1 Estados ligados del arbol cristalino

Comencemos primero estudiando los estados ligados del cristal en una gen-
eracion dada. La relacién de recurrencia dada por las ecuaciones (F.8), nos
indican cémo pasar de la generacién n a la n+1. Supongamos que desconec-
tamos nuestro sistema del exterior, de manera que no hay relacién entre la
generacién n y la n-+1 (esto se logra con un acoplamiento nulo en el 1iltimo
paso). Tenemos entonces un sistema como se muestra en la Fig. F.2. De
acuerdo con las Ecs. (E.3) y (E.4), tenemos que

b ika ~in a
(bi):e”si’(ai). (F.9)
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Figura F.2: El sistema se desconecta del exterior con acoplamiento es nulo en la iltima

generacion; es decir, no hay conexién cntre la generacién n y lan + 1.

@1\ _ 2ika oin) b
(a,l)_e S5 (b';) (F.10)

Combinando estas ecuaciones tenemos el resultado

b ika oln n b
(b,l)=e4k5'1 ’Sg’(b}). (F.11)
1 1

Pero en el cristal S™ = S, de manera que la ecuacién de eigenvalores
se escribe como

@2 { b\ _ ke [ O
5 ( b;_) = ( b;.)' I

Resolviendo el polinomio caracteristico encontramos que los autovalores
satisfacen la ecuacion

Similarmente,

o—2ike _ 4 [r(") 4 t(n)] , (F.13)

la cual habria que resolver para ka.

F.1.1 La primera generacién

Un célculo numérico para la primera generacién se muestra en la Fig. F.3

para € = 0.25. Vemos que existen maximos, de T =1, en ka = 0, §, 7, =

Analiticamente, podemos ver que estos maximos corresponden a resonancias.



F.1 ESTADQS LIGADQS DEL ARBQL CRISTALINOC 111

Figura F.3: El coeficiente de transmisién T’ como funcién de ke para la primera gen-
eracion. Nuevamente, el acoplamiento es € = 0.25. Vemos que los el coeficiente de trans-

misidn presenta maximos en ka = 0, ¥, m, 33.

De (F.8) para n = 0, podemos escribir explicitamente las amplitudes de
reflexién y transmisién en la generacidon n = 1. Tenemos que

d (e—4ika _ 1)
1} _
'J"() = W (F14)
266—2ika
nw - =
W = S (F.15)

Observamos que (1) = 0, + = £1 para e~%%¢ = 1. Es decir, vemos que los
- maximos estan en los valores de ka antes mencionados.

Por otro lado, si tomamos en cuenta la ecuacién de autovalores (F.13)
para n = 0, nos damos cuenta que los estados ligados del sistema son los
que satisfacen que e~**@ = 1. Por lo tanto, los picos que aparecen en el
coeficiente de transmisién corresponden a los estados ligados del sistema; es
decir, son resonancias.

Pasemos ahora a la segunda generacién que es menos obvia.
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Figura F.4: Grifica del coeficiente de transmisién ' como funcién de ke para la gen-
eracidén 2. Se observan cuatro picos en el intervalo 0 < ka < 7.

F.1.2 Una generacién menos obvia

El resultado del cdlculo numérico para la generacién n = 2 se muestra en la
Fig. I.4, donde se grafica el coeficiente de transmisién T° como funcién de
ka (el valor del acoplamiento es € = 0.25). Se observan cuatro picos cn el
intervalo 0 < ka < 7.

En este caso la ecuacién de autovalores (F.13) se escribe como

E T [ L P (28 )

Sustituyendo 7V, ¢() de (F.14) y (F.15) encontramos que la ecuacién anterior
se escribe como | o2k & |
e~ke = 4 (%}-i—d) . (F.17)
Al resolver para ka obtenemos ocho posibilidades:
e~Zike 44 (F.18)

e = 41— 2 (F.19)
R Y S (F.20)
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Figura F.5: Con un poco de desorden en el acoplamiento, distribuido uniformemente
en el intervalo (0.15, 0.35), es posible romper la degeneracidn que aparece en el caso del
cristal. Asimismo, hace posible detectar los picos que por falta de resolucién no se aprecian
en el cristal.

Las primeras dos posibilidades son doblemente degeneradas; por lo tanto,
debemos tener ocho picos en lugar de cuatro en el rango 0 < ka < n. Al
sustituir el valor de € = 0.25 encontramos la posicién de esos picos en: ka =
0, & (ambos doblemente degenerados), 0.39, 1.18, 1.96, 2.75. Por falta de
resolucién, las resonancias en ka = 0.39, 2.75, no se aprecian en la Fig F 4.
Sin embargo, si ponemos un poco de desorden en el sistema, es decir, hacemos
variar el acoplamiento en un intervalo pequeno de valores, dichas resonancias

se hacen notables. La Fig. F.5 nos muestra todos los picos.

F.1.3 Conductancia en una generacién arbitraria

En principio, podriamos realizar el anélisis anterior para cualquier generacién,
lo cual no nos intersa. Antes bien veamos otra cuestién que es necesario re-
calcar.

Sustituyamos el valor de ka para el cual se satisface (F.13) en la relacién
de recurrencia (F.8). Después de algunas manipulaciones algebraicas obten-
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emos lo siguiente:
pon - UF DT (F.21)
(1 =+ d)?F 4dT
Podemos notar claramente algunas cosas. Es obvio que la conductancia
adimensional T nunca es cero en los autovalores; ademas si en uno de los
autovalores T = 1, entonces la conductancia vale la unidad para cualquier

generacion n.

F.2 Las bandas de energia del cristal

Si observamos méds detenidamente Ia relacién de recurrencia (F.8), ésta nos
sugiere un cambio de variables: s; = r £t (j = 1,2 para la suma y la
diferencia, respectivamente). Las nuevas variables son niimeros complejos de
moédulo uno; es decir, son fases. El par de ecuaciones (F.8) quedan como
—2ika ")
5{.n+1) . de -+ Sj

3 = —_—_—e—zika N ngn) . (F.22)

En realidad tenemos un mapeo para la cantidad s; = e'%. Es posible
obtener un diagrama de bifurcacién para la fase 6; para ver las regiones donde
el comportamniento es “cadtico” y las ventanas de periodicidad si las hubiera
[65]. El diagrama de bifurcacién para la fase 6, se muestra en la Fig. F.6
(uno similar se obtiene para é,), para un valor particular del acoplamiento:
¢ = 0.25. Para este diagrama se tomaron la ultimas 50 iteraciones de un
total de 1000. Como podemos ver, existen dos regiones: la primera muestra
los puntos fijos, mientras la segunda muestra una regién “cadtica”.
—- Analiticamente-podemeos explicar-4as dos regiones y-de hecho- podemos
calcular el valor de ka, que las separa, y por ende el ancho de la banda
permitida.

La primera region nos dice que para n muy grande las fases sgn) tienden a
un valor fijo, en el limite termodindmico, digamos s;. Entonces las ecuaciones
(F.22) se pueden resolver analiticamente dando como resultado

s 1

J 2v'1 — 2¢

La amplitud de transmisién es la semidiferencia t = £ (s; — s3), que s
cero sl tomamos las soluciones + con =, en ese orden. En principio, este
resultado vale para toda ka.

— (B—Qika _ 1) 4 \/(e—Zika + 1)2 _ 8ce-Zika| (F23)




F.2 LAS BANDAS DE ENERGIA DEL CRISTAL 115

Figura F.6: Diagrama de bifurcacién para las fase 8; de s: 5 = €. En la regién
prohibida, #; no varia con la generacion. Se tomaron las ultimas 50 iteraciones de un total

de 1000, para cada valor de ka. Un diagrama similar se obtiene para 6-.

El coeficiente de transmisién no trivial se obtiene cambiando el orden de
los signos en las soluciones:

1 ) ;
[s(li) - sg;)] = :F——,_l — \/(6‘2“"’“ +1)% — 8ee~2ika, (F.24)

Por lo tanto el coeficiente de transmisién es

t =

[N e

1

T=t-29

(e_m“ + 1)2 — 8ce~ ke (F.25)

Podemos notar que T > 0, lo cual nos da la banda permitida. Resolviendo
la igualdad obtenemos los valores de ka justo en las dos orillas de la banda:

e = —\/2e £ i1 - 2¢, (F.26)

de donde obtenemos
1 —2¢
p

ka, = % arctan (F.27)
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Figura F.7: Conductancia adimensional g = T para el cristal del drbol de Cayley doble,
de conectividad K = 2, en la generacién cuarenta n = 401 Se observan claramente las
bandas prohibidas y permitidas en el intervalo 0 < ka < 7.

El ancho de banda estd dado por

1-2
Aka = 2 arctan 5 . (F.28)

En la figura F.7 se muestra el coeficiente de transmisién T de la generacion
40, para el caso particular de ¢ = 0.25, donde se ven claramente tanto la
regién prohibida como la permitida en el intervalo 0 < ka < 7. Los valores
de ko en las orillas de la banda son ka, = § y kae = ?‘f; el ancho de banda
es Aka = %.

Por supuesto, el resultado anterior es valido para cualquier ¢; sin embargo,
cabe hacer notar que el caso de acoplamiento nulo es un caso trivial que no ha
de tratarse de esta forma. Un caso interesante es el de acoplamiento maximo
donde la banda completa es permitida.

Para finalizar el estudio del cristal de una malla de Bethe doble hago
mencién que la estructura cristalina que hemos estudiado ya ha sido tratada
por otros autores, sin llegar a resultados analiticos, tal es el caso de la Ref.
[54], donde s6lo considera esta estructura hasta la sexta generacién. Podemos
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comparar con la figura 7 de dicha referencia y ver un total acuerdo con ese
resultado.
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The invariant measure for scattering matrices with block
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Abstract We find the invariam measure for two new types of § matrces relevant for chaotic
scattering from 3 cavity in a waveguide. The § matdces considered can be written a5 2 2 % 2
matdix of blocks. cach of rank A, in which the two diagom! blocls are identical and the two
off-diagona blocks arc identical. The § matcices ar umtary. in addition, they may be gymmetric
because of time-reversal symmetey. The invadant meaxure, with and without the condition of
symmetry, is given explicitly in temns of the invadzm measures for the well krnown eirculas
unitary and orthogonal ensembles. Some implications ace drawn for the resulting statiztical
distibution of the traremizion cocfficient through a chastic cavity.

1. Iniroduction

A wave-scattering probtem can, very genemlly, be described by its scattering matdx §
(Newton 1966). 1n a stationary problem, § rclates the outgoing-wave 1o the ingoing-wave
amplimdes. The condition of flox conservation implies unitarity of S,

ss51=1. ()
1, in additicn, the peoblem is imvadant under the opertion of time reversal, § is symmetric,
s=5. @)

1f one desies a statistical description of the scatedng, the problem of assigning ‘equal
o priort probabilities’ in the space of scattering mattices S (Hua 1963, Dyson 1962) may be
celevant, and, in facy, bas been shown to be imponan foc the description of chaotic scatering
(Mello ef of 1985, Bliime!l and Smilansky 1988, 1989, 1990, Lewenkopf and Weidenmiller
199%, Jalabert er of 1994, Bamnger and Mello 1994, 1995). The assignment is donc
through the aotion of the invariant measure: the measnee du®(S) which is invariant noder
the symmetcy opemtions for the universality class, labelled by @, in question. Explicitly,
dut®(S) = dul® (UpSVe) whemr Uy, Vo are acbitcary fixed unitary matrices in the case of
nnitacy S mawices (the circculac unitacy ensemble (8 = 2)), with tbe restriction Vp = Ug in
the case of nnitacy symmetric § matdces {the ciccular onthogonal ensemble (8 = 1)) (Hua
1963, Dyson 1952, for a review see Mehta 1991).

As an caample, consider single-cleciron scattering by a ballistic guantum dot connected
to the outside by two leads, which play the cole of wavegnides, cach with ¥ transverse
modes or chaooels (for a eview sec Beenakker and van Houten 1991). The § matdx iz
then 2V -dimensional and has the stoucture

r r
s=[’ !,] o)

0305+ 70/96/04088 140841 2.50 () 1996 1OP Publishing Ltd 881
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where r, v’ ae the N X N =flection matrices (for incideace from either lead) aod ¢, ¥ the

corresponding transmission matrices. Of great physical mlevance is the total w@nsmission
cocfficient,

T = 1w’y (4}

witich ts propontional 1o the conductance G of the cavity, G = (2¢'fR)T. The invaciant

measure for the § maicia implies a probability distcibwion w(T) for T which has been

calcvlated in 2 number of cases by Jalsbea et of (19%4) and Bacanger and Mello (1994).
1o the prosent adicle we study § matcdces of the form (3), with the mstiction r =1,

F=1"ie
5 [r r:|_ ()
tor

§ matnces weth shis sieme ace physicaily celevant becanse it (s possible, 1n paaciple, to
siudy electoon tmnspent through chaotic cavitics with point spatial symmetcies. Coasider
a two-dimcasional cavity connected to two paratlel wavegnides. With the conditien of
nnitadty alooe, the § matciees (5) ars appeoprisie for a system with ioversion symmetcy
with cespect 10 & point bm no time-revecsal symmetry (Bamnger and Mello 1996). With the
additional condition (2), eguation (5} describes a systern which is time-reversal invariant
aod has either inversion symmetry or symmetcy with cespect to a line perpeadicnlar 1o the
wavegnides (Baranger and Mello 1996).

The invadant measore for matdces of the fomm (5), with and without the condition
of symmetcy (2), is obtained io section 2. A owmber of important cxpectation values ere
obtained, for an acbitrary mamber of channels &, in section 3. The probability density w(7T)
arising from the invariant measuce is obtained in section 4.1 for M = 1; w(T) for v =2
is found in section 4.2 for the § matrices (5) with the conditien of symmetey (2) and io
section 4.3 withowt the symmetcy coodition.

2. The invaciant measure for § matrices withr =7", ¢t = ¢

All of the 2¥ -dimensional § matrices with the stroctnee (5) can be simmiltaneously bronght
to bleck-diagonal form by vsing the rotation marrix

1 In Ly
Ry= —
° ﬁ[-lw M ©

- — where bysisthe-N-dimensional vnit matdn: - — = - - _. —
:H-J Q
S = ROSR‘.E = [ o st ¥

Sime § isunitacy, so are §* and the two M X N matcices 1% = r £¢. Cleady, two arbitrory

unitaty mardces +™? can genecaic the mest general voitacy S mateix with the stouctice (5)
by taking

r=A0 gy S e oy, 8)

1, in addition, S is symmetdic, so arc r, ¢ and 5. The total oumber of indepeadcnt
parameters of unitacy matrices with the stacture (5) is thos 287 withont and N(N + 1)
with the symmetcy reguicement.

The most general automorphism of upitary matcices with the stoictuee (5) is generated
by the tmosformation

~ £
sl =u§’31:(:!:! é )

Y

)]
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where “o&)’ Uum arc arbiteacy but fined N X N unitacy matcices. Correspondingly, the

original § is transformed into

§ = UoSVe (14)
with the 2N X 2N vnitary matriz Ug given by
Up= [; f] a=LiS? +ul g = ey g (1

and a similar expeession holds for Vo with v5 ceplaciog ul™. 1n this antomorphism, there
is the restriction r.ili] = [u‘J T if the S matrices are also symmetric.

Deooting by d_u“”(S) the invariant measure Tor § matdces of the form (S), with (without)
the condition of symmeicy for § = 1 (2), we thus have

dE(8) = duPl(etH) dp® (s17). (12)

3. Expectation values

A number of expectation values have been calenlated for the cirenlar snthogenal ensemble
by Metlo and Scligman (1980) and {or the cicenlar nnitary ensemble by Mello (199Q). These
results will be employed hete to cvalnate various expeciation values of physical intecest foc
the iovaciant measuare (12).

We usc the notation

:::: :,‘y,-(ﬂ) =l - P | A "'Jwﬂr]*”” (13)

10 indicate an cxpectation valne for the ciulac cosemble # for M-dimensional noiacy «
matdces. Ooc can show that @ = O nnless m =/ . A simple application of this msnlt is
the cxpectation value

{ras}?? G0 4 (N8
)| = e a1 =0 (14)
fora,b=1,..., N.

Usiag the statistical ind:pi:ndcnu: of 4 and 17, cquation (L2), one coocindes
immediately that

irapr2}® = i) = QR i =0 (LS)
1n particular, the average of individnal refiection and tansmission coefficients is given by

UraslTH? = {11 = 1 QI3 (16)
and the average of the total traosmission cocfficiem of equation (4) is

(¥ = Z o a7
The cross second moment of individual tmnsmission coefficients is

reof2eal}® = HOBAD + QEB QB + QLA (18)
Surnming over indices, we find (77} and obtain the vanance of T

varT® = (T —(THH"? = § Y Lo, (9

wixd
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16 order to calculate definite values for {7} and vac T, cecall that for g = 1, Mello and
Scligman (1980) find

8283 + 85257
Wape oy EF =y Q
Qq(ﬁ—l)——*N+l (2¢)
while for f =2, Mello (1990) shows
wa 875
== N 21)
Using these expressions in (17) and (1), we obtain
(M= 5‘;— @20)
N
var TS - 2b
4(N +1) (225)
var TW=2 _ -;. (22c)

The result for {T') 15 expected since ceflection and 1mosmisston ace satistically cguivatent,
oquatons (8) and (12). As ¥ — oo, vac T 1eads to the universal cesnlt 71, for A =L, while
for £ =2, var T is completely independent of N.

4. ‘T'he probability distribution of T°
4§ Therase N = |
Wiiting
AC np[ialﬂ:l] 23
we have from (8)
T =4[l - cos(@™ — 6y (24)

foc both # = 1 and 8 = 2. The probability distdbution w(T) of T is an avemge over the
angles and can be written as

- t+1_ gl=
D(T) = (5 |:T 1 cos(62 ] }]) _ 25)
G+ o=

Equatien (12) implies that 8 and 47 am aatistically independent and wniformiy
distcibuted in (0, 27), yicldiog — = p Al

1

A ITO=T) (26)

42 Thecase N=2,8=1

w(T) =

The most geneal 2 X 2 nnitacy symmetric matrices 1 can be witten as
(= _ _V’FECE""* rEeilEt+r®)
7= JrEdEE ) ﬁEcliy*
where o and y* are defined 10 (0,27), 0 p* £ 1,0 r¥ < Land p* +1* = 1. The

invadant measuee for o) is (Jalabert o2 4¢ 1994, Baamnger and Mello 1994)
+

@7

dr

dj.(“](.!lt)) ' daﬂ: dyﬁ:. (28)

JIE
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1n terms of these vadables, the probability density w(T') for T'=1-T €(-L ) is

] + o - L fpFp[cos2at - a”
w(T) o d(x dy™ da™ dy 5[7’ 3/ ptp-lcos 2a o)
+cos2(y+- ¥y -vrtio cos(a+—a‘+y+— y')}. @29

The integrals over @~ and p~ are trivial. Defining 2a* =@ + ¢ and 2yt = ¢ — y, we
bave

(T} & ]5[7‘ - (J?W-' + Weaw) cus¢] dv'TFdv/r- dgdy. (30)

The integral over ¢ gives
1T X __Tf_’
(T’)r.x]d__f a | dv"_\f,—i—];’ a
wheee u(X? = T%) ica siep function, 2 \/I—"', = \/_, and

X =22+ J(L— 200(1 — 2%)cos . (32)

Notice 1hat changiog ¥ 10 ¥ + 7, which does net alter the integral in (30), is equivatent
to changing zz' to —zz' in X%, 1n (31) we can thus extend the range of integratian of the
variables z amd 2’ to the interval (—1, 1). Fuahemmore, we can wate, in (31), ¥ = ¢ — ¢’
and intcgraic @ and ¢ separately from O 10 27 without alteriog the answec (up to a constant),

yielding
172y
w(T’)mf ¢f d,]f dg—dq:’ "'(X ) (33)

We now introdnee the theee-dimensional nnit vector & with components x = sin@ coss,
y = sin# siny and 1 = cos#, and similacly the unit vector & defined with primed variables.
The quactity X is the cosine of the 1he angle £ between 4 and &', X = cosE(i, a'). Thas
{33) can be wreinien as an integral over two solid angles,

Gy TR
w{T’) e ]f ulcos £, i) - }dndﬁ. G4
Jeos?E(a, 6%y — T#

Since the imegeand depends oaly vpon the celative angle botween the two wnit vectoss 4
and &, wecan fix &’ along the z-axic and integmte ovec G. 1n this case £ = & and

1

. dz
w(Ta —_— (35)
r N — TR
The final tesult foc w(T), properly nocmalized, is
1 L+/T(2-T .

From this distribution one finds explicitly {T) = L and vac T = é, consisteot with the msults
of section 3 for N =2.
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43 Thecose N=2, =2

The most geneal 2 X 2 unitacy matcices 34 can be written as

v{?ﬂ[u -+ ®) TE il +7%)
[ \/—c‘(?’ ity \/;ch"[?'*ﬁ*)] @an
whete o, aF, 3%, y* ace defined in (0, 2m), 0K pE € 1,0 ¥ < L and p% + ¢ =
MNote that rf onc takes & = & and y = y then equation (37) mduces to the # = L case (27).
The invaciant measoce for £ is (Jalaben er o) 1994, Bamnger and Mello 1994)

du (™)) oo drt datda® dy® dyt. (38)
1o tecms of these vadables, the probability density w(T" ) foc T = L= T (-1, 1) is

.!‘

w(T"y & jf drt de~ dot dat dyt dy T da"daT dy T dy”
xJ[T - .,Hp"‘p fcostat —a~ +at - a” )+ cos(y"' -y + )'f+ -y
Lt cosat — o 4yt — y7) +oosyt — ¥y 46T ~a7)) } . (%
The integmis over @™, &~, »~, ¥~ arc toivial. Defining
w=%(m++}:’+— ¥+ - ot
¥ =gl tat -yt -yt
=4t +at +yt 4y o)
W Can wihite
w(T o f&[T’ - (\/r*'r'cosw + Jotp~ cos$) cus¢:| drt dr~ dwdy dg. 1)
The imegml over ¢ gives
Wy - 77

w(T') o fdz’fdr‘dwdw (42)

where u(¥? — 7' is a mep function, and
Y =vitrocosw+ Jptpcosy, (43)

We can weite, in {2), o s @ — @), ¥ =2 — %4 and intcgrate over q.q,qul w1, 45 fom @
- 1027 without.altering the answer. We also write 1+ = cos’ §, 1~ =.cos? @ and gat

u(r* — 17)

X2 2 2x
(T} o dg sin&cos&[ d#’ sinéd cos#’ /[[ ! § —_—,
A A A d‘f’ldﬁ“j d‘lﬂ d‘l’z (_"——ﬂ — Tr']
()
Y cao ncw be written as
¥ = cosf cosé’ cosly, ~ ;) + siné sind’ cosly, — @) (5)
1{ we imtroduce the complen uait vector v

v cosfein
= | sinfc= (46)
with0 £ 8 £ 7/2,0 € g7 € 2r, and, similacly, the complex unit vector v, defined with

primed vadables, we can express ¥ in terms of scalar products as

=§(u"u'+u’1u). . “7)
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These scalar products ace invaciant with spect to unitary ansfocmations. We also oeed
10 defioc a “solid angle’, invariamt uader the same operation. We first intcoduee the ‘arc

clerment’

dn)? =dvidy = (d8)® + cos® 8(dem)* + sin(dgn )’ (48)
{rom which we extmact a metric tensor ¢ and construct the solid angle d€2 as

4G = | det g1/ dfdy, dyn = sind cos & df dyy dyn. 9

Equation (44} for w (7'} now becomes

Lty 4wty — 7
w(Ty o f ALY TV ) sqda, (50)
ot + wiy? - TR

Just as in the casc of the previous subseciion we now notice that, if we fix v o the
integrand of equation (SQ) and imegrate over 82, we get a result independent of v'. The
reason is that the scalar products in equation (30) are invariant vndec nnitacy teansformations
and we can always transforn any giveo v’ into a fixed vooton we choose this fixed vector

as
o = [é] (51)

which implies & = | = 0. We thus bave

o

T ] ulcos®@cos?w — T'7)
w
° (cos? Pcos2 g — T2

sind cosd dg dy 52}

wheee we have denoted ¢y by . Doing the intcgral over 8 we find

w(T)——/ oSty 2 T coste - T 53)
cos? g
The normalization constant in (53) was calculated by integrating over T first and theo over
¢, since in botb sieps one finds clementary intcgrals. Performing the integrations to this
order one can also verify that (T) = 1 and vacT = 3, in agreement with the cesalts of
scction 3 for N = 2.
The integml over @ in (53) leads 1o a bypecgeometcic function. Fiest, doing the change

of vaciables sing = Wsme we can wirite
o(T") = ,,)j‘ cos’ 8 d . (54)
[L= (1= T?)sin’ 617
Finally, we find (Gmdshu:yn and Ryzhik 1965, equation (3.681.1))

w(T) = ;lr(z —TF(3,3:2TQR-T). (55)

As an algebraic check, onc can vedfy that [ w(T)dT = | (Gradsteyn and Ryzhik 1965,
equation {7512.4)).
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Electronic transport through ballistic chaotic cavitles: Reflectfon symmetry, direct processes,
and symmetry breaking

Moises Martinez*
Arest e Fisice Teorica y Matario Comienanks, UAM-Azccporzdeo, 92200 Méxica Disttito Federal. Maxico

Piec A. Meilo
Institato de Fisice, Universiced Nokioncd Automamu de México, Q1008 Mixico Disrrito Federcd, Mexico
{Received 23 fune 2000, published 1B Decermber 2000)

We extend pevicus urdies on transport through ballistic chaotic cavities with spatial lefi-right (LR) reflec-
tion sy maetry w include the presence of direct peocesses. We fiest analyze fully LR -symmetric sysems inthe
presence of ditect processes and compare the distribution w(T) of the tra1smission coefficient T with that for
an agymmetric cavity with the same “optical* § matrix. We then sudy the probler of *"exteenal mixing™ of
the tymioetry canted by 2n asyawmertic coupling of the cavity to the outside. We first consider the caze where
symevetcy breaking arises because two symretdcally positioned waveguides are coupled to the cavity by
means of asymmetric wnnel barriens. Although this sysem is asyrmewic with respect 1o the LR operation,
there is 2n effect of the symmetry of the cavity it was constrcted from. Second, we break LR symmetry in the
abtence of ditect processes by arymvetrically potitioning the two waveguides and compare the resuln with

those for the compietely arynimetric case.

DOl 10.1103/PhysRevE 63 D16205

L INTRODUCTION

The problem of chactic wave scateriog is of great inwrest
ir varlons branches of physics, snch as optics, anclear, me-
soscopic, and mictowave physics. The stody of quantom-
mechanical scatiering problems whose classical dynacmies is
chaouc has been fucther mouvated by cecent £xperiments on
quanmm-electronic transport in microstmctares consisting of
a cavity connected to leads [1]. We know that symmetries
have very intecesting cifects on the properties of the electric
conducance io mesoscopic sysiems: ime-cevecsal and spin-
rowtional symmeinics {2,3], as well as spatial-rfection sym-
metores [4,5] have been stodied in the litcratore.

The problem of clecironic transpost throwgh asymmetric
(AS) chaouc cavities is addressed in deail in Ref. [6] in &n
indeperdent-electron appooximation. 1n that eefecence, the
possibility of direct processes due to the peesence of shoat
paths is acconated for by specifyiog the average, or optical, S
matiz (5} within an information-theoretic approach. The
statistical distcibution for the S matrix is known as Poisson’s
kemel, in which {5} 15 a parameter. When {5y =0, i.e., in the
absence of dircct processes, the natimtical distribution re-
dices to the invadan: measuee for the appropriate uaiversal-
ity class.

Miceostmemees with ceflection symmetry and a chaotic
classical dypamics arc sindied in Refs. [4] aad [S). The
analysis is performed in the absence of dicect processes, 5o
that the statistical distaibution of the S mateix e the invatiant
measure for the naiversality class 10 qoestion aod the cel-
cvam spatial symmelcy: the latee is a symmewy of the fiff
system under consideration, ie., the cavity plus the two leads

*Also at 1nstimto de Fisica, Universidad Nacional Autdroma de
México, 01000 México DF, Mexico.

1063 -65 1 %/2000/63(1)/016205(15)7% 15.00

&3 016205-1

PACS number(s): 05.45.—2, 73.21.Ad

that connect the cavity to the ootside.

One pucpose of the present paper is to extend the sudy of
Refe. [4] and [5] to include the presenee of dieet processes.
We consider two-dimensional systerms with spinless panicles
and concentrate on left-dght (LR) symmetry oanly, ic., sym-
metcy nndec ceflection thcongh an axis perpendiculac 1o the
coment. We also cewmrct the analysis to time-rcversal-
iovariant (TR1) problems, Onc pacticnlac way of indncing
direct reflections is by adding potential barriers between the
symmetrically positioned waveguider and the cavity. 1f the
two bacders arc equal, the system is folly LR symmetric; if
the barriers are different, we have a LR-symmetdc cavity
coupled asymmetrizcaliy Lo the outside: using the jargon of
oncleac physicists [7], we shall eefer to this type of symmetry
beeaking as *“*external mixing,”" with an obvicus meaning.
An interesting question, amenable to experimental cbscrva-
tion, is that of the interplay between the symmetcy of the
cavity and external mixing io the statistical distcibution of
the conductance of such a stroctice: the stdy of that intec-
play s the second main pucpose of this paper. From an ex-
pecimentat point of view, miccowave cavities [8] and acons-
tic systemns [9] might represent good candidates by which ©
stndy these questions.

That intecplay may also be theee and have intermsting ef-
feos when {5)=0, a5 in the case of a LR-symmetric cavity
corpled 1o the ontside by two wavegnides fee of potential
batriers bt asymetrically located. This problem can be ad-
deessed foom the peint of view of the systems described in
the preceding pamgmph in the following way. One may
think of a LR-symmetcic cavity coupled to the outside by
fouc wavegnides, also placed symmetdcally. We can break
the symmetry by providing the two waveguides on the dght-
hard side of the cavity, say, with ideatical bacders. The de-
siced peoblem is then approached in the limit of impenetmble
barrices.

This paper is organized as follows. 1n order to make the

©2000 The Ametican Physical Scciety
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From the § matex. we can construct the total transaussion
cocfhicient, ot spinless dimensionless conductance

T=uleh), (2.2)
which is propoctional to the condnctance of the cavity,

G=(2YMT, (2.3)

the factor 2 adsing from the two spin directions.

1n Dyson's scheme [L1] there ace theee basic symemctry
classes. la the sbsence of any symmetcy, the only cesaction
on § iy nouarzy, i.c.,

FIG. 1. A balkstic chactic cawity with scattering matrix given by
5o connecied 10 two waveguides by means of two batfiers with
xattering matrces §; and Sa.

$85t=y, (2.4)

paper reascnably sclf-coatained, we summacize in the new
section a oumber of concepts that we shall be using throngh-  cesnlting from the physical ceqoicement of flux cooseevation.
om the paper, sch as the invaciant measure and Poisson’s  This is the “uaitary’’ casc, also designated as S=2. Foc
kemel for 5 mataces and their application 1o chaouc scaner-  octhogonal symmetcy, or A= 1, § 1s symmetdc, i.c.,
ing 10 AS caviues, aod the nvariam mEARICE for LR-
symmetac systems. Secuen 111 deals with tbe peoblem of S§=57, (2.5
fully LR-symmetcc systems in the presence of dieeet pro-
cesses. The distribntion of the conductance is calovlated for  becanse oae has cither time-reveesal wnvariance _(TRI) ard
the pasticulac case of cne open channel in cach lead and & LOLCERA! 5pUA, oc TRL hatf-inicgal spio ead cotational sym-
diagonal opucad maix (implying ditect fiections), and  melry. 10 the “symplecuc’” case (8 =4), 515 sclf-dval be-
contrasted with the onc obtaioed for an AS chaotic caviy — canse of TR1 with half'l"“:Sﬂ{' spin and no rtauonal sym-
and the same optical mardn {S). Diffecent bacciers added 1o (etry. From now oo we consider the scauering poblemn of
the two wavegnides of an otherwise fully LR-symmetric sys:  * 5pinless” clectoons, so that the case g=4 will oot be
£m with no dicect processes give ase to dicect eefiectioos tonched vpon.
and exterpal muung: the problem is sidied in Sec, 1V, A cnnvgnlcnt pacamctrization of the § matriz isthe polac
Again, the condoetance diswcibmion is computed for the one-  Cepresentauon {12.13]
channel case and contmsted with the onc obaioed for an AS

chactic cavity with the same optical mareix {5}, The problem S v 0V -l-r 7 v, ol @2.6)
of extemal tining in a LR-symmetric cavity with asymetri- L wll fr Ji-at U_J' ’

cally positioned leads aod (5)=0 is addoessed in Sec. V.

The condoctance disuibution is cakulated and compacd  where 7 stands for the M-dimensional diagonat matri of
with the cae atising from the invadam measore in the AS ci%cnvulm:! 7, {a=1,__.,N) of the Heomitian matia
case. Fnally, for the sake of completeness, we inclode s pel; v, (i=1,...,4) am achitrary NX N nnitacy matrices
owmbes of appendices wher some of the tesults menticoed  fo B=2, with the mstriction vymul, va=y] for B= 1.

i the wx are detived.

1. The tnvariam mesiure

Ll. THE § MATRLX AND [1'S SIATISI'ICAL When the classical dynamics of the sysiem is chaotic, 2

DISIRIBULTION statigtical analysis of the quanom-mechanical problem is

= i *—-catled for. That analysis iy pecformed in terms- of “eu-

sembles” of physical systcms, descrbed mathematically by

ao ensemble of § matdces, endowed with a probability mea-

A single-electon scatiering problem can be described by sar. The staniog point of sach an analysis is the concept of

the scaueriag matix S, which io the siationacy case celates favariant measure, which is a precisc formulation of the in-

the ontgoing-wazve W the incoming-wave amplimdes[ 10]_ tnitive notion of equal a priori probabilities in the space of
For a ballistic cavity conoocted to two leads, each with N scalering matrices.

A. The scattering problem in the absence of spatini
symmmeiries

transverse propagating modes (sec Fig. 1), the 5 matcix is The invarant measoce, 10 be designated as ut2(S), is
n=2N dimensional and has the structne invariagt vadet the symmetry cperation relevant to the nai-
vetsality class under consideration [11,14), ic.,
ror
S-(r r.}. (2.1) AP Sym dut B S V). @0

Hew, Vg,V are arbitcacy bnt fixed unitacy matdces io the
where r, ¢’ zte the NX N ceflection matriees (oo incidence  vnitacy case, while Vo= U; in the octhiogonal one. Equation
from ecither lead) and 1, ¢’ the cormspondiog teansmission  (2.7) defines the cirular (onhogonal, nnitary) ensembles
matrices. (COE, CUE), for 8=1,2, mspectively.

D1 6205 2
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2. Chaotlc scangring by AS cavives

The information-theowctic approsch of Refs. [15,16] leads
w the probability distnbuuon koown as Poisson's kernet

[6,14]:
[deatt ={S)(Sy1 ) Anr21-m

dutPLs),
lded - s(synyPr 12 M

(2.3)

4PN S)

whee the iovaciant measice is assamed aormalized, e,

J dutBs)=1, (2.9
Her, n= 2N is the dimensiomality of the § maiuiz and (S} is
the averaged, or optical, § matdx, which describes the
prompt response adsing frem direer processes.

1o the absence of ditoet processes, {S)=0Q aod Poisson’s
measuce [Eq. {2.8)] ceduces wo the invariant measore for the
umvecsality class in question. In teems of the polac represen-
taticn, the invanant measuce can be written as [17,18]

dp P (5= pAANIT aw I dptvy).  (210)
Heee, the joint probability density of {7} is
PO =Gl ln =PI #5777, a1

Cp being a normalization constant and dge(v;) denoting the
invariant measuce on the noitary group (V) for matrices
v,

For ()0, a nscfl consimciion of Poisson’s ensemble
is given in Refs. [19,20]. Considec the system shown in Fig.
1: it consists of a cavity described by the n-dimensionzl scat-
enng matdx S, connected to two icads by the menel bar-
nices described by the nXn scaucring matrices

fry !i
Sp= ( r) .
ooy
e £
Sy .
! ( Iz "":J
espectively. We bnach the two leads into a *“superlead” and
consinxt the 2n X2 scanccng matci §)

(2.12)

(2.13)

r @ .!; q
ey 1h] 0 r; 0 1
S,,-( ,J = . (2.14)
1y 1) L 0 r 0
0 13 0yl

Her, the varions blocks (ry,, i) ate n dimeasioral. The
seattering matrix Sp for the cavity can be written io terms of
the scaucring mawix S foc the foll sysem {cavity
+barriers} a5
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S—ry) (2.15)

L 1
13
i-rﬁ s

Onc can prove [ 14, 16,19,20] that between the iavacian: mea-
sus for S and for § we have the Jacobian

[dett —{S)(SpFyy o +2-om
|destr— S5yt 8

dutP(s).
(2.16)

:J,u."gjfso} -

Now, if the matdx S, for the c“li is disteibinted according
1¢ the iovarant measoce, .., du'®(Sg), the diswibmion of
the wansformed § satisfics

AP(S)=dptf}S) (2.17)
and we obtain Eq. (2.8), the optical § being given by the
n-dimensional matnix

£

ri
(S)*m-(o ri_)' (2.18)

The N=1, B=1 case. The T dirtribution. We now con-
sider the distribnion of the § matcix {for the sysiem shown in
Fig. ! forthe case N=1 and 8= 1. The matrices Sq of the
ballistic cavity, S, and 5; of the two tunoel baciers, ard S
[cetated thmugh Eq. (2.15)] are 22 and have the stioctoe
(2.1} with 1" =r. 1n the polac tepresemation (2.6) we have
three independeat pacametess 7, &, @, whee we bave writ-
ten v, =¢'®, py=¢'® The range of vadation of these pa-
cameters is taken to be

Te[0.1].
{219
S.pel0,29].
1n temms of (2.19), S can be wiitten as
- .,-r \f;rﬂ Lad)]
) [ Frebrnr mfw - 220

and the invariant measnre of Egs. (2.10) and (2.11) as

dr dédy
2(2'1: 27

The distcibntion of S is given by Poisson’s kernel, with
the optical § matdn

e

Subsuwitiag {S) in Eg. (2.8), Poisson’s measwce can be wiit-
wen a3

dutts)= (2.21)

(2.22)

[ =[P =] "

3l 5)= »* y ETRME)
(L=red Y L—r r*) =2t ri™|

dutti(s).

r] r2

(2.23)

016205-3
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By definuon, the msutting distibukan of the tansmussion coefficiem T can be expresved as the integral

W, AT = J &T-7)dP,, .,;(S),

For this distribuion, Ref. [6] gives the expression

(2.24)

1

1
oA T = [ (L=} Y L= 5] ]7 — — - . , (225
Mo z\ﬁ[ ICERCR <|ft ey JL=T)e “’+|erJx—r)—1r11|r,|rl’)N (@:23)

whew { - +), 4 denotcs an avecage over the variables ¢ and
¢ over the ioteeval [0,29]. When ry = r,=0, the above ex-
pesnon {2.25) mdaces to

1
wod T) o —=

24T’

(2.26)

as it should. Figie 2 below (Scc. 111} shows with dotted
lines the evolnuon of w, (T} foc ro=rge{e) with the
pammetee {r), obtained from Eq. (2.25) by mmencal ote-
gmtion. That distribution teods to & T) as {ry——1L.

To further illustate the physcs resulusg from the
S matrix distiibinisa (2.23) we anatyze the specizl case r|
=0, so that the right bartier is the only one ptesent. For this
care, Egs. (2.23) and {221) give, for the joint probability
distibntion of the parametces 7,¢, &, 1he capression

(1=]rg)?y*? dr de dy
|1- 'Jl—'rel‘vr;ﬂ) 2‘J; 29 27"
(227

d‘Fo,éfS}-

{c) Wy
G ——— 0 ——
o 5
o §
2 |
2 H

o2 oa_or wF wbe oz Hr es BT e
T v

FIG. 2. Shown with a heavy line it the evolution of the distri.
bution w (T of Eq. (3.11) with the parameter {r}=—oos ¢ for &
chaotic ~cavity with ful LR symmetry. Cases «
=aflafd,aB,m2 are shown in [2),(b) {c) [}, respectively. The
dotted lines show for comparison the T distribution cosresponding
0 a1 A5 cavity with two identical barriers,

We fice notice that the angulac vaciable @ is sniformly dis-
tributed foc all ry . 1o this pacticular case the T poobabitity
density of Eq. (2.25) can bo intcgrated analytically, b gve
6
iy

(L=

2T

oyt T)= JFfa L M -1)],

(2.28)

oF, being a hypergesmetric function [21].

As a check, we considec two limiting sitmations. First, for
ry=0 wec bave a ballistic cavity withent prompt cesponse.
The prabability distabution for S, dPqe(5) [see Eg. (2.27]],
goes back 1o the ipvadant measnce (2.21), as it shonld. Sec-
ond, we obstruct the tight lead by making the barder there 2
perfect reflector. As a cesult, r;n =1 aod it can be shown
{see Appendin A) that 4 Py -(S) reduces to

do 1 ar a
dPy_(5)= 5("’”"}75[5( l}l-T) + !5{ g 3?”dg‘,v,
(2.29)

wherc the angles in the arguments of the delia functions aw
defined modulo 2. We sce from the above capression that
the disicibution of + is 2 one-sided delta function &t zeco, ic.,

w(T)=&(T), (2.30)

so that the transmission t=nds Lo 2¢co, as expecied. Also, the
distribution of ¢ consists of delta functions ceotered 21 w2

- and 39742, s a5t0 ensuce the vamshing of the wave fnociion

at the impenetoble barmicr. 1a contrast, as altcady noted, the
vadable & is miformly distcibued from O to 2#. In this
limiting casc we end np with a ballistic cavity connecied 10
just onc lead: tms the resulting one-dimensional S matrix r
18 s distributed according to the invariant measure.

Now we go back 10 the intermediate case in which ¢} in
Eq.(228) is ral and — 1< < Q. We show in Fig. 5 below
{Scc. 1V) with dotted lines the evolotion of the T distdbution
for soveral valoes of 3, obtained from the analytical wsolt
{2.28).

=

B. The scattering problem for T'RL LRsyinmetric systems

Tn the peesence of additional symmetries, for fixed vatnes
for all quarwem oombees of the foll symmetcy group the
invariant cusemble i3 one of the three circnlac enscinbles is

016205 4




G ARTICULOS PUBLICADOS

ELECTRONIC TRANSPORT THROUGH BALLISTIC. ..

Dyson's scheme. Thus for ceflection-symmetric systems S is
block diagenal in a basis of definite parity with mspect 1o
mflections, with a circatac ensembte in each block [4,5].

For a system with TR1 and LR syearnetcy the genecal form
of the § matix is

ro
S= , (231)
VI
with
rarl {2.322)
t=1T, (232b)

All the matrices with the stoucture {2.31) can be simolta-
oeouisy beonght te block-diagoaoal fortn using the rotation
MALx

gl o
whete J, is the N-dimensional vnit matrix. 1n fact,
ity g
s -=R.,SR;-[ o J‘_,]. (2.34)
with
f 3 a ety {2.35)

Since S 15 noitacy aod symumetnic, so arc ' and the two M
XN matrices &'*). While 5 has the mstdcted form {2.31),
£ aw the mosr general NX N unitary and spmmetnic, ic.,
A= 1, matdces.

1. The invartan seainre

The imvadant measore for § matdces with the sioactue
{2.31) was found in Refs. [4,5], based on the consideration
that twe atbiwacy wpitary symmetric matrices 5=’ can gen-
cmte the most genewal noitacy S matrix with the stooctuce
{2.31). The (nvanant measnee for matrices of the foom (2.31)
can be written as

NS =dpt T d T, (2.36)
where dptt (') is the invenant measure discnssed above
foc nnitacy and symmetrc matcices (#=1) in the absence of
spatial symmelcics.

2. Chaotic seanertng by systemi with full LR syavmairy
in the abcance of direct procecces

1t has been fennd {5] that single-clectron scatteting by
classically chaotic cavities with LR symemeiry and in the
absence of dicoct processcs is well described by the iovanact
measnce discussed above.

The N=1 case. The T dintribuion. Reference [4] finds the
distabuuon of the total tmmsmission coefficient T for the
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oae-chennel case (N =1) arising from the invadant measue
(2.36) as

1

mfTIL-T})

w(T)m (23

L. SYSIEMS WITH TRLAND FULL LR SYMMELRY LN
1THE PRESENCE OF DIRECT FROCESSES

1a this section we sindy a TRI system with fuli LR sym-
metry, jost as io Sec. 11 B, bot oow admitting the possibility
of dicoct processes. For the systems analyzed in Sec. B B, the
avermge (o optical) S matrin {5} vanishes, indicating the
absence of a prompt eyponse, whereas now {(§)# 0,

The S matar has the structnee of Eq. (2.31), and so does
(5).ie.,

o0 ) e

with
{ry={n7, (3.22)
{=(n7 (3.:26)

being N XN blocks. Both § and {5) can bc bronght 0 &
block-diagonal farm by the totatisn matix (2.33): § becomes
S’ of Eq. (2.34) and (5} becames

@y o
o ok

(S )=Rf{SIRE= (.3

As we noticed right below Eq. (2.35), T ace the mosr
gensral NX N unitary and symmetric matdces, they thus be-
loaog to the A=l universality class. Their distdbution is
given by two statistically independent Poisson kemels of the
foemn {2.8), with {s¢®" as theic optical matrices. Denoting by
& Py5y(5) the § marrix distcibution, we have

dP(s}fS)-dP“n)(.lH,)JP{_,c-n)(.r‘_)). (34

whee

dp<_r(:l?fl‘:l)
[M[N_(_‘(Z))(jm))t)]m-t-nﬂ
Idﬂ“"_‘(:l(ll:l}'l)lﬁ-u

d#(n“(zl)'

(3.5)

Wecan thos writc d‘ﬁm(S) as
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dPinls)= |d:1.“,,—.r”’(f“)')|"+l

wheee djit'(S) is defined 1o Eq. (2.36).
The special case of no direct tmnsmission, {1)=0, ic,

o}

[dalfy—{r){yN]""

deuy =X i =t

(s -=((: (32

can be wrntten a5

dBrplS)m

xdt(s). {3.8)

Physically, this case conld be ceatized by fuily LR-
symmetdc fiuctnes with ne direct processes, to which iden-
ucal barriers (with the 8= 1 symmetcy) are added in the twa
leads, each with a reflecuon marix [soc Bq. (2.18}]

(%

=)
The sitmation s illostated in Fig 3 ahesd bot with equal
bacriers.
The N=1 case. 1'he ¥ distribution.
1n this case, Eq. (3.8) wduces o
(1= () ]
(L=t %)% 2 1=ty ¥

By (S)= du'tysy,

(3.10)

whete {¢) 20d %) arc now 1 X i mauices, i.£., just cormnplen
nurnbers. The distribntion of T can be obtained from the
geneal expression (2.24). For {r) reaf, some of the relevam
steps ace fonnd in Appendia B, the final tesolt being

wiy(T) = ]
vl T) AL =T) (1 +{AT -4{r(1-T)
(3.11)

e

F1G. 3. A bollistic cavity with ceflection 1ymmetry dexcribed by
the matrix 55, conrected 1 two waveguides by means of two bar-
riers describect by 5,,5,. The barriers give e 1o direct processes
and, if they are diffecent, the LR symmerry of the full system is
broken (extetnal mixing).

Y ALA(rP L ={r}?} _

At s) (1.8)

|da“N_:l')(_'t“))1)iN+l

The distibution (3.11) 1% plotted in Fig. 2 for sevecal val-
ues of {r} and compared, (0 the same fighce, with the disin-
butien coccesponding 1o an AS caviy with the same (S), as
given by Eq. (2.25).

For {r)=0, the distribntion of Eq. (3.11) ceduces to that
of Eq. (2.37), which is symmetric with mspect to T'= -} 5o
that Tand R = 1T arc identicaily distcibuted, this feawe 15
lost when {#) %@, as small T's become more pobable. As
{ry=—1, both distribndons shown in the figne (i.e, foc
LR-symmetic and AS systemns) tend to & 7).

1¥. BREAKING THE REFLECI'ION SYMMELIRY OF
CAYI'TIES BY DIRECT PROCESSES

1n this section we study & TR1 cenfignration consisung of
a ballistic cavity with LR symmety and scattering matox
S, connecied to two symmetacally posttioned wavegades
by means of bamiers descnbed by S, and 85, especuvely; w
geocml, the barcers are allowed 10 be diffenr. This ar-
cangement ntroduces direct reflections and a breakdown of
the reflection symmercy (sec Fig. 3). As a resaly, while the
scattering matax S of the cavity plos the symmotrically po-
sitioned waveguides, but not including the bamices, has the
restricted stucture (2.31), (2.32), the scanenog matcix § of
the total system incloding the baicrs has the more geneml
form (2.1), (25). Now, $ is geocated ftom S, throngh the
inverse of the relavon (2.15); thms, varying S, Zcross its
manifold of indepeadent parameters, but keeping the barriers
fixed, genemies a matdx § that vacies over a manifold with
the same dimensionality. In what follows we restrict ene-
sclves 1o the one-channct case {(¥W=1) in cach tead, The
matrices So can be expressed 0 terms of e idependent
comimoons pacameters (plos a discrete pacametes o), as n
Eq. (4.9) below, while S bas the moce geocral form (2.20);
thoy there shonld be an algebenic relation coanccting the
theee continuous pammiers 7,¢h, & appearing io the lauer
cquaton:— —- — -

We want 55 to be distribnted accerding to the invariant
measue &t (S o). 1n prnciple, the transformation between
Sgand S (for fined S, and S;) defioes tniquely the cemlting
statinjcal distribntion of S, w be called JP(S} [see Eq.
{4.21)); for that purpose one covld find the Jacobian of the
transfermation relating § to 5o, both matrices being snbject
to the restrictions explained in the previous pamgraph. In
what follows, though, we find it comveniem 1o compute
d P(S) procecding along a simplet coute, taking advantage of
the Jacobian between unrestricted S matrices that we almady
kaow from Eq. (2.16). 1n fact, the measuce & V(5,) can be
ficst expressed as the measuce (S o) of enrestriceed S
mazcices of the ferm of Eq. (4.5) below times the appropriate
delhta funciions that provide the regniced testriction [see Eq.
(#.6)] among the three pammeters o .. Next, Eq.
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(2.16) exprosses dpt(80) in terms of duf(S), the factor
in fom of Ju''(S) in Eq. (2.16} being the Jacobian of the
ransformation fram wicestricted Sg to unesticted S matri-
ces. Finaily, the identity (4.21) gives the requiced distdbution
dB(5) foc the § watrices. We proceed to implement this
scheme in detail.

The relationship beiwoeo the scaneting matix Sq for the
cavity and the matrix § for the foll system is given by Eq.
(.15, with

, [0 9
h=ly= 6 nf (4.1)
r Q1 s ry 0f
= o rr)» = Q r J (4-2)
| 1 d ),

Here all the matrices ar two-dimensional, so that the vadons
entrics acc just complex aumbecs, We thns have

1
So=1; {§—rpy——u. (+3)
o=ty b)lz—r,,'.s‘ »

The martri § has the mocmee (2.20), while S5 has the stiac-
mre {2.31), i.c.,

r 4
so-( ° °). (44)
o o

It wilt be nseful 1o wate S5 of BEg. (44) in the polac
rwpresenation (2.20) as
— T = et Jr tdotio)
L LT e )
However, the three parametess 7y, ¢y, and ¢, 8 not inde-

peadent 1o fact, the stoucine of §, givea in Eq. (4.4) implies
a celaticnship between the two angles g and ¢, e,

(45}

Hom — i, {46)
or, taking the square oot on both sides
e¥omfaeith {41

where o=+ 1, Equivalenily,
w
o= ¢°+cr;, mod( 2. (483

‘The most geneal form of Sy is thus

[ L=% oy,
N

waren in teems of the independent paramewes 7y, dy and
the disceete varable o, which have the mnge of variation

(+9)

Toe[0,1], (4.10a)
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doei{0.27], (4.10b)
o=l (4.10c)

From Eqs. (2.33)~(2.35), the mauix Sy can be diagonal-
ized by a w/4 rotation 1o give

l‘.fa-n 0‘
Sp=

- 4,11
R (s.11)
whee
5 m py g = ~ TP TivR (.12
and
= iy 513
Bo=1aa Ty 5 z- (1Y
With the moge of variaton (4.10) foc 7y, &y, and o, et
and fj“o cover twice the toms defined by the two angles
o,

Equaticn (4.12) is # transformation from the pamameters
Ta, $o, and @ to the pacameters 857, 6 ’, whose Jacobian
can be written av

1deH de?
2 2w =

dry depy

wfrl - 1) 2%

L
= 3 (.14
Both sides of this last equation integeate to 1 if the lefi-hand
side is integrated in the region 857,87 € [0,2] and mul-
tiplied by 2 to acconnt foc the fact that the region is visited
twice, and the right-hand side is intcgmted w0 the cegion
specified by Eq. (4.10}.

Accocding to Eq. (2.36), the left-hand side of Eq. {4.14)
represents the invadant measuce for S matrces with LR
symmery. A Tunction f{7y,¢y,0) can be tmoslaed into 2
function f(B5™,6,7") using the transformation {#.12); its av-
cmge over the So igvariant measvce can thws be writen as

[ g

o 27

1 JA dry J' v by
== — (70, d%,0).
2'_2; Py e 8 S f(7.éc.0)
(4.15)
Hem, on the left-hand side we integmtc over the torus
B6*. 867 ooly once. Suppose now 1t we are given a func-
tion F(7g, o o) = F' (75, dn,#¥0) of the three parameters
appeadng in Eg. (4.35) and we want to compnic its avemge
over the above measnee, Ficst, we make use of Eq. (4.7) wo
eliminate ¢ and write

Flrg. Go.d0)=F {7y, o, %)= F' (1, by, Fre'¥0)
= flro,d0.0)=F(05" 87), {4.16)
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where f(70,do,0r) and J(85?, 857), have the same mean-
ing as in Eq. (+.15) above. The average of this function can
thos be written as in {4.15) and svbsequently as

M"F ! rg o e Sy

olwe-a-3]

(4.17)

2 g5y Jn -rr\}-rofl—'ro J'

g v e A N
0 aryr(l=7p)

v
+'5{ %_‘\50_32-)

where we have noed Eq. (4.8). Comparing the left band-side
of Eq. {(4.15} © the nght-hand side of Eq. (4.17) we thus

waic

d&‘*'dﬂ‘ ) [5{‘% éu""") '5{5’0 ¢o"3_)l
2% qT—ro
d'rn ddo dipp

v"_‘2'rr2w

where the symbol ~ indicawes that the two measues ace
equivalem when the teft- and dght-hand sides are vsed to

integrate the functions f( & 67" and Fita.do,i%), Ce-
spectively, defined above. Obvionsly, the angles in the acgn-
memnt of the delta fonctions above are defined modvo 27, As
we have already moticed, the left-hand side of Eq. (4.18) is
the invaciant measurm J 201 (S,) for scattering matrices S of
the form {4.11),i.c., for & LR-syehmetric cavity. Onthe other
hand, Eq. (2.21) shows that the last line of Eq. (4.18) is the

Flrg,d5.¢80)

(4.18)

tJP,,{S)"'Z

5‘%_%—2_)*'5{%-%_3?) [dﬂffz_fbrb)],n dr d¢ d'p
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invariant measuce 42 V'($o) for scatecing matrices So of the
more geneal form (45). The eelationship between the two
measuces is thus

oo odo-as)
Yi-7o

xdu't(5o).

d}:“)fso)

(4.19)

Hem, the delia functioas cestrict the space of noitacy ard
SymMetic matdoes to the subspace of matrices of the form
(+.9).

As wat caplained at the bcglnn'm$ of this section, we now
enpress d @ (S50 in terms of Juft'(8) wsing Eq. (2.16).
That equation ceads, for the present case,

[detity—ryr]]?

‘”‘“]‘S°)=_"—1dmn,—5r;)|’

Jutt(s).  (4.20)

We substinte this last equation into Eq. (4.19) and use Eq.
{2:21) 10 expeess du't)(S) in the palar cepresentation. We
also note that the measare it Y(S) appearing oo the ieft-
taod side of Eq. (4.19), i.c., the differential probability asso-
ciated wuh the mainces S, [having the form (4.4)] for the
LR-symmetdc cavity, must ceincide with the differenual
probability d.a,*(S) we are looking for, associated with the

teansformed matrices S [having the form (2.20), but with the
appropriate tesuictions], i.c.,
df’,*{.S)-d,&‘“{Sa). (4.21}

We thus have

It remains to express the variables @, ,¢0,7p 2ppeacing in
the delta-fanction argnments in terms of ¢, &, This is done
in Appendix C for the panticider case in which barder 1 i
ransparent, so that its scatering matrix S of Eq. (2.12) is
the Panli matrix o, , and bacrier 2 is described by Eq. (2.13)
with real matdx clements. The ceslt is

db o, S)~p il 7. p)drd ddy, (423)

with

|de(F, —SeD)? 24729 2w

(4.22)

1-r"}m|m roetd
(2w )?\{'T‘I\/T'rfl—r?'}—.r.!'rf}“I2

XH Y- b ald)- ;)
+6{¢n~¢—at¢)—3§”,

Polmdg)=

(4,24}

. al(d) being givea by Eq. (C7). We reeall that the 2agles i

the arguments of the delia fanctiens arc defined modulo 2%
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FIG. 4. A ballistic chaotic cavity with ceflection symumetry con-
nected o just one lead, sapporting one open channel, in the absence
of direct procestes. The one-dimensional § matrix »= =« 2% js dis-
tributed according o the iavatiaat measure.

As a first check, sa ry =0, corresponding 1o the case of

oo bardets. We obtain
dr a’d) L 5(
2'11 2

L
+é‘(¢—¢—35) dy

dﬁolgsh

(4.25)

Thanis to the delta faactians, we rocover the sitnation of LR
symmetry. As expected, the right-hand side of Eq. (4.25) is
the iovaciam measnee defined for that symmetry, Eq. (4.18).
As 1 second check, we anslyze the case r;——1L, which
comesponds to obsimcting the wavegnide on the cight, We
show in Appendix D that Eg. (4.23) gives in this case

-

(4.26)

d’f’o :(S)“-Sf'r)d'r,2 2 [6{ o—=

The conductance distrbntion ceduces 1o a ane-sided dela
fooction at zero, as it should. MNotice that the vadable ¢ is
voifoamly distibned in the two exteme cases r;=0 and
r.;- —1; this is not so for an acbitacy vale of r;. Tn the
limiting case r3=-1 we end vp with 2 LR-symmetric bal-
listic cavity connected 1o just one lead (see Fig. 4): the re-
sulting one-dimensional § matcin, ic., r= =¢2%, is distib-
nied accocding to the irvariant measure: ther is thus ro
effect teft of the LR symmetry of the cavity. 1n fact, the aght-
hand side of Eq. (4.25) is identical to that of Sec. 11 A 2, Eq.
(2.29), for an AS cavity with the right-hand wavegnide ob-
stmeted As we shall sec latee on, in Sec. V, this is a peen-
lacity of the one-channel casc,

To get the joint distebution of 7 and ¢ for acbitracy ry we
incgrate Bq. {4.24) over ¢ W find

== ?®
[VI—d 1=y = rireT®
(«27)

The T=7 distibution w(T) is obtsined by imegratiog
q,,;(fr,d)) over . Figare 5 shows (solid lines) the cvolntion

1 (=7

q,;(¢.¢}=2w_ N

of w(T) with the pacameter r} . The peak ia the solid corve
in Fig. 5 socms 10 arisc from the peak that is &t T=1 odigi-
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i
or 1080 6z o3 0G0 b
[

F1G, 5. The wolid Kne thows the evolmion of the T dinribution
obtained by numerical integration over & of Eq (4.27) for a LR-
synemetric cavity and one bastier defined by #,=—cos, as a func-
tion of the paramveter & Panels {a), [b), (¢}, (d) show cases ¢
= wf2, w4, m/8, 7032, cexpectively. The dotied lines show, for com-
parisan, the dintnbuttons that correspond to an AS cavity and the
samie barriet as for the corresponding heavy lines,

nally fi.e., for r3=0); tha peak then ““travels’”” towards T
=0 as |r3| incceases. In the same fignre we compare that
sequence of distribotions with those comresponding 1o an AS
cavity {dotted lines) with the same r3 . 1o the focmer case the
system *‘remembers’’ in a rather conspicuous way that. al-
though the resuifing configuration is asymmetric, the cavity
has LR symmetry.

V. BREAKING THE REFLECI10N SYMMEIRY OF
CAYITIES WITH AN ASYMMEI'RIC POSITION
OF THE WAYEGUIDES

1n the peesent section we sindy the effect of extemal mix-
ing of LR symmetcy in the absence of dicect processes, ie.,
for {S) =0: the problem will be that of a LR-symmetric cav-
ity connected 1o two asymmetrically positioned wavegnides
in the ahsence of barriers. We proceed as follows. We fist
consider the LR-symrnetric cavity connected o four sym-
metrically positioned wavegnides (each suppotting one open
channct) by means of fonr, in genceal diffcrent, bacrers, as
shown in Fg. 6. The twe bartices on the Ieft-hand side ae
then removed, while those on the right ac made pecfect ce-
flectors.

We call 5, the matriz associated with the LR-symmettic

FIG. 6. A ballistic cavity connected  four waveguides 1ym-
metrically lecated, by means of fout, in ptinciple different, bartiers.
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cavity connected 1w the four symmeteically
wavegnides (0 the absence of barriers. The matrix S in the

presence of the four bacders is theo given by Eq. (2.15), ie,,

S=ry+1, Sty . (5.1}
T
whee
i, 0 0
. h
1=t = o1 0 (5.2)
0 9 0 1
fry 00 04 {rl 0 0 0}
g rp, 00 , 0 0o 9
rpe : ’ L
a rn Q@ a 0 r 4
a a r a 0 ¢
(5.3}

As explained ahove, we now open the left wavegmides
and block the nght ones by means of pecfect miectors, so
that

' (’! 0!) : (0’ 02 ) (_4)
g . - R 5
e, 0,00 TN, -
wheee 75 and O, denote the two-dimensional unit and zero

matrices, mspectively.
The 4 X4 matdx Sy has the stmeioee (2.34), (e,

50={ o !U) [
o To
where rg and t; ar two-dimensional matcices. The matdx §
of Eq. (5.1) then ceads

(55)

(5.6)

The 1-1 block of the above expression is the 2 X2 scat-
wdag mattix of the final system consisting of a LR-
symmetde ballisic cavity connected 10 two waveguides on
the teft (soc Fig. 7). i.c.,

L
r= r°_r°!1_+;o-'°' (s.7)
Using the mesult {2.35) we can express ry aod 15 a3
1 -
o=z AT, {58)
Lo g-
1°=:£:[.| -1, (59

located
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FIG. 7. A balkstic chaotic cavity connected to two asymetri-
cally located waveguides, without direct processes. The distribution
of the two-diensional 5 mateix is mor the invariant measure, bur ig
close to 1t
wheee &3} are 2 2 vnitacy and symmetric mattices

A momerical caloolation was performed, in which fout-
dimeasional S, matrices were generated with a distdanuen
comesponding to thewr invanant measure: this was done by
constmeting an ensemble of =7 marciees, Egs. (5.8), (5.9),
disuibuted as two independent COE's. From Eq. (5.7), the
resniting 5 matrices weee then evalnated.

The distribution of the msuling tansmission cocfficient T
is shown io Fig. 8. For companson, the distabution szﬁ
comesponding to an AS cavity connecied to two enechannel
wavegnides and with {$)=0 is shown with a dotted lLine.
Althongh the LR-symmetnc cavity with extecnal symenetry
breaking has a T distribution very close to l.Q‘."_T, there is a
statistienlly sgnificant deviation which iodicates thar the re-
solting system has 2 memocy of the point symmeury of the
cavity, This is to be conuasted with the rsult mentioned just
before Eq. (4.27) foc the single coc-channel cavity illusumed
in Fig, 4.

VYL RESULTS AND CONCLUSIONS

Onc of the main purposes of the present papet has been
the extcosion of previons studies on teanspont through ballis-
tic chaotic cavities with reflection symmetcy to include the
presence of dicect processes. In Sec. 111 we treated the prob-
lem of fulty left-right (LR)-symmetric systems in the prescoce

of ditect precesses and foc the time-ceversal invadant (TR1)

25000

u
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)
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F1G. 8. 7 disiibution for a LR-aymmetric cavity connected 1o

wo aryrometrical ly located waveguides. The datted line corre spond
10 2n AS cavity connected D two waveguides.
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case. The staustical distdbution of the S matdx, found ana-
Iyucelly in Eq. (3.6), copsists of the product of two Poisson
kemels wih the optical matcices (7 ') and (5* 7%, mspec-
uvely. For ne direct transmission processes, {£} =0, and real
direct ceflections (v}, we calenlated analyticalty the distdbu-
tion of the tcansmission coefficicnt w(T) for the onechanncl
case. The diffecence with the T distdbntion for an asymmet-
nc cavity (AC) with the same opucal matrix {5}, which is
lacge for {r}=0, becomes less dramatic as [{r)| increases:
that cvoluwon is shown in Fig. 2.

The case of a full LR-symmetric system with the TR1
symmeicy broken by a magnetic field 15 not addmessed hece.
Referace [S) finds that the cocrespoading § matdx has a
saucmee similac o that for the §=1 casc but with the wles
of rand rinterchanged. The staustical distdbution w(T) of T
for {r)=0 is given by 17241 — T, indicating coherent for-
ward scauering. Stacing from that distcibution, w(7) would
evolve towacds 5(T) as [{r)| increases.

The other main pugpose of this work has been the stndy of
LR symmetry breaking by zn asymmetric conpling of a LR-
symmetric cavity to the cmside. Two ways of producing ex-
temal mixing of the spatial symmetcy were analyzed:

(a) 1n Sec. 1V we swdied the cffect of breaking the re-
Ffection symmetry of a cavity by direct procesies. The system
consists of a ballistic cavityy with ceflection symmetcy con-
necied o twe symmetdcally positioned wavegnides by
means of barriets which, io generl, are sllowed to be differ-
ent {Fig. 3). We found analytically, in Eqs, (4.23) and (4.24),
the staustical distabntion of the 5 matcx for the enc-channel
casc in cach wavegvide and, for simplicity, when only the
bactier in the nght-tand wavegnide is presem (r; #£0). The
Tdisicibution is very different from that for the folly AS case
{i.c., the one in which the cavity itself is AS) having the
same optical {8} matnx, as shown io Fig. 5 for vadous val-
ues of 3% 0. We conclade that this two-wavegnide sysicm,
although asymmetric with espect to the LR opecation, fias a
memory of the reflecfion symmetry of the cavity from which
w is constrncted. 1 the timit 73— — L the right-hand wave-
guide 15 blocked and we cod vp with a LR-symmetric ballis-
uc cavity connected, withomt aoy bacder, to just one lcad,
supponing onc epen channel (sec Fig. 4). We fouad that the
wsoling enc-dimensional matox $= ¢ is distribuied ac-
cording w its wovanant measuce (e, @ is voiformly distdb-
wied) and, as a ccsult, there is no effect left of the LR sym-
metry of the cavity: this was foond, though, to be a
peculiadty of the onc-wavegnide~one-channel case (io fac,
see the end of the next pacageaph).

(b) 1a Sec. ¥V we studied, in the absence of drect pro-
cerses. the effect of external mixing of LR symmetry induced
by an asvmmetric position of the waveguides. The resalt is a
LR-symmetric cavity connected, withont any barmiess, to two
wavegnicks an s left-band side {sec Fig. 7). Let T denote
the total transmission coefficient between those two
waveguides; its distcibition w(7) was calcvlared aumeri-
cally far the oncchannel casc in cach wavegvide and com-
pnmd, in Fig. 8, with 172 \"f', the Tdistribution arising frem
the invariant measnce dp*#~1(S) for AS systems. Althongh
the differcnce betwoen the two distributions is quite small, it
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is statistically significam. This problem iscleady eqoivalent
to having, on onc side of the cavity, Just onc waveguide
{coupled to the cavity withowt any bacner) supporting two
opca channels. 1o this one-waveguide—two-chanael prablem
the resuhing 5 matdx is thus disteibuied very closely to us
iovariant measue, the diffecence cabibiting some memory
teft of the reflection symmerry of the cavity.

Two additional peints are worth mentioning. Fiest, from
an crpoamental point of view, we note that miccowave cavi-
ties and acoustic systems might cepresem good systems with
which to stody the inecplay between the symmetry of the
cavity and extecnal mixing io the suatistical disribution of
the condnetance of such a sumewiee. Firally, the problem
described in b above i celevant 1o the study of transport
between two one-channel leads connected by a **double’”
Caylcy tee [22]. 1n fact, voder suitable ciconmstances the
two problems can be mapped vnto cach other. This problem
will be reported en elsewhere.
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APPENDLX A: DERLVA'ILON OF EQ. (229

We saw in Sec. 11 A 2 that the distribution ()P{:)(S) of the
scattering «ratrix of a cavity connected 1o two waveguides,
where the one on the dght of the cavity bas a bacdec, is given
by

(1-1nH" dr dédy

APy, (S — .
2 L= J1=—qet¥rio? 2 f7 27 27

(AL}

To sec the behavior of dPg, (S) fat ra=—1, lct r4 bea
2 7 2

rcal aamber: assume foc simplicity r3= —cos e; we are in-
tecested in the limit €~ 0. Also, let bs introdnce the positive
pammeter 7¥i in ordec to avaid the singularity a1 7=0Q. Of
conrse, we will take the limit 7—C latec on. Becanse the
variable ¢ isnoiformly distibnted, the joict probability dea-
sity of « and ¢ can be written as

A9 c, {sin e”
poelm -
b 4'"474—11’ |l+cosedl-re7"1j

wheee C is 2 noomalization conrant that depeads on the
pammetes 7.

We have the following propetties of p,, (7, 4).

(1) From (A2) we sce that

(A2)

Pod T @)= lim lim p, {7, )=0 (A

F—0Q =0

for all 7 and ¢, eacept for v=0 and Y= 2372, wher
the denomioatec is zer:

[L+ =¥’ =0,

(2) For 7=0 and greemr2, 3172 we have

(Ad)

016205-11
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mw oW L
polo(THO,di" 5,3—2-)- tim lim p,,»,( == oty

g0 =—0

3
—,

C
s lim n —&

=0 =0

cot 7|
2

(AS)

(3) The function pod 7, ) is noomalized to unity:

lim Jldr 1Rd¢p,,|,(1',¢r)= L.
[

1 2w
J o[ awped i
Q ] 7.7~ o
(A6)

Then the anly funcuon which satisfies those conditions 1=

Po.off,ﬁﬁ)"&f)%i&{'ﬁ_ 23) +5{¢,_ 32—'”) . (an

Finally, the distnbuouon of the S mat 1o the zbove lienity 15
given by Eq. {229).

APPENDIX R: DERIYAI'LON OF EQ. (A.11)
Fac{r) realand & == r":'. Eq. (3.1Q) can be wrutea as

L=()? _ 1={r?  dgMag™
li={rme® T L= (e 2T 2w
(B1)

d.a{,}fsj"

The tmnsmission amplitde is given by [see Eqg. (2.35)]

1 K-
p=a (et g M, (B2)
2
and the t@asmissien cosfficient is written as
3 1 -
T”lz|""§[1—:usl9ﬁ’—ﬂ‘ ))} (B3

The Tdistribition wy,y(T) is obrained from
L
_Wcr)fT)-J 5{T—§[1-c9=f9‘“—ﬂ"_‘.)] dByls).
(B4)

1n ocrder to solve the integral, we make the change of
vaciables

9=§[a‘”-9-!].

1
F=zF" -7, (BS)
the cange of vadation being: for #e(Q2w), fe
(—0.,8) and foc §' e(m,27), fe(~2%+@ 2vw—F).
Substituting (B1) in (B4), considedng the fact that the
integrand is an even function of @ and weiting the delta func-
uon in erms of its roots in the vadabie B, we have
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ST —sin’g)= )+ 8 8- 801,

(BS)

1
— [ 4199
2th1—r)[&9 y

wheee B, =w— 0, and 8, = amsiny/T; finally, after same al-
gebea, wiy(T) can be wdnen as a sum of twa terms:

(= e, 7
wiT) w-;m[: A+ LITA)], (B

wher, fTor k=12,

= # L
1T {r))= L ”’L 48 {(L+{A")—2{ricosl§ + 8)]
. -6,
[(LH{r}*}~2{ricas( & ~ B)] ’

(88)

Agawn, afiee some algebm the sum of the two tntegeals give a
single one:

AT HR(TA ) lJ"r L
AT = —m
(AN HETAD cloa-beos B +cos’ §
{B9)
whee
a=‘i—[fl.+(r)i)}—-l—{r)!7'],
4
b= (L HVI-T,
c-4{r}7. (BLO)

Now, making the change of vaciable x=cos &, (B7) can be
writen as

(L2
Ty = 1.7, +I_(T, .
oy ) V-I;(f)?'{TIJﬂl——T)[ + (r)) ("))]
T (B11)
wheme oow
! dx
1.(T, =J —_— Bl2
= (7)) BN P (B12)
By means of a change of vaciables
xt+(A+E)
ARy (BL3)
—(A+B
ym ) (BL3b)

Tr—1A -B)

wheee
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A=E-(1+a) {Bi4)
L
A= ;-Jtl+a)"’—b’. {BLS}

the indefinne integmls, Indef, , corresponding to cach ooc of
the above, can be tmasfocmed to

Indef J' luttl Bi6a)
1Ve) Terprg e IS
Todef 25 b+l (BL6b)
mm = | Y— 4y,
J_D \}u§+p(v2+q)
wherc
—bBB+A)+H(B+A)
L2 [ )+ ) (BL7)
atblB~A)+(BE—A)?
L-{B+4)?
-—), (B18)
1—(8~A)
and
C=1—(B—A),
D=a+b(B—AV+(E—A). (B19)

Although the integrals (B12) socm to give the same eanlt
under the change 5— —b, they do not, becanse the cotoff
x,=B=A in (Bl6a), and ¥, =4 —B in (Bl6b}, ar diffzrent.
Onc must be catefol when evaluating the integmis in the
lirnits. The cesolts atc

1T

28 amﬂ( L—{r) )
-JED N 2rif1-T!
[ L+¢ry+ 200 T
L+ {r )2 —2({ A T!
Ty ,,,_nm('_l:(i')
BN o N P L 2(r) 1T

L (l+(r} +2(r,w’_
25 VL2

2\/_

, (B20a)

{B20b)

Now, we substitnte the snm of oquatians (B20) in (BLL)
o obtain the el

(L-{r))? 278
4{r)?wT1I-T) yeDVp—5

using Eqe. (B10), (BLS), (BL7), (BLS), and (B1$) the final
result (3.11) 15 obtaioed.

wiplT) (B21)
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APPENDIX C: DERIYAITON OF EQS. (4.20),(4.24)

For the paricunlar case in which baaier L is tmnsparent
(sce Rg. 3), 5o that its scatteding matda §; of Eq. (2.12) is
the Panli matrix o, , and bactier 2 is described by Eq. (2.13)
with real mawix clemems, BEq. (4.22) can be written as

L w
5(4'0“%“5)1'5(#‘0-%-3?)
\!1_"'0
N (l—-rty"? dr dqsaup
|1“mr f’“PZJ_?""z"’

Alsa, the tmnsformation So(S) given by Eg. (4.3) can be
written in temms of its elernents as follows:

dfg.t5)~2

<y

L
fom——[r{l=ryr ) +;r'],
l=ryr

r r I
ro=———I(r =y,
-

r

1

o™

1t ca)

l=rir’

or in tecemy of the independent pammeters [see Egs. (2.20)
aad (45)] ay

JL—7— re?®

VI rettom b1 . (Ci)
© l=rifl—7et¥
Ji=7- rye” 1
L= rpe? P o2 (C3b)
1= ryfl—re¥¥
£ )
J'r_ue'““’*""’-i&-l. (C3c)
1- r.'_. me!""
From {(C3a) or (C3b) we find
. i e
L (4
|1—\h—'rr.:r1"‘]
also, dividing (C3a) by (C3b) we obtain
’ g 1T 4
EETST SUNEPYor A Linanis Ll (cs)

\}l—f—r;e.‘"" ’

Because whe ooty of the dela functions appearing in Eq.
(4.22) satisfy ¥~ #la 1 Jrom (CS) we find
’Ei\i- _!'.'iﬁf'h'ﬂ(.‘)' (CG)

whee
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f1 — qum pfa=1id

———————— (Ch
[V1 = r=rietd|
Then, we have the conditiens for ¢:
w L
b d-atd)mT for go-dom3
9’1—d—a(¢)=3; for %—%-3;- (€8)
The Jacabian foc the tnsformation gro— ¢ is
-] (1-7)=r}
ISP P (o i NP
[l of I Wi—=T=re 7"
Then we wite
° 2 |fl—'r)—r;:
2n+l
’<5[¢—¢—ﬂ(¢)— 3 'IT]
{C10}
forn=0Q,1.
From {C8) and {C7) we find
N ) (1=7)=r?
R e T T c11)
\lf T e \/],Tq:—r;g"ﬁ (
X Jl—'r{L—r")—-r’q-("““
1= Toge®¥ 1 2 (CL2)

\fl —'rr.; plid

Finally, subsutting Egs. (C4), {C10), {CL1), and (C12) in
Eq. (Cl), wc arrive at

dPo (mé ) ~ptnbyMrdddy,  (CL3)

where p,-(7,8,%) is givea by Eq. (4.24).

AFPENDIX D: DERIYATION OF EQ. (4.25)

1a Sce, 1V we find the joint distibution of 7, ¢, and 4
[Eq. (4.24)] Tt is casy to inegmre thatdisthbution ovee Yo
find the joint distribution of 7 and ¢ as

(1= Y7L == 9|

(2a) L= L= ) = rre?®?

(D1

q,_:,('r.d’)'

As in Appendix A, we assome for simplicity )

=-—cose again we introduce the parameter p<€l. Of
concse, we will ake the limits 77, €—0Q; then
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. 3 — g
Cy |5in €| |1 —7+cos er ¥ ¥

29 yr+ g |Yl—rsinfetrcosee M
(D2)

T 7.)=

where C, is a nottmalization constant that depends oa 7.
Again, as befor, we have the following properties foc
G 7. d):
(1) From {D2) we sec that

God 7. P)= lir lim q.ml['r,qS) =(] {D3)

0 —0

foc 2ll 7 and &, except for T=C aod $=w/2,3w/2, where
the denominatroc is zeto:

[Vl —7sinlet reos es¥HTm. (D4)
{2) 7#0 and ¥ .
1t is easy to soc from (D2} that i this case
Fod T Q@)= lim bim g, (1, ¢)=q. (DS

7 —0

{3) For 7=0 and = w/2,3w/2 we have

( 0.6 ”r}:) lim i ( ob 7;37)
ool 7=0.6=—, =lim lim q, .| =0 d==3=
2 2 7—Q £—0 we 2 2

= lim lim
7—0 £—Q 2w 7

i §
um2 =0, (DA)

(4) For 7=0,p# 7 /2,37/2 we obtain

( o " 'rr) i { ‘&w!w)
Foo| T= ,4"*?,35 vl_r'r; ll_-rr;q,,., =06 23

.. Ty |ltcoes eV
= lim lim —~ -
sin ¢

—o,

(D7)

(5) Also, the fooction g qq(7,¢) iz nomalized to uaity:

13 Im
J d-rj ol T )
0 [

Xdrdd=1,

1 I
J d'rj Fool T, @)= lim
Q [+] 7.(—0

(D¥)

These conditons define the fonction
3
!Jgp('f,lﬁ)"t?(‘f)z—;- (09

We thas arnve at Eg. (4.26).
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