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Transporte electrónico a través de cavidades 
caóticas balísticas: simetría de reflexión y su 

ruptura. Analogía con un árbol de Cayey 

Moisés Martínez Mares 

Resumen 

El propósito central de esta Tesis es extender el estudio sobre el 
transporte a través de cavidades caóticas balísticas con simetría es­
pacial de reflexión izquierda-derecha (ID) para incluir la presencia 
de procesos directos. Vamos a considerar sistemas bidimensionales 
con partículas sin espín. Primero analizamos sistemas completamente 
simétricos en la presencia de procesoso directos y comparamos la dis­
tribución del coeficiente de transmisión con la que se obtiene para 
una cavidad asimétrica con la inisma n1atriz de dispersión "ópticai:, 
que representa los procesos directos. Después estudiamos el problema 
de la "mezcla externa" de la simetría causada por un acoplamiento 
asimétrico de la cavidad con el exterior. Primero consideramos el caso 
donde la ruptura de la simetría surge debido a que dos guías de onda 
colocadas simétricamente se acoplan a la cavidad por medio de bar­
reras de tunelaje asimétricas. Segundo, rompemos la simetría de re­
flexión en la ausencia de procesos directos colocando asimétricamente 
las dos guías de onda y comparamos los resultados con los del caso 
completamente asimétrico. Otro propósito de la Tesis es analizar la 
analogía del problema de las cavidades con simetría de reflexión con 
un problema de dispersión en un sistema desordenado: un árbol de 
Cayley doble. Vemos que puede hacerse un mapeo de este problema 
al de las cavidades con simetría espacial de reflexión en un caso par­
ticular. Con esto queremos hacer notar la relevancia del problema de 
la dispersión en cavidades caóticas balísticas con simetría izquierda­
derecha en la solución de este sistema desordenado. 
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Electronic transport through ballistic chaotic 
cavities: Reflection symmetry and its 
breaking. Analogy with a Cayley tree 

Moisés Martínez Mares 

Abstract 

The central purpose of this Thesis is to extend the study on trans­
port through ballistic chaotic cavities with spatial left-right (LR) re­
flection symmetry to include the presence of direct procesess. We 
considcr systems in two dimensions with spinless particles. We first 
analyze fully-symmetric systems in the presence of direct procesess 
and compare the distribution of the transmission coefficient with that 
for an asymmetric cavity with the same "optical" scattering matrix, 
which represents the direct procesess. We then study the problem 
of the "externa! mixing" of the symmetry caused by. an asyn'imet­
ric coupling of the cavity to the outside. We first consider the case 
where symmetry breaking arises because two symmetrically positioned 
waveguides are coupled to the cavity by means of asymmetric tunnel 
barriers. Secondly, we break reflection symmetry in the absence of di­
rcct processes by asymmetrically positioning the two waveguides and 
compare the rcsults with those for the completely asymmetric case. 
Anothcr purpose of the Thesis is to analyze tha analogy of the cav­
ity problem with reflection symmetry with a dispersion problem in a 
disordered system: a double Cayley tree. We see that this problem 
can be mapped to the problem of cavities with spatial reflection sym­
metry in a particular case. We note the relevance of the problem of 
dispersion in ballistic chaotic cavities with left-right symmetry in the 
solution of this disordered system. 
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Capítulo 1 

Introducción al transporte 
electrónico en los sistemas 

, . 
mesoscop1cos 

La propagación ele ondas en medios complejos ha atraído la atención ele 
los físicos desde hace mucho tiempo. Esto se debe a la gran cantidad ele 
fenómenos que se obtienen ele la interferencia ele las ondas. 

El interés por los fenómenos ondulatorios resurgió debido a que en las 
últimas dos décadas se han encontrado resultados experimentales ele origen 
cuántico muy interesantes. En el transporte electrónico en dispositivos muy 
pequeños (~ l¡;m) y a bajas temperaturas (~ lOOmK) se han encontra­
do resultados experimentales que sólo pueden explicarse cuánticamente. A 
estos dispositivos se les conoce como sistemas mesoscópicos. La pequeñez 
del tamaño y las bajas temperaturas hacen que la longitud ele la muestra 
mesoscópica sea menor que el camino libre medio inelástico e<P, distancia en 
la cual la función ele onda pierde memoria de la fase. En estas condiciones la 
función de onda del electrón mantiene la coherencia de fase mientras se propa­
ga a través del sistema, dando lugar a fenómenos ele interferencia cuántica 
que también se veían en el espacio libre. Un ejemplo es la manifestación 
del efecto Aharonov-Bohm en metales normales [1]. La Fig. 1.1 muestra las 
oscilaciones en la resistencia al variar el flujo magnético a través del área del 
anillo de oro. El período de las oscilaciones es h/ e, el cuanto de flujo, y la 
amplitud de las oscilaciones, conocidas como fluctuaciones universales de la 
conductancia, es del orden de e2 / h [l J. 

Las fluctuaciones en la conductancia se deben al desorden presente en el 
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Figura 1.1: Oscilaciones en la resistencia de un anillo de oro, medida a una teniperatura 

de 100 mI<. El diámetro interior del anillo es 784 nm y el ancho de los alambres 41 nm. 

Figura tomada de la Ref. [l]. 

sistema. Diferentes mnestrns macroscópicamente iguales difieren en la confi­
guración interna del desorden, de ahí el caracter estocástico de la conductan­
cia y la necesidad de hacer un estudio estadístico mediante una colección de 
sistemas físicos, con propiedades macroscópicas idénticas pero con estructura 
interna diferente. 

Desde el punto de vista teórico, una de las teorías que se han utilizado en 
el estudio de los sistemas desordenados es la Teoría de Matrices Alea.torias 

- ~(RMT, Randorri Matrix Theoryt[2]. Existen -dos -formalismos que han dado 
buenos resultados en el estudio del transporte electrónico (ver por ejemplo 
la Ref. [3]) . En uno ele ellos se hace un modelo estadístico a nivel del 
Harniltoniano [4] para luego construir la matriz de dispersión, S, del sistema; 
en el otro las hipóteisis se realizan directamente sobre la matriz S [5, 6]. Este 
último es el formalismo que vamos a utilizar a lo largo ele la Tesis. De la 
matriz S se puede construir el coeficiente de transmisión que, por la fórmula 
de Landauer [7, 8] que relaciona el transporte electrónico con la dispersión 
en la muestra, es proporcional a la conductancia. 

El estudio de los problemas de dispersión cuántica en sistemas cuya 
dinámica clásica es caótica se motivó por experimentos recientes sobre el 
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Figura l. 2: Oscilaciones en la resistencia para dos cavidades balísticas de geometría 
diferente, (a) un estadio y (b) un círculo, como función del campo magnético aplicado. 
Figura tomarla rle la Ref. (10]. 

transporte electrónico en microestructuras que consisten de una cavidad 
conectada a guías de onda [9]. La tecnología actual ha hecho posible la 
construcción de dispositivos electrónicos donde el.tamaño del sistema sea no 
solamente menor que C<f>, sino menor aún que el camino libre medio elástico 
C. En estos sistemas llamados balísticos los electrones no se dispersan en el 
interior sino sólo en las paredes de confinamiento del sistema. Nuevamente, 
la función de onda del electrón mantiene la coherencia de fase mientras se 
dispersa elásticamente. 

Similarmente a los sistemas desordenados, la interferencia cuántica en los 
sistemas balísticos da lugar a fluctuaciones en la conductancia bajo pequeñas 
perturbaciones en el campo magnético aplicado, o en la energía de los elec­
trones incidentes [10, 11]. La Fig. 1.2, tornada de la Ref. [10], muestra las 
oscilaciones de la resistencia como función de un campo magnético aplica­
do, para dos cavidades balísticas mesoscópicas de geometría diferente. De 
la misma manera, un pequeño cambio en la forma de la cavidad da lugar, 
también, a fluctuaciones en la conductancia [12]. La Fig. 1.3 muestra los 
resultados experimentales obtenidos al construir una colección de sistemas 
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l~"'igura 1.3: Co1nportarniento de la conductancia de una cavidad balística en el ensemble, 

(a) vcrticahnente, y corno función del campo magnético aplicado, (a) horizont.alrnente. Se 

rnucst.ra ta1nbién (b) el pron1edio y (e) la variancia de la conductancia con respecto al 

ensemble, como función del campo magnético. Figura tomada de la Ref. [12]. 

físicos (ensemble). En ella se observan las fluctuaciones de la couductaucia 
en el ensemble y como función del campo magnético. También, en la misma 
figura se muestra el comportamiento del promedio y de la varianza de la con­
ductancia como función del campo magnético. Nuevamente, es apropiado un 
estudio estadístico de las propiedades de transporte. 

En los sistemas cerrados se ha encontrado_ que el comportamiento de 
los sistemas cuánticos depende de su dinámica clásica. Se ha visto que los 
sistemas caóticos se describen de acuerdo con RMT[l3]. Aquí, por un sistema 
cuántico caótico vamos a entender un sistema cuántico cuya dinámica clásica 
es caótica. 

Por otro lado, para los sistemas abiertos se ha visto que RMT no des­
cribe el comportamiento de las propiedades de transporte en los sistemas 
integrables. Por ejemplo, la Ref. [14] encuentra que los sistemas integrables 
muestran fluctuaciones en la conductancia que aumentan linealmente con el 
vector de onda de Fermi incidente. Además, la función de correlación de la 
conductancia muestra una singularidad en el origen, más pronunciada que 
en los sistemas caóticos. 
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Asimismo, se ha encontrado que, en forma similar a los sistemas cerra­
dos, cuando la dinámica clásica del sistema abierto bajo estudio es caótica, 
las técnicas de RMT se aplican muy bien a la descripción del transporte 
electrónico [15]. De hecho en la Ref. [9] se construye un ensemble real de 
sistemas físicos y los resultados experimentales concuerdan muy bien con los 
obtenidos con RMT. 

Es importante notar la importancia de las simetrías, pues sabemos que 
tienen efectos muy interesantes sobre las propiedades de la conductancia 
eléctrica en los sistemas mesoscópicos. Por ejemplo, en las Figs. 1.2 y 1.3, 
la conductancia muestra un comportamiento diferente cuando se tiene un 
campo magnético que cuando no lo hay. A campo magnético cero, es decir, 
cuando el sistema es invariante ante la inversión en el tiempo, la conductancia 
promedio muestra un mínimo, lo que significa un aumento en la dispersión 
hacia atrás, que en la literatura se conoce como coherent backscattering en­
hancement. A este fenómeno se le conoce como localización débil ( WL, Weak 
Localization)[16, 3]. Han sido estudiadas en la literatura la invariancia ante 
inversión en el tiempo (TRI, Time Reversal Invariance) y la simetría de 
rotación en el espín [5, 6], así como también la simetría espacial de reflexión 
[17, 18]. Cada una de estas simetrías define una clase de universalidad. 

El problema del transporte electrónico a través de cavidades caóticas se 
resume en detalle en la Ref. [19]. En esa referencia, la posibilidad de procesos 
directos debidos a la presencia ele trayectorias cortas se tomó en cuenta al 
especificar la matriz S promedio, u óptica, (S), dentro del enfoque de la 
Teoría de la Información. La distribución estadística para la matriz S se 
conoce como Kernel de Poisson, en la cual (S) entra como un parámetro. 
Cuando (S) = O, es decir, en la ausencia de procesos directos, la distribución 
estadística se reduce a la medida invariante para la clase de universalidad 
apropiada. 

Microestructuras clásicamente caóticas con simetría de reflexión se estu­
dian en la Refs. [17] y [18]. El análisis se realizó en la ausencia de procesos 
directos, de manera que la distribución estadística de la matriz S es la medi­
da invariante para la clase de universalidad en cuestión y la simetría espacial 
relevante: la última es una simetría del sistema completo en consideración, 
es decir, la cavidad más las dos guías que conectan la cavidad con el exterior. 

El propósito central de esta Tesis es extender el estudio de las Reís. [17] 
y [18] para incluir la presencia de procesos directos. Vamos a considerar 
sistemas bidimensionales con partículas sin espín y nos vamos a concentrar 
en simetría espacial izquierda-derecha (ID) solamente, es decir, simetría bajo 
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reflexión a través de un eje perpendicular a la corriente. También, vamos a 
restringir el análisis a problemas con TRI. Una manera particular de inducir 
reflexiones directas es colocar barreras de potencial entre las guías de onda 
colocadas simétricamente y la cavidad. Si las dos barreras son iguales, el 
sistema es simétrico en su totalidad; si las barreras son diferentes, tenemos 
una cavidad con simetría ID acoplada asimétricamente al exterior: usando la 
nomenclatura de los físicos nucleares [20], nos vamos a referir a este tipo de 
ruptura de la simetría ID como mezcla externa, con un significado obvio. Una 
cuestión interesante, susceptible de observación experimental, es el efecto de 
la mezcla externa en la distribución estadística de la conductancia de tal 
estructura: ese es el segundo propósito de este trabajo. 

Uesde el punto de vista experimental, con la tecnología actual, es posible 
medir los efectos producidos por la mezcla externa en la distribución de la 
conductancia en los sistemas mesoscópicos. Sin embargo, existe una segunda 
posibilidad, que incluso es más económica, donde las condiciones del experi­
mento son mucho más fáciles de controlar, a saber, los sistemas acústicos. Cn 
ejemplo se muestra en la Ref. [21], donde se han estudiado las resonancias 
ele una harrn vihrnntP. Esta técnica puede utilizarse también para estudiar 
los efectos mencionados en las propiedades ele transporte ele las cavidades 
caóticas, como es el caso de la Ref. [22]. Por supuesto, las cavidades de 
microondas [23] pueden, también, representar buenos candidatos para estu­
diar estos efectos. La Ref. [24] muestra los resultados del experimento con 
microondas en una cavidad caótica con absorción. 

El efecto de la mezcla externa t;i.mbién puede existir y tener efectos in­
teresantes cuando (S) = O, como en el caso de una cavidad con simetría 
ID acoplada al exterior por dos guías ele onda libres de barreras de poten­

. cial pero colocfLd(l,s asimétricamente. Est\1 ¡:>ro_blema puede enfocarse desde 
el punto ele vista de la ruptura de la simetría descrito anteriormente en la 
siguiente forma. Se puede pensar en una cavidad con simetría ID acopla­
da al exterior por cuatro guías ele onda, también colocadas simétricamente. 
Podemos romper la simetría colocando barreras no necesariamente idénticas 
a las dos guías que se encuentran de un sólo lado de la cavidad. El problema 
deseado se alcanza en el límite ele barreras impenetrables. 

Otro propósito de la Tesis es analizar la analogía del problema ele las 
cavidades con simetría ID con un problema de dispersión en un sistema 
desordenado, a saber, un árbol ele Cayley [25] (en realidad un sistema que 
consiste en la unión ele dos árboles de Cayley). Aunque este sistema ya se 
ha. estudiado en la Ref. [26] dentro del formalismo Hamiltoniano no se ha 
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realizado nada desde el punto de vista dispersivo. Veremos que puede hacerse 
un mapeo de este problema al de las cavidades con simetría espacial en un 
caso particular. Con esto queremos hacer notar la relevancia del problema de 
la dispersión en cavidades caóticas balísticas con simetría ID en la solución 
de este sistema desordenado. 

La Tesis está organizada de la siguiente manera. En el siguiente capítulo 
vamos a dar una introducción al concepto de la matriz de dispersión y vamos 
a resumir la propiedades de ésta bajo algunas de las operaciones de simetría 
que usaremos a lo largo de la Tesis. Asimismo, veremos por qué la matriz 
S óptica, (S), representa la respuesta directa, un elemento de suma impor­
tancia en la parte principal de este trabajo. En la parte final del siguiente 
capítulo vamos a introducir la fórmula de Landauer, que nos da la conexión 
del problema del transporte electrónico con el de dispersión. Otros concep­
tos, de origen estadístico, a los que ya hemos hecho referencia antes, como la 
medida invariante y el kernel de Poisson, los resumiremos en el Capítulo 3. 
También, en ese capítulo aplicaremos los conceptos anteriores a la dispersión 
caótica en cavidades asimétricas (AS). La distribución de la conductancia se 
calcula para el caso particular de un modo de propagación (o un canal abier­
to) en cada guía y una matriz óptica dada (que implica procesos directos). 
El problema de dispersión en sistemas con simetría ID completa (cavidad 
más guías), tanto en ausencia como en presencia de procesos directos, que 
no rompen esa simetría, se tratará en el Capítulo 4. Nuevamente, se cal­
cula la distribución de la conductancia para el caso de un canal abierto y 
se compara con el resultado obtenido para una cavidad caótica AS con la 
misma matriz óptica (S). El efecto de la ruptura de la simetría espacial ID 
se estudia en el Capítulo 5: se añaden barreras diferentes a las dos guías de 
onda del sistema con simetría ID completa sin procesos directos dando lugar 
a reflexiones directas y a la mezcla externa. Nuevamente, la distribución de 
la cond uctancia se calcula para el caso de un canal y se compara con la que 
se obtiene para una cavidad AS con la misma matriz S óptica. El proble­
ma de la mezcla externa en una cavidad con simetría ID con guías de onda 
colocadas asimétricamente y (S) = O se estudia en ese mismo capítulo. Se 
calcula la distribución de la conductancia y se compara con la que surge de 
la medida invariante en el caso AS. En el último capítulo vemos la analogía 
con el problema del transporte electrónico en un sistema desordenado: un 
árbol de Cayley. Ahí hacemos notar la relevancia del problema de la dis­
persión en sistemas balísticos con simetría ID en la solución de otro tipo de 
problemas. De hecho, el estudio del árbol de Cayley en el formalismo de la 
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matriz de dispersión fué el que dió origen al estudio de las cavidades con 
simetría ID en presencia de procesos directos. Finalmente, para completar 
incluímos un cierto número de apéndices, donde se derivan algunos de los 
resultados mencionados en el texto. El Apéndice F lo dedicamos al estudio 
del caso cristalino del árbol de Cayley en todo su detalle, donde mostramos 
las bandas de energía de este sistema. Por último en el Apéndice G se adjun­
tan dos artículos publicados durante la realización de la Tesis. El segundo 
de ellos, aceptado en Physical Review E, extiende los resultados del primero, 
publicado en Journal of Physics A, obtenidos por nuestro grupo en el inicio 
de mi Tesis. 



Capítulo 2 

La matriz S y el transporte 
electrónico en cavidades 
balísticas mesoscópicas 

En este capítulo darnos una introducción al problema de dispersión de partícu­
la individual por .cavidades balísticas y al concepto de matriz de dispersión, 
elemento físicamente relevante en la descripción de estos fenómenos; hacemos 
un resúmen de las propiedades generales de simetría de esta cantidad, que 
usaremos en los siguientes capítulos. También, introducimos el concepto de 
matriz S óptica, que representa los procesos directos en el sistema. Asimis­
mo, dado que nos interesa estudiar las propiedades de transporte en sistemas 
balísticos, vemos la conexión del fenómeno de dispersión con el transporte 
electrónico. 

2.1 La matriz de dispersión y sus propiedades 
de simetría 

Consideremos un problema de dispersión independiente del tiempo: supong­
amos que tenemos una cavidad balística conectada a dos guías de onda, una 
a cada lado (ver Fig. 2.1); vamos a suponer también que el ancho de las guías 
es W y que por medio de ellas inciden partículas sin espín en la cavidad. Si 
despreciamos la interacción entre dichas partículas y la dispersión inelástica 
en las paredes de la cavidad el problema de dispersión se reduce al de una 
partícula en presencia de un potencial estático, que llamamos V (x, y). La 
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y 
a 

w 

b 
X y' 

a' 
w 

x' b' 

Figura 2 .1: U na cavidad caótica conectada a dos guías de onda de ancho W. En la cavi­

dad entran y salen ondas en los diferentes canales: las amplitudes de las ondas entrantes 

forn1an los vectores a y a' para cada lado de la cavidad, respectiva1nente 1 nüentr<l.'l las 

ondas salientes forman los vectores b y b'. 

función de onda 7/J (x, y) de la partícula satisface la ecuadóu de Schriidiuger 
indepenclic'nte del tiempo 

[ 
1í

2 
( ¡:p 32 ) ] - 2m ax2 + ay2 +V (x, y) 7/J (x, y)= E'ljJ (x, y). (2.1) 

La solución a la ecuación anterior en las guías ele onda, con la condición ele 
que la función de onda se anule en las paredes, puede escribirse como 

7/Jn (x,y) = 'Pn (:e) Xn (y), 

donde 'Pn (:i;) y Xn (y) tienen la forma 

<p,¡ ( :i;) 

Xn (y) 

=~An eiknx + Bne=iknX 

= sin (;'.;y), 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

paran= 1, ... , N, donde N es el número ele modos de propagación, o canales 
abiertos como se les llama en física nuclear; para una energía dada E: 

(n7r) 2 
k2 = 2mE 

W + n lí2 . (2.5) 

La solución general a la ecuación de Schriidinger en las guías consiste, pues, 
ele ondas entrantes y salientes de la cavidad en los diferentes canales. Para 



2.1 LA MATR.IZ S Y SUS PROPIEDADES 21 

los lados izquierdo y derecho, respectivamente, podemos escribir la solución 
en cada modo de propagación como 

1/J; (x, y) (an eik"x + bn e-iknx) sin (Kn y) (2.6) 

1/J;!(x',y') - (b~eiknx' +a~e-iknx') sin(Kny'), (2.7) 

donde kn es el número de onda longitudinal y Kn = mr /W el número de 
onda transversal. 

El problema de dispersión de partícula individual por una cavidad puede 
describirse por la matriz de dispersión S, que en el caso estacionario relaciona 
las amplitudes de las ondas salientes con las entrantes a la misma [27]. Es 
decir, si para la cavidad mostrada en la Fig. 2.1 construímos los vectores a= 
(a1 , .•. ,aNf, a'= (a;, ... ,aN)T con las amplitudes de las ondas entrantes 
en los diferentes canales en las guías izquierda y derecha, respectivamente, 
y los vectores b = ( b1 , •.. , b N) T, b' = ( b;, ... , bN) T con las correspondientes 
amplitudes de las ondas salientes, tenemos que 

(2.8) 

La matriz S es de dimensión n = 2N y tiene la estructrura 

( 
r t' ) 

S = t r' ' (2.9) 

donde r, r' son las matrices de reflexión de N x N (para incidencia en cada 
guía) y t, t' las correspondientes matrices de transmisión. 

2.1.1 Conservación de flujo 

En ausencia de cualquier simetría la única restricción para la matriz S es 
que debe ser unitaria. Esta condición se obtiene de la conservación de la 
corriente de partículas en la dirección x, pues en y es cero. En dicha dirección 
la corriente I(x) está dada por la integral de la densidad de corriente J(x, y) 
sobre la sección transversal de las guías; es decir, 

I(x) = hw J(x,y)dy, (2.10) 
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donde 
1 [· 11a ] J (x, y)= - Re 1/; (x, y)--:--;=;-1/J (x, y) . 
m i ux 

(2.11) 

Con 
N 

1/; (x, y)= L 1/Jn (x, y) (2.12) 
n=l 

podemos escribir J(.T, y) como 

J (x, y) = f, ~Re [1/J~, (x, y)!!:: 1/Jn (x, y)] . (2.13) 
n,n1::::1 m 'lux 

Utilizando la ecuación (2.2) el flujo total en las guías se escribe como 

J (.i:, y) - f. ~Re [<p~, (:r;) !!: : 'Pn (.T)] Xn' (y) Xn (y), (2.14) 
n,n'=l m 'lux 

de manera que la corriente queda como 

[ (.T) = L -Re <p~,(x)--:-,,-'Pn(x) / Xn'(Y)Xn(y)dy N 1 [ /i O ] ·W 

n,n'=l m 'l ux lo 

=e L -Re 'Pn (x) --:-,,- 'Pn (:r:) , Nl [' fio ] 
n=l m 'lux 

(2.15) 

donde hemos usado las relaciones ele ortogonalidad de las funciones Xn (y) y 
C es una constante de normalización. 

Para los lados izquierdo y derecho de la cavidad tenemos, respectiva-
mente, que 

[¡ (x) (2.16) 

Iv (x) = (2.17) 

Por conservación de la corriente I1(x) debe ser igual a Iv(x), lo que nos 
conduce, después de arreglar los términos, a la siguiente relación entre las 
amplitudes: 

N N 

L (la,,1 2 + la~l 2 ) = L (lbnl 2 + lb~l 2), 
n=1 n=l 

(2.18) 
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que en forma matricial puede escribirse como 

( al a't ) ( ; ) = ( b1 b't ) ( :, ) . (2.19) 

Usando la Ec. (2.8) podemos escribir la ecuación matricial anterior como 

(2.20) 

de la cual obtenemos sst = s1s = I2N, (2.21) 

donde [zN es la matriz unidad de 2N x 2N. Es decir, en ausencia de cualquier 
simetría la matriz S debe ser unitaria. 

2.1.2 Invariancia ante inversión en el tiempo 

En el caso de que exista invariancia ante inversión en el tiempo (TRI), dado 
que ¡/J('.c, y) es solución a la ecuación de Schrodinger, ¡/J'(x, y) también lo es. 
Es decir, también tenemos como solución en cada lado 

·¡/;:: (x, y) - (b~ eiknx +a~ e-iknx) sin (I<n y) 

1/J:?' (x'' y') (a~' eiknx' + b~' e-iknx') sin (I<n y') 

(2.22) 

(2.23) 

para cada canal. Esto nos conduce a la situación física que se muestra en 
la Fig. 2.2, donde ahora las amplitudes de las ondas entrantes forman los 
vectores b', b'', en cada lado; similarmente, las amplitudes de las ondas 
salientes forman los vectores a', a''. 

Por definición la matriz S relaciona las amplitudes de las ondas salientes 
con las entrantes: 

o equivalentemente 

( ;'. ) = s ( ::. ) ' 

( ; ) = s· ( :, ) . 
Luego, si usamos (2.8) en la ecuación anterior llegamos a que 

(ª)=s·s(ª) a' a' ' 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 
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b* 
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( S a'* 

~----/r------'=:---b'* 

Figura 2.2: Una cavidad caótica conectada a dos guías de onda. En este caso las 

arr1plitudes de las ondas salientes forman los vectores a• y a 1
" para los lados izquierdo 

y <!Pre-cho de la cavitlacl, rcspcctivamcntcj las correspondientes a111pliLuúes de las ondas 

salientes forrnan los vectores b" y b 1
"'. 

ele donde S' S = hN O 

s = (s•i- 1
. (2.27) 

Por ser S unitaria, sr = (S')- 1 y entonces la ecuación anterior se escribe 
corno 

(2.28) 

lo cual nos dice que en presencia ele TRI, la matriz S es unitaria y simétrica. 
Finalmente, en este caso la matriz S tiene la estructura 

S= (: tT) 
r' ' 

con 

r rT 

r' = r'T. 

2.1.3 Simetría de reflexión 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 

\larnos a suponer ahora que el sistema bajo estudio tiene simetría espacial: 
simetría de reflexión, y que no tenemos TRI en forma general. Esto quiere 
decir que los lacios izquierdo y derecho ele la cavidad son equivalentes, ele 
manera que los podemos intercambiar (ver Fig. 2.3); al hacer esto podemos 
escribir la solución a Ja ecuación ele Schriiclinger ele cada lacio, para cada 
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a' 

s 

Figura 2.3: Una cavidad caótica con simetría de reflexión conectada a dos guías de onda. 

En este caso las amplitudes de las ondas entrantes de los lados izquierdo y derecho forman 

los vectores a' y a, respectivamente; las correspondientes amplitudes de las ondas salientes 

forman los vectores b' y b. 

canal, como 

i/;~ (:e, y) 

1/J,? (x'' y') 

(a~ eiknx + b~ e-iknx) sin (Kn y) 

( bn eiknx' + ªn e-iknx') sin (Kn y') . 

(2.32) 

(2.33) 

Nuevamente, por definición la matriz S relaciona las amplitudes de las 
ondas salientes con las entrantes. En este caso tenemos que 

(2.34) 

la cual podemos reescribir como 

(2.35) 

donde 

(2.36) 

y ON, IN son las matrices cero y unidad de N x N. En forma equivalente 
podemos escribir 
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que con la ayuda de la ecuación (2.8) llegamos a que S debe satisfacer la 
co11dición 

s = ExSEx 

Explícitamente la condición anterior nos dice que 

(2.38) 

(2.39) 

y entonces la matriz S en presencia de simetría de reflexión tiene la estructura 

(2.40) 

Si adezmis le añadimos la invariancia ante inversión e11 el tiempo, la matriz 
S debe ser simétrica; es decir, 

(2.41) 

(2.42) 

Cuando la ruptura de TRI se debe a un campo magnético, la estructura 
de la matriz S está dada por [28] 

donde ahora 

( 
T t

1 
) 

S = t TT ' 

T t - t 
·- ~~t'- I]' - t . 

(2.43) 

(2.44) 
. - -(2.45) 

2.2 El transporte electrónico visto como un 
problema de dispersión 

2.2.1 La fórmula de Landauer 

De la matriz S podemos construir el coeficiente de transmisión total, o la 
conductancia adirnensional para partículas sin espín 

(2.46) 



2.2 El TRANSPORTE VISTO COMO DISPERSIÓN 27 

µ, 

Figura 2.4: Una cavidad caótica conectada a dos reservoirs, a potenciales químicos µ1 

y p,2 , por n1edio de dos guías de onda. La cavidad representa la región dispersiva en el 

modelo de Landauer. 

que es proporcional a la conductancia de la cavidad (7, 8] 

G = 2e2 T 
h ' 

(2.47) 

donde el factor 2 se debe a las dos direcciones del espín. A la ecuación (2.47) 
se le conoce como la fórmula de Landauer. 

Aunque la Ec. (2.47) no es la fórmula original de Landauer, fue él quien 
por primera vez propuso ver el transporte electrónico a través de una mues­
tra, que inclusive podría ser desordenada, como un fenómeno de dispersión 
[29]. Su modelo consiste en conectar la muestra dispersiva (en este caso una 
cavidad caótica) a dos reservoirs a potenciales químicos µ 1 y µ 2 , de los cuales 
emanan electrones que inciden sobre la muestra, por medio de dos conduc­
tores perfectos (dos guías de onda en este caso) como se muestra en la Fig. 
2.4. La conductancia se define como el cociente entre la corriente I y el 
voltaje V= e(µ 1 - µ2), dando como resultado la Ec. (2.47). 

Por otro lado, hemos visto en el Capítulo 1 que la conductancia, o el 
coeficiente de transmisión, de una cavidad caótica balística depende de una 
manera muy complicada del campo magnético aplicado y por supuesto tam­
bién de la energía de incidencia, así como también de la forma de la cavidad; 
por lo tanto, un estudio estadístico es apropiado si no nos interesan los de­
talles del problema. 

De hecho se ha encontrado que las técnicas de la teoría de matrices aleato­
rias (RMT) describe muy bien el transporte electrónico en las cavidades 
balísticas caóticas, donde se ha encontrado que la distribución de la con­
ductancia es universal y depende solamente de las propiedades de simetría 
presentes en el problema. 
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Lo anterior por supuesto no se aplica para sistemas integrables donde las 
fluctuaciones en la conductancia no son universales: la con<luctancia y sus 
fluctuaciones dependen de la energía [14]. 



Capítulo 3 

La matriz S y su distribución 
estadística: el problema de 
dispersión en ausencia de 
simetría espacial 

Dado que nos interesa estudiar las propiedades del transporte en cavidades 
caóticas balísticas mesoscópicas, en este capítulo hacemos un resúmen de los 
conceptos y propiedades estadísticas relacionados con la matriz de dispersión 
en cavidades asimétricas. 

Hemos visto en el capítulo anterior que el problema de dispersión de 
partícula individual por una cavidad puede describirse por la matriz de dis­
persión S, que en el caso estacionario relaciona las amplitudes de las ondas 
salientes con las entrantes a la mi.sma [27]. Vimos también que de la matriz 
S podemos construir el coeficiente ele transmisión total, o la conductancia 
adimensional para partículas sin espín, que es proporcional a la conductancia. 

En el esquema de Dyson [30] existen tres clases de simetría básicas. En la 
ausencia ele cualquier simetría, vimos que la única restricción para la matriz 
S es que debe ser unitaria debido a la conservación de flujo. Este es el caso 
unitario, también designado como (3 = 2. Para simetría ortogonal, (3 = 1, Ses 
simétrica por la invariancia ante inversión en el tiempo (TRI) y espín entero, 
o TRI, espín semientero y simetría rotacional. En el caso simpléctico (3 = 4, 
Ses self-dual por TRI con espín semientero sin simetría de rotación. De aquí 
en adelante vamos a considerar el problema de dispersión de electrones sin 
espín, de manera que el caso (3 = 4 no se tratará. 

29 
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i_; na parametrización conveniente de la matriz S es la representación polar 
[31, 32] 

S = ( V¡ 0 ) ( -vr=r VT ) ( 113 0 ) ' o 1!2 JT y'f="T o 1!4 
(3.1) 

donde T es la matriz diagonal, ele dimensión N, ele los eigenvalores Ta (o. = 
1, ... , N) de la matriz Hermiteana ttl; 'Vi (i = 1, ... , 4) son matrices unitarias 
arbitrarias ele N x N para f3 = 2, con la restricción V3 = v{, V4 = vT para 
f3 =l. 

3.1 La medida invariante 

Cuando la dinámica clásica del sistema es caótica, es apropiado un análisis 
est aclístico del problema cuántico. Dicho análisis se realiza en términos d" 
un ensemble ele sistemas físicos, descritos matemáticamente por un ensemble 
ele matrices S, dotados con una medida de probabilidad. El punto de partida 
para tal análisis es el concepto de medida invariante, que es la formulación 
precisa de la noción intuitiva del concepto de iquales probabilidades a priori 
en el espacio de matrices de dispersión. 

La medida invariante, que vamos a designar como dµ(f3l(S), es invariante 
bajo la operación de simetría que es releva11te parn la daHe de universalidad 
en consideración [30, 33], es decir 

(3.2) 

Aquí, U0 , V0 son matrices arbitrarias pero fijas: unitarias en el caso unitario 
y con Va = Ui[ en el caso ortogonal. La ecuación (3.2) define los Ensembles 
Circulares (}_1·1.rJgonal ( COE) J _Unit_ario ( C!JE)~-P!'~a_f3 = 1, 2, re~p~ctiva­
merite:---- -

En términos de la representación polar, la medida invariante se puede 
escribir como [15, 34] 

dµ(/3) ( S) = p(/3) ( { T}) 11dTa11 dµ (vi) . (3.3) 
a 

Aquí, la densidad de probabilidad conjunta de { T} es 

P(/3) ( { T}) = C13 l1 ITa - Tb1 13 l1 ,¿f3-2J/2, (3.4) 
a<b e 

C13 es una constante de normalización y dµ( vi) denota la medida de Haar 
sobre el grupo unitario U(N) para las matrices vi· 
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Figura 3 .l: U na cavidad caótica conectada a una guía de onda con un canal abierto. La 

rnatriz S es un nü1nero complejo de módulo uno que se supone tiene promedio diferente 

de cero. 

3.2 La respuesta rápida del sistema 

Para analizar la respuesta del sistema en un proceso de dispersión, ima­
ginemos por un momento que hacemos incidir un paquete de ondas en el 
sistema que se muestra en la Fig. 3.1. Vamos a suponer, por simplicidad, 
que la guía de onda tiene un modo de propagación. Supongamos también 
que el promedio de la matriz S (en el ensemble) es diferente de cero. Dentro 
del modelo óptico [35] podemos escribir la natriz S como la suma de la matriz 
promedio (S), que no depende de la energía pues el sistema es ergódico, más 
otro término que describe la fluctuación y que varía mucho con la energía 
[35]: 

S (E) = (S) + 511 (E) . (3.5) 

La función de onda que describe el paquete de ondas está dada por 

'lj;(x) = j A(E) ei(kx-Et/ñ)dE + Wd(x), (3.6) 

donde 

Wd(x) - j S(E) A(E) ei(-kx-Et/ñ)dE 

= (S) / A(E) ei(-kx-Et/n)dE + / 5f1(E) A(E) ei(-kx-Et/ñ)dE 

(3.7) 

representa la función de onda dispersada. Podemos ver que ésta consta de 
dos términos: uno que es equivalente al primero, el incidente, que aparece en 
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1/J(x) [Ec. (3.6)] pero multiplicado por la cantidad (S) y dirigido en sentido 
opuesto, el cual nos da la parte de la función de onda dispersada en un tiempo 
corto [36]. El segundo término representa la parte dispersada de la función 
de onda que utiliza un tiempo mayor en el proceso [36]. 

Por lo anterior nos damos cuenta que, en general, (S), llamarla S óptica 
en física nuclear, describe la primera respuesta del sistema que surge de los 
procesos directos. 

3.3 Dispersión caótica por cavidades asimé­
tricas en ausencia de procesos directos 

Para matrices S, con la parametrización ciada por la Ec. (3.1), distribuíclas 
de acuerdo con la medida invariante dµ(f!)(S), dada por las Ecs. (3.3) y (3.'!), 
es fácil ver que el promedio de S es cero. Es decir, en ausencia de procesos 
directos ( (S) =O), la dispersión se describe por matrices S distribuíclas cu11 
la medida invariante. 

3.3.1 La distribución de T para el caso N = 1, (3 = 1 

Ahora consideremos la distribución de la matriz S para el sistema mostrado 
en la Fig. 3.2 para el caso N = 1 y f3 = l. La matriz S de la cavidad 
balística es de 2 x 2 y tiene la estructura (2.29). En la representación polar ' 
(3.1) Lenernos tres parámetros independientes T, </J, ·¡/;, donde hemos escrito 
v1 = ei<P, v2 = ei.P. El intervalo de variación de esos parámetros es 

- · ---~-T E [O, l], --~-­
</J, 7/J E [O, 27r]. 

En términos ele ellos, S puede escribirse como 

( 
r t ) [ -y'f-=T e2i</> 

S = t r' = ,¡i ei(</>H) 

y la medida invariante de las Ecs. (3.3) y (3.4) como 

-·-~ (3.8) 

(3.9) 

(3.10) 
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a 

b 

Figura 3.2: Una cavidad caótica conectada a dos guías de onda, cada una con un canal 

abierto. La matriz S es de dimensión dos. En ausencia de procesos directos, (S) = O. 

Por definición, la distribución resultante del coeficiente de transmisión T 
puede expresarse como la integral 

w (T) = f ó (T - r) dP (S). (3.11) 

En este caso dP(S) = dµ(ll(S) y por lo tanto 

w (T) = (1 Ó (T - T) dr {2n dify {2n d¡/; ' 
lo 2,ji lo 2w lo 2w 

(3.12) 

dando como resultado para la distribución del coeficiente de transmisión 

1 
w (T) = ¡;r,· 

2vT 
(3.13) 

La gráfica de esta distribución se muestra en la Fig. 3.4(a) que aparece 
más adelante. Podemos observar una tendencia del sistema a transmitir poco 
pues la distribución de T está más cargada hacia el cero. La razón física es que 
esto se debe a la interferencia constructiva de las trayectorias con sus inversas 
temporales, debido a la invariancia ante inversión en el tiempo. Es decir, 
tenemos un aumento en la dispersión hacia atrás ( coherent backscattering 
enhancement). Es decir, se reproduce el fenómeno de localización débil ( WL) 
que mencionamos en el Capítulo l. 

3.4 Dispersión caótica por cavidades asimétri­
cas en presencia de procesos directos 

En presencia de procesos directos, el formalismo de las referencias [37, 38] 
basado en la Teoría de la Información conduce a la distribución de probabi-



34 3 LA ,WATRJZ S Y SU DISTR.IBUClÓN ESTADÍSTICA 

s 

s 

Figura ~ .. 1: Una cavidad caótica balística con rnatriz <l<' cli~prrRión So conectada ::ido~ 
guías de onda por rncdio de dos barreras con matrices de dispersión S1 y S2 que representan 

lo~ µroc('SUS directos. En ausencia de barreras suponemos ausencia de transmisión directa 

entre las guías. 

lidad, para las matrices S, conocida como Kernel de Poisson 

[ ( t)] (#n+2-f3)/2 
(pl det I,. - ( S) ( S) (f3l 

dP (S) = dµ (S) 
(S) idet (In - S(S)t)¡Pn+2-/J ' 

(3.14) 

donde la medida invariante se supone normalizada, es decir 

j dµCf3l(S) =l. (3.15) 

Aquí, n = 2N es la dirnensionaliclad de la matriz S y (S) es la matriz S 
promedio u_óptica,_que describe la respuesta rápida-que surge de los procesos 
d-irectos. En general (S) está dada por 

(S) = ( i~? (t') ) 
(r') . (3.16) 

En la ausencia de procesos directos, (S) = O y la medida de Poisson (3.14) 
se reduce a la medida invariante para la clase de universalidad en cuestión. 

Para (S) # O, la referencias [39, 40] dan una construcción útil del ensemble 
de Poisson. Consideremos el sistema mostrado en la Fig. 3.3: P.sta consiste ele 
una cavidad descrita por la matriz de dispersión S0 de dimensión n, conectada 
a dos guías por medio de las barreras descritas por las matrices de dispersión 
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den x n 

S1 ( r1 
t1 

t' ) r~ ' 
(3.17) 

S2 = ( r2 t; ) (3.18) 
t2 r' , 

2 

respectivamente. Juntemos las dos guías en una "superguía" y construyamos 
la matriz de dispersión Sb de 2n X 2n 

Sb = ( Tb t~ ) = ( ~ ~ ~ t~ ) · 
tb rb t1 O r 1 O 

O t; O r2 

(3.19) 

Aquí, los bloques (rb, etc.) son de dimensión n. La matriz de dispersión S0 

para la cavidad se puede escribir en términos de la matriz S para el sistema 
completo {cavidad+ barreras} como 

- 1 1 1 S0 - ,- (S - rb) 1 t •. 
tb I - rb S 

(3.20) 

Se puede probar [33, 38, 39, 40] que entre las medidas invariantes para S0 y 
para S tenemos el J acobiano 

[ ( 
')] (Pn+2-P)/2 

(P) det In - (S)(S) (P) 

dµ (So) = ldet (In - S(S)I) ¡Pn+2-p dµ (S). (3.21) 

Ahora, si la matriz S0 para la cavidad está distribuída de acuerdo con la 
medida invariante, es decir dµ(P)(S0 ), la distribución de la S transformada 
satisface 

dP(S) = dµ(Pl(S0 ) (3.22) 

y obtenemos la Ec. (3.14), con la S óptica dada por la matriz den x n 

(S) = rb = ( ~1 ~& ) , (3.23) 

donde vemos que 
(t) = (t') = O; (3.24) 

es decir, no tenemos transmisión directa. 
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3.4.1 La distribución de T para el caso N = 1, /3 = 1 

Ahora consideremos la distribución de la matriz S para el sistema mostrado 
en la Fig. 3.3 para el caso N = 1 y /3 = l. Otra vez, las matrices So de la 
cavidad balística, S 1 y S2 de las dos barreras de tunelaje y S [relacionada a 
través de la Ec. (3.20)] son de 2 x 2 y tienen la estructura (2.29). Como en 
la Sección 3.3, en la representación polar S está dada por la Ec. (3.9) y la 
medida invariante por la Ec. (3.10). 

La distribución de S está dada por el kernel de Poisson, con la matriz S 
óptica 

(S) = Tb = ( ~ T~ ) . (3.25) 

Sustituyendo (S) en la Ec. (3.14), la medida de Poisson puede escribirse 
como 

_ [(1 - lr11 2
) (1 - lr;l 2

)]
312 

(!) 
dP,,,,;(S) - l(l ') (l , '') t 2 , ,, 13 dµ (S). (3.26) 

- 7T¡ - r Tz - T¡ Tz 

Utilizando la definición (3.11) la Ref. [19] da, para la distribución resul­
tante del coeficiente de transmisión T, la expresión 

Wr,.r;(T) = zJr [(1- hl 2
) (1- lr;1 2)]312 

X ( l(e-''+lrilvr=T)(e-1'~1r;lvr=T)-lriilr;lrl ) >p,fi' 

(3.27) 

dond_e (- · ·)'P.~ denota un promedio sobre las variables '{J y fJ en elintervalo 
~~~~[o;-27!'].-Cuando r1 = r; = O, la expresión anterior (3.27) se reduce a la 

Ec. (3.13) como debe ser. La Fig. 3.4 muestra la evolución de w,,,,;(T) 
para r 1 = r; = (r) con el parámetro (r) real, obtenido de la Ec. (3.27) por 
integración numérica. La figura 3.4(a) muestra la gráfica de la Ec. (3.13) que 
ya hemos comentado; observamos que T's pequeñas son más probables debido 
a la invariancia ante inversión en el tiempo. Las demás gráficas muestran que 
la distribución de T tiende a J(T) conforme (r)-+ -1. 

Para ilustrar más la física resultante de la distribución de la matriz S 
(3.26) analizamos el caso especial r 1 = O, tal que la barrera del lado derecho 
es la única presente (ver Fig. 3.5). Para este caso las Ecs. (3.26) y (3.10) 
dan, para la distribución de probabilidad conjunta de los parámetros r, cp, 
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Figura 3.4: Evolución de la distribución w(T) de la Ec. (3.27) con el parámetro r1 = 

r~ = (r) = - cos€ para una cavidad asimétrica. Los casos f = Íi ¡, f, :fi" se muestran en 

(a), (b), (c) y {d), respectivamente. 

'lj;, la expresión 

(3.28) 

Primero notamos que la variable angular rjJ está uniformemente distribuída 
para toda r;. En este caso particular la densidad de probabilidad de T de la 
Ec. (3.27) puede integrarse analíticamente para obtener [19] 

(3.29) 

siendo 2F1 una función hipergeométrica [41 ]. 
Como un chequeo, consideramos dos situaciones límite. Primeramente, 

para r; = O tenemos una cavidad balística sin respuesta directa (ver la Fig. 
3.2). La distribución de probabilidad para S, dP0 ,0 (S) [ver Ec. (3.28)], vuelve 
a ser la medida invariante (3.10), como debe ser. Segundo, obstruímos la guía 
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s 

Figura 3.5: Una cn:vida<l c:ióticn conectada a dos guías de onda1 u11a Je la::; cuales (la 

del lado derecho de la cavidad) tiene una barrera de tunclaje descrita por la matriz 82 . 

del lacio derecho haciendo la barrera un reflector perfecto. Como resultado, 
r~ = -1 y puede mostrarse (ver Apéndice A) que dPo,r~ ( T, <f;, ij;) se reduce a 

(3.30) 

donde los ángulos en el argumento ele la función clelta están definidos módulo 
2ir. De la expresión anterior vemos que la distribución ele T es una función 
delta (de un solo lado) en cero, es decir 

w(T) = ó(T), (3.31) 

tal que la transmisión tiende a cero, como se esperaba. También, la distribu­
ción ele ·if> _ cci11sistc de funcione.';_delta centradas en ir/2 .y.3ir /2, para asegurar 
que la función de onda se anule en la barrera impenetrable. En contraste, 
como se hizo notar, la variable <f; está uniformemente distribuída entre O y 2ir. 
En este caso límite terminamos con una cavidad balística conectada a una 
sola guía (ver la Fig. 3.6): esto es, la matriz S de 1 x 1 resultante r = -e2;~ 
está distribuída de acuerdo con la medida invariante. 

Ahora regresemos al caso intermedio en el cual r~ en la Ec. (3.29) es real 
y -1 < r~ <O. En la Fig. 3.7 mostramos la evolución de la distribución de 
T para varios valores de r~, obtenidos del resultado analítico (3.29). 
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39 

Figura 3.6: Una cavidad caótica conectada a una guía con un solo modo de propagación. 

La matriz de dispersión Ses de 1x1 y está dada por r = -e2 '~. En la ausencia de procesos 

directos la matriz S está distribuída de acuerdo con la medida invariante. 
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Figura 3. 7: Evolución de la distribución w(T) del resultado analítico (3.29) con el 

parámetro r2 = - cose para una cavidad asimétrica. Los casos E = Í, ¡ 1 ~, 311"2 se muestran 

en (a), (b), (c) y (d), respectivamente. 



Capítulo 4 

El problema de dispersión para 
sistemas con simetría 
izquierda-derecha 

En la presencia de simetrías adicionales, para valores fijos de los números 
cuánticos del grupo de simetría completa el ensemble invariante es uno de 
los tres ensembles circulares en el esquema de Dyson. Esto es, para sistemas 
con simetría de reflexión la matriz S es diagonal en bloques en una base de 
paridad definida con respecto a reflexiones, con un ensemble circular en cada 
bloque [17, 18]. 

Para un sistema con simetría izquierda-derecha (ID) la matriz S tiene la 
forma general [Ec. (2.40)] 

( 4.1) 

para (/3 = 2), con las condiciones (2.41), (2.42) para f3 = l. 
Todas las matrices con la estructura ( 4.1) pueden llevarse simultáneamente 

a la forma diagonal en bloques usando la matriz de rotación 

(4.2) 

donde IN es la matriz unidad de dimensión N. De hecho· 

1 T [ 3(+) 
S = RoSR0 = O ( 4.3) 

41 
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con 
8(±) = r ±t. (4.4) 

Puesto que S es unitaria ((3 = 2) y simétrica ((3 = 1), S' y las dos matrices 
3(±) de N x N también son unitarias ((3 = 2) y simétricas ((3 = 1). Mientras 
S tiene la forma restringida (4.1), 3(±) son las matrices unitarias ((3 = 2) y 

simétricas ((3 = 1) de N x N más generales. 
En presencia de un campo magnético la matriz S tiene la estructura dada 

por las Ecs. (2.43), (2.44) y (2.45). 

4.1 La medida invariante 

La medida invariante para matrices S con la estructura (4.1) (con (3 = 1 o 
(3 = 2) se encontró en las Refs. :17, 18], basadas sobre la consideración de 
que dos matrices arbitrarias s(±) (para f3 = 1 o f3 = 2) pueden generar la 
matriz S más general con la estructura (4.1) (con f3 = 1 o f3 = 2). La medida 
invariante para matrices de la forma (4.1) puede escribirse como 

(4.5) 

donde dµ(fl(s(±)) es la medida invariante discutida anteriormente para ma­
trices unitarias ((3 = 2) y simétricas (f3 = 1) en la ausencia de simetría 
espacial. 

Nuevamente, en presencia de un campo magnético la medida invariante 
está dada por un COE, es decir por dµUl(S), pero con los papeles de r y t 

~~~~-intecarnbiados 

4.2 Dispersión caótica por sistemas con sime­
tría ID completa en ausencia de procesos 
directos 

Se ha encontrado [18] que la medida invariante discutida en la Sección 4.1 
describe bién la dispersión de electrones independientes por cavidades clási­
camente caóticas con simetría ID y en ausencia de procesos directos. 
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Figura 4.1: Una cavidad caótica con simetría izquierda-derecha en ausencia de procesos 

directos. La cavidad está conectada a dos guías de onda, cada una con un canal abierto. 
La rnatriz S es de 2 x 2 cuyo promedio es cero. 

4.2.1 La distribución de T para el caso N = 1, (3 = 1 

Consideremos el sistema mostrado en la Fig. 4.1 para el caso N = 1 con 
f3 = l. En este caso la matriz S es de dimensión 2 y tiene la estructura ( 4.1), 
donde r y t son números complejos. Al aplicar la rotación de 7r /4 mencionada 
[Ec. (4.2)], podemos escribir la Ec. (4.3) como 

con [Ec. (4.4)] 

[ 

;o<+I 
S'= e 

o ·~-) ] , e' 

;o<±I ± t e = r , 

( 4.6) 

(4.7) 

donde()(+) y()(-) están en el intervalo [O, 27r]. 
por la Ec. ( 4.5) puede escribirse como 

La medida invariante definida 

d()(+) d()(-) 
dp(ll(S) = - - . 

2ir 27r 

Aplicando la definición (3.11) para 

T = /t/ 2 = ~ [1- cos (e(+) - e(-l)j, 

podemos encontrar la distribución w(T) de T: 

¡2~ d()(+) ¡2~ d()(-) ( 1 ) 
w (T) = 10 2;- 10 2;- ó T - 2 [1- cos (e(+J - e(-l)] . 

(4.8) 

( 4.9) 

(4.10) 
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Cambiando a las variables 20' =o<+) _O(-) y 20 = O(+l+O( l, con O' E [0,7r] 
y O E [-0',0'], ()'E [7r, 27r] y O E [-(27r - O'), (27r - O')], podemos escribir la 
expresión anterior, después de simplificar, como 

O' 

w(T)= 
1 

fn"do'[o(O'-O;)+o(O'-O;)Jfn dO, (4.11) 
7r2JT(l - T) o o 

donde hemos usado el hecho de que 

o (r- ~ [1- cos (o(+) - o<-l)J) o (T - sin2 20') 

o (O' - o;)+ ó (O' - e~) 

2JT(l -T) 
(4.12) 

Aquí, o; = 7r - o; y o; = arcsin ../T. La integral es fácil de realizar dando 
como resultado [17] 

1 
w(T) = . 

7rJT(l - T) 
( 4.13) 

La gráfica de esta ecuación se muestra en la Fig. 4.3(a), donde se compara 
con la de w(T) = 1/(2../T), correspunc.lieute al caso asimétrico [Ec. (3.13)]. 
A diferencia de éste último podemos observar que además de un aumento en 
la dispersión hacia atrás, debido a la invariancia ante inversión en el tiem­
po, tenemos un aumento en la dispersión hacia adelante, coherent forward 
scattering, que se debe a la simetría izquierda-derecha del problema. 

4.3-~ Sistemas~con simetría ID completa en la 
presencia de procesos directos 

En esta sección vamos a incluir la presencia de procesos directos en un sistema 
con simetría izquierda-derecha (ID) completa; es decir, ahora la matriz S 
promedio (u óptica) (S) es diferente ele cero. 

En lo que sigue vamos a ignorar la presencia ele un campo magnético. 
La matriz S tiene la estructura de la Ec. ( 4.1), y también (S), es decir 

(S) = ( (r) (t) ) 
(t) (r) ' 

(4.14) 
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(r) 

(t) 

(r)T 
(t) T 
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( 4.15) 

( 4.15) 

bloques de N x N. Tanto S como (S) pueden llevarse a una forma diagonal 
en bloques por medio de la matriz de rotación (4.2): S pasa a ser S' de la 
Ec. (4.3) y (S) viene a ser 

1 T [ ( S( +)) Ü ] 
(S)=Ro(S)R0 = 0 (s(-l) . ( 4.17) 

Como hicimos notar después de la Ec. (4.4), s(±) son las matrices uni­
tarias (f3 = 2) y simétricas (f3 = 1) de N x N más generales. Sus distribu­
ciones están dadas por dos kernels de Poisson estadísticamente independi­
entes de la forma (3.14), con (s(±)) como sus matrices ópticas. Denotando 

por dP(s)(S) la distribución de S, tenemos 

(4.18) 

donde 

(4.19) 

Entonces podernos escribir dP(s)(S) corno 

dP<s)(S) = 

1 ( l

fJN+2-fJ dp,(fJ) (S) 
det IN - s(-) (s<-l) 1) 

(4.20) X 

donde dpJf!l(S) está definida en la Ec. (4.5). 
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s, 

Figura 4.2: Una cavidad caótica con simetría izquierda-derecha en presencia de procesos 

directos representados por barreras en las guías de onda, las cuales están descritas por las 

n1atriccs S 1, S2. La rnatriz S óptica es diferente de cero. 

El caso especial de transmisión directa nula, ( t) = O, es decir 

(4.21) 

puede escribirse como 

_ _ [det (IN - (r) (r)l)]IJN+
2
-IJ -(IJ) 

dP(r)(S) - IJN+2-~ fJN+2-fJdµ (S). 
ldet (IN - sl+) (r)1)1 ldet (IN - s<-) (r)1)1 

( 4.22) 

Físicamente, este caso puede realizarse por estructuras con simetría ID com­
pleta sin procesos directos, a las cuales se les añaden barreras idénticas (con 
la simetría f3 = 1, 2) a-1ag-¡fos guías, cada-unaº con una matrizde Teflexión 
[ver Ec. (3.23)] 

r1 = r; = (r). ( 4.23) 

La situación se ilustra en la Fig. 4.2. 

4.3.1 La distribución de T para el caso N = 1, f3 = 1 

En este caso, la Ec. ( 4.22) se reduce a 

[l - (r) (r)']2 d-(1)(S) 
11- sl+) (r)*l2 ll -sl-l (r)'l2 µ ' 

( 4.24) 
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Figura 4.3: Las gráficas con lineas gruesas es la evolución de la distribución w(c)(T) de 

la Ec. ( 4.25) con el parámetro (r) = - cos E para una cavidad caótica con simetría ID 

cornpleta. Los casos€= %1 7, i, ;2 se muestran en (a), (b), {e), (d), respect.ivamente. Las 
lineas punteadas muestran por comparación la distribución de T correspondiente a una 

cavidad AS con dos barreras idénticas. 

donde (r) y s(±) son ahora matrices de 1x1, es decir son números complejos. 
La distribución de T puede obtenerse de la expresión general (3.11). Para 
(r) real, algunos de los pasos se encuentran en el Apéndice B, el resultado 
final es 

_ 1 (1 + (r) 2
) (1- (r) 2

) 
W(c)(T) - 2 · 

1r,/T (1 - T) (1 + (r) 2
) - 4(r)2 (1 -T) 

(4.25) 

La distribución (4.25) se muestra en la Fig. 4.3 para varios valores de (r) 
y se comparan, en la misma figura, con la distribución correspondiente a una 
cavidad asimétrica con la misma (S), dada por la Ec. (3.27). 

Para (r) = O, la distribución de la Ec. (4.25) se reduce a la de la Ec. 
(4.13), la cual es simétrica con respecto a T = ~, tal que T y R = 1 -T 
estan idénticamente distribuídas; esta característica se pierde cuando (r) =f 
O, donde T's pequeñas son más probables. Conforme (r) -r -1, ambas 
distribuciones (es decir, para sistemas con simetría ID y sin ella) mostradas 
en la figura tienden a o (T). 



Capítulo 5 

Ruptura de la simetría espacial 
de reflexión de cavidades 
caóticas balísticas 

En este capítulo estudiamos el efecto de la ruptura de la simetría de reflexión 
de dos formas, ambas en presencia de invariancia ante inversión en el tiempo. 
La primera que vamos a considerar es una configuración que consiste de 
una cavidad conectada a dos guías de onda colocadas simétricamente con 
barreras que en principio pueden ser diferentes. Una segunda configuración 
consite de una cavidad conectada a cuatro guías colocadas sirnétricamente 
con una barrera en cada una de ellas. Tapando dos de las guías y abriendo 
completamente las otras dos podemos llegar a una configuración que consta 
de una cavidad conectada a dos guías pero colocadas asimétricamente, en 
ausencia de procesos directos. 

5.1 Ruptura de la simetría de reflexión por 
procesos directos 

En esta sección consideramos una configuración que consiste de una cavidad 
con simetría ID y matriz de dispersión S0 , conectada a dos guías de onda 
colocadas simétricamente; las barreras en cada una de las guías, descritas 
por S1 y S2 pueden, en general, ser diferentes. Este arreglo introduce re­
flexiones directas y una ruptura de la simetría de reflexión (ver Fig. 5.1). 
Como un resultado, mientras la matriz de dispersión S 0 de la cavidad más 

49 
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s 

.F'igura 5.1: Una cavidad balística con sin1etría de reflexión descrita por la matriz S01 

conectada a dos guías de onda con barreras descritas por S1, S2. Las barreras dan lugar a 

procesos directos y, si son diferentes, la simetría ID del sistema completo se rompe (mezcla 

t'xtcrna}. 

las ¡;uías de onda colocadas simétricamente, pero sin incluir las barreras, 
tiene la estructura (2.40)-(2.42), la matriz de dispersión S del sistema total 
incluyendo las barreras tiene la forma má.5 l(eneral (2.29)-(2.31). Ahora, S 
se genera de S0 a través de la inversa de la relación (3.20); esto es, moviendo 
So sobre su variedad de parámetros independientes, pero manteniendo las 
barreras fijas, se genera una matriz S que se mueve sobre una variedad con 
la misma dimensión. En lo que sigue nos restingiremos al caso de un canal 
( N = 1) en cada guía. Las matrices So pueden expresarse en términos de dos 
parámetros continuos independientes (más nn parámetro discreto ü), como 
en la. Ec. (5.9) que aparece más abajo, mientras que S tiene la forma más 
general (3.9); esto es, debe existir una relación algebraica que conecta los 
tres parámetros continuos r, </>, ·¡/J que aparecen en la última ecuación. 

--Queremos que So esté distrib~ída d~ acuerdo con-la m~dicl~ in;~riante 
dP,(S0 ). En principio, la transformación entre S0 y S (para S1 y S2 fijas) 
define unívocamente la distribución estadística resultante de S, que llamare­
mos dP(S) [ver Ec. (5.21)]; para esos propósitos uno puede encontrar el 
Jacobiano de la transformación que relaciona S con S0 , ambas matrices es­
tando sujetas a las restricciones explicadas en el párrafo anterior. En lo que 
sigue, sin embargo, encontramos conveniente calcular dP(S) procediendo a 
lo largo de una ruta más simple, tomando ventaja del Jacobiano entre las 
matrices S no restringidas que ya conocemos de la Ec. (3.21). De hecho, 
la medida d¡1(So) puede expresarse primero como la medida dµ(S0 ) ele las 
matrices So irrestrictas de la forma de la Ec. (5.5) que aparece después, 
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veces las funciones delta apropiadas que dan la restricción requerida entre 
los tres parámetros To, </Jo, 1/Jo [ver Ec. (5.6)]. Después, la Ec. (3.21) expresa 
dµ(So) en términos de dµ(S), el factor en frente de dµ(S) en la Ec. (3.21) 
siendo el Jacobiano de la transformación de las matrices So a S irrestrictas. 
Finalmente, la identidad (5.21) da la distribución requerida dP(S) para las 
matrices S. Procedemos a implementar este esquema en detalle. 

La relación entre la matriz de dispersión S0 para la cavidad y la matriz 
S para el sistema completo está dada por la Ec. (3.20) 

-1 1 1 S0 = tb (S - rb) J, 1 S tb , 
2 - rb 

(5.1) 

con 

(5.2) 

( 
r 1 O ) 

rb = O r~ ' (5.3) 

Aquí, todas las matrices son de dimensión 2, tal que los elementos son 
números complejos. La matriz S tiene la estructura (3.9), mientras que 
50 tiene Ja estructura (4.1), es decir 

So = ( ro to ) . 
to ro 

(5.4) 

Será útil escribir S0 de la Ec. (5.4) en la representación polar (3.9) como 

- [ -vl - ro eZi>Po Fo eil>Po+>Po) ] 
So - Fo ei(>Po+>Po) vl - To e2i>Po . (5.5) 

Sin embargo, los tres paramentros To, </!o y 1/;0 no son independientes. De 
hecho, la estructura de So dada en la Ec. (5.4) implica una relación entre los 
dos ángulos </!0 y 1/;0 , i.e. 

e2i1/Jo = -e2itPo 
' 

o, tomando la raíz cuadrada sobre ambos lados 

donde a = ±1. Equivalentemente 

7í 
1/Jo = <Po+ ª2 , mod(27r). 

(5.6) 

(5.7) 

(5.8) 
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La forma más general de So es entonces 

S - - 2i~o ( Jl - To o - e . = 
WyTO 

ÚYJTD ) 
Vl - To ' 

(5.9) 

escrita en términos de los parámetros independientes To, </>o y la variable 
discreta a, los cuales tienen el intervalo de variación 

To E [O, l], 
</>o E [O, 27r], (5.10) 
a =±l. 

De (4.2)-(4.4), la matriz So puede diagonalizarse por una rotación de ?r/4 
para dar 

donde 

y 

[ 

;o(+) 
, e o 

So= o i~-) ] , 
e º 

eifl~±) _ " ± l _ -e2i1'o±iuf30 - 'º o -

-1~'º /30 =tan --, 
1 - To 

1f 1f 
-- < /30 < -. 2 - - 2 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 

Con el rango de variación (5.10) para To, </>o y a, ew¡+i y e;o¡-i cubren dos 
veces el toro definido por los dos ángulos e6+), ea-). 

La Ec (5.12) es una transformación de los parámetros To, <Po y a a los 
parámetros ea+), e6-), cuyo .Jacobi_ano pu~de escribirse_ COII19 

1 de6+l dea-l 1 dTo d<f>o 
------ - --
2 21f 2?r 2 1fVTo(l - To) 21f . 

(5.14) 

Ambos lados de esta última ecuación se integran a 1 si el lado izquierdo se 
integra en la región 116+), 116-) E [O, 27r] y se multiplica por 2 para tomar en 
cuenta el hecho que la región se visita dos veces, y el lado derecho se integra 
en la región especificada por (5.10). 

De acuerdo con la Ec. (4.5), el lado izquierdo de la Ec. (5.14) repre­
senta la medida invariante para las matrices S0 con simetría ID. Una fun­
ción f(To, ~o,a) puede trasformarse en una función f(116+l,116-)) usando la 
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transformacón (5.12); su promedio sobre la medida invariante de S0 puede 
escribirse entonces como 

(5.15) 

Aquí, sobre el lado izquierdo integramos sobre el toro Bb +), Bb-) solamente 
una vez. Supongamos ahora que se nos da una función F(r0 , r/>0 , 7/Jo) = 
F'(r0 , r/>0 , e'"'º) de los tres parámetros que aparecen en la Ec. (5.5) y queremos 
calcular su promedio sobre la medida anterior. Primero, hacemos uso de la 
Ec. (5.7) para eliminar 7/Jo y escribir 

F(ro, r/>o, 7/Jo) - F'(ro, r/>o, e'"'º)= F'(ro, r/>0 , icreúPo) 

J(ro, r/>o, cr) = f(e¿+), e¿-)), (5.16) 

donde J(r0 , r/>0 , cr) y f(eb+), Bb-)), tienen el mismo significado como en (5.15). 
El promedio de esta función puede escribirse corno en (5.15) y subsecucnte­
mente como 

(5.17) 

donde hemos usado la Ec. (5.8). Comparando el lado izquierdo de (5.15) con 
el lado derecho de (5.17) podemos escribir 

d(i¿+) d(i¿-) 2 [o (7/Jo - r/>o - ~)+o (!/Jo - r/>o - 3~)] dr0 dcp0 d?jJ0 

~ ~ ~ Vl - To 2JTO 27r 27r ' 
(5.18) 

donde el símbolo ~ indica que las dos medidas son equivalentes cuando los 
lados izquierdo y derecho se usan para integrar las funciones f ( eó + l, BÓ-l) y 
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F(To, !/>o, '!/Jo), respectivamente, definidas antes. Obviamente, los ángulos en 
el argumento de las funciones delta anteriores se definen módulo 21r, Como 
hemos hecho notar, el lado izquierdo de la Ec. (5.18) es la medida invariante 
díl(S0 ) para matrices de dispersión So de la forma (5.11), es decir para una 
cavidad con simtría ID. Por otro lado, la Ec. (3.10) muestra que los últimos 
tres términos multiplicativos de la Ec. (5.18) es la medida invariante dµ(S0 ) 

para matrices de dispersión S0 de la forma más general (5.5). La relación 
entre las dos medidas es entonces 

2 [o (1/Jo - <Po - !!.:) +o (1/Jo - <Po -31!.:)] 
díl(So) ~ ¡

1 
2 dµ(S0 ). 

- To 
(5.19) 

Aquí, las funciones delta restringen el espacio de matrices unitarias y simétricas 
al subespacio de matrices de la forma (5.9). 

Como se explicó al comienzo de esta sección, ahora expresarnos d¡,(S0 ) 

en términos de dµ(S) usando la Ec. (3.21). Esa ecuación se lee, para el caso 
presente, 

[det ( h - rb ri) ]312 

dµ(So) = 
1 

( 
1
) 

13 
d¡;(S). 

det I2 - Sr0 

(5.20) 

Sustituímos esta ecuación en la Ec. (5.19) y usarnos la Ec. (3.10) para ex­
presar dµ(S) en la representación polar. También notamos que la medida 
díl(S0 ) que aparece en el lados izquierdo de la Ec. (5.19), es decir la prob­
abilidad diferencial asociada con las matrices So [que tienen la forma (5.4)] 
para la cavidad con simetría ID, debe coincidir con la probabilidad diferen­
cial dP,JS) que estamos buscando, asociada con las matrices transformadas 
S [que tienen la forma (3.9), pero con las restricciones apropiadas], es decir 

Entonces tenemos 

X 

2 O ( 1/Jo - <Po - ~) +o ( 1/Jo - <Po - 3~) 
Jl -To 

[det (h - rbrt) ]312 
dT def> d1f; 

ldet (!2 - Srt) 13 2,¡T 271' 271'. 

(5.21) 

(5.22) 

Resta por expresar las variables 1/;0 , ef>o, To que aparecen en los argumentos 
de las funciones delta en términos de 1/J, ef>, T. Esto se hace en el Apéndice c 
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Figura 5.2: Una cavidad caótica balística con simetría de reflexión conectada a dos 

guías de un canal. La guía del lado izquierdo se abre completamente, mientras la del lado 

derecho tiene una barrera representada por la matriz S2 . 

para el caso particular en el cual la barrera del lado izquierdo es transparente, 
tal que su matriz de dispersión 8 1 de la Ec. (3.17) es la matriz de Pauli CTx, 

y la barrera del lado derecho se describe por la Ec. (3.18) con elementos 
matriciales reales (ver Fig. 5.2). El resultado es 

dPo,r; (S) ~ 
(27r)2y'T lv'1=7' ( 1 - r~ 2) - r~7e2i~1

2 

X [o ( 1/; -1>- a(ef>) - ~) + ó ( ,¡; -1>- a(ef>) - 3~) J 
X dT def> dij;, (5.23) 

a(ef>) siendo dada por la Ec. (C.9). Recordemos que los ángulos en los 
argumentos de las funciones delta están definidos módulo 27r. 

Como un primer chequeo pongamos r; = O, correspondiente al caso sin 
barreras. Obtenemos lo siguiente 

~ dr def> 1 [ ( 7r) ( 7r) J dP0 ,0 (S) ~ - - ó 1/; - 1> - - + ó 1/; - ef> - 3- d1/;. 7rJT (1 - r) 27r 2 2 2 

(5.24) 
Gracias a las funciones delta recobramos la situación de simetría ID. Como 
se esperaba, el lado derecho de la Ec. (5.24) es la medida invariante definida 
para esa simetría, la Ec. (5.18). Como un segundo chequeo, analicemos el 
caso r;----+ -1, que corresponde a obstruír la guía de onda del lado derecho. 
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r 

Figura 5. 3: U na cavidad caótica balística con simetría de reflexión conectada a una sola 
guía

1 
con un ranal abierto, en la ausencia de procesos directos. La matriz S unidimensional 

r = -e21
í¡.I está distribuída de acuerdo con la medida invariante. 

:'viostramos en el Apéndice D que (5.23) da en este caso 

(5.25) 

La distribución de la conductancia se reduce a una función delta (definida 
de un solo lado) en cero, como debe ser. Nótese que la variable 1> está 
uniformemente distribuída en los casos extremos r~ = O y r; = -1; esto no 
es así para un valor arbitrario de r;. En el caso límite r; = -1 terminamos 
con una cavidad con simetría ID conectada a una sola guía (ver Fig. 5.3): la 
matriz S de 1 x 1 resultante, es dedr r = -e2i<f, está distribuída de acuerdo 
con la medida invariante: esto es, no existe memoria de la simetría ID de 
la cavidad. De hecho, el lado derecho de la Ec. (5.25) es idéntico al de 
la Ec. (3.30) de la Sección 3.4, para una cavidad AS con la guía del lado 

·-derecho obstruída. Como veremos más-tarde, en la SeC"ci-ón 5.2, éstaes una 
peculiaridad del caso de un canal. 

Para obtener la distribución conjunta de r y </> para r; arbitraria inte­
gramos (5.23) sobre 7/;. Encontramos lo siguiente 

1 
í/r; ( r, </>) = 211"2 (5.26) 

La distribución w(T) de T = r se obtiene integrando í/r; ( r, </>) sobre ef>. La 
Fig. 5.4 muestra (línea continua) la evolución de w(T) con el parámetro 
r;. En la misma figura comparamos la secuencia de distribuciones con las 
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Figura 5.4: La línea continua muestra la evolución de la distribución de T obtenida por 

integración numérica sobre </> de la Ec. {5.26) para una cavidad con simetría ID y una 

barrera representada por r2 = - cose, como una función del parámetro €. Las figuras 

(a), (b), (e), (d) rnuestran los casos E=~' ¡, %, ;2 , respectivarnente. La línea punteada 

1nuestra, por comparación, las distribuciones que corresponden a una cavidad AS y la 

1nis1na barrera como para las correspondientes líneas continuas. 

correspondientes a una cavidad AS (línea punteada) con la misma r~. En el 
primer caso el sistema "recuerda" que, aunque la configuración resultante es 
asimétrica, la cavidad tiene simetría ID. 

5.2 Ruptura de la simetría por medio de guías 
de onda colocadas asimétricamente 

En la sección presente estudiamos el efecto de la mezcla externa de la simetría 
ID en la ausencia de procesos directos, es decir para (S) = O: el problema será 
el de una cavidad con simetría ID conectada a dos guías de onda colocadas 
asimétricamente en la ausencia de barreras. Procedemos como sigue. Vamos 
a considerar primero la cavidad con simetría ID conectada a cuatro guías 
colocadas simétricamente (cada una con un canal abierto), cada una de las 
cuales tiene una barrera, en general diferente, como se muestra en la Fig. 
5.5. Posteriormente, se quitan las dos barreras del lado izquierdo, mientras 
las del lado derecho se hacen reflectores perfectos. 
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s 
--~-~ 

s, ~ S¡ 

s, s. 

Figura 5. 5: U na cavidad balística conectada a cuatro guías de onda colocadas 

8i1nétricamentc) con barreras que en principio son diferentes. 

Llamemos S0 a la matriz asociada a la cavidad c.on la simetría espacial 
conectada a las cuatro guías colocadas simétricamente en la ausencia de 
barreras. La matriz S en la presencia de las cuatro barreras está dada por 
la Ec. (3.20), es decir 

' 1 s S = Tb + tb J S , O tb , 
4 - orb 

(5.27) 

donde 

(í 
o o !) tb = t~ = t2 o 
o t3 

o o t4 

(5.28) 

-,,~(¡ 
o 

o o l ,: "f¡~j o 

!) r2 O O_ o 
o r; O T3 
o O r~ o 

(5.29) 

Como se explicó anteriormente, abrimos ahora las guías de onda del lado 
izquierdo y bloqueamos las del lado derecho por medio de reflectores perfec­
tos, tal que 

(5.30) 

donde h y 02 denotan las matrices unidad y cero de dos dimensiones, respec­
tivamente. 
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s 

Figura 5.6: Una cavidad caótica balística conectada a dos guías de onda colocadas 

asimétricamente sin procesos directos. La distribución de la matriz S está muy cerca de 

la medida invariante. 

La matriz So de 4 x 4 tiene la estructura ( 4.1), es decir 

So= ( ro to ) , 
to ro 

(5.31) 

donde r 0 y t 0 son matrices de dimensión 2. La matriz S de la Ec. (5.27) se 
lee entonces como 

S = ( ro - to ¡,!ro to O ) . 
o -!2 

( 5.32) 

El bloque 1-1 de las expresiones anteriores es la matriz de dispersión de 
2 x 2 del sistema final que consiste de una cavidad balística con simetría ID 
conectada a dos guías de onda del lado izquierdo (ver Fig. 5.6), es decir 

1 
s = ro - to I to . 

2 +ro 

Usando el resultado ( 4.4) podemos expresar r 0 y t0 como 

ro=~ [s(+) + s(-)] , 

to = ~ [s(+) - s(-)] , 

(5.33) 

(5.34) 

(5.35) 

donde s(±) son matrices unitarias y simétricas de 2 x 2 más generales posible. 
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Figura 5. 7: La distribución de T para una cavidad con simetría ID conectada a dos 
guías de o nda colocadas ;u;;imP.t.ricamente. La línea punteada corresponde a una cavidad 

AS conectada a dos guías. 

Se realizó un cálculo numérico, en el cual se generaron matrices S0 de 
dimensión 4 con una distribución correspondiente a su medida invariante: 
esto se hizo construyendo un ensemble de matrices s(±), Ecs. (5.34), (5.35), 
distribuídas corno dos COE's independientes. La matriz S resultante se 
evaluó de la Ec. (5.33). 

La distribución del coeficiente de transmisión resultante T se muestra en 
~Ja Fig .. 5.7. Porccomparación, se muestra con-línea punteada la-dist"ribución 

1/(2/T) correspondiente a una cavidad AS conectada a dos guías de un 
canal y con (S) = O. Aunque la cavidad con ruptura de la simetría externa 
tiene una distribución de T muy cercana a 1/(2/T), existe una desviación 
estadísticamente significativa que indica que el sistema resultante tiene una 
memoria de la simetría puntual de la cavidad (la diferencia entre las dos 
distribuciones se hace más notable en el gráfico logarítmico de la Fig. 5.8). 
De hecho el coeficiente de transmisión promedio más su fluctuación es 

(T) ± ó (T) = 0.3201 ± 0.0009, (5.36) 

que difiere de (T) = 0.3333, obtenido de la medida invariante. Esto contrasta 
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Figura 5.8: Gráfica logarítmica de la distribución de T para una cavidad con simetría ID 

conectada a dos guías de onda colocadas asiniétricamente. La línea continua corresponde 

a una cavidad AS conectada a dos guías. 

con el resultado mencionado justo antes de la Ec. (5.26) para la cavidad con 
una guía de un canal que se muestra en la Fig. 5.3. 



Capítulo 6 

Analogía con un sistema 
desordenado: el árbol de 
Cayley doble 

En este capítulo vamos a ver la relación del problema de transporte elec­
trónico en una cavidad caótica balística con otro de naturaleza muy difer­
ente, a saber, un sistema desordenado. Para éste vamos a considerar una 
red construída por la unión de dos árboles de Cayley [25] de manera que uno 
sea la imagen especular del otro. Cada sitio de la red lo vamos a suponer 
desordenado de tal forma que al final tenemos un sistema que consta de una 
región compleja conectada a dos terminales. 

En la R.ef. [42] se ha encontrado que el árbol de Cayley simple constituye 
una buena aproximación de una red real. Sin embargo, la R.ef. [26] muestra 
que el árbol de Cayley doble es una mejor aproximación todavía. En estas 
referencias el análisis se lleva a cabo dentro del formalismo Hamiltoniano 
utilizando el modelo que en la literatura se conoce como tight-binding [43]. 

De acuerdo con el modelo de Anderson [44], a cada sitio de la red se le 
asigna una energía estocástica para simular el desorden en el sistema. Se 
encuentra el mobility edge [45, 46], la energía crítica que separa los estados 
localizados de los extendidos, en función del parámetro de desorden. Los 
resultados son similares a los obtenidos por Anderson [44]: existe un valor 
crítico para el desorden, arriba del cual los estados son localizados. A esto se 
le conoce como localización de Aderson [45]. Una revisión sobre los conceptos 
de la teoría de la localización y sus diferentes enfoques la podemos encontrar 
en las R.efs. [16, 26, 45, 47, 48, 49, 50]. 

63 
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Figura 6.1: Un árbol de Cayley doble de conectividad K = 2 y generación n = 4. Carla 
nodo tiene asociada una matriz S. Las líneas representan conductores perfectos. 

Desde el punto de vista dispersivo solo se ha estudiado el transportr 
cuántico rn el árbol de Cayley simple [51]. En forma. cliforC'nte al modPlo 
de Anderson, el desorden se introduce asociando una matriz de dispersión 
aleatoria al enlace entre dos sitios consecutivos. Aquí, vamos a aplicar el 
formalismo de la matriz de dispersión al árbol de Cayley doble pero en con­
cordancia con el modelo de Anderson, y a diferencia de la Ref. [51], es la 
matriz S asociada a cada sitio la que es aleatoria. 

6.1 El problema de dispersión en un árbol de 
Cayley doble 

El sistema que tenemos en mente consiste de un conjunto de puntos (sitios) 
distribuídos en el espacio de acuerdo con una malla, o red, dada por la unión 
de_cios á·rbolcs de_ Cayley. De cadª_sitio ( exceRto los de la unión)~de Ja malla 
emergen /( + 1 ramificaciones, donde K es la conectividad. Partiendo de la 
unión hacia afuera y hasta encontrar el primer conjunto de sitios (donde se 
ramifiqua cada árbol) se dice que se ha alcanzado una generación, de manera 
que el número de generacion n, partiendo desde la unión, nos da la noción 
de tamaño del sistema. Al dispositivo de dos terminales así construído le 
llamamos árbol de Cayley doble de conectidad K. Un ejemplo se muestra en 
la Fig. 6.1 para K = 2 y n = 4. 

Vamos a suponer que por las terminales entran y salen ondas electrónicas. 
Como antes, la matriz de dispersión del sistema relaciona las amplitudes de 
las ondas salientes con las entrantes. En general, ésta dependerá de las 
matrices de dispersión asociadas a los nodos, cuya regla de combinación es 
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Figura 6.2: Un árbol de Cayley doble en una generación dada n +l. La dispersión en 
los nodos está representada por las matrices 51 y Sv. s¡nl y sjnl representan las matrices 
del sisterna en la generación n. 

en principio complicada. 
Si nos fijamos en una generación dada n, el sistema es como se muestra 

en la Fig. 6.2. Supongamos que los conductores perfectos que conectan los 
nodos tienen solamente un modo <le propagación, y que las matrices S de 
3x3 asociadas a los nodos se denotan por S¡ para el nodo izquierdo y Sv para 
el derecho. En principio, S1 y Sv son diferentes, de manera que no tenemos 
simetría de reflexión. Si en dicha generación las matrices del sistema son S\n) 
y Sin), ambas de 2 X 2, la matriz Sen la generación n + 1, también de 2 X 2, 
resulta ser (ver Apéndice E) 

S(n+l) _ 5ID 51D 1 g(n)5ID 
- l'l' + l'Q e-2ika ¡

4 
_ g(n) 51 D Ql'' 

QQ 
(6.1) 

donde la matriz g(n) de 4 X 4 se contruye de Sin) y S~n) como sigue: 

g(n) = [ s¡n) o ] 
o s~n) . (6.2) 

Por supuesto, la matriz S resultante en cualquier generación es unitaria 
debido a la conservación de flujo, y simétrica si tenemos invariancia ante 
inversión en el tiempo. Por tanto, en la generación n la matriz S tiene la 
siguiente estructura 

[ 

r(n) t<n) ] 
(n) -

S - t<n) r'(n) ' (6.3) 
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donde ,.(n) y r'(n) son las amplitudes de reflexión, para incidencia por la 
izquierda y por la derecha, respectivamente; t<n) es la amplitud de trans­
misión. 

Por otro lado, las matrices SJ/j,, S~~, sg¡, y Sb~ de la Ec. (6.1) se 
construyen a partir de las matrices de los nodos mediante la transformación 
(ver Apéndice E) 

( s~i¡, sfB) = 0 r ( S1 ~D )o, SID Sqq O QI' 
(6.4) 

rlonrl<' () 0s la nrntri'l. ortogonal el,.. 6 x 6 

1 o o o o o 
o o 1 o o o 

0= 
o o o o 1 o 
o 1 o o o o (6.5) 

o o o 1 o o 
o o o o o 1 

Aquí, Sf,1¡', es una matriz de 2 x 2 que representa la dispersióu e11 la pat'Le 
externa del sistema; las matrices de 2 X 4 y 4 X 2, s~~ y Sblj,, representan 
la dispersión desde el interior al exterior, y viceversa, respectivamente; final­
mente, la matriz Sb~ de 4 x 4 nos da la dispersión interna. Explícitamente, 
tenemos que 

1 
811 o 1 8 12 o 1 8 13 o 
o D 

8¡¡ o D 
8¡z o D 

8¡3 

8 21 o 8 22 o 8 23 o (6.6) - o D o D o D 
821 822 823 

I 
831 o 1 832 o I 8 33 o 
o D 

831 o D 832 o D 
833 

Habiendo definido el problema de dispersión en el árbol de Cayley doble, y 
dado que nos interesa estudiarlo como un sistema desordenado, en la siguiente 
sección vamos a considerar un modelo para introducir el desorden por medio 
de las matrices asociadas a los nodos. El sistema ordenado, es decir el cristal 
del árbol doble, se analiza con detalle en el Apéndice F. 
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6.2 El desorden en el árbol de Cayley doble 

En el modelo de Anderson [44], el desorden en un sistema se introduce aso­
ciando a cada sitio de la red una energía estocástica, es decir, distribuída 
con alguna ley de probabilidad. Similarmente, vamos a suponer que las ma­
trices de cada nodo, S1 y S 0 de la Ec. (6.1), son matrices aleatorias con 
una distribución dada. Esto funciona bien para sistemas quasiunidimension­
ales, aquellos cuya longitud es mucho mayor que el ancho, pues se obtienen 
los mismos resultados que en el modelo de Anderson [52]. Por tanto, es­
peramos que también funcione para el árbol de Cayley. Cuando se itere el 
sistema mostrado en la Fig. 6.2, los diferentes nodos de la Fig. 6.1 van a ser 
estadísticamente independientes entre sí. 

Para tales matrices vamos a adoptar un modelo, que es una generalización 
del propuesto originalmente por Büttiker [53]. Es decir, suponemos que las 
matrices S1 y S 0 son de la siguiente forma: 

sj = ( ~~ ~ ~~ ) 
Cj bj aj 

(6. 7) 

con j = I, D (izquierda y derecha, respectivamente). Los coeficientes son 
números complejos que deben satisfacer la condición de unitaridad: 

e= 
d= 
a= 
b= 

Jf, ei'Y 

Jl - 2E eió 
_! (d'e2h - eiª) 

-~ (d'e2;, + efo). 

(6.8) 

donde solamente tenemos cuatro de los seis parámetros independientes que 
debe tener una matriz de 3 x 3 unitaria y simétrica. Aquí, las fases a, 'Y y 
ó se eligen al azar de una distribución uniforme en el intervalo [O, 2n]. El 
parámetro E es un número real que varía en el intervalo [O,~]. 

La Fig. 6.3 ilustra en forma esquemática el modelo anterior. Podernos ver 
que si incidimos con amplitud uno por el alambre denotado por 1, la amplitud 
de reflexión por el mismo alambre es d y la amplitud de transmisión a los 
alambres denotados por 2 y 3 es c. Al incidir por 2 (o por 3), la amplitud de 
de reflexión es a y de transmisión al 3 (o al 2) es b; la amplitud de transmisión 
al 1 es c. 

El coeficiente de transmisión de 1 a 2 (o 3), o de 2 (o 3) a 1, es E; por 
tanto, podemos considerar este parámetro como una medida del acoplamiento 
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J 
~ 

<: CD 
d ~ 

0 

Figura 6.3: Modelo de Büttikcr para matrices de 3 x 3 asociadas a los nodos del árbol 

de Cayiey. des ia amplitud de retlexión al incidir por el alambre 1 y a, Ec. (6.7), cuando 

se incide por 2 ó 3 (no representada en la figura). La amplitud de transmisión de 1 a 2 ó 

3, o viceversa, es e y la de trans1nisión de 2 a 3 o viceversa es b. 

del alambre 1 a los otros dos. Cuando t es cero la transuüsión desde 1 es 
cero, y en ese caso tenemos acoplamiento nulo; en cambio cuando t = ~ el 
aroplamiento es máximo pues la reflexión es nula. 

En el caso de que las matrices S de 3 x 3 asociadas a los nodos no fuesen 
aleatorias, tendríamos el cristal del árbol de Cayley doble. Este caso se 
analiza en el Apéndice F para un valor arbitrario del acoplamiento. 

En la siguiente sección vamos a consisderar el caso desordenado pero con 
acoplamiento máximo. En la sección subsecuente analizaremos otros casos 
de acoplamiento. 

' 6.3 Arbol desord~n_ado c::o_p. aco.1:>lamiento má-. x1mo 

En esta sección vamos a analizar el caso de acoplamiento máximo. Este caso 
es especial porque la Ec. (6.1) se puede reducir a una forma que nos recuerda 
la de una cavidad con simetría izquierda derecha conectada a dos guías (una 
a cada lado), en la cual se le ha tapado una. 

Para t = ~ las matrices S1 y S D se escriben como: 

(6.9) 
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donde j = 1, D. 
Con la adopción de este modelo las submatrices de la Ec. (6.6) toman 

una forma relativamente sencilla: S~lj, = 02 , 

(6.10) 

que podemos escribir como S~~ = .Í2U7 ( 12 12 ) , donde 12 es la matriz 
unidad de 2 x 2 y U7 la matriz 

(6.11) 

De la misma manera, 

( •'"' o -eio.1 o 

) ~ H ªüJ;f" ) · ID 1 Ü eÍO:D o -eia.D 

SQQ = 2 -~"I o eia1 o 
-eio.v o eio.v 

(6.12) 

donde se ha definido la matriz Ua. Nuevamente, podemos escribir esta 
ecuación como 

(6.13) 

Si definimos la matriz V como 

(6.14) 

podemos escribir Sb~ = VUa vr. 
Entonces, la relación de recurrencia (6.1) se puede escribir de la siguiente 

manera: 

( 6.15) 
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Por otro lado, los productos eika5~~ y e2ika5b~ implican simplemente 
una transformación en las fases: 

a ---'t a + 2ka 
¡ ---'t ¡ + ka. 

(6.16) 

Entonces, ka puede absorberse en las fases a y ¡, puesto que éstas se encuen­
tran uniformemente distribuídas en el intervalo [O, 27r]. Por tanto, podernos 
escribir simplemente la relación de recurrencia como 

( 6.17) 

Ahora, desarrollamos c11 sene el cociente que aparece e11 la expresión 
anterior, parn escribirla de forma siguiente: 

5(n+l) S ID g(n)5I D + 51 D S(n) 
PQ QP PQ 

X { 5ID + 5IDg(n)5ID + 5IDg(n)5IDg(n)51D + } g(n)5ID 
QQ QQ QQ QQ QQ QQ . . . QP 

(6.18) 

que a su vez se puede escribir cOHlO 

5(n+l) - s~~g(n)sg¡, + s~~g(nlvu,, 

X {h + [(vTg(n)ji) U"]+ [(vTg(n)ji) U,,J2 + · · ·} VTg(n)5g¡,, 

(6.19) 

Esta-sefie se puede sllmar, con el-resultado 

s(n+1) = 51vg(nJsID + [s1Dg(nJv] U 1 [srng(nJv]T 
PQ QP PQ <> ¡ 2 _ [VTS(n)Vj U,, PQ . 

(6.20) 
Al realizar todos los productos que aparecen en la expresión anterior 

encontramos que 

5IDg(n)51D 
PQ QP -

s~zs(nJv 

\!Tg(n)V 

(6.21) 

(6.22) 

(6.23) 
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donde 

Pn 
~ [s(n) + 5(n)J 
2 1 2 

~ [s(n) - 5(n)J 
2 l 2 

Por lo tanto, la relación de recurrencia se convierte en 

donde ahora todas la matrices involucradas son de 2 x 2. 

71 

(6.24) 

(6.25) 

(6.26) 

La expresión dentro del paréntesis de la ecuación (6.26) es muy pareci­
da a la que se obtiene en el capítulo anterior [ver Ec. (5.33)], correspon­
diente a un sistema que consiste de una cavidad balística con simetría de 
reflexión, conectada a cuatro guías de un canal (o dos de dos canales) colo­
cadas simétricamente, donde las guías del lado derecho se han tapado con un 
reflector perfecto. 

Podemos ver tal similitud si consideramos una cavidad con simetría de 
reflexión, re¡Jreseut.ada }JOf 

g~n) = ( Pn Tn ) . 
Tn Pn 

(6.27) 

Esta matriz tiene la misma estructura que la matriz So de la Ec. (5.31). 
Nótese que una rotación de rr /4 lleva S~nla la forma diagonal en bloques 
(6.2), tal como ocurrió en la Sección 5.2. Como se muestra en la Fig. 5.5, 
la cavidad se conecta a cuatro guías de un canal (o dos de dos canales), 
colocadas simétricamente con respecto a la cavidad, donde las guías del lado 
izquierdo se abren completamente, mientras que las del lado derecho se tapan 
con barreras reflectoras con fases aleatorias. Al sustituir las matrices tb, tb, 
rb y r~ en la Ec. (5.27), que en este caso están dadas por 

(6.28) 

obtenemos la ecuación matricial 

(6.29) 
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donde el bloqne 1-1 es precisamente la expresión que se encuentra dentro del 
paréntesis de Is Ec. (6.26) [véase también la Ec (5.32)]. Notamos que en 
(6.26) tenemos una fase adicional: 'Y· 

Dada esta similitud, vamos a aprovechar la intuición física que se obtuvo 
con las cavidades con simetría de reflexión para entender lo que pasa en el 
transporte electrónico en el árbol de Cayley doble desordenado. De hecho, 
algunos de los resultados en el caso de las cavidades con simetría izquierda­
derecha se reproducen aquí. 

6.3.1 El caso 51 = Sn 

!:'ara el caso que vamos a considerar aquí, S1 = SD, las dos mitades del 
árbol de Cayley doble son desorcl<rna<las pero idénticas. Notemos que esto 110 

significa que el árbol doble tenga simetría de reflexión, pues los nodos de la 
unión de las dos mitades (indicados con cuadros más pequeños en la mediana 
de la Fig. 6.1) pueden acoplar asimétricament.e; esto es, las matrices <le 2 x 2 
asociadas a los nodos de la unión pueden no tener la estructura de simetría ID. 
En consecuenr.ia, la,s matrices sin) y s;n) de la enésima generación, ilustradas 
en la Fi¡.¡;. 6.2, pueden no tener la estructura de simetría ID. De hecho, vamos 
a considerar los dos casos, con y sin simetría ID en la unión, en las siguientes 
subsecciones. 

Para S 1 = SD, independientemente de si existe o no simetría ID, la Ec. 
(6.26) se simplifica aún más ya que las matrices U,, y U-, se convierten en 
números complejos de módulo uno veces la matriz unidad de 2 x 2: U,, = eiª J,, 
U-, = eh h. Entonces, 

- (6.30) 

Si las matrices de dispersión en la generación n, sinl y s;n), tienen fases 
al azar uniformemente distribuídas, podemos absorber las fases a y 'Y en la 
matriz de dispersión misma y escribir la Ec. (6.30) como 

1 s(n+I) = p + T T 
n n¡ n· 

2 - Pn 
(6.31) 

Entonces, vemos que un árbol de Cayley doble cuyo desorden se introduce 
a través de las matrices de 3 x 3 asociadas a los nodos, con S1 = SD, es 
equivalente a un árbol doble donde el desorden se introduce a través de las 
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matrices de 2 x 2 asociadas a los nodos de la unión de las dos mitades, 
quedando fijas las matrices de 3 x 3 al iterar la relación de recurrencia (6.31). 

En las dos subsecciones siguientes veremos que las distribuciones de punto 
fijo dependen de la presencia o ausencia de simetría ID. 

Matrices S con estructura ID 

Vamos a suponer\ en esta sección, que la estructura de las matrices de dis­
persión sin) y sin , y consecuentemente de las total, es como la que se tiene 
en presencia de TRI y simetría ID. El problema físico corresponde, pues, al 
de u.n árbol de Cayley doble desordenado, con simetría de reflexión. 

El problema físico análogo sería el de una cavidad con simetría ID, conec­
tada a una guía de onda de cuatro canales, colocada por debajo de la cavidad, 
de manera que al tapar dos de los canales la simetría ID no se rompe. 

La matriz Sala generación n, Ec. (6.3), tiene la forma 

[ 

r(n) t(n) l (n) -
S - t(n) r(n) , (6.32) 

que es una matriz de 2 x 2 con dos parámetros independientes. Como antes, 
la matriz de dispersión se puede diagonalizar mediante una rotación de 1f / 4: 

1 ( 1 1 ) Ro= V2 -1 1 , (6.33) 

de manera que podemos escribir 

[ 

;o(+) e n 

o ~-) ] . e' n 

(6.34) 

Queremos investigar si la medida invariante definida para esta estructura, 
que considera fases al azar, es o no una distribución de punto fijo bajo la 
tranformación dada por la regla de recurrencia (6.31). 

La medida invariante como distribución de punto fijo. Vamos a 
suponer que la matriz de dispersión en la generación n está distribuída de 
acuerdo con la medida invariante, a saber [17]: 

d() (+) d()(-) 
dP, (s(n)) = _n __ n_. 

21f 21f 
(6.35) 
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De la regla de recurrencia (6.31) podemos ver qnP. bajo esa transforma­
ción, la matriz de dispersión conserva su estructura, por lo que la podemos 
diagonalizar aplicando la rotación de 7í / 4. Es decir, multiplicamos (6.31) a 
la izquierda por R0 y a la derecha por R"{;: 

(6.36) 

donde 

1 
[ 

;9l+l ± ;ei+I e ln e 2n 

2 o (6.37) 

La ecuación (6.36) nos conduce a la misma ecuación para las dos fases de 
la matriz de dispernión en la generación n + 1: 

[ l 
2 

1 iO(+) iO(+) 

i(/+l 1 [ iO(+) iO(+)l 4 e In - e 2n 
e n+l = - e In +e 2n + · 

2 1 1 [ ;91+) + ;ol+)] ' - 2 e ln e 2n 

(6.38) 

los subíndices se refieren a las dos matrices sl"l y S~"l. Una ecuación similar 

vitle para ew~11 , donde aparecen solamente los parámetros 11¡~), 11~~). Es 
d · B(+) B(-) · bl · d d. ecir, n+l y n+l son vana es m epen ientes. 

Es fácil mostrar que el promedio de cualquier potencia du;o~-t;.>,, gs cero. 
Esto se ve claramente si desarrollamos en-serie de pot~ncias el cociente que 
aparece en la expresión anterior: 

et n+I - e ln +e 2n 
·o(+l 1 [ io(+l ioc+>] 

2 

1 [ Bl+l Bl+Jl 2 { 1 [ ·9l+l ·gl+ll } + 4 ei In - ei 2n } + 2 Ci In + ei 2n + , . • ; (6.39) 

P d b d d ;91+) 91+) o emos o servar que aparecen pro netos e potencias de e '" y e' 2n 

Entonces, 

([
;9i+)]P) Ü e n+l = , (6.40) 
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pues sabemos que 11(~) y 11ª~) son independientes y por tanto, 

(6.41) 

por estar uniformemente distribuídas. De la misma manera, 

(6.42) 

Entonces, concluímos que ll~"¡.l1 y 11~-:¡\ son dos variables independientes 
que están uniformemente distribuídas entre O y 27r. Por tanto, la distribución 
conjunta está dada por 

di/+) dll(-) 
dP (11(+) g(-)) = ~ ~. 

n+I' n+I 27r 27r (6.43) 

Por tanto, la distribución de la matriz de dispersión es la medida invari­
ante. Es decir, hemos demostrado que la medida invariante definida para 
esta estructura es una distribución de punto fijo bajo la regla de recurrencia 
que se obtiene para el árbol de Cayley doble: 

(6.44) 

Por supuesto, lo anterior vale para la regla de recurrencia (6.31) la cual 
es válida cuando las matrices de dispersión en la generación n, Ec (6.32), 
tienen fases al azar. Nos preguntamos ahora si cualquier distribución con la 
que partamos, diferente de la medida invariante o cualquiera que no tenga 
fases al azar, tiende a la distribución de punto fijo que hemos encontrado; es 
decir, si tiende a la medida invariante. 

¿Cualquier distribución tiende a la de punto fijo? Supongamos que 
la distribución de matrices de dispersión no considera fases al azar; entonces 
la regla de recurrencia está dada por la Ec. (6.30), donde Pn y Tn están dadas 

por las Ecs. (6.24) y (6.25); s(nl y Sªn) tienen la estructura (6.32). Vamos 
a suponer un caso extremo en que, en la generación n, las matrices tienen 
fases fijas, no distribuídas; es decir, son de la forma 

[ 

;ol+I 
s(n) = e 

o (6.45) 
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Nuevamente podernos dia¡;onalizar la matriz de dispersión de la re¡;la de 
recurrencia mediante una rotación de ~ y así obtener 

ew~-<¡11 _ ei(2'Y-<>)~ [ei(o\!>+a) + ei(8\!>+a)] 

1 [ i(8C+>+a) i(e.C+l+a)] 2 - e ln - e :.!n 

+ ei(2')'-a) _4~~-~,------=~~ 
1 _ ~ [ei(8\~l+<>) + e'(B\!>+o)]. 

( 6.46) 

Al igual que antes, una expresión similar vale para e~-=r\, pero a diferencia del 

caso anterior ahora vemos que 8~~1 )' (}~~\ no son más variables independi­
entes. Tomemos por ejemplo el caso en el que B\~l = B~~) y B\~l = B~~l. En 
ese caso encontrarnos que 

¡9C+l i(oC+l_o(-l) ¡9C-l e ntl = e In ln e ntl (6 .4 7) 

Por tanto, podernos concluir que partiendo de cualquier distribución ar­
bitraria parn la matriz de dispersión no obtenemos la distribución de punto 
fijo, la medida invariante, al menos no en una iteración. Pero un cálculo 
numérico para varias iteraciones muestra que cualquier distribución tiende a 
la medida invariante. 

La distribución límite de Ja conductancia. Habiendo demostrado que 
la distribución de punto fijo es la medida invariante definida para esta estruc­
tura, es fácil saber cuál es la distribución de punto fijo para la conductancia. 
Ya hemos encontrado dicha dist¡-i_b\IC:tÓll_fü!_eLCªRÍtulo 4, pues es el análogo 
al problema de una cavidad con simetría izquierda-derecha en ausencia de 
procesos directos: 

1 
w(T) = -----,=== 

7rjT(l - T) 

Matrices S sin estructura ID 

(6.48) 

Supongamos ahora que la matriz S en la generación n tiene la estructura 
dada por la Ec. (6.3): 

(n) - [ r(n) t(n) ] 
S - t(n) r'(n) . (6.49) 
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Nuevamente, de la relación de recurrencia (6.31) podemos ver que la matriz 
S en la generación n + 1 conserva la misma estructura. 

Entonces, el problema consiste en un árbol de Cayley doble, con las dos 
mitades iguales, pero desordenado a través de la unión con matrices que 
rompen la simetría ID. 

En forma similar al caso de la subsección anterior, nos preguntamos cuál 
será la distribución de la matriz S en la generación n + 1 cuando en la 
generación n está distribuída con la medida invariante. 

Este problema corresponde al tratado en el Capítulo 5, en el cual se 
rompe la simetría ID, de una cavidad con simetría de reflexión, conectando 
asimétricamente dicha cavidad a dos guías de onda sin procesos directos. 

El resultado que se obtiene al iterar una vez, partiendo de la medida 
invariante, es que la distribución de S en la generación n + 1 no es la medida 

invariante, aunque es muy parecida. La distribución de la conductancia para 
una iteración se muestra en la Fig. 5.7. 

6.3.2 El caso S1 .¡. SD 

En este caso, las dos mitades del árbol doble son desordenadas y diferentes. 
La estructura de la matriz S en cualquier generacíon es similar al caso sin 
estructura ID visto en la sección anterior; es decir, la matriz S tiene la forma 
de la Ec. (6.3): 

(n) - [ r(n) t(n) ] 
S - t(n) r'(n) . (6.50) 

Para este caso, realizamos un cálculo númerico para observar la evolu­
ción de la distribución de T con la generación n. La Fig. 6.4 muestra la 
distribución w (T) de T para diferentes generaciones. 

Para las gráficas de la Fig. 6.4 se usó la relación de recurrencia (6.26), 
donde se tomaron las fases a y ry al azar de una distribución uniforme, para 
generar así las matrices Uo. y U~. Para las matrices 51 y S2 en la generación 
cero, se eligieron las matrices de Pauli: S(ºl = S~ºl = !7x· El tamaño del 
ensemble es 200 elementos. 

Aunque no sabemos cuál es la distribución límite de T, podemos ver que 
no es la que corresponde a la medida invariante aunque la evidencia muestra 
que no está muy lejos de ella. En la Fig. 6.4( d) se compara la distribución en 
la generación n = 18 con la que se obtiene con la medida invariante. Por lo 
menos hasta esta generación la diferencia es muy pequeña pero significativa. 
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Figura 6.4: . Distribución de Ten el caso de acoplamiento máximo; las dos mitades del 

árbol doble son diferentes: Sr op Sn. Las figuras (a), (b), (c) y (d) muestran la evolución 

de la distribución w(T) de T con la generación, paran = 2, 6, 12 y 18, respectivamente. 

En (d) se compara con la que se obtiene con la medida invariante: w(T) = 1/2./T. 

Por ejemplo, el promedio de T resultó ser 

(T) ± o(T) = 0.29327 ± 0.02044, (6.51) 

que difiere significativamente de (T) = 1/3, que se obtiene para la medida 
·invariante. Por otro lado, la distribución límite de T no está muy lejos de 
'la que se obtiene de ra: ge;eracion n = l~La' Fig. 6.5 muestra la tendencia 
del promedio de T con la generación. Aunque el promedio de T oscila, 

:vemos que no cambia mucho con la generación cuando n = 18 donde vale 
·aproximadamente (T) = 0.29. La Fig. 6.6 muestra una gráfica logarítmica 
·del promedio de T donde las oscilaciones son más claras. 

Aunque en la subsección anterior solo realizamos el cálculo para una it­
eración partiendo con la medida invariante, el resultado es idéntico al que 
se muestra en esta sección. Es decir, partir de matrices S con la estructura 
(6.3) para la dispersión en la parte central del árbol doble, es equivalente a 
comenzar con matrices S iguales a la matriz de Pauli CJ,, pues la estructura 
de la matriz S al final también será de la forma (6.3). 
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Figura 6.5: Evolución del promedio de T con la generación del árbol doble. En la 

generación n = 18 el promedio de T aparentemente se estaciona en el valor aproximado 

(T) = 0.29, cuando el acoplamiento es máximo. 
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Figura 6.6: Gráfica logarítmica n del promedio de T como función de la generación. 

No es claro que el promedio de T tienda a algún valor fijo. En la generación n = 18 el 

promedio de T vale aproximadamente (T) = 0.29, cuando el acoplamiento es máximo. 
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6.4 Árbol desordenado con acoplamiento in­
termedio 

En este caso no tenemos una expresión simplificada de la relación de recur­
rencia para las matrices S. Por tanto, tampoco es evidente que pueda haber 
una analogía, o una interpretación, en terminos de cavidades con simetría de 
reflexión como en la sección anterior. El punto de partida debe ser la relación 
ele recurrencia ciada por la Ec. (6.1). 

Debido a que las matrices S de 3 x 3 asociadas a los nodos tienen fases 
al azar, la única simplificación posible es que la energía se puede absorber en 
dichas fases. Entonces, escribimos la Ec. (6.1) como 

5(n+l) _ 5ID t 5ID 1 __ 5(n)5ID 
- PI' I'Q /4 - S(n)SbS QP' 

(6.52) 

Realizamos un cálculo numérico generando un ensemble ele matrices S 
ele 3 x 3 ele la forma ( 6. 7), lo cual hicimos a través ele las fases a, 'Y y o 
[ver Ec. (6.8)] elegidas ele una distribución uniforme entre [O, 27r], para una 
E dacia. Comenzamos con matrices siº) = s~º) = ~X para la generación cero 
e iteramos hasta la generación n = 18, para diferentes valores ele E. 

Para ciar una idea ele la evolución ele la distribución w(T) ele T con la 
generación n, la Fig. 6. 7 muestra las distribuciones que se obtienen para 
n = 1, 6, 12 y 18. Podemos observar que inicialmente T's graneles son 
probables, pero cnanclo aumenta la generación T's pequeñas son cada vez 1 

mas probables. Suponemos que la distribución límite ele la concluctancia no 
. está muy lejos ele la que se muestra en la Fig. 6.7(cl), pues ya no varía mucho 
: c_on Lit generación. Una gr<ifica ele la evolución del prQme_dio _cle T se muestra 

en la Fig 6.8; se observa que el promedio ele T parece estacionarse en un 
valor cercano a (T) = 0.096 ele la generación n = 18. Esto no es claro pues 
la gráfica logarítmica ele la Fig. 6.9 muestra oscilaciones del promedio ele T. 
El valor es del promedio ele T en este caso diferente ele (T) = 0.29, que se 
obtiene cuando E = 0.5. 

Para valores del acoplamiento cada vez menores tenemos un compor­
tamiento similar al anterior; es decir, inicialmente tenemos una probabiliclacl 
alta para T's graneles, siendo esta probabilidad cada vez menor conforme el 
acoplamiento disminuye. Postcriomente, cuando aumenta la generación las 
T's pequeñas son más probables. Una gfafica que muestra la evolución del 
promedio de T con la generación, para diferentes valores del acoplamiento, 
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Figura 6. 7: Evolución de la distribución w(T) de T con la generación n, para E = 0.4. 
Las figuras (a), (b), (c) y (d) muestran la distribución paran= 1, 6, 12 y 18. 
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Figura 6.8: Evolución del promedio de T con la generación del árbol doble. No se ve 

claro que hasta la generación n = 18 el promedio de T se estacione en el valor aproximado 

(T) = 0.096. En este caso el acoplamiento es E = 0.4. 
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Figura 6.9: El logarítmo del promedio de T como función de la generación. Se observa 

que ln 1-, oscila con n, al 1nenos hasta la generación n = 18. 

se muestra en la Fig. 6.10. En ella mostramos que el promedio de T parece 
estacionarse en valores cada vez más cercanos a cero, para E tendiendo a cero. 
Evidentemente, la distribución de T para E --t O es una delta centrada en 
cero (de un solo lado). 

--- - -

Para una E dada los resultados no muestran ninguna dependencia de la 
energía; por tanto, en nuestro modelo no tenemos mobility edge, que es la 
energía que separa los estados localizados de los extendidos. Por otro lado, 
la Fig. 6.10 muestra que cuando E --t O, el promedio de T tiende a cero 
( (T) --t O) en forma continua, por lo que tampoco vemos la transición metal 
aislante. 

Nuestros resultados contrastan con los encontrados por Satyanarayana 
[26] para el mismo sistema, donde él encuentra la transición metal-aislante; 
es decir encuentra él mobility edge como función del desorden. Una razón de 
la discrepancia puede ser la forma como introdujimos el desorden en nuestro 
modelo, donde las fases al azar absorben toda dependencia en la energía. 
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Figura 6. 10: Evolución del promedio de T con la generación para diferentes valores del 

acoplarniento. En la generación n = 18 el pron1edio de T aparentemente se estaciona en 

un valor cada vez más pequeño conforme E tiende a cero. 

Otra razón puede ser que nuestro modelo de desorden, mediante matrices 
aleatorias, no sea idéntico al de Anderson [44] para el árbol doble de Cayley 
como lo fue para sistemas quasiunidimensionales y unidimensionales. 



Capítulo 7 

Conclusiones 

Uno de los propósitos principales de la Tesis fué la extensión de estudios pre­
vios sobre el transporte a través de cavidades caóticas balísticas con simetría 
de reflexión para incluir la presencia de procesos directos. En el Capítulo 4 
tratamos el problema de sistema con simetría izquierda-derecha (ID) com­
pleta en la presencia de procesos directos y con invariancia ante inversión 
en el tiempo (TRI). La distribución estadística de la matriz S, encontra­
da analíticamente en la Ec. (4.20), consiste en el producto de dos kernel de 
Poisson con las matrices ópticas (sl+l) y (sl-l), respectivamente. En ausencia 
de transmisión directa, (t) = O, y reflexiones directas (r) reales, calculam­
os analíticamente la distribución del coeficiente de transmisión w(T) para 
el caso de un canal. La diferencia con la distribución de T para una cavi­
dad asimétrica (AS) con la misma matriz óptica (S), la cual es grande para 
(r) = O, se hace menos dramática conforme l(r)I aumenta: esa evolución se 
muestra en la Figura 4.3. 

El caso de un sistema con simetría ID completa con ruptura de la simetría 
TRI por un campo magnético no se trató aquí. La Ref. [18] encuentra que 
la matriz S correspondiente tiene una estructura similar a la del caso (3 = 1 
pero con los papeles de r y t intercambiados. La distribución estadística 
w(T) de T para (r) =O está dada por 1/(2Jl - T), indicando un aumento 
en la dispersión hacia adelante, que se conoce en la literatura como coher­
ent fordward scattering enhancement. Partiendo de esa distribución, w(T) 
debería evolucionar hacia o(T) como l(r)I aumenta. 

Un segundo propósito de este trabajo fue estudiar la ruptura de la simetría 
mediante un acoplamiento asimétrico de una cavidad con simetría ID hacia 
el exterior. Analizamos dos formas de producir mezcla externa de la simetría 
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espacial: 

l. En la Sección 5.1 estudiamos el efecto de la ruptura de la simetría de 
una cavidad por procesos directos. El sistema consiste de una cavi­
dad balística con simetría de reflexión, conectada a dos guías de onda 
colocadas simétricamente por medio de barreras que, en general, son 
diferentes (Fig. 5.1). Encontramos analíticamente, en la Ec. (5.23), la 
distribución estadística de la matriz S para el caso de un canal en cada 
guía y, por simplicidad, cuando solamente la barrera del lado derecho 
está presente (r; #O). La distribución de Tes muy diferente de la del 
caso completamente AS (es decir el caso en el cual la cavidad misma 
es AS) teniendo la misma matriz óptica (S), como se muestra en la 
Fig. 5.4 para varios valores de r~ # O. Concluimos que este sistema de 
dos guías de onda, aunque asimétrico con respecto a la operación ID, 
tiene memoria de la simetría de reflexión de la cavidad de la cual se 
construyó. En el límite r; --; -1 la guía Je onda del lado Jereclto se 
bloquea y terminamos con una cavidad balística con simetría ID conec­
tada, sin barreras, a una solo guía, con un canal abierto (ver la Fig. 
5.3). Encontramos que la matriz de dimensión 1 resultante S = ei8 

está distribuída de acuerdo a su medida invariante (es decir, 11 está 
uniformenete distribuída) y, como resultado, no existe efecto debido a 
la simetría ID de la cavidad: esta es una peculiaridad del caso de una 
guía ele un canal (veáse al final del próximo párrafo). 

2. En la Sección 5.2 estudiamos en la ausencia de procesos directos el 
efecto de la mezcla externa de la simetría ID inducida por posición 
(L§_imétrica _de las~guías d,_~ onda. ~El resultado es_ una cavidad con_ 
simetría ID, sin barreras, conectada a dos guías de onda sobre su lado 
izquierdo (ver la Fig. 5.6). Denotemos por T el coeficiente de trans­
misión entre esas dos guías de onda; su distribución w(T) se calculó 
numéricamente para el caso de un canal en cada guia de onda y se 
comparó, en la Fig. 5. 7, con l/2VT, la distribución de T que surge 
de la medida invariante dµ(fi= 1l(S) para sistemas AS. Aunque la difer­
encia entre las dos distribuciones es muy pequeña, estadísticamente es 
significativa. Claramente, este problema es equivalente a tener, de un 
solo lado de la cavidad, una sola guía (acoplada a la cavidad sin bar­
reras) con dos canales abiertos. En este problema de una guía de dos 
canales la matriz S resultante está distribuída muy cerca de su medida 
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invariante, donde la diferencia exhibe algo de memoria de la simetría 
de la cavidad. 

Hicimos notar en el Capítulo 1 que desde un punto de vista experimen­
tal, aparte de los sistemas mesoscópicos, las cavidades de microondas y los 
sistemas acústicos pueden representar buenas posibilidades para estudiar el 
efecto de la simetría de la cavidad y la mezcla externa en la distribución de la 
conductancia del sistema y así verificar las predicciones teóricas que se hacen 
en esta Tesis. Estas últimas posibilidades son más económicas y además las 
condiciones del experimento son más fáciles de controlar. 

Finalmente, en el Capítulo 6 vimos la analogía existente entre el problema 
de las cavidades con simetría ID y el árbol de Cayley doble desordenado, por 
lo que el estudio realizado sobre dichas cavidades es relevante para entender el 
transporte electrónico en ese sistema desordenado. Cuando el acoplamiento 
entre los conductores perfectos (que convergen en los nodos) es máximo, 
vimos que la relación de recurrencia para la matriz S del árbol de Cayley 
doble es similar a la que describe la dispersión en una cavidad con simetría ID 
conectada simétricamente a cuatro guías de onda, en la cual se le han tapado 
las dos de un solo lado con un espejo aleatorio (fases al azar) dejando abiertas 
completamente las otras dos. Aún en este caso, cuando las matrices asociadas 
a los nodos de un lado del árbol doble están distribuídas de acuerdo con 
alguna ley de probabilidad, pero idénticas con su correspondiente reflejada 
especularmente del otro lado, la similitud entre los dos sistemas se vuelve 
identidad. Así, cuando las matrices S de 2 x 2 en la generación n tiene la 
estructura que se obtiene para la simetría ID, en la generación n+ 1 la matriz 
S tiene también esa estructura. Encontramos que si la matriz S de 2 x 2 en 
la generación n está distribuída con la medida invariante, la distribución en 
la generación n + 1 también es la medida invariante. Cuando la matriz S no 
tiene la estructura correspondiente a la simetría ID el problema se reduce al 
descrito en el párrafo 2 anterior. 

Para valores intermedios del acoplamiento no encontramos una inter­
pretación en términos de cavidades. Realizamos un cáculo númerico usando 
la relación de recurrencia para la matriz S partiendo de matrices S de 2 x 2 
dadas por la matriz de Pauli Ux en la generación cero (la unión de los dos 
árboles es perfecta). Los resultados hasta la generación n = 18 no muestran 
ninguna dependencia en la energía, por lo que en nuestro modelo no tenemos 
mobility edge. Por otro lado, la Fig. 6.10 muestra que cuando el acoplamiento 
tiende a cero, el promedio de T tiende a cero ( (T) ---+ O) en forma continua, 
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Figura 7.1: Diagrama donde se muestra en forma esquemática la relación entre los 

diferentes capítulos y las cornparaciones entre los sistemas que se estudiaron. Las líneas 

indican las cornparaciones. 

por lo que tampoco vemos la transición metal aislante. 
Nuestros resultados contrastan con los encontrados por Satyanarayana 

para el mismo sistema, donde él encuentra la transición metal-aislante: en­
cuentra el mobility edge como función del desorden. Una razón de la discrep­
ancia puede ser la forma como introdujimos el desorden en nuestro modelo, 
donde las fases al azar absorben toda dependencia en la energía. Otra razón 
puede ser que nuestro modelo de desorden, mediante matrices estocásticas, 
no sea idéntico al de Anderson para el árbol de Cayley doble como lo fue 
para sistemas quasi y unidimensionales. 

Finalmente, en la~Fig. 7:1 mostramos E'fn-forma esquemática los~diferentes 
sistemas que se estudiaron, las comparaciones entre ellos y la conexión entre 
los diferentes capítulos. 



Apéndice A 

Derivación de la Ec. (3.30) 

Para ver el comportamiento de dPo,r~(7, </J, '¡/;) [Ec. (3.30)] parar; = -1, 
sea r; un número real que por simplicidad suponemos r; = - cos E; estamos 
interesados en el límite E ---+ O. También, sea r¡ « 1 un número positivo 
que introducimos para evitar la singularidad integrable en 7. Por supuesto, 
posteriormente tomaremos el límite r¡ ---+ O. Puesto que ef; está uniforme­
mente distribuída, vemos inmediatamente que la densidad de probabili<lad 
conjunta de 7 y '¡/; puede escribirse como 

(7 "'') _ Cry lsin El
3 

(A.l) 
Pry,< , 'I' - 4 . ¡ 2 1 13 , 

1r V 7 + r¡ 1 + COS EJl=T e2i.P 

donde C,1 es una constante de normalización que depende del parámetro r¡. 
Tenemos las siguientes propiedades de Pry,,( 7, '¡/;): 

l. De (A.l) vemos que 

Poo(7,1/;) = lim limpry,(7,1/;) =O 
) 1]-).Ü €-tÜ ' 

(A.2) 

para toda 7 y'¡/;, excepto para 7 =O y'¡/;= ~' 3~, donde el denominador 
es cero 

¡1 + Vf='Te2;,µ13 =O. 

2. Para 7 =O y'¡/;= ~' 3~ tenemos que 

lim lim Pry, (7 =O,'¡/;= '.'.:, 3:7::) 
ry-+0 ,-;o ' 2 2 

= lim lim Cry lcot ~ 1
3 

---+ oo 
r¡-+0 ,-;O 41rr¡ 2 
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(A.3) 

(A.4) 
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3. La función Po.o( r, ¡/;) está normalizada a la unidad: 

1, 1 1,2n 1, 1 1,2n dr d¡/J p0 0 (r, ¡/J) = lim dr d¡/J p~,,(r, ¡/;) = 1 
O O ' r¡,c--tO O O 

(A.5) 

Lit única función que satisface esas condiciones es 

Po,o(r, ¡/;)=o (r) ~[o ( ¡/; - ~)+o ( ¡/; - 3
;)] . (A.6) 

Finalmente, la distribución de la matriz Sen los límites anterioriores está 
ciada por la Ec. (3.30). 



Apéndice B 

Derivación de la Ec. (4.25) 

Para (r) real y s<±l = e;el±I, la Ec. (4.24) puede escribirse como 

- 1 - (r) 2 1 - (r)2 d(J(+) d(J(-) 
dP(r)(S) = 2 2 - -. (B.l) 

11 - (r) eie1+11 11 - (r) e'o<-J 1 2ir 2ir 

La amplitud de transmisión está dada por [ver Ec. (4.4)]: 

t - 1 ( ;e<+J ;01-J) - - e -e 
2 ' 

(B.2) 

y el coeficiente de transmisión se escribe como 

T = jtj2 = ~ [1-cos (e<+l - e<-))]. (B.3) 

La distribución de T, w(r)(T) se obtiene de 

w(r)(T) =Jo (T- ~ [1- cos (e<+l -e<-l)J) dP(r)(S). (B.4) 

Para resolver la integral hacemos el siguiente cambio de variables: 

e - i ¡e<+l - e<-JJ - 2 ' 

º' = ~ e<+l + e<-l ; (B.5) 

los intervalos de variación son: para O' E [O, 2ir], () E [-fJ', ()'] y para()' E 
[ir,2ir], ()E [-(2ir - O'), (2ir - O')]. 
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Sustitu.vendo (B .l) en (B .4), considerando el hecho de que el integrando 
es una función par de () y escribiendo la función delta en términos de sus 
raíces en la variable () tenemos 

donde (}i = 7f - () 1 y ()1 = arcsin VT; finalmente, después de un poco ele 
álgebra W(r) (T) puede escribirse como la suma de dos términos: 

(1 - (r) 2
/ 

..... ('1'\ - rr. 1'1' /,.\\.,_T. Ir lr\\l (B.7) 
'"(r) ...._' - 1í2JT(I -1,) L ... 1 , ... 1\'11 , ~..: , ... , \' 11J l 

donde, para k - 1, 2, 

h (T, (r)) 
rn rº' ó ( () - ()k) d() d()' 

- lo lo [(1 + (1)2) - 2 (r)cus (()'+e)] [(1 + (1)2) - 2 (r)cos((J'- e)]° 
(B.8) 

Nuevamente, después ele un poco de álgebra la suma de las dos integrales 
clan um1 sola: 

1 d()' 
I¡(T,(r))+h(T,(r))=-{n b ()'+ 2 ()'' (B.9) 

e lo a - cos cos 

donde 

a = ~ [ ( 1 + (r) 2)2 - 4 (r)
2 r] ' 

4 
b - ~ (r) (1 + (r) 2

) v'l -T, (B.10) 

e = 4 (r) 2
. 

Ahora, realizando el cambio de variable x = cos ()', (B. 7) puede escribirse 
como 

. ( 2)2 1 - (r) 
W(r)(T) = 2 V [I+ (T, (r)) + f_ (T, (r) )], 

4 (r) 7r2 T (1 - T) 
(B.11) 
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donde ahora 
{1 dx 

h(T,(r)) =lo Jl-x2(a±bx+x2) 

Por medio de otro cambio de variables 

u 

V 

donde 

A 

B 

X+ (A+ B) 
X+ (A - B), 

X - (A+ B) 
X - (A - B), 

1 
¡;(l+a), 

iJ(l + a)2 - b2, 
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(B.12) 

(B.13) 

(B.14) 

(B.15) 

(B.16) 

las integrales indefinidas Jndef±, correspondientes a cada una de las anteri-
ores h(T, (r) ), pueden transformarse a · 

donde 

y 

Indef+ 

Indef_ 

p 

2B J iu+ ll -- du ./CD Ju2+p(u2+q) , 

2B J lv + ll --- dv ./CD Jv2+p(v2+q). 

a - b (B +A)+ (B + A) 2 

a+ b (B - A)+ (B - A) 2 

1 - (B + A) 2 

q = 1- (B -A) 2 

C =l-(B-A)2
, 

D =a+ b(B - A)+ (B - A) 2
. 

(B.17) 

(B.18) 

(B.19) 

(B.20) 

(B.21) 

Aunque las integrales (B.12) parecen conducir al mismo resultado bajo 
el cambio b -) -b, no es así porque los cortes Xu = B - A en (B.17) y 
xv =A - B en (B.18), son diferentes. Uno debe tener cuidado al evaluar las 



94 B DERI\TACIÓN DE LA EC. (1.25) 

integrales en los límites. Los resultados son 

I+ (T, (r)) = 2B [ ( 1 - (r)
2 

) arctan 
VCDJp - q 2 (r) ~ 

1 (l+(r) 2 +2(r)VT)] -In 2 , 
2,.JP 1 + (r) - 2 (r) JT 

(B.22) 

L (T, (r)) 
28 

[7í - arctan ( 
1 

- (r)
2 

) 
VCDJp - q 2 (r) ~ 

1 1 í 1 + (1)2 + 2 (1) v'T') ,J 

+ 2,.JP n \1 + (r) 2 - 2 (r) JT . (B.23) 

Ahora, sustituirnos la suma de las ecuaciones (B.22), (B.22) en (B.11) 
para obtener el resultado 

. . (1-(r)
2

)
2 

27íB 
W(r)(T) = rn . (B.24) 

4(r) 2 7r2Jr(1-T) vCDJp- q 

Usando las Ecs. (B.10), (B.16), (B.19), (B.20) y (B.21) se obtiene el resultado 
final ( 4.25). 



Apéndice C 

Derivación de la Ec. (5.23) 

Para el caso particular.en el que la barrera del lado izquierdo es transparente 
[ver Fig. 5.1], tal que su matriz de dispersión S1 de la Ec. (3.17) es la matriz 
de Pauli crx, y la barrera del lado derecho está descrita por la Ec. (3.18) con 
elementos de matriz reales la Ec. (5.22) se puede escribir como 

dPo,r;(S) 

(C.l) 

También, la transformación S0 (S) dada por la Ec. (5.1) puede escribirse en 
términos de sus elementos como sigue: 

__ l __ [r (1 - r; r') + r; t 2] , 
1 - r~ r' 

1 
--- (r' - r;) , 
1 - r~ r' 

1 

(C.2) 

o en términos de los parámetros independientes [ver Ecs.(3.9) y (5.5)] como: 

Jl - ro e2i~o = (C.3) 
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Jl - To e2i\bo 
2;,¡, jf=T - r~ e-2i,¡, 

- e 1 - r;Jf=T e2i,¡, 

t2Jrei(Hw) Fo ei(<!>o+\bo) _ 

De (C.3) o (C.4) encontramos 

Vl - T(O) = 
1 jf=T - r; e2i\b 1 . 

11 - jf=T r; e2i\bl' 

también, dividiendo (C.3) por (C.4) obtenemos 

(C.4) 

(C.5) 

(C.6) 

(C.7) 

D<>bi<lo a quP las raíces <le las funciones <lelt.a que aparPcen en la Ec. (5.22) 
satisfacen que c2i(\bo-<l>o) = -1, de (C.7) encontramos 

donde 
~ 1 -2í<I> 

ci<>(<t>) =vi - , -r2e . 

1 yT-=-T - r; e2i4> 1 

Entonces, tenemos las condiciones para ·if;: 

if; - </; - a(</;)=~ 
1f; - </; - a(</;)= 3~ 

far 1/Jo - </Jo = ~ 
far 1/Jo - </Jo = 3~. 

Por otro lado el Jacobiano de la transfarmaci'ón 1/;0 -+ 1f; es 

y por tanto escribimos 

(C.8) 

(C.9) 

(C.10) 

(C.11) 

( 
2n+l) lvr=T-r;e-

2í.Pj
2 

[ 2n+l] 
O 1/Jn - </Jn - 2 7í = j . i 2 j o 1f; - </; - a(</;) - 7í ' 

(1-T)-r2 2 
(C.12) 
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paran= O, l. 
De (C.8) y (C.9) encontramos que 

1 - r; ~e2;.¡, = 

(1-T)- r;2 

JI=T - r~ e2úf> ' 

JI=T ( 1 - r; 2) - r;r e2;~ 
~r;ezirp 
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(C.13) 

(C.14) 

Finalmente, sustituyendo las Ecs. (C.6), (C.12), (C.13) y (C.14) en la Ec. 
(C.l), llegamos a la Ec. (5.23). 



Apéndice D 

Derivación de la Ec. (5.25) 

En la Sec. 5.1 encontramos la densidad de probabilidad conjunta de T, </;y 
1jJ [Eq. (5.23)]. De dicha ecuación es fácil integrar sobre 1/; para encontrar la 
densidad de probabilidad conjunta de T y <P como 

En forma similar al apéndice A por simplicidad suponemos r; = - cos E; 
· otra vez, introducimos el parámetro 1) « l. Por supuesto, posteriormente 

tomaremos los límites 17, E ---+ O; entonces 

_ Cry 1 sin El 3 lvr=-r + cos E e2;~1 
qry,c(T,cp)-2 2./ 21 12· 

7í V T + 1) vr=-r sin2 E + T cos E e2;~ 
(D.2) 

donde Cry es una constante de normalización que depende de 17. 
Nuevamente, tenemos las siguientes propiedades para qry,< ( T, cp): 

l. De (D.2) vemos que 

qoo(T,cp) = lim lim qry,(T,cp) =O 
' 1}-tO (-tO ' 

(D.3) 

para toda T y</;, excepto para T =O y <P = ~' 3~, donde el denominador 
es cero: 

(D.4) 
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2. T fo y V</.>. 

Es fácil ver de (D.2) que en este caso 

!Jo 0 ( T f O, </.>) = lim lim l/ry, ( T, </.>) = O. 
' r¡ (-J.Ü , 

(D.5) 

3. Para T =O y </.> = ~' 3~, tenemos 

lim lim l/ry, (T = O, 1> = ~2 , 3~?) r¡--tO (-to ' _ 

lim lim Cry lt.;i,n ~ 1 = O. (D.6) 
n--tO f-J.0 ?7r2n ? 
' -·· '/ ' - ' 

4. Parn T =O, 1> f ~' 3~, obtenemos 

l/o,o (T = Ü, ef> f ~' 3~) = ~~ !~Il q,1,, (T = Ü, </.> f ~' 3~) 
e [ 1 + cos E e2i1'1 

- lim lim - _.!! ---; oo. 
ry-;o HD 2n:2r¡ lsin El 

5. También, la función !Jo,o(T, ef>) está normalizada a uno: 

11 lh 11 Lh dT def>qo,o(T,ef>) = lim dT d</Jqry,(T,ef>). 
Ü Ü T/,f.-J.Ü () Q ' 

Esas condiciones definenla función 

1 
l/oo (T,</>) = ó(T) -. 

' 2n: 

Entonces llegamos a la Ec. (5.25). 

(D.7) 

(D.8) 

(D.9) 



Apéndice E 

Relación de recurrencia de 
matrices S para el árbol de 
Cayley doble 

Para deducir la relación de recurrencia para las matrices de dispersión de 
2 x 2 del árbol ele Ca y ley doble, nos fijamos en la generción n + 1. Definimos 
los ejes ele coordenadas :c 1 y x2 , que coinciden en el origen O puesto en el 
nodo del lado izquierdo, y los ejes x~ y x~, que coinciden en el origen O' 
puesto en el nodo derecho, como se muestra en la Fig. E. l. 

La matriz de dispersión S(n+l) del sistema en la generación n+ 1 relaciona 
las amplitudes de las ondas salientes con las entrantes. La ondas entrantes 
tienen amplitudes a1 y a0 , mientras las correspondientes amplitudes de las 
ondas salientes son b1 y b0 . Por tanto, tenemos 

(E.l) 

Por supuesto, la matriz S(n+i) depende ele las matrices ele 2 x 2 ele la gen­
eración previa n y ele las matrices ele 3 x 3 asociadas a los nodos. 

Vamos a suponer qua la longitud ele separación entre dos nodos consecu­
tivos es a. Con respecto al origen O la amplitud ele la onda entrante por el 
lacio izquierdo en el nodo representado por s¡n) es a1eika; con respecto de O' 
la amplitud ele la onda entrante por el lado derecho es a~eika_ Las respectivas 
amplitudes ele las ondas salientes son b1 e-ika y b~ e-ika. Por tanto, la matriz 
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X 
I s/" 

x' 
I 

S"' 
X 2 ' 

2 X2 

a/ 

b/~ o' __ a
0 

~~ b0 

b/ 

figura E.l: Gn d1Lvl de Cayley doble en una generación rladrr n : l. La dispersión en 

los nodos está representada por las rnatrices S1 y Sn. sin) y S~"l representan las matrices 

del sistema en la generación n. Definiinos los ejes x1, x2, respecto del origen O, y x; , x~ 

con respecto del origen O'. Tene1nos ondas entrantes y salientes en cada uno uno de los 

nodos como se muctra. 

sin} relaciona dichas amplitudes de la siguiente manera: 

( ~; :=::: ) = s/nl ( ~t :::: ) ' (E.2) 

la cual podemos escribir como 

(E.3) 

donde 
s;n) = e2ika sin) (E.4) 

De manera similar;-para la-m¡ttriz-sªn) tenemos c¡1re-

( ~; ) = sªn) ( ~; ) (E.5) 

con 
sªn) = e2ika sªn) (E.6) 

Podemos juntar las ecuaciones (E.3) y (E.5) en una sola ecuación matricial 
como 

(E.7) 
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donde 

(E.8) 

Aquí, 02 representa la matriz de 2 x 2 cuyos elementos son cero. Por supuesto, 
.s¡n) = e2ika sln) y s~n) = e2ika s~n). 

En el nodo del lado izquierdo, representado por la matriz de dispersión 
S1 , inciden ondas cuyas amplitudes son a1 , b1 y b2 ; las correspondientes 
amplitudes de las ondas salientes son b1, a1 y a2 . Por definición la matriz S1 

relaciona estas amplitudes de la siguiente manera: 

(E.9) 

De la misma manera, para el nodo del lado derecho, representado por la 
matriz Sv, tenemos 

(E.10) 

Juntamos, también, las ecuaciones (E.9) y (E.10) en una sola ecuación 
matricial: 

b¡ a¡ 
a¡ b¡ 

ª2 ( S1 Ü3 ) b2 

bv Ü3 Sv av (E.11) 

a' 1 b' 1 

a' 2 b' 2 

donde 03 representa la matriz cero de 3 x 3. 
La Ec. (E.11) se puede escribir como 

b¡ a¡ 
bv av 

o a1 ( S¡ Ü3 ) o b¡ 
a' = b' 1 Ü3 Sv 1 

(E.12) 

ª2 b2 

a' 2 b' 2 
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donde O es la matriz ortogonal ele 6 X 6 

0= 

O, equivalentemente 

/ b¡ \ 
bv 
a1 
a' 1 

ª2 
a' 2 

donde hemos definido 

( 
s~r¡, 
S ID 

QP 

1 o o o o 
o o 1 o o 
o o o o 1 
o 1 o o o 
o o o 1 o 
o o o o o 

( _§_fH, 
SQP 

sw) 
SQQ 

o 
o 
o 
o (E.13) 

o 
1 

o., 
av 
h¡ 
b' 1 

(E.14) 

b2 

b' 2 

(E.15) 

Aquí, s~r¡, es una matriz de 2 x 2 que representa la dispersión en la parte 
externa del sistema; las matrices de 2 X 4 y 4 X 2, s~~ y Sblj,, reperesentan 
la dispersión desde el interior al exterior, y viceversa, respectivamente; la 
matriz Sb~ ele 4 x 4 nos da la dispersión interna. 

Ahora, escribimos la Ec. (E.14) como _dos ec_uacion_~ matr~ciales: ~-

5ID ( a¡ ) + 5ID ( ~~ l 
PP ·av PQ b2 

b' 2 

= sir¡, ( ª1 ) + 5rn ( ~~ J . Q av QQ b2 

b' 2 

(E.16) 

(E.17) 

Multiplicamos la Ec. (E.17), por la izquierda, por la matriz ele §(n) de 
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4 x 4, con el resultado 

g(n) ( ~~ J = g(n)sgJ, ( :~ ) + g(n)Sb~ ( t l · 
~ ~ 

(E.18) 

Haciendo uso de la Ec. (E.7), después de simplificar, podemos escribir la 
ecuación anterior como 

( 

b~b,~211 l - 1 §Cn)sID ( a¡ ) 
- [4 - g(n)Sbf,¿ QP av . (E.19) 

Sustituyendo la Ec. (E.19) en (E.16) y reagrupando terminos llegamos a 
que 

(E.20) 

Pero, si comparamos con la Ec. (E.l), vemos que la expresión dentro del 
paréntesis cuadrado debe ser la matriz de dispersión del sistema en la gen­
eración n + 1, la cual podemos escribir como 

donde 

S (n+l) _ 51 /J 5//J 1 5(n)5I D 
- pp + PQ e-2;ka[4 - S(n)S//J QP> 

QQ 
(E.21) 

(E.22) 



Apéndice F 

El cristal del árbol de Cayley 
doble 

Aquí, vamos a estudiar el sistema ordenado en su totalidad. Nuevamente, el 
sistema que vamos a tratar consiste de un árbol de Cayley doble de conec­
tividad K = 2 (ver Fig. 6.1). 

En el Apéndice E vimos que la relación de recurrencia para matrices S 
de 2 x 2 es 

S (n+I) _ S/D S/D 1 g(n)s/D 
- pp+ PQe-2ika¡

4
_g(n)SID QP' 

QQ 

(F.l) 

donde si~)' sin)' que aparecen en g(n)' son las matrices de dispersión en la 
generación n [ver Ec. (E.22)]. Las matrices S~ij,, S~~' Sbl), y Sb~ se obtienen 
de las matrices de 3 x 3, S1 y Sv, asociadas a los nodos de la izquierda y 
derecha, respectivamente [Apéndice E, Ec. (E.15)]. La matriz de dispersión 
en la generación n + 1 es S(n+I). 

En el cristal las matrices de dispersión de 3 x 3 asociadas a los nodos son 
fijas e iguales entre sí. Por tanto, las fases de dichas matrices [Ec. (6.8)] 
podemos elegirlas, en forma arbitraria, para que las matrices (6.7) estén 
dadas por 

( 
d ./E ./E) S1 = Sv = ./E a b , 

./E b a 
(F.2) 

donde los elementos 

d -Vl - 2E (F.3) 
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a 

b 

1 
--(d-1) 

2 
1 

--(d+l). 
2 

son números reales que dependen de un solo parámetro: e 

(F.4) 

(F.5) 

Nuevamente, con esta forma para las matrices de 3 X 3, las matrices s~~' 

etc., adoptan una forma muy sencilla: S~fj, = d I2, S~~ = ./f. ( I2 h ) y 

(F.6) 

De la misma manera, en el cristal, S(n) se simplificil il 

s(nJ = [ SO(nJ O ] 
S(nJ . (F.7) 

Pma una E ciada, es posible realizar un cálculo numérico del coeficiente de 
transmisión T como función de ka, hasta una generación grande. Un ejemplo 
se muestra en la figura F.l cuando la generación es n = 10 y el parámetro de 
acoplamiento E= 0.25; el intervalo que se muestra es O :::; ka < 27í. En este 
cálculo se supuso que las matriz S ele 2 x 2 en la. generación n = O es lit rniltriz 
de Pauli ªx· Lo que notamos de esta figura es que existen regiones de T = O, 
que son las bandas prohibidas, y regiones de T i= O, las bandas permitidas, con 
un periodo de 7í. Otra cosa que podernos notar es que en la región permitida 
el coeficiente de transmisión oscila entre el valor máximo T = l y un valor 
mínimo, siendo éste cada vez menor conforme nos acercarnos a al orilla de la 
banda. 
~Aunque puede-realizarse un-cálculo numérico, -es-posible-hacer~algunos 

cálculos analíticos que nos permiten enternder el sistema cristalino. Para ello, 
vamos a suponer, corno en el párrafo anterior, que la matriz de dispersión 
en la generación cero, está dada por la matriz de Pauli ax; es decir, las dos 
mitades del árbol doble se unen en forma perfecta. 

En componentes, la relación de recurrencia se escribe como 

(F.8) 

Debido a la simetría izquierda-derecha del caso cristalino r'(n) = r<n). 
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1.0 

1 ¡ 1 

-

0.8 1 

l'll~~l 111 

1 -
11111111111 

0.6 -

" h 

0.4 -

0.2 -

o.o . . 
o 2 3 4 5 6 

ka 

Figura F .1: Coeficiente de transmisión T como función de la c'energía" ka. La generación 

es n = 10 y el parámetro de acoplamiento E = 0.25. Se muestran las bandas prohibidas y 

perrnitidas. En la banda permitida T oscila entre T = 1 y un valor mínimo. 

Antes de seguir adelante es necesario analizar las primeras generaciones 
para tratar de entender el comportamiento del coeficiente de transmisión con 

¡ la energía. 

F.1 Estados ligados del árbol cristalino 

Comencemos primero estudiando los estados ligados del cristal en una gen­
eración dada. La relación de recurrencia dada por las ecuaciones (F.8), nos 
indican cómo pasar de la generación n a la n + 1. Supongamos que desconec­
tamos nuestro sistema del exterior, de manera que no hay relación entre la 
generación n y la n + 1 (esto se logra con un acoplamiento nulo en el último 
paso). Tenemos entonces un sistema como se muestra en la Fig. F.2. De 
acuerdo con las Ecs. (E.3) y (E.4), tenemos que 

( 
b¡ ) = 2ika3(n) ( O.¡ ) 

b, e i ' -
1 O.¡ 

(F.9) 
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s;") ' ª1 ª1 

~b¡ b/~ 
o' o 

~ ~ 
s;) 

Figura. F .2: El RistP.ma se desconecta del exterior con acoplamiento es nulo en la últi1na 

ge11t>raciúu: es dPrir, no hay conexión entre la generación n y la n +l. 

Similarmente, 

( ~\ ) = e2ika5~n) ( ~\ ) . (F.10) 

Combinando estas ecuaciones tenemos el resultado 

( 
b¡ ) = 4ikas(n)S(n) ( b¡ ) 
V e t 2 b' . 

1 1 
(F.11) 

Pero en el cristal sj"l = S~"), de manera que la ecuación de eigenvalores 

se escribe como 

~s(n) 2_( ~L) = -=-4ik: ( ~\) . _ (F.12) 

Resolviendo el polinomio característico encontramos que los autovalores 
satisfacen la ecuación 

e-2ika = ± [r(n) ± t<"l] , 

la cual habría que resolver para ka. 

F.1.1 La primera generación 

(F.13) 

Un cálculo numérico para la primera generación se muestra en la Fig. F.3 
para E = 0.25. Vemos que existen máximos, de T = 1, en ka= O, ~, 1f, 

3
;. 

Analíticamente, podemos ver que estos máximos corresponden a resonancias. 
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0.6 
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0.4 

0.2 

O.O o 2 3 4 5 6 

ka 

Figura F. 3: El coeficiente de transmisión T como función de ka para la primera gen­

eración. Nuevamente, el acoplamiento es € = 0.25. Vemos que los el coeficiente de trans­

misión presenta máximos en ka= O, ~' 7r 1 3~. 

De (F.8) para n = O, podemos escribir explícitamente las amplitudes de 
reflexión y transmisión en la generación n = l. Tenemos que 

T(I) 
d ( e-4ika _ l) 

(F.14) 
e-4ika _ d2 

t(I) 
2t:e-2ika 

(F.15) 
e-4ika - d2 . 

Observamos que .,.ti) = O, t = ±1 para e-4ika = l. Es decir, vemos que los 
máximos están en los valores de ka antes mencionados. 

Por otro lado, si tomamos en cuenta la ecuación de autovalores (F.13) 
para n = O, nos damos cuenta que los estados ligados del sistema son los 
que satisfacen que e-4ika = l. Por lo tanto, los picos que aparecen en el 
coeficiente de transmisión corresponden a los estados ligados del sistema; es 
decir, son resonancias. 

Pasemos ahora a la segunda generación que es menos obvia. 
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' ' 

0.8 e 

0.6 

0.4 

0.2 . 

O.O ~~J~..__.._:,~~~-"'1'..J~-'-\~¿'_¡ 
o 2 3 4 5 6 

ka 

Figura F .4: Gráfica del coeficiente de traus1nisió11 T co1no función de ka para la gen­

eración 2. Se observan cuatro picos en P.] intPrvalo íl ::;_ ka < 7r. 

F.1.2 Una generación menos obvia 

El resultado del cálculo numérico para la generación n = 2 se muestra en la 
Fig. F .4, donde se grafica el coeficiente de transmisión T como función de 
ka (el valor del acoplamiento es E = 0.25). Se observan cuatro picos en el 
intervitlo O :S ka < 1r. 

En este caso la ecuación ele autovalores (F.13) se escribe como 

(F.16) 

Sustituyendo rl1l, t(ll ele (F.14) y (F.15) encontramos que la ecuación anterior 
se escribe como 

e-2ika = ± (de-2ika ± 1) 
e-2ika ± d · 

Al resolver para ka, obtenemos ocho posibilidades: 

e-2ika ±1 
e-2·iku = d±i)l- d2 

e-2ika - -d ± i)l - d2 . 

(F.17) 

(F.18) 
(F.19) 

(F.20) 
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Figura F.5: Con un poco de desorden en el acoplamiento, distribuído uniformemente 
en el intervalo (0.15, 0.35), es posible romper la degeneración que aparece en el caso del 
cristal. Asimis1no, hace posible detectar los picos que por falta de resolución no se aprecian 

en el cristal. 

Las primeras dos posibilidades son doblemente degeneradas; por lo tanto, 
debemos tener ocho picos en lugar de cuatro en el rango O ::; ka < 1f. Al 
sustituir el valor de E = 0.25 encontramos la posición de esos picos en: ka = 
O, ~ (ambos doblemente degenerados), 0.39, 1.18, 1.96, 2.75. Por falta de 
resolución, las resonancias en ka= 0.39, 2.75, no se aprecian en la Fig F.4. 
Sin embargo, si ponemos un poco de desorden en el sistema, es decir, hacemos 
variar el acoplamiento en un intervalo pequeño de valores, dichas resonancias 
se hacen notables. La Fig. F .5 nos muestra todos los picos. 

F.1.3 Conductancia en una generación arbitraria 

En principio, podríamos realizar el análisis anterior para cnalquier generación, 
lo cual no nos intersa. Antes bien veamos otra cuestión que es necesario re­
calcar. 

Sustituyamos el valor de ka para el cual se satisface (F.13) en la relación 
de recurrencia (F.8). Después de algunas manipulaciones algebraicas obten-
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emos lo sig11ient.P: 
y(n+1) = --'-(l_:¡:_d-'--)2_r_<_nl~ 

(1 ± d)2 :¡: 4dT(n) . 
(F.21) 

Podemos notar claramente algunas cosas. Es obvio que la conductancia 
adimensional T nunca es cero en los autovalores; además si en uno de los 
autovalores T = 1, entonces la conductancia vale la unidad para cualquier 

generación n. 

F.2 Las bandas de energía del cristal 

Si observamos más detenidamente la relación de recurrencia (F.8), ésta nos 
sugiere un cambio de variablrs: s j = r ± t (j = 1, 2 para la suma y la 
difNcncia, respectivamente). Las nuevas variables son números complejos de 
módulo uno; es decir, son fases. El par de ecuaciones (F.8) quedan como 

d -2ika (n) 
(n+l) _ e + sj 

s - . 
J e-2ika + ds(n) 

J 

(F.22) 

En realidad tenemos un mapeo para la cantidad s1 = eioj. Es posible 
obtener un diagrama de bifurcación para la fase (}j para ver las regiones donde 
el comportamiento es "caótico" y las ventanas de periodicidad si las hubiera 
[55]. El diagrama de bifurcación para la fase B1 se muestra en la Fig. F.6 
(uno similar se obtiene para B2 ), para un valor particular del acoplamiento: 
e = 0.25. Para este diagrama se tomaron la últimas 50 iteraciones de un 
total de 1000. Como podemos ver, existen dos regiones: la primera muestra 
los puntos fijos, mientras la segunda muestra una región "caótica". 
~-Analíticctmente·-podemos cxplicaI"-las dos- regiones y-de hecho podemos 

calcular el valor de kac que las separa, y por ende el ancho de la banda 
permitida. 

La primera región nos dice que para n muy grande las fases s)n) tienden a 
un valor fijo, en el límite termodinámico, digamos SJ. Entonces las ecuaciones 
(F.22) se pueden resolver analíticamente dando como resultado 

1 [- (e-2ika _ l) ± J(e-2ika + i)2 _ sw-2ika]. 
2)1 - 2E 

(F.23) 

La amplitud de transmisión es la semidiferencia t = ~ (s 1 - s2), que es 
cero si tomamos las soluciones ± con ±, en ese orden. En principio, este 
resultado vale para toda ka. 
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Figura F.6: ·Diagrama de bifurcación para las fase 81 de s: s = e'°- En la región 
prohibidai 91 no varía con la generación. Se to1naron las ultimas 50 iteraciones de un total 

de 1000, para cada valor de ka. Un diagrama similar se obtiene para 82. 

El coeficiente de transmisión no trivial se obtiene cambiando el orden de 
los signos en las soluciones: 

t = ~ [s(±) - 8 ('f)] = :r 
1 J(e-2ika + 1)2 _ 8Ee-2ika_ 

2 l 
2 

T Jl - 2E 
(F.24) 

Por lo tanto el coeficiente de transmisión es 

T = 1 i(e-2ika + 1)2 - 8Ee-2ikal. 
(1 - 2E) 

(F.25) 

Podernos notar que T :;:: O, lo cual nos da la banda permitida. Resolviendo 
la igualdad obtenernos los valores de ka justo en las dos orillas de la banda: 

(F.26) 

de donde obtenemos 

(F.27) 
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Figura F. 7: Conductancia adimensional g = T para el cristal del árbol de Cayley doble, 

de conectividad K = 2
1 

en la generación cuarenta n = 40. SP. ohservan clararnente las 

bandas prohibidas y permitidas en el intervalo O < ka < rr. 

El ancho de banda está dado por 

R !::. ka = 2 a retan . 
-

(F.28) 

En la figura F. 7 se muestra el coeficiente de transmisión T de la generación 
40, para el caso particular_ de € ~~ 0.25,_ donde se_ yen claramente tanto la 
región prohibida como la permitida en el intervalo O < ka < 7r. Los valores 
de ka en las orillas de la banda son kac = ¡ y kac' = 3

;; el ancho de banda 
es !::.ka = ~. 

Por supuesto, el resultado anterior es válido para cualquier t; sin embargo, 
cabe hacer notar que el caso de acoplamiento nulo es un caso trivial que no ha 
de tratarse de esta forma. Un caso interesante es el de acoplamiento máximo 
donde la banda completa es permitida. 

Para finalizar el estudio del cristal de una malla de Bethe doble hago 
mención que la estructura cristalina que hemos estudiado ya ha sido tratada 
por otros autores, sin llegar a resultados analíticos, tal es el caso de la Ref. 
[54], donde sólo considera esta estructura hasta la sexta generación. Podemos 
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comparar con la figura 7 de dicha referencia y ver un total acuerdo con ese 
resultado. 



----- -

Apéndice G 
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J. Phyli. A: M<1th. Gen. 2, 11996) 881--SSS. Printcd in dr UK 

The invariant measure for scattering matrices with block 
symmetries 

Víctor A Gopatj, Moisés Maníncz.t, Plcr A Mcllot and Harold U Barangerl 
t lmmruro de F1z;ic<1, Unhoe·níld~ N~ion,;al AUónom,;adcMbicli:I, 01000 M~co DF, MC"Xico 
~ AT/t..T 'Bdl Li.bcr•torics. 600 Mm:im.ii n A'Ycmr 10-".?30, Muera.y H111. NJ 0797~-0636, USA 

Rec~vcd 31 July 1995 

Ab5trod. We 1ind the inva.ri;;.m mca1rnre fur two ncw typei; of S macicn; reln•nt fur chacitic 
liC.1.ítc"rins from • c;i:vity in a. w,1.vcguidc-. The S m•trica considc-rcd a.n be writrn u•".? ~ ".? 

m.itrix of bli;x:\::z¡, e~h of r•nk N, in which the two di~ml b1ocb uc idemic•I ,i.nd the two 

cft'...dias"'nal blocl.:5 •reidentical. The S m1.tricn; arurriULry: in addition, they may be 11ymm~ric 
bi:i;:J.ul:C' of tiar-~crRI li)'m.rtciry. The invJ.ria.nt mcuure, with <1.l'ld withoot thc oondition of 
11:ymmc1rJ, ii;; 8Í"Yen nplicitly in tt-cms of the inv•ri•nt m~ura; fur thc wdl bl;)wn cim:il.ar 

uniu.ry .and orth:;,s-"1111 ensiemblez. Sorne implic&tiom;; .u-e dr&wn 6::1r the rcsultins st.atistic.tl 

distribution Qf tlr trar=ai1SSion CDefficient thro1J8h & ch.wtic ca"Vity. 

1. lntrocl uction 

A wave-scattering probtem can, very genec:a.lly, be de~ribcd. by its: sca.ttering matrix S 

(Newton 1966)_ ln a stationary problem, S cclates the otitgoiog-wave to the ingoiog-wave 
amplin1des. The coodition of ftux conscrvation implies t1nitarity of S, 

sst = 1. (l) 

lf, in additicn, the problcm is imiariant ttn~rthe opcc:a.tion oftimc et="Versal, Sis symmctric, 

s = s'. (2) 

lf one desircs a statistical dc~ription of the ~attering, the problem of assigning ·~11al 
o priori probabilities' in the space of sca.tter-iag matrices S (Hua L963, Dyson 1962) may be 
r-e\C"Vant, and, in ia.ct, has been shown to be impottant for the description of chaotic ~attering 
(Mello et or 1985, Bliimel and SmilarlSky 1988, L989, 1990, Leweokopf aod Weideorn'.iller 
199L, Jalabect et or 19!», Bac:a.oger and Mello L994, L995)_ The as:sigoment is: done 
throtigh the notion af the in1,oriont meo.rure: the mea.si.ice dµl'"(S) which is invariant tinder 
the symmctry opec:a.tions far the uoiversality class, labclled by p, in question. Ex.plicitly, 
dµfP 1(S} = dµC~l(U0SV0} whecc U0 , V0 are arbitracy fix.ed unitacy matrices: in the casic: of 
11oitacy S ma1rices: (the cira.1Lar- uoitacy en9Cmble (/J = 2)), with the restriction V0 =U~ io 
thc case of unitary symmctr-ic S matrices (the clccttlar oahogonal cn9Cmble (JJ = L)) (Hua 
1963, Dysoo 1962, far a tt="View se.e Mehta L991). 

Asan cumple, consider single-ela:tron scattcring by a balllstic quantum dot connccted. 
to the outsidc by two leads, which play the role of waveg1.1ides, each with N transvers:c 
modes ar- chanaels (for a rC"View scc Beenak:k·er and van Hollten 1991)_ The S matcix is 
thcn 2N-dimensional and has the stnlciacc 

S=[; ;:] (3) 
88l 
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where r, r' ac:t the N X N tcflection matrices (for incidence from either lead) and 1, t' the 
corc:tsponding transmiss:ion matrices. Of gcut phys;ical c:tlcvaocc is the total tai.nsmission 
codficient, 

T = tr(tt 1) (4) 

whtch is proponiooal to the condllcumcc G of thc cavity, G = (2e1 /h)T_ The irrvaciant 
mcasi.ire for the S matrix implies a probability distribution tn(T) for T which has boen 
calailated in a nllmber of cates by Jalabcct et ol (1994) and Baranger and Mello ( 1994). 

1? t.hc pc:csent acticle wc sti.1dy S matrice!> of the form (3), with the c:tstriction r = r', 
1=1; t.C. 

(S) 

S matnces wttt'l thLS stn1ctt1tt: are physicalty cclcvant bo:a11sc it is posstble, 10 pnnc;ple, to 
stlldy electron transpon throiigh chaotic cavitics: with point spatial symmetries. Consider 

a two·dirncnsLonal cavuy connccta:l to two paratlel wavcgi.udes:. With the corx:l.ition of 
iinitarity alooe, the S marnces (5) are appropriate for a system with ioversion symmctry 

with res:po:::t 10 a point btn no time-~ecs:al symmetry (Baranger and Mello 1996). With the 
additional condition (2), eqi.1ation (.5) dc~ribes: a sy~em which is: timc-rcvers:a\ invariant 

and has e'tther ia\'ers:ion symmetry or s:ymmctry with respcct to a line peqlendiC1.1lar to the 
wavcgt.1Ldes (Baraoger aad Mello 1996). 

The iavariaat meastuc fer matrices of the forrn (.5), with and withOllt the condltion 

of symmetry (2), is obtaincd. in scction 2. A oumber of imponant cx.pcctation valties are 
obtaincd., for aa arbitrary nl.lmbcr of channels N, in 5lCCtion 3. The probability dcnsüy w(T} 
arisiag from the invariaat mca~ire is obtaioed in sa:tioa 4.l for N = l; w(T) for N = 2 
is found in 9CCtion 4.2 for the S matrices (5) with the condition of symmetcy (2) and in 
section 4.3 without the symmetry coadition. 

2. The invariant mea.su re for S matrices wíth T = T', t = t' 

Alt of the 2N -dimeasioaal S matrices with the stn1ctl.la: (.5) caa be sirm1ltaneollsly brollght 
to block·-di.agoaal forrn by using the rotatioa matrill. 

R _ l [ L, L,] 
o- ,(2 -l, L, (6) 

where tN ~is thc·N-dimens:ional nnit matrix: 

T ['(+l 0 ] s' =Ros~ = 0 ,<-> . (7) 

Sioce Sis t1nltary, so are S' aad the two N x N matrices J(±) = r ±t. Clearly, two arb;tmr:" 
uaitary matrices .re±l caa gencrate the most general Daitary S matriJL with thc sta.1cture (5) 
by tak·iag 

(8) 

lf, ia addition, S is symmetric, so are r, t aad .r(±). The total number of indepcndent 

parameters of Linitary matrices with the stn1ctllre (5) is thlls 2N1 without and N( N + 1) 
with the symmetcy ta:¡llirement. 

The mos:t general automorphis:m of t1nitary matrlces with the s:trt1cti1cc (5) is: geacrated. 
by the transformation 

(9) 
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where i.t~l. ~J a~ arbitracy btn frx.cd N X N unitary matrices. Correspondingly, the 

original S is tranrlocmcd into 

S; U0 SVo (10) 

with thc 2N X 2N unitary matrix U0 given by 

Uo; [; !] (l l) 

anda simiLar npression holds for V0 with t16±l rep\.acing r.,¡6±J. lo this automocphism, there 

is thc restci.ction u6±J = [u~1 fr if thc S matrices are al so symmerric. 
Denoting by dji!Pl(S) thc invariant meast1re for S matriccs of the form (5). with (withot.11) 

the corrlitioa of symmctry for fJ = l (2), we thus have 

(12) 

3. E:ii:pectation "alue.s 

A number of C'llpoectation values have boen ca\culatcd for thc cia:t.ilar orthogonal ensiemble 
by Mello and Scligman ( 1980) and for thc cicct.1lar11nitar:y ensemble by Mello (1990). These 
results will be employcd hcre to cvaluate variot1s C11..pcctation "Yalt1es of physical interest for 
the m"Yariant mcasuc:c ( 12). 

We tisic the notation 

(13) 

to indicate an npcctation "Yal11e for the cicc:11lar ensiemble f1 for N-dimensional unitacy .J 
matcices_ One can show that Q = O unless m = 1 . A simple application of this c:cs11lt is 
thc npcctation "Yalue 

(r_,,)r..tll j = ~[(.J!!1>r..t11 ± (.1!bi>r..t1)1 =a 
(t_,,)CJ!l _ 

fora,b = l, ... ,N. 
Using the ~atistical independence of .,(+l and J'c-1, ~t1ation (12), one concludes 

immc:diately that 

(15) 

lo particular, the average of individ11al refl.cction and ttansmission coefficients is givcn by 

{lr •• l'l'"; {11.~'>'" ; % Q:t<Pl 
and thc average of the total transmission coefficicm of equation (4) is 

<n'" ; ~ I: Q:l;<Pl-.. 
The cross scx:::ond moment of indi"Yidt18.I uaDsmission coefficicDts is 

S11mming ovcr indices, we fiad (T1 ) and obtain the variance of 7: 

varT1" = {(T- {T)) 1 ) 1~ 1 ; t L[Q:t(p)]'. ... , 

(16) 

(17) 

(18) 

(l~) 
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lo order to calCLllate dcfi.nite valticsfor (T) and varT, rccall that for f1 = l, Mello aod 
Scligmaa ( l980) fiad 

8"/i": +.5".5" 
QflO.(fJ = l) = e 1' e 1' 

"' N+ l 
while for fJ = 2, Mello ( 1990) shows 

8"/E. 
Q~ (fi = 2) = .!...!. . 
"' N 

Using thcse npccss:ioos in (17) and (19), we obtain 

(T)'" = '!._ 
2 

(20) 

(2l) 

(22a) 

(?2b) 

(22c) 

The re!0!.1\t for (T) u;: cx.pcctcd ~ncc rcflection and tcansmission are statlstically cquh1a!ent, 
cquauons (8) and (12). As N _, oo, vaC"T tcnds to the universal reSL1lt ~ for f1 = 1, while 
for fJ = 2, varT is completely independcnt of N. 

4. ~l'he probability distribution Df T 

4.i. Tht'rci.rtN= i 

Wciting 

.rc±J = cxp[i611± 1] 

we havc from (8) 

T = ~[L- cos:(61C+l -oc-i)] 

(23) 

(2.i) 

foc both f1 = 1 and f1 = 2. Thc probability distcibtnion w(T} of T is an average over thc 
angles and can be wrincn as 

w(T) = 8 T- . ( [ 
l - cos(O'+' - o'-'>]) 

2 Ol.+J.Ol.-J 

(25) 

g.q11atioi:i~C~2) ~pJies L~t _9 1+~ -ªnd 9l-l act: ~~i-~ically_indepe!!_4~nt an_g__tinif~~ly 
distribtncd in (O, 2JT), yicldiog 

l 
w(T) = rry'T(L T) (26) 

4.2. The ca.re N = 2. p = l 
Thc most general 2 X 2 unitary s:ymmctric matrices: .r!±l can be written as: 

'"'' [ -ffec1u• .J;±e;c.:z•+1"'l] 
J' = ~e;!a*+,..:1:1 ge1;-,:1: (27) 

where a± aad y± ate defina:! in (0, 2JT }, O 'p± ' 1,0 ' r± ' 1, and p± + r± = l. Thc 
invariant mea!il.1ce for .1l±J is: (Jalabert et ol 1994, Baau1gcr and Mello 1994) 

dr"' 
dµ 111 (.J(±)) ~--do!± dy:t. (28) .p 
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ln tccms of thcsic variables, the probability dcnsity tV(T') far T' = l - T E (- l, l) is 

w(T') o./ dr+d,- da+dy+da-dy-6 [r' - ~Jp+p-[cos2(a+ - .,-) 
..¡.+.- . 
+ cos2(y+ - y-)] - ../r+r- cos(ai+ - OI- +y+ - y-)}· (29) 

The integrals over oi- and y- are trivial. Dcfining 2a+ = <P + t and 2y+ = f/> - t. we 
havc 

(30) 

Thc integral o"Vcr rfJ givcs 

11 11 1'' u(X' -T") 
w( T') o. dz d,' dt ---,,=-=="'° 

o o o J X 1 - Tll 
(31) 

wherc u(X1 - T 12 ) is a stcp function, .z;;;; ,¡l+, :z.' = ..¡:¡=, and 

(32) 

Noticc that changing t to t + rr. which does not alter thc integral in (30), is ~L1ivalcnt 
to chaDging zz' to -.z.z' in X 1 . ln (31) we can thL1s eii.tend the range of irnegration of the 
variables :z. arxi z' to thc interval ( -l, l}. F11nhcrmocc, we can wcite, io (31), t = VJ - <¡/ 
and intcgratc Cf' and r+! 9Cparately from O to 2rr withollt altcc-iag thcaoswer (1.1p to a coCJst.11.m), 
ylclding 

1
1 11 /!.'·' u(X'-T") w(T') o. dz dz' d<p d<¡i . 

-1 -1 o .Jx1 -T12 
(33) 

Wc now introduce thc thrcc-dimcasio[l8l 1.1nit vector Ü with componcats x = sinfrcosfp, 
y =sin D siofp andz = cosb. aad similady thc11ait vector í:.' dcfincd with primcd variables. 
Thc quantity X is thc cosioe of the the anglc ~ bctwccn ü aod U', X= cos~(Ü, ü'). Tl"n.1s 
(33) can be wrinen asan integral ovcr two salid aaglcs, 

(3~) 

Sirx:c thc imcgraod depeads oaly upan the relativc aogle bctwccn 1he twa unit vce10~ Ü 
and ü', wc can fix Ü' aloag the .::-ax.is aad iatcgtatc ovcr Q:_ la this case~= D aad 

w(T') o. f, 1 

dz . 
T' Jz. 1 - T12 

(3.5) 

Thc final rcsl1lt foc w(T}, propcdy aacmalizcd, is 

1 1 +.,,'T(2 T) 
w(T) = - In-----

" 11-TI 
(36) 

From this distribt.1tion oae fiods Cll.plicitly (T) = l aad vacT == ~. coasisteat with thc ~sults 
of sce1ion 3 foc N == 2. 
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4.3. The ca.re N = 2. p = 2 

Thc mci~ gcnecal 2 x 2 unltary matrices: .r(±J can be wcitten as 

,,., [-.jFei(ri"'-+a"'l ./'t±cY':i"'"+;.•, J 
.J = .¡¡±e;c7 •+a•i ./jiEeiC-r""+f"'l (37) 

whcrc oi±, Gil±, y±, y± are defino::!. in (0, 2rr), O ~ p± ~ L, O ~ I± ~ L, and p± + r± = l. 
Note that if onc takcs: cit =a and y = y theo cqnation (37) ta:l.11ccs: to the p = 1 case (27). 
Thc invariarn mcail.1CC for J'(±) is: (Jalabcrt f'! ar 19~. Bacanger and Mello 1994) 

dµC1l(J'l±l) o. dr± c:h::t:da±dy± d)i'±. (38) 

lo ierms: of the51e variables:, the probability dens:ity tD(T') for T' = L - T E (-1, 1) is 

w{T''cx f dr+dr-oo+oo+¿y+dy·+oo-da-dy-dy-. . J 

x§{T' -1 J p+p-[c:os:(ot+ - ot- +a+ - a-)+ cos:(y+ - y-+ y+ - y-)] 

-~·~/r+r-[cos:(a+ - O!- +y+ - y-) +cos:(y+ - y-+ a+ -a-)]}. (39) 

Thc integcals: ovcr ai:-, cit-, y-, y- are trivial. Dcfining 

w =::~(a++ y+ - y+ - 0t+) 

t =~(a+ +a+ - y+ - y+) 

if;:;; 4<a+ +0t+ +y++ y+) 

we can write 

U!(T')" f 5 [ T' - ( ,/r+r-cosw + J p+p- cost) cos,P J dr+ dr-dwdt cJ4>. 

The imcgllll ovec rp gives 

f (Y' T") 
UJ(T') " dr+ dr- d.¡, dw' - - -

..¡y1 _ 71'1 

whece ~(Y1 - T'1 ) is a step ñ.1nctio[], a[]d 

Y= ,/r+rcosw+ jp+p-cost. 

(.W) 

(4l) 

(42) 

(43) 

Wc can write, in (42), w :;; (f'1 - (f';, V :;:: 'n - ~ and intcgcatc ovcr ip1 ,'f'~, 'fl:!, 'f4 from O 
10. 2Jr withotn_altcring.thc answcr._Wc also_wcitc_r+ ~cos1 ~._t- :;;~os1 f)'_ ~nd g~ 

L•I' ¡·Tfl ///L'·T u( r' - T"-) rD(T') <X dfJ sin 9 cos (} dfJ' s:in 8' cos ti dcp1 dtp~ ~ ~ . 
o o ~~-~ 

Y can riow be written as 

y :;:: cos 61 cos61' COS('f.'1 - 'f.';) -t sin 61 SÍ[] 61' COS('f.'2 - ~ ). 

lf we irncod1.1cc tlie compln tHlit vector lJ 

u = [c~s61e_;'l>l J 
sLa61e1

"-' 

(-44) 

(45) 

(46) 

with O~(}~ rr/2,0 ~ 'f.'1,1 ~ 2Jr. aad, similarly, the compln t.1nit vrei:oc 1.1', defiaed with 
pcima::l vaciables, we cae expcess Y i[] tecms of g:alac pcodt1cts as 

y :;::~(tltt1'+1.11t1).. (47) 
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Thesic scalar prodt1c:ts a~ invariaat with ~spcct to 11nitary traasformatioas. We also nocd 
to define a •salid anglc', iavariant under thc same operation. Wc firsi: iotrodt1ce the •are: 
clemem' 

(48) 

from which we cx.tc:act a metric tensor g and constn1c:t the salid aagle dQ as 

dO = 1 det si''' dlldi¡.1 ckp, = sin O co•Odll di¡.1 &¡,,. (49) 

Eqllatioo (44) for w(T') now bccomcs 

f •[l(u1tl'+•º•)'-T''J , 
w(Ti) o. 4 dn dQ • 

[¡(vtv' + tt'it.1)'2 - r1211n 
(50) 

Jt1st as in the cape of the prcvious si1bsection we aow notice that, if we fix. ti' in the 
intcgcand of eqt1atlon (50) and intcgr.ate over Q, we get a resi.ilt indepcodcnt of ti'. The 
reasoo is that the scalar prod11cts in equation (50) are invariam uoder unitacy tcam:formations 

and we can always transfocrn any given ti, irno a fixcd "VcctOc: we choose this fixcd vector .. 
•' = [ ~] (5l) 

which implies (}' = 'ti; = O. We thus havc 

, ¡ u(cos2 (J cos1 rp - T'1 ) 
w(T)o. ., .,sintJcos:6c:Wckp 

(cos'26lcos1 fp-Ti-)l/-
(52) 

whccc wc havc dcnotcd ep1 by <p. Doing thc integral ovcr (J wc fiad 

, l 12
• ... ./cos2 rp - TI? ., 1., 

w(T) =---,- , •(co•· ~ - T ")di¡.. 
JT- 0 cos-ep 

(53) 

Thc nocmaliz.ation constant in (53) was: calculata::l by intcgcating ovcc T 1 ñcsr: and thcn ovcc 
r.p, sincc in both stcps onc ñnds clcmcntary intcgrals. Pcrfocming thc intcgrations in this 
occkc onc can also vccify that ~T> = l arxi vacT = j. in agrocmcnt with thc ccs:ults of 
9Cc:tion 3 for N :;;; 2. 

Thc integral ovcc <p in (53) lcad.s to a hypccgcometcic ftinction. Ficst, doing the changc 
of variables sinr.p = ../ l - TI? sin 6l, wc can writc 

w(T')=~(l-T")r'' cos'Odll . 
JT- Jo [l-(l-Tf?)sin2 6]'/2 

(54) 

Finally, wc find (Gradshteyn and Ryz.hik· 1965, c.qt1ation (3.681.l)) 

l 
w(T) = -T(2 - T)F<t ~: 2: T(2 - T)). (55) " - -

Asan algcbraic check, one can vecify that / w(T)dT ;:::; l (Gcad.sr:cyn arxi Ryz.hik 1965, 
cquation (7.512.4)). 
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Eectronfc transport through balUstic chaotlc cavitles: Reflectfon synunetry, dlrect processes, 
and symmetry breaklng 

Moisés Manínez:* 
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We ntr.nd f'l"'vintn nudie! on tran sport through balli 1tic cha:Jtic ca vi bel with 1pll11<1I left-right (LRJ reflec-

110n 1yn."lll.1etry 10 include the pren:nc:e of di rea prcce11e1. We ñnt llllalp fully LR-1yn.uretrie 1y1tem1 in the 
pre1ence of di rea prccene1 and coropn the dhtribution w ( T) of !he tran m11 nion ccrfficient T\\.;th tlLat fer 
an arymn."ietric cavity 'ol'ith the !lame .. optical' • 5 matrix we titen nudy the problen.1 of ··merna1 n."riXlng .. of 
the 1ymn:1etry caused by an arynn1etric coupling ofthe cavity to !he out1ide. We ñrst consider the ca1e where 
1yr1:in.'telry bteaking ar'i!e1 becauie two 1yn1n-.etrically po1itioned. wavegu.ide1 are coupled. to the cavity by 
roean1 of asymmetric tunnel barrien. Although thit synem is uy!LYl.letric \l.'ith re1pec1 to the LR operation, 
there i1 an effect ofthe 1yroroeuy of the cav11y it wa1 00t1 strncted fftllD. Second, we break LR 1ymIL-etry t n the 
ab1ence ofdirect prooene1 by aiynwetrically po11tioning the t\\~ waveguide1 and compare the remln with 

1ho1e fur the completely a1yIL1metric ca1e. 

001: 10 llOJ/Phy1RevE 6J 016205 

l. INTRODUCl"ION 

Thc problcm of chaotic wa..,.c !Cllttcring is of great inu:ccn 
lo .... aclot1s branchcs of physics, si.1ch as optlcs, nude.ar, mc­
so!COpic, aod microwa..,.c physics. Thc study of q11anu1m­
mcchamcal scattcri.ng problems whose das¡ical dynanics is 
chaouc has beco ft1nhcr mo11 .... a1cd by ~ent cx.pcnmcnts oo 
qt111oa.1m-ela:t.conic transpon in m1crostn1ctt1res consisting of 
a ca..,.ity conr1cctcd to leads [l]. We lrnow that symmetries 
ha'lc 'lcry interesting dfccts on thc propenies of thc elcctric: 
conckcurncc la mcsoscopic systems: tlme-a:vceial aod spin­
cotat1ona! symmeu:ies (2,3], as wel\ as spatial-ccftcction sym· 
mctnes ["-..5] ha'le beca stt1d1cd in thc htcratoa:. 

The problem of clcctronic transpon throtigh asymmetric 
(AS) chaouc caviues is addrcsscd in detall in Rd. [6] in an 
mdcpcrrlcnt·dcctron approximation. ln thl.t a:fercrx:c, thc 

pou1bd1ty of dircct pcoccsses chic to t~ prescrx:c af sheet 
paths is acc:oD:1tcd foc by spccifying thc a"lcrage, oc optic:al, S 

matrix (S) within an infocmation-thcoretic approach. The 
naurtical dirtcibt1tion fortheS matnl.. is k'nown as PoiHon's 
kernel, in which (S) is a parametcr. Wheo \S) •O, i.e., in the 
abscocc of dict:ct proccsPCs, the mtistical distribt1tion rc­
dn::cs to the io'lariaot mc.anue foc the appropriatc uni'ICCS!!l­
ity dass. 

Micro~m1c::tnct:s with reftccuon symmeti:y anda chaotic 
ctassical dynamics aa:: st11dicd in Rcfs_ [4-] and [5]. The 
an11lys1s is pcáocmcd in thc absencc of dl~t proce15ICs, so 
that the statistical d1stcibt11ion of thc S matcix is thc in'laciant 
mcanuc foc the tiaÍ'lccsality class in que!;l.ion aOO the rel­
C'lllOt spatial symmctry: the lattec is a symm:try oí the fu.U 
syncm tindcrcuns1dcration, Le., the ca'lity plus thc two lcads 

•A,!10 at ln111tuto de E'úica, Unwer1ida:1 Nacional Au1énon.1a de 

Méxic:o,OIOOOMéXico DE'", Me.;ic:o. 

PACS nun1ber(1): O'i.45.-a, 73.23.Ad 

that conncct the crvity to thc oi.iuidc. 
One pucposc of thc pcescnt papee is to cx.t.end thc srndy of 

Rcfs. [4-] and [5] to include the pcescncc of diLeCL proccs51Cs. 
Wcconsidcrtwo-<limenslonal systcms with spinless panidcs 
and conccntratc on ldt·cight (LR) symmctry only, i.c., sym­
mctcy tiodcc ccflection thcoogh an al..is perpcndicdac to thc 
cnrrcnt. We also cestrict thc analy~s to timc-cC'lersal· 
invaciant (TRl) pcoblcms. Onc paniClllac way of iod11cing 
dircct rcflcclioos is by add.ing pot.ential barriecs betwccn thc 
.r_ymnutrica!ry pa.ritianed wm1egu.ide.r and tt-c ca'lity. l{ thc 
two bacriccs are cqt1al, th-c systcm is fully LR symmetcic: ií 
the barriccs are diffea:nt, we ha-,.e a LR-symmctcic ca'lity 
coliplcd a.r.vmmetricalt_.,, to thc outside: tising the jai:gon oí 
nude.ar physicists [7], wc shall CJ:Íer to this type oí symmetry 
bcc.aking as ••ex.terna! mixlng," with an ob'liotu me.aning. 
An intcrcsting questioo, amenablc to experimental ob!ICCYa· 
tioo, is thllt of !he intcrplay bctwccn the symmetcy of thc 
ca'Vity and o.tcrnal mil..ing in thc mtirtical distcibt1tion of 
the condoctancc of nich a strnctt-ce: thc st11dy of that mtcc­
play 11 thc sc:cond main p11rposc of this paper. Fcom an ex­
perimental point of 'liew, mlcrowa'le ca'litics [8] and acot1s­
tlc syrtems [9] might rcpccscnt good candidate~ by which to 

study thesc qurstions_ 
That intcrpl.ay may also be t~ce and havc intcccsting: d­

fccts when (S)•O, as in thc case oí a LR·symmctric c:.avlty 
conplcd to thc outside by two wa'Vcgaidcs fcee of potcnti.!l 
barricn: but a.rymetriC'aHy loC'ated. This problem can be ad­
dce1tcd from thc poiat of 'licw of thc syst.ems dcscclbcd m 
the p~cding paC1gcaph in thc foHowlng way. One may 
think· oí a LR-symmctcic ca'lity coupled to thc ouuidc by 
fouc wa"lcgtlidcs, also placed symmctrically. We can bteak 
thc symmetry by pco,,.idmg, the two wavcg1.1ides on the right­
harrl side of the cavity, say, with idcntical bacriecs. The de­
sim::I pcoblcm is then approachcd in thc limit of impeactmble 
barricn:. 

Tt-is papee is oi:ganiz.cd as fol.Lows. 1n arder to mak'c thc 

10EiJ-M 1x.n .... 0001rBl1)/0l6?.0'ill5Jtl 15.00 6.3 016205-1 Cl?.OO:l The American Phy1ical Society 
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FlO. ¡ A ballut1ccluiooc c.aV1tywi1h IClltteringnuitril:gn•en by 
50 connl!Cted 10 1\\'0 waveguidel by n.1ean1 of !"'O barriers with 
w:a~nng ni.atrice1S1 and S~. 

papcr reasonably sclf-coatalllcd, we s11mmanz.e in thc na..t 
Ketton a atimber of concepu that wc shall be tuing ü1cot1gh­
Ot'll the papee, 51:x:h as the invarumt measucc and Po1non's 
kernel foc S matncc9 aod their apphcauon to chaouc SCll.ttcr· 
mg in AS cav1t1es, and the mvarumt mea~1ce foc LR· 
!i)'mmetnc systems. Scctrnll 111 deals with the problcm of 
fülly LR·symmetnc sy~ems m ü1c prcscace of d1a::ct pro­
cesi;es. The dtstnbuuon of thc cooclnctance is calc1.1lated far 
the panlcular case of onc open channel in each lcad anda 
du!.;onal optu:al matcil. (implylng dtccct cclkct.1ons), and 
contrastcd with the one obtaiocd foc an AS chaotic ca'VLty 
and the samc optical matci'll. {S}. Diffeccnt barrica: addcd to 
the two wavegi.1ides of an otherwise fülly LR-symmetric sys· 
tcm with no dirc:cr. processes g1ve ase to dtrc:ct tt:ftccuorn 
and nternal m1x1ng: the problem is sttdcd in Scc. lV. 
Again, the conductancc dimibillion is compiued far the onc­
channcl case and contrastcc::l. with thc onc obtaioa::I. foc an AS 
chaotic cavitJ with thc ~me optical matrix {S}. Thc problem 
of cxtcrnal mixing in a LR-symmctcic ca"Vil}' with a5ymetri· 
ca!ly posiuoocd lcacb and (S) =O is addtcsscd. iíl Scc:. V. 
Thc conductance dinrlbLition is calc.l1latcd and compatt:d 
with the ooe arising from thc in"Variant mcasacc in thc AS 
case. Fi.nally, fer the sake of completeness, we iocludc 11. 

m1mber of appendlces whctc sorne of the ren1lu mentioocd 
in the tc'JU are derivcd. 

11. THE S l\lA'l'RIX ANO ITS Sl'ATISl'ICAL 
OISI'RlBUl'ION 

G ARTÍCULOS PUBLICADOS 
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From the S matrix we can connn:1ct thc total tranrnun1on 
coeffietent, or .rpinf~.r.r dimen.ricnfes.r ronducumce 

(2.2) 

which lS pcoponional to the coadm:t.ance of the ca'Vity, 

(2.J) 

the factor 2 arising from thc two spin ditt:ctions. 
ln Oyson's scheme [ll] there are three basic symmetcy 

clanes. ln the abscncc oí any symmctcy, the only re~nction 
on S 11 tlntt.llcit)', i.e., 

ssr-1. (2.<) 

ren1lting from the ph}'sical ccquiccmcnt of flux c:;on~ation. 
This is the "unitacy" ca!llC, also desi~atcd as fi""2. Fer 
octhogonal symmetry, oc p-1, Sis symmetrlc, i.e., 

(2.5) 

becat1sc ene has e1ther t1mc-rever5al Ln'Vanancc (TRl) arx:I 
Lotcgral spm, or TRI, half·mtcgml spm and rotational sym· 
metry. ln the "s}'mplccuc" case (fil=4-). S LS sclf-dual be· 
caiisc oí TRl w1th half-mtcgml spin and no rotational sym­
metry. Fcom now on wc consider the K;attenng problem of 
.. spinlen" electro ns, so that the case fil =4- wlll not be 
touchcd t1pon. 

A convenient pacametriz.ation oí thc S matrix is the polar 
cepresc:ntation [12,13] 

s-(
., 
o 

ª)['-.¡h .¡; J'("' O\ 
ll2 . .¡;. ~¡-,,. . o ll4J. 

(2.6) 

whecc ,,. stands Íor the N-dimensionat diagonal matrix of 

clfenvalucs ""·• (n - 1, ... ,N) of thc Hei:mitian matrix. 
11 ; ti¡ (i• l, ... ,4.) ate arbltracy NX.N t1nitary matrices 

Íorf1'"'2, wlth the tt:!ilrictionlll-tif, t1 4 -1.1; forfJ""l. 

J. l'h• lt1•t111am 1ttttalu,., 

When the dassical dynamics oí thc systcm is chaotic, a 
statistical analysis oí the qt1anmm-mcchanical pcoblcm is 

A. The ~catk:rtng problr:m la the ablt11ce of 1pnt1ol 
IJTml'lth1tl 

- ~-called far. That analysi1 is ·performtd in tcrms- oí ··cn-

A single-dc:ctron !Cllttcring problcm can be de!lCribcc::l. by 
the !Cactering matrix S, which in the stationar}' ca¡¡e rclater 
the oi1tgoing-wave lo the inc.oming·wave amplitudes( 10). 
Fer a ballistic caYity conncctcd to two ICll.ds, cach wtth N 
transver¡e propagating modes (sc:e FLg. l}, the S matdx is 
n -2N dimensiona[ and has the Rmctucc 

s-(; ") " . (2.1) 

whetc r, r' are the NX.N rcfl.c:cr.Lon matrices (for incidence 
from either lead) and r, 1' the corcespotió.ng tcansmission 
matrices. 

semblcs" oí physical 1ystcms, describcc::l. mathematicall}' by 
an cnscmble oí S matciccs, crxiowed with a probabllity mca­
sua:. The staning point oí n1ch an analysis is the coo::;ept of 
inmrianJ mm.rure, which is a precise forml1lation of the in· 
tuiti'Ve notion oí «¡un/ ti priori probnhíli1ie.r in the space of 
scattcring matric:;es. 

Thc inYariant rnean1ce, to be dcsignatcd ª' dµ!~l(S), is 
invariant under the symrnetry operation ~clevant to the mil· 
.... ecsatity class undec conRdcai.tion [tl,14.], i.c., 

(2.7) 

Hea:, U0 ,V0 ate arbitrar}' bt1t fixcd. t1nitary matricc5 in the 

i1nltar}' ca!IC, while V0 - U~ in the onhogonal ene. Eqnation 
(2.7) defines thc- ciOCL1lar (onhogoDal, i1nitacy) cnsembles 
(COE, CUE). for fJ•l,2, tt:spccti\ldy. 

0162ru-2 
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2. Ch~eitk 1r:t1a1T111g bJ ..t.S ctn/1111 

The 1nformation-thcotttic approach of Rds. [15,16] luds 
to thc probabtlity d1!11.nbi1uoo koown as ?oinon's kernel 
[6,14} 

[det(J-(S)(S)1 l1'""'-'1" 
¿pC~l(S)"" d CPl(S), 

'~ ldcúJ-s(s)1ll'"" ' " 
(2.8) 

whctc thc invariant mcas:i.1re is as!:l.1mcd norma\izc:d, i.c., 

(2.9) 

Hetc, n""' 2N is thc dimensiona!ity ofthc S matriJl aod (S) is 
the avcragcd, or opticcd, S matrix, which de;g;::ribcs thc 
prompt response acisicig from dirert prares.;es. 

ln thc abs:cocc of dicc:ct proa:::sscs, (S}-0 aod Poinon's 
mcan1rc [Eq. (2.8)] reduces to thc invariaot mcas11rc for the 
um"Vccsality clan in qucsuon. lo tcrms of thc polar rcptcsen­
taúon, thc Ln'Y11riant mcan1recan be writtco as [17,18] 

dµ'' 11si-p''11(..)lI1 d<.,II dµlv,). 
.. j 

(2.lO) 

Hctc, thc joint probability dcnsity of { -r} is 

C~ being a nocmalltation ccmst.ant and dµ.(11;) dcnoting the 
invariant mean1ce on thc Lmitary group U(N) fer matrices 

Fer (S) ""º, a nscfül constnictioo oí Poisson's ensemble 
is gi:vcn in Refs. [ 19,20]. Considcr thc systcm shown in Fig:. 
l: it con si ns of a cavity dcsccibcd by thc n·dimcosional scat· 
tcang matciJL S0 , conncctcd to two lcads by thc t1.11md bar· 
tices dci:cribcd by thc n Xn scaucring matrices 

( ,, .; ) s,- (2.l2) 

" "· 
l '' .; ) sl"' . (2.l3) 

1, '1. 
ccspcctively. Wcbt111ch thctwo Lcads into a ··n1pcrlcad" and 
conilnict thc 2n X2n i:cattccing matciJL S,, 

( ,, o " ~') ( ,, r;, O ,, o s,-
,;) .. lJ o 

(2.l4) 

'• '' 
,o ,, o ,, 

Hccc, thc varions block·s (rb, cte.) acc n dimensional. Thc 

scattcring matri1 So fer thc C-':vity can be writtcn in tcrms of 
~ scattcrlog rm.triJL S fer thc full systcm {cavity 

+barrn:ts} as 

131 

PHYSlCAL REVlEW E 63 016'.W!! 

(2.lS) 

One can pcovc {1~1 16,19,20) that l>ctwccn thc invariaot mea· 
n1ccs fer S 0 aíld. {oc S wc havc thc Jacobiao 

[ det{ J -(S)(S) 1 )J''"" - '1n 
d '.~l(S )- d C.8l(S} 
I' 

0 ldcúJ-S(S) 1ll'"" ' I' . 
(2.l6) 

Now, ¡{ thc matriJL S0 fer thc cavi~ is distribtncd .aa::ording 
to thc iovariant mcan1re, 1.c., dµ.( 1(So), thc distribt11.ioo o{ 
thc tcansf'orrned S satisfics 

(2. l7) 

and we obtain Eq. (2.8), the optical S bcing gi.veo by thc 

n·dimeosional matciJL 

(2.l8) 

Tlie N= l, /J• l rrue. The T di.stribution. We oow con· 
sidcrthc distribuuon of the S matriJL íocthc system show o io 
Flg:. l focthecaseN= l andp• l. The matricesS0 ofthc 
ballistic cavity, S 1 and S1 ol the two mnocl bacciets, arrl S 
[cdatcd thcot1y;h Eq. (2. lS)] ace 2 X2 and havc thc stn1ctucc 
(2.1) with t' ""l. la thc polar ceprescrution (2.6) ~ have 
thrcc io::krcnQ:;ot pacamcters r, 4'. f/I, whca:: ~ havc writ· 
ten v 1=e'lio, v 1 •e' .. _ The cangc oí variation oí the5e pa­
camctecs Í5 takcn to be 

re(O.l]. 

,¡,,,¡,e [0,2w). 

1n tcrm~ oí (2.19), S can be writtcn as 

(' ') ¡-~,"· S• . t r' - .¡;;.e''"-toil 

.¡;.e'' "6-t oÍ) l 
~l-reH<I ' 

and thc invariant rncan1rc oí Eqs. (2.10) and (2.11) as 

(2.l9) 

(2.20) 

(2.2l) 

Thc di5t.cibt1tioo of S iJ givcn by Poi~on'!i k·ccoel. with 
the optical S matri'JL 

(2.22) 

Subilttlltiog (S) in Eq. (2.8), Poi!ison's meamce can be writ· 
ten as 

0162fil-3 
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By ddiatUon, thc a::n1!ung dtunbutton of thc tranrnunioo cod'ficicit. Tcan be cxpa::ncd 11.s die intc8f11.l 

For d1is dinnbtu1on, Reí. [6] glvcs thc cJl.flrcsston 

whecr: (···).,,.;denotes an average O'Vcr thc 'l/ariablcs <p and 
I/¡ ovcr thc intccYal [0,2w]. Whcn r 1 = r~ ""º• thc abovc a.-
pa::ss1on (2.25) cmtlCCs to • 

l 
w0 cJT)·~-. . 2.fi' 

(2.26) 

as 1t shotild. Fiji.la:: 2 bdow (Scc. 111) shows wíth dottcd 
lines thc evolt1t1cm crf w,1,,;(T) for r 1 ""f~"'(r) with thc 

pacamctec (r). obtamcd from Eq. (2.25) by m1merical lntc­
gmuon. That d1stnbut1on tcod., to 8(n as (r)-- - l. 

To Íl1nher 1llt1stmtc thc phy!i!c5 rcn1lung from thc 
S mntnx. dt~ribtlticn (2.23) wc nm1!y~c thc tpcci2! case r 1 
..... Q, so that the right barricr is the only ene pa::scnt. Far this 
caK, Eqs. (2.2J) 11.nd (2.21) SLVC, fur the joint pm!WJil!ty 
distribt1tion oí the paramctcc¡ r,<f,, lf¡. the cx.ptCision 

(2.27) 

Flü. ?.. Shown \\~th a heavy line h the evolution of the distri· 
bution "'{')( T) of Eq. (3.11) wlth the para meter ( ~} = - COI ~ for a 
chaotic eavity with full LR. tymn:ietry. Cases , 

=-;rn,-rrt4,-;r/8;rríl2 are 1hown in (aJ,(b),le).(dJ, re1prcti~ly. Tht: 
dOlted line1 1how fer con1paci1on the T di 1tcibutlon corre1p::inding 
toan AS c;avity \\~th l'M'O identic.al b.arriers 

(2.2•) 

(2.25) 

We firn notice that the angrilac variable q, is uniformly dU­
trihuud foc ali ,.~. ln this particular case the T probabtlity 
density oí Eq. (22!i) can be intcg:cated aoalytically, to ~ve 
(:í] 

(l-lr'l1 )l'1 
wo,,.7CT)"' 

2
.j.¡ 2 F1[3!2;3/2;l;lr~j 2fl-T)], 

(2.28) 

2 F 1 bein:¡a hypecgeomctnc::fum:tion [21). 
As a check, we c::onsi&:r two limitiog sitt18tions. First, fer 

r~ -=O we havc a ballinic cavity wlthotit pcompt response. 
The probabtlity distctbution íor S, dPa.cf...S) [sce F.q. (2.27)], 
goe1 back· to the rnvariant meaS1.1ce (2.21), a1 ít should. Scc· 
ond, we obstn1c:t the right lead by making thc: bacriec t~re a 
ped"cct refkctor. As a reS1.1lt, r~"" -1 and it can be shown 
{9Ce A.ppendiJL A) that d P0,,.;(S) rcdt'ICCs to 

dP0._,csi-•Md~H~ .¡,-~)+~.¡,-;~))d.¡,, 
(2.29) 

whecc the angles in the argumcnu: of thc delta ftmctions acc 
defi.ncd moch.1!0 2w. We sce from the above a.pccssion that 
the dinribt1tion of risa one·sidcd delta ftmction at zero, i.e., 

w(T)-O(T). (2.30) 

so that the tcansminioo tcads to zero, as npected. Al~o. the 
distribution of 1/1 eonsists oí delta ft1nctions c.cotea::d at '11!2. 

-· and )w/2, so as to enn1rc thcvaai.shing of the wavc ft1act.ioo 
at the impenetmble barrier. lo centran, as alccady noted, the 
variable <P is uniformty di5tribmcd írom O to 2'11. In this 
limitin;¡ case we end tlp with a ballinic cavity conno::ted to 

ju1t one lead: tht.l!l the result;ng one-dimens;ona( S matri.t r 
- - eu" is distributed ar-rording to the in11ariant mea.1ure. 

Now we ge back to the intermediate ca!lC in which r; tn 

Eq. (228) is~ aod - l<r;<o. Wc show in Ftg.!i bclow 
(Scc. lV) with dotted lincs the evolt1tion ofthe Tdistribution 

fer sc...eral valt1es oír~, obtained from thc analytical a::stilt 
(2.28). 

B. Tht 1catttrtnB probltm for'J'Rl, LR4ytnmtb1c sya;ten 

In the preDCncc of 11ddtional symmctries, fot fi.J1.ed 11a!t1ei 
fot ali qt1antt1m n11mber1 oí the ii.1ll symmetcy grot1p the 
inv11ciant crn1cmble i~ ooc of the thtcc cl¡m1lat ensembles in 

01520S-4 



G ARTÍCULOS PUBLICADOS 

ELEC1RON1C TRANSPORTTHROUQH BALLlSTIC. 

Dyson's schcmc. Tht1s for cc:Rcction·symmctric: systcms Sis 
block diagonal rn a basis of dcfinitc parity with tt:~cct to 
Lcll.ccttons, with aciCC1.1!arcnscmblc in cac:h block [4.S]. 

Foc 11 systcm wtth TRl and LR symmcu:y thegcncr.al form 
of thc S matrix is 

s~(~ :). (2.31) 

Wlth 

,..,. ,.r (2.3211) 

t"" tr. (2.J2b) 

All thc matrices with thc sta.icturc {2.31) can be simt1lt11.· 
ocoulsy brotight to block·diagooal form tuing thc rotation 
matrtx 

(2.33) 

whccc. J,., is thc N-d.imcnsional llnit matri~. ln fnct, 

/-.]· (2.34) 

with 

(2.35) 

Siocc S is 11mtacy acxf symrrctnc, so are S' aod the two N 
XN matrices s':!l. While S has thc ccstrictcd form {2.31), 
s(:!) aa:: thc mo.l't genem{ NX.N ~itary and symmetric, i.c., 
p~ 1, matctccs. 

l. 1·111lnMrltfm11tto:111.n 

Ttic rnvariant mC11!>l.1rc foc S matciccsi witli thc stnTCL11a:: 

(2.31) was fourrl in Reís. [-4-,5], ba!ll:d on thc con~decation 
that two arbiu:acy tmitacy symmctcic matrices .re?) can gcn­
cmtc the most gencai.! llnitaey S matrix. with the !1lrnelt1tt: 
(2.3 l). Thc mvaaant rneasucc foc matrices ofthc ÍoCTTl (2.31) 
can be wcittcn as 

(2.36) 

whecc dµ.' 1 )(i11) is thc invana11 mean1cc disaused abovc 
foc unitacy and symmctác matrices (fJ= 1) ln thc abs:cnce of 
spatial symrnctctcs. 

2. Cht1orlc rcmtulllg b1 i¡rrcm1 wlrh /11.11 LR q11tlflllf'1 

111 rhc t1btct1CC of tllr«f protYHCI 

lt has bocn fotind [.5] that singlc-cla::tron scattcáng by 
clanically chaotic caviues w1th LR symmctcy and in t.he 
absencc of dicect. procc~cs is wcll dc!enbed by t.hc iavar1aot 
mcanirc discusscd abovc. 

The N""' 1 ca.re. Ihe T di,nribu.Iian. Refcrcacc [4.J fi.nds t.hc 
distnbut1on oí thc total tmnsmission cocífi.cicrt. T for the 
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oac-channd casic (N"" l) arising frorn thc invaáant mean1te 
(2.36) as 

l 
w{T)- . 

w./T(l-T) 
(2.37) 

lll.S\'Sl'EMS WLTH "l'Rl ANDFULL LRS\"MMEl'R\' LN 
THE PRl!SENCE OF OLRE:Cl' PROCESSES 

ln thi1 sectioo wc smdy a TRl systcm with f11U LR sym· 
mctry, j115t as io Sec. 11 B, but cow admiuiílg thc ponlbility 
of dircct proccs9Cs. Fer thc systcms analyzcd in Sa:::. Il B, thc 
a\'cmgc (or optical) S matcix. (S) vaaishes, iadicating thc 
abl.'Cncc of a prompt tt:spome, whereas now (S)+O. 

Thc S matrix. has the strucU1re of Eq. (2.31), and so do~ 
(S). i.c., 

(M (t)) 
(S) ~ (t) (,) ' (3.l) 

with 

(3.2a) 

(3.2b) 

bciog NXN blocks. Both S arxi (S) can be brought to a 
block-diagonal foCTTl by thc rotation mm.áx. (2.33): S bo;:;ornes 
S' of Eq. (2.34-) and (S) beco mes 

(3.J) 

At we notic:ed rig.ht below F.q. (2.35), .1,(::tl e.ce the llWJt 

genemf NX.N u.nitary and .r_ymmetn'c matrices; thcy thtu bc­
loag to thc P-1 llni\'ersalit.y class. Thcir dinributioa is 
g.iven by two statisticalty indepcndcnt Poisson kemcls ofthc 
form (2.8), with <.rt::tl) as thcic optical rnatnccs. Dcnoting by 

d P(s)(S) thc S matcix. distribtllion, wc ha\'e 

(3.4) 

whea: 

cJp(>'"'l)(.rl::t>) 

[dctlf -(.r'1')<.r'':!.l}l)]'"+11n 
- N cJµ.(l)(.r(':!.)) 

ldct(fH-.r!:!:)(.r'':!.))f)IN+I -

(3.S) 

0161.CS-.5 
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~ - [dct{IN-{sc-t >){.re-+>) 1 )]<N-+1 )12 [dcú/N-(.rC->)<.rC-J)I )JCN-t IJI.! d ~,1 )( S) 

d P<s¡(S)- ldctUN-.f-+l<.f-+ ))f >IN-tl ldct(/N-s'-'{.r'-')' >r"'" 1 µ 
(3.6) 

whea:: dÍJ.( 1 )(S) isdcfine:d Ln E'.q. (2J6). 

Tlic spccial t:allC of no dlrcct tamsmis~on, {1)"'-'0, i.e., 

( 
(,) o ) 

(S)~.o M · (3.7) 

can be wnttcn u 

_ [da11.-M(,)'lJ"•' 
dP(F)(S) .. i dei¡iN-,f( ... ,\r} r)¡ ., ... 1ideti ;N-s(-)<,l 1 ll ., ... l 

(3.8) 

Physic:ally, t.his callC cotild be rcaliz.cd by f111ty LR­
symmetric stnictmes with no dl~t processcs, to which iden­
ucal barriers (w1tt1 thc /J= 1 symmctcy) are addcd in the two 
lcacb, c.ach w1th a rcfl.ccuon matm. [scc Pq. (2.18)] 

(3.9) 

The !Úttvnion 1s illnstmted in Ftg. 3 11head but with cqual 
barrtcrs. 

Tht N=l CHI!. l'ht 1' dl!itr1but1on. 

1n Lhis C45c, F.q. (3.8) la:iticcs lo 

whecc (r) and .r!:t) are now 1)(1 rrmtrices, i.e.,jt1n complc. 
nl1mbers. The dl!itribuuon oí T can t>e obta.incd from the 
genecal exptcsslon (2.24). For <r} ret1f, sorne oí the relevant 
neps are fo11rid in Appeod.ix. B, the final ren1lt being 

s 

s, .r-~· 
/ 

-;:::::::>·'/ .\ 

\ 
', --.. ,_ 

'\.,,~ 
\--l'":_:~:::·-. 

,/ 
.// ... 

FlO. 3. A ballinic cavity \\~\h reflection 1yn1mctry d!iicMbed by 
the matMx: S0 , connected k:i two waveguid!is by roean1 of twc bat­
rier1 descMbed. by S1,S1. The batrier1 give rhe to direct prccesse1 
2nd, if they a~ different, 1he LR 1yn1n-e1ry of the full 1y1tem h 
broken (extem.:;I mlxin&J. 

Tl'C dis:tribuuon (3.11) L$ plottcd m Fi¡:. 2 far SCYecal "'11[­

t"ICI oí< r) aod comparcd., m tl'C 111.mc fisi.ire, with the d1stn­
bntion cocces:ponding to 11.ri AS cavity with the sarne <S), as 
given by Eq. (2.2.5). 

Far < r)"" O, the dinribution of Eq. (3.11) rcd.l1ccs to that 
oí Eq. (2.37), wh1ch i11 symmctcic with tc!lpcct to T=4. so 
that T andR"" 1-T are 1denticatly distcibuu:d; thi11 íeamcc is 
los:t when <r)""º· as srnall T's become mace probable. As 
(r)- - 1, both dinrib11tion11 shown in thc fi¡i.1tc (i.e., foc 
LR-symmetric and AS S)'Sti:ms) tend to S(T). 

IV. BREAKING "lltE REFLECl'ION SYMMETR\" 01.1" 
CA\lll"IESB\" DIREcr PROCESSES 

ln this KCtioo we stt1dy a TRl configi.1catlon coasistmg of 
I! bl!ltistlC cav11y wlth LR symmctry aod. scau.ering matnx. 
S 0 , cooaa:tcd to two symmetncally pos1tioocd wa ... csuides 
by mcans ofbacrteCll deP.::nbcd. by S 1 arrl S 2 , cespcct1vel), m 
general, the bl!rciers act: allowcd. to be diffeccat. This ar· 
rangement mtrodlicet dicCC'. ccftections 11.nd a hrenlalown of 
che reftect~n .1.vmmnry (scc Fig. 3). As a ces1.1ll, while thc 
scattcring mateo~. S0 af the Cl!"VÍty plus thc symmc:trically po­
sitioncd. wavcg1.1ides, but aot includi.ng. the b.11.rr-iers. h.11$ the 
restrictcd s:tn1cture (2.31), (2.32), the scattering matcix. S of 
thc total S)'stem indlid.ing tl'C bacriers has the more genec:al 
íorm (2.1), (2.5). Now, Sis geoecatcd from S0 through thc 
invecsc of thc ~lauon (2.L.5); thtu, vuytog S 0 acron its 
manifold oí indepeodent paramcters, bt1t kccpingthe baráecs 
fi:x.cd., genemtcs a matrix. S that vl!ries ovec I! manifold with 
thc same dimcnsiooality. ln what follows we cestrict ot1r­
selvcs to thc oae-chaanel c:ase (N=l) m cach le.ad. The 
ml!tnces- S0 can be cx.p[Cssed lO terms of IHC 1r:depcncknt 
com.inuotn parametcrs (pltn a dlsctcte pacameteC" u), as <r:t 

Eq. (4-.?) below, whlle S hu the more geoerl!l focm (2.20); 
thus thetc shol1Ld be an algebcaic celatioo connccting the 
thrcc continuons plltll.rrct.ers r,t$,f/¡ appcaring io the ll!Uec 
eqnation;-

We want S0 to be distribl1tcd accoi:d.in¡ to the invariant 

mcan1~ dj,.º'(S0 ). la pánclple, the tcanri"ormation betwccn 
S0 arxl S (for fix.cd S 1 a.ad S2 ) defi.ocs uniq1.1ely the ceS1.1lling 

sui.tistic.al distribution of S, te be calla! df(S} [scc F.q. 
(4-.2 l}]; fer that pucpose one co11ld fi.nd the J.acobian of the 
trand'ormation rclating Sto S 0 , both matrices being subject 
to the restrictioos cx.plainal in the pccvio11s pacagrAph. ln 
what follow11, though, we find it convcoieri. to compute 

d fo(S) proccxding alonga simpler routc, tak·i~ advantage of 
the Jacobian bctwocn u.nre.11~fr:1ed S matrices th.11.t we a!cr;ady 

koow from Eq. (2.16). ln fact, the me.asure djj,11l(S0 } can be 
fint cx.presscd. as the mcan1cc d µº'(So) of unre.rtricud 5 0 

matrices of the foan oí Eq. (4-..5) bclow times the appcopáate 
delta fuactions that pcovidc the rcqt1iccd renciction [sec Eq. 
(4-.6)] 11.mong the thrcc pacameters r 0 ,(/>0 ,l/J0 . Ncx.t, Eq. 
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(2.16) e>..prcsscs dµ.' 11(S0) in tecms of dµ' 11(S), thc factor 
in froat oí dµ. 111(S) tn F.q. (2.16) bcins die Jacobi.an oí thc 
transformation from tll1restrictai S0 to uatcstcic::ta:I. S matri­
ces. Finally, the identlty (4.21) gi...es thc reqnirai distcibt1tion 

dP(S) for the S matrices. We procccd to implement this 
g;:;hcmc in dctai L 

The rclationship bcr.wcco the s.:;41.tcring rm.trix 50 for !he 
c.avity aod the matrix S far the füll sys:tem is given by F.q. 
(2.1.S), wlth 

(<.!) 

, r ,; ,,-
.o 

(4.2) 

Hea:: ali the matrices ate two-dimension11l, so that the variot1s 
entries <11.re jnn complcx. rmmbcrs. We tht1s ha:ve 

l•.ll 

The matITT. S has thc sr.ni:::a.1re (2.20), whilc S0 has thc stn'lC­
lllre (2.31). i.e., 

s,- (
'o 

•o 
'º). 
'o 

lt will be tncfnt to wnte 5 0 of Eq. (4.•t) in the polar 
a::prescritation (2.20) as 

.¡;¡~11flc¡-..;º1] 
~l--r0e~;Pr, • 

Howcver, the three paramcteC"s 'T0 , <Po, aod f/10 act oot iode· 
pcodeoL lo fac:t. the stnlClllct of S0 :glveo in Eq. (4.4) lmplies 
a rclationmip betW<:eo the two angles t/J0 aad f/10 • i.e., 

(4.6) 

or, taking the sq11are root on both sidcs 

e•ih.,.iae'"ci, (<.?) 

whece as± l. Equivalemly, 

(U) 

The most geneail form of S0 is thm1 

[
.¡t=":;¡, iuF.] '• s,- - . e- ~ ' "'· 
ravT0 vl-'To 

l•.9) 

wnuen in tecms OÍ the iodependent pararretc~ T0 , <Po aod 

the di serete variable a, which have the renge of variation 

(4.lOa) 
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~e[0,2'11], 

a-±1. 

(UOb) 

(<.!Oc) 

From Eqs. (2.33)-(2.35), the matrbi. S0 can be di11gooal­
izcd by a 'IT/J. rounioo to g,ive 

(ül) 

whect 

(<.12) 

aod 

(Ul) 

With the rengc of variation (4.10) fer 'To, t/Jo. aod a. e'.~+> 
11nd r;1r' covcr twicr the toros defina::! by the two aogles 
9~"t» 'º-). 

ECJ.iatioo (4. 12) is a transfocrnatioo from the paremcters 
T0 , t/J0 , anda to the paramctee5 t1o"tl, f/'0- 1, who!DC Jacobi.ao 
c11n be wrlueo asi 

(4.1<) 

Both sides of this last eqi.iation inu:grnte to l if the left·harxi 
sidcis intcgrnt«l.io thcrcgion r10-t 1,r10-le[0,2'1T] andmtil­

tiplicd by 2 to ac::ot1ot fer the Íllct that the rcgioo is visitcd 
twicc, aixl. the right·hand side is intcgmtcd in thc cq:ion 
spcrificd by F.q. (4.10). 

Accocdiog, to F.q. (2.36), thc left·haod sidc of F.q. (4.14) 
rcprcients thc lovariant mez11:1.1cc for S 0 matrices with LR 
'ymmctcy. A fuoa.i.Dn f(-r0 ,t/Jo,a) can De trenslatcd iota 11 

funct.ioo l< !10 "tl. !10 -
1) u sin¡. thc transf ocmatioo (J..12)~ its av­

eaige ovcC" thc S0 iovaci11ot mC11n1rc can thLis be wriuen as 

Hca:, on the left-hand sidc wc iotq:tntc ovcr thc tonu 
9!, "tl, 110-i only onee. S1.1ppo11e oow thllt wc are giveo a ú1oc­
tioo F( To ,t/Ja ,f/lo) = F' (To, t/Ja ,e•f"o) of thc tlirrr paromellrJ 
appcañng in Eq. (4-.S) ancl. we want to comp11tc its avccagc 
O'i'CC" thc abovc mcasua:. Fir!>t, wc makc: tuic af Eq. (4.7) to 
climioatc: l/1o and writc 

(<.16) 
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wherr! /( 'To,tbo,u) 11.ndJ( ff0+l, (/-0-'). havc thc samc mcan­
ing as in Eq. (4.15) above. Thc average of this fünction can 
thas be wcittcn as in (-4-.l.5) ~md stibscqlleatly as 

whca: wc havc micd. Eq. (.-..8). Comparing thc left. haod-sidc 
of Eq. (4.15) to thc ris,:ht-hand ~de of F.q. (4.17) wc t.htu 
WCllC 

d~," d~,-) - 2[ ~ ,¡,,-</>,- ~) + ~ ¡,,-q,,- i~) 1 
2'11 2w .[l=- 70 

X d'To drbo di/lo 
2Fc 2'1T 2'1T. 

(4.18) 

wh~ thc symbol ...., trdicau:s that thc two mcasoa:!il aa: 
c:qmvalcnt when thc tcft· 11.nd ris:ht·hand sidcs are 1.ued. to 

lntq¡ratc thc f11octions j( 'Í'0+) ,Ú0-l) 80d F(ro,rbo,l/lo), rc-
5Prctivcly, dcfinr.d abovc. Obviotuly, thc 11.ngles in thc argtl· 
rrcrx. ofthcddta füoctions 11.bovc are defincd modrio 2'1T. As 
wc havc 11.lrcady noticed, thc lcft-hand sidc of Eg. {4.18) is 

thc lnvariarn mr.asutt; tJji.( 1l(S0) for scattcriag matrices S 0 of 
thc form {4.11), i.c., far 11. LR-symmctric cavity. On thc other 
hand, Eq. (2.21) shows that the Lan line of Eq. (4.18) is the 

lt remains to a.ptt:s!I the variables l/J0 ,,P0 ,r0 appearing in 
the delta-fono.ion a~imenu in terms of l/J,tP,r. This is done 
m Appendix. C for the pactCular case in whCh barci.er 1 is 
traospaccm, so that its !leattering matri11. 51 crf Eq. (2.12) is 
the Pal1lL matcix u.,. and bacrier2 is de51Criba::I by Eq. (2.13) 
with rea( matrix elcments. The re!>1.1lt is 

(423) 

with 

G AR.TÍCULOS PUBLICADOS 

PHYSlCAL. REVlEW E 63 016205 

invariant measm:c dµ( !)(Sol for !Cllttecing matrices 50 ofthe 
more geoccal form (43). The cctationshtp bctwecn the two 
meamccs 111 th11s 

Hett:, thc ddta f11octions renric:t the spacc of umtary allf 
symmctric matric:cs to the n"bsp8CC of matrices of t~ form 
(H). 

As was CJ.Plaina::I at the beglnnin;: of this scctioo, wc oow 
cx.pre\111 dµ.0 l(S0) in terms of dµ .ll(S) 11sing Eq. (2.16). 
That eql'llltion cca,b. fer the present case, 

We st1brt1tute thts last cqtiation mto Eq. (4.19) and t15C Eq. 
(2.21) to npress dµ10(S) in the polar cepre~ntation. We 

also note that the meanuc d7'-11 l(S0 ) appearing on the !cft· 
han::i sidc of Eq. (4.1!>), Le., thc dlffett:nual pcobabihty asso· 
eiatcd w1th the matrices S0 [having the form (4.4.)] for the 
LR-symmctric eavity, m11n coincide wtth the differenUAl 

probability d'Pr"(S) we are lookins: fer, assocLatcd wtth the 

tcansformc:d matrices S [having the form (2.20), but with the 
appropriate restrictions], i.e., 

We thns have 

xH V>-</>-a{</>)- ~) 

+4 .. -</>-a{q!>)-3~)¡. 

(4.21) 

(4.22) 

a( t/>) being given by Eq. (C7)_ Wc m=all that the aogl.es in 
the acg1.1mcnts of the delta fonction~ are ddiocd modtilo 2'". 

016205-S 
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flG 4 A. balhsllc choot1c Cilvity umh reftection 1ymIL"'l!try con­
na;tr:d to just onc lcad, rupp:irtrng OllC op:n ctu:rnnel, in the a bum ce 

ofdirect proce11e1. The one-dirnen1ion<ll S n\atrix ,.= -,, ~Jjl i1 di1-

tnbutcd acconiing 10 the 1nvari:lnt nita1ure 

As a first check, set r~ -o, cor~spoC1ding to the case oí 
no barriers. We obtain 

• dr d,Pl[j ~i 
dPa.J.S)- 71..)7'{1-r) 2'112 ºl ¡/J-rP--;¡ 

+81 ¡,-,p-i~) ¡d... (4.25) 

Thanks to the delta :fmictions, we et:eo'ler the shi1ation oí LR 
symmctcy. As a.pa:t.cd, die ri¡ht-haod side of Eq. (4.25) is 
the ia'lariam mcan1re crfincd. far that symmcuy, Eq. (4..18). 
As a secoad check, we analyzc thc e.ase r~--1. which 
com::sponds to obstmct.in:g tlie waveguide on thc rigtL We 
show in Appcndi'X. D that Eq. ('4.23) givcs in this CllSIC 

The cond11ctancc distnbntion rcdllc:cs to a one-sidcd delta 
fünction at z.ero, as it shot1ld. Nouce that thc "Variable tP is 
tioifocrnly distrlbt1tcd iri thc two ex.tet:me ca!ICs r~=O arid 
r~ ... -1; this is not so for an arbitmry value of r~. lo thc 

limiting ca!IC r~ = - l wc cod tip with 11. LR-symmctric bal­
listic ca"Vity coooectcd to jtut ooc lead (!lec Fig. 4): thc rc­
su\ting onc-dimr:nsional S matri-,., i.c., r- -e1 ,.\i, is dstrib­
mc.d. accocding to thc inwufont measure: thcet: is th1u no 
effect feftof the LR s.vmmetry of the ctwity_ lo fact, thc right· 
h11nd sidc of F.q. (4.26) is idcntical to th11t of Scc:. 11 A 2, F.q. 
(2.29), for 11.n AS ca"Vity with thc right·hand w11.vcgi.1idc ob­
stnic~d As wc shall s:oc latcr on, tn Scc. V, this is a pccu­
hanty of thc one-ch11nnd casic. 

To gct thc jolrit distcibutiori of r and ,P for arbitrary r~ we 
iritcgratc Eq. (4.24) O'V« f/#. Wc fiad 

2'112 .¡;. 1 J1--rl1- ,~1)- r;re1;~1. 

(4.27) 

The T=r distributioo w(T) is obtaincd by lntegrating: 
q,~(-r,,P) o,,.cr ,¡,_ Fi~1re .5 shows (solid llncs) thcC"Volatioo 

or'wcn with the paramct« r~ _ The peak in thc salid a.uve 
in Fig. 5 socmi to arisc from thc peak· that is 11.t T= l origi-
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Fl.G. !i. The clld line 1how1 the evohnion cX the Tdhtriburion 
obt.ained by nnroerical integration over 4' cf. Eq l4.27J for a L..R­
synn,etric cavi1y and one barrier defined by r; = - 001 '· as 11 func­

tion of the paran."ltter '· P11nel1 l11J, (bJ, (cJ, (d) show c111es ' 
= '1Tn,:ül4,:ül&,'ITl32, re1pediwly. The dotted lines show. fer con1-
pari1on, the diltributlon1 that correspond toan AS cavity and the 
111me barrier a1 for the corre1p;inding heavy line1 

011.lly (i.c., for r~""'O); that peak thcn "tea.veis" towards T 

-o as lr~I inc:ccascs. lo thc samc figi.1cc wc c:ompaet: th11.1 
scqncnc:c of di1tribntions with tho!IC c:oa:cspoociiog toan AS 
c:a-vity (dott.cd. lincs) with thc samc r;. 1n theformercascthf 
sysUm "remnnbers" · in a ro.tMr ronspicu.ou..r wt1.l' 1ha1. al­
thou.gh the resulring rollfigumtfon is as_ymmetric. the ctwirv 
has LR swr1merry. 

V. BREAKING THE REFLECllON S\'l\-ll\-IETR\' OF 
CAVITIES WITH AN AS\'l\-IMEl'RIC POSITION 

OF THE WAVEGUIDES 

ln the present 1ectioo we 11.t1dy thc cffcct of ex.tcrnal mi1-
ios of LR i;ymmctry in thc absicocc of direct proccs!ICs, L.e., 
for <s) •O: thc problcm wilt be that of a LR-symmctric ca-v­
ity c:onnectcd to two asymmctrically positioncd. Wll.'Vcgt1idcs 
in the abilCrx:c crf b11.rriers. Wc proc:ccd. as follows. We fint 
c:onsidcc thc LR·symmctric cavity comx:ctcd to Íollr sym­
mctrically posiüoncd wavegllidcs (C11Ch 11.1ppoctiog one open 
channcl) by meaos of {011r, in geoccal diffcctnt, barcicrs, as 
shown in Rg. 6. Thc two bacriers on thc lcfr.-haoci sidc aa: 
thcn ccmo-.cd, whilc tho!IC on thc right aet: m8dc pcdcct rc­
ftcctors. 

We cal\ S0 thc matri1 ar.sociatcd. with thc LR-symmctcic: 

FlO. 6. A ballistic ca\11ty conneded to four waveguides 1ym­
metrically locllled, by n-.eans offour, in principie dif&rent, bar~ert. 

OIO'l!lS-9 
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cav1ty conncctcd. to the fot1r symmctrically locau:d 
wavegt1ides LO thc ahst!nce of barriers. The matri1 S ln thc 
prescncc of the fo11r barci.en is then gt\'en by Eq. (2.15), i.c., 

' l S=r¡,+t¡,---,Sof,,,, 
/4-Sor¡, 

(5.1) 

whecc 

1'!1 o o 

~) ,,=,~-( ~ ,, o 
o ,, 
o o ,,, 

(5.2) 

,,-( ~· 
o o o' ' ' o o o' ' ' ,, o ~J ' ( o 

' o 

~J 
,, 

o ,, r¡,- ~ o ,, 
o o " o o 

(5.3) 

As cx.plalm::d above, we now l)pen the left wavegt1ides 
and block the nght ones by meaos of perfa::t ccfl.a::r.on, so 

""' 
' ( º' r,,-r,,.= o, 

o, ) 
-11 • 

(H) 

whecc / 2 and 0 1 d::notc the two·dirrcnsional unit and zcro 
matrices, a:specfrvdy. 

The4X4 matci1 5 0 has thc stmctncc (2.31). Le., 

'º)' 'o 
(5.5) 

whece ..-0 and t 0 are two.dimensional matrices. The maui1 S 
of Eq. (5.1) tben reads 

_º,J. (5.6) 

The 1-1 block oí the abo'le cx.pcc11sion is thc 2 X2 scat· 
teci.ng matri1 of tlie final system consisting oí a LR­
symmctcic ba.llistic cavity conncctcd to two wav~1ides on 
the left (sioc Fig. 7), i.c., 

(5.7) 

Using the rcn1lt (2.35) we can cx.pccss r0 and t 0 as 

(5.8) 

(H) 
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FlG 7. A ballinic ch:otic cavityconnect1ed to 1\1.'0 Mymroetri­
eally located waveguide1, wlthout direct proceues. The cü1tributiC11 
ofthe two.diruen1tonal S n'l:ltrh: u "°' the i nvariant roe:uure, but 11 

elote to 11 

whe<e .l~ 1are2X2 noitacy aod symmctric matrices 
A m1merical calculation was performcd, in which fonr­

dimcasional S0 matrices we<e gencratcd Wlth a distci.b11tton 
corresponding to theLr 1nvanant meas11ce: th1s was done by 
connmcung an ensemble of .re::¡ rm.tt'LCCs, Eqs. (5.8), (5.9), 
d1stt'ib11tcd as two mdependent COE's. Frnm Eq. (5.7), the 
res11luns S matrices wett: then cv.11.lm1.tcd. 

Thc distrib11tion of the tt:sulung tmnsm1ss1on c:odfic1ent T 
is shown LO Ftg. 8. For compaason, the dstabntion 112./f 
corrcsponding to .11.n AS C11.V1ty connected to two one-c:hannel 
w.11.vcgi.1ides and with (S) ""º is shown with a dottcd linc. 
Althoagh the LR-symmctac Cll.Vity with cx.tern.11.l symmct.cy 
breaking has a Tdistnb111ion vecy do9C to lf2[i". there is 11. 

i:LSti!itiolly i:tgnifieant dcvtatioo wtuch md.i~s that the re­
snlting system has 11. memory of the point symmetry of the 
cavity. This is to be contt1nu:d with the tt:n1Lt mentioncdjust 
befare F.q. (4-.27) for the single one-c:hannd cav1ty illusmtttl. 
in Fig. 4-. 

VL RESULTS ANO CONCLUSIONS 

Onc of the main purposes af the prescnt papcr has been 
the CJL.tcnsion of previom1 ~ndics oa transport tllrcrngti balli~· 
tic c:haotic cavities with reflection symmetry to lnclude the 
presence of dircct processes. ln Sec. 111 wc trea!.cd thc prob· 
lem offully left·n"g}u (LR)·.rymmetric .r.V.tlem.t in the presence 
of dita:t procenes and for the time-reversa\ inYaci.ant (TRl) 

·-.... 

""' - ..... _ --------- ... 
'b~,,--~,.~,--,;!."4 --,,,_,-:--c,e,.,~--!c.o· 

T 

Fla. S. T dhtribution fer 11 LR-tyrumetric cavity connected to 
two a1J11.lt1.-.etrical ly located 'A'3Vegllidet. Th.e doned line co!'feipond 
toan AS cavity conneaed to t'A'O waveguide's. 

016?D:S-10 
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case. Thc natLstical distc-.bmion of the S matrix, fotind ana· 
lytically in Eq. (3.6). coasist5 of the proch.1ct of two Poi55oa 
kcmclt w1th the optiC11.l matrices (,.,1-+l) and (J1- 1). u:spec­
uvcly. For no dirt:ct transmission proccsses, (t) =O, aod tcal 
dircct ceflcctions ( r), we calci1Latcd aaalytically the distcibu· 
tion ofd1e tnmsmission coefficicnt w(D forthe one-chMincl 
case. Thc drffcrcncc with thc Tdisuibution for 4!l asymmet­
nc cavity (AC) with thc i:amc opucal matrix. (S}, which is 
lncgc for (r}""O, becornes lcss dramatic as l(r)I incrca~: 
that evoluuoo is shown in Fig. 2. 

The case of a futl LR-symmctric system with the TRl 

s:ymmctcy brokcn by a magocuc fi.eld u not addtcs9Cd herc. 
Rcfccccx::e [5] fmcb that the corrcsponding S matrix has a 
stn1Ct1.1rc simllar to that fer tbc fJ-1 casc btlt with tlic roles 

oír and t tntcrchangt:d. The stnt1!11.ic4'. dstributioo w(T) of T 

for {r) "'º 151 given by 112~1-T, indcatiog cohcreot for­
wairl 9:2.ttcriog. Starung from that distcibutioo, w(T) wol11d 
cvolve towacds fi(T) as l(r)l 1rx::tc11scs. 

The other matn p11rposc ofthis work· has beco the smdy of 
LR symmeu:y brcaking by ao asymmctric couptiog of a LR­
symmctnc cavity to the 0111side. Two ways of prodt1ciog ex.­

tema! mi"ll..ing of the spatial symmctry wcre analyz.t:d: 
(a) ln Scc. lV we !11.11dicd the dfect of brealáng the re­

ftection .r_¡;mmetry of a ca11ity h.JJ rlirect proce.r.re.r. The system 
consisu of a ballistic cavlty wlth rcflection symmctcy con­
ncctcd to two symmcttically positioncd wavcgt1ldcs by 
meaos of barricrs which, in genetll.l, are allowed to be diffec­
eot (Fig. 3). We fo110d analyücally, LO Eqs. (.C.:23) and (.C..24), 
!he staustical distab11tion ofthe S matci"ll.. for the ooe-chaonel 
ca!DC 1n eac:h wavegi.1ide aod, for simplicüy, when only the 
bacr1er LO the aght-hand wavegi.1ide is prescm (r;+o). The 
Tdli;trib11tion is very diffea::nt from that forthe ftilly AS case 
(1.e., the one in which the cavity itsclf is AS) having the 
~me opucal (S) matciJ., as shown LO Fig. 5 for variol1s val-
11es of r~ +O. Wc cooclmic that this two-wavcgi.1ide systcm, 
althotigh asymmctric with ccspcct to tt-c: LR operatioo, has a 
mt>morv of tht' reflection symmetry of 1Ju c-mtity frnm which 
1t u con!il.n"Cted. ln thc. llmit r;- -1 the right-hand wave­
g1.1ide is blockcd and we end 1.1p with a LR-symmctric ballis­
uc caY1ty conncctcd, witho111 any barrier. to just ooe lead, 
mpponing one open ch<lnoel (sce Fig. 4). We fonnd that the 
a::s1.1lting one·dimeosional matnJ. S- eíl is distribl1tcd ac­
coirlmg lO 1ts uwanant rrca51.1re (i.e., 9 is uniformly distrib-
1.11ed) and, a5 a ce!i1.1lt, there is no effert left of the LR svm­
metry of the ca.,;ty: this was found, though, to bC a 
pcculiaoty of the one-wave~idc-one-channel case (in fact., 
sce the end of the nex.t pac:agraph). 

(b) la Scc. V we studied, in 1k absenr-e of direct pro­
res.ses. the effec1 of e.uemaf miúng of LR s.wnmetry indured 
bv an a.rvmmetrir po.útion of the wa11egrúde.r. The c:cst1lt is a 
LR-symmctric caYity conncct.cd., withotlt any ba.criers, to two 
waYegi.11d::s on l~ lcft-hand side (sce Fig. 7). Let T denote 
the total transmission cocffi.cicat between thogc two 
waYcguid::r; iu dlstcibtllion w(T) was calctilauxl. numcri­
cally for !he onc-channd case io cm:b waYcgtiide and com­

patul., in Rg. 8, wlth lf2./f, tbe Tdistribl1tion arising from 
the inYariant mca51.1c:e dµ'fJ- 1 '(S) for AS systems. Altho11gh 
thc diffeccrx::e bctwccn the two distrib11tion5 is quite small, it 

139 

E'H'YSlCAL REVlEW E 63 OH11.CB 

is nati5tically signifi.cant. Thi5 prnblcm is cleady equivalent 
to having, oo ene si.de of thc cavity, JUSI. one wavcg:1:lide 
(co11pled to the cavity withotl. any bacncr) si1pponing two 
open channcls. lo this one-waveg:i.1ide-two·channd pc:oblem 
thc a::sulting: S matriJ. is thm distcibuted yccy dollCly to Lt5 
iovariant mcasua::, the difference ~h1biting .rome memory 
left. ofthe reftection .1.~etry of the ratJit.JJ. 

Two addilional poinu are wocth mentioning:. First, from 
an e"ll..pcrimental point of view, we note that microwaYe caYi­
ücs ancl. a.:o1istic systcm5 mig:ht repa::scnt good systems with 
which to si.txly the intcrplay bctwecn the symmetcy of thc 
ca"ity and o.tccoal mix.ing in the u.tiS1.ical dist.ribution of 
thc conductanoe of mch a nrncr.11cc. Finally, thc problem 
desi:::nbcd in b aboYe i1 c:de-vaat to the st11dy of transpon 
between two one-channd leads connc:c:ted by a ""double" 
Cayley tea: (22). lo fact, undec: suitable cin:;i.1mstnnoes the 
two prnblcms can be mappcd unto eac:h other. This problem 
will be repcrtcd on clicwhere. 
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APPENDIJI. A: DERl'VATION OF EQ. (2.29) 

We saw inSo:::.11 A 2 that thedistrib11tioo dP¡s)(S) ofthe 
scattering matrl"ll.. of a caYity conncct.cd to two WllYcgtüdeg, 
whea:: the one on the right of the CBYity haga bac:ciec, is glYen ,, 

To ~ the behavior of rlPo.r~(S) foc r;- - 1, let r; be a 

real m.1mbec: asn1me foc simplicity ri •-cose-; we are in­
terestcd in the limit E-0. Also, let t1s introduce thc positiYe 
P"-Cll.rncter 7]4. l in ord:cto aYoid thc sing:ularity at 'T=O. Of 
co11rsc, we will take thc limit 17-0 latec on. Beca111e the 
va dable q, is unifocmly cistcibmt:d, tlie joiat probability den· 
sity of 'T aod f/1 can be written as 

whecc C.., is a normaliz.ation cons:t.ant that depetx:ls on the 
pammcter 7J. 

We have the following prnpcnies of P..,,,( 'T,1/1). 
(l) Frnm (A2) wc see that 

Po,r/.'T.l/1)- lim lim P"",1('1",f/1)-0 (AJ) 
,,-o r-o 

for ali r and ¡/I, a.cept foc 'T•O and 1/1"" 7Trl.,371!2, whc.cc 
the deoominatoc: is zero: 

lt+~t-«"'l'-o. (A4) 

(2) For 'T=O and i/l""'w/2,37112 we bave 

0162ID-11 
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Po,o(-r""O,ifi•~.~)"" lim lim P.,,,( -r-0,i/J"" ~.~) 
.,-.o r-o 

""lim lim -=..i_ cot - -oo. e 1 ·1· 
.,-o 1-0 4-'111'} 2 

(A5) 

(3) Thc fnnction Po,cJ:r,</1) is nocmaliz.cd to t1nity: 

J' J'" J' J'' dr d¡/lp 0 ,rJ.-r,r/I)"" hm dr dr/Jp.,,/.,.,l{I)= l. 
o o ,,.r-o o o 

(A6) 

Thcn the only ft1ncuon which satisfics thollC corx:l.1tiocn: is 

(A7) 

Fmally, thc d1st.nbut1on of thc S matnx to thc abovc Lim1t' u 
givcn by Eq. (229). 

APPENDlX 8: OERIVATION OF EQ. (3.11) 

Foc\r) rt(lf irnd .r( :i.., t'f .±
1

, Eq. (3.10) can be wnttca as 

The tmnsmission amplimdc is y;l,,.cn by [llCC Eq. (2.15)] 

1 ·r.+ 1 ·1--1 
t""2(r' -r' ), (B2) 

and thc transminion cocfficicnt is wdttcn as 

(B3) 

Thc Tdi~ribution W(r)(T) is obtainttl. from 

wc,¡IT)- J 4 T-~[l-c,.llf+'-1¡<-')]f dPc,¡IS). 
(B4) 

h1 ceder to ~olve thc int~cal, wc makc thc chaogc of 
variables 

(B5) 

thc can§:.C of variation bc:iny;: foc 9' e (0,2'11), 9e 
(- ()' ,(J') 11nd foc (J' e ( w,2w), (Je ( -2w+ (J' .2w- (J') _ 

Snbstituting (B 1) in (B4), considcring thc Íl!Ct that the 

intcgrand is an even ft1nction of (J arx:i wcitinJ thc delta fuoc­
tion lri terms of illl root!I in the variable 9, wc have 
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O!T- •io'91- ~[O( 9-9,) +ot 9- 9,)], 
2vTCl-T) 

(B6) 

whecc: 92 • w- 91 and 91 •ur,stn.ff; finally, after so me al­
gebra, w(r}(T) can be written as a n1rn oftwo terrns: 

whecc:, for k= 1,2. 

1,IT,M 1-J' d9'J'.d9 l 
o o [ll+(,)')-2(<)mC9'+9)] 

0!9- 9,) 
>< . (B8) 

[C l +(,)'l-2(')mC 9'- 9)] 

Agam, after sorne algebra thc n1m ofthe two mtegcals grvc a 
single ooc: 

l J' d9' 1,cT.MJ+1,CT.Ml-- . 
- • o ll -bcos 9' +cos2 9' 

(B9) 

whcre 

(BlO) 

Now, rnak:ing thc chaoge o:f variable .t""CO!I (/, (B7) can be 
written as 

e t-M'>' 

whecc: now 

By rncans of a change of variables: 

,_ -

whecc: 

.t+(A +B) 

.t+(A -B)' 

r-(A+B) 

.t-(A-B)' 

(Bl2) 

(BDb) 
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l 
A=¡(l+a), (Bl<) 

(Bl5) 

thc tndcfi.mte tntcg1J1.ls, lndef:i:, c:orccspondiogto cach cae of 
thc abovc, can be u:ansformcd to 

whecc 

ood 

2B J lv+ll lndcf •--- dv - ./CD .,fv'+Pcv'+q) · 

a -h(B+A)+(B +A )1 

p-
a+b(B-A) +tB-A)1 

l-{B+A)1 ·- l-(8-A )' 

C=l-(B-A)', 

(Bl6a) 

(Bl6b) 

(Bl7) 

(Bl8) 
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APPENDIX C: OERIVA'llON OF EQS. (4.lJ),(4.24) 

Fer thc particular ca'>t in whid1 ha.erice l ¡, tmnilpaccnt 
(scc Rg. 3), so that its sc.auccing ro.atril. S 1 of Eq. (2.12) is 
thc P.!lllli matrii. "~, arxi barricr 2 is dcg::ribcd by F.q. (2.13) 
with rt'af matrix.clcmelll.s, F.q. (4-.22) can be written as 

c1-r;1 )JJ"l d,,- dtJ,d¡/I 

X jl- J1-,,-r~e11.i¡l 2.¡;. 2'fr 2'fr. 
(Cl) 

Also, thc uansformation S0(S) g¡vcn by F.q. (4-.3) can be 
wriuen in tecm• of iu elernents a• follows: 

1,---, -111. 
l-r1 r' 

(C2) 

or in terms aí thc Lndeperxient p.nmmcter1 ['lllX Eq11. (2.20) 

D-a +b(B-A) +(8-A)i. (Bl9) aad (4-.5)] as 

Althotigh the iotcgrals (B12) socm to give thc same ccn1lt 
t1irlcr thc chimgc b- -b, thcy do oot. ba::anse the cutoff 
:r,.-B -A in (B 16;a), and _T~ =A - B in (B 16b), acc differeot. 
Onc mllst be caccful whcn evaluating thc intq,:c:als in lhc 
limits. Thc cen1lts are 

1-CT,(<))- r,. '1:--[w-a=(· l-~) 
-.¡CDvp-q .2(r}vl-T, 

l (' l +(')' +2(c)./T') l 
+--lo-~~-~~ 

2 .¡¡; . l +(c)'-2(c)./T; · 
(B20b) 

Now, wc si.1bstitute thc n1m of cq11ations (B20) ia (Bll) 
to obtalr1 thc ccn1lt 

(l-(c)')' 2w8 
W(,¡IT)~ , ' r=--= r;; e--' (B2l) 

4-(r)·'" vTtl-T) vCDvp-q 

using Eqs. (BlO), (Bl5). (Bl7), (Bl8), and (Bl9) the final 

(C3.n) 

(Db) 

(C3c) 

From (C:la) or (CJb) wc fiod 

~- l~-,;,u•¡. 
Jl-~1-,,-r~t'u~· 

(G!) 

also, dividing (CX) by (CJb) wc obtain 

~ '-1¡~ 
e1;cAi-oiiti> ... t'u1P'-t'l -..-r1e 

./l-T-r~e1;~ · 
(CS) 

Beca.ase thc rootil of thc delta functionil appearin:¡ in F.q. 
(4--22) satirly t'lil,.l't)-\frol.,, -1. from (C5) we fi.rxi 

(C6) 

a:::sult (3.11) ts obt.aiocd. whece 
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(CJ) 

Then, we ha'lc the cond1ttons for 4J: 

(C8) 

ThcJ11eobi1rn for thc tcansformation r/10 -r/I is 

(C9) 

Then 11,·e wnte 

( 
2n+t ) I~-,;.-"~' 

ó l/lo-t/lo--2-w ..... 1(1-'T)-r~'?I 

,1 .. -4>-a(4>)- 2n;l wJ. 
(ClO) 

far n aQ,l. 
Frnm (C6) and (C7) we find 

(Cll) 

Fim1lly, n1bslltuting Eqs. (C4-), (ClO), {Cll), and (Cl2) io 
Eq. (Cl), wc arrivc at 

whccc Pr;C 'T,tf,,¡/I) is: givcn by Eq. (4.24-). 

APPENDIX D: DERIVA"llON OF EQ. (4.26) 

ln Sec. lV wc find the joint din.cibtition of 'r, tf,, and t/I 
(Eq. (4-.24-)]. 1t is casy to intcgcatc thatdincibt1tion ovcr ,¡,to 
find thc joint dinribution of r and <P as 

As in Appcndlx. A, Wi: amlmc far simplicity r~ 
=-coS'e, again wc introdllce thc parametcr 9<1.l. Of 
cot1~c. wc will t.akc thc iimits 1/. e!-0; then 
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whccc C 71 is a normaliz.atlon const.ant that dcpcnd!ll on .,,. 
Ag:ain, as bcfolt:, wc havc the followlng pcopertiet fer 

q.,,,,('1",</J): 
(1) Frcm (D2) we sce that 

q 0 ,r:f,'1",l/J)- lim lim q.,,,,(r,q,).,.O 
.,,-o r-o 

(03) 

far ali r and f/1, CJLCept for r-0 i:md tP- '11/2,37Tn., whccc 
the dcnominatror i11 zero: 

(2) r+-0 aod 'r/f/1. 
1t ¡, easy to sce from (D2) that to thlt casc 

q0 ,JT+O,t/J}""lim lim q.,,,,(r,t/J)r.aQ. 
.,, r-o 

(3) For r=O and <P- '1rfl,3'1rfl we ha'Vc 

e, [ ~ - lim lim --,- um
2 

•O. 
,,_o r-o 27r 1J 

(4.) For r=O,,P+'llf2,3wf2 we obtaln 

(05) 

(D6) 

qo,o( r=O.tP+ ~.~) = lim lim q.,,,,(r-0.<P+ ~.3~) 
v-o r-o 

. , C.,, l l+cos!f't"li¡il 
• ltrn lim . 

v-or-o2'1f1 1J lsmlf'I 

(07) 

(5) Al\lO, the fmx:tion qo,0 (r,<b) i; noanalized to unity: 

(08) 

Thc~ conditions define thc function 

(09) 

Wethus ani'Ve at F.q. (-4..26). 

01~~-14 
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