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INTRODUCCION. 

    

Las propiedades definidas en una descripcién estadistica para sistemas con un numero in- 

finito de grados de libertad ha sido un importante tema de investigacién. En los ultimos 

afios, estas propiedades se han estudiado en sistemas de pocas particulas cuya descripcién 

cudntica tiene una contraparte clasica con caos [1-4]. 

El motivo de investigar este tipo de sistemas es obtener una estructura de estados que 

tengan un significado estadistico definido a través de su forma, es decir, la mayoria de los 

estados tienden a presentar una forma génerica desde el punto de vista cualitativo en una 

base dada. Como consecuencia, este comportamiento lleva a suponer que dichos sistemas 

presentan un equilibrio estadistico. 

Las propiedades del sistema cudntico que se utilizan para investigar su posible equilibrio 

estadistico son: 

- La estructura de eigenfunciones EF; 

~ La densidad local de estados LDOS; 

~ El nimero de ocupacion ns. 

Incluso, estas propiedades pueden ser comparadas -en el limite semicldsico— con las corres- 

pondientes a la descripcién clasica. 

Por ejemplo, se han estudiado desde modelos de matrices aleatorias (RMT) hasta 

4tomos complejos (como el Cerio) [1,3], incluyendo sistemas de espines acoplados [5] y 

fermiones aislados con interaccién [6]. 

Sin embargo, los estados en estos sistemas no se relacionan con la dindmica de su 

contraparte cldsica, exceptuando el caso de espines acoplados. En este Ultimo, existen 

limitaciones para la estadistica debido a que el andlogo cldsico presenta caos sélo en una 

pequefia regién del espacio fase. 

 



2 
Introduccién. 

Debido a ello, en la tesis se estudiard un sistema cudntico formado por dos osciladores 
anarménicos cudrticos acoplados en una dimensién, donde su potencial tiene la forma de un 
polinomio de cuarto orden. 

Una importante ventaja de este sistema es que el potencial hace que la dindmica clasica 
~ escale con la energia, es decir; el comportamiento dindmico es el mismo para cualquier 

energia. Por lo que, si el sistema es cadtico, dicho comportamiento se observa en todo el 
espacio fase. 

Para la descripcién cudntica del sistema se usardn dos bases para expresar su hamilto- 
niano A: una que representa dos osciladores cudrticos independientes, que denotaremos con 
Apo, y otra definida por dos osciladores arménicos Ho,¢. Cada uno de ellos es un hamilto- 
iano de particulas independientes, esto es, no cuentan con términos de acoplamiento entre 
las particulas. El uso de osciladores arménicos se debe, principalmente, a la disponibilidad 
de programas de computo desarrollados por Seligman y Benet [7,8]. Los resultados de esta 
descripcién se presentardn en ambas bases y se analizardn sus diferencias. 

A continuacién se describe la estructura de la tesis: 
En el capitulo 1 se estudiar el sistema desde el punto de vista de la mecdnica clasica, 

estableciéndose el tipo de simetrias que presenta su hamiltoniano. En seguida se buscard, 
a través de los pardmetros que definen el hamiltoniano cldsico #, la transicién de orden a 
caos. Esto se ilustrard utilizando el mapeo de Poincaré, 

El sistema andlogo en mecdnica cudntica se analizard en el capitulo 2. Primero, en 
base a las simetrias del sistema cudntico, se utilizardn bosones y fermiones para estudiar 
e] sistema en sus subespacios invariantes. Después se estudiardn las caracteristicas de la 
matriz del hamiltoniano en ambas bases. 

En el capitulo 3 se corroborard que el sistema cudntico muestra propiedades propias 
de los sistemas con contraparte cldsica caética. Esto se hace por medio de la distribucién 
de espaciamientos a primeros vecinos P(s) y la varianza de nimero D?(L). En seguida se 
discutird la estructura de eigenfunciones y la densidad local de estados, analizando su forma 
para eigenfunciones individuales y promedios. La estadistica del sistema sera determinada a 
través de la forma genérica que presenten las EF y LDOS. Adicionalmente, se consideraran 
medidas relacionadas con esas caracteristicas, tales como la localizacién de estados yla 
entrop{fa. Por tiltimo se presentard la concordancia de la EF y la LDOS con respecto a 
resultados en el sistema clasico. 
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El capitulo 4 se abocara al estudio de la distribucién del niimero de ocupacién ns 

en las eigenfunciones de Hf, mostrandose las formas que toman dichas propiedades para 

estados individuales y promedios de varios estados. Después se compararan los nimeros de 

ocupacién —correspondientes a bosones y fermiones- con las distribuciones obtenidas para el 

andlogo cldsico definido en el capitulo 1. Las comparaciones entre la n, del sistema cudntico 

y su andlogo clésico se mostrardn en el mismo capitulo. 

Por tltimo, en el capitulo 5 se dardn las conclusiones. 

  

 



Capitulo 1 

DINAMICA CLASICA DEL SISTEMA. 

  

En este capitulo se considera un sistema formado por dos particulas idénticas moviéndose en 

un potencial de oscilador cudrtico con interaccién del mismo tipo. Primero, se detallan las 

caracteristicas del hamiltoniano describiendo su estructura en términos del hamiltoniano no 

perturbado, llamado Ho, y una perturbacidén V asociada al acoplamiento de los osciladores. 

Posteriormente, se describe el tipo de simetrias que exhibe el hamiltoniano total H. Final- 

mente, se realizan mapeos de Poincaré mostrando una transicién de orden a caos del sistema 

al variar sus pardmetros. 

1.1 Sistema por estudiar. 

Consideremos un sistema de dos particulas en una dimensién, cuyo hamiltoniano es de la 

forma 
H=Ho+V. (1.1) 

Aqui, 
Pt PS 4 4 

My= Zt tata +43} (1.2) 

representa dos osciladores cudrticos sin acoplamiento y 

V = Bla?a3} + Hatae + 03} (1.3) 

es el potencial que acopla las particulas.
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Los pardémetros a, 8 y y modifican Ho y V, hasta obtener una transici6n de orden a 

caos en el sistema cldsico, como se mostrard en la sec. 1.2. Las masas de las particulas se 

consideran como m, = m2 = 1 y la constante de Planck A = 1. 

Se observa de la ec.(1.2) que 

Hy= AD 4p, (1.4) 

es separable en términos de hamiltonianos de una sola particula con 

pe 
AMY = > tag}. (1.5) 

Esto implica que Ho es integrable. 

Dada Ia forma de la interaccién, el hamiltoniano H posee las siguientes simetrias. 

— Invariancia ante inversién del tiempo: 

mp (1.62) 

Po — pa (1.66) 

~ Invariancia ante la reflexién de coordenadas: 

aH (1.7a) 

n7- a (1.76) 

MOP (1.7e) 

P27 — pr (1.7d) 

— Invariancia ante el intercambio de particulas: 

142 (1.8a) 

gen (1.86) 

Pipe (1.8c) 

P2->P1 (1.8d) 

En el caso 7 = 0, se puede considerar la simetria adicional: 

— Invariancia ante la reflexién de cada coordenada i = 1, 2: 

Gr — % {1.9a) 

Di — Di (1.98) 
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Estas simetrias serdn de gran importancia cuando se estudie el sistema cudntico, pucs 

conllevan a subespacios invariantes que serd4n utilizados en el capitulo 2. 

Por otro lado, el hamiltoniano H cuenta con un potencial en forma de un polinomio de 

cuarto grado (ecs. 1.2 y 1.3). Esto hace que el sistema escale con la energia, es decir, sus 

propiedades dindmicas son las mismas independientemente de qué energia se considere. Las 

transformaciones para el escalamiento son: 

E>\E (1.10a) 

gag; (1.106) 

piral/?p, (1.10e) 

toa M4t (1.104) 

1.2 Caos clasico. 

Nuestro interés en esta seccién es analizar el caso donde el sistema clasico es cadtico. Por 

esto, vamos a considerar dos hamiltonianos Hr y Hp distintos que, como se mostrard mas 

adelante, llevan a caos casi total pero se distinguen por la intensidad de la perturbacidn. 

Esto se hace con el propésito de ver la importancia del numero de estados que participan 

en el desarrollo de las soluciones del problema perturbado en términos del integrable una 

vez que pasemos al sistema cudntico.
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Figura 1.1. Curvas equipotenciales para el potencial del sistema. Los pardmetros del 

potencial a = 10.0, 8 = —5.5 y y = 5.6 corresponden a Hp. 

En las figs. 1.1 y 1.2 se muestran las curvas equipotenciales de los potenciales Hp y 
Hp. El primero corresponde a los valores a = 10.0, 8 = —5.5 y y = 5.6, mientras que el 
segundo tiene a = 10.0 y 8 = y = —4.15. Como puede notarse, Hp es mas deformado que 
Hp. 

Estos dos potenciales se usardn para construir las eigenfunciones de H y estudiar algu- 
nas de sus propiedades. Ademas, se podra analizar el comportamiento de dichas propiedades 
ante un cambio en la magnitud de la interaccién V.
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Figura 1.2. Curvas equipotenciales para el potencial del sistema. Los valores del 

potencial a= 10.0 y 8 =7> —4.15 corresponden a Hp. 

Para sistemas con dos grados de libertad, una técnica importante para distinguir si un 

sistema es integrable o cadtico es el mapeo de Poincaré. Las figuras 1.3 muestran secciones 

de Poincaré para los dos potenciales mencionados, para Hg y para otro con una interaccién 

mas débil, considerando el plano pi, 91 con B=1,q.=O0y p> 0. 

En la figura 1.3(a), con a = 10.0 y B = 7 = 0 (Ho), se observa que el espacio fase 

esta foliado en curvas cerradas conocidas como toros invariantes, las cuales son tipicas de 

sistemas integrables. La figura 1,3(b), paraa = 10.08 =30y y= 5.0, exhibe una transicién 

de orden a caos, es decir, que la dindmica es cadtica en ciertas regiones del espacio fase y 

en otras es ordenada. En las figs. 1.3(c) y 1.3(d) se utilizaron los hamiltonianos Hr y Hp, 

arriba mencionados, observandose que en ambos casos las trayectorias Henan el espacio fase 

disponible. Estos dos ultimos mapeos corresponden a sistemas cadticos, aunque no se puede 

excluir islas estables muy pequefas. 

En todas las figuras se us6 un ensemble con un ntimero pequefio de condiciones iniciales 

(50) que se dejaron evolucionar hasta cumplir 500 secciones de Ja superficie. Posteriormente, 

se utilizaron un ntimero mayor de condiciones iniciales (500) y las secciones se disminuyeron 

a 50. Los mapeos de Poincaré, utilizando los dos métodos, son cualitativamente iguales. 
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De aqui en adelante, se usardn los dos hamiltonianos caéticos y Ho. Una vez cuantizado 
este ultimo, sus eigenfunciones definirdn una base adecuada para expresar cl hamiltoniano 
cudntico H. 

  

  

          05+ 

ac 0b4 

~654 

~1o4       ~15 
—1e 04 -02 
    

Figura 1.3. Plano fase del hamiltoniano H para diferentes valores de los pard4metros 

a, B y +. Los ejes horizontal y vertical son qi y p1, respectivamente.
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ESTRUCTURA DE LA MATRIZ HAMILTONIANA. 

  

En este capitulo se analizan propiedades de la matriz asociada al hamiltoniano H, usando los 

conjuntos de pardmetros que se escogieron para el sistema clasicamente cadtico. Primero, 

se establece qué propiedades tienen las eigenfunciones del sistema cudntico debido a sus 

simetrias. Se proponen dos bases de particula independiente, osciladores arménicos Hose 

y osciladores cudrticos Ay. En la matriz hamiltoniana se calculan propiedades tales como: 

el decaimiento de los elementos de matriz no diagonales en funcién de su distancia a la 

diagonal, el promedio, la varianza y la banda efectiva; todo ello con el fin de establecer la 

estructura de la matriz. Se entiende que la matriz esta ordenada de acuerdo al ntimero de 

cuanta para Aosc y a los eigenvalores de Ao en la base correspondiente. 

2.1 Subespacios invariantes del sistema cuantico. 

E] hamiltoniano H es simétrico respecto al intercambio de particulas (cf. eq.(1.8)). Esta 

invariancia permite separar las eigenfunciones y eigenvalores por sus propiedades de simetria 

bajo el grupo de permutaciones. Asi, se tienen funciones simétricas y antisimétricas corres- 

pondientes a particulas de Bose-Einstein o Fermi-Dirac, respectivamente {9]. También es 

invariante ante la operacién de reflexion, lo cual permite separar a las eigenfunciones por su 

paridad. Entonces, el hamiltoniano cudntico tiene cuatro tipos de estados correspondientes 

il 
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a subespacios invariantes distintos: 

(i) Fermiones de paridad Ppositiva. 
(ii) Fermiones de paridad negativa. 

oh) (iii) Bosones de paridad positiva. 
(iv) Bosones de paridad negativa. 

2.2 Elementos de matriz del hamiltoniano. 

En esta seccién se estudian los elementos de la matriz asociada a H en las bases Alosc y A. 
En general, la base de osciladores arménicos Hose se utiliza frecuentemente para el estudio 
de sistemas de pocas particulas mediante el modelo de capas (shell model} y, ademas, los 
elementos de la matriz se pueden representar en una forma analitica sencilla {10}. 

Por otro lado, la base de osciladores cudrticos Ay se aproxima a un campo promedio en 
el hamiltoniano H, lo cual hace que esta base sea util. Ambas bases representan modelos 
de particula independiente que nos facilitaran el estudio de propiedades en el hamiltoniano 
como, por ejemplo, la distribucién de! numero de ocupacién en los estados de 4 (ver cap. 4). 

En seguida se analiza la estructura de la matriz asociada a H y las posibles diferencias 
en su expresién cuando se utiliza cada una de las bases Fose y Ao. 

2.2.1 Base de osciladores arménicos Aone. 
El hamiltoniano H se puede desarrollar en términos de osciladores arménicos utilizando los 
operadores de creacién y aniquilacién para estados de una particula, respectivamente: 

at = ta - a), (21) 

a; = (a + (2)9,), (2.2) 
donde el indice 7 = 1,2 identifica a la particula y recordamos que usamos ft = m = 1. Aqui, 
w es la frecuencia de los osciladores arménicos y se utiliza como pardmetro no lineal para 
determinar la estabilidad y convergencia de los eigenvalores y eigenfunciones de A. 
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El efecto de estos operadores sobre eigenestados del operador de numero ata son dados 

por: 

atlk,w) = Ve + Tk + 1,4) (2.3) 

afk, w) = Vk|k - 1,w). (2.4) 

Asi, los operadores de momento p y posicién @ se expresan como 

B= ize! ~ 5), (2.5) 

- 1 

a= vdw 

Las eigenfunciones de Hosq se definen, en términos de eigenfunciones de una particula, con 

  (al +45). (2.6) 

dos eigenvalores del operador de numero como 

al® al! 
|k, fw) = |k,w) @ |, w) = TR) ® qlee (2.7) 

Es importante aclarar que la ec. 2.7 no esta simetrizada (o antisimetrizada) con el fin de no 

complicar las expresiones posteriores. 

Con las ecs.(2.3)-(2.6) se puede calcular, en forma separada, cada uno de los elementos 

de la matriz de una particula: 

(K,wiglk,w) = ee Foe nas + VES u ke -a}5 (2.8) 

(kel?) = ag(ve FICE + Db eat 

+(2k + Ubu e+ VER = Se n-2}5 (2.9) 

(k,wiG?|&,w) = ayn (EP IE DE + Bu sat 

4:3(k + A) VEE Tone ean + BAW ROR at 

+Vk(k — 1)(k - 2)bxa—3}s (2.10) 
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(K! whe, e0) = pilve +I)EFDELNET DS pat 
+2(2K + 3) ACE + IEF 2b ur ean + 3K? + (he + 2)" neat 

+:2(2k — 1) SKK Sp 42+ . 

+ Vk (E = 1) DE 3) ber 2-4}; (2.11) 
(8 clBPIb 0) = 5{—V EF IEF Db age + (28+ Ibe — VEE Tbeyp-2}. (2.12) 

El hecho de no poder trabajar con la matriz infinita que se asocia a H nos lleva a 
truncarla y, asi, trabajar con matrices cuya dimensién maxima ser4 de 3240 x 3240, como 
se vera en los préximos capitulos. El criterio que se utiliza para truncar la matriz radica en 
considerar la base de osciladores arménicos (en dos dimensiones) para ua ntimero total de 
cuantos k +1 menor o igual a N. 

La cuestién sobre cudntos estados confiables se obtienen diagonalizando una matriz de 
determinado tamaiio es de importancia fundamental para este tipo de calculos. Se sabe 
de [10] que la convergencia puede depender en forma sensible de la frecuencia w de los 
osciladores que define la base, pero suele existir un rango en el cual las energfas varian poco 
y que es conocido como “plateau”. 

En nuestro caso, para una matriz de dimensidn 3240 x 3240 {con N < 160) contamos con 
1100 eigenvalores confiables y una frecuencia 6ptima Wop = 8.5. El namero de eigenfunciones 
confiables es menor, siendo del orden de 600 aproximadamente. Los métodos para obtener 
estos resultados son los mismos que se utilizan en [7]. 

2.2.2 Base de hamiltoniano no perturbado Ho. 
En esta base, el hamiltoniano puede escribirse de manera natural como un hamiltoniano de 
particulas independientes Ao y la interaccién concerniente al acoplamiento de particulas 
(cf. eqs(1.1)-(1.4)). 

La ecuacién de Schrédinger para el hamiltoniano de una particula (cf. eq.(1.4}) esta 
dada por 

AO lpi) = iyi), (2.13) 
donde ¢,, y |) son los eigenvalores y las eigenfunciones de una particula, respectivamente. 
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Asi, la energia E® del hamiltoniano sin acoplamiento Ho puede ser expresada en 

términos de las energias del hamiltoniano de particulas independientes como 

Bo =f) +), (2.14) 

Cada estado de Ho puede ser expresado como un producto directo de eigenfunciones de AD 

y h() simetrizadas apropiadamente. La ec. (2.14) establece la relacién entre los estados de 

oscilador cudrtico de una particula y la eigenfuncién |®F) de Ao: 

DE) = oF (e0) @ bo) F lol?) @ be}, (2.15) 

donde los coeficientes cf definen la normalizacién de ®,, para casos en que esta eigenfuncién 

sea antisimétrica (fermiones) o simétrica (bosones). Seguin sea el caso, estos coeficientes son 

iguales a 1/V2 para fermiones y 1/V2 6 1/2 para bosones, dependiendo de si v # 6 

vy = p, respectivamente. Notese que en este caso la paridad de cada paridad se transfiere a 

la eigenfuncién entera por la simetria adicional de Ho, discutida en sec. (1.1). 

En consecuencia, los elementos de la matriz para el hamiltoniano H estén dados por 

(OF |Ay + VISE) = (OF |Hol@R) + (OF VE), (2.16) 

con 

(®F |HolF) = Erdim- (2.17) 

Los elementos de la matriz V se calculan a partir de 

y ‘ 
(OFIVIOE) = cx 

x {oP @ (GOL (PL @ (OV le) @ le?) F he?) @ bol). (2.18) 

Se encuentra que los elementos de !a matriz quedan determinados por combinaciones de 

productos de la forma 

(@F |faH1%) = 
a 2) on a 2) - 

cts x {CoP Ladle) Wer lasleR) + (oO [afi eO OO le) 

a nm Ly Zp a 

(o Ladel ee? ashe) + (eye latOL or Iasl eb}. (2.19) 

donde d+e = 4.
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Ya que las eigenfunciones de Ao forman una base mejor adaptada a A que las del oscilador arménico, esperamos una mejor convergencia. Obtenemos eigenfunciones de una 
particula mediante la diagonalizacién de Al), en funciones de oscilador, con excelente con- 
vergencia y usamos éstas en forma andloga para volver a construir matrices de 3240 x 3240 como maximo. Usando el mismo tipo de criterios establecidos en [7] obtenemos 1200 eigen- 
valores y 800 eigenfunciones confiables, aproximadamente. 

2.3 Estructura de la matriz hamiltoniana en la base de Aysc y Ap. 

En esta seccién estudiaremos el tipo de estructura que tiene la matriz hamiltoniana en cada 
una de las bases consideradas. Para ello, se realizan cdlculos relacionados con la escasez de 
la matriz, el promedio de sus elementos no diagonales, la desviacién est4ndar y la banda 
efectiva de la matriz. Aqui se utilizan matrices de dimensiones 210 x 210 que son menores 
a las que se usardn posteriormente, El objetivo es mostrar las caracteristicas de la matriz 
hamiltoniana, en cada una de las bases, para lo cual es suficiente con la dimensién de la 
matriz que aqui se menciona. 

2.3.1 Decrecimiento de Hy 3 con respecto a Ly. 
El valor relativo que existe entre los elementos diagonales Hi y no diagonales #3 per- 
mite empezar a determinar -en forma sencilla— qué tipo de estructura tiene la matriz del 
hamiltoniano A. 

En las figuras 2.1 y 2.2 se exhibe el decaimiento que presentan los elementos no diag- 
onales de esta matriz, en cada una de las bases. Las figs. 2.1(a) y 2.1(c) muestran que, en 
la base de osciladores arménicos, existen elementos de matriz i; comparables al elemento 
diagonal Hi; 3, y ademas los elementos notablemente distintos de cero se concentran en cierta 
banda cerca de la diagonal. Esto es una consecuencia de las reglas de seleccién (ecs.(2.5)- 
(2.6)) en esta base, para cada particula. Por otro lado, los elementos mds importantes de la 
matriz, en la base Ab, Se encuentran en una banda del mismo ancho que la anterior; empero, 
su decrecimiento es mds rapido (figs. 2.1(b) y (d)). 
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Figura 2.1. Decrecimiento en valor absoluto de los elementos Hi,;, de la matriz A, 

con respecto al elemento diagonal Hj,;, para un renglén determinado. (a) Decrecimiento 

en el renglén i = 50 de la matriz expresada en base de osciladores arménicos. (b) 

Decrecimiento en el mismo renglén de fa matriz, en base de Ho. La ampliacién de las 

figs. (a) y (b) estdn en (c) y {d), respectivamente. 

En la fig. 2.2 se muestra el decrecimiento de los elementos de la matriz H,, para ambas 

bases, en otro renglén de la matriz. Nuevamente, el decrecimiento para los elementos H;; 

es mas rapido para la base Ap. 

E] ancho de banda producido por el decrecimiento de los elementos de la matriz hamilto- 

niana es parecido para ambas bases. La diferencia estriba en la magnitud del decrecimiento 

de los elementos no diagonales de la matriz, lo cual se observa en las figs. 2.3(c) y (d). Si 

comparamos los elementos de la matriz H;,;, en las bases Hosc y Ho, vernos que los primeros 

decrecen mas lentamente. Esto implica que los elementos significativos de la matriz estan 

més concentrados sobre la diagonal para la base de Ao. 

Los siguientes cdlculos tienen como objetivo mostrar, de distintas formas, la estruc- 

tura de bandas que presenta la matriz, estableciendo cual de las bases utilizadas cs la mas 

adecuada para estudiar las propiedades del hamiltoniano. 
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Figura 2.2. Lo mismo que en la fig. 2.1 pero para el renglén i = 150 de la matriz 
expresada en (a) la base de osciladores arménicos y (b) en la base de Ho. La ampliacién 
de las figs. (a) y (b) estan en (c) y (d), respectivamente. 

2.3.2 Promedio de H;; y elementos H}, de la matriz. 
Existen diferencias claras en los promedios de los elementos de la matriz hamiltoniana 
cuando sdlo se considera a los elementos no diagonales. En la fig. 2.3, al hacer un célculo 
de Hj; (denotado como (Hi) en la figura) sobre todos los renglones de las dos matrices 
asociadas a H, se observa cémo el promedio aumenta dentro de una estructura muy bien 
definida para el caso de osciladores arménicos. Por otro lado, en la base de Ho, el promedio 
sélo varia ligeramente alrededor de cero. 

La informacién que se obtiene de calcular los elementos al cuadrado de la matriz H?, 
esta basada, principalmente, en distinguir la distribucién de los elementos significativos (en 
términos de magnitud) sobre cada uno de los renglones de la matriz hamiltoniana. 
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Figura 2.3. Promedio de Hj, con respecto a los renglones de la matriz en (a) la base 

de osciladores arménicos y (b) en la base de Hfp. Las dimensiones de !as matrices son 

las mismas que se utilizan en la fig. 2.1. 

En la fig. 2.4 se observa una notable diferencia en la magnitud de los elementos al cuadrado 

de la matriz hamiltoniana. En la base de osciladores arménicos se tiene que estos elementos 

son mas grandes que en la base de Ho. Ademas, los H?, de la matriz en la primera base 

estan més distribuidos sobre el renglén que en la segunda (figs. 2.4 (c) y (d)). En las 

figs. 2.5(a) y (b), para el renglén 150 de la matriz hamiltoniana, ya no es tan clara la 

diferencia en magnitud entre los elementos AR; con i # j. Sin embargo, sigue prevaleciendo 

la caracteristica de que los elementos al cuadrado de la matriz en la base de Ho estan mas 

concentrados sobre la diagonal que en la base Hose 
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Figura 2.4. Elementos H? j de la matriz para el renglén i = 50, sin considerar su 
elemento diagonal. Los #2, 

del Ho. El detalle de las figs. (a) y (b) estan en (c) y (d), respectivamente. Nétese la 

en (a) la base de osciladores arménicos y (b) en la base 

diferencia de escalas. 

Las figs. 2.4 y 2.5, muestran que los Ai, ; # 0 forman una estructura de banda similar en 
ambas bases. Pero, en la base H,,. tenemos que aun elementos mas alejados de la diagonal 
tienen una magnitud importante. A diferencia de la base Ho donde esa clase de elementos 
son poco importantes en su magnitud. De esta manera se corrobora el resultado, obtenido 
en la seccién anterior, acerca del decrecimiento de los elementos en la matriz. Empero, el 
ancho de banda es casi el mismo para ambas bases. 
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Figura 2.8. Flementos H?, de la matriz para el renglén j = 150 sin considerar et 

elemento diagonal H?,. (a) En la base de osciladores arménicos y (b)en la base de Ao. 

El detalle de las figs. (a) y (b) estén en (c) y (4), respectivamente. 

2.4 Varianza y banda efectiva de la matriz. 

La varianza en los elementos de la matriz H se define como 

ot =H, -Heg (2.20) 
b= ey so . 

para un renglén fijo (#’) de la matriz, tomando el promedio sobre el indice j # @’. La fig. 2.6 

muestra la varianza en funcién de los ren| 

de las bases. La varianza en ambas b: 

glones en la matriz hamiltoniana, para cada una 

ases tiene estructuras muy particulares, sin embargo, 

para la base de Ato (fig. 2.6(b)) se tiene una o? menor que la correspondiente a osciladores 

arménicos (a la fig. 2.6(a)).
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Figura 2.6. Varianza de la matriz Con respecto a sus renglones. (a) La varianza en 
base de osciladores arménicos y (b) la correspondiente para Ag. Notese la diferencia de 
escalas. 

Por ultimo, se muestra el calcula el ancho de banda efectivo en la matriz, que se define 
como ren 

i x; i -ii Hi; 

SOSH 
donde se excluyen los elementos diagonales. 

(2.21) 

En la fig. 2.7(a) se muestra que, en la base Aosc, la banda efectiva contiene variaciones 
en su tamano, indicando cémo aumenta la banda rapidamente con respecto a los renglones de 
la matriz. Por otro lado, en la base de Ho (fig. 2.7(b)), se observa que el aumento en la banda 
no contiene grandes fluctuaciones. Ademds, su magnitud es menor a la correspondiente a la 
matriz en osciladores arménicos. 
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Figura 2.7. Banda efectiva de ff en funcién de les renglones de la matriz para las 

eigenfunciones (a) en la base de Hlose ¥ (b) en la base de Ho. E! decaimiento en la ay, 

para la base del hamiltoniano sin acoplamiento, se debe a los efectos de borde. Nétese 

1a diferencia de escala. 

Cabe mencionar que el decrecimiente de la banda efectiva en los tiltimos renglones se 

debe a los efectos de borde que representa el truncamiento de la matriz asociada a H. 

2.5 Sumario. 

Las caracteristicas de la estructura de la matriz hamiltoniana tales como: el decaimiento 

de elementos no diagonales, el promedio de elementos de un rengldén, la varianza y banda 

efectiva, se pueden relacionar con una estructura de banda. Asif lo muestran los cdleulos 

hechos en este capitulo dado que la matriz asociada a A presenta este tipo de estructura 

para las dos bases que hemos propuesto. 
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Las principales diferencias radican en el decaimiento de la magnitud para los elementos que forman la estructura de banda en ambas bases. La matriz hamiltoniana expresada en 
la base Ho tiene un decaimiento en la magnitud de los elementos H;; que contrasta con el 
observado en la base Aosc. Ademas, para la base Ab, el ancho de banda crece uniformemente, 
mientras que en la base de osciladores arménicos existen grandes oscilaciones entre renglones 
consecutivos, como se observa en la banda efectiva de la matriz (fig. 2.7). 

Esto nos da motivos para considerar que la base de osciladores cudrticos tiene mayores 
ventajas para expresar al hamiltoniano A. Sin embargo, seguiremos considerando ambas 
bases para realizar el cdlculo de propiedades en eigenvalores y eigenfunciones de #7, en el 
siguiente capitulo, en particular porque hemos expresado la base de Ho en términos de 
osciladores y, en consecuencia, los resultados en la base de Hose se obtienen sin mayor 
esfuerzo. 

 



  

Capitulo 3 

PROPIEDADES DE EIGENVALORES Y EIGENFUNCIONES. 

  

Los sistemas cudnticos de pocas particulas se han estudiado recientemente con el par- 

ticular interés de determinar si tienen un comportamiento estadistico que se relacione con 

el correspondiente a un sistema de muchas particulas. Esto se basa, principalmente, en 

ciertas propiedades de sus eigenfunciones y en la distribucién del mimero de ocupacién que 

presentan sus estados [1,4,11,12]. 

Este capitulo comienza con el estudio de las propiedades estadisticas de los eigenvalores 

de H utilizando la distribucién de espaciamientos de primeros vecinos P(s) y la varianza de 

numero £2(L). De esta manera se confirma que los eigenvalores de nuestro sistema siguen 

el comportamiento esperado para los sistemas con andlogo clasico caético {13]. Posterior- 

mente, estudiaremos la forma genérica que presentan las eigenfunciones |p) de FA a través 

de su proyeccién en las bases Hose y Ap. Este andlisis se sustenta en la estructura de las 

eigenfunciones, la densidad de estados LDOS, la localizacién de estados a través de la razén 

de participacién P+ (2) y la medida @,, esta itima relacionada con la entropia del sistema. 

Se consideran los hamiltonianos Hp y Hp que se especificaron en el capitulo 1, y cuyos 

pardmetros hacen que el sistema sea caético en el limite cldsico. La razén de utilizar ambos 

conjuntos es la diferencia con la cual responden a la magnitud de la interaccién V. Esto es 

interesante dado que en trabajos recientes se ha propuesto estudiar sistemas ergdédicos, en 

equilibrio y con una interaccidn fuerte, para garantizar que las eigenfunciones presenten una 

forma similar en todo el espectro [14]. Aqui mostraremos que existe buena correspondencia 

a pesar de que la interaccién no sea fuerte, por ejemplo, en el caso a = 10.0, 8 =7 = ~—4.15 

(Ap). De lo cual se establece que la interaccién fuerte no es una condicién necesaria para 

este tipo de analisis [6]. 
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Finalmente, las propiedades de las eigenfunciones que consideraremos en este capitulo 
serdn unicamente para el caso de fermiones Pares, dado que los resultados para los casos 
restantes (bosones pares e impares y fermiones impares) son muy parecidos. 

3.1 Andlisis estadistico del espectro de energias de H. 

Una herramienta para distinguir el comportamiento de un sistema cudntico con su contra- 
parte clasica, ordenada o cadtica, es la estadistica espectral. Se sabe que las propiedades 
estadisticas del espectro son universales y en el caso de un sistema integrable corresponden 
a una distribucién de Poisson, mientras que en un sistema cadtico siguen las predicciones 
de la teorja de matrices aleatorias (RMT) [15]. 

Medidas tipicas de ello son: la distribucién de espaciamientos a primeros vecinos P(s) 
y la varianza de numero de estados ©2(L) en un intervalo de energia L. Estas distribuciones 
se analizan sobre espectros rectificados, esto es, espectros con densidad media de niveles 
igual a uno. 

Ambas medidas se calculan sobre los espectros correspondientes a los cuatro casos 
establecidos por las simetrias presentes en el hamiltoniano £. Los espectros obtenidos 
corresponden a espectros que satisfacen criterios de estabitidad y convergencia, e incluyen 
niveles suficientemente excitados (limite semiclasico). 

La rectificacién del espectro se hace con un ajuste polinomial, usando un polinomio de 
cuarto grado, para después calcular la distribucién del espaciamiento de niveles préximos 
P(s). Los resultados se comparan con las siguientes distribuciones: 

P,(s) = e7*, (3.2) 

correspondiente a la distribucién de Poisson, que describe a una distribucién de ntimeros 
aleatorios sin correlaciones, y 

Puvigner(s) = (Z)se7 #" (3.2) 
que es la distribucién conocida como “Conjetura de Wigner-Dyson (W-D)", siendo ésta una 
excelente aproximacién al resultado exacto para el caso de sistemas con invariancia temporal 
(ensemble ortogonal gausiano GOE) [16]. 
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En las figs. 3.1 y 3.2 se muestra que las P(s) para fermiones y bosones del hamiltoniano 

Hyp coinciden con la distribucién de Wigner. 
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Figura 3.1. Distribucién de primeros vecinos para (a) fermiones pares y {b) fermiones 

impares. El numero de niveles considerado para ambos espectros es de 3100 estados 

confiables.
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Figura 3.2. Distribucién de primeros vecinos para (a) bosones pares y (b) bosones 
impares. Se utiliza el mismo numero de niveles que en la fig 3.1 

A continuacién se presentan las comparaciones entre las 5?(L) obtenidas de los espectros 
de Hr y la correspondiente a un espectro aleatorio: 

UZ(L) = L, (3.3) 

y aun GOE: 

1 Deon(L) = = fin(ant) J+¥7+1— my +O( zap) (3.4) 

donde ¥ = 0.5772... es la constante de Euler [15]. En esta ecuacién los términos de or- 
den (?Z)—! se pueden despreciar, para cierto rango de L, dado que son muy pequefios y 
considerar sdlo los términos restantes [15,16]. La diferencia entre ambas distribuciones nos 
interesa ya que la primera corresponde a un sistema cudntico con andlogo clasico integrable, 
mientras que la segunda es propia de un sistema con andlogo clasico caético [13]. 
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Figura 3.3. La varianza de numero (2?(L)) para (a) fermiones pares y (b) fermiones 

impares. El nimero de niveles considerado es de 3200 estados confiables. 

Como se observa en la fig. 3.3, los espectros de fermiones pares e impares de Ap siguen las 

predicciones de la teoria de matrices aleatorias. En la fig. 3.3(a), se nota que la varianza de 

mimero de estados para fermiones pares presenta fluctuaciones por debajo de la curva corres- 

pondiente al GOE a partir de cierto valor de L. Este hecho es conocido como saturacién, 

que se relaciona con la érbita més corta del sistema, cuyo periodo define semictasicamente 

una escala tipica en el espectro, donde los efectos particulares del sistema (no universales) 

son apreciables [18,19]. 
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Figura 3.4. La varianza de nimero £?(L) para (a) bosones pares y (b) bosones impares 
con el mismo numero de niveles que en la fig 3.3. 

Para el caso de bosones (fig. 3.4) los resultados obtenidos son similares al caso de fermiones. 
Entonces, los resultados de la estadistica espectral en el hamiltoniano Ap corroboran que el 
sistema cumple las propiedades estadisticas de los sistemas con contraparte clasica caética. 
Para Ap, los resultados son muy parecidos. 

3.2 Estructura de eigenfunciones individuales en la base Ap. 

Las siguientes caracteristicas de las eigenfunciones son interesantes para nuestro estudio: la 
estructura de eigenfunciones EF, la densidad local de estados LDOS y la distribucién del 
numero de ocupacién n,. De las dos primeras propiedades se pueden calcular, adicional- 
mente, la razon de participacién P* y @,. 
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En trabajos recientes se han estudiado sistemas atémicos [1] y modelos basados en 

matrices aleatorias [2], entre otros, investigdndose las propiedades antes mencionadas. En 

el caso de las EF se analiza su forma, asi como su posible descripcién analitica, buscando 

compararla con alguna medida similar en el caso cldsico. Ademéas, es posible investigar el 

grado de localizacién que presentan éstas. 

Las bases de particulas independientes Ho y Hose se utilizan para representar las EF 

de A. Las diferencias que presentan las EF permitiran determinar los efectos que produce 

la interaccién V. De esta manera, si la forma de las EF tiende a ser uniforme sin depender 

de los estados que consideremos, tendremos entonces una sefial de equilibrio estadistico, lo 

cual serA de gran importancia en la distribucién del nimero de ocupacién (cf. cap. 4). 

Primeramente, la estructura de eigenfunciones EF para el hamiltoniano A, en la base 

Ho, se calcula a partir de 

Wt) = DO CLIP), (3.5) 

donde |) y |) son las eigenfunciones de H y Ap, respectivamente, y suprimimos el signo 

+ (cf. eqs.(2.15)-(2.19)) ya que nos concentraremos sélo en fermiones con paridad positiva. 

Los Ct son las proyecciones (®, | ‘). 

En las figuras 3.5 y 3.6 se muestran las EF para diferentes estados individuales. Con- 

sideramos estados muy excitados para minimizar los efectos cudnticos y asi tener mayores 

posibilidades de encontrar el equilibrio estadistico, como se mencioné anteriormente. 

Lo primero que se observa de las figs. 3.5 y 3.6 es que Jas EF tienen un ancho que, en 

el caso de la primera figura, es relativamente mayor que en la segunda. Esto es causado por 

la fuerte deformacién inducida por la interaccién Vv. 

Por otro lado, las formas tan diferentes que presentan las eigenfunciones individuales, 

muestran claramente que a nivel individual no se cuenta con la uniformidad que se busca en 

las EF. Sin embargo, destaca el hecho de que las componentes mds importantes de estas EF 

se concentran alrededor de un mismo valor de energias E® parecido al eigenvalor E'; esto 

se debe, principalmente, a la eleccién de Ho.
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Figura 3.5. Estructura de eigenfunciones (EF) para diferentes estados |¥*) de Hp 

con (a) ¢ = 200, (b) e = 300, (c) = 400 y (d) « = 500 para el caso de fermiones pares. 

La dimensién de la matriz es de 3200 x 3200 y E® es el espectro de energias de Ho  
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Figura 3.6. Estructura de eigenfunciones (EF) para diferentes estados |‘) de Hp 

con (a) = 200, (b) ¢ = 300, (c) = 400 y (d) « = 500 para el caso de fermiones pares. 

Usamos una matriz con la misma dimensién del caso de la fig. 3.5. 
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Un aspecto interesante de los resultados anteriores es la existencia de estados indivi- 

duales cuyas EF son muy angostas, en comparacién a la mayoria de los casos. A los estados 

que tienen dicha caracteristica se les llama localizados, indicando asi que la deformacién 

producida por la interaccién V es minima. En la fig. 3.7 se exhiben las EF para algunos 

estados consecutives, notandose que |v?) es un estado localizado. Ademés, es posible 

observar que esta clase de estados son un caso singular dentro de los estados del sistema. 

Esto marcaré una gran diferencia, posteriormente, cuando se obtengan las EF en la base de 

Hose- 
Una medida que permite determinar, de manera sencilla, si existen estados localizados 

en el sistema es 

PHB) =(SIG 
(3.6) 

que se conoce como la razén de participacién. Esta medida determina el ntimero de compo- 

nentes principales Np, de cada eigenfuncién |"). Si para cierto estado tenemos Np_ pequefio 

lo consideramos como un estado localizado. En la fig. 3.8 se muestra P+*(E*) para estados 

individuales, observandose que ésta crece a medida que se consideran estados mas excitados 

del sistema. El cambio de escala que existe en P+(B") es producido por la diferencia que 

existe en la magnitud de V para cada caso, como se indica en el pie de la figura.
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Figura 3.8. La razén de participacién para estados individuales, considerando 800 

eigenfunciones confiables de H en la base de Ho. (a) Fermiones pares y (b) bosones 
pares para Hp, (c) fermiones pares y (d) bosones pares para Ap.
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El comportamiento general de la razén de participacién es creciente y casi lineal, lo 

cual establece que el nimero de componentes principales crece a medida que se consideran 

estados mas excitados. Sin embargo, las fluctuaciones de estado a estado aumentan también, 

incluyendo algunos donde P*(£"} es muy bajo . Tales casos indican que el Npc e8 muy 

pequefio y por lo tanto se consideran localizados. 

Otra medida que se puede calcular con base en la estructura de eigenfunciones es 

(3.7) 

  

donde 
ne = > wICkI? (3.8) 

m 

es el centroide de la EF correspondiente a la eigenfuncién |) sobre la base en que se 

expresa, en este caso A. Los resultados que se obtienen de esta medida para eigenfunciones 

individuales se presentan en la fig. 3.9. En esta figura se observa que la magnitud de 

f, crece a medida que se consideran eigenfunciones més excitadas de A. La causa de 

este comportamiento general se debe a que los estados |) contienen un numero mayor de 

componentes principales en su EF. Sin embargo, el ancho de banda que se nota en todas las 

graficas muestra que hay eigenfunciones que tienen una £, pequefia. Esto, como en el caso 

de la rézon de participacién, confirma la existencia de estados localizados. 

De los resultados obtenidos para estados individuales |®) es claro que a partir de las 

EF no puede considerarse que presenten un equilibrio estadistico. Incluso del calculo de la 

razon de particién y de ég se ve que dichos estados presentan grandes fluctuaciones. Por 

ello, al buscar evitar estos efectos se procede ahora a estudiar el promedio de estados dentro 

de un cierto intervalo de energia. 
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Figura 3.9. La longitud ¢, para estados individuales, considerando 800 eigenfunciones 

confiables de Hf en la base de Ho. {a) Fermiones pares y (b) bosones pares para Ar, (b) 
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3.3 Estructura del promedio de eigenfunciones en ja base Ho. 

Para los promedios se consideran las eigenfunciones que hay dentro de un intervalo de ener- 

gias (E2 - AE, E°+ AE), y se calcula un promedio de los coeficientes de expansion Ci. La 

manera de hacer este promedio es considerando que las eigenfunciones tienen su pico princi- 

pal cerca de la componente E°~E'. Después, se busca que el estado promediado reproduzca 

las caracteristicas de las eigenfunciones tipicas. Por eso, el promedio se define sobre los esta- 

dos recentrados. Los estados se recentran de tal manera que los picos principales coincidan. 

Al pico principal del promedio se le asigna la energfa del estado no perturbado mas cercano 

a la energia promedio. 

La EF de un promedio de eigenfunciones recentradas, llamada también funcién de 

ensanchamiento (spreading function F) se define como 

Fe=|Cn), (3.9) 

donde los coeficientes | ce? son el promedio de los ora para cada estado individual, mien- 

tras que E’ es la energia premedio de las eigenfunciones |‘) con energia &* parat = 1,....7. 

En algunos trabajos, la F, se usa como una funcién de particién microcansnica para sistemas 

de pocas particulas (2). 

Las siguientes figuras muestran las EF para promedios recentrados de estados | ¥*), en 

las cuales sdlo se consideran fermiones pares.  



  

  

  

  

      
  

      
    

40 Capitulo 3. Propiedades de cigenvalores y eigenfunciones. 

030 1 1 1 . ‘ \ 020 1 1 1 1 1 1 

254 | a) - ) ~ 015 ' ° r 020 + L 

sy 
yy yy 064 fF gt on F 

04 F 
0054 L 

.005 4 r 

on0 + H 004 L © SoG 1900 1509 2000 2500 3000 a 500 iD00 509 2000 2500 3a00 r A 

025 1 1 1 1 \ 1 (020 ‘ 1 L ‘ 1 ‘ 

0204 b) L ¥ O64 I 
064 F 4 on L D pon 
004 F 

005 4 0084 ; 

000+ ——+ _————_ 000 ’ ———.-—_, 0 S00 1000 #509 2000 2500 3000 6 500 1000 509 2000 2500 3000 
© ‘ 

Figura 3.10, Estructura de eigenfunciones para un promedio de 20 estados alrededor 
de un estado |) con (a) s = 200, {b) « = 300, (c) e = 400 y (d) 2 = 500. El hamiltoniano 
Tp que se considera es para el caso de fermiones pares. 

Las EF para promedios de estados (figs. 3.10 y 3.11) muestran formas similares. Esto 
establece una diferencia sustancial con respecto a las estructuras de estados individuales 
(fig. 3.5). 
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Figura 3,11. Estructura de eigenfunciones para un promedio de 20 estados alrededor 

del estado |¥*) con (a) « = 200, (b) « = 300, (c) 4 = 400 y (d) ¢ = 500. El hamiltoniano 

Hp que se considera es para el caso de fermiones pares. 

En la fig. 3.12 se confirma lo anterior al utilizar eigenfunciones que tienen aproximada- 

mente la misma energia E‘ pero diferente magnitud en la interaccién. Las estructuras de 

las eigenfunciones para Air (figs. 3.12 (a) y (c)) tienen la caracteristica de que sus colas son 

mayores que las obtenidas para Ap (figs. 3.12 {b) y (d)).



42 Capitulo 3. Propiedades de eigenvalores y cigenfunciones. 

El aumento en el ancho de las estructuras y su disminucién en magnitud son causa- 
dos por considerar estados mds excitados del espectro, ademds de su normalizacion. Sin 
embargo, destaca el hecho de que las fluctuaciones de las EF para promedios de estados 
recentrados disminuyen conforme se analizan cigenfunciones con mayor energia, 
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Figura 3.12. EF para estados de fermiones con paridad par y diferente magnitud en 

su interaccién V. Los estados individuates 1¥*) con (a) 4 = 300 para Ag y (b) « = 273 
para Ap. Los promedios de 20 estados son alrededor de los estados con {c) «= 300 y 

(d) ¢ = 273, 
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Una manera de confirmar Ja anterior aseveracién es calcular la P+(E*), como se hizo 

cn el caso de los estados individuales. 
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Figura 3.13. La razén de participacién para promedios sobre intervalos de energia 

AE que contienen 20 estados. (a) Fermiones pares y (b) bosones pares para Ag; (c) 

fermiones pares y (d} bosones pares para Hp. 

En la figura 3.13 se muestran las razones de participacién para promedios de estados. 

En ella se observa que P+(E") crece a medida que se consideran promedios con estados mas 

excitados, sin embargo, las grandes fluctuaciones que se obtienen para estados individuales 

(fig. 3.8) ya no aparecen.
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El punto sobresaliente de estos resultados es que para eigenfunciones mds excitadas 
del sistema, donde los efectos cudnticos son menos trascendentes, se observa que existe una 
mayor similitud entre las EF de los estados individuales tipicos y los promedios recentrados. 
Esto nos lleva a considerar que el sistema presenta un equilibrio estadistico segtin la prop- 
uesta al inicio del capitulo, lo cual significa que los estados mds excitados de H se acercan 
al limite semicldsico. 

3.4 Analisis de EF en términos de funciones de oscilador arménico. 

Aqui se analiza la EF de |%) en términos de la base de osciladores arménicos Hose para 
comparar los resultados de esta base con la anterior. 

El calculo de Ja estructura de eigenfunciones en Hos, se sigue a través del desarrollo 

WW) = S° Ch lk, te), (3.10) 
ke 

donde k y ! son los nimeros cudnticos principales de dos osciladores arménicos. En la 
frecuencia de los osciladores usamos el valor de w = 8.5, que es la frecuencia 6ptima deter- 
minada anteriormente (cap. 2). 

Una caracteristica del cdlculo en esta base es que existe la posibilidad de que dos (o 
més) componentes Cj, tengan la misma energia Ex. Esto, como se sabe, es causado por 
la degeneracién en los niveles de energia para osciladores arménicos, la cual crece a medida 
que se consideran estados mas excitados. Como consecuencia, el ntimero de componentes 
de las EF con la misma Ey, también aumenta, complicando asi Ja representacion de las EF 
en términos de la energia de los estados |k,4,w). Por esta razén, al calcular la EF de los 
estados |‘) (en la base Hose) sumaremos todos los coeficientes Ci, -con la misma energfa 
Ext~ en una sola componente. 

Las siguientes figuras muestran las estructuras de eigenfunciones individuales y prome- 
dios recentrados para fermiones pares. 
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Estructura de eigenfunciones individuales de A en base de osciladores 

arménicos para |¥*) con (a) «= 250, (b) ¢ = 350, (c) e = 450 y (d) ¢ = 550. Todas ellas 

corresponden a Ap y fermiones pares. 
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Figura 3.16. Estructura de eigenfunciones de Hi en base de osciladores arménicos para 

un promedio de eigenfunciones. 

eigenfuncién [W*) con (a) ¢ = 250, (b) « = 350, (c) « = 450 y (a) 

fig. 3.14 consideramos Aly y fermiones pares. 

El promedio se hace sobre 20 estados alrededor de la 

t = 550. Como en la
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Figura 3.17, Estructura de eigenfunciones de H en base de osciladores arménicos para 
un promedio de eigenfunciones. El promedio se hace sobre 20 estados alrededor de la 
eigenfuncién |¥*) con (a) 2 = 250, (b) « = 350, (c) ¢ = 450 y (d) « = 550. Como en la 
fig. 3.15 consideramos Hp y fermiones pares. 

Como puede verse de las figs. 3.14 y 3.15, estas EF no presentan mejores caracteristicas 
que las calculadas en la base Ho (figs. 3.5 y 3.6). Sin embargo, es claro que el ancho de las 
EF en la base Fosc tiene una relacién con la magnitud de la interaccién Vv, situacién que 
también se observé en la base de osciladores cuarticos. 

En el caso de las EF para promedios de estados (figs. 3.16 y 3.17) tenemos que las 
componentes Cj , sufren cambios sustanciales segtin se considere estados més excitados. Esto
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hace que la forma de las EF cambie sensiblemente y exhiba formas bimodales en algunos 

estados individuales o promedios (figs. 3.14(c) y 3.16{c), respectivamente). Sin embargo, 

este comportamiento no puede considerarse como el producto de sélo utilizar estados mas 

excitados, sino que también se debe a la suma de los Cha con la misma energia Ex,: como 

se mencion6 antes. 

Para eliminar las peculiares propiedades que resaltan de la degeneracién en la base de 

Flose necesitariamos promediar sobre un numero grande de estados comparada a ésta, lo 

cual resulta imposible con los 600 estados confiables que tenemos en dicha base. 

En Ja siguiente seccién se analizard otro concepto importante que es la densidad local 

de estados (LDOS) cuyas caracteristicas dan informacién sobre el decaimiento y tiempo de 

vida media de los estados de un sistema. 

3.5 Densidad local de estados LDOS. 

La densidad local de estados (LDOS), conocida en fisica nuclear como funcién de intensidad 

strength function, se calcula a través de la funcién 

w(E") = SO ICrPS(E" — ER), (3.11) 

donde E y E® son las energias de Hy Ao, respectivamente (23]. En esta ecuacién, los 

coeficientes C* se obtienen de! desarrollo |®,) = ¥, Ct|¥'), que resulta ser inverso al 

realizado para las estructuras de eigenfunciones (ec. 3.5). Entonces, !a forma de las LDOS 

queda determinada por la proyeccién de los estados del sistema sin interaccién Ao sobre los 

estados de H, es decir, C™ = (®, | &). 

La importancia de la LDOS se basa en dos caracteristicas: el decaimiento y el tiempo 

medio de vida de los estados |&,,). La ultima se determina a través del ancho de la LDOS, 

lo cual estd relacionada con el nimero de componentes principales Np. que presentan los 

estados de Ho en la base de A. 

En las figs. 3.18 y 3.19 se muestran las LDOS de estados individuales |®,) para fermiones 

pares. Lo primero que se observa es la minima contribucién que hacen los estados mds exci- 

tados del hamiltoniano HT. Esto, desde luego, esta relacionado con el rapido decrecimiento 

de las componentes C* con respecto a la distancia |E°— E*|, de forma similar a lo encontrado 

en las EF.



  

  

        
  

        

50 Capitulo 3. Propiedades de eigenvalores y eigenfunciones. 

ve \ t \ 0” : ' . 

. 9) 06 4 °) L 
06 4 t 05- [. 

a7 = 04+ . 
* 04+ t +o 
2 2 034 L 

024 + 02 r 
01+ L 

00+ L .00-4 L O soo, 00 1500 0 500 p 1000 1500 

20 , 1 1 030 1 , : 

») 025-4 4) - 64 r 
020+ [. 

0 
e085 2° O54 r 

on F 05 4 L. 
8054 f 

00 4 L 9004 L 500 1000 1500 500 00 1500 Et e 

Figura 3.18. Densidad local de estados (LDOS) para diferentes estados de Hp. Se 
consideran las eigenfunciones individuates |¢,) de Hr con (a) x = 200, (b) « = 300, 
(c} « = 400 y (d) « = 500 para el caso de fermiones pares. La dimensién de la matriz 
calculada es de 3200 x 3200 y E‘ es el espectro de energias de H. 
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Figura 3.19. Densidad focal de estados (LDOS) para diferentes estados de Ho. Se 

consideran las eigenfunciones individuales |#<) de Hp con (a) « = 200, (b) x = 300, (c) 

x = 400 y (d) x = 500 para el caso de fermiones pares. 

  
Los resultados que se presentan en las figs. 3.18 y 3.19 hacen notar que existen fluc- 

tuaciones en la forma de las LDOS para los estados individuales. Incluso, en las figs. 3.18 

(b) y 3.19 (b), se tienen dos estados donde el ancho de su densidad local es pequefio con 

respecto a los demas. Esto nos lleva a realizar el calculo de la razén de particién P*(E9) y 

é,, cuyas caracteristicas son similares a las expuestas para las EF (cf. ec. (3.6)-( 3.9)).
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Figura 3.20. La razén de participacién para estados individuales, considerando 800 
eigenfunciones confiables de Ho. (a) Fermiones pares y (b) bosones pares para ftp, (c) 
fermiones pares y (d) bosones pares para Hp. 

La fig. 3.20 muestra las P+ (E°) de los estados |®,) en la base de eigenfunciones Iw). 
Aqui se notan claramente las grandes variaciones en el numero de componentes principales 
de estado a estado, incluyendo estados localizados. Sin embargo, el comportamiento general 
de la razén de participacién exhibe un crecimiento a medida que se consideran estados mas 
excitados de Ho, siendo claro que dichos estados contienen un mayor niimero de componentes 
en los estados de la base 7.
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Figura 3.21. La longitud . para estados individuales, considerando 800 eigenfunciones 

confiables de Ao. (a) Fermiones pares y {b) bosones pares para Ar, {c) fermiones pares 

y (d) bosones pares para Ap. 

La medida é, de las eigenfunciones |®,) (fig. 3.21) confirma el resultado de la razén de 

participacién, observandose un crecimiento a medida que se consideran estados con mayor 

energia. La é, presenta una estructura bien definida, la cual es producida por la integrabil- 

idad del hamiltoniano Ho (ver cap. 1); este resultado es similar al encontrado en (8}. 

A continuacion se muestra el cdlculo de la densidad local de estados sobre promedios 

de estados.
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Figura 3.23. Promedio de densidad local de estados para 20 estados alrededor del 

estado |@,) con (a) « = 200, (b) « = 300, (c) « = 400 y (d) x = 500. El hamiltoniano 

Ho considerado es en base de Hp para el caso de fermiones pares.
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Las figs. 3.22 y 3.23 muestran la densidad local sobre promedios de estados. La forma 
en que se hacen los promedios es similar al realizado para el caso de las EF, es decir, se consideran las eigenfunciones que hay dentro de un intervalo de energias (E*—AE, E'+ AEB) 
y se calcula un promedio de los coeficientes Cr. La LDOS (ec. 3.11)para promedios de 
estados se puede reescribir de esta forma 

P® = F®9(E*), (3.12) 

donde Fx = | cr en forma similar a la EF (ec. 3.9) y p(E*) es la densidad de estados con 
energia E*, como se establece en [14]. 

Las figuras anteriores muestran que las formas de las LDOS son muy similares en 
cuanto se consideran promedios de estados. Ello indica, bajo la definicién usada en la 
seccién anterior, que Ho presenta equilibrio estadistico. Dichas formas miuestran que sus 
componentes mas importantes estan alrededor del estado IY) cuya energia E‘xE®, siendo 
esta tiltima la energia correspondiente al promedio de estados (®,). Asi, el comportamiento 
de las LDOS es similar al que presentan las EF, lo cual se debe a la relacién que existe 
entre ambas medidas cuando se consideran sus andlogos cldsicos [3]. Sin embargo, cabe 
mencionar que el decaimiento en las LDOS es diferente a las EF. Esto es, las componentes 
lor? menores al maximo tienen un decamiento de manera casi exponencial, mientras que 
las componentes mayores (al maximo) decaen mds abruptamente. 

Por tiltimo, es posible obtener mayor informacion de la densidad local, por lo cual en la 
siguiente seccién se compararé con una medida andloga del sistema cldsico (cf. cap. 1). Esto 
permitiré investigar la correspondencia que existe entre las LDOS de un sistema cudntico y 
las medidas andlogas en el sistema cldsico caético, en la misma forma que se ha hecho en 
otra clase de sistemas {11,14,20}. 

3.6 Comparacién entre EF y LDOS del sistema cudntico y clasico. 

Como se ha mencionado anteriormente, el equilibrio estadistico del sistema cudntico hace 
posible comparar las propiedades de sus cigenfunciones con las medidas andlogas en el sis- 
tema clasico (cf.cap 1). Por ello, en seguida se muestran los resultados de dicha comparacién. 
Cabe mencionar que los resultados cldsicos que se presentan en las siguientes figuras fueron 
realizados por el Dr. Luis Benet. 

La fig. 3.24 muestra la estructura de eignfunciones para un estado tipico de H y de un 
estado localizado. En los recuadros tespectivos estén las comparaciones con la EF clasica. 
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Figura 3.24. Estructura de cigenfunciones para los estados |¥') de Hp con (a) ¢ = 620 

y (b) e = 515. En los recuadros se muestran las comparaciones con los resultados clasicos. 

La fig. 3.25 exhibe la EF para un promedio de estados alrededor del estado considerado 

en la fig. 3.24(a), mientras que en la fig. 3.25(b) se muestra la densidad local de estados 

para un promedio de estados correspondiente a Af; nuevamente los recuadros muestran la 

comparacién entre los resultados cuanticos y clasicos.
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Figura 3.25. (a) Estructura de eigenfunciones para un promedio de 21 estados alrede- 
dor del estado (UY) de Hp cons = 620 y (b) la densidad local de estados para un 
promedio de 21 estados alededor del estado I®<) con « = 300. En los recuadros se 
muestran las comparaciones con los resultados cldsicos. 

Los resultados muestran la excelente concordancia entre las propiedades de las eigen- 
funciones y los andlogos clasicos. 

En el siguiente capitulo se estudiaran las distribuciones del numero de ocupacién ny 
para las eigenfunciones |¥‘) de A en las bases de particula independiente Ao y Hose. 

   



Capitulo 4 

DISTRIBUCION DEL NUMERO DE OCUPACION. 

  

Una propiedad importante en los sistemas cudnticos de N cuerpos en la base de particula 

independiente es el nimero de ocupacién, con el cual se determina la manera en que los 

estados de una particula contribuyen a la formacion de los estados del sistema. Esto, en 

sistemas de N particulas, permite calcular otras propiedades relacionadas con operadores 

de una particula [2]. 

En Ja mecdnica cudntica estadistica se conocen distribuciones de! niimero de ocupacion 

ng en sistemas cuyo ntimero de particulas es muy grande (N > 1), las cuales son indistin- 

guibles y que no interactuan entre ellas. Desde luego, también es posible realizar el cdlculo 

de esta distribucién en sistemas donde las particulas interactvian, aunque esto puede pre- 

sentar ciertas dificultades (21). En el caso de nuestro sistema, el desarrollo de los estados 

de H en una base de particula independiente, A 6 Hoses permite el cdlculo de la ng, tal 

como se ha hecho en otra clase de sistemas [1-5,20]. Una consecuencia de este método es la 

relacion que se establece entre EF y fig. Asi, si el sistema presenta equilibrio estadistico es 

posible que la n, muestre un comportamiento genérico. De esta manera, ja distribucién del 

numero de ocupacién confirma si el sistema esta en equilibrio. 

Por otro lado, el equilibrio estadistico del sistema permite calcular un coeficiente similar 

al de Boltzmann Bg asociado a 7g Y, de esta forma, interpretar a los sistemas de pocas 

particulas con interaccién de manera similar a como se hace en la termodinamica. 

En este capitulo se calcularan los numeros de ocupacién para los estados |%) del hamil- 

toniano H. Esto levara a determinar una funcién de distribucién relacionada con el numero 

de ocupacién para fermiones pares, mostrado las dos magnitudes de interaccién V que se 

59
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han usado desde el inicio. Los casos restantes (fermiones impares y bosones pares e impares) 
muestran caracteristicas similares. 

La determinacién de una forma genérica en la distribucién del numero de ocupacién 
Hevard a corroborar el equilibrio estadistico en el sistema cudntico (cap. 3). Ademés, se 
calculard el “coeficiente de Boltzmann” Bg para las distribuciones de los nameros de ocu- 
pacién. 

4.1 Distribucién de n, en la base de A. 

El valor esperado del operador del numero de ocupacién 

a, = ala,, (4.1) 

determina el ntimero de particulas que se encuentran en el nivel de energia s de A’. 
Como veremos, es facil calcular la distribucién de los nimeros de ocupacién n, para 

los eigenestados de H en términos de una base de particula independiente. En seguida se 
calcularan las n, de las eigenfunciones {W*‘) en términos de la base de osciladores cudrticos 
Ao. 

Primero, recordemos que las ecuaciones de Schrédinger para Hy y AG) son 

Ho|®,) = Bi|®.) (4.2) 

hl.) = lp), (4.3) 

respectivamente. 

Asi, las eigenfunciones de fy pueden expresarse como 

|x) = ler) ® Ip), (4.4) 

donde y y v son indices que establecen un{vocamente cuales cigenfunciones de una particula 
forman al estado |®,.). Si recordamos que Hp = h( + Al?) tenemos entonces 

Ho{lev) ® lvu)} = fer + enh {hee) ® loy)}, (4.5) 

dando lugar a 

Ee = ey +e, (4.6) 
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por lo cual el indice puede representarse por el par (u,v). Es importante aclarar que en las 

ecs. (4.4)-(4.6) ya no utilizamos el superindice 7 para las energias € y las eigenfunciones ly), 

dado que las particulas son indistinguibles en el hamiltoniano Ho (ver caps. 1 y 2). 

La distribucién del ntimero de ocupacién para el estado |W") se expresa como 

nb = (SAH) = SICK ng, (4.7) 
® 

donde n* = (®,|fs|®,). Si se sustituyen las eigenfunciones |®,) por las correspondientes 

una particula |p) (usando la ec. 4.4), se obtiene la siguiente expresién: 

ni = ICLP Lgl @ eulblabasl{len) ® leu)}- (4.8) 
rae 

El subindice s se refiere a un estado particular del hamiltoniano A y los produc- 

tos (pvlataslon) (cf.ec. 4.8) son igual a uno o cero, si las eigenfunciones corresponden a 

particulas Fermi-Dirac; y dos, uno 0 cero para particulas de Bose-Einstein. Ademas, aqui 

se nota la importancia de la EF (en relacién a los coeficientes iC), dado que influira de 

manera importante en las ng. 

Por otro lado, la distribucién del numero de ocupacién cumple con las condiciones 

Song =2 (4.9) 

Sean's = (UA. |O OE. (4.10) 

La primera condicién asegura que la suma de todos los valores de n, deben ser igual 

al numero de particulas que contiene el sistema, mientras que la segunda establece que la 

suma de energias de una particula es aproximadamente igual a la energia del estado {¥*;, 

como expresan las ecs. (5.4.6-7) en [21].
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Figura 4.1. Distribucién del nimero de ocupacién para los estados |¥*} de Hp con 

(a) «= 250, (b) « = 350, (c) e = 450 y (d) ¢ = 550. 
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Figura 4.2. Distribucién del nimero de ocupacién para los estados [¥) de Ap con 

(a) v= 250, (b) « = 350, (c) «= 450 y (d) « = 550. 

Las figs. 4.1 y 4.2 muestran los valores de n, para estados individuales |W‘) de Hy y 

Ap, respectivamente. En la forma de dichas distribuciones destacan dos caracteristicas. 

Por un lado, los estados |y,) con energias €, muy bajas contribuyen en forma sustancial a 

la ng. En cambio, la participacién de los estados |y,) muy excitados decae abruptamente, 

indicando que éstos contribuyen poco en los estados de dos particulas. Sin embargo, exis- 

ten fluctuaciones que dificultan determinar una forma genérica, mostrando asi la estrecha 
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relacién entre ny y EF (ecs. 4.7 y 4.8). En consecuencia, serA mas apropiado analizar prome- 
dios sobre varios estados de las n, utilizando un criterio semejante al usado para las EF 
(cap. 3). 
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Figura 4.3. Distribucién del numero de ocupacién para promedios de 20 estados |) 

de Ap alrededor de (a) « = 250, (b) ¢ = 350, (c) « = 450 y (d) ¢ = 550. 
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Figura 4.4. Distribucién del ndmero de ocupacién para promedios de 20 estados {e5 

Ap alrededor de (a) + = 250, (b) « = 350, (¢) « = 450 y (A) «= 550. 

Las figs. 4.3 y 4.4 muestran ny para algunos promedios de 20 estados de Hr y Hp, 

observandose que la forma de las distribuciones no son exactamente iguales. Sin embargo, 

la forma de estas distribuciones tiene claramente definidas dos zonas. Estas quedan deter- 

minadas a través del estado de una particula cuyo numero de ocupacién es el maximo en la 

distribucién que denotaremos con n,. 
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La primera zona incluye las componentes de la Ms Cuya €, es menor a la energia del 
maximo n,. Esta energfa es sumamente importante ya que sumada a la correspondiente al 
estado base €9, da como resultado la energia de la componente mds importante en la EF del 
promedio de estados que se considera. La manera de comprobar esto es calculando la ni de 
un estado localizado |W), por ejemplo, usando el estado localizado (fig. 4.5(a)) se tiene que 
la ng correspodiente (fig. 4.5c)) tiene las componentes més importantes alrededor de €s=0 y 
€s=46. Asi, tenemos que 

€s=0M fag + €sn4gNinae’ = Enesai 

donde Ja energfa E°_,,, corresponde a la componente principal del estado |U'=49) en Ia 
base Ao. Si, por otro lado, se considera la EF de un promedio alrededor de este estado 
(fig. 4.5(b)) se nota que esta distribucién (fig 4.5(d)) tiene el mismo maximo que en el caso 
del estado localizado. De esta manera, recordando que las componentes principales de la 
EF para cualquier estado |W*) (individual o promedio) estén centradas sobre la Eo = Bt, se 
confirma que el mdximo nt es una caracteristica importante en la distribucién del nimero 
de ocupacién. Asi, el promedio de estados |W‘), con E*>>E, definen una forma génerica 
para las n{; tal como sucedié para las EF. 
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Figura 4.8. EF para (a) estado de Ap con EF muy localizado |¥4%) (fig. 3.5(c)) y 

{b) un promedio alrededor del primero. Distribucién de ntimero de ocupacién para (c) 

el estado localizado y (d) ¢! promedio. Las caracteristicas de las distribuciones son las 

mismas que para las otras figuras. 
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Una medida sencilla de las fluctuaciones en las distribuciones de ntimero de ocupacién 
se puede hacer con 

Ns — Th, 
nfive = Ss (4.11) 

Ng 

donde 7, es el promedio de las componentes de la distribucion con ¢, < €,. Usaremos esta 
medida tanto para distribuciones de niimeros de ocupacién de un solo estado como para 
distribuciones promediadas sobre 20 estados. Las siguientes figuras presentan las flee en 
estados y promedios de estados para Ap y Ap. 
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fluc Figura 4.6. Medida de fluctuaciones ny para distribuciones de los nimeros de 

ocupacién. Se consideran los estados individuales I+) para (a) ¢ = 450 y (b) « = 750 

con sus promedios (c) y (d), respectivamente. Estos ullimos se hacen con 20 estados 
recentrados, usando como centro a los estados (a) y (b). Las eigenfunciones corresponden 
al caso de fermiones pares para Hp. 
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Figura 4.7. Medidas sobre fluctuaciones n{'"* para distribuciones de los ntimeros de 

ocupacién. Se consideran los estados individuales {¥*) para (a) « = 450 y (b) « = 750 

con sus promedios (c) y (d), respectivamente. Estos tiltimos se hacen con 20 estados 

recentrados, usando como centro a los estados (a) y (b). Las eigenfunciones corresponden 

al caso de fermiones pares para Hp. 

En las figs. 4.6 y 4.7 se observa que las fluctuaciones de los estados individuales dis- 

minuyen al considerar un promedio alrededor de los primeros. Este resultado confirma que 

las n, tienden a una forma genérica tal como en la EF. Asi, la distribucién del nimero de 

ocupacién sobre promedios de estados exhibe el equilibrio estadistico del sistema cudntico, 

siendo una consecuencia de la propiedad que mostraron las EF en el capitulo anterior. 

Por otro lado, la cola de las n, muestra un decaimiento exponencial para promedios de 

estados con diferente magnitud de interaccién. En la fig. 4.8(b) es claro que el decaimiento 

no sigue totalmente este comportamiento para estados poco excitados. Sin embargo, a 

medida que se consideran promedios con una mayor energia tenemos el decaimiento ajusta 

mejor a uno de tipo exponencial.
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Figura 4.8. Decaimiento de la n‘ en escala semilogaritmica. (a) Las distribuciones 

para promedios de 20 estados alrededor de s = 450, 550,650 y 750 para Hp. (b) Las 

distribuciones para promedios de 20 estados alrededor de t = 450, 550,650 y 750 para 

Ap. 

En seguida, el decaimiento de las distribuciones de nimero de ocupacién se usard para 

calcular el coeficiente de Boltzmann en las distribuciones n,. 
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4.2 Coeficiente de Boltzmann 83. 

El equilibrio estadistico de un sistema cudntico puede relacionarse, con sumo cuidado, a una 

descripcién termodindmica [12]. En general, esta descripcién se realiza sobre sistemas de 

muchas particulas. Sin embargo, también es posible analizar las propiedades termodindmicas 

de sistemas con pocas particulas y, en este sentido, determinar un coeficiente de “Boltzmann” 

Bg correspondiente a las n, de los estados I¥). 

El decaimiento exponencial de las n, sugiere la posibilidad de compararlas con las 

distribuciones conocidas en mecdnica estadistica, i.e. Fermi-Dirac (FD), Bose-Einstein (BE) 

o Maxwell-Boltzmann (MB), ya que todas ellas tienen un decaimiento (n,)xexp(—Bpe) 

cuando (n.) « 1 (21). 

El coeficiente de Boltzmann para un sistema cldsico puede ser calculado por medio de 

1,08 
ba = kp OE (4.12) 

donde E es la energia promedio de los estados considerados en la distribucién, kg es la 

constante de Boltzmann, y S es la entropia del sistema cldésico. Esta ultima puede definirse 

en base a 

S = kplin(T)] = kalin@) - in@o)}, (4-13) 

donde F es el ntuimero de estados accesibles del sistema. Esta se relaciona con Wi y Wo que son 

los voliimenes total y fundamental, respectivamente, del espacio fase en un sistema clésico 

(21). 

El volumen total del espacio fase para nuestro hamiltoniano cudrtico con una energia 

E fija, ie. H(pi,P2, 92,92) = E, es 

v= / / HE — H)dpidardpedge = (c)E*”, (4.14) 
(p2',q2')4 (pl’,gl’) 

donde c es una constante que incluye todos los factores independientes de la energia y 

que salen del cdlculo. Este resultado se debe a que p; y gi (con i = 1,2) toman los valores 

extremos de +£1/? y £E™4, respectivamente (cf. eqs. (1.1)-(1.5)); haciendo que el volumen 

total del espacio fase sea proporcional a E3/2, Entonces, se tiene que 

a : 
Ba= pin) +A}= aa (4.15) 

donde A incluye los términos que no dependen de la energia y, por ende, no afectan el 

resultado final.
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La fig. 4.9 muestra la comparacién entre las distribuciones (n.) = D*exp(—BgE), con 
E igual a la energia promedio de un ensemble de estados, y las n, correspondientes a los 
promedios de estados para fermiones pares de Hp. Para Hp la coincidencia no es de la 
misma calidad, por lo cual esta interpretacién no es del todo efectiva. Ast, la magnitud en 
la interaccién es importante para esta interpretacién estadistica. 
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Figura 4.9. Comparacién para Hp entre el decaimiento de ia nt y la (m) = D+ 

exp(—8p£), en escala semilogaritmica. Las n‘, son calculadas sobre promedios de 80 
estados alrededor de (a) « = 450 con E = 538.13 y D = -2.7721, {b) « = 550 con 
E = 613.58 y D = -3.0191; (c) 1 = 650 con E = 484.54 y D = —3.2482 (d) « = 750 con 
E = 751.87 y D = —3.4058. 
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4.3 Comparacién entre n, del sistema clasico y cudntico. 

Por ultimo, en lo que respecta a las n, de los estados |W) en la base de Ho, la fig. 4.10 

muestra que la distribucién de ntimero de ocupacién concuerda con lo esperado en mecanica 

clasica [3]. 
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Figura 4.10. Distribuciones de nimero de ocupacién del estado |¥‘) de Hp con (a) 

1 = 620 (a) y (b) un promedio de 21 estados alrededor del primero. En los recuadros se 

muestran la comparacién entre las distribuciones clasicas y cudnticas correspondientes. 

Esta figura ha sido tomada de [3].
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4.4 Distribucién de n, en la base de Hoses 

La distribucién de ntimero de ocupacién, para esta base, queda definida asi: 

ns(Eea) = YO ICk a ar @ Cabal (la) @ HD}, (4.16) 
kA 

utilizando una notacién similar a la usada en Ja otra base (ec. 4.8). Donde las eigenfunciones 
estan definidas por los nimeros cudnticos principales (k,1) de dos osciladores con la frecuencia 
6ptima wop que se calculé en el capitulo 2. 

La contribucién de los estados de una particula se establece por medio de} ntimero de 
cuanta N = k +, y no a través de las energias ¢, (ec. 4.6), respetando !a paridad y la 
simetria de particulas. 

En seguida se muestran las n, para algunos promedios de estados de Hp y Ap. BI 
motivo de descartar las distribuciones de estados individuales es que no ofrecen mayor 
informacién interesante. 
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Figura 4.11. Distribucién de! nimero de ocupacién en la base Hose para promedios de 

20 estados {¥*) de Hp alrededor de (a) « = 250, {b) e = 350, (c) «= 450 y (d) ¢ = 550. 

En las figs. 4.11 y 4.12 se puede observar que las distribuciones de EF en promedios de 

estados |W) no presentan una estabilidad en su forma, lo cual se debe a Ja lenta convergencia 

de las eigenfunciones |") en esta base (ver cap. 3). 
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‘Figura 4.12. Distribucién del numero de ocupacién en ta base Hose para promedios de 

20 estados j¥*) de Hp alrededor de (a) s = 250, (b) « = 350, (c) 1 = 450 y (d) e = 550. 

A diferencia de lo que observamos en las EF, en esta base la forma de los promedios de 
ns para varios estados de Hr tiende a estar bien definida. A grandes rasgos, dicha forma 
es parecida a la que obtenemos para n, en la base Ho (fig. 4. 3). Pero, comparando escalas, 
vemos que el Ultimo maximo en la cola de estas n, corresponde a la n, (encontrada en la 
base Ao) si consideramos que esta es la energia de una particula correspondiente a la energia 
total. Por consecuencia, el andlisis no se puede transferir de de una base a otra. En el caso 
de Hp, la forma es otra vez distinta y la tendencia a estabilizarse, conforme sube la energia, 
es mas lenta.
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En la tesis se ha utilizado un hamiltoniano Hi que describe la dindmica de dos particulas 

idénticas en un potencial de osciladores cudrticos con interaccién del mismo tipo. El estudio 

de sus eigenvalores y eigenfunciones se realizé con dos bases de particula independiente, 

oscilador cuadrtico Ho y oscilador arménico Hose- 

Las estadisticas espectrales P(s) y £?(L) mostraron que los eigenvalores del sistema 

tienen el comportamiento esperado para un sistema cudntico con andlogo clasico cadtico; 

tal como se mostré en el capitulo 2. 

En las eigenfunciones se analizaron tres propiedades importantes: la estructura de 

eigenfunciones, la densidad local de estados y los ntimeros de ocupacién. 

Los resultados se pueden resumir de la siguiente forma: 

(1) Las tres propiedades analizadas tienen un limite cldsico como se muestra en las 

figs. 3.25, 3.26 y 4.10, y tal como se ve en {6}. 

(2) Para las eigenfunciones de Hy, expresadas en términos de las correspondientes a 

Ho, encontramos una estabilidad rdpida hacia una forma caracteristica, mientras 

que el desarrollo en la base de Hose eS poco uniforme, lo cual no es sorprendente 

en vista de la alta degeneracién. De hecho, para el numero de ocupacién -donde 

no hay este problema- se observa la tendencia hacia una forma estable. 

(3) Mientras no observamos diferencia en la estadistica espectral para Hey Ap (que 

no estudiamos en detalle), ésta sf existe en algunas propiedades de los estados. 

(4) Entre los cuatro subespacios invariantes por simetria discreta (fermiones pares € 

impares y bosones pares e impares) hay ligeras discrepancias que estan al limite de 

nuestra exactitud estadistica por lo cual no fueron estudiadas. 
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(5) El estudio de la EF, LDOS ¥ Ms condujé a la determinacién del equilibrio estadistico 
de sus eigenfunciones, donde la convergencia de éstas (ya sea en Hy 6 Hose) es 
esencial para encontrar evidencias de dicho equilibrio. 

(6) En el caso de los promedios de numeros de ocupacién, la forma genérica permite 
determinar el coeficiente de Boltzmann Bp, ajustando excelentemente para los 
estados de He. 

Finalmente, los préximos pasos en el estudio de este tipo de propiedades llevaran a 
considerar un numero mayor de particulas, buscando comprender mejor el comprtamiento 
de esta clase de sistemas. 
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