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INTRODUCCION 

La ¡,;em•ración d,, portafolios con llll balan"e ade,·11ado entre rics¡,;o y rendimiento es una 
hm•a fundamental ele la ingenierÍH fl11arn·ien1. lfna dase importante de instrnmentos que 
ad 1ía11 c·on10 scp;uros <'ontra <·011tin?;l'I1t'ias H11ai1<·icras so11 las opciones. En un a1nhic11tc de 
ext n•11rn ,·olatilidad. estuR iutr11111C111tos pruporciuna11 al iu\'ersiouista 1111 n1C'ca11is1110 para 

in1111mizar ,,1 portafolio ,·outra fluct,rndones adwrsas ,•n lus metTadus financieros con bajos 
l'ostos d<' trausaC'dÚn. 

El smgimie11lo y ne,·imi<'nlo de las UJH'iones en mercado financieros está marcado por 
rnrias fr·dws importautes: En l!l73. s<' lrnrsatilizan opciones sobre acciones cu el Chicago 
Board uf "frade (CBOT). En el mismo aüu, se presenta un avance teórico importante con 
la Rparició11 de la fórmula de Black y Schulcs. Eu ]!)79, debido a un cambio de estrategia 
d,, la Heserva Fed('['al de los Estados Uuidos d,, )/orte América se generó un nivel de alta 
volatilidad eu los mercados financieros, los ag,,ntes se vieron en la necesidad de buscar 
llll<'\'Hs tl'l'uicas fi11anci0ras para contrarrestar su exposición al rics~o. Los iuvcrsionistas 
uhs,•n·arun que el empleo de las o¡H'ion<'s n'duda 011 forma eficiente la exposición al riesgo 
mPtTadu. 

Una upcióu <'S tm prod11ctu derivado r¡ue pur el pago de una prima da a su tenedor 
(comprador) ,,1 derecho. 1rnís no la obligacióu, de comprar u veuder el producto sHbyaceutc 
(bi,·ncs, acciuucs, índices bmsútik•s. clivisas. folmos. etc.) a nn precio determinado, lla­
mndu prl'<·iu de ejercicio dHrnnte la Yi¡;cncia del rnntrato ,' hasta la fecha de vencimiento. 
La ,·011traparle. el emisor. de estos títulos tiene la obligación de ve11der o comprar el pro­
ducto suhya,·c1Jte. En resn111e11. la HI ilidad de l'slus i11strn111enlus cu11sistc en ase¡,;urar nu 
hie11 o servicio a través del pa¡;u dl' nua prima cu.ro monto depenclerú de las probabilidades 
d,, qnc l'l bic11 o Sl'rvicio experimcnt<' uu ,·ambio desfavorable para el interesado. Si esto 
u,·11rre. el interesado pierde ú11ica111cnt<' el valor de la prima. En el contrato de opción se 
es¡l('<'ifican cinco elcrne1ttus: 

l. Tipo ,le opción.- opción de compra o dP vc•uta (americana o emupea). 

2. Activo subyacente.- es Pl activo (accium's. divisas, tasas de intervs. petróleo, oro, etc.). 

:¡_ Ca11tidad del activo negociado.- es la cantidad. en u11idades, del activo subyacente que 
<'Stá l'sti¡rnlado que se pnede ,·ornprar o vender por cada contrato de opción. 

L F<'"ha d,, ,·eucimiento.- es la fecha en que se ve11ce el contrato. Las fechas de ven­
"imiPntu se fijan de acuerdo con ,,l cak•11d,irio trimPstrnl, de tal manera que existe11 
1·ern·imil'ntos cada tres meses, sicudu el tmíximo Yenci111ie11to de nHeve meses. 

a. Pr<'CÍO de ej<'JTiciu.- es el precio al que se podrá ejercer el contrato, es decir, el precio 
al <Jll<' se podrá comprar o vcuder el activo snbyaccnt<', según la opción sea de compra 
u de venta. 

Hay otro elemc•1tto determinado por el 111e1Tado r¡ue 110 figura estipulado en el coutrato, que 
<'S l'l ¡,n•,·iu a pagar por la opción. precio q ll<' se fija eu el mercado organizado de opciones, 
sig11i,•rnlu la ley de la oferta y la denrnnda. Est<' precio recibe el nombre de prima. 
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Es i111porta11te obspn•,u qne E'll los coBtratos de opciones sólo se ohli¡,;a al vendedor su 
,·11111plirniP1ito. mic11trns qne PI ,·011,prndor tiem' el dered10 (opción) de ,,je1Ter el <"ontrnto. 
pero no está oliligado a Pilo. Esto permite al pos,,e<lor de nna opción, no sólo a cubrirse 
aBt <' posililcs pérdidas sino también la posibilidad dE' olitE'm'r un benefkio en caso de que 
la Pvoln<"ióu del precio del activo asociado a la opción sea favorable. 

Por otro lado, las opciones. al ig11al <¡11<' los futnros son contrntos estandarizados. 
p<'ruiitiPndo que las transacciunC's se ('Í(•ctlÍ011 C'1l 111C'tTaclos abicrtoR, organizados y cuu 
gHra11tías de sn cnrnplimic,nto. Esta ,·an1<·tl'rístirn gem'ra liqnidez parn llevar a calio dis­
ti11t as eon1binacioncs y e.strategiHs para a111pliar y diversificar brn carteras de iuversióu. 
A difPren<"ia de los mercados de fntnros. en las opciones, el comprador del contrato sólo 
est,í oliligado al pago de nna prima (pr<'<"io de la opcióll) qm' recibirá el veu<le<lor, qniéu 
aportaní l'l rn:-ugcn inicial ? (IP 1uc111tC'1Ü1niPHtu fl la n\111ara de cornpcnsación. según la 
evolnción del 1ncre,Hlo. 

La inversión en opciones también es una alternativa para especular ( obtener ganan­
cias extraordinarias asumiendo riesgos solire l<'Bdel!cias inesperadas). Es también posilile 
realizar operaciones <le arbitraje aprm·,,,·Jrnndo dPse,¡nilihrios temporales en la prima de 
las opcionC's. 

Las opciones financieras 1mls comnnes son las que tienen como subyacente a los títulos 
dP ,·apita! (acdo1ws), los índices de mercados H<"ciounrios. las divisas extranjeras, títulos de 
denda pública y futuros. Se distinguen entre sí ,·on 1,asc en tres criterios: tipo, clase y serie. 
El tipo nos indica si la opción es de compra (mil) o d,, venta (pnt). Todas las opciones 
sobre el mismo subyacente qne sean ,Jc,J mismo tipo determinan nna clase. Las opciones 
que pertenezcan a una dase y q11c tengan la misma fecha de vencimiento formarán una 
serie'. EB las opciolll'S se presentan dos posiciones, las cuales nos indican la postura que 
]H'C'Sl'!lla cada una con respecto al contrato: 

Posición larga.- es la postura q110 presenta el comprador (quien paga la prima) de una 
opción. sin importar si ésta es nu opción de compra o de venta. 

Posición corta.- es la postura qne presenta el emisor o v0ndedor de la opción (recibe 
la prima) de compra o de venta. 

Una vez firmado nn <"ontrato de opciones. existen tres formas de cerrarlo: 

a. El comprador cjern' su der0d10. 

b. El <"omprador permite qu<' pasP la fecha de ,·e11cimicnto sin ejercer su dere<"ho, dándose 
por terminado el contrato. 

c. f~I comprador puede vender la opnon a un t('J'cero. o el emisor pne<le recomprar la 
opción al <"omprador, es decir 1H opción se liquida. 

El presente trabajo tiene como propósito pstablecer las condiciones y características 
inhncntPs al l\lodelo de 13lack-Scholes. para la wlluación de opciones financiera.,. En forma 
detallada se analizan 2 mótodos alternativos para llegar a la fórmula de 13lack-Scholes. 

En el Capítulo 1 Teoría. ,IPI fotrn;.s, se define el valor del dinero en el tiempo y oportu­
nidades d,, arbitraje: los cuales constituyen una parte medular para entender la Teoría de 
Opciones. 
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En l'l Capítulo 2 Tipo.s d,· O¡){'io111·.s. Sl' defi11<'11 los conc·('plos básicos de la Teoría ele 
Opcionrn, se· analizan las c·araC'lc•rísticas clP nn contrato y los diferentes tipos de coutratos: 
lo Htltl'rior con la finalielael ele c¡ne el ll'C'lor Sl' invohtc'rc con el len¡;uaje utilizado en el 
mercaelo elP clerivaelos. 

En el Capítulo 3 Com¡,orlnmir11/o Almlorio de lo.s Artivos, se ahorcla ele manera intuitiva 
<'l c·omportami<'nto aleatorio elP los aC'IÍ\•os fimuH·i,•ros. ,·01110 son las acciones. el tipo ele 
<'Hlllhio e í111lic0s: se analizan los c·o11C·c·ptos clP r<'!1clilllil'nto y riesgo como parte d0 la 
valnadú11 df' activof: C'll til·mpu discTl'lu; asiluif.m10, Sl' prcsC'uta el proceso dl• Wicuer para 
c•l l·nso contiu110. 

El Capítnlo 4 Crilrulo E.stoní.sfi('(), se discnten ele nrnncra simple e intuitiva al¡;unos cle-
111entos del cálculo cstodstirn: l'll virtud ele su importancia en el análisis finaucicro. Se 
analizan modelos estocásticos qm• ,·11mplen con las propiedades de l\larkov y l\lartingala. 
Se utiliza la Variación Cuadrática junto con las propiedades anteriores para introducir el 
c·o1wt•pto cll' l\lovimiento 13rowniano. ])¡, mancrn similar, utilizando el Límite Cuadrado 
l\ll'dio se lk•ga a la definición de la lnte¡;ral Estocástica y en particular de la lntc¡;ral <le 
1 to. 
El Capítulo 5 A!odl'lo de Black-Scholc.s iHkia c-oll el arn\lisis de 1.11! portafolio libre ele riesgo 
furrnadu por Ulla posición lar1sa ele opcioHes .,· por una posición curta de cierta cantida d.1· 
ele! hien subyacente. De manera tal r¡ue el n,sultado es 111rn ecuación formada por una parte 
clctenninística y olra estocástica; esta últirna se le conoce como el riesgo ele] portafolio, 
la cual <'S susc!'ptihle de eliminarse ('ScogieHdo adecuadamente la cantidad riel subyacente. 
Si además suponemos r¡ue no existe posibilicb,cl de arbitraje>, se está eu condiciones de 
cstahlec·pr la ec:nación ele 13lack-Scholes, la cual es una ernación diferencial parcial lineal 
parn hólica. 

1,:11 l'l Capíl 11!0 G E,·11ncio11r.s Di.ferr11ci11/r.s l'mri11/e.s, se estudian los conceptos básicos rle 
las Ecuaciones Diferenciales Parriaks: e1ltn' las que se encuentra la llamada ecuación ele 
rnlor o ele clifnsión. 

En l'l ('apít ulo 7 Volorr.s E.s¡wmdo.s y lo Fármula dr lJ/ock-S,·holcs, se calcula la fórmula 
d,• Black-Schoks en términos dP rnlores ,,spcrados. 

En d Capítulo 8 Ln Eriweión di' Color y la Fónn u/a dP Blark-Srholes, se transforma la 
ec·uac·ión clifen•ncial pardal clderminísta de 13lack-Scholes en la ecuación ele difusión o rle 
<"alur. 

Finalmente, se presenta un conjunto ele conclusiones en donde se resaltan las ventajas y 
limitaciones de los métodos analizados. 
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C'APrflJL() l. TEX)llIA DEL INTERES 

1.1 INTRODUCCION 

El ¡,rilm'r lll<'JTado 01-¡¡;a11izado y reco11ocido de, opcio11cs, El Chicago Board Options 
Ex,·hnng<' (CBOE), ,·omPnzó sn operación en JD,:l. Poco tiempo después, mercados simi­
lnrC's snrp;iC'rou C'll Europa. Asia )'. uuí.s n'ciP11tc11H•11te. en An1érica Latiua. En el caso 
111e•xica110, se' c11t'11ta con el l\krcado l\lexinmo ,le Derivados S.A. de C.V. (MEXDER). 

E11 l'ste capítulo se Jll'C'SC'11ta11 los ,·011,·eptos básicos de' los mPrcados de opcio11es. En 
¡,articular. se i11troducen los conceptos del rnlor dPl dinero en d tiempo y las condiciones 
d,, arbitraje. los cuales son fnndan1c11tales e11 d desarrollo de la teoría de opciones. 

1.2 VALOR DEL DINERO EN EL TIEMPO 

l/110 de los co11cPptos más útiles en fi11anzas e's el del valor del di11ero en el tiempo. Si 
ho.v co11tamos co11 una cantidad J1I de di11cro, podemos guardarlo en el ropero y sacarlo 
d,,11tro de 1111 cierto periodo de tiempo, o bien podemos invertirlo en la creación de una 11ueva 
<'n1pr<'sa. Si psto último es mny riPsgoso. podemos prestarlo a alguien que voluntariamente 
asuma el riesgo por 11osotros, regn'sándo11os dC'11tro dC' un período 11uestro dinero más u11a 
rnntidad adicional, lo quC' llamamos interés. Sin Pmhargo, smge otra fue11te de riesgo, el 
rit'sgo crédito, es decir, C'l riesgo de que a qnic'n le préstamos no cumpla en regresar AJ 
,v/o ,,¡ interés. Los bancos son una alternativa para prestarles 1111cstro di11cro y reducir la 
<'Xposiciú11 al riesgo, ya qn<' ellos diversifican los recursos en diferentes proyectos, además de 
<'xist ir me,,·a1üsrnos regulados de protecciú11 para los ahorradores. Por otro lado. los ba11cos 
al tomar l'l dinero de m1wha 1se11tc•, puc•dc11 invertir en pro_wctos que un solo individuo no 
podría realizar. Asimismo. los bancos compitPn por el ,linero y deja11 a las fuerzas de la 
oÍ<'rla .v la dC'ma11da fijar PI nivel de la tasa de interés. 

Snpogamos, por el mome11to. que' la tasa de i11t,,rés es constante. Se dice que el i11terés 
C'S simple' cua11do éste se calcula e11 m1 solo periodo hase' sobre la cantidad que inicialme11te 
sC' iuvirtiú. mientras que ,,1 i11tcrc\s cornp11Psto es aq11el que se calcula sobre el interés y 

la i11vC'rsiún i11icial en dos o más periodos hase. Siendo este último. el que nos interesa. 
El inl<'rés compuesto se ¡mede ,kfinir de dos formas, como i11tcrés compm'sto discreto o 
i11tC'rÍ's ,·01itinua111e1ite capitalizahk. 

Supongamos que se invierte una cantidad JU a 1.ma tasa de i11terés anualizada ,. , aquí 
Pl periodo hase es un ano. Al final dC' 1111 aiio el retorno Ch de la inversión con interés 
simpk'. s,,rá: 

Q¡=M(l+r). ( l. l) 

lkspu{>s de dos aiios. el rC'toruo de la inn•rsiún, Q2 con interés compuesto discreto está 

dado por 
Q2 = [M(l + r)](l + r) = M(l + r) 2. ( l. 2) 
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D<'s¡rn{•s df' 11 anús sp tPndrá 1111 rl'l orno (J,, = ,1/ (1 + ,. ) ". lo c11al 110s proporciona 11n 
t'.iP111plo dl• i11t0rés co1np11l'Sto discn•to ('ll II pPríodos. 

Ahora s11pongamos que se n•cil,('ll m pagos de interés durante el a110 a una tasa de 
,.¡,,,. Al final del un aüo se tendrá 11n rf'lorno 

ll1=M(1+!..._)"' 
111 

( 1.3) 

Si la fr<'<"fü'Il<'ia d<' estos rn pagos df' inter{,s d11rnn(e el aüo se incrementa y, al mismo 
tiC'111pu, In tasa de intt'rés dis1nin11,Vl', es dPcir, si 111 __,,. oo, entuucPs cstan•111os hablando de 
i1it<•r<'sPs eo11ti1111aincnte capitalizal,les Por lo tanto, dl' ( 1.3) se sigtw <¡U(' 

( /' ) "' R¡=M l+- ~,u,.(H1log(lf-;;,-))_, Mrr 
1 /1 

( 1.4) 

,·11audo m ...... CXJ. E11 (•ste easo. M r 1
• rq,n•se1ita l'l rt'torno a un aüo con 11na tasa de interés 

,·01iti1111amt•1lle capitalizable. De manera análoga. después de un tiempo t, tendremos el 
rl'torno 

1.3 ACCIONES 

rt R1=Mr. ( 1.5) 

~:¡ desarrollo de las <"otizario11es de los pn'<·ios de las acciones está lejos de ser predcei­
l,k. Si se pudiera predecir el desarrollo de los precios de las acciones en el futmo entonces 
nos haríamos ricos. Aunque nmdias ¡wrsonas han dicho que pueden predecir los precios 
con algunos grados de variación (•n la Pxaditwl. nadie ha dado un caso completamente 
,·orn·irn·<•1llP. En pste (ral,ajo S(' to1unní d p11u(o dP vista de que los preeios tienen grandes 
clcmPntos de aleatoril'dad. Esto no significa r¡11e no podernos modelar los precios de las 
acciones, sino qne los modelos dl'berán ser hechos en 1111 sentido probabilístico. Sin duda 
la n•alidad de la sit11ació11 mienl<' eutre la predicción completa y la perfecta all'atoric<lad, 
al menos por qne ha habido rn11chos rnsos d<• maui¡rnlación del mercado donde ¡1;randes 
operaciones han movido los precios de las a,Tiou(•s en nna dirección favorable a la persona 
qn<' hizo el movirnieuto. 

1.4 BIENES 

Los bil'nes son us11alme11tc prorluctos de materias primas tales eorno metales preciosos. 
petróleo. alimentos, ele. Los pn'<'ios de estos sm, impredecibles pero algunas veces mues­
tran efectos estacionales, por la cscacez del producto resultan prl'cios altos. Los bienes 
son usualm(•nte operados por gente que no nl'C<'sita la materia prima. Por ejemplo, ellos 
podrán sólo especular en la dirección del precio del uro sin querer acumularlo. Casi todas 
las operaciones so11 hechas cu los 1m•n·ados de futuros. hacieuclo contratos para comprar o 
veuder el bien en alg1í11 tiempo en el futmo. El trnto es cerrado antes rle qnc el bien sea 
entregado. 



1.5 DIVISAS 

Otra cantidad linanci0rn <¡11<' ,!Plwn1os clisc11tir PS la tasa a la q1w una monC'da pm•dC' 
s,•r intercambiada por otra. Estp es ('l n11111do dd mC'rcado de cambios. Algunas monC'das 
son d,• flotación lija y otras son d,, libn• flotación. Sin embargo, las tasas de intercambio 
,10 una monc•da a otra ,IPbcrán sC'r ,·onsistC'11les l'tllre ellas. Por ejemplo, si PS posible 
int,•n·arnbiar dólarC's por librns y libras por Wll('S, implirn q11C' existP 111Hl relación entre 
d,,Im/libra. librn /':.·en y dólar/yC'n en lasas de intercambio. Si esta relación q11C'da ÍllC'ra 
dP lím•a ,•1Jtom·es es posible hacer IJ<'ndkios por arbitraje. 

1.U INDICES 

Para mcrlir como las acciones ,!PI mC'rcado se mueven globalmente, se han desarrollarlo 
los índices del mercado de acciones. Un índice típico está hecho por la suma de los pesos 
dP tllla S<'ll't't·ión o canasta de acciones rcprescntatiYas. La selPcción podría ser diseñada 
para rC'prcsentar el lllCl'l'ado en g,•npraJ. tal corno l'l Stall(lard & Poors 500 (S & P 500) Pn 
E.U. o el Financia] Times Stock Exd1ange (FTSE 100) en Inglaterra. 

1.7 VALORES DE RENTA FIJA 

En depósitos a plazo lijo. p] banco ofrc•,·cr,í una tasa de interés para el periodo del 
dq,ósilo. 1 mes. G mest's o 1 mio. La tasa de intl'rés no sení necesariamente la misma para 
cadH periodo. y gem'ralt11c11tc entre más grand,, PS el periodo 111ás grande• será la tasa t!e 
intc·rfs. a1111q11e este no es sic111pn.' Pl c·nso. A V('CC'S, si se necesita tener i1unediata1ueute 
Hcc·esu al dinero. entouces se estará cxp11csto a tasas <le interés qnc can1biaran ca<la vcz 1 

las tasas de interés 110 son l'0nstantcs. Estos dos tipos de pa¡¡;os de interés, fijos y variables, 
so11 considerados en m11d10s instrnmc'nlos fi11all(·ieros. 

1.8 IlONOS CONTRA INFLACION 

A la lista de los bonos emitidos por el gobil'rno de los E. U se agrega los bonos vin­
l'11lados H la inflación. Estos han cstat!o vi¡¡;entes en Inglaterra desde 1981, y han probado 
ser exitosos para asegmar qnc d ingreso 110 se desgasta l'0ll la inflación. En inglaterra la 
inflación es medirla por el RPI (Hetail !'rice Iwkx). Este índice es una medida de la in­
flación annal, usando nna canasta de bienes y sPrvicios. i11cl11ye11do pagos de amortización 
dl' interés. El índice es pnblicado lllt'11s11alme11te. Los cupones y el pago del principal d,, 
los lio11os vi11c11lados a IH i11flació11 cstau relaciouados ,·011 el incremento del RPI. Para el 
,·aso t!,, l\l<'xico. se c1w11ta ,·011 inslrnm<'ulos dt'110111inados <'11 UDI's. 

1.9 FORWARDS Y FUTUROS 

Un contrato forward PS nn acuerdo rlomle nna parte se compromete a comprar nn 
acth·o a otrn parte en un tiempo cspl'cífico ,•n el futmo y H 1111 precio determinado. El 
efcl'livo no es intC'rcambiado sino hasta la focha de ,·e11ci111ic11to del contrato. Los términos 
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d<'l contrato hacen una obligación de comprar PI acti\'o en la fecha de entrega. sin ninguna 
otrn alt(']"nativa. El activo puclrfo s<'r 1111a acción. un hiPu u una moneda. Un contrato ele 
f11t11ros <'S senH·jante al dP 1111 forward. Los contratos <le fntnros son c·o1111111n1c11tc operados 
a tn\ves de una bolsa, la cual estandariza los t0nninus del contrato. La pérdida o ganancia 
d,· una posición de fotnrus es rnk11lada cada día .v el cambio en PI valor es pagado de uw1 
parte• a la otra. Así que. con los contratos de futuros existe nn pago gradnal de fondos 
dPsdP sn inicio hasta el Ye11ciI11if'1ttu. Lo:-- forwards ~· futuros tienen 2 nsos principales, 
,•sp,•,·nlación y cubcrtnrn. Si se• <T<'<' qn<• el 111,•1Tado está a la alza. se pudría beneficiar 
,•utrnudu c·n m1 contrato d,· fntnros u forward. Si la espe.-tati\'a de mercado es correcta 
C'IilOll<'<'S n111d10 dill(•ru carnliiará de rnanus (dimiarnentl' o al VC'11cirniP11to) a su favor. Esto 
,·s c•spccnlación y es mn_y ri,•s¡,,usu. La col)(•rlma ,•s por el contrnrio. libre de riesgo. Por 
Pj,·111plu, si qu,•n•rnus pagar en y<'ll('S c·n G mPscs, ¡)('ro vivimos en América y todos los 
g<1stos son c•n dólares. entonces se pudní. h<H'Pr un contrato de fntnros para asegurar un 
tipo de cambio por el monto <le tus ingresos en y,•ues. Una vez que el tipo de cambio este 
¡,,arnntizado. no se estará expnl'sto a Hnctuaciuncs 0n el tipo de cambio dólar/yen. 

1.n.1 UN EJEMPLO DE NO ARBITRA.JE 

A 11nq11c no se ha disentido rnnd10 sobre los contratos forwards y futuros, se probará 
con 1111 c•_jemplu el principio dC' no arbitraje. Consideremos un contrato forward que nos 
ubli¡,,a entregar un monto F. y a recibir al tiempo T el activo subyacente. La fecha hoy 
es t .v el precio actual dd activo es S(I): este ,·s d precio spot, el monto por el que pudrí 
amos ubtc1wr inmediatamente rl activo. C11mHlo llcg11C'n10s al vencimiento entregaremos 
el monto F y recibiremos el activo con valor S(T). que no conoceremos hasta T. 

Conocemos F. S(t). t y T. Existe alguna relación entre ellos'!. Podrá pens;u-se que 
no. :,a qne el contrato furward nos obliga a recibir el mouto S(T) - F al vencimiento 
y <'S des,·ono,·idu. Sin embargo si obtenemos 1111 portafolio especial de operaciones hoy. 
podn•mos <'liminar tuda la inccrtid1u11hre Pll el fntnru. Esto se puede hacer corno sigue: 
Entrar c•n nn contrato funrnnl. Esto 110 c11Psta nada pc-ro nos expunc- a la incertidumbr<' 
d,·l ,·alur del activo al vencirniento. Al mismo t icrnpo vendemos d acti,·o. llamado posición 
cort,1. Ahora tcnc-mos una cantidad .s(I) <'11 efectivo debido a la venta del activo y un 
,·untrnto furward. Solo qne nuestra posición neta l'S <"<'ro. Ahora rnetemos el efectivo en el 
lrnncu. para recibir intereses. Al ve11cimie11lu. entn•gainos el rnonto F _y recibimos el activo. 
Esto cancela nnestra posición curta sea cual sea el valor S(T). Al vencimiento hemos 
garantizado -F en efc-ctivu así como la cuenta en el banco. La palabra "garantizado ·•es 
importaute por que enfatiza quc- es independiente del rnlur del activo. La cuenta bancaria 
rnnt iene la inv<'rsión inicial .s ( t) con intereses. esto t icne un valor al vencimiento de 

S(t)c'·(T t)_ 

N ucstra posición u eta al veuci111ieuto es entonces 
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Corno nosotros iuician1os c·ou 1111 portr1folio <'Oll valor cero y t('nni11a111us con 1111 n1untu 

pr<'dt•l'il,le. t•stP dcl,p ser ,·,•ro. l'udPmos co1wl11ir q11P 

F = 8(/)r"(T 11 (1.G). 

Esta l'S la relación entre el precio spot y el precio forward. Es una relación lineal, el precio 
forwar<l es proporcional al precio sput. 

Si ¡,sta rPlación <'S violada e11tu11,·es IP11drínmos 1111n oportunidad de arhitrajc. Imag­
i11,•n1os que Fes menor qne S(l),-"IT-li_ !'ara ,•xplotarlu :v hacer 1111 beneficio de arbi­
trnj,, lihn• df' riesgo, se dehen hacpr las siguientes opt•raciones: Al vencimiento temlrémos 
S(f ), ,·(T 11 en el hauco, 11n activo corto y nu forward largo. La posición del activo se 
,·ancda cuando cntrq,;amos el monto F. dejando 11n hencficio de S(t)cr(T-I) - F. Si Fes 

mas grande' que lo ohtPnido en (1.3) entonces entraríamos en la posición opuesta, lleudo 
curtos en el forward. Otra vez se tiene nu lwucfi<-iu lihre de riesgo. La cxperieucia nos dice 
q11P los inversionistas actnan\11 nípidatm•utc• para lomar ventaja de esta oportunidad, y en 
el ¡,ro,·,•so de precios sp ajustará hasta dimiuarla. En las hulsas de derivados es posible 
cotizar y negociar contratos ,k• opciones sohre ,,1 fntnro de algú11 subyacente. 
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C'.APITUL() 2. TIPC)S DE ()PCIC)NES 

2.1 INTRODUCCION 

En d capítulo anterior J>rl'Sl'Htmuos algnuos conceptos básicos de finanzas. En éste 
t rntan·u10s con 11110 d(• los tC'rnas pri11<'ipalPs d<' la IC'urÍa clC' opciones. El rnpítnlo no es 
tfrnil'o. siHo llHÍs biC'n d,•scriptiYu. aquí SC' distinguen las rnrnctcrísticas de llll <'Olltrnto ele 
opciones nu-l.s siinpks que se c1H·ue11tran l'll l'l nI<'lTadu, los cuales a sn vez son los 11ul.s 
<"0lllll!les: RSilllismo. se da mrn explirn<'ióu dC' In !Pnninología estándar c¡ne se utiliza en el 
1uP1Tado. 

Las op<'ioncs han existido ,ks,k hac<' lll<l("ho tiempo, pero sólo a partir del 26 de 
abril ,k 1973 f1wron operadas en bolsa. fm• entonces cuando los contratos de opciones 
se cslall<larizaron y se listaron e11 un rnPru«lo rccm10cido. el Chkago Board Options Ex­
diaugc (CDOE). lnicialment<' solo negociaban <'alis sobre 16 títulos de <'apita!. Los puts 
fn,•ron introducidos 4 aüos rnás tarde, C'll 1977. Al'tnalmente, en los Estados Unidos de 
:',ort<'amfrica las opciones son operndas en d Cl30E. el Arnerican Stock Exchangc, el 
Pacilk Stock Exchange y en el Philadclphia Slol'k Exd1auge. Alrededor del rnundo ex­
isten cC'rca de 50 bolsas cu donde se pueden opC'ra!' opciones, entre las que se incluye el 
l\lEXDEH. 

2.2 OPCIONES 

El d11cüo de un <'ontrato forward o futuro. tiene la obligación de mantenerlo hasUt el 
,·eucimieuto del contrato. a menos q ne la posición sea cerrada antes del vencimieuto, el 
dm•üu deberá tomar la posPsión del bi<'n. monC'da o lo c¡nc cubra el contrato, sin importar 
('l]Hl sea el valor del actiYo. 

Una opción simple proporciona al dn,•üo d derecho de C'jcrcer en el futuro a un precio 
prc\'iameute acordado. pC'ro si11 ohliga<'ión. Por lo lantu. si la acción baja, llü tenernos que 
, ·0111 ¡ H' a ria. 

Una opción dC' compra (también llamada call) es el derecho de comprar un activo 
parlknlar por llll rnoutu acol'<lado en llll tiernpo c•specífico en el futuro. 

Como un ejemplo, cousiderPntos la siguiente opción de compra de la acción !omega. 
Esta opción da el derecho de ,·0111prar una acción !omega a m1 precio E = 25 en un mes. 
El prC'cio de la acción hoy l'S de $24.5 La cantidad de E que es la c¡ue pagarémos por la 
a<TÍÓll es llamada precio de ejercicio o slrike pricP. La fecha en la que deberemos ejercer la 
opción. es llamada fecha de Yencimieuto o expiración. El activo en que se basa la opción 
C'S llamada adiYo subyacente. 

Cousi<leremos lo q11c podría pasar ,,n el siguiente mes, hasta la fecha de vencimiento. 
Supongamos que el precio dC' la acl'ión l'S E. ¡,Qué haremos al vencimiento'/. Podríamos 
ejeITer la opción, entregando $25 y recibiendo la acción. ¡,Tiene esto sentido? No, porque 
la acción tiene 1111 valor de tau solo $24.G. Aún sin ejercer la opción y si realmente queremos 
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la a<'CIUJJ. la podríamos comprar c11 el llll'ITado a $2 l.:í. Ahora. que pasa si d ]ff<•cio de 
la acción s1il>l' a $29'!. d,•lll'rÍHmos <'.i<'JTPr la o¡H'iún. pagando $2:i por una acción que vale 
ffi2!J. lo que nos daría un l,enc!icio ck $ !. 

DPl)('renws cjPrcer la o¡H'ióu al veuci1nil'1Ito si la ac-ci<Ín Pstá por arriba <lPI precio dP 
Pj<•tTido ,v no la dC'heu1os de ejf'n'l'l' cu ('aso <·out n-1rio. 

Si usan1os S como el pn•cio dl' la acción y f; como d precio de ejcrcicio ,•11tonces el 
valor de ]a opción al \'Pucirnicuto spnÍ. 

ni,íx (.','. E. O). (2.1) 

Esta función sohrP el acti,·o s11b)-ac·e1ite es llamada fnnción de pagos. 

¡_Por qué deberíamos cscoger uua opcióu? Claramente. si se tiene una oprwn de 
compra se querrá que la acción suba lo m,ís posible. Entre más alto sea el precio ele la 
Hcciúu. uuls grRn<lc s(•rá <•l henC'fkiu. )J°uC'stra dt•cisión de c·o111prar dependerá de cuanto 

('lll'SÜ'. 

¡_Q110 pasa si se ne,, <¡m' la acción va a bajar: existe 1111 contrato que podamos comprar 
,v <·011 el q11e nos poda1nos bc_,nefidar? 

lfna opción de venta(tamhién llamada p11t) es el derecho ele vernier 11n activo particular 
por un monto acordado a 11n tiempo específico en e•! fntmo. 

El chteüo ,le una opción ,)e, wnta dPsea que l'l precio de la acción baje, vendiendo el 
activo a un precio mayor. La función de pagos de una opción de venta PS 

IIIHX (E - S.O). (2.2) 

Ahora la opción es ejerricla solo si la acción c•stá por debajo del precio de ejercicio. 

Podemos ver qm' entre mas grandc sea el precio de PjC'rcicio. será menor el prPcio 
el,, los calls y mayor el el,, los pnts. ésto t ienc spntido ya que el cal! permite comprar el 
snhyacentc al pn•cio de ejercicio, así qn<' c•ntre l!Il'llor sca el precio <le ejercicio más valor 
tPII(lní la opción. Lo contrario l'S eiC'rto pnra 1111 pnt, ya qne permit,, vernier el subyacente 
al precio de ejercicio. 

¡,Qué debe pasar cuando el tiempo ele \'l'IKimienlo dismiunya? La respuesta es que 
cu1110 cada vez hay 111euos ticn1po pan1 qnc d activo snbyaccute se 1nueva 1 entonces el valor 
de la opción rnnverp;erá a la f1111ció11 ele pagos. 

Una de las características nuís importantes de los cal!s y puls es que no tieuen una 
dc•pe11Clencia lineal cou el acti,·o snhyacPnte. A diforencia de los futuros los cuales dC'penclen 
liuealmC'nle dd subyacente. La 110-linealielad es nmy importante eu el precio de las opciones. 
la aleatoriedad en el activo subyace11tc y la cnrvatnra en el valor de la opción con respecto 
al adivo cstan íntimamPule rclacionaelos. 

Los calls ~· pnts son <los el<' las o¡Kiou<'S más simples. Por esta razón también se les 
lla111a vainilla por la ohicuidacl de ese sabor. Existeu muchas clases ele opcio11es. algunas 
dc las qnc se examinarán más adelante. Otro término que se usa para describir contratos 
qne dependen de algunos actil'os fnndarnP11tales es el de derivados. 
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2.3 DEFINICION DE TERMINOS COMUNES 

Las rnatC'm>Ítkas fiuancil'ras ,· dC' ll'oría d,, dC'rirndos liC'IIC'll un argot esiweial. El argot 
¡,roviem' del mundo matemático .v del m1uHlo finaneiPro. Gc'nC'ralmente, el argot financiero 
lil'llC' como objetivo el de simplificar la ,·omunkación .v poner a todos en igualdad. Aquí se 
tllllC'StTan a1gnnas d{' las dPfiukioues 111Hs <·01111111(•s, algnuas ya se han visto, otras se Vl'rRn 
<'ll ,,1 transcuso del libro. 

Prima: La l'antidad inicinhnc1tt,, ¡,ngada por d ,·out rato. 

Activo Subyacente: El instr11n1C'nto finan,·ic'ro d,,[ cual depC'ndl' el rnlor dC' la opnon. 
Las acciones. bienes. monedas e índicC's senín dC'notados por S. El pago de la opción es 
definido como mrn función del ad ivo subyacente' al vei1cimicnto. 

Precio de Ejercicio: La cantidad por la quC' d adivo subyacente puede ser comprado 
(cal!) o ,·endido (pnt). Será denotado por E. Esta dc,finición se aplica realmente solo para 
rnlls .v ¡m ts. 

Fecha de Vencimiento: Es la focha C'n la que la opción se puede ejercer o la fecha en la 
<¡UC' la opción termina. Será denotado por T. 

Valor Intrínseco: Es el pago que se recibiría si el precio del activo subyacente estuviera 
n sn precio actnal en la fecha ele V<'nci111icniu. 

Valor en el Tietnpo: Cuak¡ui<'r valor en d que la o¡H·1011 esta por arriba de sn valor 
intrínseco. La incertidmnbre alrededor del valor futuro del activo subyacente significa que 
('I valor de la opción es g<'ncrnhncntc difPrenlc del valor intrínseco. 

Dentro del Dinero: Es una opción ,·on valor intrínseco positivo. En una opc10n de 
compra 0s ,·mHulo el precio cid activo ,,st,\ por arriba dPI precio de ejercicio, en una opción 
,le> venta es cnando el precio del adivo está por abajo del precio de ejercicio. 

Fuera del Dinero: Es una opción sin valor intrínseco solo con valor en el tiempo. En una 
opción de compra es cuando l'l ¡n·<'cio del Rl'tivo cst11 por abajo del precio d<' ejercicio, en 
una opción de venta es cturndo el ¡,redo del activo esta por arriba del precio de ejercicio. 

Sobre el Dinero:Es cnarnlo el ¡,redo de ejercicio de un call y un put l'S igual al nivel 
Re! na] del activo. 

Posición larga:Es un monto positivo de alguna cantidad, o una exposición positiva a una 
cantidad. 

Posición corta:Es un monto negativo de alguua cantidad. o una exposic1ou negativa a 
una cantidad. l\Iuchos activos pneden ser vendidos en corlo, con algunas restricciones del 
tiempo antes de S<'l' regresados. 
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2.4 EMISION DE OPCIONES 

SP ha hablado sobre los dnPd1os ,[e, quien ,·01npra 11na opción. PPro para cada opdón 
qm• PS wwlida. algni<'n Pn alguna partP clPbP spr n•sponsable si la opción es ,·j<'tTicla. Si 
tc•nPn1os nna opción de compra tPn<·1nos "' dPn·d10 dP comprar en algún tiempo c•n el fntmo 
1111a a,·,·ión. ¡,A quién se la \'amos a c·o1nprar'! Al final. la H<'<'ión debe ser entregada por la 
JH'l'SOHH que ('lliitió la opción. El l'IJLisur el(' 1111n upciú11 es 1111H pc'rsotHl qne se.• co111pro111ctc 

H P11tn 1 gHr Pl activo snh,val·cntf'. si la opción f'S llll call, u l'UlHprarlo, si la opción es 1111 put. 

El <'111isor PS la persona r¡11e re<'ilJ<• la prima. 

En la práctica. la rnavoría c[p las opdon!'s. son adquiridas a través de nna bolsa, 
dc·n,anera qnc• !'l comprador d!' 11na opción no conoce quién es el emisor. El r¡ne tiene !,, 

opción pn<'de \'Pnderla a algniPn mas. por 111!'dio de la Bolsa para cerrar s11 posición. Sin 
<'mbargo, a pesar de r¡iiién sea el poseedor de la opción. o de qnién la tenía. el emisor es la 
persona que tiene la obligación ele entregar o comprar el subyacente. 

El c·ornprador de la opción obtiPn<' derPchos pspedales mediante una prima, y nn resul­
tH<lo incierto. El ernisor rPdhe 11n pago garantizaclo por adelantado, pero tiene obligaciones 
en l'l futuro. 

2.5 lVIARGEN 

La Pmisión de opciones es 111u.v nesgosa. La pérdida de comprar una opción es en 
C'l peor de los casos la prin1a inicial. la µ;a11a11cift pncde ser iliinitada. La ganancia para 
el emisor de la opdó11 es limitada pero la pérdida podría ser ilimitada. Por esta razón, 
para cubrir el riesgo de ddanlt L'n l'l L'\'<'nlo d,• 1111 rPs11ltaclo desfaYorable. las cámaras 
d<' <'Olllpl'nfütcióu. que rq..1).stran y liquidan J;,s upciuucs. insisten en el depósito de 1111 
lllargPn por parte del emisor dP las opciones. Las ,·;\maras de c·ompensación actuan como 
contraparte en cada transacción. 

El margen aparece de dos rnaH<'rns. el inicial y el€' 111atcnimiento. El margeH iHicial 
es la cantidad depositada al C'Ollll'IIZar el co11trat o. El margen total deberá estar arriba de 
nn margPn de mantenimie11to preestablecido. Si está por abajo de• éste nivel entonces más 
din€'ro (o el equivalente <'n valores) dchcráH ser ,kpositados. Los niveles ele estos márgenes 
,·arían <'ll cada mercado. 

2.6 CONVENCIONES DE MERCADO 

La mayoría de los co11tratos de opciones más simples son comprados y vendidos a 
trn\'~S de bolsas. Estas bolsas hacen 11uís simpll' y más elkiente la localizacióH de c·om­
pradores para vendedores. Parte de c•sta simplificació11 envuelve las co!lvenciones sobre las 
carnrterísticas de los contratos como las fpchas ele V<'1tcimieHto y precios de ejercicio viables. 
Por ejemplo, los calls y puts aparecen en series. Esto se refiere a la fecha de vencimiento 
,· al pn•do ele Pjercicio. TípicameHte una bolsa tiene• tres fechas de vencimiento en las que 
se p11L•dcn negociar. Una VC'Z estandarizado los contratos a operar a través de la bolsa se 
pr0111ueve la liquidez ele los instrnmentos. 
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2.7 VALOR DE LA OPCION ANTES DE LA 

FECHA DE VENCilvIIENTO 

El l'ontrato nos da dcr<'l'hos espel'Ífi('os ¡wro 110 ohligaciones. Dos cosas son claras 
sohn' f'l Yalor ele] eontrato ant,,s del ,·c1wimi,,uto: el rnlor depeudení de qué tan alto esté 
,,¡ pn·('io cid activo hoy. ~- euauto ti<'lllpo fHlta para la fe('ha de vencimiento. 

Entre' 111Ás grande sea el prl'l'io del activo hoy. se esperará q11c sea uu\.s grande al 
\'C'11<·iniicntu (k• la upciúu ,v por ta11to rn;.1s valor t crnlrl:l nua opción de co111pra. Por otro 

lado, una opción de n:nta dcben1 ser 11uls barata por el niis1110 razona1nieuto. l~ntre n1a,vor 

spa cl tiempo para \'PIH'imiE'nto. nuís tit•mpo tc11<lní E'l suhyacente para suhir o bajar de 
pn,,·io. Es eso lnwno o malo si tenemos 1ma opción de ('ompra'!. Aún más. entre más 
t,,11gamos que esperar hasta ohte1wr nn pago, de me11or Yalor será el pa,go simplemente por 
PI valor dd dinero en el tiempo. 

El aspecto de encontrar nn Yalor justo <'11 el que 11Os e11focaremos por ahora es tomamlo 
,·11 <'lll'llla la rk-pcndeucia c11 el precio del activo y ,,1 tiempo. Se usará ,. para de11otar el 
Yalor d,• la opl'ÍÓll y será una fnndó11 del Yalor dPI activo subyace11te S y el tiempo l. Se 
pnPdP escribir ,·(S. 1) para el valor del ('Olllrato. 

Co11o('e111os el Yalor del co11trato al vencimiento. Si usamos T para denotar la focha 
de ,·Pn('imie11to entonces en 1 = T la fondón ,. es l'Onocida, y es la fu11ción de pagos. Por 
Pjc•n1plo si tenemos 1111a opción de l'ompra e11to11ces 

<"(S. T) = máx (S ~ E, O). 

2.8 FACTORES QUE AFECTAN LOS PRECIOS 

DE LOS DERIVADOS 

(2.3) 

Los ,los factores que afectnn nuís H los precios de las opciones son el valor del activo 
s11h~·a,·e1itc• S _v Pl tiempo al vencimiento 1. Estas ca11tidadcs son variables, que sig11ifica que 
Pilas ('ambian inevitablemente dura11te la vida dd co11trato; si el s11byace11te no cambiará 
entonces p] precio sería trivial. 

Así mismo. son panímetros que afpct a11 al precio de la opció11 la tasa de interés y el 
prPl'Ío dP Pjercicio. La tasa de i11tl'rés ll'ndní 1111 cfl'clo en el valor de la opción por medio 
dPI valor dPl dinero en el tiempo, debido a que 01 pago será recibido en el futuro: la tasa 
,le- i11terés también juega otro papd que veremos más adelante. Clarame11te, el precio de 
ejl'rcido es importante: entre más grarnlc sea ,,1 precio de ejercicio en 1111 cal!. menor será 
el valor del cal!. 

Si t0ncmos una opción en accio11es ento11ces sn valor clepe11clerá ele los dividendos que 
será11 pagados clnrnnte la vida de la opción. Existe 1u1 parámetro importante que 110 se ha 
mem·iornHlu, y que tiene 1111 impacto mRyor en el valor de la opción. El parámetro es la 
voliitilidad. La volatilidad es una me,lida del mo11to de fluctuación del activo subyacente, 
una medida de aleatoriedad. 
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La ddinkión lfrni,a dP la volatilidad ,·s la desviación <'Sl áwlar anual izada del rendi­
lllÍ<'!lto d<' los activos. 

La volatilidad es partic11lanu<'nle 1111 par~nJPtro interesante por (JUC' es muy difícil de 
Pstimar. Una V<'Z ,•stimada. nos ,·11<·ontrnmos co11 q1w lllllH'FI pnma11Pcc constante y que 
<'S i111Jlll'decihle. Una vez qm• se> t•n1¡,ipce a pensar que la volatilidad sigue 1111a caminata 
akaloria cntonc,•s parece' natnral tratarla como nna variable. 

2.9 ESPECULACION Y APALANCAMIENTO 

Si se va a comprar 1111a opc10n que pslá muy fuera dd dinero, q111zas no c11este mucho, 
PspPcialmente si 110 queda m11d10 lif'mpo para d ,·prn•imiento. Si la opción vence sin valor. 
entonces no SC' habría perdido 11111d10. Sin embargo, si hay un movimiento dramático en el 
subyacente, haciendo q110 la opción termine dentro del dinero, se podría tener un beneficio 
muy ¡,;randc en relación con la inversión inicial. VPamos 1111 ejemplo: 

Ejemplo 

La fecha de hoy es 14 de abril y el precio de la acción de Tell'vlex es de $666. El costo 
dt• 1111a opción de compra con precio de ejercicio de $G80 y vencimiento el 22 de agosto es 
de $39. Se espera que la acción s11ba signifirnlivmnente <'11 agosto. ¡,Qué se tiene q11e hacer 
parn lwneficiarrne si se cnmplc la C'Xpectativa?. 

Comprar la acción 

Snpongamos que compro la acción a 1m precio de $666. Supongamos que a me,liados de 
a¡,;osto la acción snhc a $730. 'fr11<lr6 nna ¡,;anaria de $G4 por acción. Aún más importante 
es el rendimiento obtenido. q11e C'sta dado por 

Comprar el call 

7:J0 - G6G 

6GG 
x 100 = 9.G% 

Si se adquiere la opción de compra a $39. enlonct's al vencimiento se podrá ejercer la opción 
cal!. pa¡,;ando $680 .v recibiendo unas acciones con valor de $730. He pagado $39 y recibo 
$50. Obteniendo nn beneficio de $11 por opción, en términos de rendimiento se tiene 

valor del acti,·o al venri111icnlo - precio de ejercicio - costo del call 

costo dt'l eall x 100 

730 - GS0 - 39 <;; = 
39 

X 100 = 28 o 

EstP es nn ejemplo de apalancamiento. La opnon fuera del dinero tiene un gran 
apalancamiento, 1111 beneficio alto probable contra una pequeiia inversión. La desventaja 
de este apalancarnicnto es qnc en iurn opción de compra es más probable qne permanezca 
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fuera dd rlinero y S<' pierda toda ln invt'rsión. Si la acción <l<' Tell\lex permanece a $666 
<'Htonccs la inversión tcndní Pl rnisrno rnlor pero <'11 la opción se pierde el 100'¼. 

Los contratos con 1111 apahuien111ic11to alto son 1nu:v riesgusos para el c111isor de la 
opción. El compra,lor sólo ariesga Hna ,·a11tidad pe<¡t1t'Üa. Hllll<]'lt' es muy probable ,¡11e la 
pit'rdH. ,11 pérdida está limitada a la prima inicial. Pero,,¡ <'misor arriesga 1111a gra11 pérdida 
contrn la gawrncia de 1111 bPneficio pequ<'Üo. El emisor tiene que pensarlo dos veces antes 
d!' hacer d trato a me11os (]11<' pnPda ,·m11pC'nsnr Pl riesgo. ,·ompra11do otros contratos. La 
<·urnp011sació11 del riesgo al <·0111pnu otros cout ratos relaciouados se conoce cuino cob('rtnra. 

El apalancamicnto Pxplica 1111a dt' las rnzonC's de cornprar opciones. Si se tiC'11e un 
fuerte prcse11timie11to acerca de la dire,·,·ió11 del mcrc·ado entonces los derivados ¡rnede11 ser 
<'xplotados parn obtener rnejores n,11dimk11tos. si se <'stá l'll lo correcto al comprar o vendPr 
d subyacente. 

2.10 EJERCER ANTES DE LA FECHA DE VENCIMIENTO 

Las opcio11C's simp!C's d,,s,-ritas a1Jt,,riorm<'HIC' son ejemplos de opciones europeas por­
qn<' d eje1Ticio sólo C'S permitido lrnsta la fecha de ve11cimie11to. Alg1111os contratos permiten 
s<'!' ,,jcrcidos e11 cualquier fecha a11tes dd n'rn·imiC'nto. estos son llamados opciones ameri­
c·a11ns. Lns opcio11es amcricanns dan al poseedor más derechos que la eqnivalcntc europea. 
y por lo la11to tie11e11 mayor valor. El pri11l'ipal ¡rn11to de interés en las opciones amcrica11as 
!'S ,·11a11do C'jcn·c'r la opción. 

15 



CAPITULC) 3. CC)lvIPOR'fAlvIIENTO 

ALEATC)RIC) DE LC)S ACrrIVC)S 

3.1. INTRODUCCION 

En ,•ste ('Hpít11lo se descrihl' llll modl'lo simple <'11 tiPrnpo ('Ontin110 para accionps ,v otros 
irn,tr11n1c·11tos finan(·ieros. inspirado por t'l expcri111P11to del lanza111icntu de nna n1011eda. 

Esto 11Os llew1 al mnndo del dlc11lo ps(onísti!'o y de los pro,·,•sos de \Viener. A prnar de 
qn,, <'xiste una gran cantidad de tl'oría dPtrás de las ic!Pas qne se describen, se explicará 
todo de la manera más simple y a,·,·c•sihll' posible. l\lodclaremos el comportamiento de las 
H!'C'Ío11es. tipos de cambio ,v biP1ws hási!'os. pero las ideas se aplican dentro del mnndo de 
los i11strn111entos de renta fija !'OlllO veremos <'11 la spcción cuatro. 

3.2. SIMILITUDES ENTRE ACCIONES, TIPOS DE CAMBIO, 

BIENES BASICOS E INDICES 

Cuando se invierte en algo, ,va sea en mm acción. nn bien básico, nna pieza de arte o 
1111a ,·arrera de caballos, la prco('U]Jfl('ióu prin('ipal es teucr un retorno satisfactorio sobre la 
irn·ersión. Se eutiemle por retorno el imTernenlo pureen! na! en el valor de la acción. junto 
!'On los dividemlos acum11lados en C'l rnísmo pPríodo. 

Cambio l'n el valor de la ac!'iún + Hnjos de efectivo acunmlados 
Ih-torno = -----------------"------------

Valor original de la fl('('ión 
(3.1) 

Conviene difcrc•nciar cntn• el porce11taje o necimil'nto relativo y el crecimiento ahso­
l11to. Supongamos que se puPdc• im·prtir l'n cualqniera de dos acciones, ambas incrementan 
su valor en un prornedio de 10, la acción A tic1w un valor de 100 y la acción Il vale actual­
mente 1.000. Claramente. la prirncrn es 11na mejor irn·ersión: al final del aiío, la acción A 
\'aldni probablemente 110 (si,,¡ pasado sir\'e ele algo) y la acción Il aumenta a 1,010. Am­
bas subieron 10. pero la acción A tm·o un innemcnto dC'l 10% y la B del 1 % 1ínicamentc. 
Si se tienen 1.000, sería mejor invertir en 10 acciones A que en 111ia B. Esto demnestra 
r¡11e cuando modelamos sobre acciones SC' debe lomar en cuenta el retorno. Con respecto 
a esto. todas las acciones, tipos de c·nmbio. bienes IHisicos y los índices de los rnercados de 
!'apilales pueden ser tratados dP mauera similar. ¿_Que rC'torno se espera obtener <le ellos? 

Parte del trabajo rlC' estimación de retornos para cada acción es calcular que tanta 
in('Prtidll!nhre C'Xiste en el valor de la a('ción. En la siguiente sección se muestra que la 
aleatoriedad juC'ga un papel importante dentro de los mercados financieros. y se empieza 
a !'onstruir llll rnorlclo para los retornos de las acciones incorporando cli('lia aleatoriedad. 

1G 



3.3. ANALIZANDO RETORNOS 

Si SC' dl'llota el valor de la ac<'ión en Pl día i por S; C'llloncC's el retorno del día i al día 
i + l l'sta dado por 

S;+1 - S; 
1/· = ----

1 S; 
(3.2) 

SC' han ignorado los dividendos en este caso. Esto se permite, especialmente porque se 
pn1;n11 t'1nin-Hlll'tltc de dos H cuatro vPces por Híi.u. La 1uPdia de la distribución de retornos 
('R 

,v la desviación estándar nrnestral es 

M 

_l_~ (17; - T/)2. 
M - l L., 

1=l 

(3.3) 

(3.4) 

donde ,\l es el número de retornos dentro de la muestra (uno menor que el número de 
pre<'ios de activos). 

Suponiendo que los retornos empíricos son similares a una Normal estándar. en­
tmwl'S se asumen óstos como una variahk akatoria, distribuidos Normalmente con media 
,V dPsvial'ión cstélndar <'Ollocidas distintas de <'C'ru: 

R 
S;+1 - S; ¡· l . . , , l ; = ---- = nw, 1a +, C's,·rnnon estarn arx </J 

S; 
(3.5) 

donde </J es una variable normal estál!(lar. 

3.4. ESCALAS DE TIElVIPO 

Se denota al intervalo o i11cremc1ito de t iern po por dt. La media de los retornos es 
proporcional al tamaiio dC' dicho intC'rvalo. Esto l'S, Pntre más largo es el tiempo en cada 
ohserva<'ión de la 1t111estra. mayor sení el m01·i1t1il'tlto qne la acción tendrá en promedio. 

l\kdia = ¡ult. (3.6) 

pnra nlguna ¡, la cual se supone que es constante. 

Si por el momento no se considera la aleatoriedad, nuestro modelo es simplemente 

S;+1 - S; 
----=¡,di. 

S¡ 
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r<'snihiendo se obt ieuc q llt' 

S,+1 = S,(l + ¡1dt). (3.8) 

Si la acción <'omienza Pn So Pn "1 tiempo 1 = O enton<'es despnés ,k transnrrido un período 
d,, t iPrnpo di tc'ncrnos 

S¡ =So(!+ ¡1dt). 

[)ps¡rné,s de t ranscnrridos dos períodos dp t iern pu. 2dt 

.\' dPspnés de M intervalos de tiernpo / = ,\J, di = T 

Esto es entonces 

S, - S' (1 + lt)M - S' Mf,n(!+¡,dt) ~ S ¡,Mdt M - o I" - oc ~ oe . 

El antPrior resultado es importante por dos razones: 

(3.!J) 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

Pri111cro, sin nlcatoriedad la acción prcscul a 1111 <.Tt'd1nicnto exponencial, eon10 el 
dinero <'n el banco. Segundo. Pl modelo c•s significativo cuando los intevalos de tiempo 
t it•1Hlen a <'ero. Si hu hiera elegido esrnlar la media de la distribución de los retornos con 
cnalquier otra potencia de dt hubiera resultado 1m modelo trivial (Sr = So) o valores 
infinitos de l,1 acción. 

El segundo punto puede llevarnos a ln altenrntiva de ajustar nl componente aleatorio 
de• los rdornos. ¡_Cómo se njusla la desviación estándar de los retornos <'On el incremento 
,!P t Í<'mpo di? De nuevo. considen' qué pasa ,!Pspnés de r¡ue T / dt incrementos de tiempo, 
cada uno de tarnaíio dt (i.e. dPspnés d,, 1rn tiempo total T). Dentro de la raíz cuadrada 
en la cxpn'sión (3.4) existen un gran 111ímero de tt>rrninos. T /t. Para r¡ne la desviación 
estándar sea finita mientras dt tiende a cero, rnda uno de los clcrneutos debe ser O(dt). 
C'omo cada término es el cuadrado de uu retorno, la desviación estándar de los retornos de 
la acción sobre 1111 periodo de tiempo dt debe ser O(dd), O(h)/h--, de .cuando h--, O: 

Desviación estándar = adt½. (3.14) 

dourlc a es uu parámetro que mide la cantidad de aleatoriedad. Entre más grande es este 
término. más incierto es el retorno de la acción. Por el momento se asumirá como una 
coastaute. Induyeudo esto dentro del modelo 

S\ +1 - 8; 1 
R., = ---- = ,,dt + rnfnlt 2, S; ,- (3.15) 

18 



s,. pnPrl<' <'srrihir la ecnaC'ióu (3. IG) ,·ou1O 

( 3. IG) 

El lado izquierdo de la ecuación es PI C'arnbio eu d precio de la acción del tiempo i al i + l. 
La parte de la derecha es Pl "modelo ··. Pod,·u10s peusar C'n esta ecuación como el modelo 
para la c·arniuata aleatoria del ¡n·C'do. fü, C"OllO<"<' d ,·alor de la acción ho_1·. pl'ro el rnlor que 
tPndní 111aüana es desconocido. J)p acnl'rdo con (3.IG), Sl' distribuye cou rcspl'do al valor 
})H'SPlltC'. 

3.4.L TASA DE CAMBIO 

El parámetro ¡1 se denomina tasa de cambio. el cambio esperado o la tasa de creci­
miento rlel activo. Estarlísticamc•1itc. es difícil de medir ya que la media se ajusta al 
¡rnrámetro M y ¡mede estimarse con 

(3.17) 

La anidad de tiempo que genl'ralmeute se 11tiliw es el aüo. en donde a ¡1 se le dcnornina 
la tasa de ca111hio anualizada. 

3.4.2. VOLATILIDAD 

Al ¡,an\metro cr se le couo,·e como la volatilidad de la acción, y se estima mediante 

1 M 
---~ (R· - R) 2 
(Al - l)dt6 ' . 

1=1 

De 1111c•vo. la volatilidad se da en térrninos annalizados. 

(3.18) 

La volatilidad es el valor más irnportante de la teoría de derivados. Debido a su ajuste 
C'Oll C'l tiernpo. la tasa y la volatilidad tienen distintos efectos en la trayectoria del activo. 
La tasa no es aparente en periodos cortos de tiempo donde domina la volatilidad. En 
periodos más largos de tiernpo. como por Pjemplo décadas, la tasa de volatilidad adquiere 
mayor irnportanc-ia. 

3.5. PROCESO DE WIENER 

Hasta ahora, tenemos un modelo que le permite a la acción tomar cualquier valor después 
de tlll intervalo de tiempo. Este es 1111 avance pero aún no se ha llegado a tiempo contínno. 
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Todm·ía tenemos nn modelo ,k tiempo disnPto. Esta sPcTión es una hrPve introducción al 
tic'mpo contínuo de ecuaciones como (3. IG). 

SP puede pensar en d X como 11na variable' aleatoria determinada por una distribución 
:-,.¡ormal con media cero y varianza di: 

Esto no es exactatllente lo que sP pretende, pero esta e-ere-ano a la idea correcta. A esto 
sp lC' cknolllina 11n procpso ele \ViPn<'r. El punto importante es que podemos construir 
nna teoría en tiempo contínno utiliza11<l0 nn ¡,ore-eso de \Vi<'ner en lngar de clistrilmciones 
:-,.¡ormalcs ·y tiempo cliscrC'lo. 

3.6. EL MODELO MAS ACEPTADO PARA ACCIONES, 

TIPOS DE CAMBIO, BIENES BASICOS E INDICES 

Nuestro tllodclo de precios ele acciones en tiempo contínno. utilizando la notación ele 
1111 proceso de \Vie1l('r, se puede escribir e-orno 

dS = ¡,Sdt + aSdX. {3.19) 

Esta es la primera enrndón difcrPlll'ial cstodstil'a. Es un modelo en tiempo contínuo de 
prPcios de los activos. Este es el modelo más aceptado para acciones, tipo de cambio, 
bi<'nes básicos e índices, y el fundamento de la teoría financiera. 
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c:APITULC) 4. CALCULC) ESTC)CASTICC) 

4. l. INTRODUCCION 

El cák11lu estocástico <'S 11ua lll•rrami,•uta títil eu el ,!C'sarrollu de modelos matemáticos 
para PI rnt11diu dP los f<'mímeuus fiuaucinus. Esto se d,•be al cumpurtamieutu aleatorio 
qn,• las variables fiuaucieras preseutau. El objetivo de este capít11lo es preseutar eu forma 
accPsihlc <' iut11itiva did1a herramienta de tal manera q11e. al final del mismo. el lector 
pm•da utilizar las técnicas del cál<-1110 estucástirn cu Pl auálisis fiuancieru. 

La ma,·ur parte de los artíc11lus eu Pl rnmpo de las finanzas tiene un contenido impor­
taute en herramientas matemáticas. El ri¡,,ur matemático es la tendencia q11e prevalece en 
la iuvestigacióu <'ll campus jovenes como son las matemáticas en finanzas. Sin embargo, la 
intuidóu ti<•ue q11c acompaüar al marco !Púrieo ,· metodológico. 

4.2. lvIOTIVACION 

Considere el experimento aleatorio de lanzar uua moneda. El cu11j11nto de posibles 
resultados. o espacio lllll<'Stral, es í1 = {a . .s}. donde a=águila y s=sol. Cada vez que 
cai¡¡;a águila, se gana 1, y cada vez que caiga sol, se pierde l. Suponga que se realizan N 
rcpeticimws independientes del expcrimeuto. Sea X¡ la variable aleatoria que representa la 
¡,,auancia o pérdida en el i-ésimo lanzamiPntu. Es decir. X;(a) = 1 y X;{s) = -l. Suponga 
que P{X; = l} = P{X; = -1} = 1/2. Este experimento puede verse también como urnt 
cau1inata aleatoria discreta, en doude se da un p,iso de longitud 1 a la derecha y un paso 
c!P longitud 1 a la izquinda. En este caso, se r·n111plc quP: 

E[X;] = O. Var[X;] = E [x¡] = 1 y E[X;X¡] = O para i-/= j. 

En l'stc ejemplo, uo importa si las esperanzas son condicionales con respecto al pasado 
o uo. En otras palabras. si salen i. ,\guitas seguidas. donde i < rn, ésto no afectará el 
resultado del lanzamiento i + l :S:: 111. 

Si se denota a S,, como la gairnncia anunulada hasta el n-ésimo lanz11miento, entonces 
se puede c•seribir 

11 

S,,=¿X;, (4.1) 
i=l 

donde, el valor inicial So es cero. En este caso, la es¡JC'ranza o la varianza ele 5,,, sí importa 
el pasado. La esperanza y varianza antes de que se lleve a cabo el experimento son: 

,, 
E[S,,] =¿E[.'(;] = O, 

i=l 
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Por lo tanto, Var[S11 ] = 11. 

Suponga ahora que _va han m·nrrido 11 - 1 lanzamientos. Claramente. se puede utilizar 
('sf a iufonuacióu para dC'cir algo a<'C'rca dP la f'spcnu1za de la ganancia ac111nulada C'll el 
la11za111ic11to n. La esperanza coudi<'ioual de ..','.,, dados los n - 1 prin1eros lanza1nientos es 

En cfccto. 

Por lo tanto. 

:"Jote que 

E[S,,jX¡ ..... X,,_¡J = S,, -1• 

1 
r{s" = s,,_¡ + 1¡x 1 ..... x,,_ 1} = P{S,, = s,,_ 1 + 1} = 2. 

1 
P{S,, = S,,_ 1 - ljX 1 ..... X,,_¡} = P{S,, = S,, -1- l} = 2, 

1 1 
E[S,,IX1 ..... x,, __ ¡J = 2 (S,,_1 + 1) + 2 (S,,_1- l) = s,,_¡. 

Finalmente. se puede verificar que 

1 
P{S,,jS¡ . .... s,,_¡} = P{s,,¡s,,_¡} = 2· 

4.3. PROPIEDADES DE MARTINGALAS Y DE MARKOV 

(4.2) 

Los resultados de la St>cción ant<'rior son muy importantes, la esperanza condicional de 
la ,·ariable aleatoria S,, dados eventos pasados dep<'ndc úuicameutc del valor inmediato 
anterior S,,_ 1 . Esto significa que la cs¡wrauza condicional de las ganancias en el siguiente 
lauzamieuto, es iínicamcutc la cantidad cou que se cuenta cu este momento. En este caso, 
se dice que el juego es justo. A esto se le conoce como la propiedad de Martingala. Por 
otro lado, el juego no tiene memoria mas allá de donde se encuentra en este momento. Esto 
S<' le llama propiedad de l\Iarkov. l\lud10s de los modelos financieros que se presentarán 
t icncn la propiedad dc Markov. Esto cs de grau importancia para modelos en finanzas, 
co1uo se ven:l 1nas adelante. 
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4.4. CAMINATA ALEATORIA 

Considere Pl proceso estocásti<'o dl'finiclo ¡rnra cada n E N. Considere 11 lanzamientos, 
la ganancia estandarizada del prim,·r. spgnndo y 11-ésimo lanzamiento, respectivamente, se 
( h·Iiut'll cu 1110: 

. . . (11-l) X,, 1l 11 (l)=ll 11 -- + r:: 
11 y 11 

Claramente, 

( i) s ll'n - = ✓~-
11 11 

Dond,, S; =X¡+ X2 + ... +X; Observe qne 

. ( ) S 11 - E[S,,] 
11 11 l = -'-===~-

JVar [ S,,] 

Por el Teorema del Límite Central, ,·nando 11 - oo 

S,, - E[S,,] ~ N(O. 1). 
Jvar[S,,] 

4.5. VARIACION CUADRATICA 

P,•ro 

Entonces. t (w,, (;)-IV,, e~ 1)) 2 = l. 

( 4.3) 

(4.4) 

(4.5) 



4.6. MOVIMIENTO BROWNIANO 

Eu la scl'c-iúu autcrior uo se l'onsidcr<Í el til'll1po. de• aquí cu adclaute el tiempo t entre 
la11zamie11tos. jngará nn papd ¡>1·epo11<lera11tl'. los N l,rnzamicntos se lleva11 a cabo en n11 
tic1npo 1, de esta manera cada la11zamiC'11to se• realizará cada t/N nnidadcs de tiempo. El 
mo11to de la apuesta también PS modificaclo. ya uo sen\ l. sino ,/t[ii. 

Este 1111cvo <'Xpcriuwnto tiene las propiedades de !llarkov y de !llartingala. La variación 
l't1adrátin:i inedia en N lauza111ic11tos c'.s ahora 

~(. ("/) . ((" -1)1)) 2 

L., llN - -llN 
N N 

11=1 

La @;ananda en el prin1ero, scgnndo ,v 11-ési1no lm1zanlicnto es: 

'i 
ll°N(I) = 'N Vf-> N(O. t) ('\lHllUO N-> 00 

N 

( 4.G) 

(4.7) 

C'S decir, ll°N(I) cotwerge cu distribuciúu a ll'(I) que es normal con media cero y varianza 
nno. Ahora cousiderando el ticm po. se tiene 

N ( . ("/) • ((11 
_ 1)1))2 

11 " - - 11 N 
" N N 

11=1 

N 

t I: º = - (S,, - S,,_¡t. 
N 

11=1 

[S,, - S,, 1[ = l. 

Entonces. 

(4.8) 
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Las propi<'dad<'s del moYimicnto Brow11iano so11 las siguientes: 

• Fi11ito: Cualqnier otra escala de las ap1H'stas o "incr<'lll<'ntos "con i11tervalos <le tiempo 
hubiesen resultado en nna ralllinata aleatoria al infinito en un tiempo finito, o un límite 
en el cual 110 existe ningún 111ovimie11to. Es irnporta11te que los i11creme11t.os se t.raza11 
con la raíz cuadrada de los int<'rrnlos d<' liPlllpo. 

• Cu11línno: Las trayectorias so11 <'ontínnns, no cxistc11 <lis\011ti1111idades. El 111ovin1ei11tu 

Browniano es el límite Pll tiPrnpo co11tí11110 dP la caminata alPatoria discreta. 

• l\larkov: La distrilrnción cowlicional de la infonuacióu dada X(I) hasta T < t. depende 
solo de X(T). 

• l\lartingala: Dada la infonnacióu hasta T < t, la espPranza condicional de X (t.) es 
X(T). 

• Variación cuadrática: Si diYidimos del tiPmpo O al/ en una partición con 11 + 1 puntos 
fk partición t 11 = 'J:J 011toncf's 

N 

L (11º(1,,) - ll"(l,, _¡))2 _, t. 
n=l 

(easi donde qniera) 

• :"lormalidad: Sobre incrementos dt' tiempo finitos de l,,_ 1 a 111 , 1V(11;) - lF(t,,_¡) se 
distribuye con10 una ~onnnl con 1110dia cc_•ro ,v varianza fr, - fn-I· 

Habiendo generado la idea y las propi<'da<les del movimiento Browniano a partir de 
nna S<'ric• de experimentos, podemos descartar estos últimos para dejar al movimiento 
Browniano definido por sus propiedades. Estas propiedades son de gran importancia en 
los modelos financieros. 

4.7. INTEGRACION ESTOCASTICA 

Se define nna integral estocástica romo 

t 
,,y 

('Ull 11 = N· 

t N r j(T)dll"(T) = li,11 ~ f(t,, ¡)(W(t,,) - w(1,,_¡)) 
loo N-00 L 
. 11=1 

( 4. !) ) 

Antes de manipnlar esto de alguna manera o disentir sus propiedades. vamos a estable­
l"l'r qne la función f(t) qnc se va a integrar está evaluada en la snma del lado izquierdo, en 
d punto l,,_ 1 . Será de gran importancia qne cada evaluación de funciones 110 se conozca 
l'I incremento aleatorio qne lo multiplica, i.e. la iutegraciúu es no anticipada. En términos 
financieros, veremos que realizamos are-iones dl' corno escoger 1111 portafolio y sólo entonces 
si el precio de la acción presenta algún movimiento. Esta elección de integración es natn­
rnl en finanzas, asegurando que 110 utilizamos información acerca del futuro de unestrns 
H('('ionC's presC'ntes. 
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4.8. LIMITE EN EL ERROR CUADRADO MEDIO 

N 

¡·N = L 11·(1,, 1)[ll'(t,,) - 11"(1,,_¡)J. 
n=l 

Es dl'<'ir, que la variable \V es c·valnacla en Pl tiPmpo 1,, 1 cu htgar del 1,,. Eu el caso 
de• la iukgral de Hiema1111-Stieltjes, se ohtiPue d mismo resultado tomaudo c·11ak¡uiera 
ck los p11ntos PX(n'tnos. Sin ernbargo. eu el !'HSo de la integral estocástica. los resultados 
pnt>dc·u cambiar depe11<licndo ele si sP usa ll"(I,,) o IF(t,,_¡). Como se uotará mas adelante, 
c•s C'o11<liciún fundamental de la integral de Iio. que los integrandos sean 110 anticipados. 
1 ·,, es una variable aleatoria. por tanto para calcular el límite, es necesario utilizar 1111a 
aproximación probabilística, es decir. el límite rnadrado medio. Entonces 

litu E[VN - V] 2 = 0. 
N" •ex 

O equi rnk-utemeute 

lim E [t IV(t,,_¡)6\F(t,,) - V] 

2 

= O. 
N- ➔ 'XJ 

doude por simplicidad 
61F(t,,) = IF(I,,) - IV(f,,_¡). 

Enseguida se calcula explícitamente d autcrior límite. 

S,• prl'lPnde calcular el límite ele la variable aleatoria V paso a paso. con la fiualiclad de 
aclarar el significado ele la integral de IÍo como el límite rnadrado medio de una suma 
ak•atoria. El primer paso rnnsiste ,·n manipular los términos de V,,. Nótese que para 
cualquier a y 1, se tiene que 

') ') 2 
(a+l1J-=a-+l1 +2al,. 

o 
[ 2 2 2 ",, = 2 [ (" + 1,) - " - i, l. 

Aplicando esta trausformal'iún para"= 11"(1,,_¡) y b = 6\V(I,,) se tiene que 

l N 

\IN='.? ¿[(ll'(t,,_¡) + 61V(l,,)) 2 - ll'(/ 11 _1) 2 - 611'(1,,) 2]. 
n=l 

611"(1,,) + ll'(t,, .¡) = IV(t,,). 

Lo cual produce 
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El primer y segundo sunrnnclo ,k la Cl'naciún anterior son los mismos excepto por el primer 
:,· 1íltimo demento. Canl'eiando té>nninos similarPs y notando q11e IV (o) = O, por definic-iún: 

:'-lotPse qne ll'(T) cs indcpcndicntc den.,· por lo tanto, cl límite cuadrado medio de VN es 

dct<'rrniwulo por d límite cuadrado medio dd término ¿~=! ~ 11' (1 11 )
2 . En otras palabras, 

se n.•<p1icrc encontrar la Z en 

En Psta Pxpresión, existen dos cnaclraclos. Uno pertenece a la misma variable aleatoria y 
01 otro al tipo de límite que se esta usando. Por lo tanto, 01 límit<' contendrá potencias de 
l'1ta tro en D.11' ( t 11 ). Primero l'alculamos la esperanza: 

Esta constituye 11n buen candidato para Z. Tonmndo las esperanzas: 

lo cual se simplifica a 
N 

¿(111 - t,,_¡) = T. 
n=l 

Si ahora se usa lo anterior para sustituir a Z. podernos evaluar la esperanza: 

Ahora se l'onsidcra el lado derecho de la ecuación anterior, y por ser un proceso de \Viener 
los incremcntos son indcpendiPntes, 
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y 

- - -- - - --- - -------------

N 

~¿3(1,,-t,, 1)
2 

11=1 

N N 

+2 L ¿(t,, - t,,_¡)(tj - lj 1) 
11=l j<11 

N 

+T 2 
- 2T ¿(t,, - t,,_¡). 

n=l 

Ahora se 11tiliza el echo de que ( lF (1,,) - lF (t,, _¡)) = h. para toda i, debido a que todos 
los intervalos son del rnisrno tamaiio, se tiene lo siguiente: 

N 

¿3(11.(t,,) - \V(t,, -1))2 = 3Nh 2 

n= l 

N N 

2¿¿1V(t11 )-1F(t11 _1)ll'(fj)- IV(IJ_¡) = N(N - l)h 2 

n=lj<n 

N 

T 2 -2T¿ll'(l,,)-ll'(I,, 1 ) = -T2 = -N 2 h 2
. 

11=1 

.J1111tando lo anterior, tenernos 

lo cual si¡,;nifica q11c 

[ 

N ] 2 
E ~ ó.W(t 11 )2-T = 2Nh

2 = 2Th. 

Esto irnplica que cuando N -> oo, el tamaiio de los i11tcrvalos tienden a cero, y 

[ 

N ] 2 
lim E "ó.\\1(1 11)2 -T = lirn 2Th = O. 
h-0 ~ h-'-0 

n=l 
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Así. d lílllile rnadrado medio de• ¿:=t D.ll'(l,,)2 C'S T. Hcg;rcsando a VN 

s,• <'IH'1te11tra el lílllitc c11adrado medio de• V N 11sando el límite c11adrado medio de 

N 

¿ D.ll'(t,,)2 
r,=l 

para obtener: 

lim E[l'N) 2 = ! [w(T) 2 
- r]. 

N-0 2 

El término en Pl lado dPreC'ho es la Integral de [tu: 

l
,T 

W(t,,_¡)dlV(t,, _¡) . 
. o 

Es claro qm' la Integ;ral de Itó es nna c•xpresiún diferente que el cálcnlo estándar. La 
lntt-g;rnl de !to es dada por 

T 

f 11'(1,,_¡)dll'(t,, 1) = ½ [1F(T)2 - T] . 
.lo 

Para el caso de la integral de Riemman, 110 existe el térrni110 T. Este es un ejemplo donde 
la I11tegral de Iio es calculada explícitamente utilizando el límite cuadrado medio. Se 
C'tl<·o11trú que la integ;ral de !to es el límite (k la vari,d,k- aleatoria ½[lV(T) 2 - T). 
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(;APITULC) 5. TvfC)DELO DE I3LACK-SCHC)LES 

5.1 INTRODUCCION 

E11 c·ste capítulo se inicia coll 1111 1110ddo ,k ecuaciones difcrellciales estoc,\sticas para 
Pxplinu la corrc]aciún qnc existe entre HUH al'cióu .v I111a opcióu y con el fin de diseüar un 
portafolio libre de riesgo. Supondrc111os que 110 existe arbitraje al igualar los retornos dt• 
los portafolios con la tasa libre de riesgo. 

Los argume11tos se modifican de forma trivial para iI1corµorar divide110s sobre el precio 
dd activo subyacente. así como valuar opciones sobre bienes básicos y divisas, al igual que 
opciones sobre futuros. 

5.2 UN PORTAFOLIO LIBRE DE RIESGO 

Ell el capítulo 2 se describió algunas características de las opeiolles y de los mercados 
de opciones. Se introdujo la ide1t del call(comprn) y del p11t(vellta) de las opciones, entre 
otros. El valor de tlll cal! (compra) de Hila opción es claramente Hila fullción de varios 
pará1uelros en el contrato. tales como. el precio dt• eje!'l'icio E y al plazo de vencimiellto 
T - t. do11de T es IR fecha de vellcimiento y I es la fecha corriente. El valor tambiéll 
dc•pE'wlPrá de propiedades de la activo s11b.vace11IP. tales como s11 precio y sus cambios en 
rendimiento y volatilidad. así rnmo la tasa ,]e, interés lihrP t!P riesgo. Podemos escribir el 
n1lor dP una opción coino: 

,·(S.t:o-.¡,:E.T:r) ( 5.1) 

Note r¡11c los p11ntos y rnma separan los diferentes tipos de variables y parámetros: 

• S y I son variahles: 

• rr .v ¡, son parámetros asociados co11 el precio de la acti,·o o bien subyacente; 

• ¡;; .v T son parámetros asoci1tdos con el detalle del contrato en particular; 

• ,. es nn parámetro asociado con la unidad monetaria en el cual el activo esta tasado. 

;\lo mencionaremos todos los parámetros, excepto cna11do sea importante. Por el 
111omc•11to utilizaremos r·(S. t) para denotar el valor de la opción. 

IJ11a simple observación es r¡ne el precio dt> la opción s11birá si el precio del subyacente 
snhe y bajará si el s11byace11te baja. Esto l'S claro porque un cal! tiene un mayor pago 
11 111edida qnc• aumente el valor cll'I s11byact·1ite al veucimiento. Esto es n11 ejemplo de 
corrdación ente dos instr11mc11tos fina11cicros, c11 este caso la correlación es positiva. Un 
pnt y s11 snhyacente licuen una correlación negativa. 

Utilizaremos II para dc11otar el valor de 1111 portafolio con una posición larga de op­
ciones y con mrn posición corta de alg11na cantidad 6 del bien subyacente 

II = ,·(S. t) - 65 
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El priml'r tfrmino dC' la derC'clia es h1 opción y el se¡¡;nndo término es la posición corta 
dP algrnrn cantidad D.. '.\lote el signo negativo cid s('gnnclo término. Por el tnomento D. la 
tu1uare111os como uua co11sta11te ps,·ogida por 11usotros. Se asumirá que el bien subyacente 
sig11<' 1111 proceso estocástico lognonual. 

dS = ¡,Sdl + rrSdX. (5.3) 

Es natural preguntar como el wdor del portafolio ,·ambia a través del tiempo de I a 
t di. El cambio e11 el valor del portafolio esta dado por rnta parle por los cambios en Pl 

v11lor de la opció11 y por olra cu el ,·ainliio del s11h.vace11te. 

rllJ = d,· - i:i.d8. (5.4) 

'.\/o!P que D. 110 cambió durante un período: no podemos anticiparnos al cambio en S. Del 
l<•ma el,, Itú tenemos: 

iJ,· U,· l . ü2,· 
di'= -di+ -dS + -rr 2S2--

2
dt. 

üt US 2 DS 
( 5.5) 

Por tanto el cambio en el precio del portafolio estH dado por: 

U,· Dr l . ü 2c 
dfI = -dt + -dS + -a2S 2

--2 dt - t..dS. 
üt US 2 iJS 

(5.6) 

5.3 ELIMINACION DEL RIESGO: DE LA COBERTURA DELTA 

La ec11ació11( 5.6) contiene dos tipos de términos, el determinístico y el aleatorio. Los 
frn11i11os dPterminísticos contil'tien dt .v el aleatorio dS. Pretendamos por el momento que 
c·"noc·emos d valor de e y sus derirndas entonces cono,·emos todo acerca de (5.6) exccepto 
el \'Hior de dS. Y esta cantidad 1111rn·a ln conoceremos por adelantado. 

El término aleatorio es el riesgo del portafolio. 
escogiendo ,·1ticladosamPntP a D.. 

Si c•scogc1nos 

EntoucC's dicho término se hace cl'ro. 

- - t.. dS. ( 
iJ,· ) 
/JS 

U,· 
D.= -

DS 

Se puede reducir o climiuar el riesgo 

(G.7) 

(G 8) 

Cualquier recluccióu aleatoria c•s ¡¡;eneralmente un término de cobertura, la perfecta 
di111inació11 del riesgo, al analizar la correlación entre dos instrumentos ( es el caso de una 
opción y su subyacente) es generalmente llamada cobertura delta. 

La cobertura delta es 1111 ejemplo de uua estratc¡¡;ia de cobertura dinámica. De un 
periodo a otro la cantidad Ül'jüS cambia. _va qne ,es igual a e, una función con cambios en 
las ,·miables S y t. Este concepto de cobertma perfecta debe ser equilibrada continuamente. 
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5.4 SIN ARBITRAGE 

Dl'spu(•s ele haber escogido ,,l rnlor ele 2i ,·unw sn¡,;erirnos anteriormente, tenemos que 
d rnrnhio <'n Pi valor del portafolio l'sta ,ladu pur lu si¡,;niPntC': 

(
/),· 1 /)2,.) 

dII = - + -rr 2S 2
--

2 
dt 

/JI 2 /JS 
(5.!J) 

Este cambio ps ,·ompletamt•1it,, libre d" riPsgo. Si ,•xistiera 1111 cambio libre dP ries¡,;o 
dII ,•n el valor del portafolio JI. entuuccs obtendríamos el mísmu rendirnieuto cquivaleute 
q11C' si St' lrnbiC'ra im•prtido el l'apital a nna tasa libre de ries¡,;o. 

dl1 = rI!dt {5.10) 

Este es uu ejemplo del principio de uo arbitraje. Para observar esto, consideremos el 
hecho dC' qué pasaría si la tasa de rendimiento dd portafolio fuera, primero, más grande y 
después fuera menor qne la tasa libre de riesgo. Si se pudiera ¡,;arantizar que el rendimiento 
fll(•ra 1mís ¡,;rancie que r, que el portafolio con cobertura delta. entonces lo qne se haría es 
pedir prestado al banco y pagar nna tasa de interes r, invertiríamos eu el portafolio de 
acioncs/opcioncs y ganaríamos un beneficio. Si. por otra ¡rnrte. el rendimiento fuera menor 
qne la tasa libre de rics¡,;o eutouces no debernos nsar la cobertura delta e invertir el dinero 
<'ll t'l banco. 

5.5 ECUACION DE BLACK-SCHOLES 

Sustitn,,·euclo (5.2). (5.8). :-· (G.!J) eu (5.10) ohteuemos que 

( u,• 1 2 2 u2
,·) ( u,•) - + -rr S --
2 

dt = r r - S - dt. 
iJt 2 DS /JS 

( 5.11) 

Diviclieudo por rlt y reescribiendo ohtcueuws qne 

U,· l /J 2,· U,· 
- + -a 2 S 2

-- + rS- - rr = O. 
Dt 2 /JS 2 /JS 

(5.12) 

está PS la ecnación de Black-Scholcs. 

La ernación de 13lack-Scholcs es una cctuH·ión diferencial parcial lineal parabólica. 
]),, lll•cho casi tudas las ecuaciones difen•nciales pardales cu fina2as tieucn forma similar. 
Gcueralmeutc son lineales. esto si¡,;nifirn qm• si se tieucu dos soluciones entonces la suma 
,k ellas también es una solncióu. Las ecuaciones financieras también son generalmeute 
parabólicas. éstas se relacionan cou la ernación de difusión de calor. Un Yentaja ele esto C'S 

qne las ccnacioues sou relativamente fáciles de resolver nurnéricarneute. 

La ecuación de Black-Scholes contiene todas las variables que son obvias y los pani­
metros tales como el actiYo snhyccutc, el tiempo. la Yolatiliclad, poro no se hace mención 
ele la tasa de cambio ¡,. CnalqniC'r dPpeu<leuda sobre la tasa de cambio se anuló mientras 
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<'iiminmnos d componc1lll' d8 dd portafolio. El arg11me11to econ<>1nico para t'sto <'S qn<' 
podt'mos perf<'ctament<' cnlirir la opción con d snh,vacentc _v no dehemos tomar nn riesgo 
iuPcc'sario. l 1nicamente las tasa d<' rPuclimiPuto lihr<' de riesgo aparece en la Pe-nación. 
Esto siguifica que si estamos d<' acncrdu con la volatilidad del ac-tivo entonces igualmente 
<'slamos dP acuerdo con el ,·alur d<' la opción aunque tengamos diferentes estimadores de 
la tasa d<' camhio. 

Otra forma de ver el conct•pto dP cobertura es prPguutando qne pasa si tomamos un 
portafolio qm' licue solameutc 1111a an·ióu. nna cantidad L'i. y efectivo. si L'i. es la derivada 
pardal de alguna opción eutonccs Pi portafolio tendrá tt11 muuto al vencimiento qne es igual 
a I pago dP la opción. En otras palabras. podemos usar el mismo argumento del modelo 
Black-Sd1oles para replicar la opción con sólo cou1prar y vender el activo snhyacente. esta 
idc•a se conoce como mercado completo. 

5.6 HIPOTESIS DEL MODELO DE IlLACK-SCHOLES 

• El snliyaccnte signe una distrilmc-ión lugnunnal. Esto no es completamente nec-esario. 
El "factor "cr 110 necesariamente liene qne ser coustaute para encontrar soluciones, 
pero debe ser dependiente del tiempo. 

• La tasa de int0rés libre de riesgo es mm fu11eió11 del tiempo. Esta restricción sólo nos 
a:vnda a encoutrar soluciones explícitas. Si ,. fnera constante 110s facilitaría el trabajo. 

• :'<u existen divideudos sobre el s11hyart•11te. 

• Cobertnra dPlla se hace cu tiempo cu11tí11110. Esto defi11itivame11te es imposible. La 
colwrtnra debe hacerse en tiempo discreto. FrPenentemente el tiempo entre recober­
tmas dependerá del nivel de los costos dp transacción en el mercado del subyacente. 
Para costos más peqneüos lo más frecuente es la recobertura. 

• :'<o existen c-ostos de trausacción sobre el subyacente. La dinámica de la cobertura 
delta en realidad es costosa. >'ª qne existe 1111 spread de oferta y demauda sobre el 
s11 l)ya<·cnte. 

• :'<o existen oportunidades de arbitrajc. Cuando existen oportunidades de arbitraje; 
nmcha gente gana <liuero al eucontralas. es sumamente importante subrayar que ex­
cluimos el modelo que dependa del arhitrage. El arbitraje surge cuando dos flujos de 
declivo idénticos tieneu cliforeutes valores. 
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5.7 CONDICIONES FINALES 

SC' dC'be C'Spccificar d rnlor d<' la opción ,. <'orno una función del subyacente en la fecha 
d(• Y<'n,·imiento T. Esto C'S. tendrémos qu<' c•specificar d Yalor r(S, T), para el pago. 

Por ejemplo. si tenemos un opt'ión rnll cnton,·es sabemos que: 

,·(S. T) = 1wíx(S -- E.O). (5.13) 

Para 1t11 put tcm•mos r¡ne: 
,·(S. 7') = múx(E - S. O). (5.14) 



(;APITUL() G. EC:UACIC)NES 
DIFI,:IlENCIALES I)AilCIALES 

ü.l INTRODUCION 

El arnílisis y sulnció11 de las ccnacimll's dif<'rt'11cia!Ps parciales PS un gran objetivo. Este 
<"npítnlu tiene corno finalidad presPntar los conceptos básicos del terna, que permitan con­
t innar con el resto del trabajo. 

ü.2 UNA PERSPECTIVA HISTORICA PARA LA ECUACION 

DE BLACK-SCHOLES 

La ecnal"ión diferencial parcial <IP I31ack-Scholes es bidimensional , S y t. es una 
<'<'nación parabólica. lo que signif-ica que es clifcrenciable dos veces con respecto a la variable. 
S . . v difcrenciahle uua vez con respecto a, t. Ecuaciones con esta forma son mejor conocidas 
cou10 cc11acioucs de difusión o de ('alor. 

Las ecnal"ioncs de difusión han tenido grnn éxito para modelar: 

• h\ difusión de 1111 material en otro. partículas de humo en el aire 

• t>l flujos <lP calor de una parte de nn objeto a otro 

• las rC'accioncs q11Ílniras 

• la actividad eléctrica en las lllPmbranas de los organismos vivos, n10delo de Hodgkin-
11 uxle_v 

• la dispC'rsiún de ¡,oblaciones; los individuos se lllllCVE'll aleatoria111e11te y evita el crec­
ÍlllÍ<'Ilto 

• la persuació11 y evasión e11 sistc111as de depredador-presa 

En la mayoría de estos casos las eniacio11es resultantes son más complicadas que la 
,·,·wu-ión de Black-Sd10lcs. 

La ccua,·iúu de calor más simple para la temperatura de nua barra es cornunmente 
t'snita de la forma 

º" u2
,, 

üt ü.r 2 

donde II es la temperatura .. r es la coordenada parcial y t es el tiempo. Considera el flujo 
d,, entrada y salida en una pequeüa sección d,, una barra. El finjo de calor es proporcional 
ni gradiente de la temperatura 

Ü11 

u.,· 
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v por tanto sn derivarla. la segnnda derivada de la tcmperatnra es d calor retenido en una 
pcqneüa sección. El calor retenido es visto como el cambio en la tcmperatma, representado 
UU:Ü('lllática111e11tf' ('01110 

Du 

üt 

El !,alance de la segunda derivada pardal c·on respecto a .T '>'dela primera derivada parcial 
con n•cpec·to a I da como resultado la cc1i,1ción de• calor. (Existiría un coeficiente en la 
,•,·nación qn<' dependa de las propiPdadcs rlP la lmrra en donde se transmite el calor, pero 
IP11c•mos sólo uno.) 

6.3 SIGNIFICADO DE LOS TER.MINOS PARA LA ECUACION 

DE BLACK-SCHOLES 

La ecuación de Blanck-Sdwles ptll'dl' ser interµrc•tada como un ccuac1on de difusión, la 
ecuación lnísica es un balance de la primera derivada paffial de '>' la segunda derivada 
parcial de S: 

Üc ¡ 2 c;2 u2,. 
-+-(Y' --. u, 2 us 2 

(6.1) 

Si fueran los únicos términos en la ecuación de Black -Scholes pudría exibirse un suave 
efecto. que cualquier discontinuidad en el pago sería instantaneamente difundida. La única 
difercncia entre estos términos y los que aparecen ('11 la ecuación de difusión o calor, es que 
el col'ficicntc• de difusión es una f1111ción de una clc las varialiles 8. De esta forma tenemos 
difusión en un ambiente no homogéneo. 

El término de la primera derivarla parcial de S 

8,· 
r8-. 

üS 

SP puede tomar como un tvrmino dC' convexión. Si la ecuación representa algún sistema 
físico, tal como la difusión <le par! Íl'ulas de hnmo en la atmósfera, entonces el término 
com'ectivo puede ser debido a mia lirisa qne sopla al humo en la dirección referida. El 
término final 

-rt. 

Es un término de reacc1on. Equilibrando este término y la derivada del tiempo propor­
cionaría uu modelo para disu1i111wión de nn cuerpo radioactivo, con la vida media que se 
relacionada con r. 

Considerando estos términos juntos se obtiene una ecuación de difusión, convexión y 
de reacción. 

6.4 CONDICIONES DE FRONTERA, INICIALES Y FINALES 

Para cspC'cificar un problema únicamente debemos definir condiciones de frontera y condi­
ciones iniciales o finales. Las condiciones de frontera nos <lice como las soluciones <leben 
c·omportarne durante todo el tiempo eu ciertos Yalores del activo. En problemas financieros 
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uusotrus t•specifir-amos el comportamie11to de• la solución en S = O ,v cuando S - oo. Dehe­
lllus taml,ic\n especificar corno la solución iuicia. A,lPmás. de estahlPcer 11na condicion fiual. 
Est H <'S g,•nPraluwute la función del pago al ,·encimiPnto. 

6.5 METODOS DE SOLUCION 

No ,•n1plc•arernos rnnd10 tiempo en c11co11trar la solndóu Pxacta para la ecnacióu de 13lack­
Sdwles. ¡::sta <'S importante. p<'ru en la pnídica n•snlta qne los modelos ticm•n cara,·, 
tPrística:-; qnC' lrnn•n i111pusible e11<·untrarla. Las solnciunes dC' fonna cerrada qnc son usadas 
<'11 lH ¡mktica senín cubiertas <'n los signient,•s capítulos. 

6.5.1 TRANSFORMACION A LA ECUACION DE DIFUSION 

CON COEFICIENTE CONSTANTE 

Algnmis veces puede ser útil trausfornrnr la ,,,·nacióu 1,ásica de 13lack-Scholes. haciendo 1m 
rnwhio de variables. Si escril,imos 

donde 

n=-!(~-1). 2 a-2 
1 ( 2r ) 

2 

B=-- -:,+l ,¡ (T" 

Entonces U(.r. T) satisface la ecua,·ión de difusión básica 

i)[T 

iJT 

2T 
y t = T- 2 . 

{I 

(G.2) 

(G.3) 

Esta siwple ecnación es más fácil de manejar que la ecuación de 13lack-Scholes. Algunas 
\'eccs pncde ser importaute, por ejemplo cuando se h11sca soluciones de forma cerrada, o 
<'n algunos csqnewas n11méricos simpks. En el capítulo 8, regresaremos a esta ecuación 
, lifcrC'ncial parcial. 

6.6 SOLUCIONES NUMERICAS 

A11nq11e existen diversas técnicas q11e podemos ntilizar para encontrar solucioues , en la 
rna,·oría de los casos debemos resolver la ec11adón de 13lack-Scholes munéricamente. Pero 
110 importa ,·a que las ec11acio11cs diferenciales parabólicas son las más fáciles de resolver 
n11t11éricamentc. Ohviarnentc. existen cnalqnkr rnntidad de técnicas sofisticadas. 
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CAPrrUL() 7. VAL()RES ESPERADOS Y LA 
FC)HJ\fULA DE I3LACII\°:-SCI-IC)LES 

7.1 INTRODUCION 

E11 este capítulo se cakula de ma11cra C'xhaustiva la fórmula de Black-Scholcs en 
t(,nui11os de valores esperados. Se• supone qne d sniJyace11te es 1111a acció11 que signe 1111 
Proc('SO l\larkoviano dP Difnsió11, cuya parte esto,·ástka es 1111 proceso de \Viencr. 

7.2 FUNCION DE DENSIDAD DEL VALOR DEL SUBYACENTE 

E11seg11icla se deduce la fn11ción ele ,!e11si<lad del valor del s11hya<'e11te en la fecha ele 
\'f'I H'ÍlUÍl'lÜ O. 

Suponga que la variable subyacente es una acción y sigue un proceso l\larkoviano de 
clif11sió11: 

(7.1) 

clo11clc• z1 es un proceso ele \Viem•r (movimiento Browniano). es decir, z1 tiene incrementos 
normales independientes con E[clz1] = O y Var[rlz 1] = E[(clz1 )

2] = di. En este caso se pncdC' 
('Sf'ri J >Íl' 

l'Oll E~ N(o. 1). (7.2) 

]);,do que E[dz1] ""'<lz1 y Var[dzt] = E[(d,1)2]""' (<lz¡) 2 , las siguientes reglas para el eákulo 
estocástico son válidas 

dz1dt = O. dz 1dz1 = <ll dtdl = O. (7.3) 

En virtud de (7.2). con di= T - t. se ¡rncdc escriiJir que 

ST-St 2 
, ~.N'(¡,(T-1).<T (T-t)). s, (7.4) 

Considere ahora nna fn11ción G = G(S1• t). La expansión en nna serie de Taylor hasta 
t0n11inos de• scg1111do ordc11 rn11d11cc a 

iJG UG 
dG =-,l81 + -di 

US1 Ut 

1 (u2c; 2 u2c; iJ2c . 2) 
+ - - 2 (dS1) + 2--dS1dt + - 2 (di) . 

2 iJS1 iJS¡iJI üt 

(7.5) 

La s11stit11ción de (7.1) y (7.3) e11 (7.5) ro11d11ce a 

iJG iJG 
dG =-(¡1S1dt + o-S1dz1) + -di 

iJS1 . iJt 

1 ( 8
2
G 2 iJ

2
G ü

2
G 2 ) + - -. - 2 (¡, S1dl + 0"S1dz1) + 2-, -,-_ .-(¡1S1dt + o-S1dz1 )di+ -
0
-( clt) 

2 iJS1 iJS 1iJt üt- (7,6) 

( 
iJG iJG 1 iJ

2
G 2 º) iJG = -¡,S1 + - +---,,o- s1- di+ -o-S¡dz1. 

iJS1 iJt 2 iJS¡ iJS1 
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Ohs<'rV<' <Jlll' si G = log S 1 , Ptllouc·('S 

En c·ons0ene11da, 

1 

s, 
ü(; 
-=O. 
üt 

d log S1 = (i, - "
2

2

) dt + (T(lz 1. 

Parn el <'aso disC"retu. se tiene que 

L', log S¡ = (,, - "
2

2

) L'>t + a L'>z 1• 

logSt - lag So=(,, - "
2

2

) (T - t) + <TL'>z 1; 

log (!:) = (,, - "
2

2

) (T - 1) + <TL'>z,. 

Para 1 = O. se tiene 

f)p lo auterior se signe que 

( s,) lag 8 1 - log So = log So 

Bajo el snpnpsto de neutrnlidatl al riesgo, se sir,nc que 

/1 = I'. 

(7. 7) 

(7.8) 

(7.D) 

(7.10) 

Considere nna vnriahlP akatoria normal [ ~ N(O. 1). es bien couocido que la función de 
dcusidad. ,t,(c), de [ está dada por 

e E IR. (7.11) 

Considere ahora nna varia ble aleatoria de la forma 

(7.12) 

En PStl' caso, se clicc que Sr/ So > O tiene nna distrilrnrión lognonnal con media (r - ½a 2)T 
y varianza cr 2T. Por lo anterior. 

(7.13) 
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Eu <'Stl' ,·aso. 

Si se· ddiiw ahont 

(7.14) 

la función ck cll'nsidad de /:h estfi dacia por 

(7.15) 

A ,·ontin11aciún se muestra que. 

l 
{ (

log(+)-(r-¾a
2)T) 2

} l .'-io .., 
f,T (.s) = = exp - 2 r;;:; . 

v2,rTcr.s avT 
(7. lG) 

Para ello, uote qne 

, E IR .. 

Sea 
log ( §¡,_) - (r - ½cr 2 )T 

Sr=Soexp{[afl+(r-½1T 2 )r} ⇒ y·· 1 (Sr)= So aVT : 

log ( ~:) ~ N ((r - ½" 2
)T. a

2
T)). 

La función de densidad de Sr l'SÜÍ dada por 

( ) 
¡ 1 ,2 

Entonces. (jJ , = )2;;'e-'i 

Por lo que. 

Por lo tanto 

_ 1 , ·{-l(log(f.)-(r-½a
2)T)

2

} 
fs . ( s) - = exp 2 r;;:; . 

1 v21rTas avT 
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Observe ahora <JUC' la media de Sr satisfH<'e 

E(Sr) = {nv .s.f.,
1 

(.s )d.s 
.lo 

l x ¡ { 1(101;(i,;)-(r-½rr2)T)2} 
.s ✓ t'XJ> - 2 d.s 

. O 21rTcr.s a../T 

Note qnc, E= 

Sea Sr = .s. Se Calcula la difercnl'ial de .s, esto es 

Por lo tanto. 

rr = Soe . 

donde u se ha escogido romo: 

,, = e - rrvr. 
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El segundo morn,•1tto dC' Sr s,• rnlcnla como signe': 

clornle 

E(S?,) = lo"'- s
2 f,

1 
(.s)cls 

-1-x. 82 {-.!. (log (-k) - (r - ½a 2)T) 
2

} . - ✓-- C'Xp 2 ✓- cl.s 
o 2rrTu.s a T 

i•ev { (lug(Ji-)-(r-la2)T)
2

} .'i 1 ,'-io 2 
-===- exp - 2 --------'~--'------- ds 

. u ✓2rrTrr rr VT 

_ S2 rr
2
T+21·T J°" - oc 

- -X 

_ 5,2 o-2 T +2rT - or 
_ 5,2 [o- 2 +2,·]T - or . 

1 _ 1,,.2 l 
--r i l H' 

~ 

"'=, - 2,,. ✓f_ 

En ('Onsecncncia. 

V. ·(S' ) _ E(52) 1~[(5 )]2 _ S'2 o-
2
T+2r1' 5 2 2rT _ 5 2 2rT( c,

2
T l) cll T - T - _, T - o<' - or - oe ~ - . 

(7.22) 

(7.23) 

El precio de una opción ele compra de tipo europeo en t = O, e = c(So. T. r, rr) está 
dado por 
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dond<' X es el precio ,lP <'.i<'l'<'ido. Así l""'s. 

(7.25) 

El snhíndicc de la integral es s > X =} Socxp[(J"VT + (r - ½(J" 2 )T > X. 

Note que, 



Por lo tanto. esto nos conduce a 

=e 

.,t,.,.2 ,r} 

],.,,, X/811 l (, 

,,-Jr 

1 
~==-C 
J2;rTa 

1 
--(· .¡:¡; 

1 
--(' .¡:¡; 

).,.,.2¡r} 

1 
-rTv f - r .. t\. --r .¡:¡; 

' { lo¡dX/80)-(r -~t1
2 JT} 

•> o- ✓T 

rTSo f 
' { .,/T !r,1¡(X/S0 l-(r! ,l..u2lT ..ff} 

<-<T l> rr ✓T u 7 

1 ' :21: dr 

1 _i(,-c,,/'fJ 2 .,·Tl --e 2 e < F 
-1'[; 

1 l 2 
__ ,,-2" (fr . 

~,.,.2¡.,.} .¡:¡; 

;\lote r¡nc c'n la cuarta línea de la ecna,·ióu anterior .s > X {ccuacióu 7.25). Esto es. 

S>X 

Por lo tanto. 

[> 

aplicando el logaritmo, se tiene 

= 12 [1,VT + (r - '.2" )T > 

log 4- - (r - -a )T ( 
'() l 2 

sil 2 
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Ent u11<·t•s, 

Por lu tanto. 

doll(k. 

y 

1 
--r 
~ 

-e 

.l,,.2 )T} 

iu2 l 
2 ( u 

1 
~e 

lug ( '2\t) + (r + .!.<r2 )T 
rl¡=rl¡(So.T.X.r.rr)= ,\ VT 2 

u T 

log (.!!it) + (r - f-rr 2 )T 
d2=d2(So.T.X.r.rr)= X/ 2 =d¡-<rVT. 

rr T 

La Íllnción <l.>(d) es la función de distribución de E~ N(O, 1), es decir, 

I
d l 1 , 

Pr{E::,; d) = <l.>(d) = rc;-"·-,c de= 1- <l.>(-rl). 
• ---x V 2rr 

( 7. 26) 

(7.27) 

(7. 28) 

( 7. 29) 

A través de un procedimiento similar se pnede mostrar qne si p = p(So, T, X, r. <r) es el 
precio de• 11na opcion de venta de tipo 0nropeo, cntoncc•s 

(7.30) 

¡\ partir de (7.29) y (7.25) se pnede cstalilecer la <'ondición de paridad de venta-compra 

p +So= e rTX<l.>(-d2) - So<l>(-d¡) + 80 

= e rTX<l.>(-d2) + S'o(l- <I>(-r/1)) 

= e rTX(l - <l.>(d2)) + So<l.>(d¡) 

= -r-rT<J>(d2)) + So<I>(d¡) + c-rTX 
-rT = r -t- r X. 

(7.31) 

Claramente, el análisis anterior pnede ser repetido para r 

¡,(S1. T - t.X.r.u). En cnyu caso, ohtencnws 
r(S1,T - t,X,r,<r) y p = 

(7.32) 

,v 
( 7.33) 
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Por s11pn0sto. d ¡ y d2 también sP modifi<'an. D<' hPcho, 

lo¡,; ( §_¡_) + (r + la 2 )(T - t) 
d¡=d¡(S1.T.X.r.a)= x ✓ 2 

a T - t 
(7.34) 

(7.35) 

L, ddta, l:.c = iJr-/iJS1. para Hna opción dt• compra de tipo europeo está dada por 

l:.. = /Je = iJS,<I>(d¡) - e r(T· l)X<I>(r/2) 

" - iJS, iJS1 

, 1 od¡ . -r(T-t) 1 üd2 = <l>(d 1) + S1<T> (d 1) iJS'¡ - ,Y r . <I> (d2) DSt 
(7.3G) 

( [ 
1 ) r(T t) '( )] Üd¡ = <I> d¡) + 81<I> (d¡ - Xe- - <I> d2 

081 

= <l>(d¡). 

Por lo tanto. 

va r¡nc de r/2 = d 1 - a ✓r - t, se sip;HP por Hn lado r¡He 

(7.37) 
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lllkntrns qn<' por otro lado 

(7.38) 

l\l11ltiplicando por ½ la eCHación anterior. se time 

lo enal implica. a sn vez, que 

(7.39) 

eqtti valentcrnente 
(7.40) 

,·on lo qnc sP sip;m' (7.3G). 
La p;anrnrn, r,. = 8 2"/ iJS¡, de una opción de compra de tipo cmopeo satisface: 

Por lo tanto, 

(7.41) 
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Ahora \Rlcule1nos la vari~dón de (' con respcC'tu dl' T, es dPcir 

recordemos qm>, d2 = d 1 - (J ~ ⇒ ~ = qjf - /J"V ⇒ [ ~ - ~;~] 
Por lo tanto. 

Ud1 Ud2 rr 
---
UT UT 2~' 

por lo qn<• 

Ür· , 1 [Üd¡ üd2] ÜSt -r(T-f) (-),. = -.- = S1<I> (di) - - - + <P(d¡)- + <I>(d2)Xrr 
UT UT UT üT 

= S1<P 1(d1) [ ~] + <I>(r/1) üS, + <I>(d2)Xrc-r(T-t); 
iJS 
_t =Ü. 

2 T - t UT iJT 

Por lo tanto, 

(7.42) 

La rnriación de ,. con respecto de ". está <lada por 
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tauf'o, 

Ent un<·t•s. 

Por lo tanto. 

Ln rnriaciún de ,. con respecto de ,. . está dada por 

iJr- iJ [S1<I>(d¡) - r-r(T-t)x<I>(d2)] 
= iJr iJr 

Ue,-fi'? 

º" 

iJS 
_t =Ü. 
o<T 

_ , iJ<I>(d¡) '''(/ )8S1 [-r(T t) _iJ<I>(d2) ''(d )iJc-,·(T-t)x] 
- S 1---+"' r 1 - - r X--'--'-+"' 2 -----

iJr Ür iJr iJr 

Por lo 

(7.43) 

= S
1 
iJ~(d¡) + <I>(d¡)üS, - r r(T-t)x<I> 1(d2)iJd2 - <I>(d2)Xr -r(T-t)(T - 1)(-1) 

iJr iJr iJ1· 
iJd iJS , iJd . = S1iJ/(d¡)-.-1 + <I>(d¡)-.-1 

- r-r(T-t)x<I> 1(d2)~ + <I>(d2)Xe-,·(T-t)(T - t). or iJr i),-

SallPmos qne <I>'(d2)r-r(T-t)x = <I> 1(d¡)S 1• entonces 

iJr· r iJd 1 /JS¡ r(T t) 1 iJr/2 ,·(T t) -. = S1<I> (d¡)-. - + <I>(d¡)-. - - e- - X<I> (r/2)-. - + <I>(d2)Xre- - (T - t) 
iJr iJr iJ,· iJ1· 

/ ) i)d¡ ( 8S1 I ) ' /Jd2 ( ) -,·(T-t) ) = 811> (r/1 - + <I> d¡)-. - - <I> (d1 St-. - + <I> d2 Xre · (T - 1 
Ür ü,· /)1· 

= S'¡<I> (d1) -.- - -.- + <I>(r/1)-, - + <I>(d2)Xre- - (T - 1). , [od¡ üd2] DS't r(T t) 

i),- Ür or 
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~ U/ &rl üu~ Dd Ud recordemos que, r/2 = d¡ - rrvl' - t =} 'fj;- = ~ - o,:--=} ['F,:- - 'íí;-] 
Por lo tautu, 

iJd I iJr/2 
---=0. 
i)¡- i),-

Entunces, 

iJS 
_1 =0. 
i),-

Por lo tanto, 
iJ,· r(T f) ( -, = <I>(d2)Xr,· - T - t) > O. 
i)¡-

La variación de ,, con respecto de X, está dada por 

iJ,, iJ [S1<I>(d¡) - e· ,·(T- t)X<I>(r/2)] 
- = ~----------~ 
U.Y U.Y 

= S · 1 + <I>(d )-•-t _ e r(T- t)X 2 + <I>(d )-----
iJ<fJ(d ) iJ, [ iJ<I>(d) iJc·r(T-t)x] 

1 iJX 1 iJX iJX 2 iJX 

al a, DI = S1<l>'(d¡) D~; + <l>(d¡) u:: -c-,·(T-t)x<I>'(d2) D~: - <l>(d2)e-r(T-t) 

= -c··•·(T-t),1>(d2) < 0. 

JJ =¡1(81.T- t.X.r.cr) = r r(T 1lx,1>(-d2)- S1<!>(-d¡). 

iJP iJ [r·r(T-t)X<l>(-d2) - S,<l>(-r/1)] 
6 =-=~------------"--

p-- iJS
1 

iJS
1 

= e--r(T-t)xiJ<P(-c/2) _ S iJ<l>(-d¡) - <I>(-d )iJS1 
iJS, 

1 
iJS1 

1 
DS1 

= e-r(T-f)X<I> 1(-d2)iJ~-;'.2) - S1<I>'(-d1)i)~-S:¡) - <P(-d¡), 

iJP iJ(-d ) a(-d ) 
6 = - = e r(T t) X<l>'(-d ) 2 

- S <I>'(-d ) 1 
- <I>(-d ) 

P iJS . 2 iJS t ¡ aS ¡ 
t t t 

, , iJ(-d2) , , 8(-d¡) 
=S1<l>(-d1) DSt -S1<I>(-d1) iJS¡ -<I>(-d1) 

= S11> (-d¡) --- -- - <I>(-d¡) , [iJ(-d2) iJ(-d1)] 
DS1 DS1 
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r<'c·orde111os c¡11<:. d2 = d¡ - rr ✓T - t ⇒ D~~'.'.' 1 =u~_:,,)+ ªª't/l!1 ⇒ [ª<u;,2 > - 0<0;,>] = 
Ua ,/'Y"J , 

us, . I or lo tanto, 

C'lltonces. 

Por lo tanto. 

iJ( -d2) 

us, 
iJ(-d1) 
---=0. 

ilr 

iJP 
á = - = -<D(-d1) < O ,, us, 

= <D( d ¡) - ] < Ü. 

iJP 
ó. = - = -<D(-r/1) < O. 

p us, 

Dl' la condición de paridad \'enta-<'omprn se ohtil'ne que 

Por lo tanto. 
Dp ü,· 
-+!=-. 
iJS1 üS1 

La elasticidad de,. con respecto a S1• está dada por 

iJlog(,·) 
,,.,s = iJlog(St) 

U,· S' 
(' . ( t = US' = <D d¡)-= (' 
81 

= Dó.p _ iJ[-<D(-d1)] 

US1 DS, 

, U(-d¡) 
=-<l>(-d¡) iJS¡ . 

log("'-)+(r+~a-
2

)(T f) él( di)_ ·l_!_ [ ¡ l 
¡,crod¡=d1(S,.T.X.1·.rr)= x "~ ⇒ DS, -~x ,,,;r=¡ 

X 

Por lo tanto, 3 <¡;5~,) = [s,,,.Jr=i]. Entonl'es, 

r = aó.¡, = -<l>'(-d )iJ(-d¡). 
P DS, 

1 
üS, 

= <1>'(-d1) [ . ~]>O. 
S¡a T- t 

Note ([IIC r,, = r,.. 
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Vc¡,a = üP = ü [r-r(T t)x<I>(-d2) - S1<f>(-d¡)] 
P Üa Ürr 

= (' r(T 

=r 
,·(T 

Por lo qnc 

üP üS 
VcgRp= Ürr =S1<1>

1
(-d¡)~-<I>(-d¡)üa

1
; 

üS 
_t =0 
üa 

= S1<I>
1
(-d1)~ > O. 

Por lo tRnto, 

(7.48) 

La variación de P con respel'to de X, está dada por 

UP i) [P-r(T 1lx<I>(-d2) - S1<!>(-r/1)] 

UX Ürr 

-r(T-t) i/<l>(-c/2) ( )Ue r(T-t)x , il<l>(-r/1) ( 8S1 = r X--'----'-+ <1> -d2 ------ Si--'----'-- <l> -d¡)-
üX üX üX ax 

= e-r(T-t) X <I!' ( -d2) fJ~~~ 2) + <l>( -d2)e-r(T-t) - S1<1"! 1 (-d1) f)~; ¡) - <I!(-d 1) :; -

G2 



HC'<'ordemos que, d2 = d¡ -cr~ ⇒ D(iJ_~,) = U(8_~1) + ºªfJ3 ⇒ 
i!al'f"] 

[
QLlu _ éJ(-d¡)] -

üX DX -

ux . Por lo tanto, 
iJ(-r/2) iJ(-r/1) ~-:..:. - _ ___::..:. = ü -

iJX iJX 

Entonces. 

fjp ,T,( / ) ·r(T- 1) I ( )ÜSt ~='±'-<'2r -<>-di-.-; ax ux 
= <I>(-d2)c .,•(T t) > O. 

Por lo tanto, 
iJP -
iJX = <l>(-rl2)c-,(T-I) > Ü. 

Ln variación de P cou rt>specto de ,. . es 

iJP = iJ ¡,,-,·(T-t) X<I>(-r/2) - S,<I>(-d¡ )] 

ür i)r 

iJS 
-' =Ü. ax 

_ ,·(T-1) v8<I>(-d2) + ,T,( I )uc-r(T--t)x S' 8<I>(-d1) ,T,( d )iJS, 
- r ..-\. '±' -( 2 - , t--'---"-'- - "±' - 1 -

ür ür ür ür 

(7.49) 

= c-r(T-t)x<I> 1(-d2/(;,d2) + <T>{-d2Jc""(T- t)(-)(T-t)-S,<I>'(-d¡)iJ(;il¡)_ 

Hecordemos que, d2 = d¡ - ,,~ ⇒ D(:d2) = D(;-d1) + Da-('J'?: ⇒ 
Ur ür ür [

éJ(-d2) _ 0(-d¡)] -
Dr Ur -

Da-,tr] E t , ' u,· . 11 unces, 
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Por lo tanto, 
iJP -. - = - if>(- rl2k r(T ')(T - 1) < o. 
ÜI' 

Variaciúu d,• P con respecto ele T. Esto es, 

iJP u¡,-,·(T llx<I>(-d2)-S,<T>(-d1)] 
A,=-=~~---------~ 1 iJT iJT 

( 7.50) 

t) iJ<I>(-d2) /Je ,-(T-t)x ü<I>(-d¡) DS, = e ,-(T X---+ <I>(-d2)---- - S,--~ - <I>(-d1)-
iJT üT iJT iJT 

= e -,-(T 1) X <1>' ( -d2 /(iJ; 2
) + <T>( -d2),- r(T-t) ( -r) - S,<I>' ( -d1) iJ(;; ¡). 

(-l¡, = ~; = e-,·(T-t)X<I>1(-d2)iJ(;
1
~2) + <T>(-d2)r-,.(T-t){-r)- S1<I>'(-d1)iJ(;;i) 

= S,<I>1{-d1/(;;2) + <T>(-d2)Xc-r(T-t)(-r)- S't<I>'(-d¡)Ü(;;¡) 

= S,<I>'(-d¡) [ü(-r/2 ) - iJ(-d¡)]- r<I>(-do)Xe r(T-t)_ 
DT DT -

P . d - ¡ ✓-T t iJ(-d2) _ iJ(-d,) I Ucr ✓'I'-t _., [iJ(-d2) iJ(-d,)] _ iJ,;./'f-] 
Cl O, 2 - < 1 - r, - ⇒ iJT - 01' - - - i)T - iJT - iJT - iJT 

Entoncl's, 
iJ{-d2) iJ(-d1) " 

iJT DT 2JT - 1· 

Por lo tanto. 
iJP , , rr -- ·(T-t) 

Gp = - = S,<I> ( -rl ¡) J - r<I>( -d2)X e 1 
• 

DT 2 1' - t 
(7.51) 
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('.APrfULC) 8. LA ECUAC'.IC)N DE CALC)R 
y LA F()RlvIULA I3LAC'.I<-sc:H()LES 

8.1 INTRODUCION 

En C'stc capíl nlo se transforma la C'c11ación difcrcnrial ¡rnrcial deterrninísta de Black­
ScholC's C'll la C'<"1tación de' difusión de' calor. Se analiza el caso de un call europeo, eslalile­
ci<'llllo ¡rnra ello las condiciones de frontera y las l'ondicioncs iniciales. 

8.2 DEDUCCION DE LA ECUACION DE CALOR 

La C'c11ación dife1nwial parcial I3lack-Schok•s y las condicones de frontera para un call. 
e(S. 1), E11ropeo estan dadas por 

iJ 1 /)2 D (' ') 2 (' (' 

iJS + 2"" S iJS2 + rS-D-S - r,· = O. (8.1) 

('011 

e(O. t) = O ,·(S. t) ~ S cuando S -+ oo. 

e(S. 1) = max(S - E.O) 

l\f<,diantc camliios de vmiablc. la c,·1rnrión anterior ¡mc,lc ser llevada a la ec11ación de 
,lifnsióu o calor. Para ello. sea 

S = E,,, 
T 

1 = T - !"2 
2 

11(.r. O)= nrnx(r·" - l. O); 

Eutonccs, se tiene q11e 

r·(S,I) = max(S - E.O) 

= max(E,,.r - E. O) 

= rnax(E(e"' - !), O) 

= E max(c" - l. O) 

= E11(:r.O) donde ,,(.1·.U) = max(e" - 1.0) 

Note q11c S = Ee.,. ⇒ :r = 111 ( §_E) y 1 = T - lr, ⇒ T = ½a 2 (T - 1). ," 
Las derivadas pardales de (' con respecto de I y s, es decir $~. g~1 y Es: 
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ÜI' = üE11(.1·. r) = üE,,(lu {jJ;). ½a 2 (T - t)) 

üt üt iJI 
iJ11(.1·. r) =E---üt 

= E [iJ11 ÜT]. 
ÜT Üf 

= E iJ,i [-=-LT 2] 
iJT 2 

ÜI' &Ev(:1·.r) 

iJS iJS 
üv(.r.r) =E---iJS 

=E[~::. t;] 
= E~':. [~,] 
= E~: [E~'] 
=-e 

D.,· 

iJ E v ( ln ( j). ½ a 2 
{ T - t)) 

as 
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S11slit11imos la cc11ación (8.2). (8.:l) y (8.4) <'11 (8.1). csto ,•s 

A.U,, [-21 (T2] 
ih 

U,· 1 ü 2 ,· ür· - + -a 2S 2
-- + rS- - r,· = O 

us 2 us2 us 

+-r, e (T --r -,· - -+rr,r -e -rE11=0 l .2 2., 2 ( U211 2.r -- 2,r D,,) 1 .. r Du --,· 
2 ü.r 2 ü.r E Ü.T 

- -(T + -a -- - -(T - + r- - ,.,,=O iJ,, [-l 2] 1 2 0 2
,, l 2 /J,, ü11 

ÜT 2 2 Ü.r 2 2 iJ.1· Ü.1' 

/)¡; ü2 11 u,, r üv r - + - - ---- + --1/ = () 
ÜT ü.1· 2 D.r ½a 2 ü.r ½a 2 

Dcspejando g~, se tiene 

D11 ü2,, ü,, r ü,, r 
- = -- - - + ---- - --¡/' 
ÜT Ü.1· 2 Ü,1' ½a 2 Ü.r ½a 2 , 

sea k1 = 
½a2 

l' 

D2
11 ü11 Dv 

= -- - - + h: 1 - - !- 1 11 
D.1· 2 ih ü.r 
iJ 2

11 D11 
=-;--;;+(k¡-l)-. -li'¡ll, 

ü.,·- ü.1· 

Por lo tanto, 
U11 02 11 811 
- = -+ (ki-1)- -k¡11. 
Ur U.,· 2 ü.r 

El si¡,;niente cambio de variable es 

wr+/lr ( ) 11=r· u.r.T. 

SE' calcnla11 las ,krivadas parriales de ,, con respecto de T y .r, es decir g~. g~ y i:.t: 

u2
11 o [ü,,] 

u.,· 2 = u,,. ü.r 

ÜJ/ 

Ü.1' 

üe"·'·+flru(.r·. T) 

ü.r 

m·+!lr Üll (:r, T) ( ) ,u+/lr = e --'--'-- + 11 .,·, T e n 
U.r 

=r --'--~+n11r.T . ns·+/lr [U11(1·, T) ( )] 
U.r 

(8.5) 

(8.6) 

,u+/lr{)2u(:r, T) i-J11(.r, T) n.r+/lr ( ) n.r+/lr 2 ux+/Jr811(.r. T) = e 
2 

+ --'--'--e n + 11 :r. r e n + ne 
Ux Üx Üx 

,n.r+/lr [ª211.(:r,,r) 811(:r,r) 2 (" )] = ' 2 + 2n --- + n 11 ., , T . 
i-J.r ü:r 

(8.7) 
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ÜV n:r+(JrU11(.r. T) nx+fh - = r --'----------'- + 11 ( .1· • T ) e R 
ÜT Ü.1· 

n.r+flr [Ü11(:r.T) . )] = e --'----'- +- ,1,, ( .r. r . 
ü.r 

(8.8) 

Sustituimos las l't'll8J'i01tl'S (8.G). (8.7) y (8.8) <'11 la cc1wció1t (8.5). esto es 

, --'----------'- + R u (.r . T 
o.c+,JT [Üll(.T.T) )] 

ü.,· 
_ nc,·+ih [iJ211(.r. r) , ü11(.r, r) 2 (. ] - r 

2 
+ 2n -'--'- + o 11 ., • T) 

U.e ü:i· 

+ (/,¡ - l)r · , + 011(.,:. r) - k¡e · '' 11 ,r, T 
m·+(lT[iJu(.r,r) ] n-:r+ª,- ( ) 

O.r 

Ou(:r,r) ( ) 0 2 11(.r.r) ü11(.r,r) 2 ( ) 
+ /311 ,r. T = 

2 
+ 2n --'-------'- + n 11 :r. T 

üx O,r Ox · 

[
ü11(x.r) ] +(k¡-]) , +1111(.r,r) -k¡11(1·,r). 

O,· 

Por lo ta11to, 

011 2 0u 0
2

11 [iJll ] -,-+fiu=n 11+2n-,-+-,-
2

+(k¡-l) -,-+nu -k¡u. 
Or O.r ü:i· 0.r 

O bien. 

Ü O Ü2 ü 11 ? l/ ll 11 
-, - + Ru - n-11 - (k¡ - l)n11 + i. 1 11 = 2n-, - + ~ + (k 1 - 1)-, -
0T Ü,1· Ü,: 0.r 

Ou 2 iJu ü 2
u 

-, + 11(/3 - o - (i.1 - l)o + k¡) = -, [2n + /,,¡ - l] + -;--2 0T ÜX ÜX 

Si 2 R - o - ( k 1 - 1 )o + h' 1 = O 

Entonces. 
üu ü,, 02 ,, 
- = -[2o + k1 - 1] + -. 
ÜT ÜX 0x2 

Sea 2n + k 1 - 1 = O. 

Por lo tanto. la ecuación de calor está dada por 

Üll 

0T 

u2,, 
O:r 2 · 

Note que de las ecuaciones (8.10) y (8.12), se tiene 
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ESTA 
SM.IR 

TESIS 
D! U 

NB DfP,E 
IIBUífffCA 

-1 

{ 

2o + k 1 - l = O 

o 2 + ( k 1 - l )n - k 1 = 11 
⇒ k 1 - 1 = -2n ⇒ 

n = -(k1 - 1) 
2 

2 1 2 

Snstit11ye11do el valor de k1 - 1 y el \'alor n 2 C'll 11. Sl' ticue 

n 2 + o ( - 2o ) - l.:¡ = fi 

n 2 -2n 2 -k¡=l3 

-n 2 -k¡=il 

Entonces, 

o = ¡(/q - 1) . 

2 1 2 1 2 2 12 1 1 
fi = -1, 1 - o = -lq - - (1, 1 - 1) = - k 1 - - (1, 1 - U· 1 + 1) = - k 1 - -k 1 + - k 1 - -

4 4 4 2 4 
12 1 1 l 2 1 o 

~ --k -/q - - = --[k1 + 2k¡ + 1] = --(k1 + 1)" 
4 1 2 4 4 ,¡ 

Por lo tanto. 
1 2 

.8 = - 4(k1 + 1) 

-1 
o = -(k1 - 1) 

2 

S11stit11imos (8.14) en 11 = en:r+(fru(.r. r). eutouces 

Por lo tauto, la cctrnción de calor está dada por 

i)u 

Dr 
iJ211 
--· 
iJ.r2. 

para - 00 < J' < OO. 

con 11(.r.O) = 110(.r) = max{r½(ki+l):r - r½(ki-l)x.ll}. 

(8.14) 

( 8.15) 

7 > º· 

La sol11ció11 a la ecuació11 de difnsió11 de calor. que es una ecuación diferencial parcial 
d<' s<'gundo orden. lineal, parabólica, ,•stá dada por 

j /'X> . (x-

11(.1•, r) = ✓- . 110(.s)e ·1• 
2 7í7 . ·('Q 

,, 
ds 

donde 

ConsidérC'se el sig11iente cambio de variable 
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.<i - .r 

ffr 
8 = .1· + Jzr.r': 

" t ,2 ,, ,.,, ¡,_,,, 
,'10 C flllP .I' =:::.:.:........ - ~ v 2r - 2r , l:.111 üll('l'R, 

Sabemos que 

E11tonccs. 

u(.r.r)= ~ uo(:r+ffr.r')c-,1,-'\¡,,.' 1 !oc 
V 2,r . -oo 

= \jll - \jlz, 
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1 {x c½U•·1+l)(.r+~.r')rf.,·'2cl.r' 

J2,r ./ --,:_ 
,::2' ] ! "- '(A· 1) · ' ' 2 

l (k ) ':f' ., -- . r2 1+ "rT:r +2 1+1 V-?.T.1 (l.r' 
ffrr. _, 

v2:r 

e½ (k, +! )ce+ t(k 1 +1) 2 

ffrr 

=á> d11• = d:r'. 

Yalor .r' = ffrº 11i taina <. .... l valor U' = :r' -

que 

(k¡ +l)..;2T - x 
:.2 =ffr-

iJ!¡ 

= 

r½(k1 +l)ci·+7(k1 +1) 2 

ffrr 

e½ (A·,+! ).r+ 1 (k 1 +1) 2 

ffrr 
r ½(k 1 +l)x+¼ (k, +1)2 

-------1>1 (d¡ ). 
ffrr 

Note qne cuando ,.1 toma el 

(k, +~) ffr. Enton<'E'S, se tiene 

· 1 2 
eTw d:r 1 

(8.17) 

l l I r + (k, +l)v2r ,T, (d ) rd¡ _,is' l l f . , l .l' t ·¡ . , < 011( e. < 1 = J2r 2 e "'l ¡ = . _ "'C 2 C .S es a l\llC!Oll Ce ulS l'l JllClüll 

ac11m11lativa para la ,listrilmciún normal. El c,\lcnlo para iJ!2 es idéntico sólo qne en lugar 
de k¡ + 1 cs k 1 - l. Recordemos que 

do11dc k1 k1 + 1 = 
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r = cE1/(.r, t), 

,·(S. t) = S<I>(d¡) - E, -r(T tJ,I,(d2). 

:'<otC' q1tP. r = ½a 2 (T - t) ⇒ 2r = a 2 (T - t) ⇒ ffr = aJ(T - /).Entonces. 

,r (k¡ + l)ffr 
d¡ = rn + 

V 2T 2 

Por lo tanto. 

d¡ = 

AnalogarnC'ntc para r/2. 

[log (j} + (,· + ½a 2 }(T - t)] 

ffr 
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CC)NCLUSIC)NES 

El l\lcrcado de Derivados y e11 particular el de OpcionPs presenta u11a alternativa de 
i11versióu que está dcsarroll:-lnduse de 111:-tlll'l'a i111purta11te C'll las econon1ías eniergcntcs1 
como PS d caso de \léxico. a través dl'l ;\fprcado i'lll'xica110 de Derivados S.A. de C.V. 
(l\lEXDER). Los diversos tipos ,k contratos listados que ofrece este mercado, presentan 
l»ísica1m•1tte 2 escenarios de i11vcrsiú11: Pl ,•speculativo y el de cobertnra. 

])psde la vc•rtientc ccouúmirn. los D,•rivados c-011slituyc•n un contrapeso importante 
pnra equilibrar los 111ercados fi11a11cieros. Es así qne los co11tratos de Futuros. Forwards 
y Opcio11es ayudan a "cubrirse "contra fluctuaciones adwrsas en los precios de acciones, 
divisas. 1,ienes. índices, entre otros. 

E11 cuanto al desarrollo de la Teoría de Derivados, y en particnlar de IHs Opciones, 
se cnenta con herramientas que permiten valnar a los activos financieros. El modelo más 
conocido y ntilizado es el llamado "l\Iodelo de I3lack-Scholes ". desarrollado al pri11cipio 
dP los 70's por Fisher nlack y l\lyron Scholes. Hasta el momento, se han realizado gran 
variedad de investigaciones tomando como hase dicho modelo. Como rcsnltado de estos 
trabajos. se ha generado, 1111 importante 11úmero de extc11siones del modelo; si11 embargo. 
la complejidad técnira es también digna de co11siderarse. 

En este trabajo se prese11taro11 2 altt>rnativas para encontrar la Fórmula de 13lack­
Sd10lcs. q1w a pesar de sn complejidad. en la pníctica, constituyen bnenas herramientas 
d,• apoyo para la Valuación de Opciones. 

Ho,' en día, el crecimic11lo acelerado de las llamadas Tecnologías de la Información con­
_ju11tame11te co11 el desarrollo de mc'.·lodos númcricos para resolver ecuacio11cs diferenciales 
parciaks. co11stil11yen otra alternativa viaJ,lt, para la Valnac-iún de Opciones. 

Por lo qne considero qne esta 1íltimH alternatirn. tendrá un cHmpo importH1ite de 
desarrollo como herramienta de apo_vo para la toma de decisiones financieras. Sin soslayar 
la importancia de continuar im'estigando sobre la Teoría de Derivados. 
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