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INTRODUCCION

La gencracion de portafolios con un halance adecuado entre riesgo y rendimiento es una
tarea fundamental de la ingenicria financiera. Una clase importante de instrumentos que
actiian como seguros contra contingencias financieras son las opciones. En un ambiente de
extrema volatilidad. estos intrumentos proporcionan al inversionista un mecanismo para
iimnnizar el portafolio contra fluctuaciones adversas cn los mercados financieros con bajos
costos de transaceion,

L surgimiento v creciimionto de las opeioucs en mercado financieros estd marcado por
varias fechas importantes: En 1973, se hursatilizan opciones sobre acciones en el Chicago
Board of Trade (CBOT). En el mismo afio, se presenta un avance tedrico importante con
la aparicion de la férmula de Black y Scholes. En 1979, debido a un cambio de estrategia
de la Reserva Federal de los Estados Unidos de Norte América se generd un nivel de alta
volatilidad en los mercados financieros, los ageutes se vieron en la necesidad de buscar
mevas téenicas financieras para contrarrestar su exposicion al riesgo. Los inversionistas
vbservaron que el einpleo de las opeiones reduein en forma eficiente la exposicién al riesgo
wercado.

Una opeion es un producto derivado que por el pago de una prima da a su tenedor
{comprador) el derecho, inds no la obligacion, de comprar o vender el producto subyacente
(bienes, acciones, indices bursitiles, divisas, futuros, ete.}) a un precio determinado, lla-
mado precio de ejercicio durante la vigencia del contrato v hasta la fecha de vencimiento.
La contraparte, ¢l emisor. de estos titulos tiene la obligacion de vender o comprar el pro-
ducto subyacente. En resnmen, la utilidad de estos instrumentos consiste en asegurar un
hicn o servicio a través del pago de niua prima cuyo monto dependera de las probabilidades
de que el bien o servicio experimente un cambio desfavorable para el interesado. Si esto
ocurre. ¢l interesado pierde Mnicamente el valor de la prima. En el contrato de opcidn se
especifican cinco elementos:

1. Tipo de opcidn.- opeion de compra o de venta (americana o europea).
2. Activo subyacente.- es ¢l activo (acciones, divisas, tasas de interés, petréleo, oro, etc.).

3. Cantidad del activo negociado.- es la cantidad. en unidades, del activo subyacente que
esta estipnlado que se puede comprar o vender por cada contrato de opcion.

4. Fecha de vencimiento.- es la fecha en que se vence el contrato. Las fechas de ven-
chiniento se fijan de acuerdo con el calendario trimestral, de tal manera que existen
vencimientos cada tres weses, siendo el maximo vencimiento de nueve meses.

H. Precio de ejercicio.- es el precio al que se podrad ejercer el contrato, es decir, el precio
al que se podra comprar o vender ¢l activo subyacente, segiin la opcion sea de compra
o de venta.

Hav otro elemento determinado por el mercado que no figura estipulado en el contrato, que
es ¢l preciv a pagar por la opcidn. precio que se fija cn el mercado organizado de opciones,
signiendo la ley de la oferta v la demanda. Este precio recibe el nombre de prima.



Es importante observar que en los contratos de opciones sélo se obliga al vendedor su
cuniplimiento, mientras que el comprador tiene el derecho (opeién) de ejercer el contrato.
pero no esta obligado a ello. Esto perniite al poscedor de una opeién, no solo a cubrirse
ante posibles pérdidas sino tambiéu la posibilidad de obtener un heneficio en caso de que
la evolneion del precio del activo asociado a la opeion sea favorable.

Por otro lado, las opciones. al ignal que los futuros son contratos estandarizados.
perwitiendo que las transacciones se efectiien en mercados abicrtos, organizados v cou
garantias de su cumplimicnto. Esta caracteristica genera liguidez para llevar a cabo dis-
tintas combinaciones v estrategias para ampliar v diversificar las carteras de inversion.
A diferencia de los mercados de futuros. en las opeiones, ¢l comprador del contrato solo
estd obligado al pago de una prima (precio de la opeidn) que recibird el vendedor, quién
aportard el margen inicial v de mantenimiento a la cdmara de compensacién. segin la
evolucion del mercado,

La inversidon en opciones también cs una alternativa para especular (obtener ganan-
clas extraordinarias asumiendo riesgos sobre tendencias inesperadas). Es también posible
realizar operaciones de arbitraje aprovechando desequilibrios temporales en la prima de
las opceiones.

Las opciones financieras mds comnnes sou las que ticnen como subyacente a los titilos
de capital (acciones), los indices de mercados accionarios, las divisas extranjeras, titulos de
deuda piblica y futuros. Se distinguen entre si con base en tres criterios: tipo, clase v serie.
El tipo nos indica si la opeidn es de compra {call) o de venta (put). Todas las opciones
sobre el mismo subyacente que sean del mismo tipo determinan una clase. Las opciones
que pertenezean a una clase v que tengan la misma fecha de vencimiento formardn una
serie. En las opciones se presentan dos posiciones, las cuales nos indican la postura que
presenta cada una con respecto al contrato:

Posicion larga.- es la postura que presenta el comprador (quien paga la prima) de una

opeion. sin importar si ésta es un opcion de compra o de venta.

Posicion corta.- es la postura que presenta el emisor o vendedor de la opeién (recibe

la prima) de compra o de venta.

Una vez firmado un contrato de opciones. existen tres formas de cerrarlo:
a. Kl comprador e¢jerce su derecho.
b. El comprador permite que pase la fecha de vencimiento sin ejercer su derecho, ddndose
por terminado el contrato.

¢. Kl comprador puede vender la opcion a un tercero. o el emisor puede recomprar la
opeion al comprador, es decir la opeidn se liguida.

El presente trabajo tiene como proposilo establecer las condiciones y caracteristicas
inherentes al Modelo de Black-Scholes, para la valuacién de opceiones financieras. En forma
detallada se analizan 2 métodos alternativos para llegar a la férmula de Black-Scholes.

En el Capitulo 1 Teoria del Interés, se define el valor del dinero en el tiempo y oportu-
nidades de arbitraje: los cuales constituyen una parte medular para entender la Teoria e
Opetones.



En el Capitulo 2 Tipos de Opeiones. se definen los conceptos basicos de la Teoria de
Opciones, se analizau las caracteristicas de un contrato y los diferentes tipos de contratos:
lo anterior con la finalidad de que el lector se involucre con el lenguaje utilizado en el
tiercado de derivados.

i el Capitulo 3 Comportamiento Aleatorio de los Activos, se aborda de manera intuitiva
¢l comportamiento aleatorio de los activos financieros. como son las acciones. el tipo de
cambio e fndices: se analizan los conceptos de rendimiento vy riesgo como parte de la
alnacion de activos en tiempo disereto; asimismo, se presenta el proceso de Wiener para
ol easo continto.

151 Capitilo 4 Cdlenlo Estocdstico, se discuten de manera simple e intuitiva algunos cle-
mentos del cdleulo estocastico: en virtud de su importancia en el andlisis financiero. Se
analizan modelos estocdsticos que cumplen con las propiedades de Markov y Martingala.
Se utiliza la Variacion Cuadratica junto con las propiedades anteriores para introducir el
concepto de Movimiento Browniano. De mancra similar, utilizando el Linite Cuadrado
Medio se llega a la definicién de Ia Integral Estocdstica y en particular de la Integral de
[to.

El Capitulo 5 Modelo de 3lack-Scholes inicia con el andlisis de un portafolio libre de riesgo
formado por una posicion larga de opeiones v por una posicién corta de cierta cantida dx
del bien subvacente. De manera {al que ol resultado es una ecuacion formada por nna parte
deterministica y otra estocdstica; esta iltima se le conoce como el riesgo del portafolio,
la cual es suseeptible de eliminarse escogiendo adecnadamente la cantidad del subyacente.
Si ademds suponemos que no existe posibilidad de arbitraje, se esta en condiciones de
establecer la ccuacién de Black-Scholes, la cnal es una ecnacién diferencial parcial lineal
parabolica,

In ¢l Capitulo 6 Eenaciones Diferenciales Parciales, se estudian los conceptos hdsicos de
las Ecuaciones Diferenciales Parciales: entre las que se encuentra la llamada ecuacion de
calor o de difusion.

I°n ol Capitulo 7 Valores Esperados y loa Férmula de Black-Seholes, se calcula la formula
de Black-Scholes en términos de valores esperados.

En el Capitulo 8 La Ecuacidn de Calor y la Férmula de Black-Scholes, se transforma la
ccuacion diferencial parcial determinista de Black-Scholes en la ecuacién de difusion o de
calor.

Finalmente. se presenta un conjunto de conclusiones en donde se resaltan las ventajas y
lintitaciones de los métodos analizados.



CAPITULO 1. TEORIA DEL INTERES

1.1 INTRODUCCION

El primer mercado organizado y reconocido de opeiones, El Chicago Board Options
Fxechange (CBOE), comenzo su operacién en 1973, Poco tiempo después, mercados simni-
lares sirgieron en Buropa. Asia v, mds recientemente, en América Latina. En el caso
mexicano, se cuenta con ¢l Mercado Mexicano de Derivados S.A. de C.V. (MEXDER).

Iin este capitulo se preseutan los conceptos basicos de los mercados de opeiones. En
particular, se introducen los conceptos del valor del dinere en el tiempo v las condiciones
de arbitraje, los cuales son fundamentales en el desarrollo de la teoria de opciones.

1.2 VALOR DEL DINERO EN EL TIEMPO

Uno de los conceptos mas titiles en finanzas es el del valor del dinero cn el tiempo. Si
hov contamos con una cantidad Al de dinero, podenios guardarlo en el ropero y sacarlo
dentro de un cierto periodo de tiempo. o bien podenios invertirlo en la creacion de una nueva
cmpresa. Si estoiltimo es muy riesgoso. podemos prestarlo a alguien que voluntariamente
asuma el riesgo por nosotros, regresandonos dentro de un periodo nuestro dinero mas una
cantidad adicional, lo que Hamamos interés. Sin cmbargo, surge otra fuente de riesgo, cl
ricsgo crédito, es decir, el riesgo de que a quicn le préstamos no cumpla en regresar A
v/o ol interés. Los bancos son una alternativa para prestarles nuestro dinero y reducir la
exposicion al riesgo. yva que ellos diversifican los recursos en diferentes proyectos, ademas de
existir mecanisinos regiilados de proteceion para los ahorradores. Por otro lado, los baucos
al tomar ¢l dinero de mucha gente, pueden invertiv en provectos gue un solo individuo no
podria realizar. Asimismo, los bancos compiten por ol dinero v dejan a las fuerzas de la
oferta v la demanda fijar el nivel de la tasa de interés,

Supogamos, por el momento. que la tasa de interés es constante. Se dice gue el interés
es sitple cuando dste se calenla en un solo periodo base sobre la cantidad que inicialmente
se invirtio. mientras que el interds compuesto es aquel que se caleula sobre el interés y
la inversion inicial en dos o mds periodos base. Siendo este nltimo, el que nos interesa.
) interds compuesto se puede definir de dos formas, como interés compuesto discreto o
interés continnamente capitalizable.

Supougamos que se invierte una cantidad Al a una tasa de interés anualizada r, aqui
el periodo base es un aito. Al final de un ano el retorno @ de la inversién cou interés
simple, sera:

Q=M1+ r). (1.1)

Despuds de dos anos. el retorno de la inversion, Qg con interés compuesto discreto estd
dado por
Qo= [M{4+9)(1+r)=M(1+r>2 (1.2)
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Después de n anos se tendrd un retorno @, = A7 {1 + »)". lo cual nos propotrciona un
cjemplo de interés compunesto disereto en » periodos,

Alora supongamos que se reciben m pagos de interés durante el aflo a una tasa de
r/m. Al final del un afio se tendrd un retorno

R, :M(l +'—) (1.3)

m

Si la frecuencia de estos i pagos de interés durante el afio se incrementa y, al misimo
tiempo, la tasa de interés disminuye. es decir, si mm — oo, entonces estaremos hablando de
intereses continuamente capitalizables Por lo tauto, de (1.3} se sigue que

. L i .
Ry =M (1 + "_) = AfelmloalltZ)) 0 are (1.4)

m

cuando m — co. En este caso, M e" representa el retornoe a un ano con una tasa de interés
contintamente capitalizable, De manera andloga, después de un tiempo ¢, tendremos el
retorno

Ry=Me™, (1.5)

1.3 ACCIONES

El desarrollo de las cotizaciones de los precios de las acciones estd Icjos de ser predeci-
ble. Sise pudicra predecir el desarrollo de los precios de las aceiones en el futuro entonces
nos harfamos ricos. Aunque muchas personas han dicho que pueden predecir los precios
con algunos grados de variacién en la exactitud. nadie ha dado un caso completamente
convincente, Fn este trabajo se towara el puuto de vista de ¢ue los precios tienen grandes
clementos de aleatoriedad. Esto no significa que no podemos modelar los precios de las
acciones, sino que los modelos deberdan ser hechos en un sentido probabilistico. Sin duda
la realidad de la situacidn miente entre la prediceion completa v la perfecta aleatoriedad.,
al menos por que ha habide muchos casos de manipulacion del mercado donde grandes
operaciones han movido los precios de las aceiones en una direccion favorable a la persona
que hizo el movimiento,

1.4 BIENES

Los bienes son usualmente productos de materias primas tales como metales preciosos.
petroleo, alimentos, cete. Los precios de estos son impredecibles pero algunas veces mues-
tran efectos estacionales, por la escacez del producto resultan precios altos. Los bienes
son usualmente operados por gente que no necesita la materia prima. Por cjemplo, ellos
podran sélo especnlar en fa direccidn del precio del oro sin querer acumularlo. Casi todas
las operaciones sou hechas en los mercados de futuros, haciendo contratos para comprar o
vender ¢l bien en algin tiempo en el futuro. El trato es cerrado antes de que el bien sea
entregado.



1.5 DIVISAS

Otra cantidad financiera que debemos discutir es la tasa a la que una moneda puede
ser intercambiada por otra. Este es el mundo del mercado de cambios. Algunas monedas
son de flotacion fija y otras son de lihre flotacién. Sin embargo, las tasas de intercambio
de una moneda a otra deberan ser consistentes entre cllas. Por ejemplo, si es posible
intercambiar dolares por libras v libras por venes, hnplica que existe una relacion entre
dalar/libra. libra /ven v dodlar/ven en tasas de intercambio. Si esta relacion queda fuera
de linea cutonces es posible hacer heneficios por arbitraje.

1.6 INDICES

Para medir como las acciones del mercado se mueven globalmente, se han desarrollado
los indices del mercado de acciones. Un indice tipico estd hecho por la snma de los pesos
de una scleccién o canasta de acciones representativas., La seleceion podria ser disenada
para representar el mercado en general. tal como ¢l Standard & Poors 500 (8 & P 500) en
5.1, o el Financial Times Stock IExchange (F'TSE 100) en Inglaterra.

1.7 VALORES DE RENTA FIJA

En depositos a plazo fijo. el banco ofrecerda una tasa de interés para el periodo del
deposito. 1 mes, 6 meses o 1 ailo. La tasa de interés no serd necesariamente la misma para
cada periodo, y generalmente entre mas grande es el periodo mas grande serd la tasa de
interés, aungue este no es siempre el caso. A veces, si se necesita tener immediatamente
acceso al dinero. entonces se estard expuesto a tasas de interés que cambiaran cada vez,
las tasas de interés no son constantes. Estos dos tipos de pagos de interés, fijos y variables,
son considerados en muchos istriunentos financicros.

1.8 BONOS CONTRA INFLACION

A la lista de los bonos emitidos por el gobierno de los E.U se agrega los bonos vin-
culados a la inflacién. Istos han estado vigentes en Inglaterra desde 1981, y han probado
ser exitosos para asegurar que el ingreso no se desgasta con la inflacién. En inglaterra la
inflacion es medida por el RPI (Retail Price Index). Este indice es una medida de la in-
Aacion anual, usando una canasta de bicnes y servicios, incluyendo pagos de amortizacion
de interés. El indice es publicado mensualmente. Los cupones y el pago del principal de
los bonos vineulados a la inflacidon estan relacionados con el incremento del RPI. Para el
caso de México. se cuenta con instrumentos denominados en UDI's.

1.9 FORWARDS Y FUTUROS

Un contrato forward es nn acuerdo donde una parte se compromete a comprar un
activo a otra parte en un tiempo especifico en el futuro y a un precio determinado. Kl
ofectivo no es intercambiado sino hasta la fecha de vencimiento del contrato. Los términos
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del contrato hacen una obligacion de comprar el activo en la fecha de entrega. sin ninguna
otra alternativa. El activo podria ser una accion. nu bien o una moneda. Un contrato de
futuros es semejante al de un forward. Los contratos de futuros son comunmente operados
a traves de nuna holsa, la cual estandariza los términos del contrato, La pérdida o ganancia
de una posicion de futuros es calenlada cada dia v el cambio en el valor es pagado de una
parte a la otra. Asi que, con los contratos de futuros existe un pago gradnal de fondos
desde suinicio hasta el vencimiento. Los forwards y futwros tienen 2 usos principales,
espectlacion v cobertura. Sise cree ¢ue el mercado esta a la alza, se podria beneficiar
cutrando en un contrato de futuros o forward. Si la espectativa de mercado es correcta
entonces mucho dinero cambiara de manos {diariamnente o al vencimiento) a su favor. Esto
es especulacién v es mny riesgoso. La cobertura es por el contrario, libre de riesgo. Por
cjemplo, si queremos pagar en yenes en § meses, pero vivinos en América y todos los
gastos son en délares, entonces se podra hacer un contrato de futuros para asegurar un
tipo de cambio por el monto de tus ingresos en venes. Una vez que el tipo de cambio este
garantizado. no se estard expuesto a uctuaciones en el tipo de cambio délar/yen.,

1.9.1 UN EJEMPLO DE NO ARBITRAJE

Aunque no se ha discutido mucho sobre los contratos forwards y futures, se prohara
con wn cjemplo el principio de no arbitraje. Consideremos un contrato forward que nos
obliga entregar un monto F. v a recibir al tiempo T el activo subyacente. La fecha hoy
es t v el precio actual del activo os S(t): este es el precio spot, ¢l monto por el que podri
anmos obtener immediatamente el activo. Cuando lleguenos al vencimiento entregaremos
el monto F y recibiremos el activo con valor S(T). que no conoceremos hasta 7.

Clonocemos F, S(t).+ v T. Existe algnua relacion entre ellos?. Podrd pensarse que
no. va cue el contrato forward nos obliga a recibir el monto S(T') - F al vencimiento
v es desconocido.  Sin embargo si obtenemos un portafolio especial de operaciones hoy,
podremos eliminar toda la incertidumbre en el futuro. Esto se puede hacer como signe:
Fntrar en nn contrato forward. Esto no cuesta nada pero nos expone a la incertidumbre
del valor del activo al vencimiento. Al mismo tiempo vendemos el activo. llamado posicién
corta. Ahora tenemos una cantidad s{t) en electivo debido a la venta del activo v un
contrato forward. Solo que nucstra posicion neta es cero. Ahora metemos el efectivo en el
hanco, para recibir intereses. Al vencimicnto. entregamos ol monto £ y recibimos el activo.
Esto cancela nuestra posicidon corta sea cual sea el valor §(7T'). Al vencimiento hemos
garantizado —F en efectivo asi como la cuenta en el banco. La palabra “garautizado "es
importante por que enfatiza que es independiente del valor del activo. La cuenta bancaria
contiene la inversion inicial s(t) con intereses, esto tiene un valor al vencimiento de

S(t)e" 4,
Nuestra posicion neta al vencimniento es entonces
br(f)pr'(T*'i) _ F
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Como nosotros iniciamos con un portafolio con valor cero y terminamos con un monto
predecible, este debe ser cero. Podemos coneluir que

Fo=8)e"T 1 (1.6).

Iista es fa relacién entre el precio spot y el precto forward. Es una relacién lineal, el precio
forward es proporcional al precio spot.

Si esta relacion es violada entonces tendriamos una oportunidad de arbitraje. Tiag-
inemos que Foes menor que S{H)e™ 7" Para explotarlo v hacer un beneficio de arbi-
traje libre de riesgo, se dehen hacer las siguientes operaciones: Al vencimiento tendrémos
ST M e el banco, un activo corto vy un forward largo. La posicién del activo se
cancela cuando entregamos el monto F. dejando nn beneficio de §(#)e™T=1 — F. 81 F es
mas grande que lo obtenido en {1.3) entonces entrariamos en la posicién opuesta, llendo
cortos en el forward. Otra vez se tiene un beneficio libre de riesgo. La experiencia nos dice
que los inversionistas actuaran rapidamente para tomar ventaja de esta oportunidad, v en
ol proceso de precios se ajustara hasta eliminarla. Eu las holsas de derivados es posible
cotizar v negociar contratos de opciones sobre el [uturo de algiin subyacente.



CAPITULO 2. TIPOS DE OPCIONES

2.1 INTRODUCCION

En el capitulo anterior presentamos algunos conceptos bésicos de finanzas. Fun dste
tratarcios con uno de los temas principales de la teoria de opciones. El capitulo no es
téenico. sino mas bien deseriptivo. aqui se distinguen las caracteristicas de un contrato de
opeiones mas simples que se encuentran cn el mereado, los cuales a st vez son los més
comunes; asimmismo. se da una explicacion de la terminologia estandar que se utiliza en el
mereado.

Las opciones han existido desde hace mncho ticmpo, pero sdlo a partir del 26 de
abril de 1973 fueron operadas en bolsa, fue entonces cuando los contratos de opciones
se estandarizaron y se listaron en un mercado reconocido. el Chicago Board Options Ex-
change {(CBOLE). Inicialmente solo negociaban calls sobre 16 titulos de capital. Los puts
Meron introducides 4 anos mas tarde, en 1977. Actualmente, en los Estados Unidos de
Norteamérica las opciones son operadas en ¢l CBOIL. el American Stock Exchange, el
?acific Stock Exchange v en ol Philadelphia Stock Exchange. Alrededor del mundo ex-
isten cerea de 50 bolsas en donde se pueden operar opceiones, entre las que se incluye el
MEXDER.

2.2 OPCIONES

El dueno de un contrato forward o futuro. tiene la obligacién de mantenerlo hasta el
vencimiento del contrato, a menos que la posicion sea cerrada antes del vencimiento, el
dueilo debera tomar la posesion del bien. moneda o lo que cubra el contrato, sin importar
cnal sea el valor del activo.

Una opcidn simple proporeiona al ductio el derecho de ejercer en el futuro a un precio
previamente acordado. pero sin obligacion. Por lo tanto. si la accidn baja, no tenemos que
comprarla,

Una opeidn de compra (también llamada call) es el derecho de comprar un activo
particular por un monto acordado en un tiempo especifico en el futuro.

Como un cjemplo, consideremos la siguicute opeidn de compra de la aceidn lomega.
Esta opeidn da el derecho de comprar nna accion Tomega a un precio £ = 25 en un mes,
El precio de la accion hoy es de $24.5 La cantidad de E que es la que pagarémos por la
accion es llamada precio de cjercicio o strike price. La fecha en la que deberemos ejercer la
opecidn, es Hamada fecha de vencimiento o expiracion. El activo en que se basa la opcidn
es Hlamada activo subyacente,

Clonsideremos lo gque podria pasar en el siguiente mes, hasta la fecha de vencimiento.
Supongamos que el precio de la accion es E. ;Qué haremos al vencimiento?. Podriamos
ejercer la opcidn, entregando $235 y recibiendo la accién. ;Tiene esto sentido? No, porque
la accion tiene nun valor de tan solo $24.5. Avin sin ejercer la opeién v si realmente ¢queremos
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la accion. la podriamos comprar en el mercado a $21.5. Alora. que pasa si ¢l precio de
la accion sube a $297. deberfamos cjercer la opeidn. pagando $25 por una accién que vale
$29. lo que nos daria un heneficio de $1.

Deberemos ejercer la opeion al vencimiento si la aceion estd por arriba del precio de
cjereicio ¥ no la debemos de ejercer en caso condrario.

Sionsamos § como el precio de la accidn v £ como el precio de ejercicio entonces el
valor de la opeidn al vencimiento sera

mdx (8- EL0). (2.1)

Esta bincién sobre el activo subyacente es llamada {funcion de pagos.

JPor gqué deberiamos escoger una opeidn?  Claramente, si se tiene una opceidén de
compra se querra que la accién suba lo mas posible. Entre més alto sea el precio de la
aceion. mas grande sera el beneficio. Nuestra deeisién de comprar dependera de cuanto
cueste.

. Qué pasa si ge cree que la aceion va a bajar: existe nn contrato que podamos comprar
v con el que nos podamos beneficiar?

UTna opeidn de venta(también Hamada put) es el dereclio de vender un activo particular
por un monto acordado a uu ticmpo especifico en el futuro.

ol dueiio de una opeiodn de venta desea que ¢l precio de la accidén haje, vendiendo cl
activo a un precio mayor. La [uncién de pagos de una opeidn de venta es

max (£ — 5.0). (2.2)

Ahora la opeion es ejercida solo si la aceion esta por debajo del precio de ejercicio.

Podemos ver que entre mas grande sea ¢l precio de ejercicio. serd menor ¢l precio
de los calls vy mayor el de los puts. ésto tiene sentido va que el call permite comprar el
sithvacente al precio de ejercicio, asi que entre menor sea el precio de ejercicio més valor
tendra la opeidon. Lo contrario es cierto para un put, va que permite vender el subyacente
al precio de ejercicio.

LQué debe pasar cuando el tiempo de vencimiento disminuya? La respuesta es que
como cada vez hay menos ticmpo para que ¢l activo subyacente se mueva, entonces el valor
de la opeidn convergera a la funcién de pagos.

Una de las caracterfsticas mds importantes de los calls y puts es que no tienen una
dependencia lineal con el active subvacente. A diferencia de los futuros los cuales dependen
linealmente del subyacente. La no-linealidad es iy importante en el precio de las opciones,
la aleatoriedad en el activo subyacente y la curvatura en el valor de la opeidn con respecto
al activo estan intintaimente relacionados.

Los calls ¥ puts son dos de las opciones més siimples. Por esta razon taimmbién se les
llama vainilla por la obicuidad de ese sabor. Existen mnchas clases de opciones, algunas
de las que se examinaran was adelante. Otro término que se usa para describir contratos
que dependen de algnnos activos fundamentales es el de derivados,
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2.3 DEFINICION DE TERMINOS COMUNES

Las matemadticas financieras v de teorfa de derivados tienen un argot especial. El argot
proviene del mundo matemédtico v del mundo financiero. Generalmente, el argot financiero
tiene como objetivo el de simplificar 1la comunicacion y poner a todos en ignaldad. Aqui se
mitestran algunas de las definiciones mas comunes, algunas ya se han visto, otras se veran
en el transcuso del libro.

Prima: La cantidad inicialmente pagada por el contrato.

Activo Subyacente: Ll instrumento financiero del cual depende ¢l valor de la opceidn.
[Las acciones, bhienes. wmonedas e {udices serdn denotados por 5. El pago de la opcidn es
definido como una funcién del activo subyacente al vencimiento.

Precio de Ejercicio: La cantidad por la ¢que el activo subyacente puede ser comprado
(call) o vendido (put). Serd denotado por F. Esta definicion se aplica realmente solo para
calls v puts.

Fecha de Vencimiento: Es la fecha en la que la opeién se puede ejercer o la fecha en la
que la opcidn termina. Serd denotado por T.

Valor Intrinseco: Es el pago que sc recibiria si ¢l precio del activo subyacente estuviera
a su precio actual en la fecha de vencimiento,

Valor en el Tiempo: Cualquier valor en ¢l que Ia opcidén esta por arriba de su valor
intrinseco. La incertidumbre alrededor del valor futuro del activo subyacente significa que
el valor de la opcidn es generalinente diferente del valor intrinseco.

Dentro del Dinero: FEs una opcidon con valor intrinseco positivo. kEn una opcion de
compra es cnando el precio del activo estd por arriba del precio de ejercicio, en una opceidén
de venta es cnando el precio del activo estd por abajo del precio de ejercicio.

Fuera del Dinero: Es una opcidn sin valor intrinseco solo con valor en el tiempo. En una
opcidn de compra es cnando el precio del activo esta por abajo del precio de ejercicio, en
una opcion de venta es enando ¢l precio del activo esta por arriba del precio de ejercicio.

Sobre el Dinero:Es cuando el precio de ¢jercicio de un call y un put es igual al nivel
actnal del activo.

Posicidon larga:Es un monto positivo de alguna cantidad, o una exposicion positiva a nna
cantidad.

Posicién corta:Es un monto negativo de alguna cantidad. o una exposicién negativa a
una cantidad. Muchos activos pueden ser vendidos en corto, con algunas restricciones del
ticimpo antes de ser regresados.
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2.4 EMISION DE OPCIONES

Se ha hablado sobre los derechos de quien compra nina opcién. Pero para cada opeién
que es vendida, alguien en alguna parte debe ser responsable si la opcidn es ejercida. Si
tenemos una opeion de compra tenemos el derecho de comprar en algin tiempo en el futuro
una aceion. ;A quién se la vamos a comprar? Al final, la accion debe ser entregada por la
persona que emitio la opeion. El emisor de nna opeion es nna persoha qie se compromete
a entregar ol activo subyacente. si la opetén es un eall, o comprarlo, si la opeidn es un put.
El emisor es la persona que recibe la prima,

En la practica. la mayoria de las opeiones, son adquiridas a través de una bolsa,
demanera que el comprador de una opeidn no conoce quién es el emisor. El que tienc la
opceidn puede venderla a algnien mas, por medio de la Bolsa para cerrar su posicion. Sin
embargo, a pesar de quién sea el posecedor de la opceidn. o de quién la tenia. el emisor es la
persona que tiene la obligacion de entregar o comprar ¢l subyacente.

El comprador de la opcion obtiene derechos especiales mediante una prima, y un resul-
tado incierto. El emisor recibe un pago garantizado por adelantado, pero tiene obligaciones
en ol futuro.

2.5 MARGEN

La cmision de opciones es muy riesgosa. La pérdida de comprar una opcion ¢s en
cl peor de los casos la prima inicial. la ganancia puede ser ilimitada. La ganancia para
el emisor de la opeidn es limitada pero la pérdida podria ser ilimitada. Por esta razdn,
para cubrir el riesgo de default cn el evento de un resultado desfavorable. las camaras
de compensacion. que registran vy liguidan las opceiones. insisten en el depdsito de un
margen por parte del emisor de las opciones. Las camaras de compensacién actuan como
contraparte en cada transaccion.

El margen aparece de dos maneras. ¢l inicial y de matenimiento. El margen inicial
es la cantidad depositada al comenzar el contrato. El margen total debera estar arriba de
un margen de mantenimiento preestablecido. Si esta por abajo de éste nivel entonces mas
dinero (o el equivalente en valores) deberdan ser depositados. Los niveles de estos médrgencs
varian en cada mercado.

2.6 CONVENCIONES DE MERCADO

La mayoria de los contratos de opciones mds simples son comprados y vendidos a
través de bolsas. FEstas bolsas hacen mds simple v mas eficiente la localizacién de com-
pradores para vendedores. Parte de esta simplificacidén envuelve las convenciones sobre las
caracteristicas de los contratos como las fechas de vencimiento y precios de ejercicio viables.
Por cjemplo, los calls y puts aparecen en series. [sto se reficre a la fecha de vencimiento
v al precio de ejercicio. Tipicamente una bolsa tiene tres fechas de vencimiento en las que
se pueden negociar. Una vez estandarizado los contratos a operar a través de la bolsa se
promueve la liquidez de los instrumentos.



2.7 VALOR DE LLA OPCION ANTES DE LA
FECHA DE VENCIMIENTO

El contrato nos da derechos especificos pero no obligaciones. Dos cosas son claras
sobre el valor del contrato antes del vencimiento: el valor dependerd de qué tan alto esté
ol precio del activo hoy. v cuanto tiempo falta para la fecha de vencimiento.

Entre mas grande sea el precio del activo hoy, se esperard que sea mds grande al
venciniento de ta opeidn v por tanto mas valor tendra nua opeidn de compra. Por otro
lado, una opceidn de venta deberd ser mds barata por el misimo razonamiento. Entre mayor
sea el tiempo para vencimiento. mas tiempo tendrd el subyacente para subir o bajar de
precio. Es eso bueno o malo si tenemos una opeidon de compra?. Ain mas, entre més
tengamos que esperar hasta obtener un pago, de menor valor serd el pago simplemente por
¢l valor del dinero en el tiempo.

El aspecto de encontrar un valor justo en el que nos enfocaremos por ahora es tomando
en cuenta la dependencia en el precio del activo y el tiempo. Se usard ¢ para denotar el
valor de la opeion y serda una funcion del valor del activo subyacente S y el tiempo t. Se
puede escribir (5, ) para cl valor del contrato.

Conocemos el valor del contrato al vencimiento. Si usamos T° para denotar la fecha

de vencimiento entouces en t = T la funcidn ¢ s conocida, y es la funcién de pagos. Por
cjemplo si tenemos una opceidn de compra entonces

(5. T) = midx (5 — £,0). (2.3)

2.8 FACTORES QUE AFECTAN LOS PRECIOS
DE LOS DERIVADOS

Los dos factores que afectan mds a los precios de las opciones son el valor del activo
stthvacente S ¥ ¢l tiempo al vencimiento f. Estas cantidades son variables, que significa que
ellas cambian inevitablemente durante Ja vida del contrato; si el subyacente no cambiara
entonces el precio seria trivial.

Asi mismo, son parametros que afectan al precio de la opcidn la tasa de interds v el
precio de ejercicio. La tasa de interés tendra nn efecto en el valor de la opcion por medio
del valor del dinero en el tiempo, debido a que el pago serd recibido en el futuro; la tasa
de interés también juega otro papel que veremos més adelante. Claramente, el precio de
cjercicio es importante: entre mas graude sea ¢l precio de gjercicio en un call, menor sera
] valor del call.

Si tenemos una opeién en acciones entoncees su valor dependerd de los dividendos que
serdn pagados durante la vida de la opeion. Existe un pardmetro importante que no se ha
mencionado, v que ticne un impacto mayor en el valor de la opcion. El parametro es I
volatilidad. La volatilidad es una medida del monto de fluctuacion del activo subyacente,
una medida de aleatoriedad.
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La definicion téenica de la volatilidad es la desviacion estandar annalizada del rendi-
micuto de los activos,

La volatilidad es particularmente un pardmetro interesante por que es muy dificil de
estimar. Una vez estimada. nos encontramos con qiie ninea permanece constante y que
es inpredecible. Una vez que se empiece a peusar que la volatilidad sigue una caminata
aleatoria entonces parece natural tratarla como una variable,

2.9 ESPECULACION Y APALANCAMIENTO

5i se va a comprar una opcion que estd muy fuera del dinero, quizas no cueste mucho,
especialmente si o queda mucho tienipo para el veneimiento. Si la opeién vence sin valor,
entonces no se habria perdido mucho. Sin embargo, si hay un movimiento dramético en el
subyacente, haciendo que la opeidn termine dentiro del dinero, se podria tener un beneficio
muy graie en relacion con la inversion inicial. Veamos un ejemplo:

Ejemplo

La fecha de hoy es 14 de abril y el precio de 1a aceidon de TelMex es de $3666. El costo
de mna opeién de compra con precio de ejercicio de $680 y vencimiento el 22 de agosto es
de $39. Se espera que la accion suba significativamente en agosto. §Qué se tiene que hacer
para beneficiarme si se cumnple la expectativa?.

Comprar la accion

Supongainos que compro la accién a un precio de $666. Supongamos que a mediados de
agosto la accién sube a $§730. Tendré una ganacia de $64 por acciéon. Atin mas importante
cs ¢l rendimiento obtenido, que esta dado por

730 — 666

100 = 9.69
666 &

Comprar el call

Si se adquiere la opeidn de compra a $39, entonces al vencimiento se podré ejercer la opcién
call. pagando $680 v recibiendo unas acciones con valor de $730. He pagado $39 v recibo
$50. Obteniendo un beneficio de $11 por opeidn, en términos de rendimiento se tiene

valor del activo al vencimiento — precio de ejercicio — costo del call
costo del call x 100

_ 7300680 -39

100 =2
9 x 100 8%

Fste es un ejemplo de apalancamiento. La opcidn fuera del dinero tiene un gran
apalancamiento, un bheneficio alto probable contra nna pequena inversién. La desventaja
de este apalancamiento es que en una opeion de compra es mas prohable que permanezea
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fuera del dinero ¥ se pierda toda la inversion. Si la aceién de TelMex permanece a $666
entonces la inversion tendrd el mismo valor pero en la opeidn se pierde el 100%.

Los contratos con uu apalancamiento alto son muy riesgosos para el emisor de la
opcion. El comprador sélo ariesga nna cantidad pequeiia. aunque es muy probable que la
pierda, su pérdida esta limitada a la prima inicial. Pero el emisor arriesga una gran pérdida
contra la ganancia de un beneficio pequeinio. El emisor tiene que pensarlo dos veces antes
de hacer el trato a menos que pueda compensar el riesgo. comprando otros contratos. La
compensacion del riesgo al comprar otros coutratos relacionados se conoce como cobertura.

El apalancamiento explica nna de las razones de comprar opciones. Si se tiene un
fuerte presentimiento acerca de la direccion del mercado entonces los derivados pueden ser
explotados para obtener mejores rendimientos. si se estd en lo correcto al comprar o vender
el subyacente.

2,10 EJERCER ANTES DE LA FECHA DE VENCIMIENTO

Las opeiones simples deseritas anteriorniente son ejemplos de opeiones europeas por-
que el ejercicio sélo es permitido hasta la fecha de vencimiento. Algunos contratos permiten
ser ejercidos en enalquier fecha antes del vencimiento, estos son llamados opciones ameri-
canas. Las opciones americanas dan al poscedor mas derechos que la equivalente enropea.,
y por lo tanto ticnen mayor valor. El principal punto de interés en las opciones americanas
es cnando ejercer la opeidn.



CAPITULO 3. COMPORTAMIENTO
ALEATORIO DE LOS ACTIVOS

3.1. INTRODUCCION

Eu este capitulo se deseribe un modelo simple en tiempo continno para acciones y otros
instrumentos financieros. inspirado por el experitento del Ianzamiento de una moneda.
Esto nos lleva al mundo del cdlenlo estocistico y de los procesos de Wiener. A pesar de
que existe una gran cantidad de teoria detras de las ideas que se describen, se explicara
todo de la manera mas simple y accesible posible. Modelaremos el comportamiento de las
acciones, tipos de cambio v bicnes hasicos, pero las ideas se aplican dentro del mundo de
los instrumentos de renta fija como veremos cn la seccion cunatro.

3.2. SIMILITUDES ENTRE ACCIONES, TIPOS DE CAMBIO,
BIENES BASICOS E INDICES

Cuando sc invierte en algo, ya sea en una aceion, un bien basico, una picza de arte o
una carrera de caballos, la preocupacion principal es tener un retorno satisfactorio sobre la
inversion. Se entiende por retorne el incremento porcentual en el valor de la accién. junto
con los dividendos acumulados en el mismo periodo.

Cambio cn el valor de la aceion + Hujos de efectivo acumulados
Retorne = — — {3.1)
Valor original de la aceién

Conviene diferenciar entre el porcentaje o crecimiento relativo y el crecimiento abso-
luto. Supongamos que se puede invertir en cualquiera de dos acciones, ambas incrementan
su valor en un promedio de 10, la accidn A tiene un valor de 100 y la accién B vale actual-
mente 1.000. Clarameunte, la primera es una mejor inversion: al final del ailo, la accion A
valdrd probablemente 110 (si ol pasado sirve de algo) y la accién B aumenta a 1,010, Am-
has subieron 10. pero la accion A tuvo un incremento del 10% y la B del 1% 1nicamente.
Si se tienen 1,000, seria mejor invertir en 10 acciones A que en una B. Esto demuestra
que enando modelamnos sobre acciones se debe tomar en cuenta el retorno. Con respecto
a esto, todas las acciones, tipos de cambio, bienes hasicos v los indices de los mercados de
capitales pueden ser tratados de manera similar. ; Que retorno se espera obtener de ellos?

Parte del trabajo de estimacion de retornos para cada accién es calcular que tanta
incertidumbre existe en el valor de la accion. En la siguiente seccidn se muestra que la
aleatoriedad juega un papel importante dentro de los mercados financieros. y se empicza
a construir unt modelo para los retornos de las acciones incorporando dicha aleatoriedad.
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3.3. ANALIZANDO RETORNOS

Si se denota el valor de la aceion en el dia i por §; entonces el retorno del dia i al dia
i + | esta dado por
Sivr1 - 5
Ry = ————. (3.2)
S
Se han ignorado los dividendos en este caso. Esto se permite, especialmente porque se
pagan unicamente de dos a cnatro veces por afio. La media de la distribucién de retornos

8

Af

- 1 x—
: i=1
v la desviacion estandar muestral es
| M
FZ (17; — R)2. (3.4)
Y=l

donde Af es el mumero de retornos dentro de la muestra (uno menor que el nimero de
precios de activos).

Suponiendo que los retornos empiricos son similares a una Normal estandar, en-
tonces se asumen ¢stos como una variable aleatoria, distribuidos Normalinente con media
v desviacion estandar conocidas distintas de cero:

R, = % = media + desviacion estandar x ¢
1

donde ¢ es una variable normal estandar.

—
o
[oh)

~—

3.4. ESCALAS DE TIEMPO

Se denota al intervalo o incremento de tiempo por di. La media de los retornos es
proporcional al tamano de dicho intervalo, Esto es, entre mads largo es el tiempo en cada
observacion de la muestra, mayor sera el movimiento que la aceion tendra en promedio.

Moedia = jiedt. (3.6)

para alguna s la cual se supone que es constante.

Si por el momento no se considera la aleatoriedad, nuestro modelo es simplemente

Siy1 — 55

S, = pdt, (3.7)
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rescribiendo se obtiene que

Sip1 = SH1+ pdi). (38)

Si la aceién comienza en Sg en el tiempo + = () entonces después de transurrido un periodo
de tiempo dt tenemos

S = So(l + pdt). (3.9)

Después de transeurridos dos periodos de tiempo, 2dt

Sa = S1{1 + pdt) = So(l + pdt)* (3.10)

v después de A intervalos de tiempo f = M, dt =T

Sar = Soll+ ,rf(ff)M. (3.11)

Esto es entonces

Sar = So(L+ pdt)™ = GoeM Enlltndt) oy gy nhtdt, (3.12)

El anterior resultado es importante por dos razounes:

Primero, sin aleatoriedad la aceidn presenta un crecimiento exponencial, como el
dinero en el banco. Segundo. el modelo es significativo cuando los intevalos de tiempo
ticnden a cero. Si hubiera elegido escalar la media de la distribucién de los retornos con
cualquier otra potencia de df hubiera resultado un modelo trivial (St = Sg) o valores
infinitos de la accion.

El segundo punto puede llevarnos a la alternativa de ajustar al componente aleatorio
de los retornos. [ Como se ajusta la desviacion estdndar de los retornos con el incremento
de tiempo dt7 De nuevo. considere qué pasa después de que T'/dt incrementos de tiempo,
cada uno de tamaio dt (i.e. después de un tiempo total T). Dentro de la raiz cuadrada
en la expresion (3.4) existen un gran nimero de términos, T/t. Para que la desviacién
estandar sca finita mientras df ticnde a cero, cada uno de los elementos debe ser O(dt).
C'omo cada término es el cuadrado de un retorno, la desviacidn estandar de los retornos de
la accion sobre un periodo de tiempo dt debe ser O(dt%), O(h}/h — cte .cuando h — 0:

e . L
Desviacion estdndar = odt?, (3.14)

donde ¢ es un pardimetro que mide la cantidad de aleatoriedad. Entre mds grande es este
términe, mas incierto es el retorno de la accion. Por el momento se asumird como una,
constante. Incluyendo esto dentro del modelo

41— S L
R; = — = pdt + opdt?, (3.15)

18



Se puede eseribir la ecuacion (3.15) como
Sivt — Si = pS,dt + aS;pdt?, (3.16)

El lado izquierdo de la ecuacion es el cambio en el precio de la accién del tiempo 7 al i + 1.
La parte de la derecha es el “modelo *. Podemos pensar en esta ecuacion como el modelo
para la caminata aleatoria del precio. Se conoce el valor de la accién hoy, pero el valor que
tendra mafiana s desconocido. De acuerdo con {3.16). se distribuye cou respecto al valor
presente.

3.4.1. TASA DE CAMBIO

El pardmetro g se deunomina tasa de cambio. el cambio esperado o la tasa de creci-
miento del activo, Estadisticamente. es diffcil de medir va que la media se ajusta al
parametro 8t y puede estimarse con

A
i

= -2 SN"p, 3.17

H

La unidad de tiempo que generalinente se utiliza es el ano. en donde a p se le denomina
la tasa de cambio anualizada.

3.4.2. VOLATILIDAD

Al pardmetro o se le conoce como la volatilidad de la accion, y se estima mediante

A

: > (Ri—R)2 (3.18)

(ﬂ[ — 1)(“ Pyt

De nuevo, la volatilidad se da en términos anualizados.

La volatilidad es el valor mas importante de la teoria de derivados. Debido a su ajuste
con el ttempo. la tasa y la volatilidad tienen distintos efectos en la travectoria del activo.
La tasa no es aparente en periodos cortos de tiempo donde domina la volatilidad. En
periodos mas largos de tiempo, como por ejemnplo décadas, la tasa de volatilidad adquiere
mayor importancia.

3.5. PROCESO DE WIENER

Hasta aliora, tenemos un modelo que le permite a la accidén tomar cualquier valor después
de un intervalo de tiempo. Este es un avance pero ain no se ha llegado a tiempo continno.
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Todavia tenemos nn modelo de tiempo disereto. Esta seccion es una breve introduecion al
ticmpo continuo de ccuaciones como (3.15).

Se puede pensar en d X como una variable aleatoria determinada por una distribucion
Normal con media cero y varianza d¢:

N . 2
E[dX] =0 y E[dX?]=di.
Esto no es exactamente lo que se pretende, pero esta cercano a la idea correcta. A esto
se le denomina un proceso de Wicner. El punto importante es que podemos constrnir

na teoria en tiempo continuo utilizando un porceso de Wiener en lugar de distribuciones
Normales v tiempo discreto.

3.6. EL MODELO MAS ACEPTADO PARA ACCIONES,
TIPOS DE CAMBIO, BIENES BASICOS E INDICES

Nuestro modelo de precios de acciones en tientpo continuo, utilizando la notacion de
un proceso de Wiener, se puede escribir como

dS = pSdt +aS5dX. (3.19)

Fista es la primera ecuacion diferencial estocdstica. Es un modelo en tiempo continuo de
precios de los activos. Este es ¢l modelo mas aceptado para acciones, tipo de cambio,
bienes basicos e indices, v el fundamento de la teoria financiera.
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CAPITULO 4. CALCULO ESTOCASTICO

4.1. INTRODUCCION

El calenlo estoedstico es una herramienta iitil en el desarrollo de modelos mateméticos
para el estudio de los fendmenos financieros. Fsto se debe al comportamiento aleatorio
aque las variables financieras presentan. El objetivo de este capitulo es presentar en forma
accesible ¢ intuitiva dicha herramienta de tal manera que. al final del mismo, el lector
pueda utilizar las téenicas del cdleulo estocdstico en el andlisis financiero.

La mayor parte de los articulos en el campo de las finanzas tiene un contenido impor-
tante en herramientas matematicas. El rigor matematico es la tendencia que prevalece en
la investigacion en canpos jovenes como son las matematicas en finanzas. Sin embargo, la
intuicién tiene que acompanar al marco tedrico v metodolégico.

4.2. MOTIVACION

Considere el experimento aleatorio de lanzar una moneda. El conjunto de posibles
resultados. o espacio muestral, es 2 = {«.s}. donde e=dguila y s=sol. Cada vez que
caiga aguila, se gana 1, y cada vez que caiga sol, se pierde 1. Suponga que se realizan N
repeticiones independientes del experimento. Sea X; la variable aleatoria que representa la
ganancia o pérdida en el 7-¢simo lanzamiento. s decir. Xi(a) = 1y Xi(s) = —1. Suponga
que P{X; =1} = P{X; = -1} = 1/2. Este experimento puede verse también como una
caltinata aleatoria discreta, en donde se da un paso de longitud 1 a la derecha y un paso
de longitud 1 a la izquierda, En este caso, se ciunple que:

EX;]=0. Var[x;]=E[X?] =1 y E[X;X;]=0 para i # ]

En este ejemplo, no importa si las esperanzas son condicionales con respecto al pasado
o no. En otras palabras, si salen i, dguilas seguidas. donde 7 < m, ésto no afectard el
resultado del lanzamiento 7 + 1 < m.

Si se denota a S, como la ganancia acumulada hasta el n-ésimo lanzamiento, entonces

se puede escribir
i
Su= X (4.1)

i=1
donde, el valor inicial Sy es cero. Eu este caso, la esperanza o la varianza de S,,, sf importa

¢l pasado. La esperanza v varianza antes de que se lleve a cabo el experimento son:

n

E[S.) = > E[X] =0,

i=]
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H n
EIS2] =k (Y _XP+2 Y x| =) E[X?]=n
i=1

i=1 L<i<f<n
Por lo tanto, Var[§,] = n.
Suponga ahora que va han ocurrido n — 1 lanzamientos. Claramente, se puede utilizar
esta informacion para decir algo acerca de la esperanza de la ganancia acumulada en el
lanzamiento »n. La esperanza condicional de &, dados los n — 1 primeros lanzamientos es

E[Su X1 Xy 1] =Sy 1. (4.2)

En efecto.

B[ =

P{Sn =St + 1

‘YIT""‘X’ﬂ— ]} = P{Sn = Sn_ 1 + 1} -

1
P{Sn =Sno1— l-lf\’l- -n-/\’n—l} = P{Sﬂ =85n 1~ 1} - 5-

Por lo tanto.

1 1
ElSu|X1.....Xyo] = 3 (Sy-1+1)+ 3 (Sn-i—1)= 85n-1.
Note que
E[81|SO]=S()=0, E[SQ 50,51]=E[52 Sl]=51,

v

E[S:}IS(). S1. .5'2] :-E[Sg 32] = 9s.
Finalmente, se puede verificar que

e . \ 1

P{b” bl. ---.b”_l} - P{Sn_ LS-,,_l} = 'é'.

4.3. PROPIEDADES DE MARTINGALAS Y DE MARKOV

Los resultados de la seccidon anterior son muy importantes, la esperanza condicional de
la variable aleatoria S,, dados eventos pasados depende tnicamente del valor inmediato
anterior &, _1. Esto significa que la esperanza condicional de las ganancias en el siguiente
lanzamiento, es vinicamente la cantidad con que se cuenta en este momento. En este caso,
se dice que el juego es justo. A esto se le conoce como la propiedad de Martingala. Por
otro lado, el juego no tiene memoria mas alld de donde se encnentra en este momento. Esto
se le llama propiedad de Markov. Muchos de los modelos financieros que sc presentaran
tienen la propiedad de Markov. Esto es de gran importancia para modelos en finanzas,
como se verd mas adelante.
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4.4. CAMINATA ALEATORIA

Considere el proceso estocdstico definido para cada »n € N. Considere » lanzamientos,
la ganancia estandarizada del primer. segundo v n-ésimo lanzamiento, respectivamente, se

i (L) = 2
"\n/) NIR

delinen como:

(laramente,

i S;
(D)-% "

Donde 8 = X1 4+ X2+ ... + X; Observe que

Su — B[S

v Var[$,]

Por ¢l Teorema del Limite Central, cuando v — co

W (1) =

Sn - E[Sn]

Vv Var(s,,]

— N(0.1).

4.5. VARTACION CUADRATICA

Pero

Entonces,
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4.6. MOVIMIENTO BROWNIANO

Eu la seceidn anterior no se considerd el tiempo, de aqui en adelante ¢l tiempo ¢ entre
lanzamientos. jugard un papel preponderante. los N lanzamientos se llevan a cabo en un
tiecmpo ¢, de esta manera cada lanzamiento se realizara cada /N unidades de tiempo. El
monto de la apuesta también es modilicado. va no sera 1, sino /t/N.

[iste nuevo experimento tiene las propiedades de Markov v de Martingala. La variacion
cuadratica media en NV lanzamicntos os ahora

N

2
n; (IVN (%) — Wy ((TP J;I 1)1‘)) . (46)

La ganancia en el primero, segundo v n-ésimo lanzamiento es:

1% ! =X f
NN T W N
2t 1 t X+ X9
Wal=]=wn[=]+X2/ == == V1,
N(N) N(T) Vv ( VN ) : (4.7)

5
Wait) = big—\/? — N(0.1) cnando N — oo

es decir, Wy (t) converge en distribucion a W (¢) que es normal con media cero y varianza
uno. Ahora considerando el tiempo, se tiene

NZJ::I (u-}v (’?’Vi) e ((,,I_\r—m))z

n=l

Pero

Entonces,

N 2
) (IVN (%) - Wy ((1;713)) = t. (4.8)
n=1



Las propiedades del movimiento Browniano son las siguientes:

o Finito: Cualquicr otra escala de las apuestas o “incrementos ”con intervalos de tiempo
hubiesen resultado en una caminata aleatoria al infinito en un tiempo finito, o un limite
en ¢l cual no existe ningtin movimiento. Es importaute que los incrementos se trazan
con la raiz cuadrada de los intervalos de tiempo.

o Continno: Las trayvectorias son continuas, no existen discontinnidades. El movimeinto
Browniano es el limite en tietpo continuo de la caminata aleatoria discreta.

o Markov: La distribucion condicional de la informacion dada X (+) hasta r < ¢ depende
solo de X (7).

o Martingala: Dada la informacién hasta = < ¢, la esperanza condicional de X (#) cs
X{(r).

o Variacion cuadratica: Si dividimos del tiempo 0 al t en una particién con » + 1 puntos
de particion ¢, = % entonces

N

Z (W (t,) — W {1y, —l))2 — L.

n=1
(casi donde quiera)

» Normalidad: Sobre incrementos de tiempo finitos de t,_3 a t,, W (n;) — W {(t,—1) se
distribuye como una Normal con media cero v varianza #, — t,_1.

Habiendo generado la idea y las propiedades del movimiento Browniano a partir de
una serie de experimentos, podemos descartar estos tltimos para dejar al movimiento
Browniano definido por sus propiedades. Estas propiedades son de gran importancia en
los modelos financicros.

4.7. INTEGRACION ESTOCASTICA

Se define una integral estocdstica como

t N
/Df(f)d!i'(T)=j\}Ln;>OZ.f(f,, DOV (1) = WV (fu-1)) (4.9)
) n=1

con t, = %

Antes de manipular esto de alguna manera o discutir sus propiedades, vamos a estable-
cer que la funeidn f(t) que se va a integrar estd evaluada en la snma del lado izquierdo, en
el punto f,_;. Serd de gran importancia que cada evaluacién de funciones no se conozea
el incremento aleatorio que lo multiplica, i.e. la integracién es no anticipada. En términos
financiceros, veremos que realizamos acciones de como escoger un portafolio y sélo entonces
si el precio de la accion presenta algin movimiento. Esta eleccidn de integracion es natu-
ral en finanzas, asegurando que no utilizamos informacién acerca del futuro de nuestras
acciones preseutes,



4.8. LIMITE EN EL ERROR CUADRADO MEDIO
Sea

N
Vv = 3 I [ (1) = W(t-1)).

n=J
Es decir, que la variable W es evalnada en el tiempo ¢, | en lugar del 7,,. En ¢l caso
de la integral de Riemann-Stieltjes, se obticne el mismmo resnltado tomando cualquiera
de fos puntos extremos. Sin embargo, en el caso de la integral estocdstica. los resultados
pueden cambiar dependiendo de si se usa 1 (#,,) o W (f,,_.1). Comno se notard mas adelante,
es condicion fundamental de la integral de Ito, que los integrandos sean no anticipados.
V), os una variable alecatoria. por tanto para calcular el limite, es necesario utilizar una
aproxilacion probabilistica, es decir, el liinite cuadrado medio. Entonces

lim E[Vy —V]? =0.
N- v~

O equivalentemente
2

N
Jim £ Ziif(r.,,__l)mr'(r,,)—v = 0.

n=1

donde por simplicidad
AW (t,) = ”;(fn) — Wty -1)

Enseguida se calcula explicitamente el anterior limite.

Se pretende cateular el limite de la variable aleatoria V' paso a paso, con la finalidad de
aclarar el significado de la integral de Ito como el limite cuadrado medio de nna suma
aleatoria. LIl primmer paso consiste en manipular los térininos de V,,. Noétese que para
cualquier a y b se ticne que

(@ + )% = a® + 0% + 2ab,

|
ab = 5[(rr + ())2 —a? - bz].

Aplicando esta transformacion para o« = 1W{t,_1) v b = AW (t,) se tiene que

N
1 .
V= 5 SO0V (ama) + AW (0))% = 1 (1 1)% = AW (1,)2].

n=1
Pero
AW )+ W {t, 1) =W ().
Lo cual produce
Vy = 1 iﬂ'{f )2 - i Wity 1)? = f:AIV(t )]
N=3 2 n 2 n1 2 o



El primer y segundo smnando de la ecnacion anterior son los mismos excepto por el primer
viltimo elemento. Cancelando términos similares y notando que 1V (g) = 0, por definicién:

N
, 1 2 o . 2
Vi g [T - Y AW (1)

n=—1

Notese que 117 (T') es independicnte de n. v por lo tanto, el limite cuadrado medio de Vi es
. o . o ~N <

determinado por el limite cuadrado medio del término Y777, AW (1,)2. En otras palabras,

se requiere encontrar la Z en

N 2
. - -~ . 2 .
A}n}}m FE Z AV (ty,) Zl =0

n=1

En esta expresion, existen dos cnadrados. Uno pertenece a la misma variable aleatoria y
el otro al tipo de limite que sc esta usando. Por lo tanto, el limite contendra potencias de
cuatro en AW (#,). Princro calculamos la esperanza:

N
E Y AW(1,)?

n=1
Esta constituye un buen candidato para Z. Tomando las esperanzas:

'

N N
E > AW =D E[AW (1) =D (ty — 1)

n=1 n=1 i=1

lo cual se simplifica a
N

Z({n —ty_1)=1T.

n=1

Si aliora se usa lo anterior para sustituir a Z. podemos evaluar la esperanza:

N 2
E ZAU"()‘,,)Q—T =

n=1

N N N N
ELY AW (L) 2 N (AW (H)AW () + T2 - 2T Y AW (t,)?

n=1 n=1j<n n=1

Ahora se congidera el lado derecho de la ecuacidn anterior, y por ser un proceso de Wiener
los inerementos son independicntes,

E [AW (1, 2PAW (£))%] = (ty ~ tue1)(t; — tj—1)
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Se ohtiene

_ZTZ n ot l

Aliora se utiliza el echo de que (W (¢,,}) — W{¢,,_1)) = h, para toda 7, debido a que todos
los intervalos son del mismo tamato, se ticne lo siguicnte:

N

D3 (1) = Wty 1)) = 3N

N N
zzz W(tn) = Wt WV (1) = W{ij_1) = N(N = 1)h?

Juntande lo anterier, tenemos

N 2
Z AW (1,)% - le =3NW + N(N — D)% — N2,2,

lo cual significa que

2
ZA!I w)? — } = INKh? = 9Th.

Esto implica que enando N — oo, el tamano de los intervalos tienden a cero, y

lim E
h—0

h—0

N 2
> AW (1,)? - T] = lim 2Th = 0.
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Asic el limite enadrado medio de Zf,\rzl AN (#,)? es T'. Regresando a Vi

se encuentra el limite cuadrado medio de Vy usando el limite cuadrado wedio de

N
AW (t,)?
1

n=

para obtener:

. 1 .
. T r 2 — r 2 _
M B[V = o [0(T)* - T].
El término en el lado derecho es la Integral de Fo:
T
/ ”r(fn—l)(”‘”(in-l)'
Jo

58 claro que la Integral de It es una expresion diferente que el cdlculo estandar. La
Integral de Tto es dada por

T 1
[‘WMAMWUHQ:TDHTF—ﬂ-
Jo 2

Para el caso de la integral de Riemman, no existe el término T. Este es un ejenplo donde
la Integral de Ito es calculada explicitamente utilizando el limite cuadrado medio. Se
encontrd que la integral de Ito es el limite de la variable aleatoria %[W(]’")2 -T).
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CAPITULO 5. MODELO DE BLACK-SCHOLES

5.1 INTRODUCCION

En este capitulo se inicia con nn modelo de ecnaciones diferenciales estocdsticas para
explicar la correlacion que existe entre una aceidn v una opeién y con ¢l fin de disefiar un
portafolio libre de riesgo. Supondremos que no existe arbitraje al igualar los retornos de
los portafolios con la tasa libre de riesgo.

Los argumentos se modifican de forina trivial para incorporar dividenos sobre el precio
del activo subyacente. asi como valuar opciones sobre bienes basicos y divisas, al igual que
opcioues sobre futuros.

5.2 UN PORTAFOLIO LIBRE DE RIESGO

In el capitulo 2 se describid algunas caracteristicas de las opciones y de los mercados
de opciones. Se introdujo la idea del call{compra) v del put{venta) de las opciones, entre
otros. El valor de un call (compra) de una opeidn es claramente una funcién de varios
parametros cn el contrato, tales como, ol precio de ejercicio E y al plazo de vencimiento
T — 1. donde T ¢s la fecha de vencimicento v # es la fecha corriente. El valor también
dependera de propiedades de la activo subyacente, tales como su precio y sus cambios en
rendimiento v volatilidad, asi como la tasa de interés libre de riesgo. Podemos escribir el
valor de una opcién como:

e{S. o i E.Tr) (5.1)

Note que los puntos v coma separan los diferentes tipos de variables v parametros:
e 5 vt son variables;
e 7 v p sol pardametros asociados con el precio de la activo o bien subyacente;
e 7 v T son pardmetros asociados con el detalle del contrato en particular;

e » es un parametro asociado con la unidad monetaria en el cual el activo esta tasado.

No mencionaremos todos los parametros, excepto cuando sca importante. Por el
momento utilizaremos (8. t) para denotar el valor de la opcion.

[Jna simple observacion es que ol precio de la opeidn subira si el precio del subyacente
sube v bajard si el subyacente haja. Esto es claro porque un call tiene un mayor pago
a medida que aumente el valor del subyacente al vencimiento. Esto es un ejemplo de
correlacion ente dos instrumentos financieros, en este caso la correlacion es positiva. Un
put ¥ su subvacente tienen una correlacion negativa.

Utilizaremos I para denotar el valor de un portafolio con una posicién larga de op-
ciones y con nna posicion corta de alguna cantidad A del bien subyacente

IT=c(S.1) - AS (5.2)
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El primer término de la derccha es 1a opetén v el segundo término es la posicion corta
de alguna cantidad A. Note el signo negativo del segundo término. Por ¢l momento A la
tomaremos cotno una constante escogitdla por nosotros. Se asumird que el bien subyacente
sigiie 1 proceso estocastico lognormal.

dS = pSdt + o SdX. {5.3)

Es natural preguntar como el valor del portafolio cambia a través del tiempo de t a
t +dt. El cambio en el valor del portafolio esta dado por una parte por los cainbios en ¢l
valor de la opeidn y por otra en ¢l cambio del subyacente,

dl = de — AdS. (5.4)

Note que A no cambié durante un periodo: no podemos anticiparnos al cambio en §. Del
lema de Tto tenemos:

e de Iy, 0%
de = -;)—;{H + idb‘ -+ 5028253%(“. (:Jf))
Por tanto el cambio en el precio del portafolio esta dado por:
de de 1 o g 0%
Il = —dt + —dS + —c°S° —=5dt — AdS. 5.6
=G T o500 T 3779 gt — & (5:6)

5.3 ELIMINACION DEL RIESGO: DE LA COBERTURA DELTA

La ecuacion(5.6) contiene dos tipos de términos, el deterministico y el aleatorio. Los
términos deterministicos contienen ot y el aleatorio dS. Pretendamos por el momento que
conocemos el valor de ¢ y sus derivadas entonces conocentos todo acerca de (5.6) exceepto
ol valor de d§. Y esta cantidad nnnea la conoceremos por adelantado.

El término aleatorio es el riesgo del portafolio. Se puede reducir o climinar el riesgo
escogiendo cuidadosamente a A.

de
— ~A]dS. 5.
(05 ) dSs (5.7)
Si escogemos
de
A = 5
28 (5:8)

Entoneces dicho término se hace cero.

Cualquier reduccién aleatoria es generalmente un término de cobertura, la perfecta
eliminacion del riesgo, al analizar la correlacion entre dos instrumentos (es el caso de una
opceidn v su subyacente) es generalmente llamada cobertura delta.

La cobertura delta es nn ejemplo de una estrategia de cobertura dindmica. De un
periodo a otro la cantidad d¢/0S cambia, ya que ,es igual a e, una funcién con cambios en
las variables S y t. Este concepto de cobertura perfecta debe ser equilibrada continnamente.
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5.4 SIN ARBITRAGE

Después de haber escogido el valor de A como sugerimos anteriormente, tenemos que
el cambio en el valor del portafolio esta dado por o signiente:

(‘)l' ]. 7.2 02(_

Este cammbio es completamente libre de riesgo. Si existiera un cambio libre de riesgo
(II en ol valor del portafolio 11, entouces obtendriamos el mismo rendimiento equivaleute
cqre si se hubiera invertido el capital a una tasa libre de riesgo.

dll = rIldt (5.10)

Este es un ejemplo del principio de no arbitraje. Para observar esto, consideremos el
hiecho de qué pasaria si la tasa de rendimiento del portafolio fuera, primero, mas grande y
después fucra menor que la tasa libre de riesgo. Si se pudiera garantizar que el rendimiento
fuera mas grande que r, que el portafolio con cobertura delta. entonces lo que se haria es
pedir prestado al banco y pagar nna tasa de interes r, invertiriamos en el portafolio de
aciones/opciones y ganariamos un beneficio. Si, por otra parte, el rendimiento fuera menor
que la tasa libre de riesgo entonces no debemos usar la cobertura delta e invertir el dinero
en el bhanco.

5.5 ECUACION DE BLACK-SCHOLES

Sustituvendo (5.2), {5.8). v {5.9) en (5.10) obtenemos que

Jde 1T 4.0 9% de
— =gt S —— | dt =71 -5 — | dt. 5.11
((’)r‘ 37 032)' ’ (r as) (5-11)

Dividiendo por dt v recscribiendo obteneimnos gue

de 1 9 202(' de
- 1 '15'__" — e = . l—'.
Y + 50 S 053 + 1 rra 0 (5.12}

estd es la ecuacion de Black-Scholes.

La ecuacion de Black-Scholes es una ccuacion diferencial parcial lineal parabdlica.
De hecho casi todas las ecuaciones diferenciales parciales en finazas tiencen forma similar.
Generalimente son lineales, esto significa que si se ticnen dos soluciones entonces la suma
de ellas también es una solueidn. Las ccuaciones financieras también son generalmente
parabdlicas. éstas se relacionan con la ecuacion de difusion de calor. Un ventaja de esto es
que las ecuaciones son relativameute faciles de resolver numéricamente.

La ccuacion de Black-Scholes contiente todas las variables que son obvias v los pard-
metros tales como el activo subycente, el tiempo. la volatilidad, pero no se hace mencion
de la tasa de cambio g, Cualquicr dependencia sobre la tasa de cambio se anulé mientras
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eliminamos el compoucnte 45 del portafolio. El argiiento econdmico para esto es que
podemos perfectamente cubrir la opcion con el subyacente v no debenmos tomar un riesgo
inccesario. Unicamente las tasa «e rendimiento libre de riesgo aparece en la ecuacion.
Esto significa que si estamos de acnerdo con la volatilidad del activo entonces igualmente
estamos de acuerdo con el valor de la opcidn aunque tengamos diferentes estimadores de
la tasa de cambio.

Otra forma de ver el concepto de cobertura es preguntando que pasa si tomamos un
portafoliv que tiene solamente nna aceién, una cantidad A v efectivo. si A es la derivada
parcial de alguna opeidn entonces el portafolio tendra un monto al vencimiento que es igual
al pago de la opcidn. En otras palabras. podemos usar el mismo argumento del modelo
Black-Scholes para replicar la opeion con solo comprar y vender el active subvacente, esta
idea se conoce como mercado completo.

ot
=2}

HIPOTESIS DEL MODELO DE BLACK-SCHOLES

e El subvacente sigue una distribucidn lognorinal. Esto no es completamente necesario.
El “factor "o no necesariaunente tiene que ser constante para encontrar soluciones,
pero debe ser dependiente del tiempo.

e La tasa de interés libre de riesgo cs una funcion del tiempo. Esta restriceién sélo nos
ayuda a encontrar soliciones explicitas. Sir fuera constante nos facilitaria el trabajo.

e No existen dividendos sobre el subvacente.

e Cobertura delta se hace en tiempo continno. Esto definitivamente es imposible. La
cobertura debe hacerse en tiempo discreto. Freeuentemente el tiempo entre recoher-
turas dependera del nivel de los costos de transaccidn en el mercado del subyacente.
Para costos mas pequenos lo mas frecuente es la recobertura.

e No existen costos de transaccion sobre el subyvacente. La dindmica de la cobertura
delta en realidad es costosa. va que cxiste un spread de oferta v demanda sobre el
subyacente.

e No existen oportnnidades de arbitraje. Cuando existen oportunidades de arbitraje;
mucha gente gana dinero al encontralas, es suamente importante subrayar que ex-
clnimos el modelo que dependa del arbitrage. El arbitraje surge cuando dos flujos de
efectivo idénticos tienen diferentes valores.
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57 CONDICIONES FINALES

se debe especificar el valor de la opeidn ¢ como una funcién del subyacente en la fecha
de vencimiento T. Esto es. tendrémos que especificar el valor (8, T), para ¢l pago.

Por ejemplo, si teneimos un opeion call entonces sabemos que:

AS. T)=max(s - E.0). (5.13)
Para un put tenemos que:
(9, 7) = max(E — §.0). (5.14)
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CAPITULO 6. ECUACIONES
DIFERENCIALES PARCIALES

6.1 INTRODUCION

El andlisis y solucidn de las ecnaciones diferenciales parciales es un gran objetivo. Este
capitulo ticne como finalidad presentar los conceptos bésicos del tema, que permitan con-
tinuar con el resto del trabajo.

6.2 UNA PERSPECTIVA HISTORICA PARA LA ECUACION
DE BLACK-SCHOLES

La ecuacidn diferencial parcial de Black-Scholes es bidimensional , § y #, es una
ecttacion parabdlica, lo que significa que es diferenciable dos veces con respecto a la variable,
5. v diferenciable una vez con respecto a, f. Ecnaciones con esta forma son mejor conocidas
comoe ccuaciones de difusién o de calor.

Las ccuaciones de difusién han tenido gran éxito para modelar:
o la difusion de un material en otro. particulas de hnmo en el aire
e ¢l flujos de calor de una parte de un objeto a otro
e las reacciones quimicas

e Ia actividad eléctrica en las membranas de los organismos vivos, modelo de Hodgkin-
Huxley

o la dispersion de poblaciones; los individuos se mueven aleatorianiente y evita ¢l crec-
imiento

o la persuacion y evasion cu sistetnas de depredador-presa

En la mavoria de estos casos las ecnacioues resultantes son mas complicadas que la
cenacion de Black-Scholes.

La ecuacion de calor maés simple para la temperatura de una barra es comunmente

oserita de la forma

du J%u

ot oe?
donde « es la temperatura, ¢ es la coordenada parcial y t es el tiempo. Considera el flujo
de entrada v salida en una pequeia seccion de una barra. El flujo de calor es proporcional
al gradiente de la temperatura

du
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v por tanto su derivada. Ia segunda derivada de la temperatura es el calor retenido en una
pequena seceion. El calor retenido es visto como el cambio en la temperatura, representado
matemdticamente coto

du

ot
El balance de la segunda derivada parcial con respecto a o v de la primera derivada parcial
con reepecto a t da como resultado la ecuacidn de calor. (Existiria un coeficiente en la
ecuacion que dependa de las propiedades de la barra en donde se transmite el calor, pero
tenemos solo uno.)

6.3 SIGNIFICADO DE LOS TERMINOS PARA LA ECUACION
DE BLACK-SCHOLES

La ecuacion de Blanck-Scholes puede ser interpretada como un ccuacion de difusion, la
ecuacion basica es un balance de la primera derivada parcial de t v la segunda derivada
parcial de S

L

agr 2 " 082
Si fueran los Unicos términos en la ecuacion de Black -Scholes podria exibirse un suave
efecto, que cualguier discoutinuidad en el pago seria instantaneamente difundida. La dnica
diferencia entre estos términos v los que aparecen en la ecuacién de difusion o calor, es que
el cocficiente de difusion es nuna necidn de nna de las variables §. De esta forma tenemos
difusién en un ambiente no homogéneo.

{6.1)

Il términe de la primera derivada parcial de §

de
ry§ —.
a5

Se puede tomar como un término de convexion. Si la ecuacion representa algiin sistema
fisico, tal como la difusion de particulas de lmmo en la atmdsfera, entonces el término
convectivo pnede ser debido a nna brisa que sopla al humo en la direceién referida. El
término final
—re.

Ss un término de reaccion. Equilibrando cste término y la derivada del tiempo propor-
cionaria nn modelo para disminucién de un cuerpo radioactivo, con la vida media gue se
relacionada con 7.

Considerando estos términos juntos se obtiene nna ecuacién de difusion, convexidén y
de reaccidn.

6.4 CONDICIONES DE FRONTERA, INICIALES Y FINALES

Para especificar un problema tnicamente debemos definir condiciones de frontera y condi-
ciones iniciales o finales. Las condiciones de frontera nos dice como las soluciones deben
comportarse durante todo el tiempo en ciertos valores del activo. En problemas financieros
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nosotros especificamos el comportamicnto de la solucién en § = 0 v cuando § — oo. Debe-
mos también especificar como la solucion inicia. Ademds, de establecer una condicion final.
FEsta es generalmente la funcion del pago al vencimiento.

6.5 METODOS DE SOLUCION

No curplearemos mucho tiempo en encontrar la solucidn exacta para la ecuacidn de Black-
Scholes. Lsta es importante. pero en la practica resulta que los modelos tienen carac:
terfsticas que hacen imposible encontrarla. Las soluciones de forma cerrada que son usadas
en la practica seran cubiertas en los siguientes capitulos.

6.5.1 TRANSFORMACION A LA ECUACION DE DIFUSION
CON COEFICIENTE CONSTANTE

Algunas veces puede ser titil transforimar la ecuacion hasica de Black-Sclioles, haciendo un
cambio de variables. Si eseribimos

{8 4) = ™I (0 7) (6.2)
donde o
1/ 2r 1 /2 - - 27
ﬂ——E E—l . BM—Z ﬁ‘l‘l ,S—-F,yt—T—;z“.

Jutonces U{x, 7) satisface la ecuacion de difusion basica

U otu
or 92

(6.3)

Esta simple ecuacidn es mas facil de manejar que la ecuacién de Black-Scholes. Algunas
veces puede ser importante, por gjemplo enando se busca soluciones de forma cerrada, o
cn algunos esquemas numéricos simples. En el capitulo 8, regresaremos a esta ecuacion
diferencial parcial.

6.6 SOLUCIONES NUMERICAS

Aunque existen diversas técnicas que podemos utilizar para encontrar soluciones , en la
mavoria de los casos debemos resolver la ecuacion de Black-Scholes numéricamente. Pero
no importa va que las ecnaciones diferenciales parabdlicas son las mds ficiles de resolver
numéricamente. Obviamente. cxisten cualquicr cantidad de técnicas sofisticadas.
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CAPITULQ 7. VALORES ESPERADOS Y LA
FORMULA DE BLACK-SCHOLES

7.1 INTRODUCION

En este capitulo se calenla de manera exhaustiva la formmla de Black-Scholes en
términos de valores esperados. Se supone que cl subyacente es una accidn que signe un
Proceso Markoviano de Difusion, cuya parte estocdstica es un proceso de Wiener.

7.2 FUNCION DE DENSIDAD DEL VALOR DEL SUBYACENTE

Enseguida se deduce la funeién de densidad del valor del subyacente en la fecha de
vencimiento,

Suponga que la variable subyacente es una accion y sigue un proceso Markoviano de
difusion:

dSy = pSpdt + o Spdzy, (7.1)

donde z; es nn proceso de Wicner (movimiento Browniano). es decir, 2 tiene incrementos
normales independientes con E[dzs] = 0 ¥ Var{dzs] = E{(d2}?] = dt. En este caso se puede
eseribir .
dzy = EV con E ~ N0, 1). (7.2)
Dado que E[dz;] & dzy y Var{dzs] = E[(dz:)?] & (dz;)?, las siguientes reglas para el cdleulo
estocastico son validas
dz;di =0, dzpdzy = dt v dtdt = 0. (7.3)
i virtud de (7.2), con dt =T — t, se puede escribir que
S — 8 .
—Z—g-—-mt*'v./\/’(;r(T—f).rTz(T—t)). {7.4)
I

Cousidere ahora nna funcién G = G(S¢.t). La expansién en una serie de Taylor hasta
términos de segundo orden conduce a

1 296 BiYe.
95, ot a5
1 /9% e 92¢ e
- 1S 9 1St 1t
+2(db,(‘ r)+()bfd(i( +62(‘))

La sustitucion de (7.1) y {(7.3) en (7.5) conduce a

G JG
dd w—:jS (1 Spdt + o Spdzs) + —d

2 D2 RS
+ = = (d C(HSf(lf + 08:dz)% 4 2 0 {(nSydt + o Spdzy)dt + 8( (dt) ) (7.6)

2 de ()sSff)
e 0G | 10°C , 0G
1S+ -+ = $2)dt + 0 Sydzy.
(dsf "Tor T 2987’ )‘ T
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Observe que si G = log 84, entonces

oG 1 092G 1 G
A ML s = 7.7
95y Sy J)SF S ’ ot (7.7)
En consecuencia,
2
dlog Sy = (;f - n—) dt + adzy. (7.8)
Para el caso discreto. se tiene que
02
Alogbf = (}l - ?) Af +0’AZ;.
72
log ¢ — log Sp = (,u - _5—) (T —t)+ oAz Azy = EV AL
2
kg(%):(u—%JfT—ﬂ+0An
Para t = 0. sc ticne
S 2
log (-—i) = (p - f—) T + aAzy.
D 2
De lo auterior se sigue que
S
log S; — log Sg = log (Tf) ~N (- %UQ)T.(IzT) . (7.9)
0
Bajo el supuesto de neutralidad al riesgo, se sigue que
po=r, (7.10)

Considere una vartable aleatoria normal £ ~ A(0, 1), es hien conocido que la funcién de

densidad, ¢{e), de € esta dada por

ole) = A e € R. (7.11)
C'onsidere ahora una variable aleatoria de la forma
S 9
log (EZ) ~ N ({r - %o’“)T. rrzT)) . (7.12)
Q

En este caso, se dice que S7/Sp > 0 tiene una distribueciéon lognormal con media (r — %0’2)T
v varianza o2T. Por lo anterior.
log (%’I—) - (r — %(TQ)T
£ = 0 ~ N(0,1). (7.13)
VT
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En este caso,
St = gle) = Spexp {En\/F+ (r — %Jz)T}

Si se define ahora
log (—S;t-) - {r - %UQ)T

gy Jg
g (St)= (7.14)
’ VT
la funcion de densidad de Sp estd dada por
e | deTHST)
Fo (8) = oely™ (ST | (7.15)
L4 AST
A continuacion se muestra que,
0 2
: i . log(%)—(r——,a )T 710)
fo (8) = ————cxp{ —5 16
! ) V2rTos l 2 oVT
Para ello, note que
l 1.2
@le) = A £ € R
(€) o
VT L_2 1 log (g_g) —(r- Edz)j
Sea S =58 EX){EU T+ ({r — 50 T}:>g“ Sty =
T 0 eX] ( 3 ) ( T) Uﬁ

log (i—j) ~ N ((r = 50T, 0°T)).

La funcidn de densidad de S estd dada por

! EY—(r—5aHT
Entonces. ¢fe) = ﬁe_%g = ¢ (g HST)) = ﬁexp {—% ( og(s” )a (:r 27) ) }

Por lo que,

1
8] = 2
f""‘r ( ) m
Por lo tanto

1

For ) = et

exp { —

IS 1o
Q
S =
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Observe alora que la media de St satisface

E(S7) = / .‘;_fﬁ.r(s)(ls
J0

~) log (:—) —(r = ga?)T\ 2 (7.17)
= / exp{ - i( ) }d-q
Jo ViZaTa 2 VT

™
. fx. 1 —Le? aTet(r-La®)T
= 8o e 2% e b de.

log(é:t) —{r— %GZ)T

Note que, £ = 2l T = Sr = Song"ﬁ+(”_’1§"2)T (7.18)
Sea ST = 5. Se Calcula la diferencial de s, esto ey
ds = Sgr’mﬁ""("_’lf“j”wrr\/?d(. (7.19)

Por lo tanto.

~ 1 Le? Fedir—La2yT
E(ST):SO/ o F€ (,U F+(;_,2_O) de

] (FZ—QUﬁF—FGZT)e%O’ZT-}-(‘I‘—%O’Z)T(}F

il
tn
]
P
A
=
|
3=

~Q
g =}

donde u se ha escogido como:

w=c—aVT. (7.21)
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El segundo momento de §p se calenla como sigue:

E(s7) = f 8% f o (5)ds
0

.2 :
= f”ﬁ A exp —% — ds
¢ V2rTos aV'T
o~ A | lUf-’, (T:(—]) - (7 - %UQ)T
= ———expy{ —5 ds
/0 VorTa 2 oV’
-2 ~ o1 —1e2 oo /Tet(r—1a2)T]
= 9§ eT 20 e* 2 de

2.

:

— 52420 VTe 2r- §0)T

Il
n
(=] %

e de

:

(7.22)
3¢ - 4o VTetdaT) 200 T+(r - §0*)T)

Il
n
f=y ]

cle

g

2

—Lie*- 4nﬁr+4J2T)P202T+27'T—02Tdf

I
n
(=1 %3

r

J—ro
.

»_E’
5

—L(e=20 \/’F)zrazT-!-QerF

S

—

o Vo

3
Drps . 1 Ly, T2
:Sg(_,aier/ —- L{e-20VT) de
e V2T
— §2,7 T+2T s -5
= Jpe \/__P au
- 27]'
2 .
— Sg(‘a T42rT
= 502(,[024-2;-]?“

doende

U =€ — erﬁ.

En conscenencia,
Var(Sp) = E(S2) = B[(Sp))? = 27 T+ T _ 22T _ g2,2T(,o*T _ 1y (7.23)

El precio de una opcion de compra de tipo curopeo en t = 0, ¢ = ¢(So.T.7, o) estq
dado por

c = e 7" TE[max(Sy — X,0)). (7.24)
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donde X cs ¢l precio de cjercicio. Asi pues.

=¢ ’TI*; [max(Se — X. 0]

p..i

(M

/ max(Sy - X.0)f. (e)(l.s-

/ (s — X) fq (s)ds

X

— ?T/ (5~ X)fq, (s)ls
JaxX

= TT/ -S'fs-r. (-‘)’)(IS — T / X f%’; (.S‘)(JS
s> X Js>X

~

r

‘ 1 log (5 ) —{r - %oz)T
:r"'TSo/ §————exp —% - ds
\/QJTTUS o \/F (7-25)
2
PR N R
— € X—-—-—-—-—-exp —3 — ds
Vorles oV T
2
- 1 log (bi”) — {r — %(J’QJT
=p "1 / ————— exp —% ds
Jssx V2axToe “ a\/?
2
,rTS / 1 | l()}., (.I?“) — (? — Egz)T 1
—-r ————a N 4 VRS 18
0, sx>X V2nTos | 2 a\/?

log(—bsf {r %0'_’).1-.
P e — 0 . o8
Recordemos que £ = T entonces,

S7 = SpefTVTHr=3HT

El subindice de la integral es s > X = Spexp EaVT + (r — %UZ)T > X.

Note que,

ds = SoemﬁH"_%a?)TJ VTde.

43



Por lo tanto. esto nos conduce a

T 1 1.2 G N -
e =¢ "T85, ————\/ e Z° Socaﬁfﬂ' 19T/ Tde
' { log{ X/ Sy (1 -_é-rr?\"f‘} anTo
o T
- Ty 1 1.2
— Ty e 3% de
- { lagl X /8,1 i+ ,}ﬂrr} 2w
VT
g | 1.2 .12
—c ITSO o 3F SO("G Ted(r 5o )TdF
' { lon{ X/Sy)- (r -.Jja?a'r} V2
" VT
o 1 12
- 'Tx \/_(’_5‘ de
) { lowlX/Sy)- ir %a"’)r} 2n
° o IT
- 1 1,2 2 1,2 1 2y
—e ?TS() - (e 20 vVTeto T)eZU TH+(r-zo )'IdF
. { '!ng(,\'/S”)-f(l‘-%(Y‘z)'r} 27
> vl
o |
—c 'TX/ \/2_(’ 2 de
- { lop{ X/ Sy —{r -éo'ln'} "
[ o
- o v'T
. 1 _i._ 2
= ’TS()/ pm3le-oVT) " Tde
Vv ar

: gl X/8p)1—(rt 2e)T
{c—ﬂ\/'}") f _ -aT
VT

. P_TT‘Y /
{ lor{ X/Sgi-1r %«721'1'} v 2m
> T

Note que en la cuarta linea de la ecuacién anterior s > X {ecuaciéon 7.25). Isto es.

( (IEU\/T+(T ~teH)T > £
So

Ta(r- Lo? . . .
§>X = Sge&"/ﬂ”(r 77T 5 X = { aplicando el logaritmo. se tiene

-

= 1 X
o T+(I‘—‘—02)T>hl"—
\ 2 So

Por lo tanto,




“ntonces,

e Sy Xty kedyr }

B SN TR

aVF
| ‘ 1 e (7.26)
rT €
- X / —e 7% (e
§ {_ e gt S, Aoy -‘5—0217'} Qﬂ'
P
=Sa®(dy) — ¢ T X P(d>).
Por lo tanto,
¢ = So®(dy) — ¢ T X B(dq).
donde,
log (52} + (r + LoH)T
di=d(Sg.T.X.r.0) = g () +3507) (7.27)
oV T
y
log (82} 4 (r = LT
dy = d2(So. T. X v ) = g (R) + (= 50T dy —aVT. (7.28)
J\/T
La funcion @(d) es la funcién de distribucion de £ ~ A(0, 1), es decir,
Pr{€ < d} = &(d) [d L o5 = 1 - B(—d) (7.29)
I £ = = [ e = —_ —). .
- J o~ V2r

A través de un procedimiento similar se puede mostrar que si p = p(50. T, X, 7. 0) es el
precio de una opcion de venta de tipo curopeo, entonces

p= e_"TX(I)(—dg) — Sod(-dy). (7.30)
A partir de (7.29) y (7.25) se pnede establecer la condicidén de paridad de venta-compra

p+So=e "TXB(=dy) — SoP(—d1) + So
=¢ "TXO(=d2) + So(1 — B(—d}))
=e "TX(1 = ®(dy)) + Se®{d;) (7.31)
= —e 7T d(dg)) + So®(d)) + e 7T X

=c+e"TX.

(C'laramente, el andlisis anterior puede ser repetido para ¢ = (S, T - t, X,r,0) y p =
p(S). T — t. X.r,o). En cuyo caso, obtenemos

e= (8T —t. Xoro) = 88(d;) — e " TD X B(dy) (7.32)

p=p(S.T—t.X.r.o)=¢ "I DXB(—dy) — §,B(—dy). (7.33)
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Por supiesto. dy ¥ dg tamhidn se modifican. De hecho,

log (S£) + (r + so2)(1 —
di = d(Sp.T. X . ro) = ®(X) (\’/T 2: NI 1) (7.34)
T

, 1 _z
do = da(S;, T, X, r,0) = —= =dy—aVT —t. (7.35)

La delta. A, = d¢/385;. para una opceion de compra de tipo europeo estd dada por

de 08 ®(dy) - e T OXD(dy)

A, =
084 054
od ) i ddq
= d(d S (d))— — Xe TP/ (dy)—=
(d1) + 5@ {d1) 5o = Xe (d2)33, (7.36)
. ad
= B(dy) + [P (d1) = X e " T=0P/ (dy)] =
a5,
= ®(dy).
Por lo tanto.
de
A, = — = B(dy).
25, (d1)
va que de do = dy — a/T —t, se sigue por un lado que
ddy  Od 1
52:‘t1: .. (7.37)

0S¢ ISt aSWT —t

46



micntras que por otro fado

d3 = (d) — VT = 1)?
=d? - 20T —td, + a*(T — 1)

(St L2y
:(f%—QU\/ﬁ(lUg(x)—l_( +a0)0 f))+02(
n'\,/T —t

=d? -2 (10g‘ (2’) +(r + %H)(T - r)) + 3T —t)

S
d% — 2log, (-\-{i — (T = 1) = (T =) + o*(T — 1)

<

T —t)

S
= d2 — 2log (—i) — (T —1) (7.38)
X
S .
=di — 2log ( f) ~ 2log e ™1
X
=d? -2 [log (—i) + log (r'?(r" ')J
X
S :
—_ !2__21 =t (T(T—f)
o (3)
Sf(,r‘(T——t)
= 7 — = 1].
dy — 2log [( <
Multiplicando por % la ecuacion anterior, se tiene
d3 d3 Sper -1
. = e . log —_—
2 2 X
lo cual implica. a su vez, que
. L/ Gor(T=1)
S1a2 g S
272 — 271 _— . 7.
e e ( % ) (7.39)
equivalentemente
' (d) X e T = B'(d))S, (7.40)
con lo que se signe (7.35).
La gamma, I'. = 8%¢/95}, de una opeion de compra de tipo curopeo satisface:
r 9% g [ oc OA,  O®(d)) (4 )Bd.l &'(d})
= = = = = [ = .
¢ (‘)SE da5¢ |05, a5, 45 ! Jd5; oSiVvT —t
Por lo tanto,
3% @' (d
A 4 U1 VY (7.41)

T 082 oS T —1
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Aliora calculemos la variacion «e ¢ con respecto de T, es decir

de 0 [8i0(d) e "TTIXP(dg)]

("‘),. = a_T = o7
(’)(D(dl) a5 - o ((1’2) (’)p_T'(T—”'X’
=8 B(dy) e — |7 DY 220 4 B(dy)
T e | or T2
dd(d a5 . ad .
= 5 a(;l) 4 (I)((]l)?)-&‘i — ¢ -r{T f)‘Y(‘I)’(d2)£ _ (D((F'Q),Y(’iv(jﬁt)(—?‘)
i a8 T ) Jd (T
= 5¢0'(d}) (')Tl + ‘1’(‘11)'55; AP @'((fz)a—; + P(dz)Xre (-1,

sabemos que ' (do)e T NX = ®'(d1)S,, entonces

(')r' . (')d]_ (‘)Sf (T -t ' Ud‘z (T =1
O, = — = §;®(d|)—= + B(d |}t — ¢ T DXD (dy)—= + B(dy) X re 7T
5T 1O l)UT + (fl)aT C ( 2)6)T (d2)Xre
dd Sy ddo —r(T—1
= §,0 (d )L + B(d )L — ()G —2 + B(d) X re~"(T—1)
+ @ 1)(')T + (fl)(,)T {d1) t o7 + &{dg)Xre
ddy  Odog 05y (Tt
=5, @' (d)) | — ~ —| + D(d)) —— + B(do) X re T,
¢ (IJ[E)T UT]+ ((1)0T+ (do)Xre :

. ad, ad o/ T—t ad &d o~/ T —t
aeorelo 3 y = —_ — iy — Yol Lel | Fegr
recordemos que, dy = d) — /T —t = ea Yr— = [aT ‘)’I’l -

-~

Por lo tanto,

por lo gue

0(' ()(f]_ (‘)dg ( Sf L T-f)
Op = — = §,8'(dy) | = — == | + D(d}) — + B(dg)Xre "
or = Ot ((1)[(),1 E)T} ((1).T+ (d2)Xre
o 54 (T —1): a5y
= $1®'(dy) | —m—=| + B(d} )= + B(do)Xre "I L
S+ d'(dy) [2\/?__7] + O(s l)aT + O(do)Xre 5T
PPor lo tanto,
0. = .9(_ — qu)’((fl)—n + (I)(dg) Yr(’_T(T_t). (7-42)
cToT 2T — 1
La variacién de e con respecto de o. estd dada por
g 3[S¢0(dy) - e T DX B(dy)]
Vega, = — = ;
do O
D(dd 05 , oP(d
_ 5,28 g5t mriman  92(d2)
do a do
ddy J8} 0dy

= $,®(d))— + O{d)— — " Tt x /(g .
Sy (dy) 5o + $(dy) i (d2) o
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Sabemos que @' (dy)e T = d'(d|)9,. entouces

de drfl ()bf e 0(’2
V(‘.H.E_:A. q) d e I f - - ,(T_r)x ! e
B = 5y T S NGE  Rld) 5T e X Ad2) 55
ddy 054 Oy
= 8P (d1)—— + P(d))— — d'(d})S
r(fl)d+(1)dﬁ (1):0
Jdd il a8
=8,®(d,) |— — + D(dy)~—.
(l)[dd (')rr} (l)(')rr
Noto que,. do =d) —oVT -t = %-’% = %‘Q— - Q—G-L‘ME = [%‘5} - -‘3)—‘3}] = QJC)EE Por lo
tanto,
ad od-
LA N
Jo der
Entonces,
de ddy Odg J5;
Vega, = — = 5:9'(d - == 4+ &(dy)— e
i Jdo ' (l){f)n (')U]+ (1)(')0 gﬂ_o
08 do
= §;®'(d)) [\/T ] ()=
a
Por lo tanto.
Vega, = d—{ = SO/ (d VT —t. (7.43)
da
La variacion de e con respecto de r, esta dada por
de 0 [8:®(d1) — TN 0(dy)]
ar dr
OPB(dy) 88y T h o OD(dz) e (T-Hx
=9 d(d - "X 20 P(dy) ————
() S o ()
P (d a5 dd
= f( ) FB(d) 2 — o TN X N d) D2~ B(da) X e T (T - 1) (< 1)
dr dr dr
od a5 (" dd o
= 5, (ffl)mi + () - p—’(f"”xq)’(dg)—a’—z + B(da) X e T (T — 1),
[ r

Sabemos que @’(dg)r""(T‘”X = §'(d )8, entonces

e d a5 . dd -
I 0 (d) S ()22t~ o T D X @ (do) =2 + B(do) Xre T (T — 1)
ar Jr ar dr
ad as d ‘
= 5D (dl)—a—1 + @((51)7)_—* _ mst‘—2 + B(da) X re TN ~ 1)
o
! dd 5 .
= S5:d'(d}) ﬁi - ———2— + O(d, )— + B(dy)Xre " TO(T — 1),
Jr ar dar
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_ — ady _ 8d, _ oyT 1 od, _ ddy
1ecuulc‘moq que, dog = d; — aVT = G = 5 = {81- ]
Por lo tanto,

(‘)dl (‘)(J'Q

— - —= =
dJdr dr
Entonces,
7 Js T
*5-; = (I)(rfl)i)—r 4 Pldo)Xre TINT — 1)
7K T J5
:q(rfl)‘— F @) Xre T — gy =,
ar ar
Por lo tanto,
de :
U—(- = ®(da)}Xre T T — ) > 0,
N
Lia variacion de ¢ con respecto de X, estd dada por
de ') [St‘l)((fl) —e "(T-bHy (I)(dg)]
0x oX
L 0(d)) 25, (T 1y o 0D(da) do~ Tt x
= KS' q - ’( )4Y‘-—-—_ (D ’ -
Tox TRIGT T ox Ty
(9(!1 89{ ()( 2

S ()5 + Pld1) 5 - e T XD (dy) -

= —¢ TN (dy) < 0.

— ®(do)e —r(T~1)

vaque @'(d)) = 0.0 (d2) =0 ¥ %5?'— = 0. Recordemos que

=p(S. T+, X.r0)=c T DXB(—dy) — 5B (—dy).

op Qe TDXB(dy) — 5B(—dy)]

Br= 55 = 05,
ey (')(1);;:1'.2) B S“aq);;:“) ) @(—dl)%
_ E_T.(T_r)‘Y(I)I(Wd:a)(‘)((‘)_Sfiz) B Sf@f(_dl)%l _o(—dy),
sabemos qie D' (—dg)e " T-NX = &'(—d()S;, entonces
A, = 3;—'3; = (T ”,wa’(—dz)i)(—a-;f—) S0 (—d )a(;bfil) — &(—dy)
=Sf‘1"(—d1)d(35(12) S’ (—dy) o E;il) — ®(—dy)
= 5,3 (=d)) 5(0;;2) _ U({;;il)] _ B(—dy)

a0

(7.44)



recordemos que. dy = d) — fT\/T_'——“iT = 0(&‘:2) = O(G;fl) + Uac‘)b{lﬁt = [U(i);sffz) N 6(8:!1)] =
‘)—"’[%;1'——’ Por lo tanto,

H—dz)  O(—dy)

- = 0,
(‘)l‘)‘t i)?
ontoncees,
ar
A, = —— = —(—d 0
i USf ( l) <
= ®(dy) - 1 < 0.
Por lo tanto,
_or .
A, = o5, = —P(—dy) < 0. (7.45)

De la condicion de paridad venta-compra se obtiene que

— = P(dy) — 1 ) )

08 1} de

d‘JSf = (;; - 0,5(: -1

—'-—( (' = ‘I)((l'l) t f

J5;

Por lo tanto.

ap de
— ] = ——. 7.46
a5 d85; ( )

La elasticidad de ¢ con respecto a Sy. estd dada por

dlog(c) _ 4* b St
€n = = —— = P{«¢ —_
ST Dlog(Sy) | 0S; a»
Si
ro= 9*P 0 [oP] oA,  0[-®(—d))]
PTost o8y oSy 08 954
d(—d)
= —d'(—d :
(—dy1) 25,

log(F)+0+4a)T -0 o d) _ —1a [_1
T -t 35 T B X |oyT—t

. , 9(-di) _ -1 : :
Por lo tanto, o5, = [S;rf\/'l‘—f]' Entonces,

perody =d (5. T.X.r.a) =

d(—dy)
r, = = —@'{—d .
P =08, (=di) =55,

1
= @'(~d,) |~——-———-—] > 0.

(7.47)

Note que I'), = I'e.



P O[T DX B(—dy) ~ 8§D (~dy)]

Vega, = — =
8% da do
— T f) U(I’(—dz) _ S;(‘)(I)(_dl) B (I)(—dl)?i
dJda dJdo do
. d(—d o(—d a5
R EA LA SRR LA S RPN Lt
o o do
sabemos que ' (—da)e ™ T-x = ¢/ (—d1)S8¢. entonces
OP T (—do) d(—dy) J5;
Vega, = — = ¢ "T=Dx @' (—d -5 d - &(—d
CERy = G TS (—d2) e 5¢®(—dy) pys P{—d1)—— D
d ‘ O(—d; 08
= 50 (=22 g0y P g O
(2
d(—da)  d(=dy) U5
= 5 ®'(—d — — d(-d
1 (—dy} s, pryn (- 1)00

recordemos que, dg = dy — o/T — 1 = O(é:"’) ( dl) + 00" [0(5;{2) - 8(5:‘)] =
i@diz Por lo tanto,
d(=da) d(=d)

- =vT -1
Ua do
Por lo que
apr f)br .54
Vega, = — = 50" (—d )WVT —t — O(~ — =10
B dao ' ) ()rr do
= 5P (—d)IWVT —t > 0.
Por lo tanto,
apP S
Vega, = 5y = Si@(—d)VT —t > 0. (7.48)
a
La variacion de P con respecto de X, estda dada por
P A [em"T DX B(—da) — Spd(—dy)]
OxX da
T 1y o OP(=d?) ge TI-Dx OP(dy) o8
=T TR G ~ 8 LA Y !
‘ ox Tl Ty TTox (~d3x
. O(—d: i _ d 68
= e MT-NX ' (~dy) (a:(Z) + B(—da)e "D _ 5,0 (—d) (axl) — & :

Sabemos que O (—da)e™T=HX = '(—d|)S;, entonces
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ar ~{T- 1) / N —dy) (T-H ' {—dy) 95y
= Y@ (—d B(—da)e " ' (—d — ®(—d
oYX (—d2) oyt (—d2)e S (—dq) 5% ( l)i)X
o(— (—d 98
= 5,0 (—a) 22 Ly T 0 g2 {(1) —®(=d) 5
O(—da)  O(-dy) . a5,
= 5, ®'(—-d - B(—dg)e T ) _ @ (—dy) ==,
1@ (~dy) oY 3% + ®(—dg)r ( fl)aX

Recordemos que, dy =dy —ovVl -t = B(U‘gz) d( dl) + a""T LN [OQ da) _ a(a_‘;f‘)] =
90yT Py lo tanto,

Y
H—da) d{-—-dy)

- = 0.
JdX JdX
Iintounces,
ar . ( a9
= O(—dqg)e T 1) (I>(—f11)‘)5* ! .
JxX OX 0X
= $(—dy)e T D 50,
Por lo tanto,
JP :
% = B(—dg)e "D 5 . (7.49)
La variacion de P con respecto de r. es
oP 9 [eT" T DX D(da) — 54 P(—dy)]
gr dJr
OP(—ds) JeTT=-H x AD(—dy) 084
RALIRLD @i LI, Y e -8 — D(—dy)—
ar b2 Jr T o (=) ar
. M- ” d(—d
= TN X B (—dy) (0‘2) + B(—dy)e "I (WT — 1) — §,B(—d)) (a:l)‘
N I

Sabemos que @ (—dg)e"T=0Y = @'(-dy)Sy. y F2t = 0 entonces

JP . J(—d . d(—d
—-——d} zpfw(T_t))((I’,(—-dg)——d(,(2)-I-(I’(—(IQ)P_?(T—P‘)(—)(T—f)-Sf(I)’(—dl) ( 1)
or dr dr
U(—dg) a(—dl)
Y
= S ®{(=d1) dr dar

+ B(—dg)e T ()T 1) — 5,9 (=dy)

O(—dz) 9(-dy)
ar or

= 5;9'(-dq) — O{—dg)e "T=HT ~ 1),

Recordemos que, de =d; —oVT —- 1 = a(b;‘iz) ( d‘) + aovT AEN [6(5:_12) — 0(;:}1)] =
Qﬂ;—f*—r_—_f Entonces,
d(—dz) 0(=d1)

ar ar

= 0.



Por lo tanto,
ar )
.a— = - ®(- dy)e T i')(T ~f) < (7.50)
v

Variacion de P con respecto de T. Esto es,

o 2 9P _ 9 [ 7T DX B(—da) — 5 D(-d1)]
P ar oT
i OB(—da) oo "T-Nx OP(—d)) R
e TN T L () G L B(—dy)
e o7 T (—d2) 5T ‘5T {(—dy) o7
(T d( -da) T d{—d))
— r{T t),Y(I)I —d 2z D(—d. rT—t)e .y _ g (I)’ —-d .
e ' (—d2) T (=da)e (=r) = 54P'(=d1) 5T
Sabemos que @' (—dp)e " TNX = ®'(—dy)S;. y % = 0 cutonces
UP - (‘) _d Wiy ol 0 _‘d
(_)p = 5’}: = (T_t).X(I)’(—dg) ( j2) + (I)(—ffg)(‘_?(j _f')(—?‘) — Sf(b’(kt’l']) (aTl)
d(—d. . d(—d
= $,®'(—d1) (E,”) + O(—dg) X e T (=) — 5,3 (—d)) (8;1)

d(—dg) 3 H—d1)

= 5P (—d
S5: @ (—dy) T e

] —rd{—dy)Xe "I

Pero, dy = d| — a/T — t = 0(5;3:) — 0(5;{;) J di\/—*%*-t N [0(5;2) - 0(5;1)] _ 9oyT—1

aT
Entonces,
d{—da) O(—dy) _ a
oT oT  2JT — ¢
Por lo tanto.
. UP S T (T =t =
Op= = 5,@’(-dl)2\/T — r®(—dg)X e T, (7.51)
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CAPITULO 8. LA ECUACION DE CALOR
Y LA FORMULA BLACK-SCHOLLES

8.1 INTRODUCION

En este capitulo se transforma la ecnacion diferencial parcial determinista de Black-
Scholes en la ecnacién de difusion de calor. Se analiza el caso de un call europeo, estable-
ciendo para ello las condiciones de frontera y las condiciones iniciales.

8.2 DEDUCCION DE LA ECUACION DE CALOR

La ecuacion diferencial parcial Black-Scholes v las condicones de frontera para un call,
(8, 1), Europeo cstan dadas por

6(' + 1 BIS'Z 02(‘
05 T 27 7 9s?

(') f
FrS e — e = 0. (8.1)
95

con

c(0.4) =0 (8.4) ~8 cuando § — oo,

e(S.1) = max(S — E. 1)

Mediante cambios de variable. la ecuacidn anterior puede ser llevada a la ecuacién de
difusion o calor. Para ello, sea

§=EFE¢" =T — 'II'E ('(S,]‘) = EV(.’L‘.T)
‘2'0'
o ?"
(. 0) = max{c® — 1.0); =1
§U

Futonces, se tiene que

(S, 1) = max(S — E.0)
= max(Ee" — E,0)
= max(E (e’ —1),0)
= Emax(e" —1,0)
= Ev(x.0) donde v(r.0)=max{e® - 1.0}

Note que 8 -——Ee”r:>:r=ln(%) yt=T—-1z=>71= —21-02('1"—#).
2

dc 8% de .

Las derivadas parciales de ¢ con respecto de f y s, es decir 3, 557 ¥ 55
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de  OEv(e.r)  OEv(n (£) 5031 —1))

Frie

ot ot
e, r)
dJt

di dr
El——].
[(’)T (')1‘]

dv =1 4
F— a
dr | 2

de _OEv(x.7) _ JEv(ln (%) %az(T - 1))

Jas

92
052

a8 a8
dv(r.r)
Jd8

i Ba
E|Z=Z=
Jdr dS

g 11
EZ 1
oar {b]

__e .']"
dEv(x.7) d (dv{r,7T) _,
—— rl—— ——————— 2
) 5 a5 da
Qulr.r) .\ O
haii LI hell
x dr a9
2. 1) . O T)\ Or
7 © - o
da= da y

(8.3)



Sustitnimos la ccuacion (8.2). {8.3) v (8.4) en (8.1). esto es

- —1 4 2 27 2 2 -2 1 LOov
— [—n :1 + —F*c" 53" N Z-{-rb(’ 5—-9 *—rEr=1

x

dv | =1 4 +_!_02(')2H 1020’/ ‘é)u
27 a2 2 dx Jr

Jr | 2
dv 0% v r dv N T 0
——— e —— - v o=
dr  Or? O %02 dr %crz
Despejando 0—1;, se tiene
v v v 4 roodv r ; r
—_— = _— —_— = 23 sea by =
ot o2 gr @ LoZoa %Ug’ 1 %02
5% ow T dv L
= R — —_— 17
012 Or  lor
92 dv
= by —1)— — kv
Jr? + (ks )(').r o
Por lo tanto,
Jv v av
— = ki —1)— — kv 8.5
ar 8.1‘2 + ( 1 )01 v ( )
El signiente cambio de variable es
po= T )

.42
Se caleulan las derivadas parciales de v con respecto de 7 y r, es decir Si gz y %‘f

Ju de iy, (r.7)
Jr dr
dulr,
c“-r+ﬁf._m’(gr' )+1(r ey (8.6)

e p AT [M + evu(r. T)] .

dr

0%y _ 2_ du
Je2 " ox | ox

20y : . Fai
(,a:r+ﬂ'ra (e, r)  Oulr.7) ST ()OSR o poatBT dulx, )

a2 oxr du
&%ulz. ) dule, 1)
_ o
= [m&r? + 20 _—d.x +alule, 7).
(8.7)



0._1}_ — tﬁr\r;r+.r:h"(‘)”(‘F‘ T) + H(.T. T)Prv:c+ﬁ‘rﬁ
or dr

- (J(hT‘FHT liang"r"r) + ?“ ):|
dr

Sustitnimos las ecuaciones (8.6G). (8.7) v (8.8) en la ecuacion (8.5), esto es

3. | Oula, . D2 u(r. dulr,
Lo AT lfmf’)r:'. ™) + Bu(r. T)} = AT [‘ :;(:3 7) 4+ 20 Ui)t:r' i +au(r. T)]

: dulr,
4 (ky ~ 1)et AT [M + oulr. T)} — k™ (0, T)

dx
G, 9%u(r, du(x,
L{):Q + Bufr.t) = IEIJ(.:Q r) + 20 ui):‘ ) + o 2u(r, T)

+ (k) — 1) [c_)_z-rfh—) + mr(r,‘r)] — kpu(x, 7).

Por lo tanto,

o 3] &% 0
Z)—:l? + Bu = olu -+ 2(\0—?;- + d—l—g + (k= 1) [()—1: +nu] — kyu. (8.9)
O bhien,
du s (k Do + & 9 du n &2 bk 1)()u
— {— vt — w Vv + by = 260 — + —= -
or LR e A TR T T
] o R
DU w0 = (hy = o 4 il = 2220 + k1 — 1] + —”
ar E
Si B—a’—(ky—Da+k =0 = B =04k —Da -k (8.10}
Entonces,
tu du 0%
—_ = ——[2(}+A1—1]+-——. (8.11)
dr
Sea 2n 4+ k1 —1=0. (8.12)

Por lo tanto. la ecuacidn de calor estd dada por

du . 8%u
gr o2

(8.13)

Note que de las ecuaciones (8.10) ¥ (8.12), se tienc
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ESTA TESIS Mg poog
MR BE 14 mBLITeCy

-1
20 +k;—1=0 n=—2—(hﬁ1)
9 _ = kb -1l=-20 =
0%+ (k= Vo = by = 4 0? = (k- 1’
4
Sustituyendo el valor de k1 — 1 y ¢l valor a2 en 4. se tiene
n? + a(=2n)—k; =1
R by =1
—a? - ki =1
Eutonces,
| 1 1 1 1
A=k —a?= k- (k=12 = by = (7 =2y + D)2 = =y — kP 4+ 2k — =
1 14(1 ) 14(1 1+ 1) 1= it gk g
1, 1 1 1., 1 )
=k Ty — = R U 4 1) = — = (ke + 1)?
PR SLE S 4[14’ 1+ 1] d(l%—)
Por lo tanto.
1 2
3= _Z(h + 1)
1 (8.14)
= (ky —1
" 5 (kg — 1)
Sustituimos {8.14) en v = e™ 7y (2 1), entouces
— Sk Da-dk+1)%r -
v=e¢73 i w(x, 7) (8.15)
Por lo tanto, la ecuacién de calor esta dada por
du 9% cr< >0
— =-—5: para —oc0< T <0O. T .
ar  or? 1

Lk Lk —
con u{zr.0) = ug(x) = max{esthitr _ o3thi-bz g},

La solucion a la ecuacion de difusion de calor, que es una ecuacion diferencial parcial
de segundo orden. lineal, parabdlica, esta dada por

1 ”0 L2
ulr,7) = 57—:/ wo(s)e s
T J oo

doude

wo(r) = max {p%(klﬂ)x _ ohll-n)z 0}

Considérese el signiente cambio de variable
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§ — —m L/ 1 —
2= S\/Q_] = s=u+V2ra % = o = ds = V2rds'
T ds V27

2 2
¥ s -8 -
Note que » 2 = LT-)— = L—,;;—)—— Eunlonces,

ulr,7) =

S S
2\/5‘_ uglshe ds
ug x+ V2ree T \/27)(17

- PAVE S
= 2 [T e VI F
N uo(.r T2 )e da

/2 .
r / nglr + \/ZTI Tll 2(.1"
drT

X
\/T/ wo(r + VQTE = :1?".
K3

o =)

Sabemos que

up{s) = max {F%U"‘“)(‘”‘ﬁ;“) _ e3thi-Dietvar’) 0}
Entonces,

r+v271 .2 v :"

u{r,7) =

aly

\/27r
— 1 / {p:}(k1+1}(m+\/2_r_;u') _ e%(kl—l)(.rh/ﬁm’)}e:il;rfzdn,:

?

k3
l

A

S %

[ %’f k41 (a4 QTT’](:%"BQ(LT.'!

2r

H

“|'

(kl—l)(r+\/§;:r 7.—:1" da’
\/_

=Y — Po.
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Note ¢que.

. : L1
(‘%(A1+l](f+\/2‘r.l"’)('7.l A’

=

Il
<.
o
i

\."‘ET
] ~ i I - 1 _ 2 1. !
— 2 (!E( l+l)]FTT +?(L]+l) 2ra (l.["
VA (S -
v2r
1 ~oy S1[.o2 s
— _\72: ci(ki-l-l}f(.»-z—[.r (ki +1)v2rx ](l.t‘f
Fi 5
" VT
. " 2
™ gt ik,+1)° %‘[.r" R D ]
= — PRk gk +1)7 2 A’
V2r sz
Mo
1 C I . , ___L[T:_Uquw’ﬂ]?
- V2 / p 3kt )+l +1)7 2 : da’
r Jo=
Y VT
2
Ah(kiFDe (D2 oo _Tl[_?,,__;u- *;"/'*—T]
= / e da’
Vv aw . 7%
| k Vv
Sea w = a' — 1+é) LN %’,— = = Jdw = da’. Note que cuando z’ toma el
o . NG . 3 NG ,
valor ' = \;2% w toma el valor w =2’ — U“+5} T = \/I;F — U“"‘;) 27 Entonces, se tiene

que

ettty +1)? oo !
et
2 i
ppRi DL+ peo Sl s
= e 7 da!
Vv 2T Jo= . LL.U.L“.‘/'J_L
LoV : (8.17)
e DR (1) e 12
= e Wdy'
V2T “[;—+M]
2r 2

e s (Ri+D)a g (ki +1)?
= T ®1(d1),

, ki +1)v/32 I lg? . o,
donde. oy = 7‘% + L‘%l_"l e Oy(dy) = [ e72% ds es la funcién de distribucion

)

actinulativa para la distribucion normal. El cdleulo para o es idéntico sélo que en lugar
de ky 4+ 1 es kb — 1. Recordemos que

Y o= (,_Tl“(kl-—1)1‘—%(kl+1)2‘r“(:1:1T)1
r - T r-l--}-fr2
donde =1 = htl=1z+1= 1%
37 il F7



Sea
1 .
L= log (E) ; T = §az(T—f); c=cEv(r 1),

o(8§.1) = SB(dy) - Ec T Da(dy).

Note que. ¥ = %nQ(T —t) = 2r=0%T-t) = V2r=0,/(T —t).Entonces.

a + (b1 + V27

{: =
[t \/E 5
r4dat
Clog(§) T V2
- Ver 2
g (§) |, (r+WVE
B V2r 2%02
B rleog(—?-) + (? + %ﬁg)ﬁ\/—Q_r
- V2ra?
0210g (%—) - (1 + lsz)Q'r 9
= — 2r = T —1
\/27"02 = )
ot lor(§) + (32T =)
2ro?
o (8)+ (4 4T~ )
V2r

Por lo tanto.

(8.18)

Aunalogamente para do.
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CONCLUSIONES

El Mercado de Derivados v en particular el de Opciones presenta una alternativa de
inversion que estd desarrolldndose de manera iimportante en las economias emergentes,
como es el caso de México, a través del Mereado Mexicano de Derivados S.A. de C.V.
{(MEXDER). Los diversos tipos de contratos listados que ofrece este mercado, presentan
hasicatente 2 escenarios de inversion: el especulativo v el de cobertura.

Desde la vertiente econdmica. los Derivados constituven nn contrapeso iimportante
para equilibrar los mercados financieros. Es ast que los coutratos de Futures, Forwards
v Opciones avudan a “cubrirse "contra flnctuaciones adversas en los precios de acciones,
divisas, hienes, indices, entre otros.

En cuanto al desarrollo de la Teoria de Derivados, y en particular de las Opciones,
sc enenta con herramientas que permiten valuar a los activos financieros. El modelo mds
conocido v utilizado es el llamado “Modelo de Black-Scholes ”. desarrollado al principio
de los 70°s por Fisher Black y Myron Scholes. Hasta el momento, se han realizado gran
variedad de investigaciones tomando comno base dicho modelo. Como resultado de estos
trabajos. sc ha generado, un importante utimero de extensiones del modclo; sin embargo.
la complejidad téenica es también digna de considerarse,

En este trabajo se presentaron 2 alternativas para encontrar la Foérmula de Black-
Scholes. que a pesar de su complejidad. en la prictica, constituyen buenas herramientas
de apovo para la Valuacion de Opciones.

Hov en dia, el crecimiento acelerado de las lamadas Tecnologias de la Informacién con-
juntamente con el desarrollo de métodos wimericos para resolver ecuaciones diferenciales
parciales, constituven otra alternativa viable para la Valuacién de Opciones.

Por lo ¢ue considero que esta 1iltima alternativa. tendrd un campo importante de

desarrollo como herramienta de apovo para la toma de decisiones financieras. Sin soslayar
la importancia de continuar investigando sobre la Teoria de Derivados.
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