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"It would have been more impressive if it
Jlowed the other way"”

-Oscar Wild, acerca de las cataratas del Nidgara.

"Imagination is more important than knowledge (but
thanks for the Nobel Prize, anyway)"”

-Albert Einstein, 1921.



Resumen

Se estudian las propiedades de una columna granular unidimensional de N particulas
sujetas a la fuerza de gravedad, que colisionan entre si con coeficiente de restitucion &.
La energia que saca a las particulas de su equilibrio proviene de una base que transfiere
energia a la particula mas cercana a ella.

El presente trabajo consiste de tres partes, siendo las primeras dos tedricas y la ultima
experimental. En el primer capitulo se analizan las colisiones de una particula con una
base mévil, donde se construye un parametro adimensional que caracteriza el perfil de
velocidad de la particula tras su colisién con la base. En la segunda seccion del capitulo
se estudia la colision de dos particulas puntuales usando como base una pared térmica.
A continuacién se estudian las caracteristicas para N>2, donde ni las condiciones
iniciales, ni la velocidad caracteristica de la base influyen en el estado que alcanza
asintdticamente el sistema. La columna de particulas puede adquirir una de dos
configuraciones especificas dependiendo tnicamente del pardmetro N(I- €). y una
Gltima que ademas depende de N. A estas configuraciones se les llama estado
“levitado”, estado "levitado oscilante " y estado "no levitado”. La formacién de comulos
cuya posicién oscila con el tiempo es una caracteristica importante del estado "levitado

oscilante”. El periodo de oscilacién de estos cimulos es medido. Cuando el sistema esta



en un estado "levitado”, se muestra que el sistema de N particulas puede verse como el
de una sola en un medio viscoso.

Otros factores que se estudian y que son determinantes en la caracterizacion del sistema
son : el nimero de colisiones que se llevan a cabo en la columna, la energia de la ltima
particula como funcién del tiempo, la altura del centro de masa con respecto a ladela
columna y la energia disipada, por particula, por unidad de tiempo.

En la tercera parte del trabajo se analiza el probiema experimentalmente. Se coloca un
namero determinado de balines de acero en una columna vertical a los que se inyecla
energia por medio de una base que se mueve sinusoidalmente. Utilizando pares de
emisores-detectores, se cuenta e} mimerc de balines que pasan a ciertas alturas como
funcién del tiempo. Al comparar estos resultados con los obtenidos tedricamente, se
encuentra que el comportamiento de la columna de balines corresponde al de un estado

"levitado oscilante”.
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Capitulo I

Introduccion

i) . Qué es un medio granular?

La fisica de medios granulares se avoca al estudio del comportamiento colectivo de
agrupaciones de objetos sélidos. Estos objetos pueden ser desde granos de sal hasta polvo
que forma anillos planetarios [1].

Las propiedades de los medios granulares dependen, entre otras cosas. de la naturaleza de
las interacciones entre las mismas particulas, ademas de su interaccion con el medio que las
rodea. Generalmente las interacciones que hay que tomar en cuenta sen disipativas, a causa
de Ia friccién y de Ja inelasticidad de las colisiones. Tipicamente, la energia de un grano es
varias érdenes de magnitud superior a kyT (donde T es la temperatura y ky, la constante de
Boltzmann), por o que la temperatura no juega un papel importante en la dindmica de los
medios granulares. Por este motivo, los argumentos termodinamicos clasicos no se pueden
aplicar. Ademas, en muchos fenémenos se encuentra histéresis, por lo que posiblemente las

configuraciones metaestables las que gobiernen su comportamiento [2].



Owo fenémeno interesante en el estudio de los medios granulares es el de granos
confinados en silos. La presion que ejercen los granos sobre la base tiene cl mismo
comportaniiento que el de un liquido confinado si el medio tiene una altura de unos cuantos
dismetros de granos, pero este comportamiento cambia a partir de una altura critica,

Los medios granulares se comportan de maneras distintas 2 como lo hace un solido, un
liquide o un gas, por lo que se les podria considerar como un estado adicional de la materia
[3]. Si bien en ciertos regimenes pueden exhibir caracteristicas muy similares a cada uno

de estos estados.

ii) Marco Histdrico [4]

El primer hombre en incursionar en este terreno fue Leonardo de Vinci. quién llevé a cabo
una demostracién experimental simple y clara de las leyes del frotamiento en seco. que
estan relacionadas con pilas de arena.

En el siglo XVIli. Charles Coulomb escribié un articulo decisivo y todavia
frecuentemente citado, titulado "Ensayo sobre una aplicacion de reglas de méaximos y
minimos a algunos problemas de estitica, relativos a la Arquitectura”. En él, Coulomb
describe observaciones experimentales sobre el equilibrio de los taludes. la estabilidad de
edificios de piedra y otras construcciones. Este trabajo es la base de las leyes de Coulomb
sobre el frotamiento seco de solidos con sélidos y sobre su extension al dominio de los
medios granulares, y puede considerarse que se trata del articulo fundador de esta
disciplina.

En 1780, Emst Chladni hizo observaciones suficientemente curiosas sobre las

diferencias de comportamiento entre materiales granulares ligeros y otros mis pesados y

2



gruesos. Sus experimentos fueron retomados y confirmados tiempo después por QOersted
{(1777-1851).

Alrededor de 1831, Michae! Faraday se intereso, en relacién con sus investigaciones
sobre la inestabilidad hidrodinimica, en los problemas de pilas de granos sujetos a
vibracién. Planteé el efecto del aire en los procesos de la forma de una pila de material
granular.

Partiendo de algunas de las ideas de Coulemb, Rankine analizé en 1857 de manera
tedrica aspectos de la friccién en medios granulares, a partir de los cuales establecid los
ahora ltamados estados activos y pasivos de Rankine.

Los problemas sobre el equilibrio de fuerzas en medios granulares en silos fueron
estudiados tanto por Roberts en 1884, como por Janssen algunos afios después y por
Rayleigh en 1906.

A finales del siglo XIX, Reynolds hizo importantes contribuciones en el campo. en
particular relacionadas con la dilatancia y con los Angulos que forman las pilas constituidas
por materiales granulares.

En el siglo pasado aumenté el interés por ¢l estudio de los medios granulares,

especialmente a partir de los afios 90°s.

iii) Principales dreas de estudio

Las areas gue mas atencién han recibido en los dltimos afios y sobre las que se han
escrito numerosos reportes cientificos son :
1) Segrepacién .- Cuando un material granular es agitado de manera apropiada, las

particulas de distintos tamafios tienden a separarse. yéndose las de mayor tamaiio

)



2)

3)

4)

hacia la superficie sin importar su densidad [5]. Este fenémeno también se
encuentra en largos cilindros o tambores que giran muy lentamente en torno a un cje
horizontal. Aqui las particulas van cambiando de posicién por medio de sucesiones
de avalanchas y los distintos materiales se agrupan en franjas a lo largo del eje [6,7}.
En oposicién a este fendémeno, es comiin en la industria la necesidad de mezclar dos
materiales granulares en iguales proporciones.

Avalanchas .- Dependiendo del nimero de particulas que lo compongan, los medios
granulares pueden apilarse hasta alcanzar dngulos criticos con ta horizontal, después
del cual se forman avalanchas que reducen este angulo[8,9].

Confinamiento en silos.- Dentro de la industria alimenticia, el confinamiento de
granos y semillas juega un papel muy importante. Uno de los fendmenos mas
curiosos es el de arqueo. La presion que ejerce una columna de granos sigue la
recta hidrostatica hasta que a una altura critica la recta cambia su forma y tiende a
un vator constante. En otras palabras, para alturas suficientemente grandes de la
columna, la presion que ejerce la columna ya no depende de su altura [10,11]. Este
efecto es debido a que el peso de los granos se distribuye de modo tal que se forman
arcos de fuerza que depositan parte de su peso en las paredes del contenedor. Otro
fenémeno importante y no trivial que aparece como consecuencia del arqueo, es el
vaciado de los silos.

Materiales sujetos a vibracién.- Los materiales granulares sujetos a vibracién
presentan comportamientos peculiares {12,13,14]. Si se tiene una capa formada por
entre 3 y 30 particulas y la base se somete a vibracién, sc forman patrones
superficiales en dos dimensiones que pueden ser cuadros, hexdgonos, o espirales,

dependiendo del valor del pardmetro adimensional r=4an’Aflg’, donde g es la



aceleracion de la gravedad, y A y f son la amplitud y la frecuencia de las
oscilaciones. También es posible encontrar los llamados oscilones que son

excitactones circulares de frecuencia /2. Ver figura 1.

Figura 1

a)Patrones formados por arena vibrada. B) Oscilones
{fuente: httplfchaos.ph.utaxas.edulmsezrchlgranuiar!sandpic.htmi)

iv) Motivacién y antecedentes

Dentro del mismo campo de Ja industria alimenticia se presenta el problema del
transporte de granos y semiilas. Si los granos son sometidos a vibracién, pueden
alcanzar un nuevo estado mecanico llamado de fluidizacién que hace mas ficil su

transporte [15]. Tal sistema se utiliza también en la industria farmacéutica,



Este fenémeno de fluidizacién se da también en una y dos dimensiones. En cualquiera
de los casos, la caracteristica comiin es que se inyecta energia a un sistema que la disipa
a través de colisiones inelasticas y friccion. Lo interesante es conocer las
configuraciones especificas que adquiere el sisterna sometido a estas condiciones.

Et objetivo de este trabajo es caracterizar un sistema unidimensional de particulas
esféricas idénticas (que tienen el mismo didmetro y el mismo coeficiente de restitucion)
sujetas al campo gravitacional y a las que se les transfiere energia por medio de una

base vibrante.

Los antecedentes pueden encontrarse principalmente en dos trabajos {16,17]. En el
primero se estudia, por medio de una simulacién computaciconal, un sistema de
particulas cuasielasticas en una dimension. La inyeccidn de energia se da a través de las
colisiones de la particula inferior con la base, que es para este caso una "pared térmica”
inmovil. Cada vez que la particula colisiona con la base, adquiere una velocidad tomada

de la funcién de distribucién

-(vlu)l
I

W(v)=(2vid®) e (1.1}

donde @ caracteriza a la base y v es la velocidad. De este modo la velocidad que
adquiere la particula estard descorrelacionada .de aquella con la que colisiond con la
base. En este articulo trabajan con doscientas particulas y coeficientes de restitucion
que varian desde 0.9999 hasta 0.998. Para cada altura obtienen los perfiles de densidad
y velocidad y comparan estos resultados con otros obtenidos tedricamente usando la
ecuacion de Boltzmann. Para ello desamrolian las soluciones de la funcidn de

distribucién f(x,v) en potencias de qN, donde q = (1-e)2, ¢ es el coeficiente de



restitucion y N el nimero de particulas. Una vez hecha la expansién encuentran las
soluciones aproximadas a primer y segundo orden y a partir de ellas obtienen los
perfiles de velocidad y densidad. De acuerdo con sus resultados, la densidad disminuye

exponencialmente conforme la altura aumenta.

En el segundo articulo también se analiza ¢l problema usando una simulacién
computacional, pero con la diferencia de que usan una base mévil, cuya posicion esta
dada por una funcién de diente de sierra. Obtienen tres diferentes estados como funcién
del parametro y = 2gN. Si este parametro €s mucho menor que uno, entonces
encuentran una fase a la que llaman gaseosa, en donde la densidad también disminuye
conforme la altura aumenta. Para valores de y entre 1.5 y 3, encuentran la aparicion de
un camulo cerca de la base. A este estado le Jlaman parcialmente condensado. Si y>3
las particulas se colapsan en la base, por lo que esta fase lleva el nombre de condensada.

La aparicion de estas fases es consecuencia de considerar colisiones inelasticas.

El presente trabajo consiste de tres partes, siendo las primeras dos tedricas y la ultima
experimental. En la primera se analizan las colisiones de una particula con una base
mévil y la colision de dos particulas puntuales.usando como base una pared térmica.

A continuacion se estudian las caracteristicas para N>2, donde ni las condiciones
iniciales, ni la velocidad caracteristica de la base influyen en ¢l estado que alcanza
asintéticamente el sistema. La columna de particulas adquiere una configuracion
especifica dependiendo Gnicamente del parimetro N(1- €). A estas configuraciones se

les llama "levitada®, "levitada oscilante" y "no levitada™.



En la tercera parte se analiza el problema experimentalmente. Se celocan un nimero
determinado de balines de acero en una columna vertical a los que se inyecta energia
por medio de una base que se mueve sinusoidalmente. Utilizando pares de emisores-
detectores, se cuenta el niimero de balines que pasan a ciertas alturas como funcién del
tiempo. Al comparar estos resultados con los obtenidos tedricamente, se encuentra que
el comportamiento de la columna de balines corresponde al de una fase
semicondensada. Finalmente, las conclusiones y perspectivas se presentan en el ultimo

capitulo.



Capitulo 11

ILI

Una particula

En esta seccion del capitulo 11, describimos el comportamiento de una particula puntual
sujeta a la gravedad, que colisiona con una base que s¢ mueve sinusoidalmente. La
descripcién se hace construyendo una funcién de distribucidén gue nos da la probabilidad de
que la particula adquiera cierta velocidad (vp') después de su choque con la base .

A partir de los casos analizados se puede concluir que el comportamiento es ciertamente
complejo. Sin embargo, es posible construir un parametro adimensional K que depende de
los parametros dei sistema, y que da informacion sobre la funcién de distribucion. Si K<1,
vp' €s continua como funcion de la fase (s) de la base, y en este caso la funcion tiene dos
méximos locales. Si por el contrario K21, v,'(s) es discontinua y la funcién tiene un sélo

maximo.



i} Descripcion del problema

Nos interesa caracterizar el comportamiento de una columna vertical unidimensional de
particulas inelasticas, puntuales e idénticas, sujetas a la fuerza de gravedad y a las cuales se
les suministra energia, Esta energia es transferida a la particula inferior, la que a su vez la
transfiere al resto de las particulas por medio de colisiones. En este proceso existe también
una pérdida de energia mecdnica por la deformacion plastica de las particulas 2l momento
de colisionar. Por tratarse de un sistema disipativo, las particulas se mantendrdn en
movimiento siempre que no se les deje de suministrar energia. Experimentalmente es
practico suministrar la energia por medio de colisiones entre una base mévil y la particula
mas préxima a ella, que por tratarse de una columna unidimensional, es la inica con la que
puede colisionar.

Una parte fundamental de! problema consiste en entender como se da la transferencia de
cnergia entre la base y una particula. Ademas no es practico simular a la base como un
cuerpo extra dentro del problema. Seria conveniente substituirla por una pared térmica
inmévil que imprima a la particula una velocidad obtenida de una funcion de distribucion.
E! objetivo de esta seccién es analizar como se da la transferencia de energia ¢ intentar
construir dicha funcion de distribucién a partir de los pardmetros del problema.

Para ello analizamos ¢] problema de una sola particula puntual que se mueve verticalmente
y sobre la cual solo actita la fuerza de gravedad. Sea x(t) su posicién como funcién del
tiempo. Esta particula colisiona contra una base que se mueve periédicamente.
Supondremos que la posicion de la base estd dada por la funcién del tiempo

h(1) = A sen fwr+s), donde w es la frecuencia angular, A ¢s la amplitud y s es la fase. A

10



pesar de tratarse de un sistema aparentemente simple, la complejidad de su comportamiento
ya ha sido remarcada en trabajos previos [18,1 9.
Para obtener dicha funcién deben considerarse en primera instancia las ecuaciones que
expresan las relaciones entre las variables en juego. Sean v, la velocidad de la particula al
momento de chocar contra la base y v, la velocidad después del choque. Analogamente vy
y vy para la base, y finalmente, my y my las masas respectivas.
La conservacion de momento lineal antes y después de la colision esté representada por

Vp My + vy My = vy mp+ vy my, (2.1.1)

y la definicién de coeficiente de restitucién ¢ esta dada por

elve-wol=lv-wl, (2.1.2)
dondee < 1.

Si m = (m, / my) , de las dos ecuaciones anteriores despejamos la velocidad de la
particula después del choque :

mvp+vpte(ve-vp) (2.1.3)

(1+m)

si la masa de la base es mucho mayor que la de la particula se reduce a

vp' = -vpet+ e ( 1+€) (2.1.49)

Sélo analizamos este caso.

Como estamos restringiendo el andlisis al de una sola particula, para conocer la velocidad
con la que esta colisionara con la base es necesario, en primera instancia, suponer que se
deja caer desde una altura x,, 0 lo que es equivalente, atribuirte una velocidad inicial (v,) al

momento de encontrarse en la posicién x = A (ver Fig. 2.1.1). La velocidad de la particula

3



al momento del choque se encuentra al resolver la ecuacién cinemdtica vp=v, +gt, ylade
la base, v» = Aw cos {wt + s), donde t es el tiempo que transcurre desde que se suelta la
particula desde la altura A hasta su encuentro con la base. En otras palabras, t se encuentra

al resolver la ecuacidén trascendente :

A+vut+'ﬁgt2=Asen(wt+s). (2.1.5)
El método utilizado consistié en cambiar las posiciones de la base y de la particula tras
pequefios intervalos constantes 4 iguales a T/n , siendo n algin entero y T=2w/w. Cuando
la altura de 1a base era mayor que la de la particula, se tomé el muitiplo de df transcurrido
comeo t. Con esto se aseguré que la raiz encontrada fuera la primera; es posible, y
relativamente sencillo, calcular y controlar el error que el método induce en vy, esto tltimo

haciendo n tan pequefio como se desee.

Fase cero

2A

F )
Fig 2.1.1

Para obtener la distribucién deseada se hace la siguiente suposicion : la probabilidad de que
al momento de soltar a la particula desde una cierta altura x; (0 desde A con velocidad v,)

la base se encuentre en cualquier altura del plano entre A y - A, es la misma, Es decir, no



hay relacién entre el momento en que se suelta la particula y la fase de la base. Para fines
précticos, esto es equivalente a suponer que la fase s con la que inicia su movimiento la
base cuando la particula se encuentra en A es aleatoria. De modo que interesa saber cémo
cambia v," como funcién de 5 para asi construir un histograma que conduzca a una funcién

de distribuci6n f{vp,v,).

ii) Pardmetros relevantes y construccién de las distribuciones.

Recordemos que lo que buscamos a través de este anilisis es obtener la vetocidad de la
particula justo después de su choque con la base (que comenzd su movimiento con una fase
5). Una vez que se obtiene esta velocidad, colocamos a la particula de nuevo en su posicién
inicial, x=A, y se le asigna la misma velocidad v,, cambiando esta vez la fase de la base. Se
obtiene asi la velocidad de la particula v," como funcion de la fase.

Sea t*(5,A,w,v,) el tiempo que tarda en producirse la colisidn. Si A,w y v, son constantes,
entonces 1* es funcidn unicamente de la fase s, donde 5 estd en &l intervalo (0, 2n). Dado
que v,’ es funcion tanto de vy, como de v, y a su vez estas son funciones continuas de t*, la
continuidad de t* como funcion de s implicara necesariamente la continuidad de v," como
funcién de s. Por lo misme, una discontinuidad de v,” serd consecuencia de una

discontinuidad de t*(s}.

Es claro que si la velocidad de la particula v, es muy baja comparada con la velocidad
maxima que puede alcanzar la base (WA) y la aceleracion de la base (Aw?) es mucho mayor

que la aceteracion de la gravedad, la colisién entre ambas ocurrira muy cerca de la



posicién A para todas las fases iniciales (ver Fig. 2.1.2). En términos de la fase de la base y
de acuerdo con la ecuacion 2.1.5, el tiempo en el que esto ocurrira es:

t* = (-s +/2)w sis<w/2, (2.1.6)

t* = (-s +3/2)w sis> w2 217

Nétese que t es una funcion continua de s en los intervalos 0<s< w2 y nf2<s< 2m, pero
discontinua en s = /2, pues justo para esta fase t*=0 y para otra fase infinitesimalmente
mayor que esta, tendremos que t* = 3m/2w de acuerdo con la ecuacion (2.1.7). Esta
discontinuidad de t*(s) implica, a su vez, la discontinuidad de v,’(s). Nétese que en s= n/2
las trayectorias son tangentes. Como veremos mas adelante, la condicién de tangencia de

las curvas en el punto de interseccion es crucial para determinar la continuidad de v,'(s).
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-0.6 1 -0.% §
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Tiempo (adim) Tiempo (adim)
a) b)
Figura 2.1.2

Trayectorias de la particula y de la base dado Vo>>Aw y g<<Aw2.
Et tiempo se adimensionalizé con el periodo de la oscilacion y

Ia altura con ta amplitud de la misma

a}Fase=190 b} Fase = 140°



En el caso opuesto {(ve>>WA Y Aw’<<g) , sin importar la fase inicial, la base siempre sera
alcanzada por la particula antes de desplazarse apreciablemente (ver Fig. 2.1.3). En este
caso, la trayectoria de la particula es précticamente una recta vertical al ser comparada con
la trayectoria de la base durante un ciclo. Dado que la base no se mueve durante la caida de
ia particula, es posible despreciar el factor temporal del movimiento de la base y encontrar
a t* como funcion de la fase al resolver la siguiente ecuacion:

Asen(s)= A+ v, t* + % gt* 2, (2.1.8)
cuya solucidn es :

(* = (-vo/g) + [ (vo/g)" - 2A (1-sen(s)) /21" (2.1.9)

De aqui observamos que t* es una funcién continua de s, y por lo tanto v’ también lo es.
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0.4 0.4 Y
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aj b}
Figura 2.1.3

Trayectorias de la particula y de fa base dado Vo< <Aw y g>>AwZ.
Las graficas fueron recorridas para evitar contusion entre

el gje vertical y la trayectoria de la particuta.

a)Fase=0 b) Fase = 200°
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Hemos visto que v, es una funcién continua de la fase si se cumple que vo>>wA y
Aw?<<g. En el caso opuesto, Vo<<wA y AwD>g, vp'{5) es una funcién discontinua. En
ambos casos determinamos la continuidad de v,'(s) a partir del anlisis de la continuidad
de t*(s). Es importante reconocer que la discontinuidad en t* se debe a que para una fase
mayor que /2, y aunque la basé esti muy cerca de la particula, la base ya estd
descendiendo y necesita terminar el ciclo para regresar a h=A.

A continuacién analizamos lo que ocurre para casos intermedios y cudles son los valores de
los pardmetros que marcan la transicion entre una distribucién vp'(s) continua y una
discontinua.

Independientemente de los parametros del problema, si la fase pertenece al intervalo
(0, n/2) la base y la particula colisionarin en algin punto entre h=0 y h=A porque las
velocidades tienen sentidos opuestos. En este intervalo es imposible que exista una
discontinuidad en t*. Sélo existira una discontinuidad cuando las velocidades de la
particula v de la base tengan el mismo sentido.

Vemos que en s=1/2 la colision se da justo en h=A donde la base tiene velocidad cero.

A partir de s=r/2 existen dos posibilidades : la primera es que la particula siempre alcance
a la base en su movimiento descendente, es decir que para toda altura entre -A y A la
velocidad de la particula sea siempre mayor que la velocidad mixima que puede alcanzar la
base {esto es en h=0, donde vy, = wA). Si la velocidad de la base no es mayor a la de la
particula en h=0 entonces no lo serd para ninguna altura. Visto geométricamente, la
parabola que describe la trayectoria de la particula intersecta la curva del Seno en todos sus

puntos, y *(s) = t* (s+As), siempre que As sea suficientemente pequefio.



Pero es posible que después del choque en h=A (s" = /2, vy =0, v,=v,}, exista un valor
para la fase s (n > s >n/2) para el cual la velocidad la base sea igual que la de la
particula en alguna posicién entre A y 0. Entonces para cualquier fase mayor que s~
(digamos s***) la particuia no alcanzara a la base en su movimiento descendente. De este
modo, el choque se producird cuando la base ya haya cruzado el punto h=0 pero todavia
esté descendiendo, o més aiin, cuando la base ya vaya de nueve hacia arriba. En cualquiera
de estos casos, t* (s7) #t* (s”7") por més pequefic que sea As, definido como As =s5"""- 5"
De hecho, t *(s”) =t *(s"'") + Q, donde Q es el tiempo en que tarda la base en ir desde la
altura de tangencia hasta alcanzar la altura h=-A y regresar hasta colisionar con la particula.
Este problema puede verse como uno geomélrico, en el que se busca aquel punto del
dominio en el que una paribola es tangente a un Seno. Si este punto existe entonces la
distribucion serd discontinua. De lo contrario sera continua.

Para hacer este andlisis dejamos fija la parabola y movemos la grafica del seno desde su

fase cero hasta la fase en que sean tangentes.

En la figura 2.1.4a se muestra una fase 5°" de tangencia a una altura entre 0 y A, y cémo
para cualquier fase subsiguiente (figura 2.1.4b), la interseccion se producird después del
punto h=0.

Por lo anterior, t*(s) no sera continuo y por ende tampoco lo sera la velocidad vy’



Altura (adim)
Altura (adim)
(-]

Tiempo (adim) Tiempo (adim)
a) b}
Figura 2.1.4
Trayectorias de la base y la particula. Se marea t* al tiempo en ef que se intersectan por primera vez.
a) Las trayectorias son tangentes. B) Para una fase ligeramente mayor, t* es muchoe mayeor que en la fig. a).
£n ambes casos, la trayectoria de 1a particula se trazd después de su colisién con la base para favorecer
la visualizacion.
Por el andlisis anterior, resulta claro que si la particula y la base son tangentes para alguna
fase , entonces la distribucion serd discontinua. Si pedimos que, para alguna fase, la
particula v la base tengan la misma posicion y velocidad, llegamos a una ecuacion de cuarto
grado en 1* (ver apéndice) que, para tener solucion real , impone restricciones sobre los
pardmetros del problema. La restriccion es: wA / [vo + {g/w} j = 0. Llamamos K a este
parametro. y a partir del valor que tenga podemos afirmar si la distribucidn serd continua o

discontinua.

K= wA / [vo+ (g/w) ]; K1 distribucién discontinua,

K <1 distribucion continua.



Si comenzamos con una K pequeiia, digamos K=0.048, vemos en la figura 2.1.5b una

distribucion continua y con una forma cercana a la de un coseno, pues las trayectorias

nunca son tangentes (figura 2.1.5a)
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Figura 1.2.5

a) Trayectoria de |a base y de la particula. Nétese quu en el intervalo de altura {-1,1) Jas derivadas de las curvas nunca son iguale
b) Vp como funcitn de la fase. Motese que a curva es continua. Vp'se adimensionalizd dividiendo entre Vo.

En la figura 2.1.5a vemos que la velocidad de la particula (entendida como la pendiente de
la curva) es mucho mayor a la de la base (consecuencia de esto es que v, €s siempre
positivo, de acuerdo con la ecuacion 2.1.4) para cualquier punto entre Ay-A.

Al aumentar hasta K=0.29, v," llega a ser menor (cerca de s = =, figura 2.1.6b) que la
velocidad que alcanza en el valle de la figura 1.2:5b, pues pasados los 90° la velocidad de

la base y la de la particula tienen el mismo sentido y sus magnitudes son del mismo orden.
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En la figura 2.1.6a se aprecia como fa velocidad de la particula se aproxima mas a la de la

base pero sigue siendo mayor para todo punto.

K=0.29 K=0.29
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-1.2 4 0 100 200 300
Tiempo (adim} Fase {*)
Figura 2.1.6

a) Trayectorias de |a base y de la particula. Aun no son tangentes.
b) v, como funcién de la fase.

En K=0.99 (Fig. 2.1.7b) el valle que se habia formado en la distribucién de velocidades se
vuelve mas agudo todavia. porque la altura a la cual las curvas son tangentes es
practicamente cero (Fig. 2.1.7a).

Asi, para K=2.52 y como se muestra en la figura 2.1.8b [a distribucién es discontinua, pues
el punto en el cual las curvas son tangentes y se intersectan esta por arriba del cero {Fig.
2.1.8a). Es interesante notar que v,'(s) llega a tomar valores negativos para este valor de K,

cosa que ocurre cuando |v,, el < ivh( I+g) | de acuerdo con la ecuacion 2.1.4.
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a) La altura a fa cual las curvas son tangentes estd por arriba de h=0. b} La distribucion es discontinua después de s=90°.
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Una vez que tenemos las distribuciones, podemos elaborar los histogramas
correspondientes a través de elias. Para esto construimos intervalos de velocidad y
contamos el numero de valores que pertenecen en cada intervalo. A pesar de que las
gréﬁca-s de las distribuciones parecen estar formadas por lineas sélidas, en realidad estan
compuestas de puntos, pues la simulacién se corrié cada décima de grado de modo que
cada una de estas graficas estd formada por 3600 puntos. Por lo anterior, es posible
contabilizar el nimero de puntos que pertenecen a cada intervalo, En las siguientes graficas
utilizamos la frecuencia relativa, que es el nimero de puntos por intervalo, divido entre el

nimero total de puntos.

Nétese que conforme aumenta K (Fig. 2.1.9), también lo hace el intervalo de velocidades
que puede adquirir la particula. Por como se construye un histograma, aquellos valores de
v,'(s) donde el valor absoluto de la derivada sea pequefio comparado con todos los
posibies valores de la derivada, correspondera a un méximo en el histograma de v,’. Un
caso extremo es que v, (s} sea constante, entonces el histograma constard de un solo
punto.

En la figura 2.1.9a encontramos dos picos. que corresponden a la cresta y el valle de la
figura 2.1.5b. Conforme v,'(s) pierde simetria y el valle se torna mas agudo, el segundo
pico del histograma tiende a desaparecer (Fig. 2.1.9b). A partir de que v,'(s) se hace
discontinua, el segundo pico desaparece del todo y el pico que prevalece alcanza mayor

altura mientras mas grande sea K (Fig 2.1.9d).
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Figura 2.1.9
Histogramas para distintos valore de K. En ambos casos hay dos maximos.
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Figura 2.1.9
Histogramas correspondientes a las distribuciones cuya derivada se hace cero en un solo punto
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Es importante aclarar que esta caracteristica del pico se cumple para estos casos aislados,
pero no podemos asegurar que la altura del pico sea una funcién mondtonamente creciente
de K. De hecho para K=6.38 obtenemos un pico cuya densidad relativa es 0.04 (Fig.

2.1.10).

Frecuencia = 1000/s

K=6.38
[ 0.04 4
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0.005 A
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Figura 2.1.10
Histograma de la vilocidad de la particuia
después de la collsion con la base.
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-5.00 000 5.00 10,00 1500
Velocidad (mis)

La funcién de distribucion planteada al principio de este capitulo puede derivarse
precisamente de estos histogramas, siendo la densidad relativa igual a la probabilidad. Por
ejemplo, podemos decir. basandonos en la figura 2.1.9d. que de todas las velocidades vy’
posibles la mas probable es la que corresponde al pico. Pero esto no quiere decir que lo mas
probable sea que la particula salga rebotada con esa velocidad. Para asegurar eso, se
necesitaria ademdas que la altura del pico estuviera por encima de 0.5. Si la altura del pico
creciera mondtonamente con K, podriamos buscar un valor critico para K a partir del cual
fuera posible hablar de una velocidad mas probable. comparada con todo el resto visto

como un sélo conjunto.
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Es importante recordar que el objetive de este andlisis es entender como se lleva a cabo la
transferencia de energia de la base a la primera particula, para despucs aplicar este

resultado, en la medida de lo posible, al problema de N particulas.

En esta seccion del capitulo I, analizamos las colisiones de una particula puntual que
colisiona con una base que se oscila arménicamente como funcién del tiempo. El andlisis se
centra en la velocidad que adquiere la particula después de su colisién con la base.
Mostramos que la forma de la funcién de distribucion de dicha velocidad puede
determinarse a partir de un pardmetro adimensional K, construido a partir de la condicién
de tangencia entre las trayectorias de la base y la particula.

La obtencion de la funcién de distribucion resulta complicada, pues a pesar de que el
parametro construido nos da informacion sobre la funcion, K no es una constante del
probiema. Esto ocurre porque en h=0, la velocidad de la particula cercana a la base no es
siempre la misma. Por otro lado, de acuerdo con la ecuacion (2.1.4) la velocidad que
adquiere la particula al colisionar es del orden de la velocidad de la base, de modo que es

imposible dar por hecho gue v>>WA, 0 que V,<<WA, que 50n €ases simplificados.
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I1.2

Dos particulas

En la seccién anterior analizamos la velocidad que se le imprime a una particula por medio
de una base que oscila arménicamente en el tiempo. Ei comportamiento de este sistema
resulta complejo, por lo que es necesario introducir una simplificacién para analizar
sistemas con mas particulas. Whelan et al {20] analizan e} problema de dos particulas y una
base inmovil, encontrando caos y demostrando que incluso este caso aparentemente trivial
es bastante complejo.

Cordero v Ramirez [17] introducen una pared térmica inmévil que imprime a la particula
una velocidad obtenida de una distribucién que no depende de la velocidad con que la

particula colisione contra fa base. La funcién es :

2

W) = (viad) e (2.2.0)
donde @ es un pardmetro que caracteriza a la base. Un caso extremo es tomar como funcién
de distribucion a W(v) = 8(v-V,}. Es decir que independienternente de la velocidad con la
que colisione la particula contra la base, siempre adquirira velocidad V,. La pared no
funciona tnicamente como fuente de energia, sino también como posible sumidero, pues
siempre que la particula inferior colisione contra ella con una velocidad mayor a Vo, la
pared absorbers el exceso de energia, de medo que la energia de ld particula sea 2 mv,’.
Bernu et al [16] muestran que el comportamiento general del sistema no depende de la
forma especifica de la funcion de la base. A partir de este punto, wtilizaremos una base

inmévil que imprime a la particula inferior una dnica velocidad.
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Los estados de las particulas ahora estin dados por (x1,v1) ¥ (x3,v2) respectivamente, con la
particula 1 més cerca de la base, de modo que 0 # x, # x;. Sea hey la altura a la cual
colisionan las dos particulas.

De la ecuacion (2.1.3) pueden deducirse fas siguientes ecuaciones si substituimos los

subindices (b) de la base y (p) de la particula por 1 y 2, y si las particulas son idénticas

{m=1):
(1 +e)viz (2.2.1)
viT=v s T,
2
(l+e)yn2, donde vj2 = vy - va, (2.2.2)
vz = vt e
2

Para resolver el problema completo analiticamente es necesario plantear las ecuaciones de
movimiento y de pérdida de energia durante la colision de las particulas, ademas de la de
pérdida o ganancia de energia al chocar la particula inferior contra la base.

Sin pérdida de generalidad elegimos las siguientes condiciones iniciales: la particula
inferior se encuentra en contacto con la base y tiene una velocidad inicial V, que
caracteriza a la base y la particula superior se encuentra a la altura s; y tiene velocidad -v;
(va hacia abajo).

Sea 'F; la energia de una de las particulas. A continuacion definimos los siguientes

pardmetros adimensionales.

=gt/ V, y vi=vi/ V, . (2.2.3,2.2.4)
(Tiempo) (Velocidad)

si=2ghi/ Vo' , E=2E/Vsm (i=12) (2.2.5,2.2.6)
(Posicién) (Energia)
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Los nuevos parametros de posicién (s;) no deben confundirse con la fase (s) utilizada al
principio del capitulo.

Las ecuaciones (2.2.1) y (2.2.2) quedan exactamente igual, substituyendo v, por v;.
Transcurrido un tiempo T, las nuevas posiciones de las particulas seran:

52(1) =53 +2v0- T . 5(1)=21-7 . (2.2.7,2.2.8)

Y sus velocidades:

vil(®)=1-1 . vty =vz-1. (2.29,2.2.10)
Estamos suponiendo gue V, es suficientemente grande como para que las dos particulas
colisionen antes de que la particula 1 tome velocidad negativa. En ese caso, igualando la
ecuacion (2.2.7) a la ecuacidn (2.2.8), las particulas colisionaran al tiempo :

1= 52 {1+ ). (2.2.11)
El procedimiento parece sencillo: substituimos la Ec. (2.2.11) en las Ecs. (2.2.7 - 2.2.10)
para cncontrar las posiciones y velocidades al momento de la colisién. Después
substituimos las Ecs. (2.2.9} y {2.2.10) en las Ecs. (2.2.1) y (2.2.2) respectivamente para
encontrar las velocidades después de la colisidn (v, 'y v2"). Ahora enconiramos el tiempo
que le llevara a la particula inferior chocar contra el piso mediante la ecuacidn :

T '=-v|”(t)+(v."(t)2+ S|'(I))VJ. (2.2.12)
Para obtener la velocidad (v;""*) de la particula superior cuando la inferior ya ha alcanzado
la base, substituimos T por 1° y vz por vz en la Ec. (2.2.9). Nétese que la variable de
velocidad tiene una "prima” mas que la posicin por el cambio de velocidad que se efectia
en la colision. Para obtener la posicion s* utilizamos la Ec. (2.2.7), de modo que

s = s ¥2vy (2.2.13)

28



La particula inferior ha regresado a su estado inicial de posicidn igual a cero y velocidad
igual a | , pero tenemos nuevos valores para la posicion y velocidad de la particula
superior. Hemos completado un ciclo, la primera iteracion. Para obtener el estado de la
segunda particula tras la segunda iteracion, substituimoes a s y avy porsy y v’
respectivamente y repetimos todo el proceso. Rigurosamente, podemos aftrmar que el
estado de la segunda particula tras la enésima iteracién depende de las condiciones iniciales
s; y V2. Resolver el problema analiticamente no es trivial (ni-siquiera para la primera
iteracién), y no parece arrojar informacién sobre algun estado que se alcance
asintdticamente. Por estado asintético entendemos a aque! que se alcanza a tiempos largos.
A pesar de los impedimentos para resolver el problema analiticamente, las iteraciones se
pueden realizar usando una computadora, de modo que se pueda llevar un registro del
estado de la segunda particula como funcién del nimero de iteraciones realizadas.

Lo que resulta muy curioso es que en la simulacién computacional aparecen estos estados
asintdticos para cualquier valor de €. Ademds, estos estados no dependen de las condiciones
iniciales, es decir que solo dependen de €. Piasecki [21] llama a estos estados asintéticos,
estados estacionarios y propone un método para describirlos.

La clave consiste en suponer de antemano que el sistema se encuentra €n un estado
estacionario. Esto implica que aunque la suma de las energias de las particulas decrece en
cada colision, la energia de la particula superior sc¢ mantiene constante. Ademas, los
periodos de ambas particulas son iguales.

Sean E;{ y Eil las energias de las particulas | y 2, respectivamente, al momento de la
colision, y Ei| y Eaf  después de ella Recordemos que por definicion de estado

estacionario, B2} = Ea1. De la definicién de coeficiente de restitucion y de la ecuacion de
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conservacion de cantidad de movimiento, podemos obtener la energia perdida en cada
colisién como funcién de las velocidades con las que las particulas colisionan. Haciendo los
mismos cambios de variable, obtenemos la pérdida de energia en cada colision :

AE= (B + E2l) - (Bt + Bal)= vi” (1-e)/2. (2.2.14)

Por las caracteristicas de la base, E;{= 1, y de ia suposicion de que E;] = E;f = Es

obtenemos
-vy= vyt (14e) via/2, (2.2.15)
Evl=l-vi2? (-e2)/2. (2.2.16)

El tiempo que le lleva a la particula inferior alcanzar la velocidad precolisional v,

partiendo de a base es 11 ={(1- v;). Para regresar a la base, la particula tarda un tiempo 1},
en el cual su velocidad postcolisional dada por la Ec. (2.2.2) alcanza el valor - { Ey| )V’ . De

modo que

S(Ea)" = (vi- (He)val2)- Tl 2217
Por otro lado, el periodo de la particula 2 es el tiempo necesario para realizar un
movimiento de tiro vertical desde !a altura de la colision con velocidad inicial -v; y de
regreso hasta el punto de partida. Este tiempo es 1=-2va.

Por consistencia debe cumplirse que,

1= 2v, = (al+Tl)=1-(+ewnp2+(E])" . (2.2.i1%)
Las ecuaciones (2.2.15, 2.2.16) y (2.2.18) bastan para caracterizar el estado estacionario,
pues a partir de ellas obtenemos las siguientes relaciones:

viae 4/03+E)=(v - v2), Eil = (14 3e)/(3+e). (2.2.19,2.2.20)
Para obtener [a energia de la particula 2 como funcién de e y E¢T notamos que

Ex= v, 4+ Ep, (2.2.21)



donde E, es la energia potencial por encontrarse a la altura he,. Podemos encontrar esta
energia como funcion de las variables conocidas pues

Eo=1-vi% (2.2.22)
Utilizando las ecuaciones (2.2.15), (2.2.19), (2.2.21) (2.2.22) obtenemos

E, = (1+14g+e2y (+e)’. (22.23)
Las particulas colisionan arriba y abajo de heo alternadamente hasta que pasado cierto
nimero de colisiones (mismo que depende de €) alcanzan el estado estacionario. En la
figura 2.2.1 se grafica hew como funcién del nimero de iteraciones para distintos valores de
¢. Podemos ver como, mientras mds cercano a ! sea £, mas colisiones les {levara alcanzar el
estado estacionario. El caso elastico es una excepcion, pues se alcanzan alternadamente
dos hgy. Si £ es cercano a uno, tanto los puntos que marcan las alturas de colisidon

superiores a heoi como las inferiores, forman rectas cuya interseccion es precisamente heg.

Colisién Binaria

1.2 4
19 e
Adadas
08 " —— T e, |+ €085
E p—— - m— parers v o= R IRV
° a " b -
f 0.5 4 ..W J
2 o » £=0.999
k= *
041, e » gat
Pt
0.2 1
0 v v v "
0 50 100 150 200
Ho de iteracion
Figura 2.2.1

Aliura a la que colisionan las particulas como funcign del nimero de iteracién para distintos
valores del coeficiente de restitucién.
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Conforme nos acercamos a £=1 las pendientes de estas rectas van disminuyendo hasta que
en £=1 se hacen paralelas y con pendiente cero. Dado que en el desarrollo analitico estamos
suponiendo que se alcanza un estado estacionario con un \{inico hew , No €5 extrafio que las
ecuaciones (2.2.19, 2.2.20) y (2.2.21) no describan este estado singular.

Por otro lado, la energia que se pierde por efecto.de las colisiones toma valores en torno a
un AE.u de manera similar a la que la altura de colision converge a hey. La figura 2.2.2

muestra a heq como funcién de €.

Colisién binaris

1 -
0.9 1
0.8 4
0.7 4 .

8.5 4 .

0.5 1 .
0.4 4
0.3 4 .
0.2 4 .

0.1 -

Figura 2.2.2
R Altura de colisién asintética.

Heol (adim)

] Y T T T T 1

0 0.2 0.4 06 0.5 1 12
Coeficiente de restitucion
Una vez que se alcanza el estado estacionario podemos comprobar la validez de las
ecuaciones 2.2.19, 2.2.20 y 2.2.21. Como ejemplo de esto, veamos ¢l caso €=0.8 para el que
calculamos E,| / E;7 = 0.80055402 = v; comprobamos que este es justo el valor que

alcanza y tras correr la simulacion, como se muestra en la grafica de la figura 2.2.3.
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La motivacion para este andlisis fue la excepcional sincronizacién que se observa en las

simulaciones, de modo que podemos asegurar que si el sistema alcanza un estado

estacionario, entonces las relaciones obtenidas deben sostenerse. Sin embargo no nos

proporciona un criterio para determinar cudndo o cémo va a llegar el sistema a dicho

estado.
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0.74
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072
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07

E1181]

Ho. De iteracién

100

Figura 2.2.3

E1}/E1t como funcitn del nimero de iterac
un valor asintético igual a 0.08, como es pre
en el andiisis de Piasecki,



Capitulo III

N particulas

En este capitulo analizamos un sistema con N>2 particulas cor la misma pared térmica
utilizada en el capitulo anterior. Encuentran estados estacionarios que no dependen de las
condiciones iniciales del sistema, més que para el caso elastico. En cualgquiera de estos
estados estacionarios, el nimero de colisiones por ciclo es igual a N. Dado N, aparecen
cimulos de particulas a partir de cierto valor de €, cuya posicion oscila con el tiempo. A
estos estados se les llama "levitados oscilantes”. Cuando se tiene un sistema en ¢l que no
aparecen cimulos. se puede ver al conjunto de particulas como una sola particula inmersa
en un medio viscoso. A estos estados se les llama “levitados”. Encontramos que a
diferenecia de g, la velocidad que la base imprime a la particula inferior no provoca ningtin
cambio de estado. Introducimos el problema del colapso inelastico, mismo que se resueleve
utilizando un coeficiente de restitucion que es funcion de la velocidad relativa de las
particulas que colisionan. Analizamos la altura promedio del centro de masa con respecto a
la altura promedio de la columna, asi como la energia disipada, por particula, por unidad de
tiempo. Estas variables son calculadas como funciones de N y g, y encontramos que a partir
de ellas es posible determinar el estado particular que alcanza el sistema, siendo N(1-g) el

pardmetro relevante.
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i) Estados Estacionarios

De acuerdo con Biben y Piasecki [22] es posible deducir una condicién necesaria, més no
suficiente, para obtener estados estacionarios como funcion de £ y del nimero de particulas
{N). La condicion es

(1-ey<6y-2v, (3.1
donde y=( 1-g) N.

Este parametro (y) fue utilizado en varios estudios previos [16,17]. Para N=2, esta ecuacién
no impone ninguna restriccion.

Sin embargo, esta condicién no es vilida para todos los casos. Basta un contra ejemplo para
mostrarlo: si N = 5 y € = 0.41, entonces la primera parte de la desigualdad da 0.3481,
mientras que la segunda, 0.295, de modo que no deberia haber ningin estado estacionario.
Sin embargo, dicho estado si se encuentra at cotrer la simulacion.

A pesar de esto, el criterio resulta util para determinar los valores de € para los cuales
tendremos un sistema estacionario dado un nimero fijo de particulas. Por ejemplo, si
N=100, necesitamos estar en un régimen cuastelastico (e = 0.98) para lograr uno de estos
estados. Si N=15 entonces basta con que £ sea mayor a 0.81. Podemos asegurar que si
seguimos con N=15 y fijamos £=0.9, tras un suficiente mimero de colisiones, la energia de
la 4ltima particula sera constante. Resulta ilustrativo ver esta situacion en el espacio fase.

El estado del sistema en el espacio fase estd conformado por cada una de las
configuraciones (s1,vy,52.v2....5n,vn) que adopta el sistema. Dadas las caracteristicas del
sistema de ecuaciones que representan el problema, cada punto del espacio fase

evolucionara a otro punto tnico. Por ello si el sistema regresa a alguna configuracién
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previamente alcanzada, podemos decir que se trata de un sistema ciclico. Para analizar el
espacio fase de todo el sistema, seria necesaria una grafica de 2N dimensiones. Durante el
resto del trabajo analizaremos unicamente el espacio fase de la particula superior. En las
grificas del espacio fase que se presentan, graficamos tUnicamente las posiciones y
velocidades que tiene esta particula cada vez que un par de particulas colisionan (o la
inferior con la base). De modo que cada punto debe ser unido con la curva que describe un
tiro vertical, excepto para el case en el que sea la misma particula la que est colisionando,
donde habra un cambio discreto por efecto del cambio en la velocidad y la pérdida de
energia. A estas representaciones les Hlamaremos "espacios fase de colisén”, o EFC.

En todas las simulaciones realizadas, observamos que siempre que se alcanza un estado
estacionario el sistema regresa a la misma configuracion cada vez que la particula inferior
colisiona con la base. Por ello, el ntimero de colisiones que se lleva a cabo en el sistema
desde que la particula inferior colisiona contra la base hasta que vuelve a hacerlo
(colisiones intermedias) . sera el nimero de puntos que conformarin el espacio fase (de
cada particula) menos uno. Incluso en los casos en los que no se alcanza un estado
estacionario. los sistemas tienden a una configuracidn cerrada en el espacio fase.

El unico caso en el que la particula inferior colisiona contra la base mds de una vez antes de
cerrar el ciclo es el caso elastico.

Si hacemos los cambios de variable del capitulo II, encontramos que los espacios fase de
las particulas son idénticos ante un cambio de V, Esto siempre y cuando estemos
considerando particulas puntuales, o bien, que tengan el mismo didmetro adimensional.
Como ejemplo de esto vemos en la figura 3.1 el espacio fase de la nltima particula cuando

N=4 y £=0.8, con un digmetro igual a 0.1 cm para distintos valores de V, dado en cm/seg.



En ia figura 3.1b se puede ver que el espacio fase es el mismo por tratarse de particulas con

dismetro cero (que es un caso particular del reescalamiento de los didmetros).

a)

b)
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Encontramos otro resultado interesante: en todos los casos que los se tenga un sistema
estacionario {menos para £=1), el espacio fase de las particulas no dependerd de las
condiciones iniciales. De hecho, tampoco dependen de las condiciones iniciales los
espacios fase de los sistemas con e<! que resuiten ciclicos, aunque no estacionarios. Es
posible ver entonces que el sistema tiene una configuracion determinada por los pardmetros
(g, Ny g) que queda ejemplificado en la figura 3.2a donde se muestra la evolucion de los
puntos que cenforman el espacio fase hacia una zona, terminando en la configuracién que
se aprecia en el detalle (Fig 3.2b).

El equilibrio natural de un sistema de particulas inelasticas sujetas inicamente a la fuerza
de gravedad se alcanza cuando la columna descansa sobre la base. Al perturbar al sistema

imprimiende energia a través de la base, el sistema dindmico presenta un atractor [23,24].

n=2 Vo =100 cm/s
1 - —_— - - —
06
Figura 3.2
06 Evolucidn del espacio fase
- 04 de 1a particula supernior.
£
£ 0.2
g g a) Desde una condicién
- ] -
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E 02
8
-g: -04
-06
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-1
1
-1.2 - —_— e - .-

Altura (adim)
a)



N=2
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Una caracteristica notable es que el numero de colisiones que le lleva al sistema legar al

estado estacionario es mayor conforme € se acerca a uno, de manera analoga a como ocurre

para dos particulas.
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Coeficiente de restitucion

Sin embargo, justo en el caso elastico, el sistema ilega a un estado estacionario después de
muy pocas colisiones en comparacién con los casos cuasielasticos. Es cierto que este

numero de colisiones depende de las condiciones iniciales (el caso extremo es que la
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condicidn inicial fuera una de las configuraciones estacionarias). Pero las fluctuacicones

relativas no son grandes de modo que la figura 3.3 da una idea.de la refacion que existe

entre £ y el nimero de iteraciones y la diferencia dréastica entre el caso elastico y el

cuasieldstico.

El tinico caso en donde las condiciones iniciales determinan el espacio fase final, es ¢l del

caso eldstico.
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Espacios fase de colisién asintdticos para el caso elastico con N=3. Cada grafica corresponde
a una simulacion, utilizando velocidades iniciales diferentes en cada una.
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En la figura 3.4 se muestran cuatro distintas configuraciones finales del espacio fase de la
particula superior para N=3 y £=1 que comienzan siempre con separacion entre ellas de 3
cm , pero cuyas velocidades iniciales son aleatorias, como se explica en el apéndice. A
pesar de esto, una vez que se alcanza el estado estacionario todas las particulas terminan
con la misma energia, que tampoco depende de las condiciones iniciales. Este hecho se
explica de la siguiente manera: por tratarse de colisiones eldsticas, las particulas
unicamente intercambian velocidades como si se atravesaran, dando un salto igual al
didmetro de las particulas {esta aparente ganancia de energia se compensa cuando las
particulas bajan). Podemos pensar que cada vez que la particula inferior colisiona con la
base deposita la energia que le habia sido transferida por la particula 2, y adquiere energia
¥imV,’ que a su vez le pasard a la particula 2. Ef caso es analogo para la particula 2,
tomando como base 1a particula 1, y asi sucesivamente para el resto de las particulas hasta
que eventualmente todas tendran la energia de la base. Por lo tanto, todos los puntos caen

sobre la curva de caida libre {ver Fig. 3.5) dada por:

[
(1-s) *=v. (3.2)
154y ~— — a
Figura 3.5
1 Espacio Fase en el caso elastico
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5 ~ .. | de cualquier condicidn incial caen
s \-\‘ I en la curva de tira vertical,
E O T T T T TF 1 Se utilizaron los puntos de la grifica 3.4.
T 02 04 08 08 .1 12
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La situacion es equivalente a tener una sola particula; el espacio fase solo sefiala distintos

puntos de la trayectoria, mismos que dependen de las condiciones iniciales.

Otro resultado {que se ve en las simulaciones y que no parece variar) esté relacionado con
¢l nimero de puntos que conforman el EFC como funcién de N. Para N=2 y siendo que
siempre colisionan a la misma altura, el EFC de cualquiera de las dos particulas esta
formada por sélo dos puntos, uno correspondiente al momento de la colision entre ellas, y
otro al de la colisién de la particula inferior con la base. Observamos también que en el
caso elstico hay dos puntos de colision en lugar de uno, por lo que tendremos en el EFC
dos puntos correspondientes a la colision de la particula inferior con la base estando la
particula superior a distintas alturas, y los dos correspondientes a los momentos de las

colisiones.

Para tres particulas ya existe una restriccion en £ para obtener un estado estacionario.
Recordemos que se le llama estado estacionario, a aquel en en que pasado el tiempo
suficiente. la energia de la particula se mantiene constante. Todo estado estacionario es
ciclico, pero es posible tene un estado ciclico no estacionario.

Para £=0.1 no se encuentra ninglin estado estacionario, ni siquiera uno ciclico. Para e=0.2
hay tres puntos de colision entre particulas y dos del inferior con la base (estado ciclico).
dando come resultado cinco puntos. A partir de £€=0.3 y hasta'£=0.99 sélo hay estados
estacionarios con dos puntos de colision. que sumado al del inferior con ta base nos dan 3
puntos en el espacio fase. Como ejemplo véase la figura 3.6 en donde ademas se aprecia

como el sistema tiende al equilibrio estacionario.
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Pero cuando g=1. el nimero de puntos en el EFC es nueve como se puede ver en la figura
3.7. a partir de la colisién 5. En estas dos graficas se ve también la diferencia en el nimero

de iteraciones necesario para alcanzar el equilibrio en cada caso.
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Si N=4, tenemos también restricciones para €. En el intervalo £ = [0.99,0.45] existen
estados estacionarios y cuatro puntos en el espacio fase. Si =1 entonces hay 16 puntos. Si

fijamos & por debajo de 0.45, encontramos la siguiente relacion:

£ Puntos en el EF Estado
04 5 Estacionario
0.35 6 Estacionario
0.3 7 Estacionario
0.26 9 Ciclico
0.25 10 Ciclico
02 13 Ciclico

Una muestra de cémo se ven los puntos en el EFC de la altima particula se muestra en la
figura 3.8.

Nétese como conforme nos acercamos al caso eléstico la figura que forman los puntos se va
haciendo cada vez mds estrecha, hasta que al llegar a £=1 la figura se abre con dieciséis
puntos en tugar de cuatro.

Para N mayores se sigue encontrando este tipo de comportamientos.

Observamos que para los casos elasticos, el nimero de puntos en el EFC es igual a N (ver
Fig. 3.9). También parece ser que si <1, pero lejos todavia del limite que deduce Piasecki
(Ec. 3.1), entonces el nimero de puntos en el EFC es igual a N (comprobado sélo para
N=23,4,5,6,7,10,15,20 y 50).

De acuerdo con Piasecki, 1a condicién para la existencia de estados estacionarios no

depende ni de g, ni de V,, sino Gnicamente de € y de N.
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ii) Colapso inelastico

El colapso ineléstico es un fendmeno que se da en las colisiones de un grupo de particulas
inelasticas, las que disipan su energia mediante un nimero infinito de celisiones en un
tiempo finito. Puede mostrarse mediante la simulacién que, para algunos cases
determinados por N, V, y g vy las condiciones iniciales, existe un valor critico del
coeficiente de restitucion g, para el cual se da este fendmeno. Fanto las velocidades
refativas como las posiciones relativas tienden a cero [25].

Esto ocurre porque estamos suponiendo que el coeficiente de restifucion es constante,
cuando para materiales reales, € es funcidén de la velocidad relativa de las particulas que
colisionan. De acuerdo con algunes autores[26]. aumenta mondtonamente conforme dicha
velocidad tiende a cero, hasta aleanzar la unidad. Swinney et al [27] sefalan este punto y
demuestran analiticamente que si se tienen tres particulas confinadas en un anille 0 una
linea, y se toma un coeficiente de restitucion real, el colapso inelastico no ocurre. Su
argumento es que si ocurre colapso ineldstico entonces la velocidad relativa de las
particulas tiende a cero. Pero entonces £—1, lo que eventualmente provocard que £>g..
También critican el hecho de suponer que las colisiones son instantaneas, condicién
necesaria para que exista el colapso. La combinactdn de tener un coeficiente de restitucion
funcién de la velocidad y una duracién de colision finita, hacen que desaparezca este

comportamiento espureo.
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Kuwara y Kono [26] hacen un analisis de € como funcion de la velocidad relativa en la

colisién de dos esferas. Plantean tres mecanismos de pérdida de enerpia en una colision:

1) La vibracién de las esferas causada por el impacto y que permanece en cada esfera
después de la colisién. La vibracidn de los alrededores también puede contribuir a la
pérdida.

2) Pérdida de energia por la deformacion pléstica o fractura de las esferas.

3) Disipacion de energia por efecto de la viscosidad en la esfera sin deformacion

plastica, llamada disipacién por la propiedad visco eldstica.

Tratan unicamente el tercer caso, suponiendo que la presién total normal en la region de
compresion consiste de una parle elastica y otra friccional, de modo que Py=Py+Py
Utilizando esto vy un tratamiento derivado por Landau de la ecuacién dinamica de la
colision entre dos esferas elasticas, obtienen que (1-g) es propercional a fvy - vzl”s ,
siempre y cuande se trate de materiales con € cercano a uno, tales como metales duros o
plasticos, donde el comportamiento visco-elastico predomina para pequeiias deformaciones.
La constante depende de los coeficientes de elasticidad del material.

En la simulacién encontramos colapso inelistico, fendmeno que se ilustra en la figura
3.10a, donde se muestra el nimero de colisiones contra el tiempo real. Si se incorpora el
resultado de Kuwara en la simulacién computacional, se aprecia cémo el fendmene
desaparece (Fig. 3.10b). La componente de proporcionalidad ( € = 1-C lvi - va|'® } se
escogié de modo que, cuando la velocidad relativa sea lo maximo que permite el sistema

(Vo), & sea igual al coeficiente fijo que se uso en ¢l ejemplo de la Fig. 3.10. La ventaja de

49



usar este criterio es que cuando nos encontramos en un sistema donde £>g, la suavidad de
la funcién provoca que los comportamientos del sistema con € fijo sea el mismo que el de ¢
variable (en términos del perfil de densidades y velocidades) y muy similar en el

tratamiento de espacio fase.(ver figura 3.11)

Coaipso inelistico
] -
Figura 3.10
E 2.5 4 Tiempo real transcurido como funcién
g I__,'—"""_ del niimero de iteraciones para N=30.
o 21
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Existe otro modo de tratar ¢l colapso inelastico utilizado por Clément et al [28] que
consiste en imponer una velocidad de corte. Si dos objetos que acaban de colisionar tienen
una velocidad relativa Ivl -V [ < V., entonces consideran a ambos objetos dentro de un
s6lo camulo (“cluster"). De esta manera pasan de objetos independientes a objetos con una
posicién relativa y velocidad relativa igual a cero, teniendo cuidado en conservar el
momento del centro de masa del camulo. La velocidad de corte v, es fijada varios 6rdenes
de magnitud menor a la méxima velocidad de la base (por tratarse de un pistén mdvil, esta
velocidad es Aw). Este métedo es practico, pero aunque computacionalmente resuelve el
problema, preferimos usar un coeficiente de restitucién dependiente de la velocidad por ser
un mejor modele de la realidad. Otre modo de evitar el problemna es seguir los pasos de
Cordero y Ramirez [17], donde usan y = (1-g) N bastante menor que uno. Como utilizan
200 particulas, estan forzados a fijar £=0.999, que es un caso cuasieldstico muy alejado de

la realidad.

iii} Camulos

Por camulo se entiende un conjunto de particulas que se agrupan en un espacio pequefio
comparado con €l ocupado por resto de las particulas. En otras palabras, nos referimos a
particulas que forman zonas de alta densidad relativa, definida como nimero de particulas

por unidad de longitud, dividida entre el nimero total de particulas.



Estos cimulos no solo aparecen en sistemas unidimensionales, sino también en mis
dimensiones. A este respecto, Kudrolli [29] muéstra resultados experimentales en donde
se forman ctiimulos para un sistema bidimensional de esferas rodantes con una pared mévil.
En otro trabajo, Grossman [30} explica la formacidn de cimulos suponiendo un balance de
energia y un equilibrio "térmico”.

En las simulaciones observamos la aparicion de ciimulos. Un caso particular es el de tener
uno "levitando” en lo mds alto de la columna, gracias a 1a energia que le proveen el resto
de las particulas. Esto se encuentra para casos cuasieldsticos y el perfil de densidad relativa

enontrado es el que se muestra en la figura 3.11.

e comae

8.2 0.2
o.18 0.18
0.16 D.16
5 0.14 s 014
% 0.2 % 012
g 01 E 0.1
g 0.08 E 0.08
2 oo 3 o008
0.04 - 0.04 4
0.02 4 0.02 5B

. iodea, L.

) o [T : .
PP & P P & P J &
FF S G SIS S SEEE IS
Altura (adim) Altura (adim)
a) b)
Figura 3.11

Comparacidn de los perfiles de densidad, para a) e=0.95 constante, b) e dependiente de la velocidad.
N=15 , Vo=1000cmys,

Para estos casos, fa posicién del cimulo se mantiene constante. Sin embargo, también se

encuentran casos donde el citmulo oscila. Dado que la \inica combinacién de parametros
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que nos dan unidades de tiempo es V,/g, el periodo de oscilacién de estos cimulos debe
ser proporcional a este pardmetro. La constante de proporcionalidad debe ser una funcién
del nimero de particulas y del coeficiente de restitucién. Buscando este comportamiento
fijamos £=0.9 (donde se encuentra dicho efecto). A continuacién se muestra ¢6mo varia el
periodo como funcion de V, {V, = 1000,2000,...13000 cm/s) para varios nimeros de

particulas (N=30,35.36,37,38.40), ver Fig. 13.12.

Comportamiento del cdmulo

8 Figura 3.12
o Perlodo del cimule como funcion
;] ] : | de Vo. Para Na30,35 y 37 se encusntra
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El andlisis se hizo de dos maneras distintas que resultaron equivalentes. En la primera se
siguid la posicion del cimulo como funcién del tiempo. En la segunda. se calculd la
densidad a una altura fija, también como funcién del tiempo. Definimos a P(f) ya sea como
la posicion del cdmulo o como la densidad de particulas a una altura fija, pero esta vez
como funcién de la frecuencia (f). Encontramos esta funcidn a traves de la ransformada de

Fourier en forma discreta {31} como se muestra cn ¢l apéndice.
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En las figuras 3.13a y 3.13b vemos una comparacion de P(f) en cada uno de estos casos.
Se encuentran subarmonicos de la frecuencia principal que coincide para ambos casos.
Hasta donde sabemos, la medicién del periodo de oscilacion de los cimulos no se ha

reportado en ninguin articulo de investigacién.
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Figura 3.13
Espectro de frecuencias para N=35 Vo=6000 y £=0.9. a) de 1a posicién del cimuio formado por entre 11 y 19 particulas.
b) de la densidad en la regidn entre 40 y 50 cm. La frecuencia de maxima contribucidn coincide en ambos casos.

iv) Una sola particula en un medio viscoso

Si €=1, entonces las particulas se "atraviesan” sin interactuar, salvo por el brinco espacial
que realizan por efecto del didmetro. Cordero y Ramirez [17] sefialan que las particulas se
atraviesan unas a otras perdiendo energia, como si se tratara de una sola en un medio
viscoso, siempre que las colisiones sean instantineas. Si se analiza la posicion de cada

particula como funcion del tiempo, se encuentran pardbolas para €=1 (Fig. 3.14a) y
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pseudoparabolas (usando la terminologia de Bemu y Mazighi [16]) para otros valores del
coeficiente de restitucion (Fig. 3.14b).

Para investigar la posibilidad de analizar el sistema como si se tratara de una sola particula
en un medio viscoso, analizamos el caso de N=15, y £ = (1, 0.99, 0.95, 0.925, 0.9, 0.875,

0.85, 0.8). Para todos los casos excepto para € = 0.8, se encuentra un ciimule en la parte

Figura 3.14
Trayectorias de
las particulas
como funcitn
del tiempo.
N=15

Altura (adim)

a) Caso eldstico. Se forman paribolas.
Pardbolas

8.25

Altura {adim)

b) e=0.85.
Pseudoparabolas

Tiempo (adkm)
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superior de la columna, como se muestra en la figuras 3.15a y 3.15b, y se alcanza un
estado estacionario. Sin embargo st €=0.8 ¢l camulo baja de posicion como se muestraen la
figura 3.15 y en lugar de un estado estacionario se tiene uno ciclico. Es decir que la energia
de la particula superior no se vuelve constante, pero su EFC sf es cerrado.

Este cumulo es de naturaleza distinta a los que se forman en la parte superior. En primer
lugar, las particulas de! sistema colisionan mas veces por ciclo que en un caso estacionario.
Ademas, la posicién de estos cimulos oscila con el tiempo, mientras que los cimulos

superiores s¢ mantienen a la misma altura.

Detalle del cimulo
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par cinco particulas.

Como se menciond al principio de esta seccion, es posible seguir la trayectoria de una sola
particula como si "atravesara” al resto. E] método utilizado es el siguiente: una vez que el
sistema ha alcanzado un equilibrio, ya sea un estado estacicnaric o periddico, se sigue la

trayectoria de la primera particula hasta su colisidn con la segunda. En ese momento nos
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quedamos con la segunda particula y registramos su posicién hasta que colisiona con la
tercera. Continuamos de esta manera hasta llegar a la particula superior y de regreso hasta
seguir a la particula inferior hasta su contacto con la base. Las posiciones son tomadas
como funcién del tiempo. Con este procedimiento obtenemos un recorrido como si fuera de
una sola particula desde que parte de la base con velocidad V, hasta su regreso. A esta
particula le llamaremos particula virtual (P.V.).

Mientras més cercano a 1 sea g, la trayectoria de la P.V. se asemejard mas a la de un tiro
parabdlico. Pero si & decrece, la trayectoria de la P.V. pierde simetria con respecto al
tiempo de altura méxima, y en su trayectoria posterior a este punto su velocidad tiende a
decrecer en lugar de aumentar. De hecho en la figura 3.14b, se aprecia como las
velocidades de las P.V. tienden a un valor terminal. Es por esto que siguiendo la propuesta
de Cordero y Ramirez, a continuacién se describe al sistema como el de una sola particula
virtual en un medio viscoso. Introducimos una fuerza de friccién proporcional a la
velocidad, de modo que la ecuacion diferencial por resolver es:

mdy'=-mg-adx, (3.3}
dt* dt

donde @ es una constante . Las condiciones iniciales son: x(0)=0 y dx/dt(0) = 0.
Haciendo los cambios de variable:

B=mg/ aV,, g = at/m y u=dx/V, (3.4)
la ecuacidn queda .

v =-B-v, (3.5)
donde la prima significa derivada con respecto a ¢. La solucién de esta ecuacién es:

vie)=-B+(B+1)e™ (3.6)

tomando encuenta que v(0)=1.
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Sea §°=v, 5(0) = 0. Entonces

S=(1+B)1(1-e™ - Po. 3.7

En términos de las variables adimensionales 7 v s planteadas en el capitulo II, la ecuacién
queda

S =26 (1+B)(1-e™'P)- B, (3.8)

En la figura 3.16 se grafican las trayectorias de las P.V. obtenidas de las pseudopardbolas

para distintos valores de €. En todos los casos exhibidos se obtiene un cimulo superior.

Figura 3.16

Seguimiento de la trayectoria dg
ta primera particuta como si las
partfcilas se atravesaran
perdiendo anargla.

N=15

220 99

» o= 95

Atlura (adim)

22835
* anl 90
- unl H7S

* 4nl 925

Tiempo (sdimy)

Se tiene entonces un conjunto de pares de valores de posicidn y tiempo para cada
pseudopardbola. Substituimos los valores temporales en la Ec. (3.8) y asi obtenemos las
posiciones dada . Entonces podemos encentrar el valor de ¢ que minimiza la suma de los
cuadrados de las diferencias entre los puntos obtenidos de la simulacién y los de la

ecuacion.
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El coeficiente de correlacién es superior a 0.99 excepto para g = 0.9, lo que nos habla de un
muy buen ajuste. En la signiente figura (3. [7)se muestra la trayectoria de la particulas en un

medio viscoso, para cada valor de «. La similitud con !a figura 3.16 es notable,

Figura 3.17

Trayectoria da una particula
an un medio viscoso,
F=-mg-av

ARlura (adim)

[ ] 5 1 1.5 2
Tiempo (adimj}

Los resultados son graficados en la figura 3.18.

Al graficar log-log. no encontramos una recta, lo que nos indica que u no puede expresarse
€omo una potencia de £. Aunque no se puede encontrar a ¢ como funcién de £ es notabte lo
bien que ajustan las curvas. Esto significa que es equivalente tener una particula sujeta a
una fuerza proporcional a la velocidad. a tener esta pérdida de energia en cada colisién, en
términos de la trayectoria de la particula. Esto siempre que se trate de un estado

ustacionario.



5 4 : Figura 3.18
Coeficiente de viscosidad (g) contra coeficienta de restitucidn.
44 . F =mg-av.
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Coeficiente de restitucién (e)

En las figuras 3.16 y 3.17, se graficaron los resultados para valores de € en los que no
aparece un cumulo intermedio. El hecho de que et cimulo oscile hace imposible tener una
unica trayectoria de la P.V, ademas de que la mejor aproximacion para la pseudopardbola
del caso £=0.8 estd muy lejos de los valores obtenidos en la simulacion, como se muestra

en la figura 3.15b.

Noétese la diferencia con la figura 3.18a, donde el ajuste es mucho mejor.
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Es por eso que se limita la analogia del modelo viscoso a los valores de £ y N que no

presentan cimulos intermedios. De hecho, de acuerdo con la ecuacion deducida por
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Piasecki, si N=15, £=0.8 invalida la posibilidad de obtener un estado estacionario (aunque

ya se vio previamente, que no necesariamente invalida el tener un estado periddico).

v) Fases

En sistemas de muchas particulas, el ordenamiento de dichos sistemas puede cambiar
radicalmente, como ocurre en el caso del agna en sus tres estados. Es posible hacer una
analogia, incluso para N pequefia, y dar el nombre de fases a las configuraciones

particulares encontradas para medios granulados,

En diversos articulos [16,17] se habla de fases condensadas ("condensed”) y pascosas
("gas-like”) para la columna que examinamos. A continuacién introducimos una

clasificacion para los estados que se encontraron.

Cuando se forma un cimuio que "levita”, decimos que se tratz de una fase "levitada”.
Cuando se forma un cimulo de alta densidad relativa que oscila decimos que el sistema
esta en una fase "levitada oscilante”. Tal es el caso del caso N=15 y £=0.8 mencionado en
el apartado anterior. Si el total de las particulas se encuentra en el cimulo y éste descansa
sobre la base, entonces decimos que tenemos una fase "no levitada". Si tuviéramos una base
mévil, este estado se encontraria siempre que .Aw’<g, donde A es la amplitud de la

oscilacién de la base, y w su frecuencia angular.
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Es importante investigar cuales son las variables en juego para cambiar de una fase a otra.
Ya hemos visto que ¢l sistema es reescalable con Vo, si se hacen los cambios de variable

del capitulo 2. Queda por investigar la dependencia de € y N.

Aprovechando el andlisis hecho en €l apartado anterior, seguimos con N=13, pero ahora
comenzamos con £=0.85, cerca del valor donde aparece la fase levitada oscilante.
En la siguiente figura se presenta una grafica del nimere de particulas en ¢l camulo (n)

como funcion de &.

1% -—-
Figura 3.20

Numero de particulas dentro del cimulo {n)
. ' como funcién del coeficienta de restitucién.
42 * s , N=15.

14 ;

10 ..

.
.

0.65 o.r 0.75 0g

Lo que ocurre desde que € = (.82 hasta £ = 0.66 es que se forma un cimulo partiendo de la
segunda particula. Es decir que siendo n el ndmero de particulas pertenecientes al cimulo,

en caso de n=3 las particulas que lo forman son las (2,3.4), para n=4, lo forman las
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(2,3,4,5), etc. La posicion de estos ciimulos oscila con el tiempo. Cuando llegamos a €=0.66
solo las particulas 1 y 15 estan "libres”, hasta que en £€=0.65 las particulas quedan casi
apiladas unas sobre la otras y la primera sobre la base. La energia que se inyecta no sc
disipa por completo en las colisiones, sino que periédicamente se libera en un brinco que
efectiia todo el cimulo regresando rapidamente a su posicion sobre la base. Estas pruebas
se hicieron utilizando un coeficiente de restitucién dependiente de la velocidad.

En este ejemplo encontramos las tres fases para distintos vajores de e.

83<e £ Fase levitada
B.2<e <6.6 Fase levidada oscilante
0 <eg <65 Fase no levitada.

En este caso en particular se investigd el comportamiento de la columna con N=15, para
distintos valores de} coeficiente de restitucion. La pregunta que surge es como cambia este
comportamiento para distintas N. Para responder esta pregunta, se llevaron a cabo las
simulaciones correspondientes a N=(10,15,20,25,30,35 y 40). Para todos estos casos se
encuentran las tres fases, pero para distintos intervalos de €. Por otro lado se calcul6 la
pérdida de energia por unidad de tiempo para cada uno de los valores de N y €. En la figura
3.21 se grafican estos valores utilizando un coeficiente de restitucion fijo (no dependiente
de la velocidad) en cada corrida.

Notese come a pesar de que cerca de £=1 la energia que se disipa aumenta conforme &
decrece, a partir de cierto valor de € la energia disipada deja de aumentar. A primera vista
este resultado es extrafio, pues intuitivamente uno esperaria que la energia disipada fuera

una funcién mondtonamente decreciente de €.
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Figura 3.21
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La energia graficada se adimensionalizé utilizando las relaciones del capitulo 2.

Lo interesante es que es justo a partir de este valor. los estados que se encuentran son
levitados oscilantes (los estados no levitados no fueron graficados en la (igura anterior,
porque en algunos casos se encuentra colapso ineldstico). Es decir que el sistema disipa
cada vez mds energia conforme € decrece. hasta que al llegar a un valor critico del
coeficiente de restitucién, la disipacidn es independiente de € y aparece un cimulo
levitando en la parte infertor de la columna. En estos términos pedemes decir que el

sistema cambia de fase dependiendo de N y &, pues hay dos comportamientos

fundamentalmente distintos.
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El hecho de que ia energfa disipada por particula por-unidad de tiempo no siga aumentando

conforme € decrece, se explica por la naturaleza misma de los climulos, pues la velocidad

relativa de las particulas que conforman el cimulo es cercana a cero. y la energia que se

disipa por colisién es proporcional a la velocidad relativa de las particulas que colisionan.

Sin embargo esto no explica el porqué el sistema forma cimulos para ciertos valores de N y

E.

Debido a la continua referencia a la importancia del parémetro N(1-€), se analiz6 la gréfica

anteriormente presentada utilizando este parametro y la energia disipada por particula por

unidad de tiempo en la siguiente figura (3.22).
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Enesgis disipada por particula por unidad ds tismpo
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Figura 3.22

Energia dispada por particula
por unidad de bempo contra
ek parametro N{1-g),

En todos los casos los punitos
caen cerca de una sola curva,
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Es sorprendente lo cercano que quedan todos los puntos de una tinica curva. Lo importante
de este resultado es que hace posible determinar la aparicién de un estado de levitacién
oscilante a partir de N y €. Es necesario analizar este comportamiento con mas detalle para
comprenderlo a fondo. Sin embargo a partir de estos resultados se puede concluir que
siempre que N(1-g) > 2.5, se tendrd un estado levitado, y a partir de este valor y hasta
N(1-g) = 4.5 habra un estado levitado oscilante.

Otro analisis que resulta qtil e ilustrativo es el de la posicion del centro de masa (hcwm)
relativa a la altura de la particula superior (hyp). Para ello definimos la variable
H= hcm/hsp. En la figura 3.23 se grafica esta variable como funcién del coeficiente de
restitucion.

H decrece conforme € decrece, partiendo del caso cuasieldstico. Pero llega un punto a partir
del cual H decrece mas rapidamente hasta gue se alcanza un valor critico de . Después de
este valor. para N=10 y N=15 H crece como funcién de e. Por como fue construida H es de
esperarse que [a aparicion de los cumulos intermedios implique un decremento particular de
dicha funcién. De hecho, los puntos los que marcan la aparicién de los cimule intermedios
son precisamente aquellos donde la pendiente de H se hace mas negativa.Este cambio en H
es el equivalente al que se presenta en la grafica 3.21, donde, al aparecer un cumulo
intermedio. la energia disipada por unidad de ticmpo es casi constante ante un cambio en €.
En la figura 3.24 se utilizé6 nuevamente el pardmetro N(1- €) en lugar de ¢, e igual que
para la energia disipada, los puntos se aproximan a una curva Unica. El valor de este
pardmetro a partir def cual la curva comienza su descenso pronunciado, corresponde a la
aparicién de un cumulo intermedio. Los puntos que quedan fuera de la curva son los

correspondientes a los casos peculiares de N=10 y N=15.
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Una vez mas, N(I- €) demuesetra ser el pardametro determinante en estas “fases” del
sistema. Noétese que los valores de N(1-g) dentro de los que aparece una fase levitada, una
levitada oscilante y una no levitada ( no se grafican por tratarse de colapso ineldstico), son

aproximadamente los mismos, tanto en el analisis de F/, como en el de la energia disipada.

La descripcion anterior se hizo utilizando un cocficiente de restitucién no dependiente de la
velocidad, y por ello se encontré colapso inelastico. Varios autores consideran que la
formacién de los cimulos es la antesala del colapso inelastico (fendmeno fisicamente
inexistente) y por ello es tentador pensar que la formacion de dichos cimulos es
consecuencia de utilizar una £ constante. Aunque no resulta evidente que estos cimulos se
formen al utilizar una € dependiente de la velocidad de cada colision, si se puede mostrar
que la dependencia de € con la velocidad no afecta cualitativamente al sistema. Dentro del
camulo la velocidad de las particulas es practicamente cero, por lo que la energia que se
disipa en ¢l es muy poca comparada con la que se disipa en el resto de la columna. En este
sentido, no es relevante el valor particular de e dentro del cimulo.

Como se explicd en la seccidn de colapso inelastico, cuande utilizamos un coeficiente de
restitucién dependiente de la velocidad, fijamos, la constante C de modo tal, que si
|v;-v2| = V,, entonces el coeficiente de restitucién dado pore =1 - C vy - vz | ¥ toma el
valor del &; fijo con el que queremos comparar.

Utitizando esta funcién para €, corremos las simulaciones para N=10, 135, 20, 25, 30, 35 y
40. En las figuras 3.25 y 3.26 se muestra la energia disipada por particula por unidad de

tiempo y H respectivamente, contra el parametro N(1-g), donde € es precisamente €r.
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El utilizar un € realista permite bajar mas el coeficiente de restitucién sin que aparezca
colapso inelastico. En la figura 3.26 se aprecia la aparicién del cimulo intermedio
nuevamente alrededor de N{I-€) = 2.5 . Como se ha explicado antriormente, este cimulo
oscila. Sin embargo, si se sigue disminuyendo e, el camulo oscila cada vez con menor
amplitud relativa con respecto a la altura total de la columna, lo que provoca que A tienda a
I si se trata de particulas puntuales, y a 1/2 si las particulas tieren un diametro finito. En
este régimen, las particulas se apilan y disipan gran parte de la energia que adquieren de la
base en las colisiones dentro del cimulo. Pero la columna logra despegarse de la base
moviendose como un tinico cimulo como se muestra en la figura 3.27.

Después de t=14.288 las velocidades relativas son muy similares, y por ello las particulas

no colisionan mas que en los tiempos correspondientes a las dos columas que se observan

en la figura.
0.025 1
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Es posible establecer tres estados como funciénde e y N.

Si N(1-g) < 2.5 se tendrd un estado estacionario y por lo tanto un estado "levitado”.

Si N(l-g) > 2.5 se formard un cimulo intermedio que corresponde al estado "levitado
oscilante". Definimos un estado "no levitado" como aquel en el que /A tiende a 1 para
particulas puntuales y a 1/2 para particulas con didmetro distinto de cero. Contrario al caso

del estado de levitacion oscilante, la aparicion de esta fase condensada ya no sélo depende
del parametro N(1-g). Nétese que la aparticidén de comulos implica que la energia de la

particula superior no alcanza asintoticamente un valor constante.

Es importante remarcar que los tres estados se encuentran también al utilizar un coeficiente

de restitucion dependiente de la velocidad relativa de colision.
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Capitulo IV

Experimento

En esta seccion se describe el experimento disefiado y construido para estudiar las
propiedades de un sistema unidimensional de particulas que son vibradas por medio de una
base moévil. Se presentan resultados preeliminares para una columna de quince balines y se

compara con los resultados encontrados en las simulaciones.
i) Disefio experimental ideal

Para lograr que las particulas se mantengan formando una columna, es necesario usar una
estructura que restrinja su movimiento. Para ello se puede utilizar un tubo capilar de vidrio
cuyo didmetro interno sea ligeramente mayor que el didmetro de las particulas. Las
particulas utilizadas son balines de acero. La inyeccién de energia se da a través de una
bocina que recibe los pulses amplificados de un generador de sefiales, de modo que su
movimiento estd dado por h(t) = A sen {wt), donge h es la posicién , A la amplited y w la

frecuencia angular. Al centro de la bocina se fija un pistdn, que a su vez se coloca dentro
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del tubo capilar por su parte inferior. Para poder determinar tanto la posicion como
velocidad de los balines se utilizan pares emisor-detector de luz inframroja, cuya
informacion es almacenada y procesada por una computadora. El tamafio de los balines
debe ser tal, que la bocina tenga la energia suficiente como para levantar el peso de la

columna. En la siguiente figura se muestra el dispositivo experimental ideal.

o
- ]
Detector-emisor | - |
]
Figura 4.1
o Dispositivo Experimental
o
o
Ao Sen (wt)
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ii} Descripcién del experimento

A continuacion se describe el material y el disefio del dispositivo utilizado.

Los balines utilizados fueron balines de acero cromado de (.75 +/- .05 mm de diametro, lo
que corresponde a aproximadamente 1/32 de pulgada, y con masa de 2 +/- 0.16 miligramos
c/u. Como estructura para mantener a los balines formados en una columna se utilizé un
tubo capilar de vidrio cuyo didmetro interno es 1.2 mm. Es importante notar que Iejos del
caso ideal, cabe aproximadamente un balin y medio dentro del tubo. Esto provoca que las
colisiones entre un par de balines adyacentes no siempre sean frontales.

A modo de pistdn se utilizé6 una broca de acero para taladro de 3/64 de pulgada de
didmetro, fijada con plastilina epéxica al centro del cono de la bocina, El cono fue
recortado lo mas posible para minimizar ef sonido producido. La bocina utilizada fue de 8
watts.

El sistema de deteccién se construyb con pares comerciales de detector-emisor de luz
infrarroja. La cantidad de luz que llega al detector se traduce en un voltaje entre dos puntos
del detector, de modo que cuando toda la luz emitida es recibida, esta medida sera de 3
volts. Por el contrario, si no Hega luz infrarroja al detector, el voltaje entre estos dos puntos
serd de 0 volts. Estas medidas son analégicas, lo que resulta inconveniente para su
procesamiento en una computadora. Para resolver este problema, los detectores se conectan
a una tarjeta de lectura que digitaliza la informacion, traduciendo el voltaje a sistema
binario. Asi, los 5 volts se traducen al ndmero 255 y los cero volts al nimero 0. Se tiene
entonces 256 posibles valores dependiendo de la cantidad de luz que reciba el detector.

La tarjeta almacena 1 date cada 83 ps. Una vez transcurrido el tiempo de muestreo, los

datos son transmitidos a una computadora. El paso de un balin a través de dos de estos
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detectores se ve como un minime en la grifica de voltaje contra tiempo como se muestra en

la siguiente figura.
160 - Figura 4.2
Datos digitales cbienlidos en la
computadora, a partir det voltaje
0 de dos detectores. Un balin pasa
1 1 frante a los detectores, colisiona
W
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: + 4 ! a ellcs. El orden en el que aparecen
': ' ‘ ) inell s HF 4
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!y 1 + .,
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El hecho de tener un minimo y no un sélo punto, obedece a que conforme un balin pasa a {a
altura del par emisor detector, obstruye primero una pequefia parte del haz, luego lo
obstruye completamente, y a medida que se aleja va obstruyendo cada vez menos hasta que
pasa por completo. Ademas puede observarse que el punto minimo del minimo no es cero,
a pesar de que por un momento ¢l balin obstruye compietamente el haz. Esto pasa porque la
respuesta del par no es inmediata, tanto al momento de la carga-{paso de luz) como de la

descarga (bloqueo de luz). Si se colocan dos detectores ¢on una separacién menor al

76



didmetro de un balin, es posible determinar su velocidad al comparar los datos de ambos
detectares. La velocidad se puede obtener al dividir la distancia que separa a los detectores,
entre la diferencia de tiempo entre los minimos. Adicionalmente, dado que se conoce la
posicion de cada detector, el orden de los minimos determina la direccién de la velocidad.

En el dispositivo del que se tomaron los datos de la figura 4.2 se utilizd un sélo balin y se
colocaron dos detectores en cruz muy cerca de la base inmdvi), siendo el detector 1 el mas
cercano a ella. Se puede inferir a partir de estos datos, que el balin pasé descendiendo frente
a los detectores, colision6 con la base, y pas6 luego ascendiendo. También puede deducirse
que la velocidad descendiente fue mayor que la ascendente. Estos datos son itiles para

calcular el coeficiente de restitucion entre la base y el balin.

A continuacidn se presentan resultados experimentales preeliminares con N=15 A = 0.4 +/-
0.5mm yf=43.37 +/-2.01 Hz.

El dispositivo utilizado para analizar el comportarniento de la columna de balines consto de
ocho pares detector-emisor paralelos, siendo la separacidn entre ellos de un 1 cm. Se colocd
¢l sistema de modo que el primer detector se encontraba a {a altura de la base, y por lo
tanto, el octavo se encontraba a 8 cm de esta.

La tarjeta registra un dato por detector comenzando por el mds cercano a la base y una vez
que ha registrado el dato del octavo, regresa al primero. Esto constituye un ciclo. Se
tomaron 48 series de 2700 ciclos, donde el tiempo de toma de datos de cada serie es 2,16
segundos. Con esle sistema se determiné el numero de detecciones (minimos) de cada
detector por ciclo. Esto es, el niimero de balines que atravesaron cierta altura en un tiempo
de 2.16 segundos, que es una medida de la densidad promedio. Para obtener una densidad

relativa de detecciones, se divide el numero de detecciones de cada detector, entre el
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numero total de detecciones por ciclo. Se observa gue los balines forman un coimulo
compacto que oscila cerca de la base, y que periédicamente se expande para luego regresar
de nuevo a su formacién de cimulo. En la figura 4.3 se muestran los resultados
experimentales, donde las pocas detecciones relativas de los Gltimos detectores
corresponden a dicha expansién. Se simulé un sistema de deteccion igual al experimental
en la misma simulacién computacional del capitulo anterior y se obtuvieron los resultados
correspondientes para £ = 0.671 y V, = 1000 cm/s. El coeficiente de restitucién es
dependiente de la velocidad relativa de la colisién, y el valor que se indica arriba se

determiné con el criterio explicado en el capitulo anterior con C = 0.0825 (cm /sy

Figura 4.3
Numero de detecciones relativas
0.4 registradas por cada detector,
N=t5 f=50Hz A=0.5 cm,
0.35 1 I En la simulacién se usé

E + Srrdacion £ = 0.671 (variable) y V,=1000 cm/s.
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Nétese que, tanto en el experimento como en la simulacion, el mayor nimero de
detecciones se da en el segunde detector y no en el primero, lo que indica la presencia de

un ctimulo intermedio y por lo tanto un estado "levitado oscilante”. Los valores de e y V,

78



escogidos en la simulacion fueron aquellos que dieron como resultado un perfil de
detecciones similar al experimental. Si experimentalmente se midiera el coeficiente de
restitucidn, seria posible determinar la velocidad de la base térmica de la simulacién que
equivaliera al pistén movil del experimento.

El objetivo del experimento reportado fue probar el dispositivo y detectar los posibles
problemas relacionados con este. Es necesario hacer mis experimentos para distintos
valores de A y w e investigar st dado € es posible encontrar en la simulacién un valor de V,
del que se obtenga un perfil de detecciones simitar. También habrd que medir las
oscilaciones del cimulo intermedio y comparar con los resultados tedricos. Para hacer estas
mediciones, es probable que el mejor sistema de medicion sea una cdmara de video de alta
velocidad.

Después de realizar una corrida de datos, los balines quedan magnetizados por efecto del
iman de la bocina. Para evitar que esto ocurra seria necesario utifizar balines de un material
paramagnético, o bien cambiar el sistema de inyeccién por uno que no utilice ningdn imdén.
Otra manera de resolver ¢l problema es utilizando una placa de duralium a modo de jaula
de Faraday como hacen Falcon et al [32] en un experimento con una configuracion similar.
Otro punto importante es el de cambiar el tubo por uno cuyo diimetro interno sea
ligeramente mayor que ¢l de los balines, para que las colisiones sean frontales y de esta
manera se reduzca la pérdida de energia por las colisiones con las paredes. Esta
modificacidn haria necesario hacer vacio en el interior del tubo para reducir los posibles

efectos neuméticos.

ESTA TESIS W9 BEDE
SR B LA BIBLINTECA
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Resumen, conclusiones y perspectivas.

Se estudian las propiedades de una columna granular unidimensional de N particulas
sujetas a la fuerza de gravedad, que colisionan entre si con coeficiente de restitucién ¢. La
energia que saca a las particulas de su equilibrio proviene de una base que transfiere
energia a la particula mas cercana a ella.

Primeramente analizamos las colisiones entre una sola particula y una base que se mueve
armodnicamente. Este problema resulta ser no trivial. Sin embargo es posible obtener
informacion sobre la funcion de distribucién mediante el pardmetro adimensional
K = wA / (v,+ g/w). Si K>1, entonces se obtendrd una gréfica discontinua de la velocidad
que adquirir4 la particula después de la colision como funcién de la fase. Si K< 1, entonces
[a grafica serd continua. En este caso el histograma (que es la funcién de distribucién que se
busca) tendra dos maximos, mientras que en otro caso tendra sélo uno.

Para simplificar el problema se propusc una base que imprime siempre la misma velocidad
a la particula inferior, sin importar la velocidad que dicha particula tenga al momento de la
colisién. Este es un caso extremo de una base "térmica”. Utilizando esta base se analizaron
sistemas que tuvieran desde dos particulas hasta 40.

Se define como estado estacionario a aquel en el que, pasado un suficiente ndmero de

iteraciones, la particula superior alcanza una energia constante. El espacio fase de colision
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(EFC) se define como el espacio formado por las coordenadas de velocidad y posicién de
cada particula cada vez que se produce una colision. Este espacio es discreto.

Se encuentran estados estacionarios y periddicos que no dependen de las condiciones
iniciales. El niimero de puntos del EFC en uno de estos estados es igual a N, y si £=1, es
igual a N2, Este numero de puntos es el nimero de colisiones que se llevan a cabo en la
columna por ciclo. Para los casos estacionarios se puede ver al conjunto de particulas como
el de una sola particula virteal en un medio viscoso, donde la fuerza que actia sobre la
particula es F = mg - av, siendo v su velocidad, m su masa, g la aceleracion de la gravedad
y a una constante que depende de N y €. Es interesante que €l comportamiento colectivo de
N particulas sea equivalente al de una sola particula virtual, cuya ecuacién de movimiento
puede obtenerse. Por otro lado, algunas de las propiedades del sistema de N particulas
(como son el perfil de densidad, o de velocidad) podrian obtenerse mas facilmente a partir
de dicha ecuacion.

Si visto en el EFC el sistema es ciclico, mas no estacionario, entonces el ntimero de
colisiones por ciclo es mayor que N y aparecen cimulos intermedios cuya posicidn oscila
con el tiempo. Los periodos de estos camulos no son lineales con respecto a Vo/g, sino que
presentan un comportamiento peculiar. Hasta donde sabemos, este resultado no ha sido
publicado en trabajos previos.

Si el coeficiente de restitucion es constante, entonces puede aparecer el fendmeno llamado
"colapso inelastico”. Este fenomeno espireo puede evitarse introduciendo un coeficiente de
restitucion mads realista que tienda a 1 conforme la velocidad relativa tiende a cero.

Se analiza la energia disipada, por particula, por unidad de tiempo (Fig. 3.24) . Por otro

lado, se construye la variable H definida como la altura del centro de masa entre la altura
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total de la columna (Fig. 3.25). Con la ayuda de estas dos funciones clasificamos en tres
estados el comportamiento asintStico de la columna de particulas, donde el pardmetro N(1-
£) resulta ser de gran relevancia.
1) Estado levitado. Comresponde a estados estacionarios. La particula superior
alcanza una energia constante, y el niimero de colisiones que se llevan a cabo en la
columna es igual a N. En este estado 6.3 > H > 5.8 y la energia disipada, por
particula, por unidad de tiempo, es una funcién creciente de N(1-g). El sistema se
encuentra en este estado si N(1-g) < 2.5.
2) Estado "levitado oscilante”. Aparecen ctémulos. La energia de la particula
superior toma varios valores y el nimero de colisiones por ciclo es mayor que N.
H < 5.8 y la energia disipada, por particula, por unidad de tiempo, no depende de €.
Este estado se presenta si N(1-g)> 2.5.
3) Estado "no levitado™. Las particulas se conglomeran en un solo cimulo en la
parte inferior. H tiende a | para particulas puntuales y a 1/2 para particulas con
didmetro distinto de cero. Contrario al caso del estado de levitacién oscilante, ta
aparicién de este estado ya no sélo depende del parimetro N(1-g), aungue se

presenta si N(1-g) > 2.5.

Los cimulos ya habian sido identificados por Bernu, Delyon y Mazighi [16] pero
utilizando bases cuya posicién como funcion del tiempo es un diente de sierra o una
funcion sinusoidal. De hecho los encuentran también a partir de N(1-€)>2.5. Lo interesante
es que en el presente trabajo la base permanece inmévil y sin embargo el valor de N(1-g) en

que se encuentra ¢l estado "levitado oscilante” es. el mismo. Esto sugiere que la formacion
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de cimulos es una propiedad intrinseca de un sistema de particulas inelasticas al que se le
inyecta energia por medio de una base, sin importar los detalles de la inyeccion de la
energia. También es importante notar que estos estados se encuentran al utilizar tanto un
coeficiente de restitucién constante, como uno dependiente de- la velocidad relativa de
colisién.

Como parte de las perspectivas esta el andlisis de la particula virtual en un medio viscoso
para distintos valores de N y £, y ver la dependencia de @ con N(1-£). También esta el

explicar la oscilacién de los ciimulos utilizando la ecuacién de Boltzmann.

En resultados experimentales preliminares los balines presentaron un comportamiento muy
similar al de un estado de "levitacin oscilante” obtenido en la simulacién computacional
(Fig. 4.3). Es necesario llevar a cabo mds experimentos que permitan estudiar el
comportamiento de los cimulos y si, en efecto, el estado "levitado oscilante” aparece
siempre que N(I-£)>2.5. En estos experimentos se medird el periodo de oscilacidén de los
cimulos.

Para que el experimento reproduzca lo mejor posible las suposiciones tedricas, es
importante que el didmetro de los balines sea apenas menor al didmetro del tubo que los
contenga para que las colisiones sean frontales. También que sean de un material
paramagnético si es que el sistema de vibracion-sigue siendo una bocina conectada 2 un
pistén, y evitar asi que se magneticen. Para evitar efectos neumaticos sera necesario hacer
vacio dentro del tubo.

El sistema de deteccion podria mejorarse utilizando una cémara de alta velocidad de modo

que pueda seguirse con mayor precision la posicién de cada una de las particulas.
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En un futuro serfa interesante analizar un sistema con un nimero mayor de particulas.

Es posible que el estudio de los medios granulares unidimensionales vibrados ayude al
entendimiento de sistemas granulares en dos y tres dimensiones. Por mencionar un ejemplo,
el refajamiento que presentan los cimulos experimentalmente podria verse como el
equivalente unidimensional de un oscilén. Con un estudic mas profundo podria
determinarse si estas estructuras son una propiedad general de los sistemas granulares
vibrados. Por otro lado, aunque en la literatura [17] se le llama "disipacién efectiva® al
pardametro N(1-g), el problema de encontrar una interpretacion fisica mds rigurosa para
dicho parametro sigue abierto.

Las interesantes y complejas caracteristicas presentadas en los sistemas granulares vibrados

estudiados, ameritan seguir con la investigacion.
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Apéndice

I) Simulacién

La simulacién fue elaborada en el lenguaje de programacién "Visual Basic". Las particulas
son numeradas en orden ascendente comenzando por la particula mas cercana a la base. A
cada una se le asocia una velocidad v;, una posicién con respecto a la base h; . una masa m;
y un didmetro d;. Asi, h; representa el centro de la particula i. Para todos los casos
examinados. estamos suponiendo que las particulas son idénticas, de modo que m;=m,
d=d;, para toda i (i=1,2, ...N). Tomamos la aceleracion de la gravedad como 971 <:rn.’seg2 de
modo que todas las cantidades son calculadas en el sistema CGS y luego
adimensionalizadas.

Estamos supeniendo que la pérdida de energia se da Onicamente durante cada una de las
colisiones, es decir que no hay friccién ni con el aire ni con las paredes del tubo que las
contiene, También suponemos que la fuerza de gravedad es constante (-mg). De esta
manera, el programa resuelve las ecuaciones de Newton para cada pareja adyacente de
particulas y calcula el tiempo en el que colisionaria cada pareja si el resto no existiera, por

medio de la ecuacion:
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i =-(hi-hiy-8 Y (vi-vii), (a.1)
para el conjunto determinado de valores h;,v;, {(i=1,2,...n).
Ei tiempo de colisién de la particula inferior con la base se obtiene mediante la solucién de

la ecuacidn :

0=hy+ vityp+ Yigti’. (a.2)

Una vez que se tienen todos los tiempos, el programa escoge el menot de ellos (6 i), ¥
hace evolucionar el sistema justo ese periodo, es decir que cambia las posiciones y

velocidades de cada una de las particulas de acuerdo con las ecuaciones de caida libre,

hy'=h; + viAT + %gAT ? y vi'=vi+gAT, (a3,24)
donde  AT= #;4.).

El siguiente paso consiste en cambiar las velocidades de las particulas que colisionan, de
acuerdo con las ecuaciones del capitulo II. Si AT = 1) pyse entonces simplemente vy’

adquiere e} valor V,. Con esto se completa el ciclo, y se regresa a la evaluacion de los

nuevos tiempos de colision.

i)Condiciones iniciales

El programa ofrece la posibilidad de asignar a cada una de las particulas velocidades

iniciales aleatorias, que varian desde -V, hasta V.. Para esto se usa como "semilla" el reloj
q ]|

interno de la computadora. Asi mismo, se asignan las posiciones iniciales mediante otro
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pardmetro ajustable de modo que el centro de cada particula esta separada del las
adyacentes una distancia d (incluyendo la particula uno con la base).

Cabe recalcar que las condiciones iniciales no afectan el comportamiento de la columna
para tiempos suficientemente grandes. Como ejemplo estd la grdfica A.1, donde se ve como
la energia de varios sisternas, con condiciones iniciales distintas, termina teniendo el mismo
comportamiento alrededor de un valor asintético. Los histogramas de altura y velocidad son

exactamente iguales a partir de este punto.
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ii) Coeficiente de restitucién

Es posible usar un coeficiente de restitucion constante, o bien, utilizar una funcién de la
velocidad relativa de las particulas como proponen Kuwabara y Kono {26} y por las razones
que fueron expuestas en el capitulo IIl. En este caso se asigna también un coeficiente para
cada par de particulas que estén por colisionar,

€ i1} = 1-C (Vi - V'._|)m, (a.S)

donde C es una constante que depende del material.

iii) Toma de datos

El programa no registra las posiciones y velocidades que tienen las particulas durante el
lapso de tiempo £ i; , sino Unicamente al momento de producirse cada colisién. Si
corriéramos la simulacién con una sola particula, no obtendriamos como resultado las
posicicnes correspondientes a una pardbola. Por el contrario obtendriamos un s6lo valor
repetido para la posicién. que seria la del contacto con la base. Cabe mencionar que el
sistema encuentra el equilibrio a la primera iteracidn, pues una vez que la pa;-ticula
colisiona con la base, adquiere una energia %4mV,%, que ya no tiene posibilidades de variar,
La toma de datos puede hacerse cada determinado nimero de colisiones, o cada intervalo
de tiempo real, segun convenga.

Con estos datos, el programa calcula la energia de cada particula, la velocidad del centro de
masa y su posicion.

El programa cuenta con una seccién para la elaboracion de histogramas de posicion y

velocidad. Dado que tenemos un sistema disipativo, podemos asegurar que la velocidad
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maxima que podra llegar a tener una de las particulas es V, y por la misma razén, en
sentido contrario -V,. Para el histograma de velocidades, el intervalo es -V, y V,,
subdividido en un nimero arbitrario de subintervalos. En el caso del histograma de posicion

¢l intervalo puede elegirse.
II) Transformada de Fourier discretizada [3]]

Una cantidad fisica p puede ser descrito ya sea en términos de un domino temporzl f o por
medio de un dominio de frecuencias £ El proceso puede entonces ser especificado por
medio de la amplitud de P como funcién de f, P(f) con -oo< f < oo, Para muchos procesos se
puede pensar en Py p como dos representaciones distintas de la misma funcién. Uno puede

pasar de una a otra por medio de las ecuaciones de la transformada de Fourier.

2 mﬁ

Piy=] pye ™™ dr, r®=f Pye (26, 2.7)

Si tenemos una muestra de datos para h(t) tomada cada intervalo de t constante denotado
por A, entonces po=p (nA), n=.,-3-2-1,0,1,23,..

Habiendo N muestras, px = p(t), 4%=kA,k=0,1,2,3,... N-1.

Como tenemos un nimero finito (N) de entradas,-tendremos también N salidas. Asi que en
lugar de intentar estimar la transformada de Fourier para todos los valores de f, busquemos
estimaciones sdlo para valores discretos f, = WAN, n = -N/2,...N/2.

Los valores extremos de n corresponden exactamente a los limites superior e inferior del

Hamado intervalo critico de frecuencias de Nyquist, definido come f; = 1/2A.
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El siguiente paso es aproximar la integral por una suma discreta:

N-I NI
P(E,) = I plt)e Zin(fnn g — ; Pee Zin(f)ik) 5 o Ak; e 2inkn/N (a.8)

En la simulacién, las cantidades fisicas que se midieron fueron, por un lado, la posicion del
cumulo como funcién del tiempo, y por otro, el nimere de particulas en un intervalo de
posicién también como funcidén del tiempo. Con las relaciones antes descritas se
transformnaron estas cantidades en funciones de la frecuencia. De este modo fue posible

encontrar la frecuencia principal de oscilacién de los cmulos.

III) Obtencién del parimetro K

La posicién de la particula y de la base estan dadas por :

Asen{wt+s) y A+vy+ Vgt a9, a.10)
respectivamente, y sus velocidades :

wAcos(wi+s)  y v+ gt (a.11,a.12)

En esta notacién, tanto g como vo son negativos. Igualando (a.9) y (a.10), muliiplicando
por w y elevandos al cuadrado obtenemos :

w?A? sen ? (wits) = [A + v, + Y g’]% (a.13)

De igualar (a.11) con (a.12) y elevar al cuadrado obtenemos:

w?A? cos ? (wtts) = v, + gt (a.14)
Ahora sumamos (a.13) y (a.14} y escribimos la ecuacion en términos de los pardmetros
adimensionales a = sz/g , B=Awl, y 1=1tw,

fI+Br+Y%at)’+[Btar)?-1=0 (a.15)

91



Esta es una ecuacidn de cuarto grado que sélo tiene solucién si
2 2

(4+4a)*-16p°> 0.

Esta condicién implica que

K=wA/[v,+(g/w)]20.

(a.16)

(a.17)
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