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NOTACION y DEFINICIONES 

En todo este trabajo IR y IC denotarán al campo de los números reales 
\' al campo de los números complejos, respectivamente. IRn será entendido 
corno el espacio vectorial con un producto interior; es decir, si 

entonces 

n 

:r+y = (Xl +YI,X2+Y21.·.,Xn+Yn) , x-y = LXtYt y ex = (CXIICX2¡ ... ,CXn)' 
10:0:1 

, 
La norma euclidiana (X· x), será escrita Ixl. 
Si A Y E son subconjuntos de IRn, denotaremos por AlE a la diferencia 

del conjunto A con el conjunto E; esto es 

AlE = {x E Jan : x E A Y x rt B}. 

Sea íl C; IRn conjunto abierto. La clase Coo (íl) consiste de las funciones 
de '·alor real (o complejo) con dominio íl que tienen derivadas continuas de 
lodos los órdenes. Denotaremos por C~ (n) al subconjunto de C= (n) que 
conSlste de las funciones con soporte compacto e infinitamente diferenciables. 
Al ,,-spacio C'¡;" (íl) se le llama el espacio de las funciones de prueba y se denota 
por D (n). D' (n) denotará al dual topológico de D (n) . 

Un multi-índ,ce es una n-ada a = (a¡, a2, ... , a n ) de enteros no nega-
n 

t,,·os; su longitud (u orden) es lal = La,. La suma de dos multi-índices (l 
i=l 

y /3 es 
a + (3 = (a, + (3¡, Ci2 + (32' ... , a n + (3n) . 

Se dIce que a ::; (3 si ai ::; (3, para i = 1,2, ... , n; cuando a ::; (3 también 
podemos definir (3 - Ci. 

Sí Cl es un multi-índice y f E Coo (D) , se define Da f como 

de donde DOBa f = Ba+~ f. 



Si n es un multi-índice y x E IRl!) se define x G y a' como 

Si </J E C"" (n) , </J es llamada rápidamente decrec2Cnte si 

para todo par de multi-índlces a, (J. El espacio vectorial de tales funciones 
es denotado por S (IR") , S' (IR") denotará su dual topológico y es llamado el 
espacio de las d,stribuczones temperadas. 

Dado 1 'S p 'S 00, V (IR") denotará al espacio de Lebesgue encontrado 
en cualquier libro básico de análisis. 

Dada f E L I (IR") , se define la transform.ada de Fourier de f en IR" por 

donde x . ( es el producto interior en lR". Análogamente, se define la trans
form.ada de Fourier mversa de f en IR" por 
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INTRODUCCIÓN 

El estudio de espacios de funciones constituye una parte esencial del análi
sis. Ejemplos de estos son los espacios de Lebesgue IJ' (IRn) , los espacios de 
lIardy HP, varias formas de los espacios de Lipschitz Aa y los espacios BMO, 
así corno los espacios de Scrbolev L~ que son básicos en el estudio de ecua
ciones diferenciales parciales. 

En las últimas dos décadas se ha encontrado que muchos espacios de 
funciones y de distribuciones admiten una descomposición en el sentido de 
que cualquier elemento del espacio se puede escribir en términos de funciones 
particularmente sencillas. Tales descomposiciones simplifican el análisis de 
los espacios y de los operadores que actúan sobre ellos. 

A 'luí obtenemos un tipo de descomposición, la fórmula de Calderón (teo
rema 1.4), aplicada al espacio de Lebesgue L' (IRn) , a los espacios de Lipschitz 

0,1 
11. 0 ' con O < Q < 1, Y al espacio de Besov B 1 

Para la lectura de este trabajo basta un curso básico de análisis funcional 
conocimiento básico de teoría de distribuciones y algunas propiedades de la 
(ratLsformada de Fourier. 

El trabajo aquí presentado está dividido en tres capítulos. 
En el primer capítulo trabajamos Con el espacio de Lebesgue L' (IR:.") . 
Comenzamos probando el lema 1.1, el cual será usado con frecuencia en 

todo este trabajo. Posteriormente, con ayuda del lema 1.1, se obtiene la 
illlportante fórmula reproductora de Calderón (teorema 1.4), la cual nos per
mitirá descomponer al espacio L 2 (IR") en el sentido antes mencionado. donde 
1"" funciones básicas, denotadas por aQ, son llamadas átomos (teorema 1.6). 
El teorema 1.6 tiene un recíproco. En lugar de átomos trataremos el recíproco 
con moléculas (teorema 1.18), una clase de funciones que incluye a los áto
mos. Como aplicación de lo anterior, finalizamos este capítulo probando 
que un operador integral singular de Calderón-Zygmund mapea átomos en 
moléculas. 

En el segundo capítulo trabajamos con los espacios de Lipschitz Aa . 
Para obtener la descomposición deseada de los espacios de Lipschitz Aa 

(teorema 2.7), se da una caracterización de estos en términos de los espacios 
¡t,definidos en (2.5), (teorema 2.6). Como fue el caso para L 2 (IR:.") , el teo
rema 2.7 tiene un recíproco (teorema 2.13) que involucra moléculas similares 
a las introducidas en el capítulo 1. Finalizamos este capítulo probando cicr-



tos aspectos formales como es la convergencia de la integral en la fórmula de 
Calderón. . o I 

El último trata del espacio de I3esov B l' . 

A diferencia de los dos espacios tratados en los capítulos 1 y 2, este es 
un espacio de distribuciones. Comenzamos planteando lo siguiente: sabemos 
que la norma del espacio de Lebesgue L I (IRn) es invariante bajo dilataciones 
y traslaciones. Si B es un espacio de Banach continuamente contenido en el 
espacio de las distribuciones temperadas S' (IRn) , cuya norma es invariante 
baJO dilataciones y traslaciones, ¿cúal es la relación entre B y L I (IRn)? 
Entrc otros probamos que si el espacio de Schwartz S (IRn) está contenido 
en B, entonces ti (IRn) está continuamente contenido en B (teorema 3.4). 

01 
Depués de definir el espacio de Besov B l' Y de probar que su norma es 
invariante bajo dilataciones y traslaciones, probamos que está continuamente 
contenido en s¿ (IRn) y que es completo. Concluimos el capítulo enunciando 

·01 
una descomposición atómica para B 1' , su recíproco y la minimalidad del 

. . 0,1 
espacIo B 1 
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FÓRMULA DE CALDERÓN Y UNA DESCOMPOSICIÓN DE 
U(IR") 

Comenzamos definiendo unos conceptos que se usarán frecuentemente. 

Definiciones. Sean <p : IR" -+ IR (iC) Y t > O. 
(,) Se dice que <p es radial si 

<p (x¡) = <p (X2) siempre que Ixd = IX21· 

(¡¡) Se define la dilatación de <p por t Como 

(ii?) Se define el soporte de <p como 

Sop <p = {x E IR": <p(x) ,,; O}. 

El lema que a continuación se enunciará es nece8ario para obtener la 
drcscomposición deseada del espacio L 2 (IR") . 

Lema 1.1. 

Fíjese N E Z+. Entonces existe una función <p : IR" -+ IR tal que 

1 Sop <p e {x E IR" :1 x 1:'= l} = B,(O). 

2. Y es radial. 

3. Y E C=(IR"). 

" 
si 1,12= N" E Z~,x' = xiI. ··x~n, 1,1= ¿'l. 

~=1 

5. J~[í?(t()r~=l si (EIR"-{O}. 
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Observación. El hecho de que 'P sea de valor real y radial implica que 

A [A ]' 1 A l' 'P es de valor real; así 'P (tO = 'P (tO . Obsérvese también que (1) y (3) 

nos dicen que 'P E D (IR") . 

Prueba. Sea e : IRn -> IR, una función no identicamente cero, radial y 
C= (IRn) con soporte en B 1 (O) . 

Sea h : IRn -> IR, definida Como h = t,.k!J, para algún entero k ~ ~ (donde 
b. es el operador de Laplace). Es claro que h satisface (1), (2) Y (3). Para 
probar (4) usamos integración por partes y el hecho de que O tiene soporte 
compacto. Sólo resta probar (5). Dado que no hemos normalizado a h. 
no hay razón para esperar que (5) se cumpla. Sin embargo, afirmamOS que 

J~ [h (t() r ~ es una integral absolutamente convergente. Para ver esto, 

se divide a la integral en dos partes 

J= [A ]' dt JI [A ]' dt J= [A ]' dt o h (t() --¡ = o h (tO --¡ + 1 h (tO --¡. 

Por lo tanto, basta probar que ambas partes son absolutamente conver
A 

gentes. Dado que h E D (IR") e S (IRn) , entonces h (tO E S (IRn) y por lo 
A 

tanto h (tO es rápidamente decreciente cuando t -> 00, para cada ( # O. 
Entonces 

J~ Ih (tOI' ~t :S 1;1' J~ ~ ~t < oo. 

Por lo tanto, el primer sumando de la descomposición es absolutamente 

convergente. Dado que h satisface (4) y h (tO = J h (x) c-2"" (t()dx. 
IR" 

A 
entonces h (O) = O. En consecuencia, existe una vecindad alrededor del cero 

A 
tal que h (t() = O (t) , cuando t -> 0+ Así 

JI [A ]'dt {JE Jl}[A ]'dt JE dt JI dt o h (íO --¡ = 0+, h (t() --¡:S Cl o t'-¡ +C ,t'--¡ < oo. 

A 
Finalmente, dado que h es radial, también h es radial; pero esto implica 

que J~ [h (t() r ~ = c' depende únicamente de 1(1, para toda ( # o. 
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Además, esta integral también es independiente del valor de 1(1 , puesto que 
~ es la medida de Haar para el grupo multiplicativo de los números reales 
positivos. Haciendo 'P = c-'h, obtenemos la función deseada .• 

Antes de enunciar el teorema central de est.e capítulo, enunciamos dos 
rrosultaelos de integral de Bochner que usaremos continuamente en este y los 
demás capítulos. 

Teorema 1.2 

Sea T X....., Y un operador lineal continuo del espacio de Banach X 
en el espacio de Banach Y. Si f (s) es una función Bochner u-integrable 
con valores en X, entonces Tf (s) es una función Bochner u-integrable con 
valores en Y, y además se satisface la siguiente igualdad 

JB Tf(s)u(ds)=T JBf(s)u(ds). 

Teorema 1.3 

Sean X un espacio ele Banach y (n, m, u) un espacio ele medida. Una 
función u- medible f : n ....., X es Bochner u-integrable si y sólo si 

J n Ilfll du < oo. 

Ver [3] ; pags. 45-47 

Teorema 1.4 (Fórmula de Calderón), 

Supóngase que 'P E L' (IRn) es una función real, radial y satisface la 
condición (5) del lema 1.1. Entonces, si f E L 2 (IRn) , 

(1.5) f (x) = J~ ('P, * 'P, * f) (x)~. 
Observación. Esta última igualdad es para ser interpretada en el sigu

Iente sentido en U (IR") : si O < é < (, < 00 y 

J' dt 
f", (x) = ,('P' * 'P, * f) (x) l' 
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entonces II f - f", IIp-> O cuando E -> O Y b -, oo. 

Prueba. La demostración será de la siguiente manera: primero se pro
bará para f E L1 (IR") n J} (IR") Y después para f E L2 (IR") . 

Caso 1. Supóngase que f E Ll (IR") n ¡} (IR"). Como 'P E L 1 (IR") 
entonces 'P, E L1 (IR") para toda t > O. Dado que f E L1 (IR"), entonces 
'Pt * f E Ü (IR") . En consecuencia 'P, * 'Pt * f E L1 (IR") para toda t > O. 
Veamos que f", E L1 (IR") para toda €, 8 njas. Es claro que f", es medible, 
sólo hay que probar que JIRN If", (x)1 dx < oo. 

Por el teorema de ToneHi 

1 IR" If", (x)1 dx 

< 1 l'I('Pt*'Pt*f)(x) ldt dx 
RR E t 

= 1'1 1('Pt*'P,*f)(x)ldx
dt 

e ]RTI t 

(
b dt j' dI 

= . ,11'Pt * 'P, * fllLl t:S ,1I'Pt * 'PtllLl IIJIIL' t 

1, dt (' dt b = II'P * 'PII L • IlfllL• - = e (1. 'P) - = cln - < oo. 
E t .el é 

Por lo tanto f". E L1 (IR") . Aplicando la transformada do Fourier a f"., 
por el teorema de Fubini y por propiedades de la transformada de Fbnricr de 
una convolución y do Hna dilatación, tenemos 

A 

f,,' (() 
8 

1 f,,' (x) e-2mx'(dx = 1 1 ('P, * 'Pt * f) (x) e .2mx{dx dt 
• , p t 

/ ('Pt * 'Pt * ft (() ~t = / [~t (of J (() ~t 
J (() / [~(t()f ~t 

Dado que 'Pt E J} (IR") y f E L2 (IR") , entonces por ht desigualdad de 
Young 'Pt * 'Pt * f E L2 (IR") y 

II'P, * 'Pt * fllL' :S II'P, * 'P,IIU(R") IlfllL' :S II'PII~. IIfllp < oo. 
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EH consecuencia, por la desigualdad de lvlinkowsky para integrales 

Esto implica que IE,Ó E U (IRn) para toda é, {j E IR+ fijos. Así. por el 
A 

teorema de Plancherel y la expresión obtenida para IE,Ó' tenemos 

lim<_o .• _= IIf - fE,' II~, 

lim,_o,6_= 11 (f - IE,o)" II~, 

limE_o.,_= J:<n 1; (() - f :,ó (() 1
2 

d( 

limE_o,,_= J "n 1; (() [1 - 1: [~ (t() r ~t] 12 

d(. 

Pero 

y como f E Ll (IR") n L 2 (IRn) , entonces f E L1 (IR"); lo cual implica que 

" A 1 Al fE Co (íD."). En consecuencia I es integrable y, por lo tanto, I también lo 

ps. Además 

A [ J' [A ]2 dt] limE_o,6_= f (() 1 - ,'P (t() t = O 
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para toda ( E jRn - {O} . Por lo tanto, por el teorema de convergencia domi
nada se tiene 

limHO,,~= II! - 1, .. 11;,2 

= in ... Ilim,~o,,~=; (() [1- J: [~(i()r d:] r d( 

in,,, 1; (O [1- J~ [~(tOr ~t] 1
2 

d( = O. 
Caso 2. Supongamos que I E L 2 (IRn) . Queremos demostrar que 

cuando é --> O Y 8 --> oo. Como Ll (IRn) n [" (IRn) es un subespacio denso de 
L' (IRn), entonces existe una sucesión {}k} de funciones en l' (IRn) n [,2 (IRn) 
qne convergen a I en L2 (IRn). Dado que 1", E L2 (IRn) para todo é, 8 fijos, 
entonces 

11I - 1",II L2 11I - /k + /k - 1",lIp 

< 11I - /kll p + Illk - 1",llp 

11I - M L 2 + Il/k - (/k)", + Ud", - 1",IIL2 

< 11I - Mr,2 + Il/k - (/k)",llu + IIUk)", - le"t 
donde U"),,, = fe'('Pt*'Pt *1,,) (x)~. Dado que Ik --> len L' (IRn), entonces 
11I - /k11L' ~ !, y como /k E l' (IR") n [,2 (IRn) , con k fija, tenemos, por el 

paso 1, que II/k - (/k)",t ~ ~. 
Sólo basta probar que el tercer t6rmino del lado derecho de la anterior 

cadena do desigualdades cs menor que t, siempre que E --t O, Ó -~ 00 y 
k --+ oo. 

Por el teorema de Plancherel, propiedades ele la convolución y la definición 
de Uk)" , se tiene 
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, 

{JRn {/ [lO, * lO, * (!k - f)1 (x) ~t r (() , d(}' 

Sca í'n: (é,6)·, L2(IRn) ,(E,6) e lR~, definida como í'n(t) = lO, *10, * 
(J" - 1) , Afirmamos que í'n es Boclmer integrable, Dado que 

J6 dt 
, llí'n (t)lIL' t J6 dt 

, IllOt * lO, * (!k - f)IIL' t 

J6, dt 
< , 1IIO,IIu Iltk - Illu t 

2 6 
= 1IIOII u Il/k - Illuln - < 00, 

E: 

entonces por el teorema 1.3 se tiene que í'n es Bocbner integrable, 
Como A , L' (IRn) -> L' (IRn) es un operador lineal continuo, entonces por 

el teorema 1.2 se tiene 

{JRn 11: [10,*10,* Un - f)t(O ~t12 d(} ~ 

{J 'in 11: [~(t()f Un - ft (O ~ti' d(} 
1 

{J:<.n 1/ [~(tof ~tl'IUn - ft (()I' d(} ~ ::; ~ 
" " -, 0,6 -> 00 y k > N , donde la N es la de la convergencia de la sucesión 
(Jd Por lo tanto el teorema queda demostrado, • 

Ahora podemos establecer la versión de la descomposición del espacio 
J2 (En) usando la fórmula de Calderón, Antes de enunciar y probar el teo
l Cilla, damos las siguientes: 

Definiciones, Decimos que un cubo Q e IRn es un cubo diádico si 
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para algún v E Zy k = (k
"

k2,··· ,kn ) E zn. SeaQ= {Qv,k : v E Z. k E Z"}. 

Para Q EQ se denota por f (Q) la longitud del lado del cubo y por l' (Q) a 

un cubo en IR",+l [1' (Q) = Q x (~,e (Q)) l. Escribiremos ¿Q por ¿Qúí' 

Observaciones. IR",+> ='{(x,t): x E]Rn y t E IR~}. Nótese que 

IR",+> = U l' (Q), 
QEQ 

donde, excepto por un conjunto de medida cero, es una unión ajena, 
Sean n = 2, k = (k

" 
k2) y consideremos v E Z fija. Los cubos diádicos 

son cuadrados congruentes. Si hacemos variar k, lo que obtenemos es una 
laUz cuyos vértices son múltiplos enteros de 2-". Además, si hacemos variar 
v lo que obtenemos es: una latiz más fina (es decir, con cuadrados diádicos 
de lado más chico) o una latiz menos fina (es decir, con cuadrados diádicos 
de lado más grande). Si imaginamos la latiz para una v fija, es claro que para 
cualesquiera dos cuadrados diádicos se tiene lo siguiente: la in(pl'sección de 
SUB interiores es vacía o son el mismo. También es claro que para cualesquiera 
dos cuadrados diádicos ajenos se tiene que: tienen intersección vacia o se 
intersectan en un conjunto de medida cero, y como tenemos una familia 
numerable de cuadrados diádicos entonces IR2 = U Q. Además son ajenos 

QEQ 
dos a dos excepto en un conjunto de medida cero. 

Teorema 1.6 

Supóngase que f E L2 (IRn) y N E Z+. Entonces existen coeficientes 
{ sQ} , O :s: sQ < 00, donde Q varia sobre los cubos diádicos, y funciones {aQ} 
en D (IRn) tal que 

(1. 7) 

(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 

f = ¿sQaQ; 
Q 

Sop aQ e 3Q; 

J x'aQ (x) dx = O si 1,1 :s: N 
ll(n 

Sl1PxEn<" 1 (8'aQ) (x) 1 :s: c,e (Q)-(I,I+~) para, E Z'; 
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(1.11) I>b = Ilfll~2 . 
Q 

Observación. La igualdad (1 7) es interpretada en el siguiente sentido: 
pal a ,. E Z fija. la función I:'(Q)~2-0 sQaQ (x) cstá bien defimda para cada x 

dado que. por (1.8), la suma involucra a lo más un número finito de términos 
qw, no son cero. Además, por (1.10) con 111 = O, esta suma representa una 
[unción acotada. Sea 

, 
f, (x) = ¿ ¿ sQaQ(x). 

V~-, '(Q)~2-o 

Entonces (1.7) significa que lim,_= Ilf - f,II L2 = O. 
Los coeficientes sQ y los "átomos" aQ dependen de f; las constantes c, 

en (UO) dependen de la dimensión 11., de N y también de ,. 

Prueba. Sea N E Z+, por el lema 1.1 existe una función «J: IR" -+ IR que 
satisface (1)-(5) del lema. Como Sop «J e Bl (O) Y «J E C= (IR"), entonces 
;; E [,1 (R"). Dado que f E L' (IR"), por el teorema 1.4 y la identidad (1.5) 

Jx di J=J di f Ce) = (<p, * <p, * f) (x) - = «J, (x - y) (<(J, * f) (y) dy~. 
o t O;?tn t 

Para un cubo diádico Q e IR", T(Q) es un cubo en IR,;+l Entonces 
{T (Q)} - es una colección de cubos que cubren a IR,,++l cuyos interiores 

0",-0 

son ajenos (los a dos. Así, discretizando 

f(x) = ¿JJ «J,(x-y)(<(J,*J)(y)dy~t 
Q T(Q) 

Sea 

SQ = {JJ 1(<(J,*J)(Y)12dydl}1 
T(Q) I 

POl definición de sQ) sQ ?:: O Y además 

'2) = J I 1(1", * J) (Y)1 2 d/
i 

= J,(Q) J I(<(J, * f) (y)12 dy di < 00; 

. . nQ, i ~ T(Q) t 

locual implica que O:s sQ < 00 para todo cubo diádico Q. 
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Si 'Q f O, HO define 

(1.12) DQ (x) = f- Jj' 'P, (x - Y)('P, *1) (y) dy"f. 
Q T(Q) 

Prueba de (1.8). SupóngaEo que x tt 3Q Y (y, t) E T (Q), entonces 
~ :s: t:s: f(Q) y Y E Q. Como x tt 3Q Y Y E Q entonces Ix - yl > f(Q). 
Por lo tanto t :s: f (Q) < Ix - yl. En consecuencia 1 < Ix~yl. Ahora, como 
'P, (x - y) = cn'P (9) y Sop 'P e El (O), entonces 'P (7') = O. Por lo 
tanto 'P, (x - y) = O para toda x tt 3Q Y para todo (y, t) E T (Q). Esto 
implica que 'P, (x - y) ('P, * j) (y) = O para toda x tt 3Q. En consecuencia 
Sap DQ (x) e 3Q. Además, se siguo de lo anterior que para cualquier x 
fijo la suma ¿'(Q)~2-' sQaQ (x) tiene a lo más un número finito de términos 
distintos de cero. Esto prueba que jj es una función bien definida. 

Prueba de (1.7). De las definiciones de jj,sQ,aQ y T(Q), se tiene que 

j 

/; (x) ¿ ¿ sQaQ (x) 
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J
2-' di 

+ (<p,*<p,*f)(x)-
2-()+1) t 

J" dt J8 dt (<p, * <p, * f) (x) - = (<p, * <p, * f) (x) - = 1,,8 (X) 
2-(Jt-l) t E t 

donde e = 2-(1+ 1l Y {; = 2i En consecuencia, por el teorema l.4 

Prueba de (1.11). Usando el teorema de Plancherel , la propiedad (5) 
del lemall Y el teorema de Tonelli, se tiene 

Prueba de (1.10). Usando fórmulas de intercambio, la desigualdad de 

Holder y el hecho de que t E [e(~l, e (Q) 1 ' cuando (y, t) E T (Q) , se tiene 

ID;aQ (x)1 I ~ JJ [D~<p, (x - y)] (<p, * f) (y) dydtt I 
SQ T(Ql 

< ~JJ ID~<p,(x-y)II(<p,*f)(y)ldy~t 
SQ T(Ql 

< ~{JJ ID~<P,(X_Y)I'dy~t}~ 
SQ T(Ql 
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{JJ ' dt}! x 1(<pt*f)(v)1 dY-
t T(Q) , 

~ {J J la;<p, (x - y)l' dy dt} ~ sQ 
sQ T(Q) t 

{Ji laJ,<p,(x-y)I'dydl}! 
T(Q) t 

, 

{j' j' ¡-'bll(a'<p), (x _ Y)I' dy dt}' 
T(Q) t , 

= {JJT(Q) c'(Wn) I(a'<p) (x ~ y) l' dy~t}' 
, 

< lIa'<plloo {J J T(Q) ¡-'(bl+n)-ldYdt} , , 

Tomando el supremo sobre todas las x E IR" en la cadena de dcsigualdadco 
obtenida, tenemos 

SUpXElRn la;aQ (x)1 , 
< Ilffi<plloo {J J T(Q) C'(hl+nHdYdt} ' 

(
f(Q))-I'I-n-! {JJ }~ < Ila'<plloo -2- dydt 

1'(Q) 

Ila'<plloo (R(2Q))-bl-
n
-! {Je(Q) J dYdt}~ 

"ql 1'(Q) 

(f(Q))-I'I-n-~ ! (f(Q))! 
Ila'<plloo -2- IQI' -2-

Ila'<plloo 2bl+nf (Q)-I,I- ~ = ~,nf (m-hl- ~ , 
Finalmente, probemos (1.9), Sea 'Y un multi-índice tal que I'YI ~ N, por 

el teorema de l'llbini 

J x'aQ(x)dx 
n<n 
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J 
X'f{~JJ 'Pt(X-y)('Pt*f)(Y)dydt}dX 

~" sQ T(Q) t 

~J JJ x>'Pt(x-y)('Pt*f)(y)dydt dx 
sQ Rn T(Q) t 

~ J J {J X''Pt (x - y) dX} ('Pt * f) (y) dy dt. 
sQ T(Q) . Rn t 

Pero 

donde esta última igualdad se obtiene usando (4) del lema 1.1. Por lo tanto 
se obtiene (1.9) .• 

El teorema 1.6 tiene un recíproco. Una versión de este recíproco es: 
si los átomos son definidos como funciones aQ que tienen las propiedades 
(1.8), (1.9), (1.10) Y f está definida por (1.7), con I:Q ISQI' < 00, entonces 
f E L' (Rn) y Ilfllr, :S e' I:Q ISQI'. Esto se puede probar por algún tipo 
de argumento de espacio de Hilbert, en el cual tratamos la expansión Como 
si fuera ortogonal. Realizaremos esto en un marco más general. En lugar 
de átomos, trataremos con moléculas, una clase de funciones que incluye a 
los átomos. Una razón para hacer esto es que muchos operadores en análisis 
mapean átomos en moléculas (y no en átomos). Esto nos permite obtener 
('stimacione.s para estos operadores examinando su comportamiento sobre 
átomos. 

La definiCión de una molécula asociada con un cubo 

involucra a la "esquina inferior izquierda de Q" , la cual denotamos por 
:rQ = (ai l a21'" 1 an) = a. 

Definición. Sean E,a > O. Una función mQ es llamada una (a,E)
molécula sU",'e para un cubo Q e IR" si y sólo si satisface las tres condiciones 
siguientes: 



14 

{ 

L. __ ~I}-(n.I.') 
(1.13) ImQ (x)l :S IQI-~ 1 + ~ para todo x E IR"; 

(1.14) ImQ(x) _ mQ(y)1 :S IQI-~ {I;(Q)I} n 811pl'15Ix-yl {1 + jX~~~~QI} -(n+,) 

para Lodo x, y E IRn; 

(1.15) J mQ(x)dx=O. 
IR" 

Observaciones. (i). (1.13) nos dice que mQ p.stá "localizado" ó "alcanza 
su máximo" en Q; así, podemos considerar (1.13) para ser una versión débil 
de (l.8). 

(ii). En lugar de la suavidad C= considerada en (1.10), requerimos en 
(1.14) que mQ satisfaga una condición de tipo Lipschitz de orden a. Además, 
r.sta condición de Lipschitz tiene un decaimiento en oo. 

(iii). (1.15) es la cancelación mínima (N = O) en (1.9). 
(iv). Las funciones aQ en el teorema 1.6, salvo un factor constante, son 

(a, e) - moléculas suaves para toda e> O Y O < a :S 1. 
Las observaciones (i) a (iii) se siguen inmediatamente. 

Prueba de (iv). Sea aQ un átomo, demostremos que aQ es una (a,e)
molécula suave. 

a) Veamos que (1.13) se cumple. Como aQ es un átomo, entonces 

para, E íZ¡. Haciendo, = (O, O,·· . , O) tenemos que 

" 1 
laQ (x)1 :S SUpXEIR" laQ (x)1 :S el (QP = e IQI-'· 

Por hipótesis Sop aQ e 3Q. 
Si x es tal que Ix - xQI > 3y1nC (Q), entonces x E Sop aQ. En conse

cuencia aQ (x) = O Y por lo tanto la desigualdad (1.13) se cumple. 

Si x es tal que Ix - xQI :S 3,jnC (Q), entonces Ix,(~~1 :S 3y1n. En canSe-
encncia 

Ix x I ~'L + 1 < 3 'n + l· C(Q) - V" , 
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lo cual implica 

(3vn + 1r(n+,) < x - xQ + 1 { 
I I 

}
-(n+,) 

- e (Q) . 

Así 

laQ(x)1 

para todo x E Rn. 
b) Veamos que (1.14) se cumple. Como aQ es infinitamente diferenciable 

y satisface (1.10), tomando 'Y = (0,0,·· . , 1,·· . ,O) en la ;-ésima coordenada 
y aplicando el teorema del valor medio en la ;-ésima variable, se tiene 

laQ (x) - aQ(y)1 18;aQ (e,) (x, - y;J1 ::; c_,f (Q)-l-, IXi - y,1 

< c-l(Q)+' lx -vi = Sf(Q)-' 1~(Qrl 

Si Ix - xQI > 3foe (Q) y Iy - yol > 3foe (Q), entonces aQ (x) = aq(y) = ° y por lo tanto (1.14) se cumple. 
Si Ix - xQI ::; 3foe (Q) y Iy - YQI ::; 3foe (Q) , entonces 

Ix - yl < Ix - xQI + IYQ - xQI + Iy - YQI 
= Ix - xQI + Iy - YQI ::; ofoe (Q). 

En consecuencia 

laQ (x) - aq(Y)1 < Se(Q)-' I~ ¡Qrl 

= c, IQI-~ [I~ ¡Qrr [I~ ¡Qrif-
u 
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[ ]

1-0 

ya que 1;(Q'íl :S (6y1ii/-a . Por otra parte 

Ix - z - xQI :S Ix - yl + Iy - xQI + Izl = Ix - yl + Iy - YQI + Izl 
:S 9vn€(Q) + Izl:S 15v;¡.e(Q) 

si Izl :S Ix - yl· En consecuencia pam t.odo Izl :S Ix - yl , se tiene 

Ix - z - ":QI 
€ (Q) :S 15vn; 

Ix - z - xQI 
€ (Q) + 1 :S 15vn + 1; 

{ 
Ix - z - x I }-(n+,) 

€ (Q) Q + 1 2: {15vn + 1 r(n+,) 

Por lo tanto, usando la última estimación y la desigualdad anterior 

laQ (x) - aQ(y)1 

IQI
-1 [IX - Yll a {15vn + 1} -(n+,) <ccx"'! 2__ -

, € (Q) {15vn + 1} (nH) 

_1 [Ix - Yll" {IX - z - xQI }-(n+'1 
< CIQI 2 €(Q) SUPI'I~lx_yl -€-(~ + 1 

para todo x, y E JR(n) donde e = (a", n, é) 
Si Ix - xQI :S 3V;¡€ (Q) y Iy - xQI > 3vn€ (Q), entonces aQ (y) = O Y 

por (1.10) , con? = (O, O, O,, .. O) , se tieno 

1 

laQ (x) -- aQ(y)1 :S cIQI-" . 

Dado que 1": - xQI :S 3V;¡€(Q) so tiene que x E Sop 3Q o x ~ Sop 3Q. 
Si x ~ Sop 3Q, entonces aQ (x) = O Y se comple la propiedad (1.14). 
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Si:¡; E Sop 3Q, entonces Ix - xQI :::: 2foe (Q); en consecuencia Ix - yl 2 
foL (q) . De donde 

[
Ix - Yllo > ( C)O e (Q) - yn . 

Así 

Por otra parte, sabemos que 

x - z- xQ 
{ 

I I 
}
-n-, 

sUPlxl~ix-yl ¡ + e (Q) { 
Ix - xQI }-n-, 

> 1+ f(Q) 

> (3Fn+ ¡rn
-,. 

Usando esto últ.imo se tiene 

laQ (x) - aQ(y)1 

< cIQI-~ [1~(Q~r (3Fn+ 1)-n-, (3Fn+ 1)"+' 

< cIQI-~ [I~~~r sUP¡xl<:lx-y¡ {1 + Ix -f~~ XQI} -n-, 

para todo X J y E IP.!.n. 
e) (l.l5) es consecuencia de que aQ (x) satisface (l.9) con r = (O, ... , O) .• 

Antes de enunciar el inverso del teorema l.6 probemos un lema, el cual 
nos dlce que mp y mQ son ¡(casi ortogonales'!. 

Lema 1.16 

Si mp y mQ son (a,é) -moléculas suaves para los cubos diádicos P y Q, 
donde [(P) :::: C(Q) ya < é, entonces 

IJ I { t(P)}o+> {I I}-n-, 
I a" mp (x) mQ (x)dx <::: c e (Q) ¡ + x~ ~~p 
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Prueba. Como mp satisface (l.15), entonces 

/ 
mp (x) mQ (x)dx = J mI' (x) [mQ (x) - mQ (xI')] dx. 

. ]Rn IR'" 

Sea A = {x E IR" : Ix - xpl :o: 3e (Qn. Tenemos dos casos. 
Caso I. Si x E A, entonces 

para todo Izl :o: Ix - xpl. De donde 

1 IXQ-xpl < Ix-z-xQI <7(1 Ix-z-xQI) 
+ e(Q) - e(Q) +7_ + e(Q) 

para todo Izl :o: Ix - xpl. En consecuencia 

Ahora, us¡mdo la igualdad anterior, se tiene 

donde 

l = J A Imp (xHlmQ (x) - mQ (xp)1 dx 

y 

II = J Imp (xHlmQ (x) - mQ (xp)1 dx 
H,"-A 

Estimemos l. Como mQ y mp son (a,E)-moléculas suaves y por (t), se 
tiene 

l:O: J A ImI' (x)1 {IQr! [I'e(~í'r SUPlzlS:lx-xpl [1+ l"~;~;Qrn-,} dx 

:o: e IQI-! { 1 -\- 1,,~(~~pl } -n-' J A Imp (xH [lxC(Q)''r dx 
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< e IQI-j IPI-j {1 + IXQ-xpl } -n-' j [1 + Ix-xpl ]-"-' [IX-xl"] Q dx 
-- ' l(Q) A l(P) I(Q) , 

- (' IQI-lIPI-l {1 + IXQ-xpl }-n-, ('(P)) Q j [1 + Ix_xpl]-n-, [lx-xpl] Q dx 
- - ' i(Q) l(Q) l(P) 1(1') 

A 

< cIQI-lIPI-l {1 + IXQ_xpl}-n-, ('(P))Qj [1 + Ix_xpl]-n-,+Q dx 
- ' l(Q) I(Q) f(P) 

A 

< cIQI-lIPI-l {1 + IXQ-xpl }-n-, ('(P))"j [1 + Ix_xpl]-n-,+Q dx 
- ' a.Q) l(Q) I(P) , 

R" 
Pero 

j [ Ix - x pl ] -n-,+" 
R" 1 + e(p) dx 

j~ j s"-' (1 + e [P)) -n-H" 1'
n

-
1 d{! (x') d¡' 

¡sn-11 j~ (1+ e (~) rn-o+" 1'n-
1dr 

¡sn-11 e (p)"+,-n j~ (e (P) + r) -n-,+Q 1'n-1 dr 

< ¡sn-1It(p)"+'-" j~ (e(p) +r)"-'-ldr 

Is n-
1I e(p)" , 

E-O: 

Por lo tanto 

donde e es una constante genérica que depende de la dimensión n, de é y a, 
además la medida del cubo Q e Non, de lado e(Q), es [e (Q)]" , 

Caso n, Para estimar 11 observemos lo siguiente, si x ~ A. entonces 
i:r - x/'I > Je(Q); lo cual implica 
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!X - Xp! !3; - XI'! e(Q) l!x - xp! e(Q) l!x - xp! e(Q) 
1 + f(P) - > e(Q) e(1') = 2 f(Q) f(P) + 2 e(Q) e(1") 

l!x-xp!f(Q) 3f(Q) U(Q) ( !X-XI'!) 
> 2 e(Q) e(1") -1- 2e(p) > 2e(1") 1+ e(Q) . 

Como TI. + f > O, entonces 

Usando esta última desigualdad y (1.13), tonemos que 

P ara estimar 11 hacemos lo siguiente 

II .:; .1 R"-A !mp (x)!!mQ (x)! dx + .1 IR"-A !mp (x)!!mQ (xp)! dx 

= lI,-I- JI, 

y trabajamos con I/¡ e JI, por separado. 
Estimación de JI,. Usando m y (1.13) para mQ (Xl') , se tiene 

n+1': -2 Yl1 Ix-x pi 1 ( )n+e.l ( )-n-e 
JI, .:; 2 !P! I(Q) 1R

n
_A 1 + I(Q) !rnQ (xp)! d3; 

1 1 n+e { ! ! } -n-e I ( ) -n-e < 2n+e !1"!-' !Q!-' ('(P)) 1 + "p-XQ 1 + Ix-xpl dx - I(Q) I(Q) I(Q) 
, IRn_A 
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= (/IP)) ;¡~, {1 + IXP-xQI }-n-, < ('(P)):¡+n {1 + IXP-xQI }-n-, 
e I(Q) I(Q) _ C I(Q) qQ) 

donde esta última desigualdad se obtiene por la hipótesis de que t(P) < 
l (Q). " < [ y la estimación de la integral 

J (1 + Ix - xpl)-n-, dx 'S Isn-lIC(p)" , 
"ne(Q) [ 

la cual se obtiene integrando en coordenadas esféricas. 
Estimación de 111 Sean B = {x E IRn - A : Ix - xpl > ~ Ixp - xQI} 

y 

e = {x E lRn 
- A : Ix - xpl 'S ~ Ixp - xQI} . 

Para estimar 1 Il se divide en dos integrales usando los dos conjuntos 
;mtes definidos. Así 

Sólo basta probar que las dos integrales anteriores satisfacen la conclusión 
<Id lema 

Estimación de I13' Como x E B, entonces Ix - xpl :::: ~ Ixp - xQI; en 
consecuencia 

Ix - xpl llx - xpl 1 ( Ixp - XQI) 
1 + t( Q) :::: 1+ 2 e( Q) :::: 2 1 + e( Q) . 

De donde 

En consecuencia por (1.13), para cuando x E B Y por la desigualdad 
anterior se tiene 

1 J, 'S 2n+, IPI-l (;¡~~) n+c J B (1 + Ix,(~íl) -n-, ImQ (x) I dx 

( ) 

-n-, 
1 1 n+.:: -n-e 

< ?n+, IPI-' IQI-' ([(P)) J (1 + Ix-xpl) 1 + Ix-xQI - - [(Q) B I(Q) /(Q) 

< 4n~, IPI-lIQI-j (i(p))n+, {1 + IXP-xQI }-n-, J (1 + Ix-xQI) -n-, dx 
- 'I(Q) I(Q) i(Q) 

B 
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4n+, IPI-lIQrl (:¡~l) * { 1 -1- IX~(~;QI } -n-' J 11" (1 -1- I';C;;~I) dx 

::; c IPrllQI-l (w;¡) M' e(Q)n { 1 + IX;(~QI} +, 

= c (w;¡) ~+, {I + IX;(~QI} -n-, ::; C (w;¡) ~Ia {I -1- IX;(~QI} -n-, 

donde esta última desigualdad es consecuencia de la hipótesis e(p) ::; e( Q), a < 
é, Y la penúltima desigualdad se sigue por que la integral 

usando coordenadas esféricas. Por lo tanto 

(
e(p)) .+n { Ixl' _ xQI }-n-, 

II3 ::; c e( Q) 1+ P( Q) 

donde c es una constante que sólo depende de la dimensión n, de é y de a. 
Estimación de II •. Dado que Ixl' - xQI-lx - xpl ::; Ix - xQI y x E e 

entonces 

Tenemos que 

1 1 21xp - Xql = Ixl' - Xql - 21xp - xQI 

::; IXq - xl'I - Ix - xl'I ::; Ix - xQI· 

Usando esto último, (1.13) y (+), se tiene 

11. ::; 2* IPI-l (w;¡) * ¡e (1 + Ix,(~)I) -'H Irnq (xli dx 

< 2n+, IPI-! IQI-! (~)n+, J (1 + Ix_xl'l)-n .. , (1 + Ix_xQI)-n-, dx 
- C(Q) i(Q} C(q} 

e 

< 4n+, IPI-lIQrl (P'l)n+, {I -1- IxrxQI }-n-, J (1 + Ix-xl'l) -n-, dx 
- i(Q} C(Q} e '(q) 

< 4n+, IPI-lIQI-l (CfI'l)n+' {I + EcxQl}-n-, I (1 + I"_XI'I)-n-, dx 
- C(Q) '(q) '(q) 

• ]R" 
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<:: clI'l-; IQI-; u~~:rE e(Q)n {1 + IX;(~~QI} -n-E 

= e (:~~:) ,+E { 1 + IX;(~~QI } -n-E <:: e (:~~:) '+u { 1 + IX;(~~QI } -n-E 

donde esta última desigualdad es consecuencia de nuestra hipótesis e (P) <:: 
f( Q) Y Q < E. La tercer desigualdad se obtiene por lo siguiente 

1 
:2lxp - xQI <:: Ix - XQI; 

1 IXP-xQI Ix-xQ I 
lo cual implica que 2 /(Q) <:: '(Q) , de donde obtenemos que 

1( IXP-XQI) IX-XQI 
:2 1 + E(Q) <:: 1+ e(Q) . 

En consecuencia 

2n+, (1 + Ixp - xQI) -n-E> (1 + Ix - XQI) -n-E 
e(Q) - e(Q) 

La penúltima desigualdad se obtiene por el hecho de que 

r ( Ix_xpl)-n-E 
J,," 1 + e( Q) dx <:: d( Q)", 

la cual se estima usando coordenadas esféricas .• 

Proposición 1.17 

La serie L [1 + Iklrn-E converge a uana constante que sólo depende de 
kEZ" 

la dimensión n y de c. 

Prueba. La demostración se sigue de la aplicación de la propiedad de 
('omparación de la integral. 

Teorema 1.18 

Supóngase que O < a <:: 1, O < é y, para cada cubo diádico Q, mQ es 
IIna (O', El-molécula suave para Q. Sea f = L,Q sQmQ para una sucesión 
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escalar {sQ} - que satisface ¿Q Isd' < oo. Ent.onces la serie que define a 
QEQ 

1 converge en J} (iR") Y 

, 

III11D2 ~ e(n, n, E) { ~ ISQI' } 2 

Prueba. Provisionalmente supongamos que a < E. Veamos que la se
rie ¿Q sQmQ converge en L' (iR") . Es claro que hay una correspondencia 
biycctiva entre el conjunto de los cubos diádicos y el conjunto de los números 
naturales. Sean {Sk} Y {md las sucesiones numeradas con los numeras nat
urales. Sea 1" = ¿~~1 Skmk, veamos que {In} converge en L' (iR"). Sean 
n > m :::: N y E > O, entonces por cllema 1.16 y por las hipótesis, tenemos 
que 

Por lo tanto 

" 
k=m+l 

n 

< e1 ¿ ISkl' < e. 
k=m+l 

n 

l,k=m+l 

11f" - fmll~2 < e para toda n, m E íl+. 

Est.o implica que la cola de la serie tiende a cero cuando m tiende a 
infinito. De donde 

111" - Imll;,2 < E si TI. y m son muy grandes. 

Por lo tant.o {I,,} es de Cauchy en L' (iR") . En consecu<mcia, existe 1 E 
L' (iRn

) tal que 

1 = ¿In = ¿sQmQ. 
n=l Q 
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I'rubemos que la desigualdad del t.eorema se sat.isface. Claramente es 
':lllflCiclltc establecer la desigualdad dp,,"'ieada para una sucesión fil1lta no cero 
{ 'Q} (con e (n, ", ¿) independient.e de la sucesión). Entonces 

Por otra parte 

(f, f) = / ¿ spmp, ¿ SQmQ) = ¿ spsQ (mp. mQ) 
\ P Q t(P)~'(Q) 

< ¿ IspllsQII(mp,mQ)1 
l(P)~i(Q) 

¿ ,sp"SQ'II" mp (x) mQ (x)l· 
l(P)~l(Q) " 

En consecuencia, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz en [' (IR") Y por 
el lema 1.16 se tiene 
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= 2cA~B~. 

Supóngase que e(Q) = 2-" Y el?) = 2-". Dado que f(?) :S e(Q), entonces 
211

-
1l 

:::; 1; en consecuencia 11, ~ 7), Así 

Para B consideremos el conjunto de cubos diádicos P tales que f(?) = 
2-"f(Q). Entonces 1t ~ O, por que f(P) :S e(Q). En consecuencia B puede 
sor escrito de la siguiente manera 

B = L ISQI' f 2-,,(a+,,) L [1 + 1
3;1' - XQI] --n-, 

Q ,,~O (N(J'H- ve(Q)} e( Q) 

Pero se afirma que 

~ [ Ix - xQI] -n-, ~ --n-, 
L., 1 -,- f(Q) :S e L., (1 + Ikl) = e(n, e). 

'(Q)~2-U kEZ" 

Para ver esta desigualdad, primero probemos que la suma de la izquierda 
es periódica, con periodo 2-" k, donde k es cualquiera de los vectores base 
canónicos (1, O, O,'" ,O) ,(0,1, O.' . " O) , ... ,(O, O, O," . , 1) . 

L [1 I(x -1- 2-"k) - XQI] -n-, 

'(Q)~2-" + f( Q) 

L [1 -\- Ix - (xQ - 2"k)l] -n-' 

'(Q)~2-u e( Q) 

~ [ Ix - x Q' I J -n--, 
L., 1+ f(Q') 

'(Q')~2-u 

Por lo tanto, la primera suma es periódica. Así, sin pérdida de generalidad, 
podemos suponer que x E Q",o = {x : O :S x, :S 2-"} . 

Sea k E 7l,n tal que Ikl > M, para M E 1R+ muy grande. Es claro que 
hay una biyección entre xQ y 2-"k. Dado que x E Q",o y Ikl es muy grande, 
entoncos 

13: - 2-" kl 12-" kl 
e(Q) ~ e(Q)' 
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En consecuencia 

donde la suma de la izquierda corre sobre todos los cubos Q que satisfacen 
In anterior. 

S"a k E Z" tal que Ikl :<= M, entonces 1 + Ikl :<= 1 + M; lo cual implica 

Por otra parte 

Así 

Por lo tanto 

(1 + M)-n-< 

(1+ M) n < 

< (1 + M)"+< (1 + Ikl)-n-,. 

dOlldc la suma de la izquierda corre sobre los cubos diádicos Q que satisfacen 
las condiciones dadas y e = (1 + M)"+'. 

Sumando las desigualdades obtenidas, se tiene 
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e { L (1 + Ikl)-n-, + (1 + M)-n-, L (1 + Iklrn-,} 
kEZl),lkl~M kEzn,lkl>M 

< eL (1 + Ikl)-n-,. 
kE'l.n 

Por lo tanto 

Por la proposición 1.17 se tiene 

Dado que x E lRn es cualquiera, tomando x = XI' tenemos que 

u 

< L L Ispl2 L 2(v-u)"c(n,E) 
uEZ f(P)=2- u V=-OQ 

e(n, E) L L Ispl2 2,,2: 1 = e(n, <>, E) L Ispl' . 
uEZ f(P)=2- u f' 

Para estimar B notese que como E(P) = T"E(Q) Y u 2: 0, entonces hay 
2n" cubos diádicos P contenidos en Q. Puesto que 

consideremos la serie 

[ 

Ixp_XQI],·n-E 

(p,e(I')~"'(Q)) 1 + E(Q) 



Ahora 

PelO como u 2: o. entonces 2~" 2: l. En consecuencia 

1 Ixp - xQI Ixp - xQI 
2-u + e(p) :>: 1 + e(p) . 

Así 

[2: u + IX~(~~Qlr-< s: [1+ IX~(~~Qlr-< 
Por lo tanto 

'\' [_1 + Ixp - XQlj-n-e 
L.. 2- u e(p) 

(P i(P)=2-"[(Q)) 

< ¿ [ Ixp-xdj-n-e 
(P i(P)=2-"t(Q)) 1 + e(p) 

Usando esto último tenemos que 

¿ [ Ixp - xQlj-n-e 
(P[(P)=2-"i(Q)) 1 + e(Q) 

< 2""2'" ¿ [1+ IX~~XQll-n-e S:2nuC(1l,E). 
{P [(P)=2-"I(Q)) ( ) 

29 
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En conseeuonc:ia 

00 00 

D < ~)8qI2 LT"(a+nlc(n,E)2n" = e(n, E) L 18'11 2 L 2-"" 
'1 = '1 = 

= e(n, a, E) L 18'11 2 

'1 

Esto nos da la esUmación deseada para II f II L' . 

Para terminar la prueba del teorema, tenemos que quitar la hipótesis 
a < E. Que esto se pneda hacer es una consecuencia de que si a < {3, entonces 
~ vems una ({3, E)-molécula es una (a, E)-molécula. Para ver esto, todo lo 
que necesitamos demostrar es que si (1.14) se cumple con potencia {3 (en lugar 
de a)' entonces esta desigualdad es cierta con potencia a si multiplicamos el 
lado derecho por dos. Para hacer esto, tcnemos dos casos. 

Caso 1. Supóngase que Ix - yl :<: e(Q). Dado que mQ cumple (1.14) con 
potencia {3 se tiene 

_1 {Ix - YI}~ {Ix - Z - Xql }-(n+el 

ImQ (x) - mq(y) I :<: IQI' f (Q) sUPI,I:';lx_yl 1+ f (Q) 

Como a < {3, O < a :<: 1, Y 1;(6;1 :<: 1, entonces 

{ ~}fl < {~}a 
e(Q) - e(Q) 

Esto nos da 

ImQ (x) - mq{y) I 
< _1 {Ix - yl }" {Ix - z - xql }.-(n., 'l 

IQI 2 e(Q) sUPI'I<:lx_yl 1+ e(Q) 

_1 {Ix - YI}" {IX - Z - xql }-(n""l 
< 21QI' f (Q) sUPI'I<:lx"yl 1 + e (Q) 

Caso 2. Supóngase quc Ix - yl > e(Q). Como mq es una ({3, e)-mollecula, 
usando (1.13), se tiene 
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i7llQ (x) - mQ(y)1 < ImQ (x)1 + ImQ(y)1 

< IQr~ {[1 + IXf(~QI] -n-E + [1 + IYf(~QI] -n-E} 

para toda x, y E Rn. Pero por hipótesis 

{ 
Ix - xQI }-n-, {Ix - Z - xd }-n-E 

1 + e (Q) ::; sUPI,I~lx_yl 1 + f (Q) 

ademtís tomando y = x - (x - y) = x - 2:", Y 2:" = x-y. Por lo tanto 
12:"1 = Ix - yl , entonces 

{ 
IY_XQI}-n-e 

1 + e(Q) 

Así 

ImQ (x) - mQ(y)1 

< 2IQI-~ sUPI'I~lx_yl {l + Ix -f~~ xQI} -n-e 
? -l{~}" {Ix-Z-XQI}-n-, 

< ~IQI f(Q) sUPI,I"lx_yl 1 + e(Q) .• 

Finalizamos este capítulo demostrando que un operador integral singular 
de Calrlerón-Zygmund mapea átomos en moléculas. Para evitar tecnicismos 
consideremos una clase especial de tales operadores. Las ideas presentadas 
;l(luí pueden ser usadas para estudiar los operadores de Calderón-Zygmund 
I1l<:ís generales. Consideremos un operador de convolución T de la forma 

(TI) (x) = J K(x - y)f(y)dy 

:t" 
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donde el núcleo K tiene soporte fuera de una vecindad del origen, {x : 1";1 < b} , 
y, para un O < o: ~ 1, satisface 

(1.19) 

(1.20) 

Y 

IK(x - y) - K(x)l :S c lylQ Ixl-a
-

n cuando Iyl :S ~; 

(1.21) J . K(x) dx = O cuando 0< R¡ < R2 < oo. 
Rl<lxl<R2 

SeaaQ una función que satisface (1.6), (1.7) con')' = O, Y (1.8) con I')'I:S 1. 
Tenemos que probar que TaQ = cmQ, donde mQ es una (a, a) -molécula 
suave y e es independiente de 8 y la función aQ satisface las condiciones 
mencionadas. El hecho de que T mapea un átomo aQ en un múltiplo de una 
molécula mQ, muestra que T se comporta igual que uu operador local. 

Prueba. Probemos (1.15). Por el teorema de Fubini y por (1.21), ten
emos que 

Para obtener (1.13) lo hacemos en dos casos. 
Caso 1. Supóngase que x E lOy'nQ. Como Sop aQ e 3Q, entonces 3Q e 

3y'nQ e 4y'nQ; así Ix - vi :S 6~nf (Q) para y E Sop aQ. En consecuencia, 
usando (1.21), el teorema del valor medio (m la i-ésima coordenada y (1,10) 
COIl, = (O, O, O," . O, 1, O,· .. O) , se tiene 

I(TaQ) (x)1 
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< J IK(x - y)llaQ(Y) - aQ (x)1 dy 
Ix-yl:S6~ne(Q) 

< J IK(x - y)118;aQ(Ullx, - y,1 dy 
Ix-yl::;6~ne(Q) 

< d(Q)-l-, J IK(x - y)llx - yl dy 
. Ix-yl:S6~nt(Q) 

= c€(Q(l-, J IK(z)llzl dz 
Izl::;6~ne(Q) 

< d(Q)-l-, J Izl-n +1 dz 
]zIS6!nC{Q) 

J J
6~n'(Q) 

= d(Q)-l-, r-n +1+n -1drdl!(z') 
Sn-l o 

J
6~n'(Q) 

d(Q)+' Isn-11 o dr = d(Q)-'. 

Pero Ix - xQI <:: (5n + ~) e(Q); lo cual implica que 1+ Ix,(~~1 <:: (5n + ~ + 1) ; 
en consecuenCia 

Por lo tanto 

{ 
1 + Ix - xQI }-n-a > (5n + vn + l(n-a 

e(Q) - 2 . 

I(TaQ) (x)1 

Caso 2. Supóngase que x rt lOvnQ y y E 3Q, entonces Iy - xQI <:: 
2vn((Q) y 

I.r - xQI :> 4Vne(Q); lo cual implica que Iy - xQI <:: 2vne(Q) <:: ! Ix - xqf . 
En consecuencia, por (1.20) y (1.9), (1.10) (con I = O) 



Pero 

I (Taq) (xH 

= 113Q [K(x - y) - K(x - XQ)] aQ(y)dyl 

< 1 IK(x - y) - K(x - xQ)llady)1 dy 
3Q 

< el Ily - xl~:aP(Q)-~dY 
3Q X-XQ 

ce(Q)-~ Ix - xQI-n-n 1 Iy - XQln dy 
3Q 

< cP(Q)-~ Ix - xQI-n
-

n (2yfñe(Q))" 1 dy 
3Q 

= cf(Qt~+nlx-xQI-n-nl dy 
3Q 

ce(Q)-~+a Ix _ XQI-n- o 13QI = cP(Q)-~ { e(Q) },,+a. 
Ix-xQI 

{ 
e(Q) }n+" 

Ix _. xQI 

{ 
e(Q) }MO { 1'" - xQI }n+n { Ix _ xQI }-n-n 

Ix - xQI 1+ e (Q) 1+ f. (Q) 

{ 
e(Q) },,+a{ IX_xQI}-n-a 

= Ix-xQI+l 1+ P(Q) 

( 
1 ) n+n {I I } -n-a 

< 4yfñ+1 1+ Xp'(;)Q . 

Usando esta desigualdad en la estimación, se tiene 
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ASÍ) en ambos casos tenemos 

I(Tao) (x)1 :<: c€(Q(> {lxe(~QI + 1} -n-a 

con e una constante genérica que depende de la dimensión TI. y de CIó, y tenemos 
(1.13) para mQ = c1TaQ. 

Finalmente probemos (1.14). La prueba se realizará en casos. 
Caso 1. Supóngase que Ix - yl > e( Q), entonces aplicando el resultado 

anterior) se tiene 

I(TaQ) (x) - (TaQ)(y)l 

:<: :(TaQ) (x)1 + I(TaQ)(y)1 

< clQr~ {[1+ 'Xe(~QTn-a + [1+ 'Ye(~QTn-a} 
para toda x, y E IRn. Dado que 

{ 1 + IXe (;)Q I } -n-a :<: SUPI,I$lx_YI { 1+ Ix -e ~ m XQ I } -n-a 

y tornando y = x - (x - y) = x - Z, con Z = x-y. Entonces 121 = Ix - yl y 

{ 
Iy - xQI }-n-a 

1 + f (Q) 
{1+ IX-e~mXQlr-a 

{ 
Ix-z-xQI}-n-a 

< sUPI,I$lx_yl 1 + e (Q) 

Usando estas estimaciones se tiene 

I(TaQ) (x) - (TaQ)(Y) I 
_1 {Ix-Z-XQI}-n-a 

< 2c IQI ' sUPI,I$lx_yl 1 + e (Q) 

< 2cIQI-~ {I~(~~I} a SUPI'I$lx_yl {l + Ix -e~Q) XQI} -n-a 
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Caso 2. Supóngase que Ix - 111 ~ €(Q). Est.e caso lo dividimos en dos 
casos más: cuando x rfc 7,¡riQ Y cuando x E 7,¡riQ. 

Caso 2.1. Si x rfc 7,¡riQ, entonces Ix - 111 <:: €(Q) :S ~ Ix - zl cuando z E 
3Q. En consecuencia, podemos aplicar (1.20) y (1.21), con 'Y = (0,0,'" ,O) , 
para obtener 

I(TaQ)(lI) - (TaQ)(x)1 

= I1,Q [[((11 - z) - K(x - z)] aQ (z) dzl 

< J IK(lI - z) - K(,; - z)llaQ (z)1 dz 
3Q 

< c IQI-~ Ix - 111" J Ix - zl-n-o dz. 
3Q 

Pero como x ~ 7,¡riQ y z E 3Q, entonces existe k > ° tal que Ix - zl :o: 
k Ix - xQI; de donde Ix - zl-n-o ~ {k 1'; - xQI} -n-Q. 

Aplicando esto últ.imo tenemos 

I(TaQ)(Y) - (TaQ)(x)l 

< c IQI-~ Ix - YI" Ix - xQI-n
-

o J dz 
3Q 

1 

e IQI' Ix - YI" Ix - XQI-n
-

o 

= C IQI~ IQl1 IQI- 1 Ix _ ylO Ix _ XQI-- n
-" 

I QI_~ {l:..=J!l}" {IX - xqj }-n-o 
e €(Q) €(Q) 

Dado que Ix - xqj :o: 3€ (Q) y si Izl ~ Ix - 111, ent.onces 

Ix - z - xQI ~ Ix - xqj -1- Izl ~ Ix - xQI -1- Ix - yl 
~ Ix - xQI +e(Q) ~ 21x - xQI 

para toda Izl ~ Ix - yl ( por que Ix - xQI :o: 3€(Q)); en consecuencia 

Ix - z - 3;QI Ix - :¡;QI 
f(Q) -1- 1 < 2 C(Q) -1- 1 

Ix - xQ[ [2+ C(Q) 1 < ~ Ix - xQI 
C(Q) Ix - xQI - 3 €(Q) , 
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pata todalzl <:: Ix - yl; de donde obtenemos 

{
7 Ix-xQ/}-n-" {Ix-Z-XQI }-n-" 
:3 t( Q) <:: sUPI'I~lx_yl e( Q) + 1 . 

I(TaQ)(Y) - (TaQ)(x)1 

_, {IX-YI}" {Ix-z-:¡;QI }-n-n 
< e IQI' e(Q) sUPlxlSlx-yl e(Q) + 1 . 

Caso 2.2. Supóngase que x E 7,¡nQ. Como Ix - yl <:: P(Q). entonces 
y E 10,¡nQ y si (x - w) o (y - w) E 3Q se tiene que 

Iwl <:: Ix - wl + Ixl <:: 3,¡ne(Q) + ke(Q) = A (n) e (Q) 

donde k es una constante. Así, usando la propiedad de cancelación (1.21), 
se tiene 

J K(w)[aQ(x-w)-aQ(y-w)]dw 
R" 

1+II+II1 

donde 

1=J K(w)[aQ(x-w)-aQ(x)]dw. 
Iwl:5"3Ix-yl 

II=-J K(w)[aQ(y-w)-aQ(y)]dw 
Iwl:S3Ix-yl 

y 

II1=J K(w)[aQ(x-w)-aQ(y-w)]dw. 
3Ix-yISlwISAl(Q) 

Usando (1.10), con 171 = 1, (1.19), Y el teorema del valor medio en la 
1-¡\sima cooordenada, se tiene 

111 < J IK (w)llaQ (x - tu) - aQ (x)1 dtu 
Iwl::;3Ix-yl 

< J IK (w)lliJ;aQ ((,)llw,1 dw 
IwlS3lx-yl 
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< / Ii( (w)118ZaQ ((,)1111)1 dw 
. Iwl9lx-yl 

c€(Q)-Hl J Iwl-n+1 dw 
¡wl~3Ix-yl 

ce (Q)-l-~ J /'IX-YI r-n+1rn-ldrdl! (71/) 
Sn-l. o 

IQI _~ Ix - yl 
e e (Q) . 

Pero como a E (0,1) Y Ix - yl :S e (Q), entonces (':(ó)'f 2: 1:(-;:])'. 
Así 

1/ 1 < cIQI-~ (lx-yl)O 
- e(Q) 

De manera análoga se prueba que el módulo de 11 está acotado por una 
expresión similar a la que obtuvimos. 

Por otra parte, usando el teorema del valor medio en la i-ésima coorde
nada, (1.10) con 11'1 = 1 Y coordenadas esféricas, se tienc 

IIIII :S J Ii( (w)llaQ (x - w) - aQ (y - w)1 dw 
'lx-YI~lwl~A'(Q) 

= J Ii( (w)118¡aQ (i)llx, - y,1 dw 
3Ix-yblwl~Ae(Q) 

:S J Ii( (w)1181aQ (i)llx - yl dw 
3Ix-YI~lwl~Ae(Q) 

< ce (Q)-1-~ Ix - yl J Ii( (w)1 dw 
3Ix-yl~lwl~AI(Q) 

< c IQI-~ Ix - yl J Iwl-n dw 
e (Q) 3Ix-yl~lwl"AI(Q) 

cIQI-~ Ix - Ylln (Af(Q) ). 
f (Q) 31x - yl 

Pero como Ix - yl > O, cntonee" existe k > O tal que 31x - yl > k. Esto 

último implica que In ,AI,(Q)I cstá acotado. En consecuencia 
. x-y 



pu<"lo que Q E (0.1) )' Ix - yl <: t(Q). 
Por lo tanto 

I(TaQ)(Y) - (TaQ)(x)1 < 111 + IJII + IJIII 

< c1QI-1 c~¡Q~lr 
Por otra parte 

Ix - z - xol <: Ix - xQI + Izl <: Ix - xol + Ix - yl 

<: 4nt (Q) + t (Q) , 

pata toda Izl <: Ix - yl; de donde 

Ix-z-xQI 
t(Q) + 1 <: 471+2 

para toda Izl <: Ix - yl ; en consecuencia 

x - Z - XQ -n-o: 

{ 
I I 

}
-n-" 

SUPj,15Ix_YI 1 + t (Q) :;, (4n + 2) . 

Esto nos da 

I(ToQ)(y) - (TaQ)(x)1 

< c IQI-1 (Ix - YI)" (4n + 2)-n-" 
(4n+2) no t(Q) 

_1 (IX - YI)" {IX - z - xQI }-n-" 
< elQI 2 t(Q) SUPI,15Ix-YI 1+ t(Q) . 

Así, tomando los casos 2.1 y 2.2, se tiene 

I(ToQ)(y) - (TaQ)(x)1 

_1 X - Y x - Z - XQ (1 1)" {I I }-n-" 
<: e IQI 2 t(Q) sUPI'15Ix -yl 1 + t (Q) 

para todo Xl y E ]RtI. 

'l{nnando mQ = e-lTaQ, se tiene el resultado .• 

39 
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DESCOMPOSICIÓN DE ESPACIOS DE LIPSCHITZ 

La descomposición de l' (IRn), que hemos presentado, es una aplicación 
directa de la fórmula de reproducción de Calderón. En un principio, puede 
parecer sorprendente que los espacios de Lipschitz tengan también tal de
scomposición que es obtenida desde esta fórmula. El espacio de Lipschitz 
homogéneo An, O < DI < 1, consiste de las funciones I definidas en IR" tal que 

(2.1) II (x) - I (y)1 :S c Ix - yln para toda x, y E IRn. 

Si denotamos por II/IIA. al ínfimo de todas las constantes e para las cuales 

(2.1) se· cumple, entonces II·IIA. es una norma para An (módulo constantes) 

y (An, U·IIA.) es un espacio completo. 

Probemos que II·IIA. :An--> IR+ U {O} es una norma. Esto es 

(i) II/IIA. :::: O para toda lEA.; 
(ii) IIA/k = I>'III/IIA. para toda>. E IR Y para toda lEA.; 

(iii) III + glIA. :S Il/k + IIgIIA. para toda 1, 9 EA.; 
(iv) II/IIA. = O si y sólo si I = cte. 

Es claro que, apartir de la definición de II·IIA.' (j) y (ji) son inmediatas. 
Probemos (iii). 

Sean 1, 9 EA •. Por definición de II·IIA• y por propiedades del supremo, 
se tiene 

Probemos (iv). 

1(/ + g) (x) - (/ + g) (y)1 
supx,," I In x-y 

< {1/(x) - l(y)1 Ig(x) -g(yll} 
sUP""y I In + I 1° x-y x-y 

< 
I/(x)-/(y)l+ Ig(x)-g(y)1 

sUPX';" I In supx,," I In x-y x-y 

II/IIA• + IlglIA •. 
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Sea I EAo Si 1I/II
Ao 

= O, entonces sup""y If\:l-;jiYl1 = O; lo cual imphca 

'1"" II (x) - I (y)1 = O para toda x # y E IR"; en consecuencia I (x) = I (y) 
pala toda x # y E IRn Por lo tanto 1= cte para toda x, y E IRn

. 

Si I = cte, entonces II (x) - I (y)1 = O = O I:c - YI" para toda x, y E IR". 
En consecuencia 1I/IIAn = O. 

Proposición 2.2 

El espacio (A", II'II A,) es completo. 

Prueba. Sea {Jn} una sucesión de Cauchy en Aa, demostremos que 

existe una [unción I tal que I EA" Y In -4 I en Aa . 
Como {Jn} es de Cauchy, entonces para toda E > O existe M E Z+ tal 

que Illn - ImllAa <:: E para toda 71., m::> M. En consecuencia 

l(Jn - 1m) (x) - (Jn - 1m) (y)1 < 
SUpx;;fy Ix _ ylO: _ é; 

lo cual implica 
l(Jn - 1m) (x) - (fn - 1m) (y)1 < 

Ix _ YI" - E 

para toda x, y E Iltn , x # y 
Sin pérdida de generalidad, se puede tomar y = O Y como In, 1m EA" 

también se puede tomar In (O) = 1m (O) = O, entonces 

Iln (x) - 1m (x)1 <:: E Ixl" 
para toda x E lltn

. Tomemos x E IRn fija, entonces la desigualdad anterior 
implica que la sucesión puntual {Jn (x)} es de Cauchy sobre el campo de 
los números complejos; de donde existe I (x) = limn _= In (x). Por lo tanto, 
haciendo variar x E ffi.n, existe una función f, con dominio en IRn, tal que 

para toda .~ E ¡p,;n. 
Probemos que In -4 I en A" . Por definición 

l(f" - 1m) (x) - (f" - 1m) (y)1 
Ix _ YI" 

< 
l(f" - 1m) (x) - (Jn - 1m) (y)1 

sup,,," I 1" x-y 
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para toda x # y. Fijando TI. y haciendo tender rn a infinito se tiene 

lim IUn - 1m) (x) - (~n - 1m) (y)1 
m-.= Ix - yl 
l(Jn - f) (x) - Un - f) (y)1 < 

Ix _ YI'" - e 

para toda x # y; aplicando el supremo sobre todas las x I y se tiene 

Por lo tanto In -> I en Aa . Finalmente, dado que In EAa, se tiene 

lo cual implica que lEA", .• 

Antes de dar una caracterización de Aa que nos muestra la plausibilidad 
del papel jugado por la fórmula de reproducción de Calderón en el estudio 
de este espacio, enunciamos un resultado de teorfa de distribuciones que será 
utilizado y un teorema que se usará con frecuencia. 

Sean", una medida definida en un subconjunto abierto rl ~ ]Rn, E Y F 
espacios de Fréchet. 

Teorema 2.3 

Si I : rl -> E es ",-integrable en E y T es un operador lineal continuo del 
espacio E en el espacio F, entonces TI es ",-integrable en E y además 

Ver [51 ; capítulo 6. 

Lema 2.4 

Toda distribución cuyo soporte es {O} puede ser represertada por una 
única combinación lineal finita de las derivadas de la delta de Dirac {j. 

Ver [11; pag. 76. 
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Sea 'P una función que tiene las propiedades del lema 1.1 (de hecho, es 
posible suponer menos sobre 'P, por ejemplo es suficiente saber que 'P E 

S (Rn) y únicamente necesitamos la propiedad de cancelación (4) para N = 
'0 

O). Sea B el espacio de todas las funciones I definidas en Rn tales que 
I (x) = O (lxl") cuando Ixl ~ (X) y 

(2.5) SllPO<t.zERn ¡-a 1('Pt * f) (x)1 '" II/I1
É

" < oo. 

. . a 
A causa de la propiedad de cancelación de 'P, como es el caso con Aao B 

debe ser considerado como un espacio de clases de equivalencia de funciones 

módulo constantes; con esto entendido II'IIÉ" es una norma en Ba . Es claro 
que (i), (ii), Y (iii) son consecuencia inmediata de la definición de II·II

B
". Sólo 

hay que probar (iv). 
Supóngase que I = k, donde k es una constante, entonces 

II/II B " = sUPO<t,ZEant-
a 1('Pt * f) (x)1 

= SUPO<t,xEan Ca I J Rn 'Pt (y) kdy I = O 

Supóngase que II/II
B

" = O, entonces 

sUPO<t,XE"nC
a 1('Pt * f) (x)1 = O; 

lo cual implica que t- a 1('Pt * f) (x)1 = O para toda t > O Y para toda x E lR:n ; 

de donde se tiene que ('Pt * f) (x) = O para toda t > O Y para toda x E lR:". 
En consecuencia 

('Pt*'Pt*f) (x) =0 

para toda t > O Y para toda x E lR:n . 

Como 'Pt * 'Pt * f es una distribución, podemos aplicar la transformada 
de Fourier a la igualdad anterior, y por propiedades de la transformada de 
Fourier de una convolución se tiene 

[
A ]2 A 

('Pt * 'Pt * It = 'P (t.) 1= O 

A 
para toda t > O. Dado que 'Pt E D (lR:n

) e S (lR:"), entonces 'P (t·) E S (lR:n
) 

y corno f E ÍJ" (IRn), entonces I E S' (lR:n). Pero como la transformada 
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de Fourier es un operador biyectivo en S' (IR"), entonces fES' (IR"). En 
consecuencia 

[~(t()r JE S' (IR"). 

Por lo tanto, la última igualdad implica que 

para toda t > O Y para toda 1/J E S (IR") . En consecuencia 

(J, [~(t')12,po) =0 

para toda t > O Y para toda 1/J E S (IR") . Integrando con respecto a t se tiene 

J~ (J, [~(t)]" 1j;(.)) ~t =0. 

Sea,: (0,00) ---> S (IRn) definida como ,(t) "" [~(t.)]" 1/J(.). Se puede 
A 

verificar que, es Lebesgue integrable en S (IR") y dado que fE S' (IR"), 
entonces por el teorema 2.3 y por la propiedad (5) dcllema 1.1 se tiene 

J~ (J, [~ (t() r 1/J (() ) ~t = ( J, J~ [~ (t() r 1/J (() ~ ) 
= (J,1j;(())=O 

A 

para todo ( E IR" - {O}. Esto último implica que Sop f= {O} Y como 
A 

f E S' (IR") c:; D' (IR"), entonces, por el lema 2.4 existe un entero M no 
negativo tal que 

A 

f (() = I: efJ (afJ 6) (() 
IfJlSM 

donde Ins c{J son números complejos y {j es la delta de Dirae. Aplicando la 
transformada de Fourier inversa a la última igualdad se tiene 

f (x) = I: c{J (8#8) v (x) = P (,;) 
IfJlSM 
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dO/lde r (:e) es un polinomio ell:e de grado menor o igual a M. Pero por ser 
lEn", I (:e) = o (lxl") cuando Ixl -> 00 y como O < Ct < 1, entonces P (x) 
es un polinomio constante. ASÍ) f es una función const.ante .• 

El "iguiente resultado nos será útil para proba.r el teorema 2.7. 

Teorema 2.6 

" . Si 0< Q < 1, entonces B =/\" Y las normas II·IIA• y 1I·IIBa son equiva-
lcut es. 

Prueba. Sea I Eib . Demostremos que lES"; es decir, que I (x) = 
O (Ixl") cuando Ixl -> 00 y 11111 a < oo. 

B 

Como I EA", entonces 11 (x) - 1 (y)1 s: 1I111 Aa Ix - yla para toda x, y E 
ct". Dado que I es una clase de equivalencia de funciones módulo constantes, 
siu pérdida de generalidad se puede suponer que en y = O el valor de 1 es O. 
En consecuencia 

11 (x)1 s: 1I111 Aa Ixla 
para toda x E Ill.". Por lo tanto 

11 (x)1 < 11111 < 00 
Ixl" - Aa 

cuando Ixl -> oo. Esto implica. que 1 (x) = O (¡xn. 
Probemos que 1I/IIBa < oo. Dado que 1 EAa Y por el inciso (4) del lema 

1.1 se tielle que 

I('P, * f) (x)1 11 ~o 'P, (x - y) I (y) dyl 

11?o 'Pt (x - y){f (y) - 1 (x)) dyl 

< 1 )'P' (x - y)111 (y) - 1 (x)1 dy 

< 1I/II Aa 1 RO l'Pt (x - y)llx - yla dy 

t
a 1I/IIAn 1 ~n I'P (u)llul" duo 
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Sólo basta ver que la integral j TIt" I'P (u)llul" rlu es finita 

j 1'P(u)llul"rlu = j 1'P(u)llul"rlu+j' 1'P(u)llul"rlu 
lRn ¡u19 lul>l 

= [+II. 

Estimemos I. Como 'P E S (IRn) , entonces I'P (u)1 ::: k lul-n , donde k es 
una constante; en consecuencia usando coordenadas esféricas 

[ < k j lul-n+" rlu = k j JI r-n+arn
-
1rla (u') rlr 

lul::;;l 8»-1 o 

k Isn-11 JI r,,-lrlr = k Isn-
1

1 < oo. 
o O< 

Análogamente, pero con 1'P(u)l::: elul-n- 1 

II < ej lul-n
-

H " du::: j j= r-n-H"rn-lde (u') dr 
ful>1 SU-l 1 

e Isn-11 
1 

< oo. 
-O< 

Por lo tanto 

lo cual implica que 
c"I('P,*f)(x)l::: kllfll An 

para toda t > O Y para toda x E IRn. Así 

IlflliJ" ::: k IlfllAn < oo. 
." Ahora probemos el recíproco. Supongamos que f EB ,queremos demostrar 

que fEA" . Supóngase que nuestras hipótesis nos permiten representar a f 
por la fórmula 1.5. Entonces 

If (x) - f (y)1 

Ij
= dt j= dtl 
o ('P, * 'P, * f) (x) t - o ('P, * 'P,. * f) (y) t 

::: {jIX-UI-I-j= } {1('P'*'P,*f)(X)-('P'*'P,*f)(Y)I~t} 
o Ix-yl 

l¡ -1- [2· 
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Esll1nemos E,. Como 1 EB ,entonces 

Sl'PxE"" I('P, * f) (x)1 = II'P, * fll= S SUPXE"".e>Oc
a I('P, * f) (x)1 

= 111118" < 00; 
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on consecucncia, usando las propiedades de la convolución y el hecho de que 
'Pe E S (R") e L' (R") 

II'P, • 'P, * fll= S 11'P,llu II'P, * fll= = t
a 1I'Pllu ca II'P, * fll= 

S t
a 1I'Pllu IIf118" . 

Así, usando esto último 

j
!X-y! dt 

Ee O I('P, * 'P, * f) (x) - ('P, * 'P, * f) (y)1 t 

j
!X-Y! dt j!X-Y! dt 

< o I('P, * 'P, * f) (x)1 t + o I('P, * 'P, * f)(y)1 t 

j
!X-y! dt j!X-Y! 

< 2 II'P, * 'P, * flloo - S 211'PII L e IlflIB " tO-'dt 
o t o 

c".~ IIfll li" Ix _ YI" . 
Estimcmos 12 . Observemos que como Ix - yl S t en el dominio de inte

gración, entonces por ser 'P EO S (R") , por el teorema del valor medio y dado 
que f EB 

o 

I('P, * 'P, * f) (x) - ('P, * 'P, * f) (y)1 

Ij "'" 'P, (x - z) ('P, * f) (z) dz - j "" 'P, (y - z) ('P, * f) (z) dzl 

< j~" 1'P¡(x - z) - 'P, (y - z)II('P, * J) (z)1 dz 

ta j R" I'P, (x - z) - 'P, (y - z)1 ca I('P, * J) (z)1 dz 

< tO j 3" I'P, (X - z) - 'P, (y - z)1 SUPXER".'>OC
a I('P, * f) (z)1 dz 

e IIIII B " j "" I'P, (x - z) - 'P, (y - z)1 dz 

= tallfl18" j,," 1'P(X~z) _'P(y~z)1 ~: 
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taIl11In";J<P(71+x~y) -<P(71)!dU 

ta 11111 It ; HIn 1 (\7<p) (z + '1))1 Ix ~ y 1 dz 

:S ta-11lJ1Iil" Ix - yl ; IR" sUPI"191(\7'1') (z + '1))1 dz 

c~ ta-lI111In" Ix - vi. 
Esto nos da 

h :S c~ 11111il" Ix - YI;"" tU
-

2dt = C~,a 11111 iJ" Ix _ ylU . 
Ix-yl 

De las esUmaciones de 11 e 12 se sigue 

11 (x) - 1 (y)1 :S C~,a 11111n" Ix - yt 
para toda Xl y E ID!n. 

Así 

lo cual implica que 1 EAa .• 

Este es el resultado deseado. Pero nuestro aJ.'gumento estuvo basado en 
la igualdad (1.5). Primero señalemos que, dado que los espacios que esta
mos considerando consisten de clases de equivalencia de funciones (módulo 
constantes), no podemos esperar que tal igualdad se cumpla en general: de 
nuestras suposiciones, el lado derecho de la igualdad (1.5) es cero si 1 es 
constante. Así, lo mejor que podemos esperar es la igualdad 

"" 
1 (x) - 1 (y) = ; {('I't * 'Pt * 1) (x) - (<pt * 'l't * 1) (y)} 

o 

que precisamente es lo que usamos en nuestro argumento. Esta igualdad se 
cumple si el lado derecho os interpretado como convergencia módulo con· 
stantes. Discutiremos este punto técnico en la parte final del capítulo. Una 
observación similar se aplica a la convergencia de la descomposición atómica 
de 1 EAa en el siguiente teorema. Aquí presentamos los aspectos formales de 



49 

(~t a descomposición e ignoramos esas cuestiones de convergencia) las cuales 
se tratarán al final del capít.ulo. Result.a que estos aspectos formales son sim
,bres a los de esa situación en L 2 (llI.") Y dan una buena ilustración de cómo 
las técmcas que estamos desarrollando se aplican a los espacios de Lipschitz. 

Teorema 2.7 

Supóngase que O < Q < 1, f EAa Y N E Z+. Entonces, existe una 
sucesión {UQ} e D (llI.") . indexada por los cubos diádicos, y una sucesión de 
coeficientes {sQ} • O <:: SQ < DO, tal que 

(2.8) f = LSQaQ; 
Q 

(2.9) Sop aQ e 3Q; 

(2.10) 

(2.11) 

y 

(2.12) 

/"3" x"aQ (x) dx = o si 1,1 <:: N; 

S¡¡P'E"" 1(8"aQ) (x)1 <:: c.,e (QrhH¡ para toda, E Z';.: 

, o 

IQI-'-;; sQ = IIfll
Ao 

para cada cubo diádico. 

Observaciones. (2.9), (2.10) Y (2.11) son exactamente los mismos que 
(1.8), (1.9) Y (1.10). La igualdad (2.8) es, formalmente, la misma que (1.7). 
Cuando establezcamos el recíproco de este teorema, veremos que (2.12) es la 
condición l:naturaP' que los ¡(coeficientes') de una función de Lipschitz deben 
dp satisfacer. 

Prueba. Como N E Z+, entonces, por el lema 1.1, existe 'P que satisface 
(1)-(5) del mismo lema. Consideremos a tal 'P y f EAa . Entonces 

f(x) = L// 'P,(x-y) ('P,*f) (y)dydt 
Q T(Q) t 

(", le recuerda al lector que el significado y validez de esta fórmula será 

discutido al final del capítulo). Sea sQ = IQI!+~ IIfll
Ao 

para cada cubo 
diúdico Q; así (2.12) es verdadero. Sea 

1 // dt aQ (x) = - 'P, (x - y) ('P, * f) (y) dy-, 
sQ T(Q) t 
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entonces 

I: sQaQ (x) = I:J J <p, (x - y)(<p, * f) (y) dydt = 1(';), 
Q Q'~ t 

de donde (2.8) se sigue. Los incisos (2.9) y (2.10) se siguen por los mismos 
argumentos que usamos para cstablecer (l.8) y (1.9) en el teorema (1.6). 
Finalmente probemos (2.11). 

Prueba de (2.11). Usando fórmulas de intercambio, lo cual se puede 
hacer por ser <p, E D (IR") Y por ser el dominio de integración un compacto, 
se tiene 

liPaQ (x)1 

= lao {~JJ <Pt (x - y) (<pt * f) (y) dydt}1 
sQ T(Q) t 

:S ~ J J la'<p, (x - y)II('Pt * f) (y)1 dy dt 
sQ T(Q) t 

. a . 
Pero como O < a < 1, por el teorema 2.6 se t.iene que B =Aa y existen 

constantes positivas e y k tales que 

e IIIIIA. :S II/lIn":S k II/IIA.; 
en consecuencia r a I ('Pt * 1) (y)1 :S k 1IIII Ao ; lo cual implica que I ('Pt * 1) (y)1 :S 
tak II/IIA. para y E iR" Y t > O, Y ~ :S t:S f(Q) para (x, t) E T(Q). 

Así, usando esto último y la definición de sQ ,se tiene que 
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De donde 

para toda I E &é~ Y para toda x E IIl:". En consecuencia 

para toda I E &é~ .• 

Como fue el caso para L' (IR") , hay un recíproco. El recíproco involu
cra las mismas moléculas que introducimos en el capítulo 1, excepto que la 
condición de momento cero (la condición (l.15)) no es requerida. 

Teorema 2.13 

Supóngase que mQ, Q un cubo diádico, es una función que satisface 

(2.14) ImQ (x)1 <:: IQI-j {1 + Ix;(~~I} -("+,) para todo x E IR" 

)' 

_" Ix-yl Ix-z-xQI p { }-("+') 
(2.15) ImQ(x) - mq{y)1 <:: IQI 2 {f(Q)} s11Plzl<:lx_yl 1 + '(Q) 

para toda x, y E IR", donde O < ex < fJ <:: 1 y O < é. Además, supóngase que 
{so} es tilla sucesión indexada por los cubos diádicos que satisface 

Entonces f = L sQmQ pertenece a Aa y existe una constante c 
Q 

r(n. ",/3, ,-) tal que 
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Prueba. 1 EÁn si y sólo si existo e constante tal que I/(x) - l(y)1 <:: 
e Ix - vla 

para toda x, V E IRn. 
Si x = V la desigualdad se cumple. Soa x f V, entonces existe k E Z tal 

que 
2-(k+1) <:: Ix - vi < 2-k . Usando ésto, descomponemos a f de la siguiente 

manera 

1 (x) I>QmQ(x) = L L sQmQ (x) 
Q "~-oo e(Q)~2-" 

k 00 

L L sQmQ (x) + L L sQmQ (~.) 
v~-oo e(Q)~2-" v~k+1 e(Q)~2-" 

= I¡(x) + h (x). 

La prueba consiste en estimar f¡ y h. 
Estimación de 1" De (2.15) y por la hipótesis, se tiene que 

k 

If¡ (x) - 1, (y)1 <:: L L ISQllmQ (x) - mQ (11)1 
v~-oo e(Q)~2-" 

<:: t L ISQIIQI-~ {I:(O)I}~ sUPlzloSlx-yl { 1 + IZ~;~~QI } -OH 

v=-oo l(Q)=2-v 

= A Ix - YI~ t L e (Q)"-fsUPlzloSld { 1+ IX~;~~Qr>H 
v~-oo e(Q)~2-" 

p ~ -v n-p '" {lx-z-xQ I } -n-, 
= A Ix - vi L.. (2) L.. sUPlzloSlz-yl 1 -1- e(Q) 

v~-oo e(Q)~2-" 

Dado que en este caso" <:: k, entonces 2-k <:: 2-v = e (Q) ; en consecuencia 

Así 

IzI <:: Ix - yl <:: 2-k <:: T V 
= e (Q). 

Ix -- xQI <:: Ix - Z - xQI + Izl <:: Ix - Z - xQI -1- Ix - 111 
<:: Ix - z - ";d + P (Q) 

para toda Izl <:: Ix - vi; de donde 

Ix - xQI Ix - z - xQI 2 2 [1 Ix - Z - XQI] 
f(Q) +1<:: P(Q) + <:: + P(Q) 
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¡",rit roda Izl <: 1">' - vi ; lo cual implica que 

{ 
Ix - Z - xQI }-n-, n+, {Ix - xQI }-n-, 

SIlP,,:S!x-,¡ 1 + t(Q) <: 2 e(Q) + 1 

Esto nos da 

IJI (x) - ir (y)1 

< A I:c - YI~ t (TVr-~ L 2n +, {Ix
e
- xQI + 1}-n-, 

v~-= '(Q)~2-V (Q) 
k 

< ck2n +, A Ix - YI~ L (TVr-~ L (1 + Ij[)-n-, 

k 

e (n E) A Ix - YI~ L (TVr-~ 
v=-oo 

donde usamos la siguiente desigualdad (la cual fue probada dentro de la 
drmostración del teorema l.18) 

Además dado que Ix - yl < 2-k , entonces 2k < Ix - yl-I; lo cual implica 
qu': 2'(30) <: Ix - YI"-~ . Esto nos da 

[JI (x) - f¡ (y) I <: c (n, E, <>, ¡3) A Ix - ylP Ix - YI"-P = cA Ix _ YI" . 

Estimación de h La estimación para h se sigue directamente de (2.14): 
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< c(n,E)A I: T,a, 
v=k+l 

donde se volvió a usar la desigualdad arriba mencionada. Pero 

Por lo t.ant.o 

112 (x)1 
2-ko: 

< e(n,E)A-- =e(n,a,E)ATku 
2a - 1 

e (n, a, E) A2-(k+l)a2a = e (n, a, E) A2-u(k+l). 

Pero como cr > O Y 2-(k+l) :s Ix - yl , ent.onces 2-u (k+l) :s Ix - ylU . Esto 
nos da 

Por lo tanto 

112 (x) - 12 (y)1 :s 112 (x)1 + 112 (y)1 :s cA Ix _ Ylu. 

Así, el teorema queda demostrado .• 

Como hemos notado) únicamente prcsentmIloS IOR a.spcd.os fonnales de 
los argument.os de estos teoremas. A cont.inuación discutimos sus int.erpreta
ciones y sus resultados de convergencia. 
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(I). Sobre la convergencia de las representaciones molecular y 
atómica de elementos en Aa . 

En los teeremas (2.7) y (2.13) consideramos las series L Q sQaQ y LQ sQmQ, 

reopectivamente, como expresiones formales. Ahora discutiremos el sentido 
en el cual estas series representan elementos f en Aa . Comenzamos con la 

siguiente observación: dado que J'P = O (propiedad (4) del lema l.1) se 

sigue que si reemplazamos f por f + c, c una constante, en la fórmula de 
Calderón 

= ¡ di 
f (x) = ('Pt * 'Pt * f) (x) t' 

D 

la descomposición atómica suave resultante (igualdad (2.8) del teorema 2.7) 
de f + c, precisamente será la misma como la que obtuvimos para f. Esto 
es apropiado y no es sorprendente para funciones f EAa, dado que Aa es un 
espacio de funciones módulo constantes. Esta "ambigüedad" no es impor
tante para la teería L' (R") que se desarrolló en el capítulo 1, puesto que las 
funciones constantes distintas de cero nO pertenecen a L' (IR") . Como una 
consecuencia, podríamos suponer que 10 mejor que podemos esperar para la 
convergencia en (2.8) es que, para cada f EAa , existe una constante c tal 

que f = c + L Q sQaQ' Resulta que la situación es más complicada: en un 

sentido, la convergencia de esta última es "módulo constantes". Hagamos 
esta afirmación más precisa 

Comencemos examinando la convergencia de la serie L
Q 

sQmQ cuando 

o , 

A", sUPQ ISQIIQI-;;-' < 00, 

y mQ satisface (2.14) y (2.15) para 0< Q < f3::: 1 y E> O. 
Sabemos que 

00 

L sQmQ (x) L L sQmQ (x) 
Q v~-oo ((Q)~ ,-" 

-N = 

L L sQmQ(x) + L L sQmQ (x) 
V=-OCI{{Q)= 2-" v=-N l(Q)=2- v 
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pflm toda N E Z+. En consecuencia, para cada v E Z, por (2.14) y por la 
hipótesis, se tiene que 

Pero en la demostración del teorema 1.18, en el capítulo 1, se probó que 

está dominada por una constante e que es independiente de v. En particular. 
para todo N E Z+ se tiene que 

L L ISQllmQ (x)1 :; cA ~ T V
" = cA 2"N [~l 

L.. 2"-1 
v~-N l(Q)~ 2-" v=-N 

= cA 2aN , 

lo cual nos da la convergencia de la parte de la suma L sQmQ (x) que involu

cra solamente cubos "pequeños" (aquellos con lado no mayor que 2N
). Sin 

embargo, esta estimación no nos da información de la suma complementaria 

-N 

¿ ¿ sQmQ(x). 
v~-oo l(Q)d-" 

De hecho, no es difícil dar un ejemplo donde se muestre que esta última 
serie no converge puntualmente. 
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Presentaremos este ejemplo después de probar que hay una manera de 

obtener un elemento I EAo que está represent.ado por la suma L
Q 

sQmQ' 

\lcís precisamente, veremos que si 

00 

IN (x) = L L sQmQ(x), 

v~-N l(Q)~2-" 

lo cual tiene sentido porque la serie del lado derecho es absolutamente con
vergente, entonces existen constantes {eN} , N 2: O, tales que la sucesión 
UN (x) - c,v} converge. Además, la [unción límite obtenida pertenece a Aa. 

Definición. Para un punto p E IRn, se define 

IN,p (x) '" IN (x) - IN (p), 

para cada lV E Z+ U {O} . 

Como ya se ind1có, los miembros de Ao son clases de equivalencia y 
IX.r (x) es la función equivalente a IN que es cero en p. 

Lema 2.16 

Para cada x E ]R" fijo, la sucesión de números complejos 

ps una sucesión de Cauchy. 

Prueba. Sea x E IR" fijo. Sea No E Z+ tal que Ix - pi < 2No . Entonces 
por (2.15) y si No c:: M c:: N, se tiene 

Ilx.r (x) - IM,p (x)1 = IUN (x) - 1M (x)) - UN (p) -!Al (p)}1 
1-,'.1-1 -M-1 

= I L L sQmQ (x) - L L sQmQ (p) 
1 ,~-N l(Q)~ 2-" v~-N I(Q)~ 2-' 

-,\1-1 

c:: L L ISQllmQ (x) - mQ (p)1 
,=-x I(Q)~ 2-" 

-.\1-1 P {I I }-(n+,) 
é' '\' '\' I IIQI-~ {IX-PJ} x-z-xQ . 
. 0 ,.~\' I(QT::,-" SQ' l(Q) sUPI'ISlx-pl 1 + I(Q} 
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-Af-l {I }-(u+e) 
A '" '" ()a-P I 1/3, _x-z-a;QI :<: L L f Q x - p sUPI'ISlx-rl 1 + '(C)) 
v~-N I(Q)~ 2- V 

_ l' - 1/3 '" _V)O-/3 '" __ I,--z-'Q I -M-l {}-(u+e) 
- A x P vf::'N (2 I(QT-:,_vSUPIZ!SIX-¡,1 1 I I(Q) 

Pero, para todo cubo Q involucrado en la suma anterior 

en consecuencia 

Ix - xQI :<: Ix - z - xQI + Izl :<: Ix - Z - xQI + Ix - pi 
:<: Ix - Z - xQI H (Q) 

para todo Izl :<: Ix - pi ; de donde 

Ix-xQI +1 <2{1+ IX-Z-XQI} 
e(Q) - e(Q) 

para todo Izl :<: Ix - pi ; lo cual implica que 

{ 
Ix - z - xQI }-n-o < u-le {IX - xQI }-n-e 

RUPlzISlx-rl 1 + e (Q) - 2 e (Q) + 1 

Esto nos da 

Pero 

I/N,p (x) - IM,r (x)1 

< 2u -l-e A Ix - plf3 -tI (2-vr-/3 L {I"'e - xQI + l}-n-e 
v~-N I(Q)~2-V (Q) 

-M-l 

< C (n, é) A Ix - pl/3 L (TVr-# 

11=-N 

v=-N 

2(M+l)(a-f3) _ 2(N+1)(o-/3) 

1 - 2a -/3 

2(M+l)(n-f3) 2 M (a-f3) 

< < -=--~ 1 - 2" f3 - 1 - 2n -f3' 
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pur qlle Q - f3 < O. Por lo tanto 

cuanclo Al --> oo. Así UN,p (x)}, N ;> O, es de Cauchy. Desde luego, el valor 
de la constante c cambia de una desigualdad a otra. El hecho importante es 
que el último valor de c depende de ex,f3,é y 11. •• 

Ohsérvese que estas estimaciones, las cuales dependen de Ix - pl~, no nos 
dan una condición de Cauchy uniforme. Sin embargo, obtenemos una función 
límite 1" tal que 

Ip (x) = limN~oo IN,p (x) . 

Proposición 2,17 

La función 11' (x) es un elemento del espacio de Lipschitz Aa ' 

Prueba: Sean x, y E I!l.n 

Pero 

IIN,p (x) - IN,p (y)1 

IUN (x) - IN (p)) - UN (y) - IN (p)}1 

IIN (x) - IN (y)1 
00 

¿ ¿ sQ {mQ (x) - mQ (y)} 
v=-N [(Q)= 2- V 

< ¿ ¿ ISQllmQ(x)-mQ(y)l<;cAlx-yl", 
v=-N l(Q)=2-1.' 

dOlldc esta última desigualdad se obtiene por el mismo argumento que se 
utilizó en la prueba del teorema 2.13, y donde c y A son constantes indepen
dientes de N. Por lo tanto 

IIp (x) - Ip (y)1 <; hm cA Ix - YI" = cA Ix _ yl"· • 
N->= 
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La dependencia de la función límite f;, en la elección del punto es fácil
mente vista por la igualdad 

(2) 

la cual es consistente mn la propiedad I q (q) = O. Esto se sigue de la igualdad 

IN,q (x) - IN,p (x) -1- IN,p (q) 
UN (x) - IN (q)} - UN (x) - IN (p)} -1- UN (q) - IN (p)} = O 

y haciendo N tender a oo. 
Reunimos estos hechos en una versión más completa del teorema 2.13: 

Teorema 2.13' 

Snpóngase que O < a: < {3 :S 1, O < é Y qne, para cada cubo diádico 
Q e IRn, mQ satisface (2.14) y (2.15), Y {sQ} es nna sucesión de escalares 
(indexada por los cnbos diádicos) tal que 

Entonces la serie 

representa un elemento de Aa en el siguiente sentido: para cada N E Z+ la 
serie 

L sQmQ (x) 
'(Q)$2 N 

converge absoluta y uniformemente a una función IN (x) en Aa de norma 
IIINIIA• :S cA. Además, existe una sucesión de constantes {CN} tal que 
UN (x) - CN} converge puntualmente a una función I (x) para cada x E IR" 

Y lEA" mn norma 1I/IIAn :S cA. La constante e = e (71., "', {3, é) es inde
pendiente de la elección de las sucesiones {sq} y {mQ} (que satisfacen las 
condiciones mencionadas). La función I es única en el siguiente sent.ido: si 
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{fN (3:) - dN) es una sucesión que converge a 9 (x) (puntualmente), entonces 
'j(';) = f(x)+cte. Podemos escoger {eN} = {-fN(O)} tal que f(O) =0 (o, 
IflÜS generalmente, {CN) = {- fN (p)} para cualquier p E [R"). 

Hemos probado todo, excepto el hecho de que 9 (x) difiere de f (x) por 
uoa constante. Pero esto se sigue de nuestra construcción: 

fp (x) -limN~oo UN (x) - dN) 

limN~oofN,p (x) -limN~oo UN (x) - dN} 

limN~oo {JN (x) - fN (p)} -limN~oo {JN (x) - dN) 
limN~oo {- fN (p) + dN} . 

Pero el último límite existe y es independiente de x. Por lo tanto 9 (x) = 

f (x) + cte. 
Se da el ejemplo prometido mostrando que la serie L:f(Ql>2N sQmQ (x), 

en general, no converge. 
Sea Qo el cubo diádico de lado uno con el origen como su "esquina in

ferior izquierda". Claramente, es posible construir una función m (x) que 
satisfaga (2.14) y (2.15) para Qo tal que m (x) > !5 > O para x E B, (O) = 

{x E IR" : Ixl < r}, para algún T > O pequeño. Para cada v ~ O. sea , 
77lQ, (J;) = IQ,·I-' m (2"x), donde Qv es el cubo diádico de lado 2-V con 
{'¡ origen como su "esquina inferior izquierda". 

Proposición 2.18 

mq satisface (2.14) y (2.15) para Qv. 

Prueba. Como m (x) satisface (2.14) y (2.15) para Qo, xQ, O y 
{(Qo) = 1, entonces 

ImQ,. (x)1 
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para todo x E IR". 

para todo x, y E IRn. 
Para los otros cubos diádicos Q soa mQ (x) == O. Con O < '" < {J, soa 

I 1
2:+1 

Q. = Qv" 2 Y SQ = O para los restantes cubos diádicos. Así 

o o 

L sQ.mQ. (x) = L IQvl;;+~ mQ. (x) 
v=-oo v=-oo 

o o 
L IQvl;;m(2Vx) = L e(Qv)"m(2Vx) 

v=-oo v=-oo 

o = L 2-VQm (2Vx) = L 2VQm (2-vx) . 
v=-oo v=o 

Poro m (2-V x) > IS > O para Ixl ::; 2Vr, v 2: O. En particular, m (2-V x ) > IS 
para x E Br (O) . En consecuencia 

lo cual muestra quo la sorio de la izquierda do esta desigualdad divorgc uni
formemente a +00 en Br (O) .• 

(II) Convergencia de la integral en la fórmula de Calderón. 

Hornos visto el importante papol jugado por la fórmula (1.5) on nuostro 
estudio de los espacios que hemos considorado. En el teorema 1.4 del capítulo 
1, obsorvamos quo la integral asociada en esta fórmula puede ser considerada 
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('otilO un L2 -límite. Sin embargo) necesitaremos examinar el significado de 
la fórmula más cercanamente cuando la usemos en otras instancias. 

Un conjunto natural de condiciones bajo los cuales la transformada de 
A 

Fourier inversa de una función f es estudiada, es cuando f y fE L l (IR"). 
A 

En este caso f es continua y (después de la modificación sobre un conjunto 
de medida cero) así lo es f. De esto se sigue que la transformada de Fourier 

inversa es válida en todos los puntos: (J) v (x) = f (x) para todo x E IR". 

No es sorprendente, dado el papel jugado por la transformada de Fourier, que 
bajo las mismas hipótesis lo mismo es cierto para la fórmula de reproducción 
de Calderón: 

Teorema 2,19 

A 

Supóngase que f y fE Ll (IR"). Sea <p E Ll (IR") de valor real, radial, 

J <P = O Sop <p c;: Bl (O) Y 

00 

J [~(t(J]'~t = 1 

o 

" ( E 12" - {O} . Entonces 

para toda x E IR", sIempre que f sea el representante continuo de la clase de 
equivalencia determinada por f en L l (IR") . 

Prueba, Probemos que fc,b E L l (IR") para toda f, {j fijas. Es claro que 
f,,6 es medible. Sólo resta probar que 11 j",llu < oo. 

Por el teorema de Tonelli se tiene que 

II j",lI u = J]," I j,,6 (x)1 dx:S J]," ll('P' * 'P, * J) (x)1 ~t dx 

J'J- 1('P'*'P,*J)(x)ldxdt 
E _"n t 
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Pero como el soporte de 'P" está contenido en D, (O), entollces por la 
desigualdad de Young se tiene que 'P" * 'P, * f E Ll (lRn

) y 

J 11<" I('P, * 'P, * J) (x)1 dx = II'P, * 'P" * fllI,' <:: II'P,II~" IlflI I} 

= 1I'Plll, IIfll", ' 

Por lo tanto 

Dado que f,,8 E L1 (lRn ) podemos calcular su trausformada de Fourier. 
Entonces, por el teorema de Fubilli y las propiedades de la transformada de 
FOllrier de una convolución y una dilatación, se tiene 

Por las hipótesis en 'P se tiene 

It,(ol < li ((lll [~(tO]' ~t 
< li ((ll J~ [~(tO]' ~t = li (01, 

En consecuencia 
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" Por lo tanto j",E L' (¡p;n) para todo é,O fijos y, en consecuencia, por la 
tI ansformada de Fourier inversa 

[

Á A]V 
j (x) - j", (:¡;) = j - j,,6 (x) 

para todo x E ¡p;n. 
Sea x E IR" fija. Desarrollando el lado derecho de la igualdad anterior y 

A 

usando la expresión obtenida para j,,6' se tiene 

j (x) - j,., (x) = ! R" [J (() - J", (()] e2m
(d( 

Ahora, como 

! R" {J (() - J (O r [~(tO]2 ~t} e2m
(d( 

!~" J (O {l -t [~ (tOf ~t} e2rr
>X(d( 

!"n h",((,x)d(, 

Á 

para todo [,0, dado que jE L' (¡p;n) y además 

para toda ( E IR" - {O} , entonces por el teorema de convergellcia dominada 

hm,~o,,~oo [j (x) - j", (x) J 

lim,~o,,~oo ! h", ((, x) d( 
5<" 

! O¡" lim,~o,6~ooh", ((, x) d( = O. 

Por tanto el teorema queda demostrado .• 
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Ilabiendo establecido que la fórmula de Calderón se cumple en el sen
tido puntual para funciones f suficientemente bonitas, ahora investigaremos 
la razón de la convergencia de la integral asociada cuando las suposiciones 
adicionales son hechas sobre f. 

Lema 2.20 

Supóngase que 9 E S (iR") Y '1jJ E So (iR") = {J E S (iRn
) : J f = O} . 

Entonces para cada M E Z+ y O < t :S 1, 

1('1jJ, * g) (x)1 :S et (1 + IxlfM , 

donde c = c (g, '1jJ, M, 71.). 

Prueba • Dado que '1jJ tiene media cero, tenemos 

(ti;, * g) (x) = J R" '1jJ, (y) {g (x - y) - 9 (x)} dy 

= (J +J )'1jJ,(Y){9(X- Y)-9(X)}dY 
(YI<l]-l 1!J12:~ 

= I+II. 

Estimaci6n de r. Como lyl < ~ tenemos que ~ :S Ix - yl :S ~ Ixl y 
dado que 9 E S (iR") 

19 (x - y) - 9 (x)1 I\7g (x + y [O - lJ)llyl 
l\7g (x - z)llyl :S Iyl sUPlzI<1f l\7g (x - z)1 , 

donde z = y [1 - el y o es algún valor entre O y 1 
Por otra parte, por ser 9 E S (iR"), l\7g (x - z)1 :S c(g) (1 + Ix - zlfAl 

para toda M E Z+. Además, como Izl :S Iyl :S ~l se sigue que Ix - zl 2: 
Ixl - Izl 2: ~; lo cual implica que Ix - zl + 1 2: ~ + 1 2: ~ (1 + Ixl)· En 
consecuencia (Ix - zl + 1)-M :S 2M (1 + Ix[)-M. 

Así, usando todo lo anterior se tiene 

Ig (x - y) - 9 (x)1 < e (g) Iyl sUP1z1 <1f (1 + Ix - zl)-M 

< 2M c (9) Iyl (1+ Ixl)-M 



pal a toda J.\1 E Z.j... Esto nos da la c-'itimación 

IJI < j 10,(y)llg(x-y)-g(x)ldy 
Iyl<~ 

< c (g, M) (1 + IxlfM! 10, (y)llyl dy 
Iyl<~ 

C(9,M)(l+ lx lfM tj 10 (Y.)I IY.I dy 
Iyl<~ t t tn 

e (9, M)(l + Ixl)-M t j R" 10 (u)llul du 

< c (g, 0, M) t (1 + IxlfM, 

puesto que ¡j; E So (IR") e integrando en coordenadas esféricas 

j"3." 10 (u)llul du < (X). 
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Estimación de Il. Para esta estimación hacemos uso del teorema del 
,·,dor medio (aplicado a g): 

IIfI < j 10, (y)llg (x - y) - 9 (x)1 dy 
Iyl~~ 

!IYI~~ 10, (y)ll\7g (z)llyl dy 

< 11\7911=j ld10, (y)llyl dy 
lyl2': 2 

11\7911= t !IYI~!f 10 (D II~I ~~ 
C(g)tj 10(w)llwldw, 

Iwl~W 

dOlldc z = 1; + (e - l)y, para algún O ::; e ::; lo 
Dado que 0 E So (IR"), entonces 1>1> (w) 1 ::; e \wl-n

-
M 

-1 para toda M E 
Z. Por lo tanto, usando lo anterior e integrando en coordenadas esféricas se 
I ¡elle 
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siempre que M > O (si M = O, la estimación es obvia). 
Si Ixl > 1, entonces la última desigualdad no excede a t (1 + Ixl)-M veces 

una constante (dado que O < t::; 1). 
Si Ixl ::; 1, entonces Ixl + 1 ::; 2; lo cual implica que (Ixl + l)-M 2: 2- M . 

En consecuencia 

IIII < C(g)t!lwl~l#I..p(wllIWldw 

< C(g)t!R"I'f;(wlllwldW 

c (g,..p) t ::; e (g,..p) t (1 + Ixlr-M . 

Por lo tanto el lema queda demostrado .• 

Definición. Se define Sk (ffi?.n) como 

S.(lRn) = { fE S (IR") :! x'f(x)dx = 0,11'1::; k} 

para toda k E Z+ U {O} . También se define 

Soo (IR") = {f E S (IRn) : ! x' f (x) dx = O, para toda l' E Z~ } 

00 n Sk (IR") . 
k=O 

Finalmente probaremos el 

Teorema 2.21 

Supóngase que f E Soo (IRn) , 'P E So (IR"), 'P OH rcal, radüt¡ y satisface 

00 

f [~(tel]' dt = 1 
. t 
o 
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,i ( E ¡¡;;n - {O}. Entonces f,.6 ---> f en la topología de S (IRn) cuando [---> O 
yó~'X,.. 

Este teorema, como lo veremos, es una consecuencia del lema 2.20 y del 
siguiente resultado. 

Lema 2.22 

Supongase que 9 E Sk (IR") y 7/J E So (IR") . Entonces para cada M E ZT 

y t 2: 1 

1(0" g) (x)1 S c(g, 7/J, M, n, k) C"-k-l (1 + I~I) -M 

De hecho esta estimación es válida para k = -1, si ponemos S_l (IR") '= 
S (R") . 

Prueba. Dado que 9 E Sk (IR") se tiene que 

(0,'g)(x)= ¡~"7/J,(y)g(X-Y)dY 

= ¡ n 1/J, (y) 9 (x - y) dy - 1. n 9 (x - y) [¿ (Y~~r (iJY7/J,) (X)] dy 
3 g I~Sk 

= {¡ ,., + ¡ ~} [7/J' (y) - ¿ (Y~~)' (8"1/J,) (X)] 9 (x - y) dy 
Ix~ylS;2 Ix-yl> 2 1,1::;k 

= 1 + JI. 

Estimación de l. Si Izl S Ix - yl S I~I, entonces I~I S Ix - zl S ~ Ixl· 
Consideremos el integrando de 1 excepto 9 (x - y) . Como 1/J E S (IR") Y por 
el teorema de Taylor en varias variables, se tiene 

(k+l) ¿ (Y-Ixf¡l (1-e)k(8°7/J,)[(1-e)x+eyJde 
¡. o 

hl~k+l 
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donde O :,; O :,; 1, z = O (x - y) y I zl :,; Ix - yl ' 
Pero 

(0"1),) (x - z) = C n (a',p) (x ~ z) = cn-b1a0,p (r) 

= cn-k-1a°,p (r), 

donde r = x~., Además, dado que ,p E S (IR") , se tiene 

18',p (r)1 :,; e (,p) (1 + IrlrM 

para toda M E Z+, Así 

,p, (y) - E (y -Ix)' (a°,p,) (x) 
101". "(, 

:,; ( 01. k ) I Ik+l t-n-k-1 (1 Ix - Zl)-M e '1-', , n x - y sUPlzlOSlx-vl + -t-

Por otra parte como Ix - zl ;:o: ~, entonces 21x - zl ;:o: Ixl; en consecuen

cia 2Ix~.1 ;:o: ~; de lo cual se sigue que 1 + 2lx~zl ;:o: 1 + J¡l; lo cual implica 

que 2 (1 + IX~'I) ;:o: 1 + ~; de donde concluimos que 

( 
IX-ZI)-M M( IXI)-M 

sUPlzlOSlx-vl 1 + -t- :,; 2 1+ T 

para toda M E Z+, Así, usando esta última desigualdad se tiene 

Por lo tanto 

II! < ct-n - k- 1 (1+ l:.l) -M J Ig (x - y)llx - ylk+1 dy 
t Ix-yl~~ 

:,; ct-n - k- 1 (1+ l:.l) -Al J 19 (x - y)llx - ylk+l dy 
t IR" 

< ccn-k-l(l+I~I)-M, 
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y.¡ que la integral de la penúltima desigualdad es finita y e es una constante 
que depende de 0, k, n,Y M. 

Estimación de n. Consideremos Ix - yl > I~I. Nuevamente por el teo
rema de Taylor se tiene 

0, (y) - L (y -Ix)' (8'0,) (x) 
h'!:5k ¡. 

< (k + 1) Iy _ xlk+1 L J1 (1 - el 1(87 0,) (x - z)1 de 
O{! o 

171~k+1 

(k + 1) Iy _ x(+l cn-bl L J1 (1 - e)k 1(87 0) (7)1 de 
71 o 

l-il~k+1 

< 1187011 (k + 1) Iy _ Xlk+1 C n- k- 1 '\' J1 (1 _ e)k de 
00 ,! ~ o 

171~k+1 

e (k,1/;, n) Iy - Xlk+1 t-n- k- 1, 

puesto que 0 E S (IR"). Por lo tanto 

IJII <: c (k, 0, n) C n- k- 1 J Iy - xlk+1 19 (x - y)1 dy. 
!x-yl>~ 

Pero por ser 9 E S (IR") 

Ig (x - y)1 <: e (g) Ix _ yl-k-1-M-n 

para toda M E Z+. Por lo tanto, usando cooordenadas esféricas y esto último. 
se tiene 

Inl 

Si I.~ I > 1, entonces 
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Ixl = Ixl + Ixl > ~ + ~J.:¡j 
2 2 22t' 

puesto que t 2: 1; en consecuencia 

Ixl-M:s 2-M (1 + 1;1) -M, 

de donde so obtiene la estimación deseada. 
Si Ixl :S 1, entonces 

IIlI :S c (k, 1j;, n) C n
-
k- 1 J Iy - xlk+l Ig (x - y)1 dy 

Ix-YI>1j1 

:S CC n
-
k- 1J lulk+1Ig(u)ldu:S e (k,n,1j;,g)t- n- k- 1, 

Rn 

por sor 9 E S (IRn) . Pero como Ixl :S 1 Y t 2: 1, entonces tp :S t :S 1; lo cual 
implica que 1 + tp :S 2; en consecuencia 

2M (1 + I~I) -M 2: 1. 

Por lo tanto, usando esto último 

IIlI :S c (k, n, 1j;, g, M) t-n - k- 1 (1 + I~I) -M .• 

Corolario 2.23 

Supóngase que 9 E Sk (IR") Y 1j; E So (IR") . Entonces 

J~ 1(1j;, *g) (x)1 ~t:s c(g,1j;,k,n) 11 + Ix ll-n
-
k- 1. 

Prueba. Descompongamos la integral en dos partes 

J
= dt 
o 1(1j;, * g)(x) I t JI dt J= dt 

= o 1(1j;, * g) (x)1 t + 1 1(1j;, * g) (x)1 t 
= I +Il. 
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Estimación de 1. Aplicando el lema 2.20 con M = n + k + 1, se tiene 

J' dt 
o 1(l,0, , g) (x)1 t ( ) J' ( I I)-n-k-' dt < e g,k,1/;,n t 1+ x -

o t 

e (g, k,1/;, n) (1 + Ixll-n
-

k
-' • 

Estimación de n. Si Ixl <:: 1, aplicamos el lema 2.22, con M = n+k+l, 
para obtener 

I( 0, x g) (x)l- <:: c (g, k,1/;, n) ¡-n-k-,_ = e (g, k,1/;, n) . J
~ dt Joo dt 

, t ,t 

Pero como Ixl <:: 1, entonces 1 + Ixl <:: 2; lo cual implica que (1 + Ixlrl ::o: 
2-'; de donde concluimos que 

Por lo tanto 

J~ 1(1/;, • g) (x)1 ~t <:: e (g, k,1/;, n) (1 + Ixlrn-k- I 
. 

Si Ixl > 1, dividimos la integral en las siguientes dos integrales 

J
oo dt JIXI dt Joo dt 
, 1(0" g) (x)1 t = 1 1(1/;, * g) (x)1 t + Ixll(1/;, * g) (x)1 t' 

Aplicando el lema 2.22, COn M = n + k + 2, al primer sumando de la 
Igualdad anterior se tiene 

J
IXI dt 

1(1/;, * g) (x)l
, t 

< e t-n - k - I 1 + - -J
IXI . ( Ix l) -n-k-2 dt 

, t t 

< e t- n - k - 1 - -JIXI (IXI) -n-k-2 dt 

, t t 

e /xllxl-n-k-2 dt 

e Ixl-n-k- 2 (Ixl - 1), 
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yaquc lf-l-l > lf implicaquc (lf -1- 1 f,,-k-.' ::; (~r"-k-2 y Ixl-n
-

k- 2 (lxl- 1) . 

IX¡-"-k-l. Además 1 -1- Ixl ::; 21xl; lo cual implica que (1 -1- Ixl)-n-k-l ::: 
(2Ixl)-n-k-l. Por lo tanto 

¡!xl dt 
1 1(1/1, * g) (x)1 t 

Finalmente, aplicamos el lema 2.22, con M = 0, para obtener 

¡= dt 
1(1/1, * g) (x)1 t ::; 

Ixl 

y la estimación deseada ahora es obvia. Esto concluye la demostración .• 

Ahora podemos usar el lema 2.20, el lema 2.22 y el corolario 2.23 para 
probar el teorema 2.21. Demostraremos que la hipótesis I E S= (IRn) nos da 
la estimación 

I/(x) - 1". (x)1 ::; e (E-\- t) (1 -1- Ixl)-N 
para toda N E Z+, donde e = c(<p,J, N, n). Esto, desde luego, nos da 

Pero ¡PI". (x) = (a> 1)". y podemos aplicar este último resultado a a> I 
(la cual tambi6n debe de pertenecer a S= (IRn) , puesto que I E S= (IRn)) 
para obtener 

que es la conclución deseada del teorema 2.21. Así, todo lo que necesitamos 
hacer e;¡ ",t"blecer la desigualdad (*) . 

Prueba de H .Como <p E So (Rn) entonces <p * <p "" 1/1 E So (Rn). Ob
sérvese que 'lj;t = 'Pt * 'PtJ ya que 



t-" J ,," 'P (T - y) 'P (y) dy 

t-" I," 'P (x ~ t y
) 'P (y) dy 

t-" J 'P (X - t
y

) 'P (ty
) t: dy 

c<" t tt 

Ja" t-"'P (x ~ z) 'P G) ¡-"dz 

J a" 'Pt (x - z) 'Pt (z) dz 

('Pt * 'Pt) (x). 
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Por otra parte, dado que f E S= (lRn
), entonces f E S (lRn

); lo cual 
A A 

implica que fE S (lRn
); en consecuencia f, fE Ll (lRn

). Además dado que 
'p E So (IR") , entonces 'P E V (lltn

) , y como 'P es radial, real y satisface 

J~ [~(t()f ~t = 1 

si ( E IR" - {O}, entonces por el teorema 2.19 

f (x) = limHo,6~=f,,6 (x) = lim,~o,,~= J: ('Pt * 'Pt * f) (x) ~t 
Así 

f (x) - f,,6 (x) 

J= ('Pt * 'Pt * f) (x) dt - J' ('Pt * 'Pt * f) (x) dt 
o t, t 

{J: + J] ('Pt * 'Pt * f) (x) ~t = 1 + JI 

donde, por el corolario 2.23, las dos integrales convergen absolutamente. 
Podemos suponer que O < E < 1 < b < oo. 

Estimación de 1. Como f E S (llt") Y 1/Jt E So (lRn
), entonces por el 

lcma 2.20, con ¡VI = N, se tiene 
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donde c = c (j, 'P, N, 11,) . 
Estimación de n. Si Ixl s: 1 y como j E So (IR") , ..p, E S" (IR"), en

tonces por el lema 2.22 con M = k = O 

lo cual implica 

¡= dt 
1('P,*'P,*J)(x)l- s: 

• 6 t 
c (j,..p, 11,) J~ r n

-
2dt 

c (j,..p, 11,) 8-"-1. 

Pero como Ixl s: 1, entonces 1+lxl < 28; lo cual implica que (1 + Ixlr" > 
(28) -n . En consecuencia 

cuando N s: n. Así 

(t) J~ I('P, * 'P, * J) (x)1 ~ s: c (j,..p, 11,) 8-1 (1+ Ixl)-N . 

Si N > 11" aplicamos el lema 2.22 con k = N-11, y M = O para obtener 

¡= dt ¡= I('P, * 'P, * j) (x)1 T s: c C N
-

2dt = c8-N
·-

l
. 

• 6 • 6 

Nuevamente, usando el hecho de que Ixl s: 1 < 8, se tiene que 8- N < 
2N (1 + Ixl)-N y obtenemos 

(t') J~ I('P, * 'P, * j) (x)1 ~ s: e (M, 11" j, 'P) 8-1 (1 + IxlrN ; 

esta desigualdad, desde luego, incluye a W . 
En consectlCncia, podemos suponer que Ixl > 1. Si, en este caso, 1 < Ixl < 

ti nuevamente aplicamos el lema 2.22 con M = O Y k = N-n para obtener 
(t') . Finalmente, si Ixl ;:> 8 aplicamos el lema 2.22 con M = N y k = N-11, 
para obtener 

I('P, * 'P, * J) (x)1 s: e ('P,J, N, 11,) r N -
l (1 _1_ I~I) -N; 
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!o cual Implica 

Consideremos la primer integral. Ahí 8 ::; t ::; Ixl ; así 

En consecuencia 

Consideremos la segunda integral. Ahí 8 < Ixl ::; t < 00, entonces 1+~ > 

1; lu cual implica (1 + ~) -N < 1. De donde se deduce 

POI lo tanto 

Por otro lado como 1 < 8 ::; Ixl , entonces 21xl 2: 1 + Ixl ; lo cual implica 
(2 ixl)-.v ::; (1 + Ixl)-N. Además 8-1 + Ixl-1 ::; 28-1 Así usando est.o último 
SP. tiene 

clxl-'Y W1 + Ixl-1) c~=: Ixl- N (8-1 + Ixl-1) 
< c(1 + Ixl)-N (8-1 + Ixl-1) 
< c(1 + Ixl)-N 8- 1 
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Por lo tanto, usando las estimaciones de 1 y n, se tiene 

donde e es una constante. Haciendo é -, O Y (j -+ 00, se obtiene (*) .• 

Definición. Sean I E D' (IR") Y Y E D (IRn) . Se define la convolución de 
Iygcomo 

(f * y) (x) = (j, Txfj) 

donde g(x) = y (-x) y [T x 91 (y) = g(y - x). 

Corolario 2.24 

Si I E S' (IR") y y E Soo (IRn) , entonces 

(j""y) = (j,9,,') -+ (j,y) 

cuando é -+ O Y (j -, oo. 

Prueba. Probemos primero la igualdad. Por el teorema de Fubini y la 
definición de la convolnción de una distribución con una función en el espacio 
D (IRn) , tenemos 

(j"" g) J IR" 1". (x) y (x) dx 

J J' 9 (x)['Pt * 'Pt * 11 (x) dt dx 
]Rn e t 

= J'J y(x)['P'*'Pt*/l(x)dx
dt 

e Rn t 

J' J 9 (x) (1, T x (~t) dx ~t 
, IRn 

= /JIR" (I,h(~t)lg(x)dx~t. 
Sea" : IR" -+ S (IRn) definida como ,,(x) = h (~t)l g(x). So puado 

verificar que" es Lebesgue integrable en S (IR") Y como I E S' (IRn), entonces 
por el teorema 2.3 se tiene 

(j"s,9) = / \1, J IR" h (~t)l 9 (x) dX) ~t. 



Pero por ser 'P radial, 'Pt * 'Pt es par y además 

Por lo tanto 

1,," 9 (x) h (~t)l (.) dx 

J g(x) (~t) (- - x)dx 
R" 

J 9 (x) ('Pt * 'Pt) (x _.) dx 
R" 

J R" 9 (x) ('Pt * 'Pt) (- - x) dx 

('Pt * 'Pt * g)(.). 
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Sea 1 : (E, 5) ~ S (IR") , con (E, 5) e IR~, definida como 'l' (t) = 'Pt * 'Pt * g. 
Se puede verificar que 'l' es Lebesgue integrable en S (IR") y como I E S' (IR"), 
mltonces por el teorema 2.3 se tiene 

(fe,6,g) = (/'¡: 'Pt*'Pt*g~t) = (f,ge,,). 

Dado que 9 E S= (IR") , por el teorema 2.21 se tiene que ge,6 ~ 9 en la 
lopología de S (IR") cuando E ~ O Y 5 ~ oo. Así 

(f,,6, g) ~ (f, g) cuando E ~ O Y 5 ~ oo. 

En consecuencia, para toda I E S' (IR") , le,6 ~ I cuando E ~ O Y 5 ~ 00 

en S~ (lP.") '" S' (IR") / P (IR") . Esto es, la fórmula de Calderón converge en 
S' (i'<") en el sentido de convergencia en S' (IR") módulo polinomios .• 

Este hecho general es suficiente para justificar la mayoria de los usos de 
la fórmula de Calderón. 

Resultados más precisos pueden ser obtenidos usando las estimaciones 
anteriores. 

Corolario 2.25 
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Sea <p como en el teorema 2.21. Si I sat.isface que 

J ",,11 (x)1 (1 -1- Ixl)-"-k-l dx < 00, 

para algún k en :l, k 2' -1, entonces 

lim leO = I 
€-->O,6.---¡.oo I 

en S' (IR") / Pk (n) , donde Pk (IRn) es el conjunto de los polinomios de grado 
menor o igual a k. 

Ver [6]. 

Aplicando este último resultado a I EAo, O < '" < 1, Y el hecho de que 
I (x) = O (Ixl O) cuando Ixl -> 00, se tiene que 

J II (x)1 (1 -1- Ixl)-n-l dx = {J -I-J } If (x)1 (1 -1- Ixl)-n-l dx, 
• ~I>k IxlSk 

donde k > O es muy grande. Es claro que la segunda integral de esta de
scomposición es finita y la primera integral también lo es, pucsto que 

Por lo tanto 

J II (x)1 (1 -1- Ixl)-n-l dx 
Ixl>k 

= eJ Ixlo (1 -1- Ixl)-n-l dx 
Ixl>k 

< J (1 -1- Ixl)-n-1+O dx 
Ixl>k 

= eJoc J (1 -1- ,.)-"-1+0 rn-1dl! (x') dr 
k Sn-l 

< e J~ (1 -1- r)-n-2 dr = eko
-

1 < oo. 

J II (x)1 (1 + Ixl)-n-l dx < oo. 
R" 

En consecuencia, por el corolario 2.25 

1,,6 -> I 
en S' (IR") / Po (IRn) . Esto es 1", -> I en S' (IR") módulo constant.es, que es 
lo que se queria probar puesto que todo elemento del espacio de Lipschit.z 
está en el espacio de las distribuciones temperadas. 
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DESCOMPOSICIÓN DE B~" 

Enfoquémonos en espacios de funciones que se comportan de una forma 
pal ticlllarmente simple bajo la acción del grupo de dilataciones (por los 
mimeros reales positivos) y el grupo de las t.raslaciones (por elementos de 
i:':"). El primer grupo mapea 1 (x) en l¡(x) = t- n 1 (T) para cada t > O. y 
el segundo grupo mapea f (-) en 1 (- - h) para cada h E lRn

. La norma del 
espacio L I (i!':n) goza de las siguientes propiedades: 

(.'3.1) 11ft 11 I = 11111 1 para toda t > O; 

(3.2) 111 (- - h)lI, = IIn para toda h E lRn
. 

Supóngase que B es ot.ro espacio de Banach, continuamente contenido en 
PI mpacio de las distnbuciones temperadas S' (lRn

), cuya norma II·IIB = 11·11 
satISface (3.1) y (3.2). ¿Cúal es la relación entre B y L' (lRn )? Es fácil 
ver que, bajo suposiciones adicionales muy ligeras, B debe de contener a 
¡} (R") y el mapeo inclusión debe ser continuo. Por ejemplo, supongamos 
qm~ Xo E D. donde Xo es la [unción característica del cubo unitario 

Entonces, de esto se sigue que L' (IFi'.n) e E y el mapeo inclusión es 
continuo (i : L' (lRn

) ~ E). Probemos esta última afirmación. 

Prueba. Sea 1 E L' (lRn
) y O < c < 1. Sin pérdida de generalidad, 

podemos suponer que 11111 , = 1. Como 1 E L' (lltn
) , entonces existen u, E Z 

y r..scalares sQ tal que 

satisface 

e, = ¿ sQXQ 

'(Q)~2-" 

111 - ediL' < C, 

elonde \:Q (x) = Xo (x[(~¡) es la función característica del cubo diádico Q 
cuyo lado tiene longitud 2-u

, con esquina inferior izquierda xQ. Dado que 
Xc¿ c.s una traslación seguida de una dilatación, entonces XQ E B; lo cual 
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implica quo sQXQ E B; en consecuencia el E n. Repitiendo el mislllo proceso, 
podemos encontrar un entero U2 > U¡ y escalares sQ tal que 

°2 = L sQXQ 

'(Q)d-'" 

satisface 

el cubo diádico Q cuyo lado tiene longitud TU, con esquina inferior izquierda 
xQ' Continuando de esta manera, obtenernos una sucesión de enteros Ul < 
U2 < ... < Uj < ... y funciones 

ej = L sQXQ 

f(Q)=2- ui 

m 

tales que IIf - fmllD' < cm, donde fm = L ej. 

y 

J=1 
Obsérvese que 

IleJllu = lIiJ - fj-¡ + f - fllu 

En consecuencia 

< lIiJ - fllu + Ilf)-1 - fllu < ej
-

1 (e + 1) 

L sQXQ 

'(Q)=2- u
, 

L ISQIIQI· 
U(R") '(Q)=2-'" 

L ISQIIQI < E,-1 (E + 1) . 
P(Q}=T"J 

De esta. última desigualdad se sigue que {Jm} es una sucesión de Cauchy 
en n : Si m > k, entonces usando 3.1 y 3.2 se tiene 

m 

Ilfm-Mn L 0j 

J=k-¡-l B 

m m 

<; L Ilo,llll = L 
j=k+l j=k+l 

L sQXQ 

'(Q)=2-'" 13 
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m 

< ¿ ¿ ISQlllxQllB 
J=k+l E(Q}=2-uJ 

puesto que 1 - ¿m-k < l. 
Dado que el último término tiende a cero cuando k tiende a infinito, 

entonces {f m} es una sucesión de Cauchy; lo cual implica que existe una 
función 9 E B tal que 

fm ~ 9 en B. 

Además, dado que B está continuamente contenido en S' (IR"), {fm} 
C<Jn\"crgc a 9 en el espacio de distribuciones temperadas, es decir 

fm ~ 9 en S' (IR") . 

Por otra parte, sabemos que IIf - fmllv < cm. Si m tiende a infinito, 
('ntonees IIf - fmllLl tiende a cero. En consecuencia 

fm~f en L1(IR"). 

Pero, por un result.ado de teoria de distribuciones, se tiene que L1 (IR") 
l"tá continuamente contenido en S' (IR") . En consecuencia 

fm ~ f en S' (IR") . 

Por otra parte se sabe que S' (IR") es un espacio vectorial topológico 
Ilausdorff; lo cual implica que f = 9 Por lo tanto f E B. En consecuencia 
¡,l (::en) e B. 
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Sólo rosta probar que el mapeo inclusión i : LI (lltn ) -> J] es continuo; es 
decir, probemos que 

1IIIIn $ e II/IIL' para toda I E ¡} (lltn
) . 

Sea I E LI (lltn
) • Obsérvese que nues(.ro argumento muestra que 

Il/mll/1 -

$ 

m m m 

Le; $ Llle;IIB = L L SQXQ 
j=l B )=1 j=l f(Q)=2-"j e 

m m 
L L ISQlllxQlln = L L ISQllQlllxollB 
j===l i(Q)=2-"J }=1 C(Q}=2-"J 

m m 

IIXolIB L Ile;111 $ (1 + E) IIXolIB LE,-I 
1 +Em 

(1 + E) IIXoIIB~. 

)=1 

Haciendo In tender a infinito y como 1m -, / en B, entonces II/mlln -> 

II/IIB' 10
m 

-> O Y 
1+10 

1IIIIe $ IIXolIB 1 _ E· 

Dacio que E: puede ser elegido arbitrariamente cercano a cero, esto nos da 
la estimación precisa 

(3.3) II/IIB $ IIXolle = IIXolln 11/llu .• 

En lugar de suponer que Xo E J], qui"ás es más natural suponer que 
el espacio de Schwartz S (lltn ) está contenido en B. No es difícil adap(.ar el 
argumento anterior a esta si(.uación para obtener el siguiente 

Teorema 3.4. 

Supóngase que (B, 11·lln) es un espacio de Danach continuamente con
tenido en el espacio de las distribuciones temperadas. Si la norma de B 
satisface (3.1), (3.2) y S (lltn

) e B, cntanceB L1 (lltn ) e B y la desigualdad 
(3.3) se cumple. 
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Prueba. Por el resultado ant.erior es suficient.e probar que Xo E B. Sea 
r;, E S (2") tal que Sop </J e Qo, O ::; </J ::; 1 Y Ilxo - </Jllu < o. Hacemos una 
('o!lstrucción mductiva. similar a la que se realizó antes) para obtener una 

'UCCSlón de funciones {¡~ } en S (IRn) t.al que 

¡~ ~ Xo en B y ¡~ ~ Xo en L l (IRn). 

Comenzamos con el = Xo y el = </J. Sea O < e < 1, ent.onces afirmamos 
q1H~ eXIsten enteros U2 < U3 < ... < U m < .. , ) y coeficientes {sQ} 1 asociados 
con los cubos diádicos Q, t.ales que las funciones 

e~ = 2:: sQXQ 
e(Q)~2-"m 

em = 2:: sQ1>Q) 
f(Q)~2-"m 

donde (JQ (x) = </J ( x[,;)) y m = 2, 3, ... , satisfacen 

(i) 

(ii) 

~ 

Ile~llu ::; lIe~llu ::; (m - 1) (1 + e) cm
-
l; 

Ilxo - TmIIL' ::; [m + (m - 1) el cm, 

donde In. = 2:: e/. Para obtener estas funciones para m = 2) primero eseo
{=l 

gemos U2 > 1 Y una función escalonada 

e2 = 2:: sQXQ 
[(Q)~2-"2 

que satisface IIXo - el - e211u < c2. Entonces 

lIe211 u lI e2 - Xo + el + Xo - edlu 
< IIXo - el - e211v + IIXo - elllu < E (E + 1). 

Probemos (i). Por la última desigualdad obtenida y el hecho de ser </JQ ::; 
\q se tiene 
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Ilezll L , = ¿ SQ4>Q $ ¿ ISQIII4>QIII"' 
l(Q)=2-"2 Ll l(Q)=2-"2 

¿ ISQI! 4>Q (x) dx :o: ¿ ISQI! XQ (x) dx 
f(Q)=2-U2 IR" i(Q)=2-"2 IR" 

= ¿ ISQIIQI = Ilezll L , < E (E + 1) . 
i(Q)~Z-'2 

Para ver que (ii) se cumple, observemos que 

IIxo - kilI) = IIxo - el - ez - ez + ezllu 
< IIxo - el - ezll L , + IIez - ezllL' 
:o: E

Z + Ilez - ezllu . 
Pero por ser la norma de U (IR") invariante bajo traslaciones, dilataciones 

y por la definición de 4>Q, se tiene 

L' 

< ¿ ISQlllxQ - 4>Qllu 
i(Q)~Z-'2 

¿ ISQI! (XQ - 4>Q] (x) dx 
l(Q)=2-"2 lIl

n 

= i(Q"&_U2ISQIIQI!nt" {e (Q}-" [xo(xC(;)Q) -4> (xe(;n]}dX 

= ¿ ISQIIQI IIxo - 4>IIL' = IIxo - 4>llu IlezllL' . 
i(Q)~2-'2 

Por lo tanto, usando las estimaciones de IIXo - 4>11L" IlezllD' y la última 
desigualdad se tiene 

IIXo - kllL' $ E
Z +IIXo - 4>11L' lIezllL' :o: eZ 

(2 + E) . 
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Supongamos que tenemos estas funciones para m - 1 > 1. Demostremos 
que vale para m. 

Podemos encontrar '11m > Um-l Y una función simple em tales que 

Entonces, por la hipótesis se tiene 

118mllD' IIXo - 1"'-1 - Cm - Xo + 1m-111u 

Además 

< Ilxo - 1m-l - emt, + Ilxo - 1m-111u 
< sm + IIXo - 1m-111u :S E

m + [(m - 1) + (m - 2) EjEm-l 

Em
-

1 (m - 1) (1 + E) . 

L SQ<PQ < L ISQIII<pQIIL'(Rn) 
'(Q)~2-"~ L' I(Q)~2-"~ 

L ISQI J <PQ (x) dx :S L ISQI J XQ (x) dx 
I(Q)=2- um ~n e(Q)=2- um Ron 

L ISQIIQI = Ilemll L , < E
m

-
1 

(E + 1) (m - 1), 
I(Q)~2-"~ 

por que O :S <PQ :S XQ y por la última desigualdad. Por lo tanto (i) se cumple 
para m 

que 

Veamos que (ii) se cumple para m. Por (*) se tiene que 

Ilxo - 1m-l - Cm + em - emllL' 

< IIXo - 1m-l - emllu + Ilem - emllL' 
< sm + Ilem - emllL' 

Pero por un análisis análogo al de la estimación de lIe2 - e211L' , se tiene 
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Por lo tanto, por ser IIXo -i¡\llp < t Y por (i), se ticno 

IIXo - 1mllL1 S E
m + IIXo -i¡\IILl IIcmllp 

S tm+Em(t+ l)(m-l) =tm[m+ (m-l)EJ. 

De donde se obtiene (ii). ·De esto es fácil ver que {1m} es de Cauchy en 
B. Supóngase que m > k entonces 

111m-Jt 
m m m 

= L Oj S L 1I0jlln= L L sQi¡\Q 

j=k+l n j=k+l j=k+l i(Q)=2-u , B m 
S L L ISQIIIi¡\Qlln 

j=k+l i(Q)=2-u ; 

= t L ISd 101 IIC(Orni¡\(Xg(;)Q)11 
J=k+l i(Q)=2-"; B 

m m 
L L ISQI 101 11 i¡\1I B = 1Ii¡\IIB L lIejll/~1 

j=k+l i(Q)=2-Uj j=k+l 

m 

< 1Ii¡\IIB L EH (1 + E) (j - 1) 
j=k+l 

m 

11i¡\lIn (1 + E) E L d-2 (j - 1) 
j=k+l 
m 00 

= 11i¡\IIB(l+E)tLtHj S 11i¡\lIn(1 +E)tLtHj. 
j=k 1=k 

00 

Pero L tj-1j es convergente (por el criterio de la razón). Así, la última 
j=k 

expresión de la estimación de 111m - hlln tiende a cero cuando k -> oo. Por 

lo tanto la sucesión {1m} es de Cauchy en B y como es un espacio de Banach, 

entonces existe f E B tal que 1m -> f en B. 
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Si hacemos m tender a infinito, entonces 

por quc O < ¿ < 1. En consecuencia 1m --+ Xo en Ll (IRn) . 
Pero por hipótesis B está continuamente contenido en S' (IR"), entonces 

f", --+ Xo en S' (IR"). 

En consecuencia, por ser S' (IRn) un espacio vectorial topológico Hausdorff, 
f = Xo' Por lo tanto Xo E B .• 

El espacio L l (IlI.") no es apropiado para muchos problemas en análisis. 
~'¡uchos operadores importantes no son acotados en L l (IlI."). Por ejemplo, 
estc es el caso con la transformada de Hilbert H, definida por la igualdad 

Hf(x) = lim,~o.!:.J f(x-y)dy 
7r lyl>E Y 

. 1 J f (y) . -
hm,~o- --dy = hm,~of, (x). 

1f Ix-yl>€: x - y 

Si f = XI-U)' entonces Hf(x) = ~ln(::~::) para Ixl f 1. La prueba es 
como SlgUC. 

Si x rfc [-1, 1 J , entonces 

lJl dy 1 1 (I.T+ll) Hf(x)=- --=--{lnlx-ll-lnlx+ll}=-ln -- . 
7C -1 X - Y 7f 1f Ix - 11 

Si x E (-1, 1) , tomando é lo suficientemente pequeña se tiene 

1 J XI-l,l) (y) d - Y 
1f Ix-yl>E: X - Y 

- --+ -- =-ln -- . 1 {J x

-, dy JI dY} 1 (IX + 11) 
1C -1 x-y x+,x-y 7f Ix-ll 
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Por lo tanto 

limHoh (x) = ~ln (:: ~ ~:) , si Ixl '11. 

Pero 

( Ix + 11) I 2 I 1 1 
In Ix _ 11 = In 1 + x _ 1 "" Ix - 11 "" ¡;;¡ 

cnando Ixl --> oo. Así, XI-l,ll ~ L' (IR) . 
Por otra parte supóngase que f = XIO,11 - XI-l,ol' entonces un cálculo 

similar al anterior muestra que H f E L' (IR) . 
La diferencia básica entre estas dos elecciones para I es que la primera 

no tiene media cero, mientras que la segunda tiene media cero. Motivados 
por este hecho podemos preguntarnos ¿qué puede decirse acerca de B, un 
espacio de Banach que satisface (3.1) y (3.2), si reemplazamos la condición 

S (iRn) e B por la condición So (IRn) = {I E S (IRn) : J 1= o} e B? Si 

hacemos esto, es entonces natural suponer que B está continuamente con
tenido en Só (IR") , el dual de So (IRn); Só (IRn) es identificado, naturalmente, 
con el espacio de las distribuciones temperadas módulo constantes. Ahora in
troducimos el espacio minimal que tiene estas propiedades. Resulta que cste 
espacio se puede caracterizar usando la fórmula de reproducción de Calderón 
de una manera que es completamente análoga a las caracterizaciones que 
hemos presentado en los capítulos 1 y 2. Después mencionaremos la mini
malidad de este espacio y mencionaremos otras descomposiciones del mismo. 

Definición. Sea I E D' (IRn) y sea 'P E D (IR") . Se define la dilataci6n 
de una di8t,ibución, denotada por In como 

Sea'P una función que satisface las propiedades del lema 1.1. Considérese 

el espacio i3~" que consiste de todas las I E Só (IR") tales que 

l OO dt 
1I/11¡j:" =' JI'Pt * ¡JIu T < oo. 

. o 



Proposición 3,5 

f '1111 O,, 111> • O,, La unCIón . o,I:B 1 ---t m.. es una norma para B 1 ' 
B, 
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Prueba. Es claro, apartir de la definición de 11,11· o" , que 11/11· o" :2: O 
El Bl 

Y Ilalll O.' = lalll/ll· o.' para toda a E IC Y para toda I EB~" . Sean 
El Bl 
O, 

f, 9 E [],' , probemos la desigualdad del triángulo. Por la distributividad de 
la convolución con respecto a la suma y por ser 11·llu una norma, entonces 

¡= dt 
11I + glla:" o II'P, * (f + g)llu t 

¡= dt ¡= dt 
< o lI'Pt * Illu t + o II'Pt * gllu t 

1I/IIa:,' + IlgIIB:, . 

Sca I EB~", probemos que 11/11 o., = O si y sólo si I = O. Es claro que si 
B, 

1= O, entonces 11/11 o" = O. 
B, 

Sea I E S~ (IR") tal que 11/11· o.' = O. Por demostrar que I = O. B, 
Dado que So (IR") e S (IR"), So (IR") es un subespacio vectorial de S (IR") 

Y I : So (R") -> IC es una funcional lineal continua, entonces por el teorema 
de Hahn-Banach existe una funcional lineal continua 1, sobre S (IR") la cual 
es una extensión de f. Entonces puesto que 'P, * I = 'Pt * f¡ 

¡= dt 
o II'Pt * IdlL' t = O; 

1" cual implica que 

lI'Pt * f¡ Ilu = O 

para toela t > O. En consecuencia 'P, * f¡ = O para toela t > O Y para casi 
(oda x. Por lo tanto 

'Pt * 'Pt * f¡ = O 

para lada t > O Y para casi toda x. Corno 'P, E S (IR") Y f¡ E S' (IR") , en
tonce.s 'P, > 'P, * f¡ es una distribución temperada. En consecuencia, aplicando 
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transformada de Fourier y por propiedades de la transformada de Fourier de 
una convolución, se tiene 

A [A ]2 A 
["'t * "'t * JI) = '" (t·) JI= O 

para toda t > O. Como la transformada de Fourier es un operador biyectivo 
sobre S' (IRn) y también es un operador biyectivo sobre S (IRn) , entonces 

para toda t > O. En consecuencia 

para toda 'ljJ E S (IRn) y para toda t > O. Integrando con respecto a t con 
medida ~, se tiene 

l OO (A [A J2 ) dt o JI, ",(t·) 'ljJ(.) ¡ =0 

para toda 1/; E S (IRn) . 

Sea 1: (0,00) -t S (IRn) definida como 1(t) = [~(t.))" 'ljJ(.). Se puede 
A 

verificar que 1 es Lebesgue integrable en S (IRn) y puesto que JI E S' (IRn) , 
entonces por el teorema 2.3 del capitulo 2 se tiene 

l
OO (A [A ]2 ) dt (A lOO [A ]2 dt) o JI, ",(t.) 'ljJO ¡= JI, o ",(t·) 'ljJ(-)¡ =0. 

Pero por la propiedad (5) del lema 1.1 y por la última igualdad, se tiene 

para toda 'ljJ E S (IRn) . Por lo tanto 
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En c.on.sccucncia 
fl = O en S' (IR") . 

Así 

f == J¡ I SoOft") = O, 

que es lo que se queria probar. • 

Proposición 3,6 

° I BI' está continuamente contenido en S6 (lIt"), donde S6 (lIt") tiene la 
topología débIl'. 

Prueba. Por definición B~,IC S6 (lIt"). Sólo resta probar que el mapeo 
inclusión es continuo, Para probar esto se usa continuidad por sucesiones. 
El mapeo 

i :B~,I -> S~ (lItn
) 

es continuo si y sólo si para toda sucesión {Jn}) n E .2+) que converge a O en 

B~,I, {f,,} converge a O en S6 (lIt"). 
S {f} . 0,1 .0,1 d 
'ca n unasuces16nenB 1 queconvergeaOenB¡ }queremos emostrar 

que 
(fn,1/;) -> O 

cuando 1l -> C>O, para toda 1/; E So (lItn
) . 

Sea ¡j; E So (lIt"). Dado que So (lIt") e S (lIt") e L' (lItn
) , entonces 1/; E 

L 2 (iR") . En consecuencia por el teorema 1.4 

1/;(-) = (<p,*<p, *1/;) (.)-. ¡= dt 

° t 
Así 

(f",1/;) = \f", ¡~ (<p, * <PI * 1/;) ~t). 
Sea a : (0,00) -> So (lItn

) definida como a (t) = <Pt * <PI * 1/;. Se puede veri
ficar que (l es LBbesgue integrable en So (lIt") Y como fn E S6 (lItn

) , entonces 
por el teorema 2.3 

(f,,'¡~ (<p,' <Pt * 1/;) ~t) = ¡~ (fn, (<pt * <PI * 1/;)} ~t 

¡~ (f", ¡ C<" <PI (- y) (<p, * 1/;) (Y}dy ) ~t 
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Sea fJ : IRn -> So (IR") definida como fJ (y) = ep, (. - y) (ep, * 'Ij;) (y) . Se 
puede verificar que fJ es Lebesgue integrable en So (IRn) y como fn E Só (IRn) 
cnt.onees por el teorema 2.3 

De donde 

J~J dt l(fn,'Ij;)1 < o nt"I(<p,*'Ij;)(YlIlfn*ep,I(Y)dYT 

J~J dt J~ dt < e o nt" Ifn * ep,1 (y) dYT = e o IIfn * <p,IILI T 

c IIf,,1I ".1 -> O, 
BI 

cuando n -> oo. Por lo tanto 

(fn, 'Ij;) -> O, 

cuando n -> 00, para toda 'Ij; E So (IRn) .• 

. 0,1 
Antes de probar que el espacio Bies completo, se define la transformada 

de Fourier en Só (IR") . Comenzamos definiendo un hiperplano y damos una 
caracterización del mismo sin demost.rarlo. 

Definición. Sea X un espacio vectorial. Un hiperplano es un subespacio 
vectorial M de X tal que dimX/M = 1 (también se dice que M es de 
codimensión 1). 

Teorema 3.7 

Sea X un espacio vectorial. Un subespacio vectorial M de X es un 
hiperplano si y sólo si M es el núcleo de una funcional lineal no cero. 
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Ver [2) ; pago 73 

Lema 3.8 

So (lRn
) es un hiperplano de S (IR"). 

Prueba. Sea L : S (IRn) --> <r, definida como L'P = J 'P (x) dx. Es claro 
R" 

que lo es lineal y esta bien definida. Además si ¡fJ E S (IRn) y ¡fJ rt So (IRn) , 
entonces L¡fJ f O Y Kerlo = So (IRn). Por lo tanto So (IRn) es de codimensión 
1.. 

Como consecuencia se tiene que 

S (IRn) = So(IRn) EB C'Po 

donde 'Po E S (lRn) \ So (IRn) , e E <r y J R" 'Po = 1. 

Se sabe que la transformada de Fourier, definida en S' (IRn), es un oper
ador biycctivo. Lo que se pretende es definir la transformada de Fomier en 
S¿ (R") , de tal manera que la transformada de Fomier de un elemento T del 
espacio S¿ (!F!.n) sea T aplicada a un elemento del espacio So (!F!.") . 

Sea T E S¿ (lRn
) , T se puede extender continuamente a S (IR") del sigu

iente modo. Sea T la extensión de T tal que 

(.) 

con f E So (IR") , y tal que 

(00) " -T""T. 

Sea f E So (IR") . Entonces por ( •• ) y por tener definida la transformada 
de Fourier sobre S (IRn) , se tiene 

T (f) ji (f) = T (J) 
1, 

donde f E S (IR") . En consecuencia 
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donde 9 E So (IR"). Integrando la ítltima igualdad Re Liene 

j. f= j' (9 + C'l'o) = c. 
IR" IR" 

Por otra parte 

En consecuencia c = / (O) . Por lo tanto 

A 

/=9+/(0)'1'0; 

lo cual implica que 
A 

9 =/ -/(0)'1'0' 

Sustituyendo el valor de 9 en la penúltima igualdad, se tiene 

A 

donde / - / (O) '1'0 E So (IRn). Así, por (e) y ( .. ) se tiene 

con f E So (lRn
). 

Por lo tanto si TESó (IRn) definimos la transformada de Fourier en 
Só (IRn) de la siguiente manera 

con / E So (IRn) . 

Toerema 3.9 

. 0,1 
El espacio B 1 es completo. 
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{ 
~. 

Prueba. Sea in} una sucesión de Cauchy en BI ) demostremos que 
01 ·0,1. 

cXl,te I EB. tal que In --> I en B 1 . Por lllpótes1s, dada é > O ex.ste 
le E Z~ tal que 

Il/n - Imll o.' < é B, 

" TI. m 2: k. Por la proposición 3.6 se tiene que Un} es una sucesión de 
Cauehyen S¿ (IRn). Además {Un, q,)} es una sucesión de Cauchy en IC para 
toela Q E So (IRn) y en consecuencia su límite existe. Sea I definiela por 

con q, E So (IRn) . Por el teorema de Banach-Steinhaus se tiene que 

'" continua. También se tiene que I es lineal, ya que para toda q" 1/; E So (IRn) 
yCtEC 

limn~= Un, q, + a1/;) = limn~= Un, q,) + a limn~oc Un,1/;) 
(J, q,) + a (J, 1/;) . 

Por lo tanto 1 E Só (IRn). Sólo resta ver que 11111· o.' < co para probar 
B, 

0,1 
que I EB 1 . 

Como 111m - 1nlla:.' <: é si n,m 2: N, para alguna N E Z+, entonces 

¡= dt 
o II'P, * Un - Im)!lu t < 00 

lo cual implica, por ser 'P, * Un - 1m) E C"" (IRn) , que 

['P, * (Jn - 1m)] (x) --> ['P, * (Jn - fl] (x) 

puntualmente. Aplicando ellcma de Fatou a la sucesión ['P, * (Jn - 1m)]m se 
t iellC 

111", * (Jn - flllu <: limm~oo II'P, * (Jn - Im)ll u ; 

lo cual implica 

¡= & ¡OO & 
111", * (In - nll", t <: limm~oo II'P, * (Jn - fm)ll u t' 

. O O 
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Aplicando nuevamente el lema de Fatou a la integral de la derecha, se 
tiene 

lo cual implica 

IIf - !nII .0,1 
BI 

si n > N, Tomando é = 1 se tiene 

IIfllno,1 = IIf - f .. + J..IIO,I :':: Ilf - f"llo,1 + IIJ..llo,1 :':: 1 + IIJ..llo,1 < oo. 
1 DI DI Bl B 1 

. 0,1 
Así, f EB 1 ,Finalmente probemos que 

.0,1 
f" ---> f en B 1 ' 

Esto es consecuencia de lo anterior, ya que si tomamos é arbitrario se 
tiene 

¡= dt 
IIf - f .. lliJ:,1 < limm~= o II'!', * (J" - fm)IILI t 

= limm~= Ilfm - f"IIB:,1 :':: é 

, N 1 I ' 0,1 1 SI n > ,Por o tanto e espacio Bies comp eto, • 

Proposición 3.10 

La norma 11,11· 0,1 es invariante bajo traslaciones y dilataciones, 
nI 

. 0,1 
Prueba, Sea f EB1 Y h E iR", Probemos que 

Ilf (, - h)lI· 0,1 = Iltll· 0,1, nI B1 

Como 'P, E S (iR"), f E Só (iR") , entonces por la definición de la convolu
ción para distribuciones, se tiene 
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donde se usó la propiedad de la traslación de una convolución de una dis~ 
(ribución por una función en el espacio de Schwartz, y también el hecho qne 
la norma U (lft") es invariante bajo traslaciones. 

S 
0,1 

,'ca f EBI Y r > O. Probemos que 

11M o., = Ilfll o, . 
B 1 BI 

11M o., B, ¡ OO dt loo ¡ dt II'P, * Mu - = I('P, * fr) (x)1 dx-
o t o:.:tu t 

¡=¡ dt I (j, (T ,;P,) (1")) I dx-. 
o ~n t 

Pero 

- - (x-r.) [r(x)] (TL'P,)(r·)='P,(1',-x)='P,(x-1'·)=t-"'P -t- =C"'P t ;:- .. 

Sustituyendo se tiene 

Haciendo el cambio de variable u = ~ y el hecho de que f es lineal, implica 
que lo anterior es igual a 

¡~ ¡e<" I (fP'r"'P [~(~ -)])1 ~~~t 
¡=¡ / (t)-" (11-')) di 

o :<." \f, ~ 'P t1'-1 dUT' 

Aplicando otro cambio de variable s = ',se tiene que lo anterior es igual 
r 

;¡ 
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¡~ ¡ J(f, s-nV' (u ~.) )1 dur:,S 

[=¡ rl8 = 1(1, V', (u - ,»1 du-
,o lRn S 

= ¡= ¡ '1(1, lp, (. - v.»1 du rl8 
o IR" s 

= 1 (1, (T uV',) (-))1 du~ ¡=j' rl 
o ~ s 

= [=¡ 1(V',*f)(u)lduds=llfll o., .• 
. o IR" S 8 1 

Proposición 3.11 

( 
. 0,1 

So iR") CE1 . 

Prueba. Sean V',..p E So (iR") , queremos demosLrar que 

11..p11· 0.1 = IIV't * ..p11L' - < oo. ¡= dt 

DI o t 

Por el corolario 2.23, con k = 0, se tiene 

En consecuencia, por el teorema de F'ubjni e integrando en coordenadas 
esféricas 
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" 1 131 e.s llamado el espaczo de Besov. En el siguiente resultado se prueba 
- (j 1 

qllr' lJ j ' tiene una descomposIción atómica suave. El enunciado del teorema 
y Sil prueha son muy similares a las que hemos presentado en los dos capítulos 
<tIll criares. 

Teorema 3.12 

. o 1 
Supóngase que J EBl' Y N E Z+. Entonces existen coeficientes {sQ} ,O <; 

8 eo < CJe, donde Q varia sobre los cubos diádicos, y funciones {oQ} en D (IR") 
tnlf'AS que 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

( 3.17) 

Prueba. 
0,1 

para J EJ3 l : 

(t) 

J = LSQoQ; 
Q 

Sop oQ e 3Q; 

J"," xOoQ(x)dx=Osi 11-1 <; N; 

SUPxE"-" l(éPoQ ) (x)1 <; c.,t(Q)+/Hi para 'Y E Z~ ; 

'" IsollQI~ = IIJII o.,. L [J, 
Q 

Como en los casos previos, aplicamos la fórmula de Calderón 

J (x) = J~ ('PI *'Pt * f) (x) "t, 
la cllal converge en Só (IRn) (observe.se que la integral de la derecha converge 

absolutamente a una función en L l (IRn) si J EB~·'). 
D1scrctizando el lado derecho de la igualdad anterior, como se hizo en la 

1" ueba del teorema l.6, se tiene 

J(x) = ¿JJ 'Pt(x-y) ('PI*f)(y)d/
t 

Q T(Q) t 

Sra 'IJ dt sQ = IQI-' 1 ('PI * f) (y)1 dy-
,T(Q) t 
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y, cuando sQ I O, 

aQ (x) = ~ J J 'P, (x - y) ('P, * f) (y) dy dt 
sQ 1'(Q) t 

Es claro, a partir de las definicionos de sQ y aQ, que (3.13) se cumple. 
La prueba de (3.14) es igual a la prueba de (1.8). Do manera análoga a 
como so probó (1.9), se prueba (3.15). (3.17) se sigue inmediatamente de 
la definición de sQ y de quo la suma corro sobre todos los cubos diádicos Q 

(IR':+! = ~T(Q)). Sólo rcsta probar (3.16), Por fórmulas de intercambio 

(81aQ) (x) 

Por lo tanto 

j(81aQ) (x)I s: ~JJ cn-111181'P (x -Y)I 1(\0, * f)(Y)Id/
t 

8Q T(Q) t t 

s: 11
81

\01100 J J t-"-hll('P, * f) (y)1 dy dt. 
sQ T(Q) t 

Pero como !1f1 s: t s: C (Q) , entonces t-n- 111 s: 2n-H11C (Q)-n-I,I. Usando 
esto último, la definición de sQ y tomando el supremo sobre todas las x E IRn 
se tiene 

SUpxEIRR 1 (81 aQ) (x)I 

s: 11
81

'P1l002nmC(Q)-n-11IJ'J 1('P,*J)(y)ldydt 
sQ T(Q) t 

= 118''P1l00 2n+111e (Q)-~-111 = c ('P, 'Y, n) e (Q)-~-H . 
Para terminar, probemos que (t) converge en 86 (iR") . Sean O < e < {j < 

00 y definase fe,. como 

J' dt 
fe" (x) = e ('P, * 'P, * f) (x) T 
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P()r dmllost.rar que 
f,,6 ~ f en s¿ (!I{") 

cHando [ -, O Y Ó -----} oo. La prueba consisLira ele varios pasos. 

Paso L fe"~ E S¿ (IRn) . 
Prueba. Sean O < é < ti < 00 fijos y f EÉ~,I, probemos que fE" E 

S' (2"). Veamos que fe,' E L I (!I{n). Es claro que fE" es medible, sólo basta 
¡lIobar que la norma L I de f". es finita. 

. .~1 
Por el teorema de Tonell!, por la desIgualdad de Young y por ser f EBI , 

S(~ t lelle 

nf"II L , J"," Il ('Pt*'Pt*f)(x) ~tldx 
< J- J'I('Pt * 'Pt * f) (x)1 dt dx 

~n € t 

J
' J 1(l"t * 'Pt * f) (x)1 dx dt = J'II'Pt * 'Pt * flI L , dt 
e: :.;<" t E t 

J' dt J= dt < 1I'Pllu ,11'Pt * fllu T :<: 11'Pllu o II'Pt * fllu T 

II'PIIL' Ilflla:,' < oo. 

Así. r" E LI (IRn) para toda 0< [ < 6 < oo. Pero LI (!I{n) está continua
mente contemdo en S' (IRn) y como S' (!I{n) e S¿ (IRn), entonces fE,. E S¿ (!I{n) 
pal a t oda O < ¿ < Ó < oo. 

¡, 

Paso 2. Si f E S¿ (IRn), entonces fE S¿ (!I{n). 
;\ J\ 

Prueba. fE S¿ (IRn) si y sólo si f es lineal y continua. Sean 1/;,</> E 
81-) (211

) Y Q un escalar, queremos demostrar que 

Usando la definición de la transformada de Fourier en S¿ (!I{n) , la lineali
dad del operador transformada de Fourier sobre S (IR'.n) , la linealidad de f y 

1\ J\ 

el hecho de que ¡f; -1/; (O) 'Po,</> -</> (O) 'Po E So (IR'.n) , entonces 



104 

y 

(J, [~-.p(O)\Oo] + [~-1I(0)\Oo]) 

(J,VJ) + (J,1I). 

A A 
Por lo tanto f es lineal. Sólo resta probar que J es continua. Sea {.pd una 

sucesión en So (IR") tal que VJk -> O en So (IR"), probemos que (J,.p,) -> O 

cuando k -> oo. 
Por definición de la transformada de Fourier en S~ (IR") , se tiene 

_ A _ 

donde.pk =.pk -.pk (O) \Oo' Es claro que 'Pk E So (IR") para toda n = 1,2,3,· ". 
Basta probar que ~k -> O en So (IR") , puesto que f E S~ (IRn). 

cuando n -> 00 para todos multi-fudices "', /3, donde 

Tenemos que 

Por hipótesis.pk -> O en So (IR"), entonces.pk (x) -> O puntualmente. En 
consecuencia .pk (O) -> O cuando k -> oo. Por 16 tanto 

XQ.pk (O) [aP\Ool (x) -> O cuando k -> oo. 
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A 

Por otra pa,·tc como ¡f;k E So (IIl!n), entonces ¡f;kE S (IIl!"), Y por propiedades 
de la transformada de Fomier se tienc 

)' como" : S (IP;n) -> S (IIl!") es continuo, entonces haciendo k -> 00 

por que ¡f;k -> O cn So (IIl!n) cuando k -> oo. Por lo tanto 

¡f;k -> O en So (IIl!") . 

A 

con lo que fE S¿(IR:n). 
A A 

Paso 3. f",->f en S' (IIl!n) cuando é -> O Y {j -> 00, 

Prueba, Sea ¡f; E S (IIl!") , queremos demostrar que 

(f", - f, ¡f; ) -> O cuando E -> O Y cuando {j -> 00, 

Por la propiedad (5) del lema 1.1 y por propiedades de la transformada 
de FOllrier de una convolución) se tiene 

( /, A) r" - f, ¡f; = (J,,, - J ¡~ [~(t,)f ~t, '" ) 

(J", -¡~ J [~(t)f ~t,,,,) 

(" ¡= dt ) f,,' - o [1", * 1", * fl A t' ¡f; , 

Sea,: (0,00) -> L' (IR:n) definida por ,(t) = 1", *1", *f., es una función 
130chner integrable, pUe.3to que por la desigualdad de Young 

¡= dt ¡= dt 
o lit (t)lI v t S III"IIL' o 111", * fllv t < 00, 

Por lo tanto, por el teorema 1.3, 'Y es Bochner integrable, Además, como 

A : L ' (R") -> Co (IR:n) 
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es un operador lineal continuo, entonces por el teorema 1.2 

Usando esto ultimo y la linealidad de la transformada de Fourier, se tiene 

Pero 

. {¡OO dt}. ["" dt hme .... 0,6 .... oo 1,,6- o 'Pt*'Pt*IT =hmH O•6-,00Ie,6-. o 'Pt*'Pt*IT =0. 

Por lo tanto 

(1,,6 - I,.p) -> O cuando é -> O Y /5 -> oo. 

Finalmente tenemos los argumentos necesarios para probar que 

1,,6 -> 1 en S~ (R") cuando é -> O Y /5 -, oo. 

1,,6 -> I en Só (R") si y s610 si para toda .p E So (Rn) 

(1,,6 - I,.p) -> O 

v 
cuado e -> O Y Ó -> oo. Sea.p E So (Rn) y consideremos.p (no necesariamente 
esta en So (R")). Como la transformada de Fourier es lineal y por definición 
de transformada de Fourier en Sh (IRn) , se tiene 
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v J v Pero como V; E So (1'1.") y1/; (() = C<" 1/; (x) e'nh (e/x, entonces 1/; (O) = O. 

En consecuencia 

(
" A V) fe" - f,1/; = (f", - f,1/;)· 

Usando el paso 3 se tiene 

J", - J,1/; = (f", - J,1/;) --> O (
" A V) 

cualldo e ~ O Y 6 --> oo. Por lo tanto 

f,,6 --> f en S¿ (IR") 

cuando E --> O Y 6 --> oo. Esto termina la demostración del teorema .• 

Como fue el caso en los dos ejemplos de descomposición atómica suaves, 
e"tc teorema tiene una inversa: si {sQ} 'QEQ J es una sucesión de coeficientes 

que satisfacen L
Q 
ISQIIQI-~ < 00, y {aq} es una sucesión de funciones que 

satisfacen (3.11), (3.15) Y (3.16), entonces J = L sQaQ EB~,1 y 
Q 

11111¡j:" <:: eL ISQIIQI-b . 
Q 

La versión general (molecular) de esta inversa, y su prueba, son muy 
,¡¡ni lares a los teoremas (l.18) y (2.13). 

·01 
A continuación establecemos la propiedad mí ni mal del espacio El' . Para 

la demostración de estos resultados ver [41; pags. 31-33. 
Comenzamos dando un argumento ((suave" que nos da una descomposi

ción atómica de este espacio directamente de la fórmula de Calderón (la cual 
puede ser pensada como una versión continua de nuestra descomposición 
atómica suave). Esto es, Se prueba el análogo del teorema 3.12. 

Teorema 3,18 

o, 
Supóngase que J EB,' Y 'P satisface las propiedades del lema 1.1. En-

tonces existen sucesiones numéricas {Sk} Y {tk} 1 tk 2: 01 Y una sucesión de 
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.. 
puutos hk E lRn

, k = 1,2,,, . , tales que, si o.dx) = tl 'Pt, (x - hk) , tenemos 
00 

que 1 = ¿Skak (con convergencia en la norma de i3~,I) y 
k=l 

00 

¿ tt ISkl ::; e II/lIs:.1 . 
k=.l 

Para la prueba de este result.ado se usa un resultado de análisis funcional 
que puede ser obtenido del teorema de Hahn-Banach: 

Lema 3.19 

Sea K un subconjunto cerrado, convexo y acotado de un espacio de Ba
nach B sobre los reales. Si x f/. K, entonces existe una funcional lineal 
continua 1 de valor real en B tal que 

SupwEKI (w) < 1 (x) . 

Observemos que en la descomposición en el teorema 3.18 hemos perdido 
la información acerca de la localización precisa de los cubos que son el soporte 
de los átomos del teorema 3.12. Por otra parte, el teorema 3.18 nos da una 
expresión más explícita para las funciones que corresponden a los átomos 

. 0,1 
suaves. En particular, este resultado nos dice que BI está generado por las 
traslaciones y dilataciones de un solo elemento 'P. La minimalidad de este 
espacio ahora es inmediata: 

Corolario 3.20 

Supóngase que (n, 11·11) es un espacio de Banach continuamente contenido 
en S¿ (lRn

) • Si la norma do B satisface (3.1) , (3.2) Y So (lRn
) e B, entonces 

. 0,1 
B l está continuamente contenido en JJ. 

Observemos que los teoremas 3.12 y 3.18 nos dan dos tipos diferentes de 
01 

descomposición del espacio de Besov JJ l' . Este fenómeno, también como las 
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características e.speciales de cada descomposición) ocurre en el marco de una 
cla:-l(' grande de espacios. . ° I Hay otra descomposición, más natural, del espacio Bl' (1Pi.) que merece 
ser mencionada: la descomposición de átomos especiales. Para un intervalo 
finito 1 = la, bJ , sean le = ["!b, b] Y 11 = [a, "!b] . El átomo especial asociado 
con 1 es la función hI = m {XIe - X¡,}. Claramente Ilh¡/1 = 1. Sea B el 
"spacio de todas las 

= 
1= LcjhI ,; 

J=l 

tales que L Ic]1 < oo. Si definimos 
}=1 

para I E B, entonces B es un espacio de Banach, llamado el espacio de 
átomos especiales, que satisface las condiciones del corolario 3.20. Resulta 

0,1 
que B = B 1 ; más precisamente, tenemos: 

Teorema 3.21 

El espacio de átomos especiales (B, II·I[) coincide con B~,l (1Pi.) y existen 
COlL,tantes a, b > O tales que 

a 11I11 :; 1I/IIa:.' :; b 11111· 
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