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NOTACION Y DEFINICIONES

In todo este trabajo R y € denotardn al campo de los mimeros reales
v al campo de los nimeros complejos, respectivamente. [R™ serd entendido
como el espacio vectorial con un producto interior; es decir, si

= (21,20, 2 ER™ ,y=(y1,92, .. . %) ER" ycER

entonces

b28
ety ={(z) +y,Ta+ Yo, ooy Ln + UYn) , TY :}:@ya y cx = {c21, ¢z, . .., Cy) .

=]

L
La norma euclidiana (z - £)? serd escrita |z| .
Si A y B son subconjuntos de R®, denotaremos por A\B a la diferencio
del conjunto A con el conjunto B; esto es

AB={zeR':2eAyz¢ B}.

Sea ¢ C R™ conjunto abierto. La clase C* (§2) consiste de las funciones
de valor real {o complejo) con dominio  que tienen derivadas continuas de
todos los érdenes. Denotaremos por C (1) al subconjunto de C* (£2) que
consiste de las funciones con soporte compacto e infinitamente diferenciables.
Al espacio C (Q) se le llama el espacio de las funciones de prueba y se denota
por D (Q). D' (§) denotara al dual topolégico de D (£2) .

Un multi-tndice es una n — ada « = (@, @2,...,qy) de enteros no nega-

n

tivos; su longitud (u orden) es |af = Za,. La suma de dos multi-indices o
=1
y 7 es
Cl’-f-ﬁ: (al +ﬁ1132 +.82)"';an +ﬁn)
Sedicequea <S8l <8, parai=1,2,...,n; cuando o < [ también
podemos definir 3 — .
Si a es un multi-indice y f € C°(§2), se define 8 f como

olel £

5023'1(?“21'2 . 63913:“1

o°f =

de donde %88 f = §*+A .



Sia es un multi-indice y z € R, sc define 2% y ! cotno

O 02 O

al = olag!- oty 2® =2 25% - 2.
Sid e C%(81), ¢ es llamada rdpidamente decreciente si
“(b”a,g = SUPgzezn |$aa‘g¢ {E)I <00

para todo par de multi-indices a, . El espacio vectorial de tales funciones
es denotado por S {R”), &' (R") denctard su dual topolégico y es lamado el
espacio de las distribuciones temperadas.

Dado 1 < p < oo, L (R™) denotard al espacio de Lebesgue encontrado

en cualquier libro bdsico de anslisis.
Dada f ¢ L' (R"), se define la tronsformada de Fourier de f en R™ por

f o= [ 1@emas,

donde z - ¢ es el producto interior en R". Andlogamente, se define la trans-
formada de Fourier inversa de f en R™ por

Fr= [ roe=ca
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INTRODUCCION

El estudio de espacios de funciones constituye una parte esencial del an4li-
sis. Ejemplos de estos son los espacios de Lebesgue LP (R™), los espacios de
Hardy H?, varias formas de los espacios de Lipschitz A, v los espacios BMO,
asi como los espacios de Sobolev L] que son bésicos en el estudio de ecua-
ciones diferenciales parciales.

En las ultimas dos décadas se ha encontrade que muchos espacios de
funciones y de distribuciones admiten una descomposicion en el sentido de
que cualquier elernento del espacio se puede escribir en términos de funciones
particularmente sencillas. Tales descomposiciones simplifican el andlisis de
los espacios y de los operadores que actiian sobre ellos.

Agqui obtenemos un tipo de descomposicién, la férmula de Calderén (teo-
rema 1.4), aplicada al espacio de Lebesgue L? (R™), a los espacios de Lipschitz

An.con 0 < o < 1, y al espacio de Besov B,

Para Ia lectura de este trabajo basta un curso bésico de anilisis funcional
conocimiento bdsico de teorfa de distribuciones y algunas propiedades de ia
transformada de Fourier.

El trabajo aquf presentado estd dividido en tres capitulos.

En el primer capitulo trabajamos con el espacio de Lebesgue L? (R").

Comenzamos probando el lema 1.1, el cual serd usado con frecuencia en
todo este trabajo. Posteriormente, con ayuds del lema 1.1, se obtiene la
importante férmula reproductora de Calderén (teorema 1.4}, la cual nos per-
mitird descomponer al espacio L2 {(R") en el sentido antes mencionado. donde
las funciones basicas, denotadas por ag, son Hamadas dtomos (teorema 1.6).
El teorema 1.6 tiene un reciproco. En lugar de 4tomos trataremos el reciproco
con moléculas (teorema 1.18), una clase de funciones que incluye a los dto-
mos. Como aplicacién de lo anterior, finalizamos este capitulo probando
que un operador integral singular de Calderén-Zygmund mapea dtomos en
moléculas.

En el segundo capitulo trabajamos con los espacios de Lipschitz A, .

Para obtener la descomposicién deseada de los espacios de Lipschitz A,
(teorema 2.7), se da una caracterizacion de estos en términos de los espacios
;" definidos en (2.5), (teorema 2.6). Como fue el caso para L2 (R"), el teo-
rema 2.7 tiene un reciproco (teorema 2.13) que involucra moléculas similares
a las introducidas en el capitulo 1. Finalizamos este capitulo probando cier-



tos aspectos formales como es la convergencia de la integral cn la férmula de
Calderon. ol

El ultimo trata del espacio de Besov B, .

A diferencia de los dos espacios tratados en los capitulos 1 y 2, este es
un espacio de distribuciones. Comenzamos planteando lo siguiente: sabemos
que ta norma del espacio de Lebesgue L' (R") es invariante bajo dilataciones
y traslaciones. Si B es un espacio de Banach continuamente contenido en el
espacio de las distribuciones temperadas §' (R"}, cuya norma es invariante
bajo dilataciones y traslaciones, jcual es la relacion entre B y L' (R™)7.
Entre otros probamos que si el espacio de Schwartz S (R") estd contenido
en B, entonces L' (R™) estd continuamente contenido en B (teorema 3.4).

. . 0,1
Depués de definir el espacio de Besov B, y de probar que su norma es
invariante bajo dilataciones y traslaciones, probamos que esta continuamente
contenido en 5; (R™) y que es completoe. Concluimos el capitulo enunciando

c . - 0,1 . . .
una descomposicién atémica para By , su reciproco y la minimalidad del
1

IR L
espacio 3, .



1

FORMULA DE CALDERON Y UNA DESCOMPOSICION DE
L2(R™)

Comenzamos definiendo unos conceptos que se usardn frecuentemente.

Definiciones, Sean ¢ : R" —» R (C) y £ > 0.
(1) Se dice que @ es radial si

p (z1) = p(z,) siempre que [z:] = |z2].
(21} Se define la dilatacidn de ¢ por £ como
Y (z}=tT"p (%) -

{i7) Se define el soporte de ¢ como

Sopp={z e R": ¢(z)#0}

El lema que a continuacion se enunciard es necesario para obtener la
descomposicién deseada del espacio L? (R™) .

Lema 1.1.

Fliese N € Z,. Entonces existe una funcién ¢ : R* — R tal que

—

Sopp ¢ {ze R :fz|< 1} = By(0).

SN

w es radial.

3. p e C=(R).

4-/ tio(z)dr =0 si|y|<NyeZi,z"=a*-al",|v|= Z%
Rn

[

/m[{é(t()r%:l si e R —{0}.

0



Observacién. Ll hecho dg que ¢ sea de valor real y radial implica que
& ¢s de valor real; asf [c?: (tC)] = 15?3 (t)
nos dicen que ¢ € D (R™).

2
. Obsérvese también que (1) ¥ (3)

Prueba, Sea ## : R* — R, una funcién no identicamente cero, radial y
C* (R™) con soporte en By (0).

Sea h : R* — R, definida tomo h = A*8, para algiin entero k > 2 (donde
A cs el operador de Laplace). Us claro que h satisface (1), (2) y (3). Para
probar (4) usamos integracién por partes y el hecho de que # tiene soporte
compacto. Sélo resta probar (5). Dado que no hemos normalizado a fi.
no hay razén para esperar que (5) se cumpla. Sin embargo, afirmamos que

%0 [ A 2
/ h (tg)} % cs una integral absolulamente convergente. Para ver esto,

se divide a la integral en dos partes

AN

Por lo tanto, basta probar que ambas partes son absolutamente conver-
A
gentes. Dado que h € D (R®) C S (R"), entonces ; (t¢) € S(R") y por lo
A
tanto h (t¢) es rdpidamente decreciente cuando ¢ — oo, para cada ¢ # 0.

Entonces
1 dt
heo| T [ g
IC * 5

Por lo tanto, el primer sumando de la descompom(:ldn os absolutamente

convergente. Dado que I satisface (4) y h (t¢) = f h (x) e~ 2me K)dy,

Bn
A
entonces k (0) = 0. En consecuencia, existe una vecindad alrededor del cero
A
tal que h (£} = O (t}, cuando ¢ — 0", Asf

/: [ﬁ(té)]in;:{f:Jrf:} [ﬁ (tC)r%sq/ t2~+cf o2 oo

A .
Finalmente, dado que h es radial, también h es radial; pero esto implica

o0 A 2
que / [h, (tC)] 4 — ¢? depende tnicamente de ||, para toda ¢ # 0.
0



Adenids, esta integral también es independiente del valor de |¢!, puesto que
‘ﬁi cs la medida de Haar para el grupo multiplicativo de los mimeros reales

positivos. Haciendo ¢ = ¢~ 'h, obtenemos la funcién deseada. M

Antes de enunciar el teorema central de este capitulo, enunciamos dos
resultados de integral de Bochner que usaremos continuamente en este y los
demds capitulos.

Teorema 1.2

Sea T X — Y un operador lineal continuo del espacio de Banach X
en el espacio de Banach Y. Si f(s) es una funcién Bochner u—integrable
con valores en X, entonces T'f (s) es una funcién Bochner u—integrable con
valores en Y, y ademds se satisface la siguiente ignaldad

/Tf(s)u(ds):’l’f Fls)u(ds).
B B

Teorema 1.3

Sean X un espacio de Banach y (2,7, u) un espacio de medida. Una
funcién u— medible f: 2 — X es Bochner u—integrable si y sélo si

[ Wl < oo
Q
Ver (3] ; pags. 45-47

Teorema 1.4 (Férmula de Calderdn).

Supéngase que ¢ € L' (R") es una funcién real, radial y satisface la
condicién (5) del lema 1.1. Entonces, si f € L? (R"),

(1.5) @)= [ ot

0
Observacidn. Esta dltima igualdad es para ser interpretada en el sigu-
iente sentido en L2 (B?) :sif<e<d<ooy

¥
fos (&) = [ (rprs ) (@) %,

t



entonces || f — fes ||r2— O cuando e - 0 y & — oo,

Prueba. La demosiracién scrd de la siguiente manera: primero se pro-
bard. para f € L' (R") N 1.2 (R") y después para f € L? (R?).

Caso 1. Supéngase que f € LY(R™) n L*(R"). Como ¢ € L' (R")
entonces ¢, € L' (IR") para toda ¢ > 0. Dado que f € L'(R"), entonces
@, % f € L' {R"). En consecuencia @, % ¢, * f € L' (R") para toda t > 0.
Veamos que f.s € L' (R™) para loda €,§ fijas. Es claro que f.; es medible,
sélo hay que probar que [on |fes (z)|dz < oo.

Por el teorema de Tonelli

/Rn [ fes ()] dz
[ [ s pan s
= ffm %*%*f()ldm—

[ e fla % s [t el 11,
[lovolabiin @ =ctro [ E=eml <o

Por lo tanto fes € L' (R"). Aplicando la {ransformada de Iourier a f. 4,
por el teorema de Fubini y por propiedades de la transformada de Fourier de
una. convolucién y de una dilatacidn, tenemos

IA

It

|

dt

Fo© = [ dw@emsi= [ [ ene e
= [toraentc ()‘f-—[s[got(r;)] oY
- o oy

A

Dado que @, € L' (R*) y f € L2(R"), entonces por la desigualdad de
Young ¢, ¥, * f € L (R*) y

2
oy % o % Fllpe <l = ‘P:.“Ll(nn) 11z < ez 112 < oo



o

En consecuencia, por la desigualdad de Minkowsky para integrales

EEfE,é”L‘Z

B {fﬂ|f5,6($)|2d$}%
- { /(9’3; @, % f) (= }
/é{fq (o0 0% £) (@) dl}%d?
dt

[ e oin Sl < Mol s [ %

)
”‘PHLI ”f”[,z 1HE < 0.

74N

Esto implica que f.5; € L?(R") para toda ¢,6§ € R* fijos. Asf, por el
N

teorema de Plancherel y la expresidn obtenida para f, 5, tenemos

Pero

Fol- [ e)d|<foli+ [ o] ]

lim, g 6o 1f — fos “iz

Wm0 || (F = Fo6)" |5

A 2
lime-ose [ |7 Q)= fos Q)] 6

e p / y F ) {1_ /5[ (t()]‘z dt]

£

dc.

:2ﬂd

v como f € LY(R") 1 L*(R"), entonces f € L' (B™); lo cual implica que
A

I8 A
fe Co (E™) . En consecuencia f es integrable y, por lo tanto, |f] también lo

es. Ademds

nM4Pwﬂob~f](@fﬁ]o



para toda ¢ € R" — {0} . Por lo tanto, por ¢l teorema, de convergencia domi-
nada se tienc

Hm, 0540 [1f = fesll2

= [ measwi@fi- [ )%
[ ol ey

Caso 2. Supongamos que f € L (R"). Quercmos demostrar que

”f - fE.JHL? —0

cuando € — 0 y § — oo. Como L' (R") N 1.2 (R} es un subespacio denso de
L?(R™), entonces existe una sucesion {fx} de funciones en L* (R*) N L% (R")
que convergen a f en L? (R™}. Dado que f.; € L* (R™) para todo &, 6 fijos,
entonces

2

dq

f

2
d¢ = 0.

”f“fe,ﬁ”}_‘,? = Igfh.fk+fk”.fe,ﬁliL2

$ N = Fillze + e = Feollzs
= N = feliza || = B+ ()os — Fu|,
< = Fellga | G|, + [0 = Fos],

donde (f,), s = ff((pt *(,# fo) () 2. Dado que fr — [ on L? (R™), entonces
Wf— full2 € £,y comoa fi € LE(R®) 0 LA (R?), con k fija, tencmos, por ¢l

poso 1, e [ o~ (] < &
S6lo basta probar que el tercer lérmino del lado derecho de la anterior
cadena de desigualdades cs menor que 3, siempre que € — 0,6 — ooy
k— o0
Por el teorema de Plancherel, propiedades de la convolucién y la definicidn
de (fx). s, se tiene

| (o)~ £

12

= H [(fk)g,.s - fs,a]A

L2



1

A
/R“ {/z[%wt*(fk—f)](:c)fi;}A(Q

Sea v, : (,8) - » L2(B") , (,6) < R, definida como v, (t) = ¢, * ¢, *
(fi, — f). Afirmamos que 7, es Bochner integrable. Dado que

((F)es — 8] (O

2
¢

& é d

[ n01:% = [ oo -G
§

[ et a1 5

74N

i

2 )
“(»0“1,1 “fk - f“L? lng < 00,
entoneces por el teorema 1.3 se tiene que v, es Bochner integrable,

Como ™ - L* (R™) — L? (R™) es un operador lineal continuo, entonces por
el teorema 1.2 se tiene
2 i
d¢ }

{/ fj[“"*""t*(fn—f)r‘(cﬁf

/ [ 0] (- N0 %}] dc}g

fé b uo) ¢ 2

s12 = 0,6 - ooy k> N, dondela N eslade la convergencia de la sucesién
(fi:). Por lo tanto el teorema queda demostrado. B

il
———
I

e

[(Fa 1) (C)ch} <:

I
p——,
—

W

Ahora podemos establecer la versién de la descomposicion del espacio
L7 {F™) usando la férmula de Caldercn, Antes de enunciar y probar el teo-
rema, damos las siguientes:

Definiciones. Decimos que un cuba @ C B™ es un cubo diddico si
q



RQ=Qui={zeR":27%, <2, <27 (k+1),i=1,2... ,n}

para alginv € Zy k = (ky, ko, -+, k) € Z*. Sca CNZE {Quip v eZ keZr}.

Para () €@ se denota por £(Q) la longitud del lado del cubo y por T'(Q) a

un cubo en R [7(Q) = @ x (42,(@) )| - seribiremos Y2 por 3
Observaciones. Ry ={(z,t) iz € R" y i € RY} . Nétese que

Ry = T@),
Qe

Qeg’

donde , excepto por un conjunto de medida cero, es na unién ajena.

Sean n = 2, k = (ky, k2) v consideremos » € Z fija. Los cubos diddicos
son cuadrados congruentes. Si hacemos variar k, lo que obtenemos es una
latiz cuyos vértices son miltiplos enteros de 277, Ademads, si hacemos variar
v lo que obtenemos es: una latiz mds fina (cs decir, con cuadrades diddicos
de lado més chico) o una latiz menos fina {(es decir, con cuadrados diddicos
de lado mds grande). Si imaginamos la latiz para una v fija, es claro que para
cualesquiera dos cuadrados diddicos se tiene lo siguiente: la interseccidn de
sus interiores es vacfa o son el mismo. También es claro que para cualesquiera
dos cuadrados diddicos ajenos se tiene que: tienen interseccidn vacia o se
intersectan en un conjunto de medida cero, y como tenemos una familia
numerable de cuadrados diddicos entonces R? = |J @. Ademds son ajenos

Qe

dos a dos cxcepto en un conjunto de medida cero.

Teorema 1.6

Supéngase que f € L2{R") y N € Z,. Entonces existen coeficientes
{s0},0 < 59 < oo, donde @ varia sobre los cubos diddicos, y funciones {aq}
en D (R™) tal que

(1.7) f= Z sQag ;
Q
(1.8) Sop ag C 3Q ;
(1.9) / zvag (z)dr =0si |y| < N
]Rﬂ

(1.10) SuD,epe [(87ag) (2)] < eyl (@)% para y ¢ 221



(1'11) Z = |f”L2

Q

Obsu vacion. La igualdad (1 7) es interpretada en el siguiente sentido:
paa € Z fija. la funcion 3 ;o) _o- SQeq (2) cstd bien definida para cada x
dado quo por (1.8), la surna involucra a lo m4s un mimero finito de términos
que no son cero. Ademds, por (1.10) con || = 0, esta suma representa una
[uncion acotada. Sea

fle)=3 > squq(a)
v=-3 HQ)=2-

Entonces (1.7) significa que lim, oo [|f — f,||,2 = 0.
Los coeficientes s y los “dtomos” ag dependen de f; las constantes ¢,
en (1.10) dependen de la dimensién n, de N y también de .

Prueba. Sea N € Z,, por el lema 1.1 existe una funcién ¢ : R* — R que
satisface {1)-(5) del lema. Como Sop ¢ C B (0) v ¢ € C* (R"), entonces
s LY. Dado que f € L? (R"), por el teorema 1.4 y la identidad (1.5)

f(-f:)=/:( * (o % dt /fsog'v—y) *f)()dy—

Para un cubo diddico @ ¢ R", T(Q) es un cubo en RZ'. Entonces
{T (D} ey €5 Una coleccion de cubos que cubren a R}" cuyos interiores

son ajenos dos a dos. Asi, discretizando

dt
= %:ffm)(’ot (@ —~y) (g, * f} (y)dy?

so={f [, loen (y)de%}%

Paor definicion de sg, sg = 0 y ademds

=[] e nwr e @
2 7(Q) @ ) gy t

focnal implica que 0 € sg < oo para todo cubo diddico @.

Sea



10

St ¢ # 0, se define

(112) =3[ [ it

Prueba de (1.8). Supéngasc que z ¢ 3Q y (v,t) € T(Q), enlonces
%Ql <t<é(@yyeq. Comozg3Qyye Q entonces |z —y| > £{(Q).
Por lo tanto ¢ < £(Q)) < |z — y|. En consecuencia 1 < E;—yl Ahora, como
@ (z—y) = 17 (5) y Sop ¢ C B1(0), entonces ¢ (5%) = 0. Por lo
tanto ¢, {x — y) = 0 para toda z ¢ 3Q) y para todo (y,t) € T(@Q). Esto
implica que ¢, (z — y) (¢, * f) (y) = 0 para toda x ¢ 3¢). En consccuencia
Sop ag(z) C 3Q. Ademds, se siguc de lo anterior que para cualquier =
fijo la suma 37,0y 9 5Qag () tiene a lo méds un mimero finitode términos
distintos de cero. Esto prueba que f; es una funcién bien definida.

Prueba de (1.7). De las definiciones de f;, sg,ag y T (Q), se tiene que

b

fim) = > ) squg(x)

v=—j {(Q)=2-v

=3 fQ}=2-*
: dt
- 3 ] ae-nwenwa
v=—3 E(Q)=2—-u T(Q)
3 - dt
= > D f / ws(ﬂf—y)(sot*f)(y)dv?
v=—j §{Q)=2" 2-{v+1) J
Lo dt
= Zf Z / ‘Pt(m*y)(%*f)(ﬂ)dy?
e’ T ygpap /@
S dt
= Zf / soz(wﬁ?f)(sot*f)(y)d'r?
ve_y 2-(wi1) J Rn
N dt
= Zf (Wt*‘ﬁt*f)(m)?
bR AU

~(-at1)
# ot L

- / ((Pt*t,ot*f)(rc)——+/ ((pt*%*f)(m)%er

gs—1 3 2=~
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= dt
+ 7(+”(‘191*§9t*f)($)“”

¢

2 &
= [ e n@F = [ oo D@ =)

9-0H) t ‘

donde £ =279+ y § = 27 En consecuencia, por el teorema 1.4

v B — fill g2 = Mg oo 1S = frsll 2 = 0.

Prueba de (1.11). Usando el teorema de Plancherel , la propiedad (5)
del lema 11 y el teorema de Tonelli, se tiene

dt

e - Zf/ o0+ ) )y

- ][ o 1) )P dy
/ / D P
-/, 1. !*"( o
[ b2l
o i

Lz
Prueba de (1.10). Usando férmulas de intercambio, la desigualdad de
Holder y el hecho de que ¢ € [@,E (Q)] . cuando (y,t) € T(Q), se tiene

3}5/]?( [Bltpf(wﬁy)](tpf*f)(y)dy@‘

f f 65, (2~ ) (e » ) ()] dys

+ { /] ol (z—ynzdy%}

2
dq

Al

f

|07aq (z)f =

IA

1A
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%
{ff (o, * ) (W) dy— }
AL
= ——{/f I@lﬁ(m—y)lzd@h} 50
50 T(Q) ¢
di)
-{/ /. owe-nrat]
T(Q) t
L dt)?
= {j/ tz“l(a"’w)t(ﬂ:ﬁy)lzdy“}
T(Q) t
o dt ] ?
- =2 | (”‘ U)‘ '
{f./q-(Q) ( (P) t Jt
%
< ||3'Y(p||oo{ / /T(Q)t'z(h'*‘")“‘dydt} .

Tomando el supremo sobre todas las z € R" en la cadena de desigualdades
obtenida, tenemos

SUDgern |0Jag (z)]

< we{f [ t-ﬁt'ﬂ*‘"’—ldydc}%
< o (YT dydt}
- o ()T [T(Q}dydt}%
« 1ol (12) T e (@)%
@

= 100l 2@ < eyt (@)

Finalmente, probemos (1.9). Sea v un multi-indice tal que |v] £ N, por
el teorema de Fubini

/ tVag (z) dx
ml’l
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/}., = {é f/n@) o (z = 9) (% f) (y) dy%} dz
=l Lo v nwae

= éffm){fww“’%(wny)dx}(sot*f)(y)dy%-

/ &, (¢ —y) da =f :c*so(x—y)gf
e R® t tr

/ {tu+y) @u)du=0
Rﬂ

Pero

Il

donde esta ultima igualdad se obtiene usando (4) del lema 1.1. Por lo tanto
sc obtiene (1.9). B

El teorema 1.6 tiene un reciproco. Una versién de este reciproco es:
si los dtomos son definidos como funciones ag que tienen las propiedades
(1.8), (1.9), (1.10} y f estd definida por (1.7), con 3, |3Q|2 < 00, entonces
fe LBy ”f”ig < c? EqisQ}g. Esto se puede probar por algin tipo
de argumento de espacio de Hilbert, en el cual tratamos la expansién como
si fuera ortogonal. Realizaremos esto en un marco mds general. En lugar
de dtomos, trataremos con moléculas, una clase de funciones que incluye a
los dtomos. Una razdn para hacer esto es que muchos operadores en andlisis
mapean Atomos en moléculas (y no en dtomos). Esto nos permite obtener
estimaciones para estos operadores examinande su comportamiento sobre
dtomos.

La definicién de una molécula asociada con un cubo

Q={scR g, <z <h,i=12-.,n}

involucra a la “esquina inferior izquierda de Q" , la cual denotamos por
g = (. ag,,an) = .

Definicién. Sean £, > 0. Una funcién mg es llamada una (o, e} —
molécula suave para un cubo @ C R™ si y sdlo si satisface las tres condiciones
siguientes:
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) )
(1.13) [mg (z)] < |Q|"'% {I + Jw?l} para todo z € R™;

~{n+e)
Lk ey 1 P
(1.14) |mo(z) - mo(y)| < |Q| 2{'@'} sup,z,gm_y,{1+1+m‘ﬂ}

para lodo &,y € R";

(1.15) mg (x) dz = 0.
Rn

Observaciones. (i). (1.13) nos dice que mq estd “localizado” ¢ “alcanza
su méximo” en @); asf, podemos considerar (1.13) para ser una versién débil
de (1.8).

(ii}. En lugar de la suavidad C*° considerada en (1.10), requerimos cn
(1.14) que my satisfaga una condicién de tipo Lipschilz de orden . Ademds,
csta condicién de Lipschitz tiene un decaimientoon oco.

(iii). (1.15) cs la cancelacién minima (N = 0) en (1.9).

(iv). Las funciones ag en cl teorema 1.6, salvo un factor constante, son
(@, ) — moléculas suaves para todae >0y 0 < o < 1.

Las observaciones (i) a (iil) se siguen inmediatamente.

Prueba de (iv). Sea ag un dtomo, demostremos que ag s una (e, ) —
molécula suave.
a) Veamos que (1.13) s¢ cumple. Como ag es un dtomo, entonces

supecrn [(97ag) (2)] < ¢, (@)%

para v € Z1. Haciendo v = (0,0,--+,0) tencmos que

n 1
Jag ()] < Supacke Jag (2)] < £ (@) =@

Por hipé6tesis Sop ag C 36Q.

Stz es tal que [& — zg| > 3v/né(Q), enlonces x € Sop ag. 1in conse-
cuencia ag (z) = 0 y por lo tanto la desigualdad (1.13) se cumple.

Si‘iﬂ es tal que |z — zg| < 3v/né(Q), entonces L%l < 3y/n. En conse-
cuencia

j:c—.ar;g_} ST
70) +1<3vn-+1;
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lo cual implica

(nte) _ {1z~ 0] T
(3y/n+1)" <{ 1G) +1} .

Asi

(3\/—+1 ~(n+e)
3y + 1)

-3 20| . (nte}
3f+1 o 191 { @ }
|« — zq| , 7"
n£)|Q|"{ +1}

lag (2)] < clQ™2 =clQ|"?

7S

l

(Q)

para todo z € R™,

b) Veamos que (1.14) se cumple. Como ag es infinitamente diferenciable
y satisface (1.10), tomando v = (0,0,---,1,---,0) en la i—ésima coordenada
y aplicando el teorema del valor medio en la i—é&sima variable, se tiene

|87aq (C,) (2. — )] < ¢,8{Q) "% | — il

(@) oyl = 0 0(Q) 2'”(;;"

Si|z — zg| > 3v/ne{Q) v ly — yo| > 3v/nl(Q)}, entonces ag (z) = ag(y) =
0 y por lo tanto (1.14) se cumple.

St |z — 2ol < 3v/nE(Q} ¥ |y — yol < 3v/nf(Q), entonces

lz—yl < |z—=zo|+ |y — zg| + |y — vol
= |z —zg|l + |y — yol £ 6/nl(Q).

Il

lag (=) — aq(y)]

1A

—

En consecuencia

pQyil

@
- st i 5]

lag (z) — agly)l <
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Q)

(o) QI ['T@J-']

< el | 5] eva

l—ex
ya que [%] < (64/7)' ™. Por olra parte

le —z—2ql < |o—y|+ly— o]+ izl = |z -yl + |y - yol + 2|

9l (Q) + |2] < 151l {Q)

si [2| < |z — y|. En consecuencia para todo |2| < |z —y|, se tiene

<
<

|z — z — xq| .
WSIJ\/E,

|z — 2 — zq]
B2 00l 1 <15vm+1;
16} v

e —{n+te) trte
{————_ giQ)in-H} > {15y/n + 1} 70

Por lo tanto, usando la iltima cstimacion y la desigualdad anterior

lag (2) — aq(w)]
cer -2 E___yl “ {15/ + 1}—(ﬂ+e)_
,r”Ql [ E(Q) :| {15\/?{_'_ 1}“(1‘L+5)

1 — o — —{n-e)
< el@™ [Icz(Q?l] sumasmyl{'m—e?@@ 4-1}

para todo z,y € R*, donde ¢ = (@, v, n,€)

Si |2~ 30l < 3vAL(Q) ¥ |y - sl > 3/AL(Q), ontonces ag (y) = 0y
por (1.10} , con v = (0,0,0,---0), sc tienc

A

lag (z) — ag(y)| < c}Q| % .

Dado que {2 — zg| < 3y/n€(Q) se ticne que & & Sop 3Q) oz ¢ Sop 3Q).
Si 2 ¢ Sop 3@, entonces ag (z) = 0 y sc comple la propiedad (1.14).
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Siz € Sop 3Q, entonces iz — zg| < 2y/nf(Q); en consecuencia |z — y| >

V(@) . De donde
z-9l" a
{ 70) ] 2 (Vo).
Asi

(vn)”

W eloi -1 [le—l)"
a0 (2) = ag@)l < ¢1QI* {77 < a0 [e(cg)}'

Por otra parte, sabemos que

s {1+ BT ezl

(38yn+1)7"".

v

Usando esto ltimo se tiene

g (z) — aq(y)l

-1 |$—y| ¢ poy -n-g oy n+e
1| {E(Q)] (8vA+1) ™" (3vi 4 1)

c|Q|™? [ZZ (ZQ?I] SUP|z| <z {1 * %ﬁ")id}

para todo z,y € R™
c} (1.15) es consecuencia de que aq () satisface (1.9) cony = (0,---,0) . &

|

[FAN

Antes de enunciar el inverso del teorema 1.6 probemos un lema, el cual
nos dice que mp y mg son “casi ortogonales”.

Lema 1.16

Si mp y mg son (o, &) —moléculas suaves para los cubos diadicos Py @Q,
donde { (P) < £(Q) y o < &, entonces

< c{%}w% {1+ E%PJ}#“—E_

[ e (o) g @
IS &n
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Prueba. Como mp satisface (1.15), enlonces

me (@) g @)ie = [ mp () [mq (@) ~ mo (ar)] do

J R

Sea A={x eR": |z —zp| < 3(Q)}. Tenemos dos cases.
Caso L. 5i z ¢ A, entonces

2@ — zp| < o — 2 —wol + 1@~ wp| 4 |2 < |z - 2~ 2q| + 6£(Q)
para todo |z| < |z — xp|. De donde

|tg —xp| |z —2z

_“TQI |£L‘_Z—EQ|
ST R 1(5) +7§7(1+ ) )

para todo |z| < |z — zp|. En consecuencia

—n—¢ —n—¢
m*Z"mQ —?Pl
() SUP || <z p) {(1 Lalye) )} {1 + @ } .

Ahora, usando la igualdad anterior, se tiene

< T+ 11,

/ myp () mg () dw
v R?F
dondc

1= [ mr (@)l mq (x) ~ma (ar)] da

= f jme ()] e (2) — ma ()| dz
R A

Estimemos I. Como mg y mp son (o, £)—moléculas suaves y por (1), sc
tiene

i S/A fmp (2 {|Q]“ [ ng ] SUP| 1 <fzepl [1 n J%ﬂ] }dw

~r Ly—& e .c a:
<ecl@|® {1 C;’(Q)P } / {mp (z E(Q;] dz
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< HierH{ie 'x?(;;”'} [ ] ] e
-3 |zg—=p " (P)\ & el R T
= ¢|QI"2 |P| 73 {H i) (RT) A[H m,,] [E(P)P] dz
1 Q% “ zogp[] T
< Q|77 |P| 78 {1+ | (o } (%) fA [1 + Ie(Pfl] o
‘- ﬁ, toez —n-— P - —n—eto
<clartiert kgl () [ ] e
Pero
f 1+ lI . .I'PI —n—e-f-ad
{(r i
P Mgt . ,
- o) i) ()
r —ft—eto
— gn- 1 =1
| |/ ( i P)) T
— |Sn—1|£(P):z+e—a (E(P)+T)_n—5+a 7‘"-1(17‘
0
S |Snllé ﬂ+€a/ %Tnaldi"
0
n—1
S
£ —

Por lo tanto

cf(P)—Eé’(Q)E%{ %ﬂ} (ﬁESﬁ)a(f““'e( P )

donde ¢ es una constante genérica que depende de la dimensién n, de € y o,
ademds la medida del cubo Q C R, de tado £(Q), es [£{Q)]".

Caso II. Para estimar I observemos lo siguiente, si « ¢ A, entonces
v — xp| > 38(Q); lo cual implica

—
IA
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o= up] _ lp—ap|0Q) _ Ljs—ar€Q)  Lls - o6l £Q)
i) qQ) «p) 3 aw) up) e aQ) «p)
Lo 20| Q) 30Q) >1ﬂ91(1+ |x—«np|)
2 7Q) qr) " auP) T 2ep) ) )

Como n + ¢ > 0, entonces

o) <)
1

Usando esta iiltima desigualdad y (1.13), tenemos que

I+

P)

Para estimar IT hacemos lo siguiente

(1) [mp(z)] < |P|*% {1+Eé%?_’j}ﬁ _

17

IA

/ imp (2)] [mo ()] dz + j ma (2)] [ mo {z7)] d
J me_a Re_A
== IIL -+ IIQ

y trabajamos con If; e 113 por separado.
Estimacién de I1;. Usando (}) y (1.13) para mg (zp), se tiene

I1, < v | P (%)’mf y (1 + Jﬁ—mil)ﬂw Img (xp)| dz

<2 P QI %ﬁ

Q) HQ)

< 2?1-{5 “)l 2 IQI—‘

€ {Q)

e bl (Jﬂ;ﬂm)")

2n+e |P|-'§ |Q| Gl

an s‘q“_l -1 -4 Hry e m T o n
=gt [P ) z(e( ?) { @ } (@)

M}“H / (1+bgt) ™
R" A

)"
o) T (o) e
)"

dx
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Do —n—& " —n—<
_ HPyN27* !:p—qu 18] gta |a:p-—:cQ|
= (W) {1 + } s (c((e)) 1+ g

donde esta \ltima desigualdad se obtiene por la hipétesis de que {(17) <
). o < ey la estimacion de la integral

IZE“'Epl e 1871_1| I
/Rﬂ(“’ Q) ) dr s P

la cual se obtiene integrando en coordenadas esféricas.

Estimacién de I]; Sean B={z € R"* - A: |z —zp| > Llzp — :CQI}
v

C={zeR"~A:|z—zp| < g lze —xzql} .

Para estimar [, se divide en dos integrales usando los dos conjuntos
antes definidos. Asf

= [ ime@lima@ldo+ [ lmpolima(@)] s = 15+ 1L

S6lo basta probar que las dos integrales anteriores satisfacen la conclusion
del lema

Estimacidén de [/;. Como z € B, entonces |z — zp| > %l.’l’,‘p —zg|; en
consecuencia

|z — zp| liz—zp | 1 |$p—.’EQ]>
(o) B N (o) 2(” aQ) )

De donde

(otit) (i)

En consecuencia por (1.13), para cuando =z € B y por la desigualdad
anterior se tiene

“17y nte | e
I, < v+ |Py2 (T)) / (1+ z(m;’) g ()| dz

-n—¢
(__ |z= :wl hTE |2 —xo]
<) f 1+ k) (1+ Q) )

I:-tp IQl e ix-a:Q T
o LU dx

< gnt

4

ﬂ+e

<4 PR |Q] —(a
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- 1 ~L (e nte L e i,
et (45) {1 b} [ (e kg a

1 L nte Tp— “HoE
<clP[ QI () e(@)n{w Jﬁ[’;@f"‘}

n —n—€ n —7—g
. @ ‘§+E i ﬂ:P_le _@) 'ﬁ"l‘a } ¥ L]
= (%)) {1 + T SANG) L+ =)
donde esta tltima desigualdad es consecuencia de la hipétesis £(P) < £(Q), o <
g, y la pemiltima desigualdad se sigue por que la integral

usando coordenadas esféricas. Por lo tanto

() )

donde ¢ es una constante que sélo depende de la dimensién 2, de £ y de a.
Estimacion de 1. Dado que |zp ~zg| — |z —zp| S|z —wg|yz € C
enloncces

—5ler —zol < —Jo —ap].

‘Tenemos que

1
g ltr —mol = |$P—$Q|—§|mP“$Q|

IA

lzqg —ap] — |t — zp| £ | — 2o

Usando esto ultimo, (1.18) y (1), se tiene

—— nte T—xz
st (1) [ (1 Fgt) " imaales

~1 ~L nie - —nm-g - —n—E
<2eiprier () /C(”'ecéf') (“‘JTQ?O o

(
<o pprtort () el (i)
(

Y
=
£
=

HQ)

g\t ap-ag | TS A
i) {” ecr‘e)‘i} /R( Hlgr) e

<Pl
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<ot jor (45) e {1+ et}

n —n—& n —n—c
. (P g+ iIP*IQl £§(P) gta mp—wa
=c (t(fz)) {1 + g } sc (e(Q) L+ =g
donde esta dltima desigualdad es consecuencia de nuestra hipdtesis £ (P) <
(2} v o < . La tercer desigualdad se obtiene por lo siguiente

1
5?$P*$Q|SI$*-’CQI;

llzpiqu < |z~ZQ|

lu cual implica que 3 o < woy de donde obtenemos que
1 ( |$P—$Q|) |z — zq|
S PR < 8
2 £(Q) £(Q)

En consecuencia

La pentltima desigualdad se obtiene por el hecho de que

/. (1 " %) d < Q)

la cual se estima usando coordenadas esféricas. B
Proposicién 1.17
La serie Z 1+ {k{]™"" converge a uana constante que sélo depende de
kezn

in dimension n y de €.

Prueba. La demostracién se sigue de la aplicacién de la propiedad de
comparacion de la integral.

Teorema 1.18

Supéngase que 0 < o < 1,0 < ¢ y, para cada cubo diddico @, mq es
nua (o, £)—molécula suave para Q. Sea f = ) 5 somq para una sucesién
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cscalar {SQ}Qea que satisface D, lsg|® < co. Entonces la serie que define a
f converge en L2 (R™) y

112 < e(n,a,) {ZISQP} .
Q

Prueba. Provisionalmente supongamos que a < £. Veamos que la se-
rie Y4 Spmeg converge en L2{R™) . BEs claro que hay una correspondencia
biyectiva entre el conjunto de los cubos diddicos y el conjunto de los mimeros
naturales. Sean {sz} y {my} las sucesiones numeradas con los numeros nat-
urales. Sea fu = > 4, s¢Mmy, veamos que {f,} converge en L? (R"). Sean
n>m > Nye >0, entonces por ¢l lema 1.16 y por las hipétesis, tenemos
que

n n

2
“.fn ”' f‘rn,”[,2 < Z lsk|2 ”mk”i2 < Z |Skiz I(mk,mIH
P—| L k==mot-1
n
- Z |Skl2 / my, () my (z)dz
[ ) e
n
< q z |3k|2 <e.
k=m-1

Por lo tanto
(lfn = fmliis < c para toda n,m & Z,..

Esto implica que la cola de la scrie tiende a cero cuando m tiende a
infinito. De donde

o — fuullzs < & siny m son muy grandes.

Por lo tanio {f,} es de Cauchy cn L? (R*) . En consecuencia, existe f €
L (R™) tal que

o0

f = an = ZSQmQ‘

n=1 Q
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Probemos que la desigualdad del teorema se satisface. Claramente es
suficienie establecer la desigualdad deseada para una sucesion finita no cero
{50} {con ¢(n, e, ) independicnte de la sucesién). Entonces

=0 = (Zstp) (Zspmp) &z

P P

Por otra parte

(L = <ZSPmP:ZSQmQ>: Z spSg {mp.mg)
P Q

E(PYSHQ)
S lsellsol me, mo)]

{P)<e(Q)

S tsellsal| [ me@)ing @)

HP)<UQ)

1A

il

In consecuencia, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz en £2 (R") y por
el lema 1.16 se tiene

i < 5 isellsol| [ me )il

{PY<E(Q}
YPNEY [ lup —aol] ™
s ¢ Isellsql { 5y 1428~ 20l
f(p}%@) e (e(@)) [ 7o) ]
UP\P [, | lzp — xq —}
¢ fspl (2055 ][I+ 5=
s(P)Zs;{Q){ (f(Q)> [ o0Q) ]

Ja) T ™)

{ > ot (o)) 1 i }

{r)<yQ

X { > lIsol® (gE—P;)Hn [1 + 15;(&?@5]_"5}5

{PY=HQ)

[FAY
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= 2cA3B3.

Supdngase que £(Q) = 277 y £(P) = 27*. Dado que £(P) < £(Q), entonces
2% < 1; en consecuencia u > v, Asi

A=Y Y sl 35 e [H I'Lf-( ;Ql]

uEZ §(P)=2—-u v=—00 §((})=2"*

Para B consideremos el conjunto de cubos diddicos P tales que (P} =
27*¢(Q). Tntonces u > 0, por que (P) < #(Q). En consccucncia B puede
ser escrito de la siguiente manera

B= Z |sql® Z glectn) > [1 + [2p 30| mQI] o
()} Q)

u=0 {P(P)=2-u¢

Pero se afirma que

3 [1 ' '—%)ﬂ] <o 3 (L ) = e,

=2 keZ»

Para ver csta desigualdad, primero probemos que la suma de la izquiesda,
es poriddica, con periode 27k, donde & s cualquiera de los veclores base
candnicos (1,0,0,---,0),(0,1,0.--+,0),...,(0,0,0,--+,1).

3 [1 L e +27E) - :cQ|]

qQ)=2-" Q)
- n i’l" - (;r;Q o 2~‘vk)l —n-E
s e
e [1 )|

Por lo tanto, la primera suma cs periddica. Asi, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que z € Qo ={x: 0 <2, <27},

Sea k € Z" tal que |k| > M, para M € Ry muy grande. Ls claro que
lLiay una biyeccion entre zg y 27"k. Dado que & € Q0 v |k| es muy grande,
cntonces

| —27"k |27VK]

ey T @)
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Ion consecuencia

S

{Qy=2-v

5 bR

Q=2

= > (kT

KEER |k|>M

donde la suma de la izquierda corre sobre todos los cubos ¢} que satisfacen
lo anterior.
Sea k€ Z7" tal que |k| £ M, entonces 1 + |k| < 14+ M; Jo cual implica

I+ My ™ <+ k)",

Por otra parte

Asi
[1 o= 2""k|] M)
£(Q) (1+My™F

< (T4+ MM (L4 KT
Por lo tanto
|z — 2-%[] e { |z~ Q,Qi] e
S 2T 1+
o { ¢(Q) {Q)=2-v £Q)
< e D ([A+kE)T,
kEEn |k|<Af

donde la suma de la izquierda corre sobre los cubos diddicos ) que satisfacen
las condiciones dadas y ¢ = (1 -+ M)™".
Sumando las desigualdades obtenidas, se tiene

]

{Qy=2—~

ce S e S e

kEZn RISAL keZn Jio|> Af
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IO DI ) I O 7) R S ¢ S )

kEZ k| <M kEZ™ k| > M

< e SR

keZn

Por lo tanto ‘

T —x —fN—E o
Z [lﬂ‘l—g(‘cﬁg—l] SCZ(]k|+1)nE.
{Q)=2-v kez
Por la proposicidn 1.17 se tienc

. [1+|“’£IC;’)Q‘}""_E < A+ MY (k| 1)y

H{Q)=2~ kezn

= ¢(n,g).

Dado que € R™ cs cualquiera, tomando z = 2p Lenemos que

A= BT el 5 [

uwef ({P)=2—" v=—00 HQy=2""
< z Z |sP| Z 2(”““)”‘0(7?,, €}
u€Z §(P)=2-+ V=—00
20{
— c(n,a)z Z ispl® 5e 1 :c(n,a,e)Z|3p|2.

uCE f(P)=2—* P

Para estimar B notese que como £(P) = 274(Q) y w > 0, entonces hay

2% cubos diddicos I contenidos en (. Puesto que
oo _ Zp — le —n—E
B = s 2 9 uleet+n) |:1 4 L__¢il ,
2 Il 2 "% €0)
Q w=0 {P:e(r)=2-eQ)}
consideremos la serie

b

[Pi(P)=24(Q)}



Ahora

$ m |$1;('("2;‘3Q|]
{P(P)=27((Q)} -
270 2% zp — mg|]

© iz E
{Pe(Py=2-2¢(Q)} -

27 27 |gp - 1g gJ e

{P{P)=2-v¢Q)} ‘Z_U E(P)

(e 1 |zp—ml]
_ on(ute) IR L7 k]
’ 2 [2—“ 4P ] '

{PLPy=2"=6Q}}

Pero como u > (. entonces 2—,17 > 1. En consecuencia

1 — 7 o
+ |3CP Q| > 14 IIP QE

2~ Py - o(P)

= ]

Por lo tanto

r\Sl’

L 7

(P eP)=2—(Q)}

|$.P _ $Q|:| —T—£
< > [1 N e .
{P L(P)=2""€Q)} &(r)

Usando esto dltimo tenemos que

5l

[P E(P)=2-44(Q))

;EP _ IQ! —T—E

< 27!{1.2”5 1 < 2nuc ﬂ,f )

- 2 { R < 2ene)
{PU{{P)=271HQ)}
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En consecucncia

t3
AN

2ol S gl g, ey SO sz

u=0

= c(n o, £ Z|3Q]

Esto nos da laestimacién deseada para || f||. -

Para terminar la prueba del toorema, tenemos que quitar la hipdtesis
o < &. Que esto se pueda hacer es una consecuencia de que si a < 3, entonces
5 veces una (3, )—molécula s una (@, €)—molécula. Para ver esto, todo lo
que necesitamos demostrar es que si (1.14) se cumple con potencia 3 (en lugar
de «), entonces esta desigualdad es cierta con potencia « si multiplicamos el
lado derccho por dos. Para hacer esto, tenemos dos casos.

Caso 1. Supdngase que |z — y| < £(Q). Dado que mq cumple (1.14) con
potencia 3 se tiene

~ o —(n-+e)
ma (2) —moly)l < QI 2{'?@?]} Supaz|s|m-yl{“ ET?%Q)_U} |

Comoa<f0<a<l,yy Lﬂ < 1, entonces

) (5@

I'sto nos da

[mg () — me(y)]
yl

o — w—(n-l £)
|Q|—_ {'I; QT) } SUP|z| <z~ {1 + |$ F?Q) }

T ) L —(n+e)
piat {5 | o 1257572

Caso 2. Supéngasc que |z — y] > £(Q). Como mg es una (8, e)—molécula,
usando (1.13), se tiene

IA
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IA

Imaq ()] -+ [mo(y)l

para toda z,y € f™. Pero por hipdtesis

|z — 2ol 17 |z —z—2o 17"
14 < SUP|z|<dz -y} b ——e 1

imo () —moly)|

A

£{Q) Q)

ademds tomando y = ¢ — (& ~y) = o — %, y Z = ¢ — y. Por lo tanlo
Iz| = |z - y|, entonces

|z —z -z} °
< SUPji<e—yl {1 + E(Q) :

Asi

lmg (z) — me(y)]

A

2[Q1 % supjuisi—y {1 + E_—E%ﬂl}

4 fl=-y” e -z~ 2ol
21Q { 1) } SUP{z15|xmyg{1+ Q) } -u

T'inalizamos este capitule demostrando que un operador integral singular
de Calderdn-Zygmund mapea dtomos en moléculas. Para evitar tecnicismos
consideremos una clase especial de tales operadores. Las ideas presentadas
aqui pueden ser usadas para estudiar los operadores de Caiderén-Zygmund
s generales. Consideremos un operador de convolucién 1" de la forma

() (5) = | Ko=)/ )y

N
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donde el micleo & tiene soporte fuera de una vecindad del origen, {z : |z| < 6},
y, para un 0 < e < 1, satisface

(1.19) |K(z)] < elz|™;

(120)  |K(x—y) - K()| < clyl” |ol = cunndo [y < &

Y

(1.21) f K(m) dz = 0 cuando 0 < It < 113 < oo.
Ri<|zj< Ry

Sea g una funcién que satisface (1.6), (1.7) conv =0, y (1.8) con |y] < L.
‘lenemos que probar que Tag = emg, donde my es una («, ) —molécula
suave y ¢ es independiente de & y la funcién ag satisface las condiciones
mencionadas. Fl hecho de que T' mapca un dtomo ag en un multiplo de una
molécula mg, muestra que T' se comporta igual que un operador local.

Prueba. Probemos (1.15). Por el teorcma de Fubini y por (1.21), ten-
emos que
| (e @)is
]Rn
= [ ] K@=
R J Re

= f aq(y){/ K(-’ﬂw)dm}dy
Rn R"

= / G'Q (y) {limRz—aO,Rg——'mf K (T - y) d.’L‘} dy
Rn R[(Iz—g,pl(flg

= / aQ (’y) {lile_,g,gh_.oo./. K (Z) dz} dy=10
R Ry <]z|<ilz

Para obtener (1.13) lo hacemos en dos casos.

Caso 1. Supéngase que z € 10y/n@Q. Como Sop ag C 3@, entonces 3¢Q) C
3vnQ C 4/nQ; asf |z — y| < 63nf (Q) para y & Sop ag. En consccuencia,
usando (1.21), cl tecorema del valor medio en la 4-ésima coordenada y (1,10)
con v = (0,0,0,---0,1,0,---0), se Licne

(Tag) ()] = ‘ [ g K=V (00 — a0 ()} dy
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< / K (2~ ) Jao(y) - ag ()] dy
|z—yl<6Lnf(Q)
< ] K (@ - )] 187a0(€)] |2 — il dy
fe—pl<6sné(Q)
< ™ | K (2 — y)lie— 9l dy
|z--y| <6 5nE(Q)

o f K (2)] 2] dz
|Z|S5§HE(Q)

< @ [ ™ ds
lzi<64n2(Q)

. 84nE(Q) ,
= CE(Q)—l—if / T'"““'"‘ld'rdg(z)
gn-1 0

. 63ne(@)
_ CE(Q)*—E|S“‘1|[O dr = ct(Q)"

Pero |z — zg| € (5n+ ) £(Q); lo cual 1mphcaque1+iz micl < (5n+ s )
€0 COHSQCU.enCla

|z — 21" ACappe—
{1+ 7o) } > (bn+ 5 +1)°

(ME)

Por lo tanto

(5n+ £ + 1)
(50 + % +1)-n-a

_n |1E._$Q|}—n—a
wnl 2¢ 1+
cont@)F {1+
ICL’ — :EQf }_n—a .
€Q)
Caso 2. Supéngase que =z ¢ 10,/nQ y y € 3@, entonces |y — zg| <

2y/nl(Q) y
|z — zo} > 4/74(Q); lo cual implica que |y — zg| < 24/n(Q) < § |z — zo] .
En consecuencia, por (1.20) y (1.9), (1.10) {con v = 0}

wl::

{Tag)(z)] < c(Q)”

A

I
%]
=
P
<
1
eIl
———
-
+
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Pera

I

A

(Tag) (&)
], [Kt@ =) - Gz = sl agtuldy

] V=)~ K@ = sl laalw)l
ly=2al” , -2

CfSQ |$ __ inrH-aB(Q) dy

cb(Q) % o - gl / ly — g dy

3Q
(@) | — gl ™ (2v/RE(Q))" / dy
3Q
ct(Q) ¥ (o~ gl ™ [ o
E(Q) }n+a.

|2 — 2]

cb(Q)TE o — mo| ™" [3Q)] = (@) {

Q) }"M

{
()™ et} ™ fo )
(™
(Z\iﬁjr i l>n+a {1 + |$£“(~C;)Qi }‘""“ |

Usando esta desigualdad en la estimacion, se lienc

|(Taq) ()|

< et@) {

‘@

|z — gl
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ctor { A ™ {1 o (el
clql {1 + ;ZEJ)QI }"““’.

Asi, en ambos casos tenemos

(Tag) ()] < et(@) {Emtl 41}

con ¢ una constante genérica que depende de la dimension n y de o, y tenemos
(1.13) para mg = ¢ 'Tag.

Finalmente probemos (1.14). La prueba se realizard en casos.

Caso 1. Supéngase que |z — y| > €(Q), entonces aplicando €l resultado
anterior, se tiene

ft

A

(Tag) (z) — (Tag) ()l
(Tag) (z)] + [{Tag)(y)]

para todaz,y € R*. Dado que

{1 + imezg)cz-'} < SUD||<jzy| {1 * |$_‘£_‘EQ_)LQI}

ytomandoy =z —(z —y) =z — 7, con z ==z —y. Enfonces |Z] = |z —y| y

|z —z—zg|1 ™ “
< SUPjafgiz—y] {1 oy

IA

IA

Usando estas estimaciones se tiene

[(Tag) (z) — {Tag)(¥)|

L |z — 2 —zo]) "
2¢|Q| 2 supjsi<iay) {1 + Q)

tA
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Caso 2. Supdngase que |z —y| < £(Q). Este caso lo dividimos en dos
casos mds: cuando z ¢ 7\/nQ y cuando x € 7/nQ).

Caso 2.1. Si @ ¢ 7\/nQ, entonces |2 — y| < £(Q)) < & |z — 2| cuando z €
362. En consecuencia, podemos aplicar (1.20) y (1.21), con v = (0,0,--+,0),
para obtener

[(Tag)(y) — (Tag)(z)|
= ’/EQ (K(y—z) — K(z — 2)]ag (2) dz

IA

/ (Y - 2) — K{x — 2)||ag (2)]| dz
3Q

IA

QI o —yl* [ ez
3Q

Pero como & ¢ 7v/n@Q y z € 3Q, entonces existe k > 0 tal que |2 — z| >
k|z —zg|; de donde |z — 2|77 < {k|& — zg|} 7.
Aplicando esto 1llimo tenemos

(Tag)(y) — (Tag)(=)|

S Nt I I
3Q
—T—

1
= ¢|Q)? |z - y|*lz ~ zg)
1 — e
= ¢|QIQMNQI™ v — % |» — ag| ™™ ®

- C|Q|—%{|z(;2;J| }“{mﬂ(gﬁm}mn'

Dado que |z — zg| > 3¢(Q) y st |z| £ |z — yl, enlonces

< -l + 2| < o - wql - |2~y
< |o - gl + 4@Q) < 2|2 ~ uql
para toda |z| < |z — y| { por que |z — zg| > 34(Q)); en consecuencia
|z — zg]
ey - Tomm o S ool o
£4Q) Q)
ooy, Q) | T
€(e) |t —zol] ~ 3 Q)
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pata toda|z| < lz - yl; de donde obtenemos

Tle — =z —n-a e —-n—o

Esto nos da

[(T'ag)(y) — (Tag)(z)| )
< c|Qf {'52(22;”} SUP|z| <[y {E"%EZQ;—)LC” +1} :

Caso 2.2. Supodngase que z € 7/n}. Como |z — y| < £(Q). entonces
y € 10/nQ v si (z —w) o (y — w) € 3Q se tiene que

lw] < |z — wl +|a] <3vnl(Q) + kE(Q) = A(n) £(Q)

donde k s una constante. Asj, usando la propiedad de cancelacién (1.21),

s tiene
-

(Tag){z) — (Tao)(y) K (w}og (z — w) — aq (y — w)] dw

!

R
= I+ 1T+

donde
I= / K (w)ag (z — w) — ag (z)] dw.
lwl<d|z—yl

17 = —] K (w) [ag (v — w) — ag (y)) du
] <3lz—yf

IH:/ K (w) ag (x —w) — ag (y — w)] dw.
Hr—yl<|w|<AHQ)

Usando (1.10), con |y] = 1, (1.19), y el teorema del valor medio en la
1—esima cooordenada, se tiene

I

. ]|w|531x_y; HE (W)l lag (z = w) — ag (z)] dw

1A

/ | (w)]|87ag (¢,)] 1] duw
fw|<3lz—y|
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A

f K ()| aq (C.)] [w] duw
g |w| <3|z~

cB(Q)_I_%/ | dw
| <3|z—y|

n Bla—y| ,
-1-2 / / T,—n-l—l,’,n-—ld,rdg (,w )
Sn—1.J 0

_ -1z =yl
~ @)

Pero como a € (0,1) v |z — y| < £(Q), enlonces (13—'“’—) > LQ—l

§Q)
Asi N
nzaan (52)

De manera andloga se prucha que el médulo de I estd acotado por una
expresidn similar a la que obtuvimos.

Por otra parte, usando el teorema del valor medio en la i—ésima coorde-
nada, (1.10) con |y| = 1 y coordenadas esféricas, se tienc

[I1r < / (K (w)||ag ( —w) — ag (y — w)| dw
Bz —y| £|w| LAHQ)
-/ 1€ ()l 167 (6 o~ v dio
3l y| Sl < AKQ)
</ 1 ()] 070 (¢ 2 — yl dv
3|z—-yi<le| <ALUQ)
=

(@) |z — 9 ] K ()] duw
Blz—y)<w|<ALQ)

< clqrt B/ ol
a—y|<|wi<ALQ)
-} Im yl ( £(Q) )
= i@} In
T e -y
Pero como |z — y| > 0, entonces existe & > 0 tal que 3|z — y| > k. Esto

ultimo implica que In M(Ql cstd acotado. Fn consccucncia
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pucste que a € (0.1) y jz — y| < Q).
Por lo tanto

{(Tag)(y) — (Teg)(z)|

A

| 4 |1+ )1
1l y\®
clel (E(@)'

12— zq|+ |2} < |z — zq| + |z — 9
4nl(Q) +£{Q),

para toda |z| < [z — y|; de donde

IN

Por otra parte

lr — 2z —zg|

PANRVAY

ia"S—Z—EQl
B Rl 1<dn 12
£(Q)

para toda iz| < |z — y|; en consecuencia

T —z—a —n—un i
SUP|aigiz_y) {1 -+ |—-€WQ|} > (4TL + 2) .

Isto nos da
[(Tag)(y) - (Tag)(z)|
¢ -1 |9:_y| i n —n—c
= (i) ) 2

< CIQI_%(lz(—Qﬁ”) SuP[z|<|m—y|{l+E_%Q_)le} :

Asi, tomando los casos 2.1 v 2.2, se tiene

{Tag)(y) - (Tag)(=)!

< c|Ql (Ii(g)yl) SUP)|z|<|—y| {1 + E_TEQ:)*E*Q“'}

para todo z,y € R™

Tomando mg = ¢™*Tag, se tiene el resultado. B
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DESCOMPOSICION DE ESPACIOS DE LIPSCHITZ

La descomposicién de L? (R™)}, que hemos presentado, es una aplicacion
directa de la férmula de reproduccién de Calderén. In un principio, puede
parecer sorprendente que los espacios de Lipschitz tengan también tal de-
scomposicién que es obtenida desde esta formmla. El espacio de Lipschitz
homogéneo A{,,O < @ < 1, consiste de las funciones f definidas en R tal que

(2.1} (@)~ f ()] < ¢|z — y|* para toda z,y € R™.

Si denotamos por || fl|,  al infimo de todas las constantes ¢ para las cuales
(2.1) se-cumple, entonces |-l s una norma para A« (médulo constantes)

y (Am [+l Au) es un espacio completo.

Probemos que ||-[|; :Aq— R* U {0} es una norma. Esto cs
i) lIfll;, =0 paratoda f €A,
(ii) IAf, = [ALINl;, paratoda A € R y para toda f €An;
Qi) I +allg, < IF1l;, +lloll,, para toda f,9 €Aa;
(iv) lf1l;, = 0siysolosif = cte.

Es claro que, apartir de la definicion de ) , (i) ¥ (ii) son inmediatas.
Probemos (ii).

Sean f,g €A - Por definicion de ||-| i, ¥ por propiedades del supremo,
se tiene

nf+mua=_sm%yﬂf+qﬂg;gﬁ+guwi

< mmﬁ{ww) ()uJMM~ng}

|z — y|* |z — y|°
|f (2} — f ()| g (=) — g ()l
L OSUPgpy g 8Py
Party™ |5 Ty g
= |Ifll,, -+ el -

Probemos (iv).
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Sea f €Aa Si||fll,, = 0, entonces sup, '—J’W =0; lo cual imphca
que |f (2} — f(y)| = 0 para toda z # y € R"; en consecuencia f (z) = f (y)
pata toda z # y € R™ Por lo tanto f = cte para toda z,y € R™.

Si f = cte, entonces |f {z) — f (y)] = 0 = 0|z — y|® para toda z,y € R™.

En consecuencia || f||, = 0.

Proposicién 2.2

El espacio (Aa, Il AG) es completo.

Prueba. Sea {f.} una sucesién de Cauchy en A., demostremos que

existe una funcién f tal que f €Aq v fo — f en As .
Como {f,} es de Cauchy, entonces para toda ¢ > 0 existe M € Z, tal
que |[fu — fll, . < € para toda n,m > M. En consecuencia

{fa = f) (@) = (fa = fn) W] <e
|z —y* -

SUPzzy

4

lo cual implica
|(fr = frn) (=) = (fn = fm) (W)
|z —yl®

<€

paratoda z,y e R®, 2 # y _
Sin pérdida de generalidad, se puede tomer y = 0 y como fo, fimn €Aa
también se puede tomar f, (0) = f. (0) = 0, entonces

Ifn (33) - fm ($)| SE I:Cla
para toda z € R". Tomemos = € R™ fija, entonces la desigualdad anterior
mplica que la sucesion puntual {f, (z)} es de Cauchy sobre el campo de
los mimeros complejos; de donde existe f(z) = lim,—eo fu (z) . Por lo tanto,
haciende variar z € R®?, existe una funcidn f, con dominio en R”, tal que
f (SC) = limn—»co,fn (SC)

para toda x & B™.
Probemos que f, — f en A, . Por definicidén

I(fn - fm) (3:) - (fﬂ — fm) (y)l

o —yl®
< supuy n =)= (o = n) )

”fn - meAa se
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para toda z # y. Tjando n y haciendo tender m a infinito se ticne

I(fn — fm) (3}) - (.fn — fm) (y)l

s |z~ 4"
|(fa = ) (=) = (fa = £} ()]

= <
Iz —yI° =€

para toda x # y; aplicando el supremo sobre todas las & # y se tiene

|(fn - f) (:l:) — (fn - f) (y)|

fz — gy|*

SUPa:#y

=|lfa—1l,_<e.

Por lo tanto f, — f en A. . Finalmente, dado que f, €A, se ticne
1AL, < W= Sl + 1Al <o Bl
lo cual implica que f €A, . W

Antes de dar una caracterizacién de A, que nos muestra la plausibilidad
del papel jugado por la férmula de reproduccién de Calderdn en el estudio
de este espacio, enunciamos un resullado de teorfa de distribuciones que serd
utilizado y un teorema que se usard con frecuencia.

Sean g una medida definida en un subconjunto abierto @ CR* Ey F
cspacios de Fréchet,

Teorema 2.3

Si f: — E es p-integrable en £ y T es un operador lineal continuo del
espacio F en ¢l espacio F, entonces T'f es p-integrable en I y ademds

fTﬂﬂmnﬂ{ffmm@.

Ver {5]; capitulo 6.
Lema 2.4

Toda distribucién cuyo soporte es {0} puede ser rcpresertada por una
tiniea combinacién lineal finita de las derivadas de la delta de Dirac 4.
Ver [1]; pag. 76.
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Sea i una funcion que tiene las propiedades del lema 1.1 (de hecho, es
posible suponer menos sobre ¢, por ejemplo es suficiente saber que ¢ €
S (R") y dnicamente necesitamos la propiedad de cancelacion (4) para N =
0). Sea B el espacio de todas las funciones f definidas en R" tales que
f(z) = O{|z|®) cuando {z| = o0 y

(2.5) SUPgezern £ (g * f) (2] = “f“B"' < 0.

A causa de la propiedad de cancelacion de ¢, como es el caso con Ag, B
debe ser considerado como un espacio de clases de equivalencia de funciones
médulo constantes; con esto entendido || ;= es una norma en B* . Es claro
que (i), {ii), y {iii} son consecuencia inmediata de la definicion de ||| ;« . Sélo
hay que probar (iv).

Supdngase que f = k, donde & es una constante, entonces

Ifllg= = supocizernt™ |, * f) ()]

] o (y) kdyl =0
Rn

. —a
= SUPgctzernt

Supéngase que || f]| ;= = 0, entonces

SUPp<reeznt” (i, * [) (z)| = O

to cual implica que ¢ |(p, * f) {z)| = 0 para toda ¢ > 0 y para toda = € R™;
de donde se tiene gque (p, * f) (z) = 0 para toda ¢ > 0 y para toda x € R™.
En consecuencia

(prxp, = f)(z) =0

para toda t > 0 y para toda = € R™

Como ¢, * , * f e3 una distribucién, podemos aplicar la transformada
de Fourier a la igualdad anterior, y por propiedades de la transformada de
fourier de una convolucioén se tiene

(o= f) = {:}; (t-)]2 f=0

para toda ¢ > 0. Dado que p, € D(R™) € S (R"), entonces @ (t) € S(R")
v como f €3 (R"), entonces f € & (R*}. Pero como la transformada
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A ’
de Fourier ¢s un operador biyectivo en §' (R"), entonces fe S (R*). En
consccuencia

A 2 r
(3 t0)] e s (R,
Por lo tanto, la wltima ipualdad implica. que
A 2 A
(] fvo)-
para toda ¢ > 0 y para toda 3 € S (R"). En consecuencia,

(1o w) ver) -

para toda £ > 0 y para toda ¢ € § (R"). Integrando con respecto a ¢ sc ticne

[ (s o

Sea v : (0,00) — 5 (R™) definida como v (t) = [t?) (t-)rd; (-). Se puede

A
verificar que v es Lebesgue integrable en S (R*) y dado que fc §'(R"),
entonces por el teorema 2.3 y por la propicdad (5) del lema 1.1 se tienc

/:o<}\ [&(tC)]2¢(C)>% <}/:°[ (tC)] Tp(c)dtt>
<?,1/J(<;)>:

A
para todo { € R™ — {0}. Esto dltimo implica que Sop f== {0} y como

It

A 4
fe 8 (R") ¢ D'(R™), entonces, por el lema 2.4 existe un cntero M no
negativo tal que

FO=3 (80
[Bi<M

donde las ¢g son mimeros complejos y & es la della de Dirac. Aplicando la
transformada de Fourier inversa a la tiltima igualdad se tiene

flx)= Z cg (6'66)\" (z) = P (=)

1Bl=M
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donde P {z} es un polinomio en z de grado menor o igual a M. Pero por ser
fen ., fiz)=0(z|"} cuando |z} — co y como 0 < a < 1, entonces P (z)
es un polinomio constante. Asi, f es una funcién constante. i

El siguiente resultado nos serd ttil para probar el teorema 2.7.

Teorema 2.6

S5t 0 < a < 1, entonces B =A. y las normas [[-l, v [|-[[5= son equiva-
leutes.

Prueba. Sea f €A, . Demostremos que f GBQ; es decir, que f(z) =
O (|z]") cuando |z| = oo ¥ iifﬂBa < 0.

Como f €Aa, entonces |f (z) — f(¥)| < ”f“r\ |z — y|® para toda z,y €
i*. Dado que f es una clase de equivalencia de funciones médulo constantes,

sin pérdida de generalidad se puede suponer que en ¢ = 0 el valor de f es 0.
En consecuencia

|f @) <7, =1

para toda z € B™. Por lo tanto

|f ()i

cuando |z] — co. Esto implica que f {z) = O {|z|*).
Probemos que || fi| ;= < 0. Dado que f €A, y por el inciso (4) del lema
1.1 se tiene que

ol = |[_ee-nswa)
- |[_ et - o))
< [ Je-llre) - rEl
< i, [ oo = w)lle - dy

I

el [ bl i
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Sélo basta ver que la integral / e (2)] fe|™ dus es finita

En

[ e a = [ oty [ ol a
— I+11.

Estimemos I. Como ¢ € S (R™), entonces |¢ (u)| < k|u|™, donde k es
una constantc; en consecuencia usando coordenadas esféricas

1
I < k/ |u|""+°‘du=k/ f prtapn=ldgy (u’) dr
Jul<l Sn—1 0
1 n—1
- fc|3""1|f potgy = BT
o 8%

Andlogamente, pero con ¢ (1) < efu| ™

I < Cf |u]_n_l+adu5f f prnm el (u’) dr
(u]>1 sty

_ |Sn 1| < oo
= s .

Por lo tanto
(e * £) (@) < K[ FH,, 5
lo cual implica que
" (e % £) ()] S KIS,
para toda ¢t > 0 y para toda x € R", Asi

1fll g < RIS, < oo

Ahora probemos el reciproco. Supongamos que f & B, queremos demostrar
que f €A, . Supdngase que nucstras hipétesis nos permiten representar a f
por la férmula 1.5. Entonces

|f (=) = ()]
- V (pt*got*f()—“/ (0o * @y % f) y—‘

< {f!o yl*']wﬂ} {l(%wt*f)(ﬂf)—(w*%*f)(y)l%}

= L+
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N - Cx
Estimemos [,. Como f €8, entonces

i

lisp, * fﬁoc, < supzernsot” ™ (e, * f) ()]
= [Ifllg= < o0

sUPzezn |(10, % f) (2)]

en consccucencia, usando las propiedades de la convolucién y el hecho de que
w, € S(B"} c LY{R™)

e = 0% flloo loell ol * flloo = 2% ool 7% llip, # flloo

=
< el g Al g -

Asf, usando esto vltimo

lz—yl
L= [ e e @ - e DI
fz—vl lz-3
/ z((,otwt*f)(xnﬂfo (oo o PGS

o]

A

lz—y!

|z—y]
< 2/ llee * e * flieo —<2llwllu (11l g fo £ 1t
Cage 1]l o 12~ 917

Estimemos f;. Observemos que como |z — y| < ¢ en el dominio de inte-
gracién, entonces por ser € S (R"), por el teorema del valor medio y dado

quefEBo
(o0 # 00 % F) (@) = (0 0% ) (W)
- |[_ne-awenea- [ aw-awsnea
s/ @ —2) — oy — 2 (e % ) (2)] dz
Rn
= t“/ oz 2) =0, (g — Dt (e » ) (2)] do
< df /?ﬂ o, (2 — 2) — ¢, (y — 2)|sup.ern im0t~ [{, * f) (2)idz

= Wl [ e-9- a2l

= e [ Je(52) - e (L)

dz
tn
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= 1] du

o) o

el [ 170 i[5

I

dz

< T fllge e - vl /R supjpi<1 {(Vep) (2 + )| dz
= ¢ t* 7 fll,o 1= — ¥l
Esto nos da

o0
Iy S cp |[fllg= iz — 9l f| ltHdt = Cpa |f || 4= I — y|°.
-y
De las estimaciones de I; e I3 se sigue

\fa) — T S o 115l b - 0"

para toda x,y € R™,
Asi

IFls, < ellfllz
lo cual implica que f €A, . M

Este cs el resultado deseado. Pero nuestro argumento estuvo basado en
la igualdad (1.5). Primero sefialemos que, dado que los espacios que esta-
mos considerando consisten de clases de equivalencia de funciones (médulo
constantes), no podemos esperar que tal igualdad se cumpla en general: de
nuestras suposiciones, ¢l lado derecho de la igualdad (1.5) es cero si f es
constante. Asi, lo mejor que podemos esperar cs la igualdad

F@) = f )= [ {lpexp* f) (z) = (@ *x o+ ) (9)}

o8

que precisamente os 1o que usamos en nuestro argumento. Fsta igualdad se
cumple si el lado derecho es interpretado como convergencia modulo con-
stantes. Discutiremos este punto téenico en la parte final del capitulo. Una
observacion similar sc aplica a la convergencia de la descomposicién atémica
do f €A, en el siguiente tcorema. Aqui presentamos los aspectos formales de
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éata descomposicién e ignoramos esas cucstiones de convergencia, las cuales
se {ratardn al final del capitulo. Resulta que estos aspectos formales son sim-
ilares a los de esa situacion en L2 (B*) y dan una buena ilustracién de cémo
tas técnicas que estamos desarrollando se aplican a los espacios de Lipschitz.

Teorema 2.7

Supongase que 0 < o < 1, f €Aq y N € Z,. Entonces, existe una
sucesion {ag} C D (R"). indexada por los cubos diddicos, y una sucesién de
cocficientes {sg}, 0 < sg < oo, tal que

(2.8) F=3"sqaq;
Q
(2.9) Sop ag C 3Q;
(2.10) / zVag (z)dz = 0 s |y < N;
(2.11) SUp, ez [(8700) ()] < ¢,£(Q) "% para toda v € Z7:
y
(2.12) {Q|_%_% sq = |Ifll,, para cada cubo diddico.

Observaciones. (2.9), (2.10) y (2.11) son exactamente los mismos que
{1.8), {1.9) y (3.10). La igualdad (2.8) es, formalmente, la misma que (1.7).
Cuando establezcamos el reciproco de este teorema, veremos que (2.12) es la
condicién “natural” que los “coeficientes” de una funcién de Lipschitz deben
de satisfacer.

Prueba. Como N € Z,, entonces, por el lema 1.1, existe ¢ que satisface
(1)-(5) del mismo lema. Consideremos a tal ¢ v f €A, . Entonces

I©=3 [/, et nmag

(se le recuerda al lector que el significado y validez de esta férmula serd

discutido al final del capitulo). Sea sg = |Q|%+% lf1l,, para cada cubo
diddico Q; asi (2.12) es verdadero. Sea

)= [ [ at-nesnwad
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entonces
ZsQaQ (z) = Zf[ ol =) (o 1) () dy's = 1 (2

de donde (2.8) se sigue. Los incisos (2.9) y (2.10) se siguen por los mismos
argumentos que usamos para cstablecer (1.8) y (1.9) en el teorema (1.6).
Finalmente probemos (2.11).

Prueba de (2.11). Usando férmulas de intercambio, lo cual se puede
haccr por ser ¢, € D (R*) y por ser el dominio de integracién un compacio,
se tienc

[37369 (.’L‘

{SQ]/T(Q) (@ —y) (e F) (y) dy— H

: ;CE./‘/T(Q)Iavgo‘(xﬁy)H(‘Pt*f)(y)ld?f?.

Pero como 0 < e < 1, por ¢l teorema 2.6 se ticne que B = Ao v oxisten
constantes positivas ¢ y k tales que

ellflly, Mg < RIAIG, s
en consecuencia £ |(p, * f) (y)| < k|| fl, ; lo cual implica que |(¢, * )<

k| fll;, paray €R* y £ >0,y “2 <1 < £(Q) para (2,8) € T(Q).
Asi, usando esto ltimo y la definicién de sg |, se tiene que

|8aq (z)]

‘ dt
. __k||f||Aa// o |3’Y‘P£ (m—?])'d'l%
. ﬁﬁk||f||Aa/f poc=n=|| 187¢lo, dy__
dt

B Sl A . 8k /f ey

QUF BN A W | [ ’f
= Q50 [ d rehltay

QI f Tfm(gz

<

a3 1@ lvl-3 g4
e —-%_2 o =t gy
ko QT2 L(Q) /de"/%gl
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Q)

= LloI Q)" / el g
2

= ki £(Q) T < g, 0(Q)E D

De donde
[87ag (2)] < kpnt (Q)2 71

para toda v € 2} y para toda = € R™. En consecuencia
SUPeczn [070g ()] < Kyt (Q)7E T
paratoday € Z. W
Como fue el caso para L? (R"), hay un reciproco. El reciproco involu-
cra las mismas moléculas que introducimos en el capitulo 1, excepto que la
condicion de momento cero (la condicidn (1.15}) no es requerida.
Teorema 2.13
Supdngase que mg, ¢ un cubo diddico, es una funcién que satisface
—~(n+e)
~1 r—x
(2.14) |me (=) < Q] 2 {1 + JTQ?J} para todo z € R"
}I
L (e 3 s 0 (n+e)
(2:15) Imo(®) ~ mo(u)| < Q1 {5} suppyepyy {1+ Zre]

para toda z,y € B®, donde 0 < o < 8 < [ y 0 < £. Ademds, supdngase que
{50} es una sucesién indexada por los cubos diddicos que satisface

A =supg (@~ % {sq| < co.
Entonces f = ZstQ pertenece a A, y existe una constante ¢ =

Q
c(n. o, 8,7) tal que

111, < cA.



Prueba. f €A, siy solo si existe ¢ constante tal que |f (z) — f (y)] <
c|lz — y|* para toda z,y € R™,

Si ¢ = y la desipualdad se cumple. Sea z 3 ¥, entonces existe k € Z tal
que

270+ < g — | < 27F, Usando ésto, descomponemos a f de la siguiente
mancra

flz) = ZSQmQ Z 3 sgmg ()

v=—co (Q)=2""

Z S some@+ > Y samols

v=—o0 4 Q)=2" vkt ¢(Q)=2
= fi(z)+ fa(z)-

La prueba consiste en estimar fi y fo.
Estimacién de f;. De (2.15) y por la hipétesis, se tiene que

1f1(2) ~ H )] < Z Y sellmg(z) - mg (1)

v=—00 f(Q)=2"

—Nn—E
) T—2—T
<Y S bollart {5 Suplzlgrm{l“—*[m)q}

v=—00 ¢(Q)=2-

—n—&
T—z—
= Alz -yl Z Y Q) Msuplgpay {1 + Jﬁ—[e o }

v=—00 f(Q)=2

k —n-—-£
_ r—%—xT
Al=af 3 @ S s {1 g}

v=—co Q=2
Dado que en este caso v < k, entonces 27% < 2% = £((Q) ; en consecuencia

7 <z -yl <27¥ <27 =£(Q).

Asi
|z~ 2ol < |z z~zol+|2| < |o— 2 —zg| + |z -yl
< |e—z—zg|+E£(Q)
para toda |z| < |z — y|; de donde

jo 3ol |  lr—2=zgl

Q) T Q)

y— Z—
+2§2[1+|—”‘—w—-—i|]

£(Q)



53

parie toda |z) < lz — yl; lo cual implica que

SUD i<ty {1 + lﬁ—}%ﬁg—'} < o {I IQDS)QI + 1} .

¥Fsto nos da
[fi( (z) = f (y )i

—vya- nte [ |2 — 2]
Ai.f,—yv’z (@) 3 2 E{m+1}
(=2 o)

V=D

AN

k
k2 Ale —yf ST (@)Y (4
ym—ro jez”
k

= ¢c(n.e)Alz __ylﬁ Z (z_v)afﬁ

v=—00

9—H{a-B)
1— 9a-8"

i

= clng) Als —yf’

donde usamos la siguiente desigualdad (la cual fue probada dentro de la
deinostracion del teorema 1.18)

S Bl s e ph v = elae

HQ)=2—v

Ademas dado que |z — y} < 27*, entonces 2% < |z — y|™*; lo cual implica
que 280 0) < p — y|°7’6. Esto nos da

i)~ il <clneaf) Alz |z — y1* = cAlz —y|*.

Estimacion de f,. La estimacién para f> se sigue directamente de (2.14):

D> lsallmg ()]

v=k+1 £{Q)=2-"

> % alier i Bzl

v=k+1 {Q)=2-*

fa(z)

A

AN




— 5 L8 o) | — 2]
S ell@ {1+ (Q)}

o= k+li’(Q) 2-v
<4y ¥ ot {1+ Esal
~-k+l£(Q =g-v (@)
_ | |z — =g}

- 4 R =
v;lB(Q)Z.:?" E(Q)
Ay k)
20 @
< ¢(me)A Z 27,

y=k+1

donde se volvié a usar la desigualdad arriba mencionada. Pero

v=k-}1 2‘] —1
Por lo tanto
—Fkoe

= ¢(n, a,e) A2

If2 ()] < C(n,g)Aza —
= c¢(n,a,e) A27FHNA98 — o o g) ADTAD)

Pero como a > 0y 27¢+D < |z — g, entonces 24D <z — 4% Tsto
nos da
@) < cnme) Ale - yl°.

Por lo tanto
|f2(2) — fo (W] < fal@)| + [fo ()] S cAlz~y|".
Asi, el teorema queda demostrado,

Como hemos notado, Unicamente prosentamos los aspeclos formales de
los argumentos de estos teoremas. A conlinuacién discutimos sus interpreta-
clones y sus resullados de convergencia.
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(I). Sobre la convergencia de las representaciones molecular y
atémica de elementos en A, .

En los teoremas (2.7) y (2.13) consideramos las series ZQ sg0g ¥ ZQ somao,

respectivamente, como expresiones formales. Ahora discutirernos el sentido
en el cual estas series representan elementos f en A, . Comenzamos con la

siguiente observacién: dado que / @ = 0 (propiedad (4} del lema 1.1) se

sigue que sl reemplazamos f por f 4+ ¢, ¢ una constante, en la férmula de
Calderdn

o

1@ = [ror D@

0

la descomposicién atémica suave resultante (igualdad (2.8) del teorema 2.7)
de f + ¢, precisamente serd la misma como la que obtuvimos para f. Esto
es apropiado y no es sorprendente para funciones f €A,, dado que Aq es un
espacio de funciones mdédulo constantes. Esta “ambigiiedad” no es impor-
tante para la teorfa L? (R") que se desarrolls en el capitulo 1, puesto que las
funciones constantes distintas de cero no pertenecen a L* (R*). Como una
consecuencia, podrfamos suponer que lo mejor que podemos esperar para la
convergencia en {2.8) es que, para cada f €A,, existe una constante ¢ tal
que f=¢+ Z sgag. Resulta que la situacién es mds complicada: en un

sentido, la convergencia de csta tltima es “mddulo constantes”. Hagamos
esta afirmacidn mds precisa
Comencemos examinando la convergencia. de la serie E o 50 cuando

A =supg|spll@ 72 < oo,

y mg satisface (2.14) y {2.15) para 0 < a < <1y e > 0.
Sabemos que

Y somglz) = D > some(2)
Q

v=—00 Q)= 27"

= _Z Z stQ{$)+z Z somq (z)

v=—00 £{{})=2"" v=—N{Q=2""
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para toda N & Z,. En consecuencia, para cada v ¢ Z, por (2.14) y por la
hipdtosis, se ticne que

> lsgllme (2)|

Q=2

. “% N |.’E . Q:Q’ ——E
S sell@l {u—m) }

(@)=

_ S SUNES PO . )
= 5 tsallerEigre {1, el

Q)=

| gt

da=2—

3 (ot

£Q)=2-

IA

IA

Pero en la demostracién del teorema 1.18, en el capitulo 1, se probé que
{ |z — zq| }“H
> fiskzd
£
(@)= (@)

est4 dominada por una constante ¢ que es independiente de v. En particular.
para todo N € Z, se tiene que

S Y lsllme@@)] < ed ¥ 27 = A 2oV [Zfi 1]

v=—N E(Q}: g-v v=—N
= cA 2oV,

IA

lo cual nos da la convergencia de la parte de la suma Z sgmg (z) que involu-

cra solamente cubos “pequefios” (aquellos con lado no mayor que 2V). Sin
cmbargo, esta cstimacién no nos da informacién de la surna complementaria

Z Z sqmq (z
v=—00 (Q)=2""

IDe hecho, no es difieil dar un gjemplo donde sc muestre que esta dltima
serie no converge puntualmente.
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Presentaremos este ejemplo después de probar que hay una manera de
obtener un elemento f €A, que estd representado por la suma ZQ Sgmeg.

Més precisamente, veremaos que si
frn{z) = Z Z sQmq (z
V=N {Q)=2""

Io cual tiene sentido porque la serie del lado derecho es absolutamente con-
vergente, entonces existen constantes {cy}, N > 0, tales que la sucesién
{fx{z) — e} converge. Ademds, la funcién limite obtenida pertenece a A, .

Definicién. Para un punto p € R", se define
frnpl®) = fu{z) — fv (p),
para cada N € Z, U {0} .

Como ya sc indicd, los miembros de A, son clases de equivalencia y
fap(z) es la funcién equivalente a fy que es cero en p.

Lema 2.16
Para cada x € B" fijo, la sucesion de nimeros complejos
{fnp(z)}, N 20,
c5 una sucesidn de Cauchy.

Prueba. Sea z € B™ fijo. Sea N, € Z, tal que jz — p| < 2%, Entonces
por (215) ysi Np < M < N, se tiene

g (2) — farp (@) = v (&) — far ()} — {fw (D) — far (D)}

|—ar-1 M1

=12 D eamel)= 30 30 somalr)

[v=—NH)=2"" v=—N Q)=

—Af--1
<> > isolimo (@) —mg ()]

(=N ((Q)=2-"

-1 Im-—z—I —(n+e)
< Z z 150l 19172 { g(QpJ} SUP|z|<|z-p| {1 + E(Q)Q }

v=—N {Q)=
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a1 . —{n+e)
< A > @) lw - plPsupp<io—s { L+ L‘e‘(m'Q }
=N f(Q): 2-v
ﬂﬁ -1 wp T-Z—reg ~{nte)
= Alz - p| }:(?ﬂ Ejsmmmmﬂ{1+ () } '
v=—N {Q)=2-~

Pero, para todo cubo @ involucrado en la suma anterior
|z —p| <2 < oM <oV = 97N 97 = £(Q);
en consecuencia

< |lz—z—zg|+ [z £ |z — 2z —zg|+ |z — pl
< lo—z—m0| +£(Q)

para todo [z| < |z — p|; de donde

Jz — zq] | 2=zl
@) “52{” ) }

para todo |z| < |z — pl; lo cual implica que

22— 2\ " _guie [l %0l 1T
SUP|e| <|w—p| {1 + W)i < 2™ W +1 :

Esto nos da

|fN.P (z) — farp (m)l

—M-1 o . e
< Al -pf 3 @) 3 {lQE(Q)QI +1}
v=—N H(Q)=2"v
—M-1 ,

< cmeyAlz—pff Y (@),
v=—N
Pero
—M-1 B v
_aya—f o(MA1)(a—f) _ o(N+1){«-8)
2, 7 - 1 2ad

o(M+1)a—F) oM{a—p)
< < ,
S S T
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por que a — 3 < 0. Por lo tanto
e (2) = farp (@) < e(n e, B,6) Al —pf" 2P 0

cuando M — oco. Asf {fw,(z}}, N >0, es de Cauchy. Desde luego, el valor
de la constante ¢ cambia de una desigualdad a otra. El hecho importante es
que el dltimo valor de ¢ depende de o, B, y n. R

Obsérvese que estas estimaciones, las cuales dependen de |z — p{‘ﬁ , IO NOS
dan una condicidén de Cauchy uniforme. Sin embargo, obtenemos una funcion
limite f, tal que

fp (I) = limNﬂm fN,p (2.) .

Proposicién 2.17
La funcién f, (z) es un elemento del espacio de Lipschitz Aq .
Prueba: Sean z,y € K"

1fp (2) = fo ()] = limpoo | favp () = fivp ()} -
Pero

|fN,p (1) = fnp (y}!
= I{fN () — fn(p)} — {fN (v) — fnv (P}
v (=) = fv ()]

= > Y sei{mo(s) —moy)}

v=—N ((Q)= 2"V

ST > lsglimg () - mg ()| < cAlz —yi®,

v=—N{Q)=2""

A

donde esta ultima desigualdad se obtiene por el misme argumento que se
utilizo en la prueba del teorema 2.13, y donde ¢ y A son constantes indepen-
dientes de N. Por lo tanto

|fP (.’L} - fp (y” < A%CAlemyla = cAlg;__yI“. B
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La dependencia de la funcién lfmite f, en la cleccién del punto es fécil-
mente vista por la igualdad

(2) fo(2) = fp (@)~ fp(a),

la cual es consistente con la propiedad f, {(g) = 0. Esto se sigue de la igualdad

fN,q (LE) - fN,p (-T) + .fN,p ((I)
= {fn @)~ v (@} = {fw (=) — v ()} + {fn (0) = fu (p)} =0

y haciendo N tender a oo,
Reunimos estos hechos en una versién mas completa del teorema 2.13:

Teorema 2.13°

Supoéngase que 0 < o < F < 1,0 < ¢ y que, para cada cubo diddico
Q C R", mg satisface (2.14) y (2.15), y {sg} es una sucesién de escalarcs
(indexada por los cubos diddicos) tal que

A = supg |sg| |Q|7%"% < 00,

Iintonces la seric
> samg
Q

representa un elemento de A, on el siguiente sentido: para cada N € Z,; la
seric

> sqme(z)

{Q)gan

converge absoluta y uniformemente a una funcién fy (z) en A, de norma
fwll,, < cA. Ademds, existe una sucesién de constantes {cy} tal que
{fn (2) — cy} converge puntualmente a una funcién f (z) para cada x € R*
v f €Aa con norma ||f||, < cA. La constante ¢ = ¢(n,a, 8,£) ¢s inde-

pendiente de la eleccién de las sucesiones {sg} ¥ {mg} (quo satisfacen las
condiciones mencionadas). La funcién f es winica en cl siguicnte sentido: si
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{fa (2) — dn} es una sucesién que converge a g (z) {puntualmente)}, entonces
g{xz)y = f(z}+ cte. Podemos escoger {cy} = {—fn (0)} tal que f(0) =0 (o,
inds generalmente, {ex} = {—fn (p)} para cualquier p € R®).

Hemos probado todo, excepto el hecho de que g (z) difiere de f{z) por
una constante. Pero esto se sigue de nuestra construccion:

ey —g(z) = fpl(z) —Hmye {fn (z) — dn}

HiMysoo S p (8) — iy soo { fiv (2) — dn}

limpy oo {far (&) ~ v (P)} — limy—oo { v (2) ~ div}
Uy e {—fr () +dn}

i

l§

Pero ¢l ultimo limite existe y es independiente de z. Por lo tanto g (z) =
f(z) + cte.

Se da el ejemplo prometido mostrando que la serie Ze(quN somag (),
en general, no converge.

Sea (Qp el cubo diddico de lado uno con el origen como su “esquina in-
ferior izquierda”. Claramente, es posible construir una funcién m(x} que
satisfaga (2.14) y (2.15) para @ tal que m{z) > § > O paraz € B, (0) =
{zxe & :]z| <7}, para algin » > 0 pequefio. Para cada v < 0. sea
m. (z) = 10177 m (2z), donde @, es el cubo diddico de lado 277 con
o] origen coma su “esquina inferior izquierda”.

Proposicién 2.18
mg satisface (2.14) y (2.15) para Q,.

Prueba. Como m(z) satisface (2.14} y (2.15} para Qo, g, = 0 ¥
F{C)y) = 1, entonces

mo, (@) = |Qu| 7% {m (2°2)]

< | {mor% {1+——'2”§<22$Q°'}_ ]

= 1Q,[7F {1+ 2%}

_ -1 lz = 2q. }née
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para todo x & R,

lmag, (13?) —mgq, (y)]
|Qu] ™2 Im (27) — m (2°y)}

@7 {Pv_g(c_gﬁz)&”} SUP|z|<2vlw—y] {1 + W_”{E;(;_;)_wg,i}‘"*s

-L e
™2 {27 | — yl}” SUDja<zope—y {1 + (272 — 2|}

— A i -

para todo x, y € R?,
Para los otros cubos diddicos @ sca mg (z) = 0. Con 0 < a < B, sca

IA il

Il

=@, |" 3 ¥ sg = 0 para los restantes cubos diddicos. Asi

0

Y sqmo(x) = Y. sqmg,(z Z |Qul**2 mg, (2)
)

v=—00 UY=—00

- ): QW m () Z £(Q)*m (2"5)
0 oo
v=-00 =t

Pero m (27 ) > 4 > 0 para jz| < 2°r, v > 0. En particular, m (27%z) > §
para x € B, (0) . En consccuencia

Z sgmg (=) > Z 2¥98,
L) >2N y=N+1

lo cual muestra que la scrie de la izquicrda de esta desigualdad diverge uni-
formemente a +oc en B, (0). W

(II) Convergencia de la integral en la férmula de Calderdn.

Hemos visto el imporlante papel jugado por la férmula (1.5) en nuestro
estudio de los espacios que hemos considerado. En el teorema 1.4 del capftulo
1, observamos que la integral asociada en esta férmula puede ser considerada
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como un L2—l{mite. Sin embargo, necesitaremos examinar el significado de
la férinula mds cercanamente cuando la usemos en otras instancias.
Un conjunto natural de condiciones bajo los cuales la transformada de

A
Fourier inversa de una funcién f es estudiada, es cuando f y fe L' (R").

A
En este caso f es continua y (después de la modificacién sobre un conjunto

de medida cero) asf lo es f. De esto se sigue que la transformada de Fourier
v

A
inversa es vilida en todos los puntos: ( f) (z) = f (z) para todo z € R™.

No es sorprendente, dado el papel jugado por la transformada de Fourier, que
bajo las mismas hipétesis lo mismo es cierto para la férmula de reproduccion
de Calderén:

Teorema 2.19

A
Sup6ngase que f y fe L' (R"). Sea ¢ € L' (R") de valor real, radial,
[e=0smechiy

7[«2 ) % -
0

st ( € E" — {0} . Entonces

§

B0 05 o (2) = i, 500 ] (oo D@5 = [ )

£

para toda z € R®, siempre que f sea el representante continuo de la clase de
equivalencia determinada por f en L' (R").

Prueba. Probemos que f.; € L' (R*) para toda ¢, ¢ fijas. Es claro que
fes es medible. Sélo resta probar que § f. 5]/, < 0.
Por el teorema de Tonelli se tiene que

f‘n'f“f’ —/?nfﬂ(‘ﬁa*%*f)(w)ig?dx
[ [ ecrws n@asts

| feslipn

fl
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Pero como el soporte de ¢, estd contenido en B3, (0), entonces por la
desigualdad de Young se tiene que @, * ¢, % f € L (R™) y

]%uw*%*nmnm = Jlouk @0x fll < el £l
2
HellZa (11

il

Por lo tanto

dt &
I feollin < Nl ”f”L‘f — = ol £ In = < o0,

Dado que f.s € L' (R") podemos calcular su transformada de Fourier.
Entonces, por el teorema de Fubini y las propiedades de la transformada de
Tourier de una convolucién y una dilatacién, se tiene

Fs @) = | fes(@)e™as

= / {fa(%*sot*f)()%}6"2”‘“‘%3;

-2z dt
= // (g f)(2)e 2 ‘:d:z:——]L
R® 2

- /(%*%*ﬂ()“

t

[ e} to%=fo[ [pe]L

Por las hipétesis cn ¢ se tienc

i

A a
nuo‘s | ‘ 6 )’

1A

'f@‘ A%k ‘f@ﬂ

0

In consecuencia

‘/‘]Rn
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I
Por 1o tanto f, & L' (R") para todo ¢,6 fijos y, en consecuencia, por la
transformada de Fourier inversa

A

F@) = fuslo) = [ - ?5,6]\/ (=)

para todo z € B", i
Sea z € B" fija. Desarrollando el lado derecho de la igualdad anterior y

A
usando la expresién obtenida para f, 4, se tiene

Jz) = fes (=)

1l

[ = Fa o] em=cac
[ {fo-Fo [ o]t e

o {1 -/ ool %f} g2t

- [ hos (€ 3) dC.
er

I

Ahora, como
phestcol= |7 ©f |- [ [Beo] % <2]f o)

A
para todo £, 8, dado que fe L' (R*) y ademds
limsv—u{)‘é——»oohs,é (Cs I) =0
para toda ¢ € B™ — {0}, entonces por ¢l teorema de convergencia dominada

M, 05c0 |f (2) — fos (2)]
h'mg_.(]j_,oo /Qn h's,ﬁ (C SC) dg

1l

= / lil’ns_.o,g_,wh,e,,s (C, :E) d( ={.

3n

Por tanto el teorema queda demostrado. W
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IIabiendo cstablecido que la formula de Calderon se cumple en el sen-
tidlo puntual para funciones f suficiecntemente bonitas, ahora investigaremos
la razén de la convergencia de la integral asociada cuando las suposiciones
adicionales son hechas sobre f.

Lema 2.20

Supéngase que g € S(R™) y ¢ € SH(R") = {feS(R"): ff=0}.
Entonces paraeada M e Z,. y D <t <1,

(% 9) (@)] < et (14 )™,
donde ¢ = ¢{g,v, M,n).

Prueba . Dado gune 3 iienc media cero, tencmos

(hy*g) (x) = . e () {g(z—y) —g(x)}dy
B (flyld%l +f|y,2%l) W, () {g e —y) — g (x)} dy
= I+1I.

Estimacién de 1. Como |y| < %l tenemos que L;—l <lz—wy £ %ja:] y
dado que g € S (R")

lg(z—y)—g(@)| = |Vglz+y0—1)]yl
= |Vg(z—2)|yl < |yl Sup|z|<l%l Vg (z —~ 2)|,

donde z =y [l — 8] y 0 cs algiin valor entre 0 y 1

Por otra parte, por ser g € S{R"), |Vg(z — 2)| < e(g) (1 + |z — 2)
para toda M € Z,. Ademds, como [z| < |y| < L;”i se sigue que |@ - 2z} >
|| — |2 2 %’[; lo cual implica que fz — 2+ 1 > &l 41 > (14 z]). En
consecuencia (jz — 2|+ 1) < 2M (1 + lz[)~™.

Asi, usando todo lo anterior sc tienc

—Ar

lo(e—9) =g @) < elo)ylsupcz (1+1z—2)™

2Me (g) [yl (1 + J=) ™

A
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pma toda M € Z.. Esto nos da la estimacion
s [ @l -g@id
|yl < 2t

< cla MR [ il

ful<5
_ A U\ |¥| Y
= (g, M) (1+zl) t/lyl<%1 v (1)) |4 %
= clo M W+1al)™e [ ol

Rn

IA

clg, ¥, M) L (1 + 2y,

pucsto que i € S5 (R™) e integrando en coordenadas esféricas

] o ()| ful s < .

RI’I
Estimacion de II. Para esta estimacion hacemos uso del teorema del
valor medio (aplicado a g):

[ < f >m|1/)5(:u)l|.c,'(:cfy)—sr(«'s)ldy

= 2

= /mz‘ﬂ b (W) Vg (2} fyl dy

2

dy
tn

Il

¢(g)t [ [ ()] ] o,
[wz 2l

donde z = 2 + (6 — 1)y, para algin 0 < 0 < 1.
Dado que 1 € S5 (R*), entonces | (w)] < chw|™ M~ para toda M ¢
Por lo tanfo, usando lo anterior e integrando en coordenadas csféricas se

widon

tene

1 < c(g,q,b)t/ |w|_’l_‘ud'w

1=
I'-UfZﬁ
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= ctae | [ iy (o)
Jogn-t lij

)
c{g,%, n)tfu r My = o (g, n, MY ML g7

2

siempre que M > 0 (si M =0, la eslimacién es obvia).

Si %[ > 1, entonces la dllima desigualdad no excede a t (1 + ||}~ veces
una constante {dado que 0 <t < 1).

Si |z| < 1, entonces |z| + 1 < 2; lo cual implica que (|z| 4 1)7 > 2°M,
En consecuencia

< e@ef Wil

< o)t [ )l fuldw
Rn
= clg )t <clgw)e(1+a)) ™.
Por lo tanto el lema queda demostrado. W

Definicién. Sc define S, (R™) como

se@)={ 7 5@ [arf@in =0 < q

para toda k € Z, U {0} . También sc define

S (R*) = { fe SRy /m"’f {z)dx = 0, para toda vy € Z’;_}

() S (B") .
k=0

Tinalmente probaremos el

f

Teorema 2.21

Supdngase que | € S (R"), @ € S (R"), @ es real, radial y satisface

/ b %=1
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st ¢ € B" — {0} . Entonces f.s — f en la topologia de § (R") cuando £ — 0
v o — o,

Este teorema, como lo veremos, es una consecuencia del lema 2.20 y del
siguiente resultado.

Lema 2.22
Supongase que g € S, (R*} y ¥ € S, (R™) . Entonces para cada M € Z,
yitzl

—~M
(9, = g) (z)] < clg, o, M,n, k)t (1 n |“‘"|) _

De hecho esta estimacion es vdlida para & = —1, si ponemos S_; (R*} =
S(E").
Prueba. Dado que g € S; (R") se tiene que

w,*g)@:)=f?nw!(y)g(xﬁy)dy

—/ Y () g(z —y)dy ~ / v) | D4 )z} | dy
R Iyl<k
_{/ +f } Vo ly) - Y LS (0 (0) | g (@ —y)dy
-yl lz—y|> 13! |vl<k
=J+1I

Estimacién de L Si |2 < |z —y| < &, entonces 2} < |z — 2| < 2.
Consideremos el integrando de [ exceptc g (m —-y). Como ¥ e S(R™) ypor
ol teorema de Taylor en varias variables, se tiene

s - 3 8Ly @)

frl<k

= ey 3 2 ot @i -ns o

I
brl=k+1 T 0

AN

(k+ Dy -2z 3 ]1— (07 (- 2)] d

hl k+1

c(nk)|z - yl 5UP|~f|=k+1,;z|g|z—ya [(67%,) (z — 2)],

A
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donde0<O<1,z=0{x—y) yl|z|<|z—y|.
Pero
r—z

v -2 = o)
= ekl ),
donde T = %%, Ademds, dado que 1 € § (R"}, se tiene

19 ()] S () (1 + )y ™
para toda M € Z,.. Asf

) = ¢~ Plgmy (1)

ni- ¥ L @wyw

lylsk

M
—r—k— r— 2
< e(dkn)lz - ylkﬂt k ISU—PIzIS[m—yi (1 + | ¢ l) .

Por otra parte como |z — 2| > 2l entonces 2 |z — 2| > |x|; en consecuen-
cia 2!”—:"1 > Jiﬁi; de lo cual se signe que 1+ 21"5—;51 >1+ J%l; lo cual implica
que 2 (1 + I‘—”—}’il) >1+ I%l; de donde concluimos que

|z — 2\ =}
SUP|;|<Jz—y]| (1 + r ) < oM (1 + T)

para toda M & Z,. Asf, usando csta iltima desigualdad se tiene

nw- 3 L @)@

[vi<k
-M
< eMtTRL (1 + lf—l) | - y|k+1 .

Por lo Lanto

8

|

—M
s am (1 B) T el
T—yl< g

— A
< ct-“~“(1+'~i) [ oG-ty dy
}Rn

t
Sl?| — A
< gkl (1 + T) ,

&



71l

ya que la integral de la pentltima designaldad es finita y ¢ es una constante

que depende de ¥, &k, n,y M.
Estimacién de II. Consideremos [z — y| > Z. Nuevamente por el teo-
rema de Taylor se tiene

b~ 3 %)— (070,) (=)

<k
k
< E Dy apn S [ 0ok -l
r ikt 1
E+1 B ’
= BN et S [ -0 @) ()]
: bil=kt1” O
S I;a*r?’b” (A’+1) iy__. k+1t~n k-1 Z / 1_
Ir|=k+1
= c(k,pn)ly - z;““ kel
puesto que ¥ € § (R™). Por lo tanto
1) < c (ki) 7 ] by — 2/ |g (z — v)] dy.
fm—yl> 2l
Pero por ser g € § (R*)

lg(z —y)l <clg)la -y

para toda M € Z, . Por lo tanto, usando cooordenadas esféricas y esto 1iltimo.
se tiene

1 < c(!s,n;g,w-ﬂ-k-lf ly — 2" dy
|z y|>'—l

o0
_ Ctn—k—l/ flr_hf"‘r“_ldrdg(y')
Sn—l ]?

[ope]
= etk /1_1 M ge = ok, n, M, g, ) || M R
2

Si x| > 1, entonces
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2 2 2 2¢’

puecsto gue t > 1; en consecuencia

-M
ol < 27 (1 + !f—') ,

de donde sc obtiene la estimacion deseada.
Si |z| < 1, entonces

1] < elk,,n)tt" /

=2 g @ - )l dy

o x
[z—yl>5

IA

ikl f [+ g ()] e < (k7 4, g) £,
Rl’l

por scr g € S (R"). Pero como || <1yt > 1, entonces J%l <} <1 lo cual
implica que 1 + Jfl < 2; en consecuencia

-M
oM (1 + M) > 1.

t

Por lo tanto, usando esto 1iltimo

—-M
'IIlgC(k,np"/):glM)tun—k_l (1_!_%") ia

Corolario 2.23
Supdngase que g € S5, (R”) y ¢ € S (R"). Entonces

f:o (% 9) (2)] d;t' < g, k,n) [1+ =] 5

Prueba., Descompongamos la integral en dos partes

% = [ i@ [ e
= I+1II

oo
0

[ i@

Idt
t
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Estimacion de 1. Aplicando el lema 2.20 con M =n + £+ 1, se tiene

! nkldt

[ i@l < cobpn [ rarph T

0
= ¢lg, k,,n) (1 + |$§)_n_k_l .

[FaN

Estimacion de IL Si |2| < 1, aplicamos el lema 2.22, con M = n+k+1,
para obtener

ol d o0 d
| )@ <clokpm [Tt = ol k).
1

1

Pero como || < 1, entonces 1+ |z| < 2; lo cual implica que (1 + |z]) ™" >
271 de donde concluimos que

2n+k+1 (1 + |$|)—n-—k—1 2 l
Por lo tanto

/::O |y = 9) (E);% <c(g kb, n) (1 + 1$|)-n—k—1.

Sijz| > 1, dividimos la integral en las siguientes dos integrales

oG |} oo
J e g = [T e [ 0@t

Aplicando el lema 2.22, con M = n + k + 2, al primer sumando de la
igualdad anterior se tiene

jz] dt || —n—f— 2dt
/ (e 9) (@) 2 < f gkt (1 121
; t : t n
l=! A
< t—n—k—-l Lind} o
<of e (B) S
l=! k-2
= cf lz| ™t
i

= cle] ™ (ol - 1),
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N ol - ) ‘ —n—k--2 . —n—k—2 ke
yaque LLJ-l-I > ]Tl implica que ('—'"Zl + 1) < (U) vz 2 (| - 1) ¢

2
|z "1 Ademds 1 + [2] < 2|z|; lo cual implica que {1+ ) D
(21z))™*. Por lo tanto

fox{ dt o )
[ @I < el 2t o

= 1+ |z))7"F.

Finalmente, aplicamos el lema 2.22, con M = 0, para obtener

0 dt o i i
[ wa@IF < ef et

|| Jee!

< 2k+n+lc(1+|m|)—n—k—1

IA

y la estimacidn deseada ahora cs obvia. Esto concluye la demostracion. M

Ahora podemos usar el lema 2.20, ¢l lema 2.22 y ¢l corolario 2.23 para
probar el teorema 2.21. Demostraremos que la hipétesis f € S, (R®) nos da
la estimacién

(%) If (@) = fes (@) S ele+3) (L+]e)™
para toda N € Z,, donde ¢ = ¢(p, f, N,n). Esto, desde luego, nos da
10,5 008UPeern (14 [2))V |f (2) = fos (z)] = 0.

Pero &7f. s () = (87f), s y podemos aplicar este dltimo resultado a &7 f
(la cual también debe de pertenceer a Su (R"), puesto que f € Su (R™))
para obtener

1ime g 6—sooSUPzers (1 + 2]} (87 [f — fool (@) =0,

que es la conclucién deseada del teorema 2.21. Asi, todo lo que necesitamos
hacer es establecer la desigualdad (%) .

Prueba de (x).Como ¢ € Sy {R™) entonces ¢ * ¢ = ¢ € § (R"). Ob-
sérvese que ¥, =, * o, ya que

bile) = (pre) @) =t (wr0) (F)
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= (p,*p) (2).
Por otra parte, dado que f € S5, (R"), enfonces f € S(R"); lo cual

A A
implica que fe S(R"); en consecuencia f, fe L' (R"). Ademds dado que
i € 5 (R™), entonces p € L' (R"), y como ¢ cs radial, real y satisface

fo [90 (tC)]th

si ¢ € R™ — {0}, entonces por el teorema 2.19
5

£ (@) = imepmco e (0) = s [ (0% 00 (@) G

Asi 6
f (:E) - ff:,é (SD)

oo &
- [ o n@%- [ v n@

A+ [JwreinwG -1+

donde, por el corolario 2.23, las dos integrales convergen absolutamente.

Podemos suponer que 0 < e << 1 <0 < co.
Estimacién de 1. Como f € S{R*) y v, € 5 (R"), entonces por el
lema 2.20, con M = N, se tiene

N2 [ lerern@F e[ o]

= ee (U [af)™
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donde ¢ = c(f, ¢, N,n).
Estimacién de IL Silz| < 1 y como f € Sy (R"), o, € S (R*), en-
tonces por el lema 2.22 con M =k =0

(@ x ) (@) < e(fipymyt™

lo cual implica

[ e @IS < et [~

= e(fpm)s™

Pero como |z} < 1, entonces 1+|z| < 26; o cual implica que (1 -+ |z|)™" >
(26)™" . En consecuencia

IA

57 < 27 (14 fol) ™ < 20 (1 Jaf) ™
cuando ¥V < n. Asf

M / eerer D@ < () 87 (L ™

Si N > n, aplicamos el lema 2.22 con k = N —n y M = 0 para obtener
® dit * -N=2 —N--1
Moo @G <e [ e

Nuevamonto usando el hecho de que |z| < 1 < §, se tiene que §7
N(1+z|)"" y obtenemos

(') f:ol(sot s ) (@)L <e(M,n, f)6 (L+12)7Y,

csta desigualdad, desde luego, incluye a (1} .

En consccuencia, podemos suponer que |z| > 1. Si, en este caso, 1 < jz| <
§ nuevamente aplicamos ¢l lema 2.22 con M =0y &k = N — n para obtener
(1) . Finalmente, si |z| > § aplicamos el lema 2.22 con M = Ny k=N —n
para oblener

—-N
(pox 00+ ) @) < el £, N,n) 1 1(1 e ‘) ;
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o cual mmplica

[ ernsn@lg
[T (1 E)
= c{ rlﬁrf:}t‘”‘?(lﬂtﬂ)wdt.

Consideremos la primer integral. Ahf{ § <t < |z|; asi

1A

—-N
o (1 BN ey <o

En consecuencia
= A -2 7| N o N N 1
/ T (1 + —,‘f—) dt S f |.’EI— t—zdt = [’.El_ (5_5 + |llm ) .
é ]

Consideremos la segunda integral. Ahié < jz| < ¢ < oo, entonces 1—%—@ >

N
I; lo cual implica (1 + %) < 1. De donde se deduce

> -N oo
/ g2 (1+|—ii|) dtg/ V24t = c|z| ™V (671 4+ {z| 1)

'] iz

Por 1o tanto
= dt N -1 —1
Moo D@ < clel™ (67 +1al).

Por otro tado como 1 < § < |z|, entonces 2 |z| > 1+ |z|; lo cual implica
(21z]) ™V < (1% |2])™ . Ademés 67!+ |2| ™" < 267", Asf usando esto ltimo
se tlene

N e - N _
elel™ (67 + =) = CooR o™ (67 + |27

e{L4 )™ (67 + x| )
{1+ |z))™ st

[FANRN VAN
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Por lo tanto, usando las cstimaciones de I y II, se tiene
I (@) = fea ()] < 0 (1 ()™ + 670 (Lot fal) ™

donde c es una constante. Haciendo ¢ — 0 y § — oo, sc obtienc (). M

Definicién. Sean f € D’ (R") y g € D{R"). Se deline la conwvolucidn de
F vy g como

(f g} {z) = (f.7.9)

donde g (2) = g (~=z) y [r=9](y) =G (y — 7).

Corolario 2.24

Sifed(R")yg€ Se(R"), enlonces

(fs.ﬁsg) = {f,,%.é) - (fvg)

cuando £ — 0y 6 — oco.

Prueba, Probemos primero la igualdad. Por el teorema de Fubini y la
definicién de la convolucién de una distribucién con una funcién en el cspacio
D (R"), tenemos

(fe.ﬁag) - fs,& (m)g (:E) dz

Rn

- fmn/ig(m)[%*(p‘*f](ﬂi) f—?dm
fafmng(m) [0, % 0, * f] (m)dm%

f fR“ <fyTa: (,Ot*(pt)>dw___

/ / ([ (oo @) a (=) d:,;?

J gd Rm

Soa e : R* — § (R") definida como a (x) = [ (1o, ¥ 2,)] g () . Se puedo

verificar que @ es Lebesguc integrable en S (R™) y como f € S (R"), entonces
por el teorema 2.3 se tiene

(fs,ﬁ,m:fi <f’jR.. [ra (0% @)] 9 (= )da:> tif

i

i

It



Pero por ser o radial, @, * ¢, es par y ademads

[ 9@ e (ds
= [ s@@TR) (o)

- [ 0 (5) (= 0) (@ — ) do
Rn

= | 9@ el o)
= (pxpxg){).

Por lo tanto

dt
-

1)
eorg) = [ ook i* )

Sea y: (e,6) — S (R"), con (g,6) C R, definida como «y (£) = ¢, xp, * g

Se puede verificar que + es Lebesgue integrable en S (R™) y como f € §' (R™),

entonces por el teorema 2.3 se tiene

d dt
fetr) = (£, [ 0o 907 ) = Urgus).
Dado que g

€ Sx (R™), por el teorema 2.21 se tiene que ges — g en la
topologia de S (R*) cuando ¢ — 0y § — oo. Asi

{fes,9) — {f,g) cuando & — 0y § — oco.

En consecuencia, para toda f € §'(R"), f.s — fcuandoe = 0y § — oo
en S (R™) = S/(R™) /P (R™}. Esto es, la férmula de Calderén converge en
5'(R"} en el sentido de convergencia en S’ (R™) mddulo polinomios. M

Este hecho general es suficiente para justificar la mayoria de los usos de
fa formula de Calderdn.

Resultados mds precisos pueden ser chtenidos usando las estimaciones
anteriores.

Corolario 2.25
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Sca ¢ como en el teorema 2.21. Si f satisface que

[ V@0 i < oo,
para algiin k en Z, & > —1, entonces

li =
coim fes =f

en 8’ (R*) /P, ("), donde P (R} es el conjunto de los polinomios de grado
menor o igual a k.
Ver [6].

Aplicando este Gltimo resultado a f €Aq, 0 < & < 1, y el hecho de que
f{z) = O(]2|*) cuando |2| -+ oo, se tiene que

[or@orea={] o f Lyeiurin e

donde k > 0 cs muy grande. Es claro que la segunda integral de esta de-
scomposicién es finita y la primera integral también lo s, pucsto que

[ @)
lz|>k

— e f Ll
= /|z|>k(1+|m|)—n— e

= c/ j (1+ ?')""”H'a rdp (') dr
k Sn—1

X
< cf (147" % dr = ck*! < co.
&

Por lo tanto
/Rn If @) (1 + |2)) ™ ' dz < o0

En consecuencia, por el corolario 2.25

fs,ﬁ — f

en 8" (R") /Py (R*}. Esto es f. s — f cn S’ (R™) mddulo constantes, que cs
lo que se queria probar puesto que todo elemento del espacio de Lipschitz
estd en el espacio de las distribuciones temperadas.
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DESCOMPOSICION DE 3,"

Enfoquémonos en espacios de funciones que se comportan de una forma
patticularmente simple bajo la accién del grupe de dilataciones (por los
ndmeros reales positivos} y el grupo de las traslaciones (por elementos de
"), El primer grupo mapea f (z) en fi{z) = ¢t™f (%) paracada t > 0.y
el segundo grupo mapea f(-) en f (- — h) para cada b € R™. La norma del
espacio L' (") goza de las siguientes propiedades:

(3.1) I fll, = | f]l, para toda ¢ > 0;
v
(3.2) £ (=)l = |If]l, para toda h € R™.

Supéngase que B es otro espacio de Banach, continuamente contenido en
el espacio de las distribuciones temperadas S* (R™), cuya norma |-z = |||
satisface {3.1) y (3.2). ;Cual es la relacién entre B y L' (R")?. Es fdcil
ver que, bajo suposiciones adicionales muy ligeras, B debe de contener a
L'(2") y el mapeo inclusién debe ser continuo. Por ejemplo, supongamos
que yp € B, donde x, es la funcidn caracterfstica del cubo unitario

QG: {$:($1,$2,"‘,$n)30§$i S l)’i‘=112;3)"'1n}-

Entonces, de esto se sigue que L' (BR") ¢ B y el mapeo inclusién es
continuo (¢ : L' (R®) — B). Probemos esta iltima afirmacién.

Prueba., Sea f € L'(R") y 0 < ¢ < 1. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que ||fll, = 1. Como f € L' (R™), entonces existen u; € Z

y escalares s tal que
e; = E 5QX0
HQ)=2""1
satisface
If el <e,

donde xg (z) = X (%) es la funcidén caracteristica del cubo diddico @

cuyo lado tiene longitud 27* con esquina inferior izquierda zg. Dado que
X 5 una traslacion seguida de una dilatacidn, entonces xo € B; lo cual
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implica que sgXq € B;en consccuencia ¢, € B. Repiticndo el mismo proceso,
podemos encontrar un entero ug > 4 y cscalares sg tal que

Q= ), saXo
fQ)=2"2

satislace

”f i "32“],1 < g

el cubo diddico ¢} cuyo lado tienc longitud 272 con esquina inferior izquierda
xg. Continuando de esta manera, obtenemos una sucesidn de enteros u; <
Uy < - <y < -y funciones

€ = Z 80X

oqQ)=2"

tales que || f — fil ;1 < €™, donde f,, = ch.
=1

Obsérvese que ’

fesllpe = W= fimrtf—f

5 —f

n
pH S fll <& e+ 1)

1A

leslmn =1l D, saxe = > |sqll@l.

H{Qy=2"" L (R") =2
En consecuencia
> lsellQ <&t e+ 1).
qQy=2"""

De esta ultima desigualdad se sigue que {f,,} s una sucesién de Cauchy
en B : 8i m > k, entonces usando 3.1 y 3.2 se tiene

I

m
< Selle= Y0 Do soxe

g J=kil F=kt1 || og)=2"" B

”fm - fk“B =

m
D@
J=k+1
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EE: EZ: |SQ|”XQ“B

7=k gQ)=2"
o),

- z Z |8Q5
SIS |sQ||cz|Hr?(c;n”‘Xo(%fam)g )

1A

=kl g

J=k41lyg (Q)=2" B
M
= Z > Isoll@xolls < xolls > & e+ 1)
r=ktlgoy=2"" J=k+1

].—Emik 14+¢ &
= , | — [
ol e+ 1) [ 1557 e < ol (175 )

puesto que 1 — ™% < 1.

Dado que el dltimo término tiende a cero cuando & tiende a infinito,
cntonces {fn} es una sucesién de Cauchy; lo cual implica que existe una
funcidn g € B tal que

fm — g en B.

Ademss, dado que B est4 continuamente contenido en S (R"), {fn}
converge a g en el espacio de distribuciones temperadas, es decir

fm — g en § (BY).

Por otra parte, sabemos que ||f — full, < €™ Si m tiende a infinito,
entonees || f — fm|l; tiende a cero. En consecuencia

fm — [ en L'(R™).

Pero, por un resultado de teoria de distribuciones, se tiene que L? (R")
estd continuamente contenido en S’ (R™*) . En consecuencia

Jm— f en § (BRY).

Por otra parte se sabe que § (R") es un espacio vectorial topolégico
Hausdorft; lo cual implica que f = ¢ Por lo tanto f € B. En consecuencia
it (Y c B
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Sélo resta probar que ol mapeo inclusion 7 : L' (R™) — 3 cs continuo; es
decir, probemos que

Ifllz < ellfliz paratoda fe L'(R"}.

Sea f € L' (R"). Obsérvesc que nuesiro argumento muestra que

™
lfnlly =D e <Zuegug SIS sox
=1 g = =1 fe(@y=2""3 B
m
< Z Z |3Q|||XQ||B Z Z lsg| 1@ lIxoll
=t g@y=2- j=1 E(Q)—2_"J
m
= ||X0“BZ”‘33||1~ 1+¢) ||X0”BZEJ '
_|_
= (149 Iollp

Haciendo m tender a infinito y como f,, — f en B, entonces || funll; —

Ifllg,e™—0y 1
t+e
”f“s = ”X()”B 1=

Dado que £ puede ser clegido arb1trar1amente cercano a cero, esto nos da
la estimacién precisa

(3.3) 1715 < xolls = lIxoll s 11l - 08

En lugar de suponer que x, € B, quizds es mds natural suponer que
el espacio de Schwarlz S (IR™) estd contenido en B. No cs diffcil adaptar el
argumento anlerior a esta situacidn para obtener el siguiente

Teorema 3.4.

Supéngase que (B, ||-];) os un espacio de Banach continuamente con-
tenido en el espacio de las distribuciones temperadas. Si la norma de D
satisface (3.1), (3.2) y S{R") C B, entonces L' (R*} C B y la desigualdad
(3.3) se cumple.
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Prueba. Por el resultado anterior es suficiente probar que x, & B. Sea
o & S(E") tal que Sop ¢ C Qo,0 < d <1y |lxo — @li,: < & Hacemos una
construccidn mductiva. similar a la gue se realizé antes, para obtener una

suces:on de funciones {fm} en S (R™) tal que

fm—x, en B y fm—>x0 en L'(R").

Comenzamos con e; = ¥ v €3 = ¢. Sea 0 < £ < 1, entonces afirmamos
(e existen enteros u, < uz < -+ < gy <00, y coeficientes {sg} , asociados
con los cubos diddicos @, tales que las funciones

Cm = Z 8QXo

£Q)=2"um

Em = Z 5q%g,

£(Q)=2m

donde g (z) = & (EEES?) ym=2,3, -, satisfacen
(1) ”EmHLl S Hem”Ll S (]'n — 1) (1 + E) E'm—l;

(i) o~ Fal, < b+ (m = 1)e]em,

brts

donde f, = Z'é,. Para obtener estas funciones para m = 2, primero esco-

{=1
gemos up > 1y una funcién escalonada

ey = Z SQXq

£(Q)=2"2

Xo = € — eall;: < &% Entonces

(e satisface

leall o = llea — xo+ € + X0 — €l
lxo— € —esllpn +lxo — &l <e(e+1).

[FAN

Probemos (i}). Por la dltima desigualdad obtenida y el hecho de ser Pg <
X $€ tiene
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el = Z 5Q¢g N Z |9Q|”¢Q|

L1

E(Q)=2_"2 FA E(Q)=2—'"2

= % bsol[ do@des N sl [ xol0)ds
£(Q)=2 vz R {Q)=2""2 R

= 3 IsellQl=lleslly <ele+1).
f(Q):‘Z““Z

Para ver que (ii) se cumple, observemos que

Il

lfxo — € — & — ez + e2|

lIxo ~ € — eallza + llex — &l
e+ ez — eall 1 -

”Xo“fz

g

IA A

Pero por ser la norma de L! (R") invariante bajo traslaciones, dilataciones
y por la definicién de ¢, sc tiene

llez — &2l
= Z 30 (XQ - ¢Q) (z)
(@22 U
< D0 lsalllxe — ol
YQ)=2"12
= |sol [xq — ¢o] (z)da
E(Q)g‘;““z ) / w0
= s -n T-2) _ 4(f-%e
i el [, {20 o (S5) - ¢ (o) } o
= Y lsell@ixo — #ll = llxo— dllsa lleall -
fQ)=2 v

Por lo tanto, usando las estimaciones de ||xo — ¢ll;1, lle2ll;: ¥ la dltima

desigualdad se tiene
o~ &, <&+ o= llsllealle S @+).
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Supongamos que tenemos estas funciones para m — 1 > 1. Demostremos
que vale para m.
Podemos encontrar ¢, > t,.; y una funcién simple e, tales que

(*) ”xo ~ fm-1— em”L1 <e™

Iintonces, por la hipdtesis se tiene

”Cm”[_,l = ”XO - fm.fl —€m — Xp -+ fm—l‘

Lt

7N

ool o=l

FAN

et ko= F|, <€ [0m— 1)+ (m—2) e
= ™ m-1)(1+¢).

Ademds
Gl = || >0 seto] < > Iselldelliirn
§Q)=2mum g AQ=amum
= 3 bel [ _so@dzs Y lsal [ xqlw)ds
HQ)=2"um " £()=2-vm Re
= > lsollQl=llemllys <e™ ! (e +1) (m 1),
H{Q)=2"um

por que 0 < ¢ < xg y por la dltima desigualdad. Por lo tanto (i} se cumple
para m
Veamnos que {ii) se cumple para m. Por (x) se tiene que

T Y —

< o= Frr—em|| +llem = Bl

Em + ”em, - gmllLl

AN

Pero por un andlisis andlogo al de la estimacién de ||les — €2||;: , se tiene
(e
llem — Enllp < llxo — @lip lemllp -
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Por lo tanto, por ser [iy, — ¢||,. < &£ y por (i), se ticno

”XO - fml

S ™4 lxo —~ Bl Nemll g
€+ e (e+ 1) (m—1) =™ m+ (m—1)g.

I

A

De donde se obtiene (ji}. De esto es ficil ver que {fm} es de Cauchy en
B. Supéngase que m > k entonces

m T e
17-5), = [ s S WEl=3 | 3 s
F=k+1 B =k1 i=k+1 B(Q)::z_“j B
m
< > Y lsallleall
i=k41 Q=2
- _ -
- > 3 wallalfe@me (55
I=k+1 HQy=2"" 8
m m
= 3 3 lsall@llghs =liels D Hesiss
I=ktl gQy=0"" =kt
m .
< ligllp D @ (1+e) (- 1)
j=k+1
m .
= lollz W +e)e - &7 (- 1)
=kt
m oo )
= lglls(1-+e)ed e < llollp(L+e)ey 7
j=k 1=k
o0
Pero Zsj"l Jj es convergente (por el criterio de la razén). Asf, la iltima
jok

expresién de la estimacién de Hfm - fk”a tiende a cero cuando k — oc. Por

lo tanto la sucesién {fm} es de Cauchy en B y como es un espacio de Banach,

entonces existe f € B tal que f.. — f en B.
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Aclends, por (ii}

on — fm“Ll <e™[m+(m—1)¢g].

Si hacemos m tender a infinito, entonces
e m+ (m—1)e} =0,

por que 0 < = < 1. En consecuencia f,, — g en L1 (R?).
Pero por hipotesis B estd continuamente contenido en S (R"), entonces

ﬁ,; — xp en S'(R").

En consecuencia, por ser &' (R™) un espacio vectorial topoldgico Hausdorff,

[ =xp Porlotanto o€ 5. &

El espacio L' (R") no es apropiado para muchos problemas en andlisis,
Muchos operadores Importantes no son acotados en L' (R"). Por ejemplo,
este es el caso con la transformada de Hilbert H, definida por la igualdad

= 1 c — oA M.
Hf (.’.C) 1Mz 0 fl e dy

= limEﬂOE/E | f(y) d?J - llmg_.,(]f ( )

T r—y
Si f = Xy, entonces Hf (z} = %En(:?i!) para |z| # 1. La prueba es

como sigue.
Siz ¢ [—1,1], entonces

! X
Hf(:;;):lf dy :u:};{mp—u Injz+ 1]} = (:;1:)

T4 4Ty

Siz e (—1,1), tomando ¢ lo suficientemente pequedia se tiene

— 1 _
fo(z) = —f md‘y
7 lz—yl»e L Y

1 —€ 1
_ I / 4 +/ dy =lln [:c+1|).
7 1 -y ere Y T |z — 1]
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Por lo Lanto

. ~ 1 x4 1 )
lim,_o fe () = ;T"ln ([Ifn_i;ﬂl) , 8 |z| # 1.

| + 1] 2 1 1
1 =hn|l+ ——|x — = —
“(lm~1i e T e Yl

Pero

cuando |z| — co. Ast, x.1y ¢ L' (R).

Por otra parte supdngase que f = X, — X[-1,0p entonces un cdleulo
similar al anterior muestra que Hf € L' (R).

La diferencia bésica cntre cstas dos elecciones para f es que la primera
no tiene media cero, mientras que la segunda iiene media coro. Motivados
por este hecho podemos preguntarnos jqué puede decirse acerca de B, un
espacio de Banach que satisface (3.1) y (3.2), si reemplazamos la condicién

S (R") € B por la condicién S (R®) = { f € S(R?) :/f = 0} C B?.Si

hacemos csto, es entonces natural suponer que B estd continuamente con-
tenido en 5§ (R?), el dual de S5 (R™); S} (R") es identificado, naturalmente,
con el espacio de las distribuciones temperadas médulo constantes, Ahora in-
troducimos el espacio minimal que tiene estas propiedades. Resulta que cste
espacio se pucde caracterizar usando la férmula de reproduccion de Calderén
de una manera que es completamente andloga a las caracterizaciones que
hemos presentado en los capitulos 1 v 2. Después mencionaremos la mini-
malidad de cste espacio y mencionaremos otras descomposiciones del mismo.

Definicién. Sea f € D' (R®) y sca ¢ € D {R"). Se define la dilatacidn
de una distribucidn, denctada por f,, como

{(Frrp) = (Frp(r)).

Sca ¢ una funcién que satisface las propiedades del lema 1.1. Considércse
.0l .
cl espacio 3, que consiste de todas las f € S} (R") tales que

di
1 ? < 0.

00 = [ oo s
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Proposicién 3.5
. 0,1 - 0,1
La funcion [|-|| joa :B,” — R es una norma para B; .
1

Prueba. Es claro, apartir de la definicién de ||-[|Bu.1 , que i[f}igﬂ.l >0
1 1
v llefll o = o] |]f]{Bo,: para toda @ € C y para toda f EB?’l . Sean
1 1

0,1 . . .. ..
f.g €8, , probemos la desigualdad del tridgngulo. Por la distributividad de
la convolucién con respecto a la suma y por ser ||+||,, una norma, entonces

[ oo G+ 9l
]

e dt i dt
[ W1 Eor [ hooralln
0 £ 0 t

(151 o+ llgll o -

“f + 9“3‘:"

A

Sea f EB?'I, probemos que Ilflan‘a = (} si y s6lo si f = 0. Es claro que si
i
f =10, entonces ”fHB?.x =0.
Sea f € S (R™) tal que ”f”.é'f“ = 0. Por demostrar que f = 0.

Dado que S {R™) C S (R"), S (R™) es un subespacio vectorial de § (R")
y f 1S {#") — C es una funcional lineal continua, entonces por el teorema
de Hahn-Banach existe una funcional lineal continua f sobre § (R") la cual
es una extension de f. Entonces puesto que ¢, = f == @, = fy

o dt
[l £ 5 =0
0

lo cual implica que

e, * fill s =0
para toda ¢ > 0. En consecuencia ¢, * fi = 0 pera toda £ > 0 y para casi
toda xz. Por lo tanto

@ * i * fi =0

para toda t > 0 y para casi toda z. Como ¢, € S{R") y fi € §'(R"), en-
tonces @, =, * f) es una distribucién temperada. En consecuencia, aplicando
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transformada de Fourier y por propiedades de la transformada de Fourier de
una convolucidn, se ticne

[y * o, % i) = [;; (7:-)]2 fi=0

para toda £ > 0. Como Ia transformada de Fourier es un operador biyectivo
sobre S’ (R") y también es un operador biyectivo sobre § (R™), entonces

A 2 A ¢ o
@) fie s @
para toda. t > 0. ¥n consecuencia

(b ) - (Afpe) ve)-o

para toda ¢ € §(R") y para toda ¢ > 0. Integrando con respecto a ¢ con

medida %, se tiene
o0 A 2 )
[T {Rpe) ve)E =0

para toda ¢ € § (R").
2
Sea 7 : (0,00) — §(R™) definida como  (t) = [(?o (t-)] (). Se puede

A
verificar que -y es Lebesgue integrable en S (R") y puesto que fi€ §'(R®),
entonces por el tcorema 2.3 del capitulo 2 se tiene

J- (o) oot

Pero por la propiedad (5} del lema 1.1 y por la dltima igualdad, se tiene

<ch\1u¢(')> =0

para toda ¢ € S (IR"}. Por lo tanto

A
fi=0 en &' (R").
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En consccuencia

f1 =0 en S’(Rn}
Asi

f=hH15%(R)=0,

que es lo que se queria probar. B
Proposicidn 3.6

01 , . .
B, estd continuamente contenido en S§(R"), donde S3(R") tiene la
topologia déhsl™,

Prueba. Por definicién B?’IC S5 (R™) . Sélo resta probar que el mapeo
inclusidn es continuo, Para probar esto se usa continuidad por sucesiones.
El mapeo

P8y — 8 (R
es continuo si y solo si para toda sucesién {f,},n € Z,, que converge a 0 en
B; , {f=} converge a D en 5] (]R“)
Sea { fn} una sucesién en B? que convergeaOen B1 , queremos demostrar

que
{(frm) =0

(:lnndo n — o0, para toda ¢ € S (R").
Sea ¥ € Sy (R™). Dado que Sy (R*) C S(R") ¢ L?(R"), entonces ¢ €
L*(E"}. En consecuencia por el teorema 1.4

v = [0 T

0

(Furtt) = <ff:° (wa*ww)%.

Sea o : (0,00) — Sy (R™) definida como o {t) = ¢, * @, * . Se puede veri-
ficar que o es Lebesgue integrable en S (R") y como f, € S (R"), entonces
por el teorema 2.3

<f"’f:( f Pk )Uf> = fOO(fn,(@twtw))%
/ <f“’/,_ o (=) e ¥) (y)dy> dt

As

fI




94

Sea 8 : R —» 8 (R") definida como (5) = g, (- — y) (g, * ) (3) . Se
puede verificar que 3 es Lebesgue integrable en Sy (R™) y como f, € 8 (R™)
entonces por el tcorema 2.3

/:Q<fmfm,,<m(-—y) (e x4) (v) dy>?

B f:c—/nn <f”"’a‘('_y)(‘>"t*¢)(y))d1%

== /:0 fmn(‘f’a * 1p) (y) (.fmﬂPt (— y)) dy?

= fw_/ (Wg*tb)(y)(fn*(pt)(y)di%é.
4] R®

De donde

(il < [ [ Ko @l ol )
cfﬂ _/]R,‘Ifn*ﬂpzl(?})df%=c/:°||fn*got”m%

= C“fn”B‘:-l — 0,

iA

cuando n — 00. Por lo tanto

<fn:¢) -0,

cuando n — oo, para toda i € S (R"). W

. 0,1

Antes de probar que el espacio 3, es completo, se define la transformada
de Fourier en 5§ (R™). Comenzamos definiendo un hiperplano y damos una
caracterizacion del mismo sin demostrarlo.

Definicién. Sea X un espacio vectorial. Un hiperplano es un subespacio
vectorial M de X tal que dimX/M = 1 (también se dice que M es de
codimension 1). '

Teorema 3.7

Sea. X un espacio vectorial. Un subespacio vectorial M de X es un
hiperplano si y sélo si M es el micleo de una funcional lineal no cero.
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Ver {2]; pag. 73
Lema 3.8

So (R™) es un hiperplano de § (R*}.

Prueba. Sea L : §(R") — C, definida como Ly = [ @ (z) dz. Es claro

RrRr
que L es lineal y esta bien definida. Ademds si ¥ € S(BR™) y ¥ ¢ S (R™),
entonces L # 0y KerL = 5 (R™). Por lo tanto S (R?) es de codimensién
1. e

Como consecuencia se tiene que

S (R*) = 5o (R") @ ey

donde 5 € SR\ 5 (B*),ceCy / o = L.

Se sabe que la transformada de Fourier, definida en §' (R™), es un oper-
ador bivectivo. Lo que se pretende es definir la transformada de Fourier en
Sy (R™), de tal manera que la transformada de Fourier de un elemento T del
espacio S (B") sea T aplicada a un clemento del espacio Sy (R™) .

Sea T € S5(R™), T se puede extender continuamente a S (R") del sigu-
iente modo. Sea T la extension de 7 tal que

(o) T(f +cpo) = Tf
con f € S (R"), vy tal que

(o) ’}E T,

Sea f € 5 (R"). Entonces por (se} y por tener definida la transformada
de Fourier sobre S (R"), se tiene

A
donde fe §(R"). En consecuencia

A

f=g+cp
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donde g € Sy (R™). Integrando la tltima igualdad se ticne

/.Rﬂ ?: _/.R,, (g + cpo) =c.

Por otra parte
a ‘ A 2im0-
f(Q)d¢ = F(Qe*™0d¢ = f(0).
Rn &
En consecuencia ¢ = f (0) . Por lo tanto
A
=g+ f(0)py;
lo cual implica que

A
g=f —f(0) .

Sustituyendo el valor de g en la, peniltima igualdad, se tienc
f= (F-1000) + 10,
donde f —f (0) gy € So (™). Ast, por (») y (ee) se ticne
(=7 (F) =7 [(F -1 0w) + 10| =7 (T -1 0))

con f ¢ §(R").
Por lo tanto si T € Sj(IR™) definimos la transformada de Fourier en
54 (R™) de la siguiente manera

P =T (} ) ‘Po)

con f € Sy (R").
‘Toerema 3.9

. 0,1
El espacic B, s completo.
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o,1
Prueba. Sea {f.} una sucesién de Cauchy en B; , demostremos que

01 - 01 .
existe f €8, tal que f, — fen By . Por hipdtesss, dada £ > 0 existe
L= Z. tal que
”fn - fm“BO-] <€
H

st n.m 2 k. Por la proposicion 3.6 se tiene que {f,} es una sucesion de
Cauchy en 55 (B™). Ademsds {(f,, )} es una sucesién de Cauchy en C para
tnda ¢ £ 83 (B") y en consecuencia su limite existe. Sea f definida por

(f: Qb) = hmﬂ—ﬂco (fﬂ: QS)
con ¢ € S (B"). Por el teorema de Banach-Steinhaus se tiene que
FiH®Y) T

es continua. También se tiene que f es lineal, ya que para toda ¢, 4 € Sy (R™)
vyae©

(fo+ed) = limuo (furd+ ) = iMoo (far &) + @ limy o (fa, )
= (o) +alf,d).
Por lo tanto f € S5;(BR™). Sdlo resta ver que || f ”Bf'l < co para probar
que f EB?=1 :

Como || fm — anBu.: < gsin,m> N, para alguna N € Z,, entonces
1

e di
oo = bl 5 < 0
0
lo cual implica, por ser ¢, * (f,, — fm) € T (R"}, que

o x (fn = F)i{@) = [0 % (o = £)] (=)

puntualmente. Aplicando el lema de Fatou a la sucesion (¢, * (f, — fm )], se
tienn

lleoe = (fa = Fllge S im0 % (fe = Sl s

to cual implica

".Jf;l . dt m. . B gE
[ e (e D T % [ bl (B Sl
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Aplicando nuevamente ol lema de Fatou a la integral de la derccha, se
ticne

<. dt . * dt
/0 h——mnl—rm ”(Pi * (fn - fm)Hbl T S —[Mm—vm ./0 ”(pt * (f"' - fm)“Ll _t_.’

lo cual implica

dt
Ly

£ Fllygr <l [ it (= 1)
= l-i*mm—»oo ”.fm - fn“Blil S €

sinn > N. Tomando € =1 se tiene

Hfﬁbcl’vl = ”f — fut fnlih‘:" < ”f - f"HBUll + “fn”s‘;-l <1+ ”.fn”slll-l < 00,
Asi, f GB?'I . Finalmente probemos que

foo fon "

Esto es consecuencia de lo anterior, ya que sl tomamos £ arbitrario se
tiene

IA

\ o0 dt
I~ s < Wit [ e (o fullls 5
0

= ljﬂm—boo ”fm - fn“B?'l S g
. . .01
sin > N. Por lo tanto el cspacio B; es completo. B
Proposicién 3.10

La norma ||-||I.3u,1 s invariante bajo {raslaciones y dilataciones,
1

Prueba. Sea f € B?'l v h € R*. Probemos que
17— B) o = (15l

Como ¢, € S (R®), f € S (R"), cntonces por la definicién de la convolu-
cién para distribuciones, se ticne
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dt
Lt T

[= =] d 0
FC-Bllor = [ leoxaflln T = [ lirules f)
! ] t 0

- dt
= [ e fla T =Wl

donde se usé la propiedad de la traslacién de una convolucion de una dis-
tribucién por una funcién en el espacio de Schwartz, y también el hecho que
la norma L (R") es invariante bajo trasiaciones.

0,
Sea f €B, ' y r > 0. Probemos que

fell gou = 170 o

g = [ e il T = [ [l ) @ as
= [ wnepenat
Pero
(1) (r) =B (re —2) = p,(z ~ 1) =17 ( - ) —me 3 (2-)]

Sustituyendo se tiene

1l oo = fwf (e (=)Dl

Haciendo el cambio de variable u = £ y el hecho de que f es lineal, implica
que lo anterior es igual a

f:ofn <ft_?sa[g (g _ )]> ff_z%
= L1 G) o5

Aplicando otro cambio de variable s = %, se tiene que lo anterior ¢s igual
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L)
JITATE
/

A(f -~ )

i

Il

1 (rudp) (]

/
=[] e D a1l

Proposicién 3.11
. 0,1
50 (Rn) CB
Prueba. Sean ¢, € 5 (R"), queremos demoslrar que
e dat
0= [ oot § < .

Por ¢l corolario 2.23, con k = 0, se tiene

o d e
[ e ul S <ctopm s

En consecuencia, par ¢l teorema de Fubini e integrando en coordenadas

esféricas
./.Zofmu (o2 9) (mldm—— f f [(p¢ * 1) (EI——dsc

of Q) de=c f / (1 4+ 7)™ 2" drder (o)
0

Rn

fl

||¢||_f3‘;"

[FaN

gn—1

= clS“gllfU (147) ?dr < 00. M
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(]
13, es llamado el espacio de Besov. En el siguicnte resultado sc prueba

Coa .. . .
(ue j3,  tiene una descomposicion atémica suave. El enunciado del teorema
v su prueba son muy similares a ias que hemos presentado en los dos capitulos
anteriores.

Tecrema 3.12

.01 ) )
Supdngase que f € B, y N € Z,. Entonces existen coeficientes {sg},0 <
s < oc, donde @ varia sobre los cubos diddicos, y funciones {ag} en D (R")
lales que

(3.13) [= }:SQGQ ;

(3.14) Sop az C3Q ;

(3.15) /?n zVag(z)dr =0si|y| < N ;

(3.16) SUPcn !(a*;aq) (@) < (@) 1% paray e 21 ;
(3.17) % lsol 1012 = I£1 0.

Prueba. Como en los casos previos, aplicamos la formila de Calderdn
0.1
para f €13 ¢

(13 f(z)=f:°(sotwt*f)(a:)%:

la cual converge en S {R") (observese que la integral de la derecha converge

. . . 0,1
absolutamente a una funcién en L' (R™) si f €8, ).
Discretizando el lade derecho de la igualdad anterior, como se hizo en la
pucha del teorema 1.6, se tiene

r@=3 / fm D lous 1) @)y

-t/ ] o D) )] du™

Sea
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¥, cuando s # 0,

1 dt
aQ(w)=;gfjmmm-y)m*f)(y)d«;.

Es claro, a partir de las definicioncs de sg y ag, que (3.13) se cumple.
La prueba de (3.14) es igual a la prueba de (1.8). Dec manera andloga a
como se probé (1.9), se prueba (3.15). (3.17) se sigue inmediatamente de
la definicién de s y de que la suma corre sobre todos los cubos diddicos @

(IRZ;“ = UT (Q) | . Sclo resta probar (3.16). Por férmulas de intercambio
Q

1 dt
o)) = - [ [ @)= nien Hwa

. g (“’—y) at
o[ [, () e n @y

Por lo tanto

Tan) (2 1 —n=-|9|

eyl < o f [,
||6T(P"oo —tt)y " ; Edi

< 8 [ [ ol DElay

By (m - y)J Hee * £) (W) dy%

Pero como ﬂ-z@ <t < £(Q), entonces t——1M < amthig (@)~ Usando
csto 1iltimo, la definicion de sg y tomando el supremo sobre todas las z € R”
se tiene

SUDuege |(87ag) (2)]
o7 —n— . dt
W elegrste it [ [ gyl
sQ 7(Q)
1070l 27 (@)7F M = e 9, 9,m) £(Q)TE.
Para terminar, probemos que () converge cn S5 {R"). Sean 0 <& <4 <
oo y definase f; s como

f@ = [ Goros @

€

IA
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Por demostrar que
fes = [ en S5 (R7)
enando € — 0 y 6 — oco. La prueba consistira de varios pasos.

Paso 1. f.s € S (R").

Prueba. Sean 0 < ¢ < 6 < oo fijos y f EB?J, probemos que f.5 €
§'(E™). Veamos que f.5 € L' (B™). Es claro que f. 5 es medible, s6lo basta
probar que la norma L! de f. 5 es finita.

Por el teorema de Tonelli, por la desigualdad de Young vy porser f € B(l)’],
s fienc

&
d
i = [ | rern@ e

f}n fil(sog*sot*f) (@) Latr
:/Sf o= S ld“’d—t /Il%*sot
df

< ol f I Fllo 5 < ol [ o Flls

llplizr 11l o0 < o0

1A

A

It

Asi. f.5 € L' (R™) para toda 0 < ¢ < § < co. Pero L' {R™) estd continua-
menie contemdo en §' (R*) y como 8’ (R") ¢ 8 (R"), entonces f. s € S5 (R™)
patatoda 0 <& < 6 < o0,

£
Paso 2. Si f € S (R"), entonces fe S (R™).
A

Prueba. fE S§(R™) si y solo si f es lineal y continua. Scan ¢, ¢ €
Sa(ZM) vy aun escalai queremos demostrar que

(hves)= (i) )

Usando la definicién de la transformada de Fourier en S (R™), la lineali-
dad del operador transformada de Fourler sobre 5 (R"), la linealidad de f y

A A
et hecho de que ¥ —9 (1) wg.¢0 —0 (0) g € 53 (R™), entonces

<?.w+¢> = (f(@+e)" (b +)(0) @)
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Y

<},mp> = (f, ()" (a9) (0) o) = o (H —w(O)%> —a <3}*”> ~

A A
Por lo tanto f es lincal. Sélo resta probar que f es continua. Sea {4} una
A
sucesién en Sp (R™) tal que 3, — 0 en Sy (R"), probemos que <f, 1,/4.> - {}

cuando k — oo.
Por definicién de la {ransformada de Fourier en S} {R"), se tiene

(Fe) = (2= 00} = (1.5)

o~ A ~
donde 1. =1h;, —1h, (0) pp. Es claro que ¢, € Sp (R") paratodan =1,2,3,---.
Basta probar que ¥, — 0 en S (R"), puesto que f € S (R").

sz -+ 0 en S (R} siy sélosi

o0

cuando n — oo para todos mulli-indices «, 3, donde

= 8UPgcRr
o,

29 [ -0 O] @

(e

Tenemos que
2207 [ e O) ] (2) = 2°0° ) (0) = 544 (0) [P0] 0

Por hipétesis 9, — 0 en Sy (R*), entonces 1, (x) — 0 puntualmente. En
consecuencia 1, (0) — 0 cuando k& — oo. Por lo tanto

s (1)) [Bﬁ%] () — 0 cuando k — oo.
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A
Por otra parte como ¥, € 55 (R™) , entonces € S (IR™), y por propiedades
e la transformada de Fourier se tiene

A A
(87 D) () = (1) (—1)¥1(0% 9y) (o) = (=) 2™ (P (a).
v como " §(B") — 5 {R") es continuo, entonces haciendo k — oo
(_'1)“lﬁ| o (Cﬁ"/)k)A -0,
por que ¥, — 0 en Sy (R™) cuendo £ — oo. Por lo tanto

$, — Den S (R™).

A
con lo que fe S (R™).
A It
Paso 3. f.;—fen §'(R") cuando e — 0 y 6 — o0.
Prueba. Sea # € S (R*), queremos demostrar que

A A
<fs,6 - f:l’b> — [t cuando € — 0 y cuando § — co.

Por la propiedad (5) del lema 1.1 y por propiedades de la transformada
de Fourier de una convolucion, se tiene

i) - o1 [
(Foo= [ i) 50)
(o= [ tor e o).

Sea v : (0,00) — L' (R*) definida por () = ¢, @, * f. 7 es una funcion
Bochner integrable, puesto que por la desigualdad de Young

0 di o dt
[ O F <l [ oo f1 <0
0 0
Por lo tanto, por el teorema 1.3, v es Bochner integrable. Ademds, como

N LMR™Y — Gy (RY)



106

es un operador lineal continuo, entonces por el teorema 1,2
® i R dt
{([Tve) %} = [ hors.
0 0
Usando esto dltimo y la linealidad de la transformada de Fourier, se tiene
A o0 dt A i di”
<fe,6 "'"/0 [‘Pt*%*f]'\“t-,w> <fs,6 _{/0 (Pt*(pt*f?} n"i.b>
00 dt A
<{fe,§‘“‘/ ‘Pt*(Pg*fT} 5"/)>
0
oo dt A
== <fe,6“f0 ‘Pa*‘)at*f?,"ﬂb>-

; = dt) _ . % dt
llmg—m,ﬂ—uoo {fe,& - f 0y ¥ Py % f?} = llmg_,o‘,g_,mfg‘g—[ ‘\ot*(Pt*f_t' = ().
0 J D

il

I}

Pero

Por lo tanto

A A
<f5‘5-'f,¢>»»(]cuancloa—»[)yé'—;oo_

| Finalmente tenemos los argumentos neccsarios para probar que
fes — fen 8§ (R") cuandoe — 0y § — oo.
fes — f en Sg (R™) si y sdlo si para toda 3 € S (R*)

(f-!,ﬁ‘”f:w) —0

v
cuado € — 0y § — 00. Sea ¥ € 5 (R™)} y consideremos 3 {no necesariamente
esta en Sy (R")). Como la transformada de Iourier es lineal y por definicién
de transformada de Fourier en Sj (R"), se tiene

<}I\c,6 - }\1’2> == <f£,6 ~ f— 12 (0)‘P0>-
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W . v
Pero como 3 € 5 (B™) y ¥ () = f o (z) ¥ Sdx, entonces o (0) = 0.
En tonsecuencia B

Iy AV
(Fos= 18 = o= 100,
Usando el paso 3 se tiene
A AV
(Foo=10) = thus = 1) =0
cuando £ -—— Gy § — oo, Por lo tanto
fes — [ en S (R™)
cuando £ — 0 y § — oo. Esto termina la demostracién del teorema. M
Como fue el caso en los dos ejemplos de descomposicién atémica suaves,

eote teorema tiene una inversa: si {sg} g, €8 una sucesion de coeficientes

que satisfacen ZQ |sgl |Q|_% < 00, ¥ {ag} es una sucesién de funciones que

satisfacen (3.14), (3.15) y {3.16), entonces f = ZsQaQ EBII]’1 Nd
Q

1l s S e lsol Q175
Q

La version general (molecular) de esta inversa, y su prueba, son muy
similares a los teoremas (1.18) y (2.13).

A continuacion establecemos la propiedad minimal del espacio Bllm . Para
la demostracién de estos resultados ver [4]; pags. 31-33.

Comenzamos dando un argumento “suave” que nos da una descomposi-
cion atémica de este espacio directamente de la férmula de Calderdn (la cual
puede ser pensada como una versidn continua de nuestra descomposicion
atdmica suave). Esto es, se prueba el andlogo del teorema 3.12.

Teorema 3.18

0,1 ) )
Supéngase que f €03, y ¢ satisface las propiedades del lema 1.1. En-
tonces existen sucesiones numéricas {sx} y {t}, & > 0, y una sucesién de
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puntos fy, € R”, k =1,2,..., tales que, si oy (x) = t7p, (x — hi), tenemos
o
0,1
que f = Zska‘“ (con convergencia cn la norma de B, ) y
k=1
b n
2
;tk lsi| < e[l fll o -

Pars la prucha de este resultado se usa un resultado de andlisis funcional
que puede ser obtenido del teorema de Hahn-Banach:

Lema 3.19

Sea K un subconjunto cerrado, convexo y acotado de un espacio de Ba-
nach B sobre los reales. Si x ¢ K, entonces existec una funcional lincal
continua ! de valor real en B tal que

Supuexl (w) < 1 (z).

Observemos que en la descomposicion en el teorema 3.18 hemos perdido
la informacién acerca de la localizacién precisa de los cubos que son el soporte
de los dtomos del teorema 3.12. Por otra parte, ¢l teorema 3.18 nos da una
expresién mds explicita para las funciones que corresponden a los dtomos

. 0,1
suaves. En particular, este resultado nos dice que B, estd generado por las
traslactones y dilataciones de un solo elemento . La minimalidad de cste
espacio ahora es inmediata:

Corolario 3.20

Supéngase que (3, [|-[[} es un espacio de Banach continuamente contenidao
en S5 (R*). Si la norma de B satisface (3.1) , (3.2) y S (R") C B, entonces

. 0,1 ; .
B, estd continuamente contenido en 3.

Observemos que los teoremas 3.12 y 3.18 nos dan dos tipos diferentes de
0,t :
descomposicion del espacio de Besov B, . Iste fendmeno, también como las



109

caracteristicas especiales de cada descomposicién, ocurre en el marco de una
clase grande de espacios. o1

Hay otra descomposicién, mds natural, del espacio B; (R) que merece
ser mencionada: la descomposicién de dtomos especiales. Para un intervalo
finito I = [a, 8], sean I, = [#82,b] y I = [, %32] . El dtomo especial asociado
con I es la funcién hy = l—}—l {xs. — x1,} - Claramente [[A/]| = 1. Sea B el
espacio de todas las

f= Z thfj;
=1

jo. =}
tales que Z le,| < co. Si definimos
=1

IfIl = inf{Zlcjl f= ZCJ%}
j=t =i

para f € B, entonces B es un espacio de Banach, llamado el espacio de
dtomos especiales, que satisface las condicionses del corolario 3.20. Resulta
01

que B =B, ;mds precisamente, tenemos:
Teorema 3.21

H - . . - G| .
El espacio de dtomos especiales (B, |f-}]]) coincide con Bxl (R) y existen
constantes a,b > 0 tales que

allfIl < Ifiigea < BII
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