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Abstraet (thesis) 

Hyperspaces which are locally Euclidean at the top 

Sergio López Vázquez 

A continuum X is a rnctric, compact and connected space with more lhan ane point. Thc 
hyperspaces orlhe continuum X are 2X = {AcX : A is closed and no emply} and C(X) = 
{A E 2x : A is connecled}. A Whitney map is a map "': C(X) ~ [0,11 sueh Ihal 

",(X) = 1, ",( {x}) = O for eaeh x E X, and ",(A) < ",(B) whenever A e BoFA. A 
Whitney level is a sel of Ihe form ",-I(t) = {A E C(X) : ",(A) = t}, wilh t E [0,11. 

'M: may Ihink Ihe hyperspaees C(X) like a parlially order seto In Ihis way, X has a priv­
i\ege slatus sinee il is Ihe grealer of all olher elemenls in C(X). And so, we call il "The 10p 
of C(X)". 

In Ihis work, we sludy eondilions in order Ihal X has a neighborhood U in C(X) sueh 
lhat: 

1) U is homeomorphic lo a n-eell 
2) U is homeomorphic lo a Hilberl cube 
The mosl simple situalion is when C(X) has a neighborhood around X homeomorphic 

lO a disk. Vk were lucky in this way, since we found several characterizations. \\é were 
able lo find a relationship bctwcen the existence of such o"eighborhood and the existence of 
Whitney leveIs homeomorphic lo arcSorcircles. ·Namely. C(X¡-has a neighoorhood oC X 
homeomorphic lo a disk ir and only ir C(X) has a Whilney level which is eilher an are 
or a circle. 

C(X) is called locally Jlal allhe top if C(X) has a neighborhood of X homcomorphic 
to a 2-ccl1. \\é introduced the combinatorial natioos of pseudolinear and pseudocircular 
continuurn ando with this notiaos, we arrived lo the following resulto 

Tbeorem. Let X be a continuum. Then the following statements are cquivalent. 
a) C(X) is locally flal al the lop. 
b) C(X) has a Whitney level whieh is either an are or homeomorphic lo eirele. 
e) X is pseudolinear or pscudocircular. 
Starting from aboye results. we introduced the notion of "locally Euclidean at the topo 
Namely: C(X) is local/v Euclidean al lile IOp if C(X) has a neighborhood of X homeo-

morphic to an n-eell. In this casc, we obtained a characterization for finite graphics 
Theorem. Lel C be a conneeled finile graphic. Ihen C(C) is locally Euelidean al the lop 

Ir an only if X is a fmil lree (X is afruillree if every eyc\e eontains exactly one verle x). 
1 arder to complete this work, we gave a result about of characterization of hyperspaces 

which have neighborhoods homeomorphic lo lhe Hilberl cube. 
In lhis sen se, we oblained the following result: 
Theorem. Lel X a conlinuum. Then 2x has a neighborhood homcomorphic to the Hilbcrl 

cubc if and only if X is locally connected. 
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" ... Muy poco por encima del agua titilaba en la columna de luz algo así como una 
estrella luminosa. Se movía con lentitud majestuosa, y Momo vio un péndulo increíble que 
oscilaba sobre el espejo oscuro. Flotaba y parecía carecer de peso. 

Cuando el péndulo estelar se acercaba lentamente a un extremo del estanque, salía del 
agua, en aquel punto, un gran capullo floral. Cuanto más se acercaba el péndulo, más se 
abría, hasta que por fin se quedaba totalmente abierto sobre las aguas. 

Era una flor de belleza tal, que Momo no la había visto nunca. Parecía componerse 
solamente de colores luminosos. Momo nunca había sospechado que esos colores siquiera 
existieran. El péndulo se detuvo un momento sobre la flor y Momo se ensimismó 
totalmente en su visión, olvidando todo lo demás. 

Pero entonces, muy lentamente, el péndulo volvió a oscilar hacia el otro lado. Y 
mientras, muy poco a poco, se alejaba, Momo vio, consternada que la maravillosa flor 
comenzaba a marchitarse. Una hoja tras otra caía y se hundía en la negra profundidad. 
Momo lo sentía con tal dolor, como si desapareciera para siempre de ella algo totalmente 
irrepetible. 

Cuando el péndulo hubo llegado al centro del estanque, la extraordinaria flor había 
desaparecido del todo. Pero al mismo tiempo comenzaba a salir, al otro lado del estanque, 
del agua negra, otro capullo. Y mientras el péndulo se acercaba lentamente a él, Momo vio 
que el capullo que comenzaba a abrirse era mucho más hermoso todavía. La niña dio la 
vuelta al estanque para verlo de cerca. 

Era totalmente diferente a la flor anterior. Tampoco los colores de ésta los había visto 
jamás Momo, pero le pareció que era todavía más rica y preciosa que la anterior: Tenía un 
olor completamente diferente, Más maravilloso, y cuanto más la miraba Momo, más 
detalles extraordinarios descubría. 

Pero de nuevo volvió el péndulo estelar, y toda esa maravilla se disolvió y se hundió, 
hoja a hoja, en las inescrutables profundidades del estanque oscuro. 

Lentamente, muy lentamente, el péndulo volvió al otro lado, pero no alcanzó 
exactamente el lugar anterior, sino que había avanzado un corto trecho. Y allí, a un paso del 
punto anterior, comenzaba a emerger y abrirse nuevamente un capullo. 

Esa flor era, realmente, la más hermosa, según le pareció a Momo. Era la flor de las 
flores, un milagro. 

Momo hubiera querido llorar cuando tubo que ver que también esa perfección 
comenzaba a marchitarse y a hundirse en las oscuras profundidades. También al otro lado 
había avanzado un paso el péndulo, y de las negras aguas comenzaba a surgir una nueva 
flor. .. " 

Momo 

Michael Ende 



INTRODUCCIÓN 



Los resultados que se presentan en este trabajo pertenecen al tema "Hiperes­
pacíos de un continuo". En particular I nos interesó estudiar el comportamiento 
de vecindades alrededor de la "cúspide" del los hiperespacios 2x y C(X). Aunque 
más adelante definimos formalmente los conceptos que se utilizarán a lo largo del 
presente trabajo, nos pareció conveniente establecer, en esta parte introductoria, 
el concepto de hiperespacio de un continuo y algunas otras nociones estrechamente 
relacionadas con él. 

A lo largo de nuestra discusión, la letra 1 denotará al intervalo unitario [O, 1J. 

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y con más de un punto. 
La letra X denotará un continuo con métrica d. Un subcontinuo de un continuo 
X es un subespacio conexo, compacto y diferente del vacío. Dado un continuo X, 
un hiperespacio de X es un subconjunto de P(X) con alguna topología. En este 
caso nos interesan: 

2x = {A e X: A es cerrado y no vacío} y 

C(X) = {A E 2x : A es conexo} 

con la topología que induce la métrica de Hausdorff. 

Una funci6n de Whitney es una función continua ¡.t : C(X) ..... 1 tal que 
¡.t(X) = 1, ¡.t({x}) = O para todo x E X, Y si A es un subconjunto propio de B 
entonces ¡.t(A) < ¡.t(B). Un nivel de Whitney para C(X) es un conjunto de la 
forma ¡.t-1(t), donde ¡.t es una función de Whitney para C(X) y t E [0.1J. 

Cuando se piensa a un hipcrespacio C(X) como un conjunto ordenado por 
la inclusión, el elemento X tiene la posición privilegiada de ser el mayor de los 
elementos. Por esta razón podemos decir que X es la cúspide del hiperespacio. 
También, topológicamente hablando, X ocupa un lugar privilegiado. Por ejemplo, 
se puede demostrar fácilmente que C(X) y 2x son siempre localmente conexos en 
X, aun cuando hay continuos en los que C(X) y 2x no son localmente conexos 
en ningún otro de sus elementos. Esta regularidad de X en sus hiperespacios ha 
sido investigada por varios autores. Por ejemplo, contestando a una pregunta de 
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Dilks, IlIanes y Kato mostraron que hay continuos para los que C(X) y 2x no 
son localmente contraibles en X. Otro ejemplo son los resultados de Montejano 
y Puga, quienes estudiaron condiciones para que el hiperespacio C(X) tenga una 
vecindad alrededor de X con la forma de un cono. 

En este trabajo estudiamos el problema de decidir cuándo los hiperespacios 
tienen, alrededor de X, una vecindad homeomorfa a una N -celda o a un cubo de 
Hilbert. 

La situación más sencilla que se puede plantear al respecto, es cuándo C(X) 
tiene una vecindad de X, homeomorfa a un disco. En este sentido tuvimos la 
fortuna de encontrar varias caracterizaciones. 

Para empezar, pudimos relacionar la existencia de una vecindad de dicha forma 
con la existencia de niveles de Whitney homeomorfos a arcos o a círculos. A saber. 

Teorema. El hiperespacio C(X) es localmente plano alrededor de X si y sólo 
si C(X) tiene un nivel de Whitney homeomorfo a un intervalo o a un círculo. 

El siguiente paso fue encontrar una caracterización de continuos tales que 
C(X) fuera localmente plano, alrededor de X, en términos de propiedades combi­
natorias, propias del continuo X. Es decir, propiedades que para su definición no 
se hiciera uso de los hiperespacios. Para llegar a esta caracterizaci6n, recurrimos 
a las siguientes definiciones: 

Definición. Sean A y B dos subcontinuos de un continuo X tales que A e B. 
Entonces A es terminal con respecto a B si para cualquier par de subcontinuos 
K,L de B, tales que A e K y A eL, se tiene que Le K o K e L. 

Definición. Un continuo X es pseudolineal si existen dos subcontinuos pro­
pios Xl y X, de X tales que: 

a) X =XI UX" 
b) y = Xl n X, es un subcontinuo de X, 
e) y es terminal con respecto a X, y X 2 , 

d) para todo subcontinuo L de X tal que L\XI '" 0 Y L\X2 '" 0, se cumple que 
YcL. 

Definici6n Un continuo X es pseudocircular si existen dos subcontinuos pro­
pios Xl y X, de X tales que: 
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a) X = X¡ UX" 
b) X¡ n X, tiene exactamente dos componentes K¡ y K2 , 

c) las componentes K¡ y K, son terminales con respecto a los subcontinuos X¡ y 
X 2 , 

d) Fr(X¡) = Fr(X2 ) = K¡ U K 2, 

e) para todo subcontinuo L de X tal que L n K¡ ,¡, 0 y L n K2 ,¡, 0, se tiene que 
X, e Lo X2 e L, 
f) existe é > O tal que para todo subcontinuo L de X con las propiedad de que todo 
punto de X dista de uno de L en menos que é y tal que L\X¡ ,¡, 0 y L\X2 ,¡, 0, 
se tiene que K¡ e L o K, e L. 

Con estas tres definiciones en mente, obtuvimos el siguiente teorema. 

Teorema. C(X) es localmente plano alrededor de X si y sólo si X es pseudo­
lineal o X es seudocircular. 

El problema de caracterizar a los continuos X para los cuales C(X) es local­
mente Euclidiano alrededor de X -es decir, aquellos continuos tales que C(X) 
contiene una vecindad alrededor de X homeomorfa a una N -celda- es bastante 
difícil para N 2: 3. En este trabajo, usando algunas nociones y resultados previos 
de Illanes, Puga y Torres, conseguimos una caracterización de las gráficas finitas 
e tales que C( e) es localmente Euclidiano alrededor de X. 

Teorema. Sea e una gráfica finita conexa, entonces C(X) es localmente 
Euclidiano alrededor de X si y sólo si X es un árbol frutal (X es un árbol frutal 
si todo ciclo contiene a lo más un vértice). 

Finalmente, abordamos el problema de caracterizar a los continuos X para 
los cuales sus hiperespacios contienen una vecindad de X homeomorfa al cubo 
de Hilbert. En este caso no tuvimos tanto éxito como en los anteriores, pues al 
investigar si era cierto el regreso del resultado que aparece a continuación y que 
es consecuencia de un teorema de Kelley ([22, Teorema 1.109]), encontramos un 
continuo que es localmente conexo, que no es una gráfica finita y sin embargo su 
hiperespacio C(X) no tiene ninguna vecindad alrededor de X que sea homeomorfa 
al cubo de Hilbert. En el capítulo 4 mostramos este subcontinuo. 

Teorema. Sea X un continuo localmente conexo. Supongamos que C(X) 
tiene una vecindad de X homeomorfa al cubo de Hilbert, entonces X no es una 
gráfica finita. 
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A pesar de no haber logrado una caracterización de los continuos cuyo hiperes­
pacio C(X) tiene una vecindad alrededor de X homeomorfa al cubo de Hilbert, 
sí pudimos hacer esto cuando trabajamos con el hiperespacio 2x de un continuo 
X, a saber: 

Teorema. 2x tiene una vecindad homeomorfa al cubo de Hilbert si y sólo si 
X es localmente conexo. 

De acuerdo a los resultados que obtuvimos, el presente trabajo quedó divi­
dido, de manera natural, en cuatro capítulos. En el primer capítulo se dan las 
definiciones básicas que están relacionadas con la noción de Hiperespacio, así 
como algunos de los resultados importantes para el desarrollo de este trabajo. En 
el segundo capítulo desarrollamos las ideas y resultados que tienen que ver con 
los continuos cuyo hiperespacio contiene una vecindad homeomorfa a un disco, 
alrededor de su cúspide. En el tercer capítulo nos enfocamos al problema de en­
contrar una caracterización de las gráficas finitas cuyo hiperespacio contiene una 
vecindad homeomorfa a una N-celda en su cúspide. Por último, en el capítulo 
cuarto discutimos los resultados que tienen que ver con el tipo de continuos cuyo 
hiperespacio contiene una vecindad, alrededor de su cúspide, horncomorfa a un 
cubo de Hilbert. 
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CAPÍTULOl 

RESULTADOS BÁSICOS Y NOTACIÓN 
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Para el desarrollo de la discusión en éste y en los siguientes capítulos se dan 
como conocidos los resultados que aparecen en los libros Topology de Dugundji 
([8]), General Topology de Willard ([25]), Continuum theor¡¡ de Nadler ([23) y los 
dos primeros capítulos del libro Hyperspaces 01 sets, también de Nadlcr([22]). Sin 
embargo, expondremos con su demostración algunos resultados que nos pareció 
importante remarcar, ya que juegan un papel relevante a lo largo del trabajo. 

Hiperespa.cios. 

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y con más de un punto. 
La letra X denotará un continuo con métrica d. Un subcontinuo Y es un subespacio 
conexo, compacto y diferente del vacío del continuo X. Dado un continuo X, 
consideraremos sus hiperespacios 

2X = {A e X: A es cerrado y no vacío} 

C(X) = {A E 2x : A es conexo} 

Una métrica para 2x se define como sigue: 

Definición 1.1. Si A E 2x y E > O entonces 

N(E, A) = U B.(a). 
aEA 

N(c,A) será llamada la E-nube de A. 

Definición 1.2. Para cada par de elementos A y B de 2x definimos 

H(A, B) = inl {E> O : A e N(E, B) Y B e N(E, Al}. 

Efectivamente, en [22, Teorema 0.2J se prueba que H es una métrica para 2x 

y es llamada la métrica de H ausdorff. 
Podemos hablar sobre la convergencia de conjuntos en 2x con respecto a la 

métrica de Hausdorff. Para esto utilizamos la definición usual. Decimos que la 
sucesión (An)n en 2x converge a A E 2x , y escribimos limAn = A, si para todo 
E> O, existe N E N tal que H(A., A) < lO para toda n ;:: N. 
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Se sigue de la Definición 1.2. y de la compacidad de A y B que para demostrar 
que H(A, B) < e, basta verificar que A e N(e, B) y B e N(e, A). Este hecho 
será constantemente usado a lo largo de este trabajo. 

Teorema 1.3. Sean (An)n Y (Bn)n dos sucesiones en ZX tales que límAn = A 
Y limBn = B, para Ay B en 2x . Entonces lim(An U Bn) = A U B. 

Demostración. Sea e > 0, entonces existen NI y N, E 111 tales que H(A., A) < 
e, para toda n 2: NI y H(B., B) < e, para toda n 2: N,. Sea N = máx{NI , N,}. 
Entonces para toda n 2: N se tiene que AnUBn e N(e, A)UN(e, B) e N(ó, AUB) 
y A U Be N(ó, An) U N(ó, Bn) e N(ó, An U Bn), de donde se sigue que H(An U 

Bn> A U B) < e. o 

Teorema 1.4. Sean X un continuo y h : [O,IJ -> 2x una función continua. 
Si LE C(X), entonces la función h' : [O,IJ -> 2x , definida por h'(s) = L U h(s), 
es una función continua. 

Demostración. Sea a E [O, lJ Y sea (an)n una sucesión en [O, lJ . Supongamos 
que lím(a,) = a, entonces mostraremos que lím(h'(an )) = h'(a). Por hipóte­
sis, sabemos que lím(h(a,)) = h(a). También, la sucesión (Cn )., con Cn = L 
para toda n E 111, converge a L. Entonces, por el teorema anterior, se tiene que 
lím(h'(a,)) = lím(h(a,) U Cn) = h(a) U L = h'(a). 

Lo anterior prueba que h· es continua.o 

En [1, Teorema 1.9J se demuestra el siguiente resultado, el cual nos será de 
utilidad en capítulos posteriores. 

Teorema 1. 5. Sean A E 2x y U un abierto en X tales que A e u. Entonces 
existe ó > ° tal que N(ó, A) e U. 

Se sabe que tanto 2x como C(X) son compactos [22, Teorema 0.8J . También 
se sabe que 2x y C(X) son conexos por trayectorias. La demostración clásica de 
este resultado es muy larga, sin embargo en [1, Corolarios 1.2 y 1.3, pág. 32J se 
da una demostración nueva y más corta. 

Por lo tanto 2x y C(X) son continuos y podemos hablar de los hiperespacios 
de C(X): 

2C(X) = {A e C(X) : A es cerrado y no vacío} 

C'(X) = C(C(X)) = {A E 2C
(X) : A es conexo} 
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A los hiperespacios 2C (X) y C'(X) se les considera con la métrica de Hausdorff 
H" definida e11 términos de H (en lugar de d). 

La siguiente definición nos permite trabajar, en algunas ocasiones, la conver­
gencia de conjuntos en 2x de manera más sencilla que la convergencia en el sentido 
clásico. 

Definición 1.6. Sea (An)n una sucesión en 2x , definimos 

líminf An = (x E X : para cada E> O, existe N E N tal que B.(x) n An # 0 
para toda n ~ N}. 

lím sup An = (x E X : para cada E > O, se tiene que para toda N E N existe 
n ~ N tal que B.(x) n An # 0}. 

Si líminf An = A = límsupA. entonces decimos que la sucesión (An)n con­
verge a A y lo escribimos como límAn = A. 

El siguiente teorema enlaza esta convergencia con la convergencia asociada a 
la métrica de Hausdorff ([22, 0.7.]). 

Teorema 1.7. Sea (An)n una sucesión en 2x Entonces la sucesión (An)n 
converge con respecto a la métrica de Hausdorff si y sólo si (An ) converge en el 
sentido de 1.6 .. 

Terminamos esta sección probando el siguiente resultado. 

Teorema 1.8. Sean A y B E 2x y (An)n y (Bn)n e 2X tales que lírnA. = A, 
límBn = B Y An e Bn para toda n E N. Entonces A e B. 

Demostración. Por el Teorema 1.3., lím(An UBn) = AUB, pero An U Bn = 
Bn. De modo que Au B = B. Por tanto A e B. 

Algunos resultados básicos de Teoría de Continuos. 

Presentamos dos resultados que son fundamentales en la teoría de continuos 
y que nos serán de gran utilidad en la demostración de algunos teoremas que 
aparecen en este trabajo. 

Teorema 1. 9. (Teorema del cable cortado). Sean Y un espacio métrico 
compacto y A Y B dos subconjuntos cerrados de Y. Si ningún subconjunto conexo 
de Y intersecta simultáneamente tanto a A como a B entonces Y = Y, U Y" 
donde Y, y Y, son subconjuntos cerrados ajenos de Y con A e Y, y B e Y, ([23, 
Teorema 5.2]). 
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Teorema 1.10. (Teorema de los golpes en la frontera). Sean X un 
continuo y E un subconjunto propio de X diferente del vacío. Si K es una 
componente de E entonces Ce(K) n Fr(E) ,¡, 0 ([23, Teorema 5.6]). 

Teorema 1.11. Sean X un continuo y A un subcontinuo propio de X. Si K 
es una componente de X\A, entonces K U A es un continuo ([23, Corolario 5.9.]). 

Funciones y niveles de Whitney. 

Las funciones de Whitney fueron usadas por vez primera por Kelley para 
el estudio de los hiperespacios y resultan ser de gran utilidad para estudiar la 
estructura de los hiperespacios. Una de sus principales características es medir 
finamente los elementos de 2x . A continuación damos la definición formal de este 
concepto. 

Definición 1.12. Sea <l> = 2x o C(X). Una funci6n de Whitney para <l> es 
una función continua J.L : q, ---1- 1 que satisface: 

a) ¡t({x}) = O para toda x E X Y ¡t(X) = 1, 
b) Si A es un subconjunto propio de B entonces ¡t(A) < ¡t(B). 

Un nivel de Whitney para C(X) es un conjunto de la forma ¡t-1(t), donde l' 
es una función de Whitney para C(X) y t E [0,1). 

Teorema 1.13. Sean X un continuo y l' una función de Whitney para 
2x Entonces para toda é > 0, existe Ó > O tal que si A y B E 2x , A e B y 
¡t(B) - ¡t(A) < ó entonces H(A, B) < é. 

Demostración. Supongamos que el teorema no es cierto. Entonces existe 
é > O tal que para toda ó > O existen A y B E 2x con A e B y ¡t(B) - ¡t(A) < ó 
tales que H(A, B) 2: é. Por lo tanto para cada ón = ~ con n E N existen An y Bn E 
2x tales que: An e Bn, ¡t(Bn) - ¡t(An) < ~ y H(An, Bn) 2: é. Por la compacidad 
de 2x , existen subsucesiones (An.}k y (Bn,)k de (An)n Y (Bn)n, respectivamente, 
de 2x tales que límAn, = A Y límBn, = B para algunos A y B E 2". Entonces, 
por el Teorema 1.8, resulta que A e B. Afirmamos que ¡t(A) = ¡t(B) Y que 
A = B. En efecto, de la continuidad de l' se sigue que lím(¡t(An.)) = ¡t(A) Y 
Iím¡t«Bn,)) = ¡t(B). Por lo tanto lím(¡t(Bn,) - ¡t(An,)) = ¡t(B) - ¡t(A). Pero 
sabemos que lím(¡t(Bn,) - ¡t(An.}) = O, de donde se sigue que ¡t(A) = ¡t(B) por 
la unicidad del límite. De A e B y ¡t(A) = ¡t(B) se sigue que A no puede ser un 
subconjunto propio de B, por lo que se concluye que A = B. Tenemos entonces 
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que H(A, B) = O. Sin embargo H(An., Bn,) ::::: E para toda k E N implica que 
H(A, B) ::::: E y entonces é :5 O lo cual es absurdo. &to prueba la veracidad del 
teorema. o 

La función unión definida entre hiperespacios. 

Teorema 1.14 ([1, Teorema 1.18]). Si A E 22x y u(A) = U {A: A E A}, 
entonces se tiene lo siguiente: 

1. u(A) E 2x . 
2. Si A es conexo y A n C(X) '" 0 entonces u(A) E C(X). 
3. u : 22X 

-. 2x es una función continua. 

Demostración. Probaremos que u (A) E 2x . 
Primero comprobaremos que u(A) '" 0. En efecto, como A", 0, podemos 

elegir A E A, lo que implica que A E 2X
, por lo que 0 '" A e U {A: A E A}. 

Es claro que u(A) e x. 
Mostraremos que u(A) es cerrado en 2x . Sea a E Ce(u(A)), entonces a E X 

Y existe una sucesión (an)n e u(A) tal que lím(a.) = a. Por lo tanto, para cada 
n E N, existe An E A tal que a. E A .. De la compacidad de A, tenemos que 
existe una subsucesi6n (An,,)k de (An)>> tal que limAn.!: = A para alguna A E A. 
De donde se desprende, a partir del Teorema 1.8, que a E A, por lo cual se tiene 
que a E u(A). Esto implica que u(A) es cerrado X. De esta manera concluimos 
que u(A) E 2x 

Ahora probaremos la segunda aseveración. Supongamos que se tienen las 
hipótesis de ésta y que, sin embargo, u(A) no es conexo. Entonces existen H y 
K E 2x tales que HuK = u(A) y HnK = 0. Sea BE AnC(X) y supongamos, 
sin pérdida de generalidad, que B e H. Hagamos 1t ={A E A : A e H} y 
K ={A E A : A n K '" 0}. Por [1, Teorema 1.8], 1t y K son cerrados en 2x 

Además 1t '" 0, pues B E 1t. Si K = 0 entonces todos los elementos de A se 
encuentran contenidos en 1t. por lo que u(A) e H. Por lo tanto K = 0, lo cual 
es absurdo. Por lo tanto K '" 0. Notamos que 1t n K = 0, pues si A E 1t n K 
entonces resultaría que 0 '" A n K e H n K, lo cual es absurdo. Mostraremos, 
finalmente, que 1t U K = A. En efecto, por definición 1t y K e A, de modo que 
1t U K e A. Sea A E A. Si A E 1t, entonces A E 1t U K. Supongamos que 
A ~ 1t, entonces A % H Y A e H U K, así que A n K '" 0. De aquí que A E K 
y, por lo tanto, A E 1t U K. Todo lo anterior prueba que 1t y K constituyen una 
disconexión de A. Como esto es una contradicción, concluimos que u(A) E C(X). 
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Por último, probaremos que a es una función continua. Sean A E 22x y 
° > O. Supongamos que H2(A,8) < ° (ver pág. 9), entonces mostraremos que 
a(A) e N(o, a(8)). Por definición, sabemos que A e N(o, B) Y 8 e N(o, A). 
Sea a E alA), entonces existe A E A tal que a E A. Es claro que A E N2 (0,8), 
así que existe B E 8 tal que H(A, B) < o. Dado que a E A e N(o, B), existe 
b E B tal que d(a, b) < o. De esta forma, hemos encontrado b E a(8) tal que 
d(a, b) < o, de modo que a E N(o, a(8)) y, por tanto, que a(A) e N(o, a(8)). 
Análogamente se puede verificar que a(8) e N(o, alA)). Por consiguiente obten­
emos que H(a(8),a(A)) < ° y, por tanto, hemos demostrado que a es continua 
enA. O 

La función a del teorema anterior es llamada la función unión en 2x . En 
seguida veremos que la función T = alC'(x) : C2(X) ...... C(X) está bien definida y 
es continua. En efecto, si A E C2(X) e 22x entonces A es conexo y pertenece a 
2C (X). Esto último implica a su vez que A e C(X) y A # 0. De donde concluimos 
que A n C(X) # 0. Aplicando la segunda parte del teorema anterior tenemos que 
T(A) E C(X). Esto prueba que T está bien definida y, por ser una. restricción de 
una función continua, resulta ser continua. A T se le llama la función unión en 
C2(X). 

En lo que sigue, acordaremos que a denotará la función unión ya sea en 22X o 
en C'(X). 

Arcos ordenados. 

Mencionamos anteriormente que los hiperespacios 2x y C(X) son conexos por 
trayectorias. La demostración clásica de este hecho es muy larga, sin embargo en 
[1, Corolarios 1.2 y 1.3.1 se da una demostración nueva y más corta. En lo que 
sigue daremos los resultados básicos relacionados con la estructura de arcos de los 
hiperespacios. Empezaremos con algunas definiciones importantes. 

Definición 1.15. Por un arco entenderemos un homeomorfismo h de un in­
tervalo cerrado y no degenerado [a, bl a un subconjunto de un espacio topológico, o 
también lo entenderemos como el rango h([a, bJ) de tal homeomorfismo. Utilizare­
mos estas dos acepciones de arco, dependiendo de cual nos resulte más conveniente 
usar. Ahora, si O' es un arco en un espacio X y h es un homeomorfismo de [0,1] 
sobre <> entonces, un extremo de <> será cualquiera de los puntos h(O) o h(I). 

A continuación presentamos uno de los resultados fundamentales de hiperes­
pacios. 
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Teorema 1.16 ([22, Teorema 1.8]). Sean Ao Y Al E 2x tales que Ao '" Al, 
Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes: 

( a) Existe un arco ordenado en 2x de Ao a A l. 
(b) Ao e Al y cada componente de Al intersecta a Aa. 

Otra forma de presentar el Teorema 1.16 y que resulta conveniente para intro­
ducir la noción de arco ordenado es el siguiente 

Teorema. 1.17. Si A Y B E C(X)y A ~ B entonces existe una función 

continua A : I --> C(X) tal que A(O) = A Y A(l) = By A(5) e A(t) si 5 $ t ([1, 
Teorema 1.23]). 

Definición 1.18. Sea'¡' = 2x o C(X). Sean A, B E .¡, tales que A e B. 
Un arco ordenado de A a B en .¡, es una función continua A : I --> .¡, tal que 
A(O) = A,A(l) = By A(5) e A(t) siempre que 5 $ t. 

A los elementos A y B de la definición anterior se les llama los extremos de 
A([O,l]). 

Teorema 1.19 ([22, Lema 1.11]). Si A es un arco ordenado en 2x tal que 
A(O) E C(X), entonces A([O, 1]) e C(X). 

Teorema 1.20 ([22, Teoremas 1.9 y 1.12]). Los hiperespacios 2x y C(X) son 
conexos por trayectorias. 

El Teorema 1.22 (el cual fue probado originalmente por J.T. Rogers, Jr.) re­
sulta ser de vital importancia para la demostración de varios teoremas de este 
trabajo. Y en vista de que en algunos de estos resultados se hace uso explíc­
ito de algunos pasajes de su demostración, se da una presentación completa de 
ésta. Antes, presentaremos un resultado que nos será de utilidad. Recordemos 
que una función continua y sobre f : X --> Y entre continuos se llama monótona 
si ¡-'(B) E C(X) para toda B E C(Y). Por ([25,Teorema 23.2]) sabemos que 
la imagen continua de un espacio métrico compacto en un espacio Hausdorff es 
metrizable. Entonces, si Y es un espacio de Hausdorff y f : [O, 1] --> Y es una 
función continua y sobreyectiva, podemos hablar de una función entre continuos y, 
por lo tanto suponer o no que f es una función monótona. El siguiente resuitado 
nos dice de que forma es la imagen continua y monótona del intervalo [0,1]. 
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Teorema 1.21 ([23, Proposición 8.22]). Si Y es un espacio Hausdorff no 
degenerado y f: [0,11 ..... Y es una función continua y monótona sobre Y entonces 
y es un arco. 

Teorema 1.22 ([1, Teorema 1.25]). Sean X un continuo, ¡J. una función de 
Whitney para C(X) y O < to < 1. Si A Y B E ¡J.-1(tO), A n B # 0 y A # B 
entonces existe un arco 9 de A a B tal que Img e ¡J.-1(tO) n C(A u B). Más aún, 
si K es una componente de A n B entonces O< puede ser escogida con la propiedad 
adicional de que K e L para todo L E 1m g. 

Demostración. Sean A Y B E ¡J.-'(to) tales que AnB # 0 y A # B. Entonces 
A y B E C(X) y An B E 2x . Sea K una componente de A n B. Puesto que K y 
A E C(X), K e AnB e A y K # A (si K = A entonces A e B, lo que implicaría 
que A = B, lo cual es absurdo), existe un arco ordenado 0<1 : l ..... C(X) de K 
a A (Teorema 1.16). De hecbo, 0<, : l ..... C(A). Análogamente, existe un arco 
ordenado 0<2 : l ..... C(B) de K a B. Notamos que para todo t y s E l, se tiene 
que 0<1(t) E C(A) y 0<2(S) E C(B). De donde se sigue que 0<1(t) U0<2(S) e AuB y 
entonces 0<1(t) U 0<2 (s) E C(A U B). Fijemos t E l. Entonces, por el Teorema lA, 
la función j : l ..... C(A U B), dada por 0<1(t) U 0<2(S), para todo s E 1, resulta ser 
una función continua. 

Consideremos la función ¡J. o j : 1 ..... 1. Por la continuidad de ¡J. y j, ¡J. o j resulta 
ser continua. Además observamos que 0<1(t) U K e A U K e A, de donde se tiene 
que: 

¡J.(j(0)) = ¡J.(0<1(t) U 0<2(0)) = ¡J.(0<1(t) U K)::::: ¡J.(A) = to· 

Por otra parte o<,(t) U a2(1) = o<,(t) U B::J B, de donde se tiene que: 

to = ¡.t(B) ::::: ¡J.(o<,(t) U 0<2(1)) = ¡.t(j(1)). 

Entonces, por el Teorema del Valor Intermedio, existe s E 1 tal que 

¡J.(j(s)) = to 

Es claro que s depende de t, así que, en general, se tiene que para toda t E 1 
existe s, E 1 tal que: 
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(1.1) 

y por lo tanto a,(t) U a2(s,) E IC'(to) n C(A U B). 

Afirmamos que la función 9: [ --+ p-'(to) n C(A U B) definida como 

9(t) =a,(t) Ua2(S,) (1.2) 

es una trayectoria de B a A cuya imagen está contenida en p-'(to) n C(A U B). 
En efecto, 9(0) = a, (O) U a2(so) = K U a2(so) e K U B = B. De donde se sigue 
que to = P(9(0)) ::; p(B) = to y, por lo tanto, se llega a que 9(0) = B. Por otro 
lado, 9(1) = a,(I) U a2(s,) = A U a2(s¡) :> A, así que to = P(9(1)) ~ p(A) = to 
y, por lo tanto, 9(1) = A. 

Sólo nos resta verificar que 9 es una función continua. Sean t E [ Y (tn)n e [ 
tales que lím(tn ) = t. De acuerdo a (1.1), para cada tn existe St. tal que 

Supongamos sin pérdida de generalidad que lím(s,.) = r para algún r E [. 
Tenemos entonces dos sucesiones convergentes (tn)n y (s.)., con lím(tn ) = t 
Y lím(s,.) = r, en el intervalo [. De la continuidad de a, Y "2 se sigue que 
lím(",(t.)) = ",(t) y lím("2(s,.)) = "2(r). Por lo tanto, lím(", (tn ) U "2(S,.)) = 
",(t) U "2(r) (Teorema 1.3) o, equivalentemente: 

lím(9(t.)) = ",(t) U "2(r) (1.3) 

Como to = P(9(t.)) para toda n E N y lím(p(9(t.))) = p(a,(t) U a,(r)), 
entonces se tiene que 

p(",(t) U a2(r)) = to. 

Ahora bien, tenemos que r :5 St o St :5 r Y, puesto que a2 es un arco ordenado, 
se tiene que ",(t) U ",(r) e ",(t) U "2(S,) o ",(t) U ",(s,) e a,(t) U a,(r). Si 
ocurre que a,(t)U"2(r) e a,(t)U",(s,) entonces se tiene que a,(t)Ua,(r) e 9(t). 
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Puesto que I'(",(t) U "2(T)) = I'(g(t)), concluimos que ",(t) U "'2(r) = g(t). De 
la misma forma se tiene este último resultado si ",(t) U "'2(S,) e ",,(t) U "'2(T). 
Por lo tanto, de (1.3), se sigue que lím(tn) = g(t), con lo que concluimos que 9 es 
continua. 

En segundo término, notamos que para toda t E 1 se tiene que K = K U K e 
",(t) U "2 (s,) = g(t), de modo que K e L para toda L E Img. 

Sabemos que g([O, I]) es un espacio de Hausdorff debido a que éste es un 
subespacio de C(X), el cual es métrico. También se tiene que g([O, I]) es no 
degenerado (ya que g(O) = B ,¡, A = g(I)). 

Ahora mostraremos que la función 9 es monótona y, puesto que g([O, 1]) es un 
espacio Hausdorff y no degenerado, concluiremos que g([O, 1]) es un arco (Teorema 
1.21). 

Para esto, primero mostraremos que si g(t,) = g(t2),con t, y t2 E [0,1], 
entonces se cumple que g(t) = g(t,) para toda tE [tI, t2]. Sea tE [t" t2], entonces 
se tiene que ",,(t¡)U"'2(St,) = ",,(t2)U"2(S,,). Además se tiene, por ser '" un arco 
ordenado, que ",(t,) e ",,(t) e ",(t2). Si s" ::; s, entonces, por ser "'2 un arco 
ordenado, se tiene que "2(S,,) e "'2(S,), De donde se sigue que ",(t,)U "2(S,,) e 
", (t) U "2 (S,) y, puesto que los dos tienen el mismo tamaño (por defilÚción de s, 
y s,,, ver (1.1)), se concluye que 

g(t,) = ",(t¡) U "2(S,,) = ",(t) U "'2(S,) = g(t) 

Entonces podemos suponer que s, < St,. Esto implica que "2(S,) e "'2(S,,). De 
lo cual se sigue que ",(t) U "'2(S,) e ",,(t2) U"'2(S,,) e ",(t,)Ua2(S,,) Ua2(S,,) = 
a,(t¡) U "'2(St,). De donde se desprende nuevamente que 

y, por lo tanto, hemos demostrado que g(t) = g(t,) para toda tE [tI, t2]. 

Ahora estamos listos para demostrar que 9 es una función monótona. Supon­
gamos lo contrario. Entonces existe un elemento A E g([O, 1]) tal que g-'(A) no 
es conexo. Puesto que g-'(A) es compacto, existe un elemento mínimo t,y un 
elemento máximo t2 en este conjunto. Ya que g-'(A) es disconexo existe un ele­
mento t E [tI, t2] tal que t fe g-'(A). Por otro lado, puesto que tE [tI, t2], se sabe 
que g(t) = g(t¡) = A. Pero esto es una contradicción ya que t fe g-'(A). Puesto 
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que esta contradicción vino de suponer la no monotoneidad de 9 se concluye la 
afirmación. Por lo tanto, por lo que habíamos dicbo antes, concluimos finalmente 
que g([O, 1]) es un arco. 

Con esto terminamos la prueba del teorema. o 

El siguiente resultado se obtiene fácilmente tomando arcos ordenados. 

Teorema 1.23. Sean X un continuo, ¡.t. una función de Whitney para e(X) 
y L un subcontinuo de X tal que ¡.t.(L) < to < 1. Entonces existe un subcontinuo 
M de X tal que L e M y ¡.t.(M) = too 

Definición 1.24. Un arco estrictamente ordenado es un arco ordenado tal 
que A(8) ~ A(t) siempre que. < t. 

El siguiente teorema nos garantiza que siempre podemos obtener un arco es­
tríctamente ordenado a partir de un arco ordenado dado. 

Teorema 1.25. Sean X un continuo y ¡.t. una función de Whitney para e(X). 
Dado un arco ordenado Q de A a B en e(X), podemos encontrar un arco estric­
tamente ordenado de A a B. 

Demostración. Sea Q : [0,1) -> e(X) un arco ordenado de A a B, donde 
A e B, A, B E e(x) y A '" B. Sea ¡.t. : C(X) ---> [0,1) una función de Whitney. 
Sea 'Y = Q([O, 1)) e C(X). Dados e y D E -y, existen 8 y t E [0,1) tales que e = 
Q(') y D = Q(t). Entonces e e DaD e e, dependiendo de si 8 :::; t o t :::; 8. Si 
e", D, entonces e ~ Do D ~ e, de manera que ¡.t.( e) '" ¡.t.(D). Esto prueba que 
¡.t.1-y : 'Y -> [0,1) es inyectiva. Ya que 'Y es un continuo, ¡.t.1'Y es un homeomorfismo 
en su imagen, la cual tiene que ser de la forma [a, b), con a < b. Dada 8 E [0,1), 
A = Q(O) e Q(8) e Q(I) = B, así que ¡.t.(A) :::; ¡.t.(a(8)) :::; ¡.t.(B). Por tanto ¡.t.(A) es 
ellIÚnimo y ¡.t.(B) es el máximo de ¡.t.(-y). 

Definimos ¡1 : [0,1) -> 'Y por ¡1(t) = (¡.t.h)-l(a +t(b- a)). Notemos que ¡1(0) = 
(¡.t.I-y)-l(a) = Ay ¡1(1) = (¡.t.I'Y)-l(b) = B. Dados s < t en [0,1), a+s(b-a) < a+ 
t(b-a), así que ¡.t.(¡1(8)) = a+s(b-a) < a+t(b- a) = ¡.t.(¡1(t)). Ya que ¡1(8) , ¡1(t) E 
-y, debemos tener que ¡1(8) e ¡1(t) o ¡1(t) e ¡1(8) y, como ¡.t.(¡1(8)) < ¡.t.(¡1(t)), 
concluimos que ¡1(8) ~ ¡1(t). Por tanto ¡1 es un arco estrictamente ordenado de A 
a B. De esta forma terlIÚnamos la prueba del teorema. o 

Hacemos notar que en la prueba del anterior teorema no usamos esencialmente 
que el arco ordenado Q ewstuviera contenido en e(X), lo que nos lleva a decir 
que la misma demostración sirve para el hiperespacio 2x . 
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Observación 1.26. En lo que resta del presente trabajo supondremos que 
todos los arcos ordenados son estrictamente ordenados. 

Teorema 1.27. Sean X un continuo y p. una cualquier función de Whitney 
para C(X), entonces se tiene lo siguiente; 
(a) p.-I(t) es un conjunto no degenerado para cada O ~ t < 1, 
(b) para toda t E [0,1], se tiene que Up.-I(t) = X, 
(e) para toda A E p.-I([t, 1]) se tiene que U (C(A) n ¡.t-I(t)) = A. 

Demostración. Probaremos (a). Si t = O. Entonces, {p} E ¡.t-I(t) para todo 
p E X. Puesto que X no es degenerado, concluimos que ¡.t-I (t) tampoco lo es. 
Supongamos que O < t < 1. Sea A E ¡.t-I(t). Como p.(A) = t, existe un elemento 
x E X\A. Por el Teorema 1.16 existe un arco (3 de {x} a X. Debido a que {x} E 
C(X), (3 está contenido en C(X). De manera que podemos considerar la función 
p. o (3 ; C(X) -> [0,1]. Por la continuidad tanto de p. como de (3, ¡.t o (3 es continua. 
Además observamos que ¡.t((3(0)) = ¡.t({x}) = O Y ¡.t((3(I)) = p.(X) = 1. Entonces, 
por el Teorema del Valor Intermedio, existe 8 E [0,1] tal que p.((3(s)) = t. Pero 
esto implica que (3(8) E ¡.t-I(t). Además, puesto que x E (3(s)\A, concluimos que 
(3(8) '" A y, por lo tanto, ¡.t-I(t) tiene al menos dos elementos. 

Ahora mostraremos (b). Puesto que U ¡.t-I(t) e x, es suficiente con demostrar 
que X e Up.-I(t). Sea x E X. Entonces, por el Teorema 1.16., existe un arco 
ordenado (3 de {x} a X en 2x Consideremos ahora la función p. o (3 ;-> [0,1]. 
Por un argumento similar al del párrafo anterior se sigue la existencia de un valor 
8 E [0,1] tal que (3(8) E ¡.t-I(t), Y como x E (3(8), concluimos que x E U¡.t-I(t). 
Con lo cual probamos que Up.-I(t) = X. 

Por último, veremos el inciso (e). Supongamos que A E ¡.t-I ([t, 1]). Recordemos 
que esto implica que ¡.t(A) 2': t. Notemos que C(A) n ¡.t-I(t) = (B E C(X) ; 
B e A y p.(B) = t} = (B E C(A) ; p.(B) = t} = (¡.tIC(A))-I(t). Por (b), 
U(p.IC(A)¡-I(t) = A. De manera que U C(A) n ¡.t-I (t) = A. Con esto terminamos 
la prueba del teorema. o 

Conjuntos irreducibles. 

Para terminar esta sección citamos un resultado que habla de la irreducibilidad 
en niveles de Whitney y el cual reultará vital para la demostración del Teorema 
2.1.8. 

18 



Definición 1.28. Un continuo Z es irreducible si existen dos puntos p y q E Z 
tales que ningún subcontinuo propio de Z contiene a p y a q. 

Teorema 1.29 ([22, Teorema 14.73.2]). Sean X un continuo y p. una función 
de Whitney para C(X). Supongamos que p.-l(tO) es irreducible para alguna to E 
[0,11 entonces US "" X para todo subcontinuo propio S de p.-l(tO)' 
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" ... En algún lugar de la bahía de Nápoles se observó a un caracol marino común que 
llevaba adherido permanentemente a su superficie ventral, cerca de su boca, un pequeño 
parásito degenerado, en forma de medusa. El parásito adherido, aunque en apariencia tan 
especializado como para haber renunciado a vivir por sí mismo conservaba, sin embargo su 
aptitud reproductora, pues se encontraron abundantes descendientes suyos en ciertas 
estaciones del año. Estos descendientes viven libremente arrastrados a la deriva en las 
aguas superiores, crecen adecuada y sorprendentemente y, por último, se convierten en 
hermosas medusas normales completamente desarrolladas. Entre tanto, el gastrópodo 
produce larvas y éstas también crecen normalmente, aunque no por mucho tiempo. 
Mientras son aún pequeñísimas, las atrapan los tentáculos de las medusas, quien después 
las absorbe en su cuerpo en forma de sombrilla. A primera vista se creería que las medusas 
son entonces los depredadores, que vengan humillaciones anteriores, y que los caracoles 
son la presa. Pero no. Pronto, los caracoles indigeridos e insaciables, empiezan a comer, 
ramoneando primero en los conductos radiales, luego en el borde y, finalmente en los 
tentáculos, hasta reducir la sustancia de la medusa, poco a poco comida por el caracol, 
mientras que éste aumenta de tamaño correspondientemente. Al final la disposición regresa 
a la primera escena, con el nudibranquio completamente desarrollado sin que de la medusa 
haya quedado algo más que un redondeado resto venturosamente reducido, adherido a la 
piel del caracol, cerca de su boca." 

La medusa y el caracol 

Lewis Thomas 



CAPÍTULO 2 

HIPERESPACIOS LOCALMENTE PLANOS EN LA 

CÚSPIDE. 
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2.1. CARACTERIZACIÓN A TRAVÉS DE NIVELES DE WHIT­
NEY. 

En esta sección veremos la relación entre la existencia de vecindades alrededor 
de X en C{X), homeomorfas a un disco, y la existencia de niveles de Whitney 
homeomorfos a un intervalo o a un círculo. 

Primero, damos la definición formal de lo que entenderemos por un hiperes­
pacio localmente plano en la cúspide. 

Definición 2.1.0. Sea X un continuo. Decimos que C{X) es localmente 
plano en la cúspide si C{X) contiene una vecindad U alrededor de X la cual es 
homeomorfa a una 2-celda. 

Observación 2.1.1. Sea ¡;. : C{X) -> [O,IJ una función de Whitney. Para 
cada t E [O,IJ consideremos la función Ut,. : C{¡;.-I(t» --> ¡;.-I([t, l]) definida 
como ut,.(A) = U A. Es decir, Ut .• es la restricción de la función unión U : 2'x --> 

2x al conjunto C{¡rl(t». Por el Teorema 1.14. sabemos que U es continua y, por 
tanto, Ut,. lo es. Por [22, Teorema 14.73.8.], sabemos que ¡mut,. = ¡;.-I([t, 1]). 

Cuando no haya posibilidad de confusión escribiremos u en lugar de Ut,"" La 
figura 1 muestra un esquema de la función u t,. : 

Lema 2.1.2. Sean X un continuo y ¡;. una función de Whitney para C(X). 
Supongamos que existe t E [0,1) tal que ¡;.-I(t) es homeomorfo a un intervalo o a 
un círculo. Entonces para la función u = Ut,. se cumple lo siguiente: 
a) para todo A E ¡.t-I ([t, 1», se tiene que 17-1 (A) = {¡;.-I(t) n C(A)}. 
b) la función {] es inyectiva en Ql = 17-1 (¡.t-I ([t, 1))) . Es decir, u es inyectiva en 
el conjunto de los elementos de G(¡;.-I{t» cuya unión es diferente de X. 

Demostración. A continuación mostraremos el inciso a). 
Por el Teorema 1.27.(c), sabemos que u (¡.t-I(t) n C(A)) = A y, por lo tanto, 

¡;.-I (t) n C(A) E 17-1 (A). Mostraremos que ¡.t-I(t) n G(A) es el único elemento de 
2! que, bajo u, va a dar a A. Supongamos que existe A E 2! = 17-1 (¡.t-I ([t, 1») tal 
que utA) = A. Mostraremos que 04= ¡.t-I{t) n C(A), para lo cual consideramos 
dos casos: 

i) ¡;.(A) = t. 

21 



v:;. , -;0;:----.1 
'¡¡<'CCt,O) 

1 
I .0 

~----'\<-" (t).. __ o t 

~..-__ -'_ _ _ _ O 
¡:o(Xl- - - . 

i Figura-¡-¡ 

En este caso observamos que para cada D E A se tiene que D e atA) = A Yo 
puesto que t :::; I1-(D) :::; I1-(A) = t, concluimos que D = A. Lo anterior implica que 
A e {A}. Por tanto A = {A} = 11--I(t) n G(A). 

ii) I1-(A) > t. 
Hagamos 11-1 = I1-IG(A). Observamos que 11-,I(t) = 11--I(t) n G(A). En primer 

lugar mostraremos que, para todo subcontinuo propio S de 11-,1 (t), se tiene que 
a(S) # A. Puesto que 11-1 es una función de Whitney para G(A) Y t < I1-(A) 
tenemos, por el Teorema 1.27.(a), que 11-,I(t) = 11--I (t) n G(A) es un subcontinuo 
propio no degenerado de 11--1 (t) (ya que es un nivel de Whitney con respecto a 11-1). 
Por tanto, puesto que 11--I (t) es homeomorfo a un arco o a un círculo, 11-,I(t) es 
homeomorfo a un arco. De esto se sigue que 11-,I(t) es un subcontinuo irreducible. 
De acuerdo con el Teorema 1.29, esto implica que para todo subcontinuo propio 
S de 11-,1 (t) se tiene que uS # A. 

Dada D E A, D e atA) = A. De manera que A e 11-,I(t). Por tanto A es un 
subcontinuo de 11-,I(t) tal que atA) = A, y como esto no lo puede hacer ningún 
subcontinuo propio, concluimos que A = 11-,'(t). 

De los incisos i) e ii), llegamos a que A = 11-- I (t) n G(A). Concluyendo 
finalmente que a-I(A) = {11-- I (t) n G(A)} para todo A E 11--1 ([t, 1)). 

Inciso b). 
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C(Xl 

f. (x) ~=====--"::9------>' 

Sean A E JL-l ([t, 1)) y A Y B E 21 = a-1 (JL-l([t, 1))) tales que alA) = 
a(B) =A. 

Por el inciso a) tenemos que a-1(A) = {JL-l(t) n C(A)} y, por tanto, tenemos 
que 

A = JL-l(t) n C(A) = B. Concluimos que a es inyectiva en a-1 (JL-l ([t, 1))). 

o 

Antes de continuar con nuestra exposición, acordaremos con el lector que un 
arco significará un espacio homeomorfo al segmento [O.lJ y un círculo significará 
una curva cerrada simple o un espacio homeomorfo al círculo unitario 8 1• 

Establecido el acuerdo anterior. probaremos que si algún nivel del hiperespacio 
C(X) es un arco o un círculo entonces los niveles por "arriba" de éste heredan 
esta propiedad. Para tal propósito introducinoos dos conceptos que sirven para 
decidir cuándo un subconjunto de C(X) es un nivel de Whitney. 

Definición 2.1.3. Un arco ordenado grande (a.o.g.) es un arco ordenado '" 
en C(X) tal que na E F1(X) y Ua = X. (véase figura 2) 
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Definición 2.1.4. Un subconjunto L de C(X) es una anticadena si dados A 
y B en L, con A e B, entonces se tiene que A = B. 

A. Illanes probó que si un subconjunto L de C(X)-( {X}UF,(X)) es compacto, 
anticadena e intersecta a todo a.o.g. en C(X) entonces es un nivel de Whitney 
para C(X) ([14, Teorema 1.2]). 

Teorema 2.1.5. Sea X un continuo tal que tiene un nivel de Whitney 1"-' (to) 
el cual es un arco o un círculo para alguna to E [0,1). Entonces I"-'(t) es un arco 
o un círculo, respectivamente, para toda t E (to, 1). 

Demostración. Sea t E (to,I). Hagamos !JJl = a-'(I"-'(t)), donde a = 17'0 .• 
fue definida en 2.1.1. 

Por el Lema 2.1.2.(b) y puesto que !JJl es la imagen inversa de I"-'(t) bajo a, 
al!lJl es un homeomorfismo entre!JJl y I"-'(t) (ya que al!lJl es una función continua 
y biyectiva del compacto !JJl en el espacio Hausdorff I"-'(t), [25, Teorema 17.14]). 

Utilizando el resultado que acabamos de mencionar de A. Illanes, mostraremos 
que!JJl es un nivel de Whitney de C(I"-'(to)). Puesto que los niveles de Whitney 
de C(I"-'(to)) son arcos o círculos [22, Teoremas 14.6 y 14.7], concluiremos que 
!JJl es un arco o un círculo y en consecuencia I"-'(t) lo será. 

Debido a que t E (to, l)y a que a(I"-'(to)) = X y a({A}) = A E 1"-' (to) para 
toda A E I"-'(to), tenemos que !JJl es un subconjunto de C(I"-'(to))\( {I"-'(to)} U 
F,(I"-' (to))). A continuación demostraremos que!JJl es un subconjunto compacto, 
es una anticadena e intersecta a todo arco ordenado grande de C(I"-'(to)) y por 
tanto es un nivel de Whitney de éste. 

En primer lugar probaremos que !JJl es una anticadena. 
Sean A y 8 E!JJl. Sean A = atA) y B = 17(8). Entonces A y B E I"-'(t) e 

1"-' ([to,l)). Por el Lema 2.1.2.(a) tenemos que A E a-'(A) = {¡,-'(t) n C(A)} y 
8 E a-'(B) = {I"-'(t) n C(B)}. 

Por tanto A = I"-'(t) n C(A) y 8 = I"-'(t) n C(B). Supongamos que A e 8. 
Entonces a(A) e 17(8). Es decir A e B. Puesto que A y B E 1"-' (t) tenemos 
que A = B Y por tanto A = 8. Con lo anterior queda probado que !JJl es una 
anticadcna. 

En seguida demostraremos que !JJl intersecta a cada arco ordenado grande 
(a.o.g.) de C(I"-'(to)). 

Sea a un a.o.g. de C(I"-'(to)). Puesto que na E F, (I"-'(to)), entonces 
a(na) E I"-'(to). Debido a que Ua = 1"-' (to), tenemos que a(Ua) = X. De 
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modo que l' (,,(na)) = to Y l' (u(Ua)) = l. Entonces, por la conexidad de 0', 

existe E E o' tal que I'(,,(E))) = t. Por tanto E E ,,-I(Jl-l(t)) =!JJl. Con lo 
anterior concluimos que (}' intersecta a 9Jl . 

Finalmente, puesto que !JJl es la imagen inversa bajo una función continua de 
un subconjunto cerrado, tenemos que!JJl es un cerrado de C(Jl-l(tO)) y, por tanto, 
compacto. De esta forma finalizamos la prueba del teorema. O 

En lo que sigue desarrollaremos el modelo del hiperespacio del círculo SI, el 
cual nos será de gran utilidad para probar que si el hiperespacio C(X) de un 
continuo X tiene un nivel de Whitney homeomorfo a un círculo entonces la parte 
del hiperespacio C(X) que queda por "arriba" del nivel es homeomorfa al disco 
D. 

Consideremos el círculo unitario SI centrado en el origen del plano Euclidiano. 
Se sabe que eada subcontinuo propio C de SI es un arco determinado por su punto 
medio me y su longitud I(C), donde O ~ I(C) ~ 21\". Sea D el disco unitario. 
Consideremos las coordenadas polares en el plano cartesiano. Entonces dado un 
punto p E IR' , éste queda determinado por la pareja (a(p) , r(p)), donde a(p) es el 
ángulo que hay entre el eje polar y la línea que pasa por a = (O, O) y el punto p, 
y r(p) denota la distancia entre oy p. Definimos la función h: C(SI) --.> D dada 
por 

h( C) _ { a, si C = SI 
- (a(me),I-I(C)/21\"), si C'¡' SI 

Se puede demostrar que h es un homeomorfismo entre C(SI) y D, lo cual nos 
dice que el disco unitario D es un mooelo para el hiperespacio C(SI). 

Lema 2.1.6. El homeomorfismo h : C(SI) --.> D tiene las siguientes propiedades: 

a) h(F¡(SI)) = SI, 
b) para toda ji E D y todo par de números s y t, con O :5 s ~ t ~ 1, se tiene que 
h- 1(tji) e h- 1(sji). (véase figura 3) 

Demostración. Demostraremos el inciso a). Sea {ji} E F1 (SI). Entonces se 
tiene que h( {ji}) = (a(ji), l - I( {ji} )/21\") = (a(ji), 1) E SI (ya que este elemento 
tiene longitud cero). Por lo tanto h(F1(SI)) e SI Sea q E SI Entonces su forma 
polar es q = (a(q), r(q)). Puesto que q E SI, se tiene que r(q) = l. Consideremos 
el elemento {q} E F¡(SI). h({q}) = (a(m¡,}), 1 -1({q})/21\")) = (a(q), I) = q. 
Con esto demostramos que SI e h(F1(SI)) y, por lo tanto, que h(F1(SI)) = SI 
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:¡:¿¿j h' (sp) 

!J'ZQ¡ ,,' (t¡;) 
. 'o--~ __ ---o 

Figura 3 

Para demostrar el inciso b) procedemos como sigue. Sea ji E D Y tomamos 
un par de números s y t, con O ~ s ~ t ~ 1. Si ji = o entonces se tiene que 
sji = tji = o y, por lo tanto, que h-I(tji) = SI = h-I(sji). De manera que podemos 
suponer que ji ~ o., ' 

Puesto que O ~ s ~ t ~ 1, se tiene O ~ r(sp) ~ r(tji) ~ 1. Además, puesto 
que h es una función suprayectiva, existen arcos propios C y C' tales que h( C) = 
(a(sji) , r(sp)) y h(C') = (a(tp), r(tji)). De lo anterior y de la definición de h, se 
tiene que 1 -1(C)j2rr ~ 1 -1(C')j2rry, por lo tanto, que I(C) ~ I(C'). Puesto 
que a(sp) = a(tji),.concluimos que C' e C. Es decir, h-I(tji) e h-I(sji), que es 
lo que queríamos demostrar. O 

Observación 2.1.7. Sea X un continuo. Supongamos que el hiperespacio 
C(X) tiene un nivel I-'-I(t) homeomorfo al círculo unitario SI Denotemos a este 
homeomorfismo por: 
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y sea 

'P': C(¡.t-' (t)) -> C(S') 

el homeomorfismo inducido por 'P del hiperespacio C(¡.t-'(t)) al hiperespacio del 
círculo C(S'), el cual está definido como 'P'(A) = {'P(A): A E A} para cada 
A E C(¡.t-'(t)). Entonces, usando el homeomorfismo h : C(S') -> D, el cual se 
defini6 previo al Lema 2.1.6, obtenemos el homeomorfismo: 

que va del hiperespacio del nivel ¡.t-'(t) al disco unitario D. 

Puesto que 'P' es un homeomorfismo tal que 'P·(F,(¡.t-'(t))) = F,(S'), mostra­
remos que </> conserva las propiedades del Lema 2.1.6. A saber: 

a) </>(F,(¡.t-'(t))) = S', 
b) para toda p E D Y todo par de números s y t, con O :s s :s t :s 1 se tiene que 
</>-'(tp) e q,-'(sp). 

Para comprobar el inciso a), hacemos lo siguiente: aplicamos </> a F,(¡.t-'(t)), 
a saber, </>(F,(¡.t-'(t)) = h o 'P·(F,(¡.t-'(t)) = h('P·(F,(¡.t-'(t))) = h(F,(S')) ( 
esta última igualdad se debe a que 'P' es un hemeomorfismo entre C(¡.t-'(t)) y 
C(S')). Como h(F,(S')) = S', concluimos que </>(F,(¡.t-'(t)) = S'. Para mostrar 
el inciso b), sean p E D Y s Y t en [0,11 (supondremos que s y t son mayores 
que cero, si alguno de los dos es cero el resultado se sigue inmediatamente). El 
inciso b) se obtiene fácilmente a partir de saber que si un conjunto contiene a otro 
entonces sus imágenes inversas bajo cualquier función preservan dicha contención. 

En las páginas siguientes mostraremos que si C(X) tiene un nivel homeomorfo 
a un intervalo o a un circulo entonces C(X) es localmente plano en la cúspide (ver 
la Definición 2.1.0). 

Teorema 2.1.8. Sean X un continuo y ¡.t una función de Whitney para C(X). 
Supongamos que existe t E [0,1) tal que ¡.t-'(t) es un arco. Entonces ¡.t-' ([t, 1]) 
es homeomorfo al disco unitario D. 

Demostración. Sea a = at,~ como se definió en 2.1.1. Por 2.1.1, sabemos 
que a es un función continua de C(¡.t-'(t)) sobre ¡.t-'([t, 1]). Además, sabemos 
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que a es una función inyectiva en A = /L-1([t, 1)) (Lema 2.1.2.(b)). Entonces 
basta demostrar que a-1(X) = {/L-1(t)} para concluir que a es inyectiva en todo 
C(/L-1(t)). 

Por el Lema 1.27.(b), se tiene que a(/L-1(t)) = X. Puesto que /L-1(t) es home­
amorfo a un intervalo, /L- 1(t) es irreducible. Esto implica que para todo sub­
continuo propio S de /L-1(t) se tiene que a(S) #< X (Teorema 1.29). 10 anterior 
implica que para todo S E C(/L-1(t))\ {/L-1(t)} se tiene que a(S) #< X y, por lo 
tanto, concluimos que a-1(X) = {/L-1(t)}. 

Entonces tenemos que C1 es una función continua, sobre y inyectiva y, por lo 
tanto, a es un homeomorfismo entre C(/L-1(t)) y /L-1([t, 1]). Finalmente, como 
/L-1(t) es homeomorfo a un intervalo, entonces C(/L-1(t)) es una 2-celda ([22, 
Ejemplo 0.54.]). De todo lo cual concluimos que /L-1([t, 1]) también es una 2-
celda. o 

Teorema 2.1.9. Sean X un continuo y /L una función de Whitney para C(X). 
Supongamos que existe t E [0,1) tal que /L-1(t) es un círculo. Entonces /L-1 ([t, 1]) 
es homeomorfo al disco unitario D. 

Demostración. Sea:l) = C(/L-1(t)). De acuerdo con la Observación 2.1.7, 
existe un homeomorfismo cf> : :1) -> D, donde D es el disco unitario en IR', tal 
que cf>(F,(/L-'(t))) = 8 ' , cf>(/L-1(t)) = o y si P E D Y O ::; s ::; r ::; 1 entonces 
cf>-l(rp) e cf>-l(Sp). 

Definimos'" : :l) -> D por ",(A) = (' 't(,¡A))) cf>(A), para toda A E :1), donde 

a es la función unión restringida a :1). Vamos a probar algunas propiedades de '" : 

(a) En efecto, el contradominio de '" es D. 
Si A E :1) entonces t :o; /L(a(A)) :o; 1, así que "'(A) es un elemento de D 

multiplicado por un número entre O y 1, de manera que "'(A) E D. 

(b) '" es continua. 
Esto se sigue del hecho de que'" es una función construida a partir del producto 

y composición de funciones continuas. 

(e) ",-1(0) = a-1(X). 

Dada A E ",-1(0), ('-"t¡A))) cf>(A) = o, entonces /L(a(A)) = 1 o cf>(A) = o. De 

modo que utA) = X o A = /L-1(tO). En los dos casos A E a-1(X). Ahora tomemos 
A E a-1(X), entonces /L(a(A)) = 1, de manera que "'(A) = o. 
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(d) si A E :D\,p-'(o) entonces ,¡,-'('¡'(A)) = {A} 
Supongamos que 8 E 1/1-'(1/1(A)) y que 8 "A. Sean p = 4>(A), = 4>(8), 

a = '-'1(O¡A)) y b = '-'í(~¡B)). Entonces ap = bij. Si a = O entonces '¡'(A) = o. Lo 
cual es contrario a lo que supusimos. Esto prueba que a > O. Similarmente b > O. 

Entonces ¡p = ij. Si P = ij entonces 4>(A) = 4>(8), de manera que A = 8, lo 
cual es contrario a nuestra suposición. De manera que p " ij. Si a = b, llegamos 
a que p = ij, lo que es absurdo. Por tanto a " b. 

Si a < b entonces -~(,,(A)) < -~(,,(8)) Y A = 4>-'(p) e 4>-'(~p) = 4>-'(ij) = 
8. De modo que ~(,,(8)) < Jl(a(A)) y atA) e a(8) Lo cual es absurdo. 

Si b < a entonces -Jl(a(8)) < -Jl(a(A)) y 8 = 4>-'(ij) = 4>-' (¡p) e 4>-'(p) = 
A. De modo que Jl(a(A)) < Jl(a(8)) y a(8) e atA). 10 cual también es un 
absurdo. 

Puesto que todo vino de suponer que 8 " A se concluye la afirmación. 

(e) 1/1-'(0) n F'(Jl-'(t)) = 0. 
Supongamos que existe A E .p-'(o) n F'(Jl-'(t)). Entonces A es de la forma 

A = {A}, donde A E Jl-'(t). Entonces atA) = A '" X. Pero por (e) atA) = X, 
lo que es absurdo. Con esto probamos el inciso (e). 

(f) '¡'¡F'(Jl-'(t)): F'(Jl-'(t)) --> S' es un homeomorfismo. 
Dada A E F, (Jl-' (t)), existe A E Jl-'(t) tal que A = {A} . Entonces 4>(A) E S' 

y Jl(a(A)) = Jl(A) = t. De manera que .p(A) = 4>(A) E S'. Esto muestra que 
.p(F'(Jl-'(t))) e S'. Dadap E S', existe A E F'(Jl-'(t)) tal que 4>(A) =p. De 
modo que .p(A) = 4>(A) = p. Esto muestra que S' e .p (F'(Jl-'(t))). De lo cual 
se tiene que 1/1 (F, (Jl-' (t))) = S'. 

Dada A E F'(Jl-'(t)), por (e), A 1. ,¡,-'(o). Por (d), '¡'-'('¡'(A)) = {A}. De 
aquí que .p¡F'(Jl-'(t)) es inyeetiva. Como F'(Jl-'(t)) es compacto, concluimos que 
.p1F'(Jl-'(t)): F'(Jl-'(t)) --> S' es un homeomorfismo. 

(g) 1/1 es suprayectiva. 
En la prueba de (f) vimos que, dada ¡; E S', existe A E F, (Jl-'(t)) tal que 

'¡'(A) = 4>(A) = p. Entonces .p(4)-'(P)) = {p}, para toda p E S'. De manera que 
1/1 o 4>-' : D --> D es una función continua que es la identidad en S'. Supongamos 
que 1/1 no es una función suprayeetiva. Entonces existe un punto ij E D\ Im(.p). 
Esto implica, puesto que la imagen de ,¡, contiene a S' (inciso (f)), que ij 1. SI 
Entonces construimos la proyección radial. 9 : D\ {ij} --> S', la cual es una función 
continua y resulta ser la identidad en S'. Entonces la función 9 o'¡' o 4>-' : D --> D 
es una función bien definida, continua y es la identidad en SI Es decir, 9 o'¡' o 4>-' 
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es una retracción de D en S'. Pero esto contradice el Teorema de Brouwer ([25, 
Teorema 34.5.]). Por lo tanto la función ,p es suprayectiva. 

Ya tenemos las herramientas necesarias para probar la afirmación del teorema. 
Consideremos el siguiente diagrama: 

1"-'([t, l)) 

Observamos que u y tP son funciones continuas j suprayectivas, con dominio 
compacto y cuyo respectivo contradominio es Hausdorff. Por tanto ambas son 
funciones cerradas y, en consecuencia, identificaciones. 

A continuación veremos que cada una de las funciones a y ,p preserva las fibras 
de la otra. 

Sea A E n. Si alA) i' X, por el Lema 2.1.2.(b), a-'(a(A)) = {A}. De 
manera que ,p(a-' (a(A))) es un conjunto de un solo elemento (,p(A)). Si alA) 
= X entonces a-'(a(A)) = a-'(X). De donde se sigue, por el inciso (e), que 
,p(a-'(a(A))) = ,p(cr-'(X)) = ,p(,p-'(a)) = {a}, que también es un conjunto de 
un solo elemento. Por tanto ,p preserva las fibras de a. La demostración de que a 
preserva las fibras de ,p es similar y se puede hacer usando los incisos (e) y (d). 

Por el Teorema de la Transgresión ([8, Teorema 3.2., pág. 123)), la función 
h : D -> I"-'([to, 1]), dada por h(P) = el único punto en a(,p-'(p)) es continua. 
De la misma manera, la función I : I"-'([to, 1]) -> D, dada por I(A) = el único 
punto en ,p(a-'(A)), es continua. Entonces, dada p E D, l(h(P)) es el único 
punto en ,p(a-'(a(,p-'(p))) :::J ,p(,p-'(P)) = {p}. Esto muestra que lo h es la 
identidad en D. Similarmente h o I es la identidad en 1"-' ([to, 1]). Por tanto hy I 
son homeomorfismos. 

De todo lo anterior concluimos que D es homeomorfo a 1"-' ([to, 1]. o 

Corolario 2.1.10. Sean X un continuo y 1" una función de Whitney para 
C(X). Supongamos que existe t E [0,1) tal que I"-'(t) es un arco un circulo. 
Entonces 1"-' ([t, 1]) es homeomorfo al disco unitario D. 
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Más adelante veremos qne la implicación inversa a la del Corolario 2.1.10. es 
cierta. Antes de esto, estudiaremos condiciones a partir de las cuales podamos 
inferir que el hiperespacio C(X) del continuo X es localmente plano. 

2.2. CARACTERIZACIÓN COMBINATORIA. 

El resultado principal de esta sección tiene que ver con las propiedades cUlnbi­
natorias que debe tener el continuo X para que su hiperespacio tenga una vecindad 
homeomorfa a una -2-celda alrededor de la cúspide (ver pág. 2). 

Un concepto que juega un papel importante en el análisis siguiente es el de 
terminalidad, por lo que daremos su definición formal. 

Definición 2.2.0. Sean A y B dos subcontinuos de un continuo X tales 
que A e B. Entonces A es terminal con respecto a B si para cualquier par de 
subconjuntos K y L de B, tales que A e K y A e L, entonces se tiene que L e K 
oKcL. 

A continuación describimos las propiedades combinatorias que requerimos de 
un continuo X para que su hiperespacio sea localmente plano en su cúspide. La 
siguiente uefinición fue dada por Krasinkiewicz y Nadler en [18, Teorema 5.3J. En 
ese articulo ellos probaron que para un continuo pseudolineal, todos los niveles de 
Whitney, cuyos elementos tienen medida cercana a la del continuo, son arcos. 

Definición 2.2.1. Un continuo X es pseudolineal si existen dos subcontinuos 
propios XI Y X, de X tales que: 

A) X =XIUX" 
B) y = XI n X, es un sulicontinuo de X, 
C) y es terminal con respecto a XI Y X" 
O) para todo subcontinuo L de X tal que L\XI '" 0 y L\X, '" 0, se cumple que 
YcL. 

En las figuras 4 y 5 se muestran dos ejemplos de espacios pseudolineales. 
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Figul1i 4 
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Definición 2.2.2. Un continuo X es pseudocircular si existen dos subcontin­
uos propios X, Y X 2 de X tales que: 

A) X = X, UX2 , 

B) Xl n X2 tiene exactamente dos componentes K, y K 2 , 

e) las componentes K, y K 2 son terminales con respecto a los subcontinuos X, 
y X 2 , 

D) Fr(X,) = Fr(X2 ) = K, U K 2 , 

E) para todo subcontinuo L de X tal que L n K, # 0 y L n K 2 # 0, se tiene que 
X, e Lo X2 e L, 
F) existe é > O tal que para todo subcontinuo L de X tal que X e N(é, L), se 
tiene que [(, e L o [(2 e L. 

En las figuras 6 y 7 se muestran dos ejemplos de espacios pseudocirculares. 

En las páginas siguientes estableceremos los resultados necesarios para mostrar 
que si un continuo X es pseudolineal o pseudocircular entonces su hiperespacio 
C(X) tiene un nivel que es un segmento o un círculo. De donde se seguirá, por el 
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Corolario 2,1.10 de la sección anterior, que C(X) tiene una vecindad homeomorfa 
a un disco, 

Espacios pseudocirculares 

Prhnero analizaremos el caso cuando X es pseudocircular, para lo cual em­
pezamos demostrando algunos lemas que serán de utilidad. 

Lema 2.2.3. Sean X un continuo pseudocircular y X" X" K, Y K, como en la 
Definición 2,2,2. Sean ¡J. una función de Whitney para C(X) y m ·x{¡J.(X,),¡J.(X,)} < 
t < ¡J.(X). Entonces existen subcontinuos únicos L, y L, de X tales que: 

a) K, e L, e X" K, e L, e X" 
b) ¡J.(Yi) = t = ¡J.(Y,), donde Y, = X, U L, Y Y, = X, U L" 
e) Y, ,;, Y" 
d) L, n K, = 0, L, n K, = 0, 
e) L, n L, = 0, 
f) Y, n Y, = L, U L" 
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g) si M E C(X) es tal que M\Xl # 0 y M\X2 # 0 entonces se cumple que 

y 

0# FrM(M n X2 ) e Fr(X2 ), 

h) Fr(Yl) e K, u Ll y Fr(Y2 ) e Kl u L2• 

i) ¡rl(t) contiene un circulo. 

Demostración. Construiremos L l , la construcción de L2 es similar. 
Puesto que Kl es un subcontinuo propio de X" existe un arco ordenado 01 

de Kl a X 2 (Teorema 1.16). Consideremos la función h : [0,1] ..... C(X), definida 
por hes) = Xl U "'l(S), para s E [0,1]. 

En efecto, debido a que h(O) = Xl U"'l(O) = Xl UKl = Xl E C(X), la imagen 
de h, está contenida en C(X) (Teorema 1.19). Por el Teorema 1.4, h resulta ser 
continua. De lo cual se sigue que la función 9 = ¡.t oh: [O, 1] ..... [O, 1] es continua. 

Al evaluar la función 9 en O y 1 observamos que 

g(O) = ¡.t(h(O)) = ¡.t(Xl U "'1(0)) = ¡.t(Xl U K¡) = ¡.t(X¡), 
g(l) = ¡.t(h(I)) = ¡.t(Xl U "'1(1)) = ¡.t(Xl U X 2 ) = ¡.t(X). 

Puesto que /L(Xl ) < t < ¡.t(X), existe un valor SI E (0,1) tal que g(s¡} = t 
(Teorema del Valor Intermedio). Es decir, existe SI E (0,1) tal que ¡.t(h(Sl)) = t. 
Hagamos Ll = Ol(Sl) y sea Yl = h(Sl) = X1UL1. Por la forma en que está definida 
h, Yl resulta ser un subcontinuo de X. Además se tiene que ¡.t(Yl ) = ¡.t(h(Sl)) = t. 
De manera similar se obtienen los subcontinuos L2 y 1-2 = X, U L,. Mostraremos 
que L¡, Yl • L2 Y Y2 satisfacen las propiedades requeridas. 

a) Por construcción, se tienen las contenciones Kl e Ll e X 2 y K2 e L, e Xl. 

b) También por construcción, tenemos que Yl = Xl U L¡, Y, = X, U L2 Y 
¡.t(lí) = /L(Y2 ) = t. 

c) A continuación demostraremos que Yl # Y2 • 

Supongamos que ocurre lo contrario. Esto implica que Xl U Ll e X 2 U L2 • Sea 
x E Xl \X,. Por la contención anterior, tenemos que x E L,. De donde se sigue que 
Xl \X2 e L, y, por lo tanto, que X = Xl U X, = (Xl \x,) U X 2 e L, U X, = Y2 . 

Lo que implica finalmente que t < ¡.t(X) = /L(Y,) = t, que es evidentemente un 
absurdo. Este absurdo muestra que Yl # Y,. 
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d) Ll n K2 = 0, L2 n Kl = 0. 
Supongamos que Ll n K 2 # 0. Esto implica, debido a que Kl e L" que 

Xl e Ll o x2 e Ll (Definición 2.2.2.(E)). Puesto que Ll e X 2 y Xl \X2 # 0, 
tenemos que la contención Xl e Ll no ocurre. Por lo tanto, tenemos que X 2 e Ll. 
Además, sabemos que Ll e X 2 , de donde se concluye que X 2 = Ll. Pero esto 
implica que Yl = Xl U Ll = Xl U X 2 = X. Así que t = ¡t(Yl ) = ¡t(X¡) > t. Lo 
cual es un contradicción. Por lo tanto, concluimos que Ll n K 2 = 0. De manera 
similar se prueba que L2 n K 1 = 0. 

e) Ll n L2 = 0. 
Supongamos lo contrario, y hagamos N = Ll U L2 • Como Kl y K 2 están 

contenidos en N, por 2.2.2.(E), tenemos que Xl e N o X 2 e N. Supongamos 
que Xl e N = Ll U L2 . Entonces, puesto que Xl n Ll = Kl (ya que Xl n Ll e 
Xl n X 2 = Kl U K 2 Y Ll n K 2 = 0), tenemos que Xl e Kl U L2• Pero Kl U L, e 
Xl, lo que nos lleva a que Xl = Kl U L2 . Puesto que Kl n L2 = 0, concluimos que 
Xl es disconexo, lo cual contradice el que Xl es un subcontinuo de X. De manera 
similar se prueba que X 2 e N tampoco puede suceder. Por lo tanto, concluimos 
que Ll n L2 = 0. 

f) Yl n y;, = Ll U L2 • 

Para demostrar lo anterior fijémonos en las siguientes identidades. 

Yl n Y2 = (Xl U L¡) n (X2 U L2 ) 

= (Xl n X 2) U (L l n X 2 ) 

U 
(Xl n L 2 ) U (Ll n L2 ) 

(Kl U K 2 U Ll ) U [L2 U 0J ( inciso e) 
= Ll U L2 

Con lo anterior probamos, además, que Yl n y;, # 0. 

g) Sea M E C(X) tal que M\Xl # 0 Y M\X2 # 0. Entonces 0 # FrM(M n 
Xl) e Fr(Xl ) y 0 # FrM(M n X 2) e Fr(X2 ). 

Puesto que M\Xl # 0, se tiene que M n Xl # M y, por tanto, que 
FrM(MnXl ) # 0(si FrM(MnXl ) = 0, entonces MnXl resultar/a ser un 

subconjunto abierto y cerrado de M, el cual es conexo y, por lo tanto, llegaríamos 
a que M nXl = 0 o M n Xl = M, contradiciendo el que M\X2 # 0 en el primer 
caso y el que M n Xl # M en el segundo caso). 
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La demostración de que FrM(M n X¡) e Fr(X,) es válida en general. Es 
decir, es cierta para cualesquiera subconjuntos M y X, de un espacio topológico 
y es fácil de demostrar. 

h) Fr(Y¡) e K, u L" Fr(Y,) e K, u L,. 
Probaremos la primera contención, la segunda se prueba de manera sinúlar. 
Se sabe que Fr(Y,) = Fr(X, U L,) e Fr(X¡) U Fr(L,). Pero Fr(X,) U 

Fr(L,) e K, U K, U L, = K, U L,. Por lo tanto Fr(Y,) e K, U L,. 

i) ¡'-'(t) contiene un círculo. 
Porlos incisos c) y f) se tiene que Y, # Y, Y Yi n Y, # 0. Entonces existen arcos 

{J, y (J, contenidos en 1'-' (t) n C(Y, U Y,) de Y, a Y, y de Y, a Y" respectivamente, 
tales que L, e N para toda N E {J, y L, e M para toda M E {J, (Teorema 1.22). 

En seguida probaremos que {J, y {J, coinciden sólo en sus extremos y, puesto 
que {J, y {J, son arcos, concluiremos que {J, U (J, es un circulo en I'-'(t). 

Por lo que convenimos en la definición de arco (Definición 1.15.), pensemos a 
{J, y (J, como funciones inyectivas de [0,1] en I'-'(t) n C(Y, U Y,). 

Sean So Y ro E [0,1] tales que (J,(so) # Y,,{J,(so) # Y" (J,(ro) # Y, y (J,(ro) # 
Y,. Supongamos que (J,(so) = (J,(ro). De esta suposición y de las propiedades 
de {J, y (J" tenemos que L, U L, e (J,(so). Esto implica que K, n (J,(so) # 0 y 
que K, n (J,(so) # 0 y, por lo tanto, que X, e (J,(so) o X, e (J,(so) (2.2.2.E). 
Si X, e (J,(so) entonces tenemos que Y, = X, U L, e /3,(so). Puesto que Y, 
y (J,(so) E I'-'(t), lo anterior implica que Y, = (J,(so). Pero esto contradice la 
elección de So. Por lo tanto X, ~ /3,(so). Entonces X, e /3,(so), así que y, = X,U 
L, e (J,(so). Esto implica que Y, = (J,(so), contradiciendo nuevamente la elección 
de So. De lo anterior concluimos que /3,(8) # (J,(r) para todo par de números 
S y r E [0,1] tales que (J, (s) # Y" Y, Y (J,(r) # Y" Y,. Con lo que concluimos, 
finalmente, que /3, U /3, es un circulo en I'-'(t). De esta forma terminamos la 
prueba del inciso i). 

Sólo resta demostrar que L, y L, son únicos. Supongamos que existen subcon­
tinuos N, y N, de X que satisfacen las propiedades enlistadas anteriormente. En 
particular N, y N, satisfacen los incisos a) y b), lo que implica que K, e N, e X" 
K, e N, e X, y Z, = X, U N" Z, = X, U N" con I'(Z,) = I'(Z,) = t. Pro­
baremos que Y, = Z" la demostración de que Y, = Z, es similar. Puesto que 
[(, e N, e X, y K, es terminal con respecto a X" se tiene que L, e N, o 
N, e L,. Esto implica a su vez que Y, = X, U L, e X, U N, = Z, o que 
Z, = X, U N, e X, U L, = Y,. Puesto que I'(Z¡) = I'(Y,) = t, cualquiera de las 
dos contenciones anteriores implica que Yi = Z1' 
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De lo anterior y el inciso f), llegamos a que L1 U L, = Y1 n 1'2 = NI U N,. Puesto 
que L1nN1 # 0, L,nN, '" 0 y L1 nL, = NI nN, = 0 (inciso e)), la conexidad de 
L1, L" NI Y N, implica que NI = L1 Y N, = L,. Con esto terminamos la prueba 
del lema. o 

A continuación demostraremos un lema técnico que nos será de utilidad en la 
discusión de los siguientes resultados. 

Lema 2.2.4. Sean X un continuo y p. una función de Whitney para C(X). 
Entonces para toda E > O, existe to E (0,1) tal que p._1 (t) e B:' (X), para toda 
t E [to, 1]. 

Demostración. Sea E > O. Por el Teorema 1.13 existe 8 > O tal que si Ay 
B E C(X), A e B y p.(B) -p.(A) < 8, entonces H(A, B) < E. Sea to E (0,1) tal 
que 11-tol < 8. Sea BE p.-1(to). Puesto que B e X y 1p.(B)-p.(X)1 = Ito-ll < 8, 
se tiene que H(B, X) < E y, por tanto, que BE B:' (X). Como B fue un elemento 
arbitrario de p.-1(tO) concluimos que p.-1(lo) e B;' (X). Finalmente, ya que para 
toda tE [to, 1] se cumple 11 - ti ::; 11 - tol < 8, se concluye, en forma similar, que 
p.-1(t) e B;'(X) para toda tE [to, 1]. Con esto finalizamos la prueba del lema. o 

Convención 2.2.5. En la exposición de los siguientes resultados, supon­
dremos que X es pseudocircular y que se tiene una función de Whitney p. para 
C(X). Se tomarán los subcontinuos X 1,X" K1 y K, de X como en la definición 
2.2.2. Consideraremos un número real tI tal que m'x{p.(X1),p.(X,)}< tI < L 
Fijemos t' E (t1,1). Tomaremos a los subcontinuos Y1,L" Y, y L, como en el 
Lema 2.2.3 para t' . 

Con esto en mente, establecemos los siguientes resultados. 

Lema 2,2,6, Sea X un continuo pseudocircular. Entonces existe t' E (0,1), 
con tI ::; t' tal que para toda M E J.L-1(t') se cumple que M n y, y M n Y, 
tienen a lo más dos componentes. Además, M n Xl y M nX, tienen a lo más dos 
componentes. En el caso en que M n Xi, (i = 1,2) tenga dos componentes, una 
de ellas contiene a K 1 y la otra a K,. 

Demostración, Sea E como en 2.2.2.(F) Por el Lema 2.2.4 existe to E (0,1) 
tal que J.L-1(t) e B;'(X) para toda t E Ito, 1]. Sea t' E [to,l] tal que tI ::; t'. 
Mostraremos que t' cumple lo que se pide. 
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Sea M E Ji-¡(tO). En primer lugar, mostraremos que MnX¡ y MnX, tienen 
a lo más dos componentes. Específicamente, demostraremos que M n X¡ tiene a 
lo más dos componentes, la prueba para M n X, es silIÚlar. 

Puesto que M E B~(X), tenemos que K¡ e M o K, e M (2.2.2.(F)). Supon­
gamos que K¡ e Al. Entonces K¡ es un subconjunto conexo de M n Xl. De 
manera que existe una componente L de M n X ¡ tal que K¡ e L. 

A continuación mostraremos que M n X¡ tiene a lo más dos componentes. 
Podemos suponer que M n X¡ '" X¡ (si M n X¡ = X¡ entonces M n X¡ tendría 
una sola componente y, por lo tanto, habríamos terlIÚnado). 

Para mostrar que M nX¡ tiene a lo más dos componentes bastará probar que 
si N es una componente de M n X ¡ y N '" L entonces K, e N. 

Sea N una componente de M n X¡ diferente de L. Primero mostraremos que 
N intersecta a la frontera de Xl. Efectivamente, puesto que M\X, '" 0 (ya que 
t" > m'x{Ji(X¡),Ji(X,)}), se tiene que M n X¡ '" X¡ y M n X¡ '" 0 y, por lo 
tanto, que FrA[(M n X¡) '" 0. Ya que M nx¡ es un conjunto cerrado, se sigue del 
Teorema 1.10 que N n (FrM(M n Xl)) '" 0. Puesto que FrM(M nx¡) e Fr(X¡) 
(Lema 2.2.3.g), concluimos que N n Fr(X¡) '" 0. 

Debido a que Fr(X¡) = K¡ U K, (2.2.2.D) Y K¡ e L, lo anterior implica que 
N n K, '" 0. Como Ly N e M, llegamos a que X¡ e M o X, e M (2.2.2.(E)). 
En particular K, e M. Por tanto K, es un subconjunto conexo de X¡ n M que 
intersecta a N, esto implica que K, e N. 

De lo anterior concluimos que X ¡ n M tiene a lo más dos componentes. 

De la discusión anterior se desprende que si L y N son dos componentes 
diferentes de M n X¡ entonces una de ellas contiene a K¡ y la otra a K,. 

Ahora demostraremos que M n Y¡ Y M n Y, tienen a lo más dos componentes. 
Como en el caso anterior, s610 demostraremos que M n Y¡ tiene a lo más dos 
componentes. Una prueba similar se puede hacer para M n Y,. 

Si Al e Y¡ entonces M n Y¡ = M tiene s610 una componente. Podemos suponer 
entonces que M i Y¡. 

De la elección de tO y fe podemos suponer que K, e M para alguna i E {l, 2} 
y, puesto que /(¡ e Y¡, llegamos a que Ki e /vI n Yl - Esto implica que existe una 
componente Q de M n Y¡ tal que K, e Q. 

Supongamos que M n Y¡ tiene más de dos componentes. Sean N y R dos 
componentes de M n Y¡ diferentes de Q. Puesto que M n Yi es un subconjunto 
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propio de M, tenemos que 0 '" N n FrM(M n Y,) e N n Fr(Yj) (Teorema 1.10). 
Por tanto N n Fr(Y,) '" 0. Similarmente R n Fr(Y¡) '" 0. 

Recordemos que Fr(Y.) e K, u L¡ (Lema 2.2.3.(h». Si N n Kj '" 0, con 
j '" i, entonces M n X¡ e M n Y¡ Y M n X¡ intersecta a las componentes Q y N 
de M n Yj. Esto implica que M n X¡ tiene dos componentes Q¡ y N¡ tales que 
Q¡ e Q y N¡ e N. Por lo que vimos antes K; e Q¡ y Kj e N¡. Hemos probado, 
por consiguiente, que si N n Kj '" 0, entonces Kj e N. Por tanto alguno de los 
conjuntos N o R no intersecta a Kj. 

Entonces sólo tenemos que analizar los siguientes casos: 

a) K¡ e Q, K, e N y R n (L¡ \K¡) '" 0, 
b) K¡ e Q, NnK, = 0, RnK, = 0, Nn (L¡\K¡) '" 0 y Rn (L¡\K¡) '" 0, 
e) K, e Q, N n K¡ = 0, R n K¡ = 0, N n (L¡ \ K,) '" 0 y R n (L¡ \K¡) '" 0, 
Analicemos la primera situación. 
Puesto que N n K, '" 0, se sigue que M n K, '" 0. Lo cual significa, por 

2.2.2.{E), que X¡ e M o X, e M. Si X¡ e M entonces X¡ e M n Yj. Lo que 
significa que X¡ está contenido en una componente de M n Y¡. Pero 0 '" K¡ e 
x¡ nQ y 0 '" NnK, e Nnx¡. Así que N = Q. Pero esto contradioe el que Q y 
N eran componentes diferentes de M n Y¡. Supongamos, entonces, que X, e M. 
En particular se tiene que L¡ e M y, por tanto, que L¡ e M n Y¡. Puesto que 
L¡ es conexo, debe existir una componente C, de M n Y¡, tal que L¡ e C. Como 
K¡ e Q y K¡ e L¡, se sigue Q = C. Por otro lado, sabemos que Rn(L¡ \K¡) '" 0, 
de lo cual se sigue que R n C '" 0. De donde concluimos que R = C = Q, que 
contradice el hecho de que R y Q eran componentes diferentes de M n Yj. Por lo 
tanto, esta posibilidad no puede suceder. 

Analicemos la segunda y tercera posibilidades al mismo tiempo. Sean 1'¡ y 1', 
arcos ordenados de N a M y de R a M, respectivamente. Debido a que N y R 
son cerrados ajenos, existen valores ro,So E (0,1] tales que 1'¡(ro) n 1',(so) = 0. 

Mostraremos que, a partir de 1'¡{ro) Y 1',(so), podemos construir dos subconti­
nuos de X, que contienen a K, pero que no son comparables, lo cual estará 
en contradicción con 2.2.2.(C). Para tal fin mostraremos, en primer lugar, que 
"I¡(t)\L¡ '" 0 Y "I,(s)\L¡ '" 0 para cualesquiera t, s E (0,1]. Probaremos que 
"I¡ (t)\L¡ '" 0 (la prueba de que "I,(s)\L¡ '" 0 es similar). 

Supongamos que existe t E (0,1] tal que "I¡(t)\L¡ = 0. Esto implica que 
"I¡(t) e L¡ e Yj. Debido a que "I¡(t) e M, se sigue que "I¡(t) e Y¡ n M. Puesto 
que "I¡(t) es conexo y N e "I1(t), se sigue que N = 1'¡(t) Pero esto contradice el 
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hecho de que 'Y, es estrictamente ordenado. De donde concluimos que 'Y, (t)\L, "" 0 
para toda t E (0,11. 

Ahora. ya que N n (K, U K2) = 0 y R n (K, U K2) = 0, N y Re X2\X" 
podemos encontrar r2 Y 82 E (0,11 suficientemente pequeñas tales que 'Y,(r2) y 
'Y2(82) e X2 • Hagamos r = mín{ro,8o,r2,82}.Entonces, debido a que 'Y,(r) n 
'Y2(r) = 0,'Y,(r)\L, "" 0, 'Y2(r)\L, "" 0 y 'Y,(t2) y 'Y2(82) e x" podemos concluir 
que 'Y,(r) U L, Y 'Y2(r) U L, son dos subcontinuos propios de X2 que contienen a 
K, y que no son comparables. Pero esto contradice 2.2.2.(C), de manera que b) 
y c) tampoco se cumplen. 

De esta manera comprobamos que las posibilidades a), b) y e) no se dan. 
Puesto que éstas vinieron de suponer que y, n M tenía más de dos componentes, 
concluimos que Y, n M tiene a lo más dos componentes. Como Y, y Y2 juegan 
papeles simétricos, se sigue, también, que Y2 n M tiene a lo más dos componentes. 
Con lo anterior finalizamos la prueba del lema. O 

Lema 2.2.7. Sean X un continuo pseudocircular y t' como en el Lema 2.2.6. 
Entonces para toda M E J1.-'(t') se tiene que L, e M o L2 e M. 

Demostración. Sea M E J1.-'(t'). Sabemos que los conjuntos MnY, y MnY, 
tienen a lo más dos componentes y que K, e M o K 2 e M. 

Supongamos que K, e M. 

Sea R la componente de M n Y2 que contiene a K,. Analicemos primero el 
caso en que R n K2 "" 0. Por 2.2.2.E, X, e Ro X2 e R. Así que L, e R e M o 
Ll e R e M y, con esto, terminarnos este caso. Por tanto, podemos suponer que 
RnK2 = 0. Notemos que X2nL2 e x 2nx, = K, UK" L,nK, e L2nL, = 0 
y K2 e X2 n L2. De manera que X2 n L2 = K, Y Y, = X2 U L2. Entonces 
Y2\K, = (Y2\X2) U (Y2\L2) y tanto (Y,\X2) como (Y2\L,) son abiertos en Y, 
y ajenos. Como R e Y2 \K2, R es conexo y K, e R n (Y2 \L,) tenemos que 
R e Y, \L, e X,. Por lo tanto R e X,. 

Puesto que R es un subcontinuo de X 2 conteniendo a K 1 y K 1 e LI tenemos, 
por 2.2.2.C, que R e L, o L, e R. Si L, e R entonces, ya que R e M, tendremos 
que L, e Al y por tanto habremos terminado. 

Supongamos ahora que R e L,. A continuación mostraremos que si R es la 
única componente de M n Y, entonces se debe cumplir que M e Y,. Supongamos, 
pues, que R es la única componente de M n Y2 • Sea x E M. Esto implica que 
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x E M n Y¡ o x E M n Y, (ya que Y¡ U Y, = X). Si x E M n Y¡, entonces, en 
particular, está en Y¡ que es lo que afirmamos. Si x E M n Y, entonces, puesto 
que M n 1'2 = R e L¡, tenemos que x E Y¡. Concluimos, por tanto, que M e Y¡. 
Esto implica que t¡ ::; t' ::; Jl(M) ::; Jl(Y¡) = tI' Asi que M y Y¡ están en Jl-¡(t') 
(ver Convención 2.2.5.), lo anterior implica que M = Y¡. Y por tanto que L¡ e M 
que lo que queríamos demostrar. 

Ahora, supongamos que M n Y2 tiene una componente Q diferente de R. 
Demostraremos que Q intersecta la frontera de X" que es igual a K¡ uK,. Supon­
gamos que esto no ocurre. Bajo esta suposición, llegaremos a una contradicción 
mostrando que Q n (X2 \X¡) i' 0 y Q n (X¡ \X,) '" 0. 

Primero comprobaremos la primera propiedad. Podemos suponer que Q n 
(Y, \ Y¡) i' 0. Si ocurriera lo contrario, entonces tendríamos que Q e Y¡ y, por 
tanto, (ver Lema 2.2.6) que 

M n Y2 = R U Q e L¡ U Y¡ = Y¡ (recordemos que R e L¡). 

Lo que implicaría que M e Y¡ y, como antes, tendríamos que Y¡ = M, lo cual 
implicaría finalmente que L¡ e M. 

De la anterior suposición se sigue, fácilmente, que Q n (X2 \X¡) '" 0. 
Ahora mostraremos que Qn(x¡ \X2 ) '" 0. Supongamos lo contrario. Entonces 

se tiene la siguiente cadena de igualdades: 

M (MnY¡)U(MnY2) 
= (MnX¡)U(MnL¡)U(MnY2) 
= (MnX¡)U(MnL¡)U(RUQ) 
= ((MnX¡)uR)UQ. 

(la última igualdad se tiene debido a que M n L¡ e M n 1'2 = R U Q) 

Puesto que (M n Xl) n Q = (M n X¡) n X, n Q e (K¡ U K 2 ) n Q = 0 y 
R n Q = 0, llegamos a que M es disconexo, lo cual resulta una contradicción con 
la elección de M. Por tanto Q n (X¡ \X2 ) '" 0. 

De esta forma tenemos un subconjunto conexo Q que intersecta a X, y a 
X\X,. Esto implica que QnFr(X,) '" 0. Este absurdo muestra que, efectivamente 
Q n Fr(X,) '" 0. Puesto que Fr(X,) = K¡ U K, y Q n K¡ = 0 (pues K¡ e R), 
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llegamos a que Q n K 2 # 0. Pero esto implica que X, e M o X2 e M. De donde 
se sigue que L2 e M o L, e M, que es lo que se quería demostrar. o 

Lema 2.2.8. Sean X un continuo pseudocircular y Q un subcontinuo de 
Y2 (respectivamente, Q un subcontinuo de Y,) tal que L, e Q (respectivamente, 
L2 e Q). Entonces se cumple que Q e X 2 \L2 o X 2 e Q (respectivamente, 
Q e X, \L, o X, e Q). 

Demostración. Para mostrar el lema consideraremos dos casos. 

Primer caso, Q n L2 = 0. 
Si Q n L2 = 0 entonces, puesto que Q e Y2 = X 2 U L2 , concluimos que 

Q e X 2\L2. 

Segundo caso, Q n L 2 # 0. 
Como Q e 1'2 = X2 U L2, Q = (Q n X 2) u (Q n L2). Estos dos uniendos son 

cerrados y no vaclos .. Lo cual implica, por la conexidad de Q, que Qn(X2nL2) # 0 
y, como Qn(X2 nL2) = Qn (X2 nX,) n L2 = Q n ((K, u K 2) nL2)) = QnK2, 
lo anterior implica que Q n K 2 # 0. 

En resumen, tenemos que Q n K 2 # 0 Y K, e L, e Q. Lo cual implica que 
X2 e Q o X, e Q (2.2.2.(E)). Puesto que Q e Y2, concluimos que X2 e Q. o 

Lema 2.2.9. Sean X un continuo pseudocircular y Q un subcontinuo de 
Y2 (respectivamente, Q un subcontinuo de Y,) tal que L, e Q (respectivamente, 
L2 e Q). Entonces se cumple que Q n L2 es conexo (respectivamente, Q n L, es 
conexo). 

Demostración. Por el Lema 2.2.8, sabemos que X 2 e Q o Q e X 2\L2• 

Si ocurre que Q e X 2 \L2 entonces Q n L2 = 0 que es conexo y, por tanto, 
terminamos la prueba. Supongamos que X2 e Q. Esto implica, en particular, 
que K 2 e Q. Demostraremos que Q n L2 es conexo. Notemos que K, e Q\L2 , 

así que Q\L2 # 0. Puesto que K 2 e L 2 n Q, debe existir una componente Q, de 
L2 n Q que contenga a K 2 • Supongamos que existe otra componente R de L 2 n Q 
(R # Q,). Por Teorema 1.10 existe un punto x E R n FrQ(L2 n Q) e Fry,(L2 ) e 
L2 n Ce(Y2 \L2 ) e L2 n X2 e K 2 • Así que R n K 2 i' 0 y, entonces R n Q, # 0. De 
modo que R = Q,. Esta contradicción muestra que L2 n Q es conexo. 

Con esto finalizamos la prueba. o 
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Lema 2.2.10. Sea X un continuo pseudocircular. Entonces tanto L, como 
L2 son terminales con respecto a Y, y Y2 . 

Demostración. Por simetría basta probar que L, es terminal con respecto a 
Y2 y a Y,. 

En primer lugar demostraremos que L, es terminal con respecto a y;,. Sean Q 
y N subcontinuos de y;, tales que L, c Q y L, c N. Por el Lema 2.2.8, podemos 
suponer que se dan las siguientes posibilidades: 

a) Q C X2 , N C X 2 

b) Q C X2,X2 C N 
c)X2 CQ,X2 cN 
La primera posibilidad implica que Q y N son subcontinuos de X 2 conteniendo 

a K, (pues K, C L,) y, por lo tanto, Q C N O N c Q. 
Supongamos que se tiene b). Las dos contenciones implican que Q C N. 
A continuación analizaremos el tercer caso. Las dos contenciones implican, 

por el Lema 2.2.9, que Q n L2 y N n L2 son subconjuntos conexos y cerrados 
de X, y, por lo tanto, subcontinuos de X,. Como K 2 C X2 C Q n N tenemos 
que Q n L2 y N n L 2 contienen a K 2 y, por lo tanto, son comparables. Es decir 
Qn L2 c Nn L2 o N n L2 C Q n L,. Finalmente, puesto que (Q nL2 ) UX2 = Q. 
y (N n L 2) U X 2 = N, lo anterior implica que Q C N o N C Q. 

Todo lo anterior implica que L, es terminal con respecto a y;,. 
Ahora demostraremos la terminalidad de L, con respecto a Y,. 
Primero demostraremos que si Q es un subcontinuo de Y, conteniendo a L, 

entonces Q n X, es conexo. Para tal fin, consideremos los casos Q n K 2 '" 0 y 
QnK2 = 0. 

Supongamos que Q n K 2 '" 0. Entonces Q es un subcontinuo de X, tal que 
Q n K, '" 0 y Q n K 2 '" 0, lo que implica que X, C Q o X2 C Q (Definición 
2.2.2.(E)). Puesto que Q C Y, Y X 2\Y, '" 0, llegamos a que X, C Q. Por lo tanto 
tenemos que Q n X, = X" con lo que concluimos que Q n X, es conexo. 

Supongamos abara que Q n K 2 = 0 y que no es cierta la afirmación. Esto 
implica que existen dos subconjuntos compactos R y S de X, diferentes del vacío, 
tales que R n S = 0 y Q n X, = RuS. 

Debido a que K, C Q n X, y K, es un subconjunto conexo, se tiene que 
K, C R o K, C S. Supongamos que K, C R. A continuación mostraremos que, 
bajo la suposición de que Qnx, es disconexo, podemos encontrar una disconexión 
deQ. 
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Para most.rar lo anterior, observamos que Q = (QnXl)ULl (esta igualdad se 
obtiene por lo siguiente: Por hipótesis, LI e Q, de donde se sigue la contención 
(Q n Xl) U LI e Q. Por otro lado, si tomamos un elemento q E Q, entonces 
q E Yl = XI U LI' Lo anterior implica que q E Xl U Q o q E Ll y, por lo 
tanto, Q e (Q n Xl) U L I ). De manera que podemos conseguir la igualdad 
Q = Ll U (R U S) = (L l U R) U S, donde R n S = 0. Además se tiene que 
S n Ll = 0 ya que S e XI \X, y Ll n Xl = Kl (esto debido a que S n K, = 0, 
Sn KI = 0, S e X,), Por lo tanto (L I U R) Y S forman una disconexión de Q, lo 
cual contradice el que Q sea un subcontinuo de Yl • Por lo tanto Q n Xl es conexo. 

Finalmente demostraremos que si Q y P son subcontinuos de Y l conteniendo 
a Ll entonces deben ser comparables. 

Sean Q y P subcontinuos de Vi tales que Ll e Q y Ll e P. Entonces Q = 
(Q n Xl) U Ll. Ahora, por lo que vimos más arriba, sabemos que Q n XI y 
P n XI son subcontinuos de Xl conteniendo a Kl' Por lo tanto, tenemos que 
QnxI e pnxlo pnXl e Qnxl . Lo cual nos lleva a que 

Q = (QnXl)ULl e (pnXl)uLl = P 

o 

P= (pnX¡)ULl e (QnX¡)ULl =Q 

De lo cual concluimos que Ll es terminal con respecto a Y l . O 

Debido a que en la discusión de los siguientes resultados se hace un uso especí­
fico de la estructura del círculo /31 U /3, (definido en 2.2.3), aclararemos algunas 
de las características de /31 y de /3,. 

Observación 2.2.11. Efectivamente, en 2.2.3.(i) construimos un círculo en 
un nivel de Whitney /1--I(t). Esta construcción se hizo a partir de dos arcos /31 y /3, 
que van de YI a Y, y de Y, a Y l (definidos en 2.2.3, respectivamente). Recordemos 
que tales arcos, según el Teorema 1.22, se definen como /31 (s) = 91(S) U hl(t,) y 
/3,(r) = 9,(r) U h,(l,), con s, t" r, l, E [O, ¡j. Donde 91 y h l son arcos ordenados 
que van de Ll a Y, y de Ll a Y I , respectivamente, y 9' Y h, son arcos ordenados 
que van de L, a YI y de L, a Y,. 
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Lema 2.2.12. Sean X un continuo pseudocircular, Y, y Y2 como en el Lema 
2.2.3, fJ, y fJ2 10s arcos descritos en la observación 2.2.11, y Q un subcontinuo de 
Y2 que contiene a L, (respectivamente, un subcontinuo de Y, que contiene a L2 ). 

Entonces existe s' E [0,1J tal que Q = 9'(S') (respectivamente, Q = 92(S')). 

Demostración. Consideremos el conjunto Z = {s E [O, 1 J : 9, (s) e Q} . Puesto 
que 9,(0) = L, e Q, tenemos que Z # 0. Sea s' = sup Z. Mostraremos que 
9'(S') = Q. En primer lugar, mostraremos que 9'(S') e Q. Para esto, tomemos 
una sucesión (sn)" e [0,1], con Sn < s" que converja a s·. Puesto que las Sn son 
menores que s', se tiene que 9,(Sn) e Q para toda n E N. Además, sabemos 
que 9, es continua, lo que implica que 9,(sn) converge a 9'(S'). Entonces, por el 
Teorema 1.8, llegamos a que 9'(S') e Q. Si s' = 1 entonces Y2 = 9,(1) e Q e Y2. 
De modo que 9' (1) = Q. De manera que podemos suponer que s' < 1. A 
continuación demostraremos que la contención 9,( s') e Q no puede ser propia. 
Supongamos que Q\9'(S') # 0. Sea x E Q\9'(S'). Por la continuidad de 9, y 
como s' < 1, existe s, > s' tal que x E Q\91(S,). Por el Lema 2.2.10 y puesto 
que Q y 9'(S,) son subcontinuos de Y2 conteniendo a L" tenemos que Q e 9'(S,) 
o 9'(S,) e Q. Como la primera contención no se da, obtenemos que 9'(s,) e Q. 
Pero esto contradice el que s' sea el supremo de Z. De todo lo anterior concluimos 
que 9,(8') = Q. o 

Teorema 2.2.13. Sea X un continuo pseudocircular y l' una función de 
Whitney para C(X). Entonces existe t' E (0,1) tal que 1'-' (t') es un circulo. 

Demostración. Sea t' como en el Lema 2.2.6. Por el Lema 2.2.3.(i), existe 
un circulo en I'-'(t') de la forma {3, U fJ 2 , donde los arcos fJ, y (32 tienen las 
características señaladas en 2.2.11. 

Sea M E !J.-'(t'). Demostraremos que M E {3, U (32, Con lo cual concluiremos 
que !J.-'(t') = {3, U {32' Por el Lema 2.2.7, sabemos que L, e M o L2 e M. 
Supongamos que L, e M. 

Consideraremos tres casos: 

Primer caso. M n X 2 es disconexo. 

Por el Lema 2.2.6, M n X2 se puede escribir en la forma M n X2 = R, U R2 , 

donde R, y R2 son continuos ajenos, K, e R, y K 2 e R2. Entonces M n K, # 0 
y M n K 2 # 0. De manera que X, e M o X 2 e M. La segunda posibilidad no 
se puede dar pues M n X2 no es conexo. Así que X, e M y, como L, e M, 
obtenemos que Y, e M. Como ambos continuos miden t' bajo l' (Convención 
2.2.5.), tenemos que M = Y, E {3,. 
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Segundo caso. M n X, disconexo. 

Por el Lema 2.2.6., M n X, se puede escribir en la forma M n X, = R, U R" 
donde R, y R, son continuos ajenos, K, e R, y K, e R,. Como en el primer 
caso, se deduce que X, e M. Entonces M = (MnX,)u(MnX,) = R, UX,UR,. 
Ya que L, y R, son subcontinuos de X, y contienen a K" tenemos que L, e R, 
o R, e L,. Si L, e R" entonces Yo = X, U L, e M y, como ambos miden t' 
bajo {l, tenemos que M = Yo E {J" Por otra parte, si R, e L" entonces X, U R, 
es un subcontinuo de Y,. Por el Lema 2.2.12., tenemos que X, U R, = 91(s') 
para algún s' E [0,1]. Ya que L, U R, es un subcontinuo de Y¡ que contiene 
a Lb por el Lema 2.2.10., L U R, e h,(t,.) o h,(t,.) e L U R" En el primer 
caso M = X, U R, U L, U R, e 91(S') U h,(t,.) = {J, (s'). En el segundo caso, 
{J,(S') =91(S')Uh, (t •• ) e X,UR,UL, UR, = M. De manera que M e {J, (s') 
o {J,(S') e M. Como ambos miden t' bajo ", concluimos que M = {J,(S'), 

Tercer caso. M n X, Y M n X, son conexos. 

Por el Lema 2.2.12., tenemos que M n X, = 91(S') para s' E [0,1] pues 
M n X, es un subcontinuo de Y, que contiene a L,. Ya que L, U (M n X¡) es 
un subcontinuo (K, e M n X,) de Y, que contiene a Lb por el Lema 2.2.10., 
L, U (M n X,) e h,(t •. ) o h,(t,.) e L, U (M nX¡). Entonces M = (M n X,) U 
L, U (M n X,) e g,(s') U h,(t,.) = {J, (s') o {J,(S') e M. Esto implica que 
M = {J,(S'), 

En cualquier caso M E {J, U {J,. 

De lo anterior concluimos que ,,-I(t') = {J, U {J,. o 

Espacios pseudolineales 

En esta sección probaremos que si un espacio X es pseudolineal entonces su 
hipercspacio C(X) tiene un nivel de Whitney que es un arco. Este resultado es 
original de J. KrasinkiewiC2 y Sam B. Nadler, Jr [18, Teorema 5.3]. Lo presentare­
mos aquí con el objeto de dejar completo el presente trabajo. 

Recordemos que un espacio pseudolineal X es un continuo que puede ser des­
compuesto por dos subcontinuos propios X, y X, con las siguientes propiedades: 
A) X = X, UX" 
B) Y = X, n X, es un subcontinuo de X, 
C) Yes terminal con respecto a X, y X" 
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D) para todo subcontinuo L de X tal que L\X¡ '" 0 y L\X2 '" 0, se cumple que 
Yc L. 

Lema 2.2.14. Sean X un continuo pseudolineal y Xl, X 2 y y los subcontinuos 
que describimos en la Definición 2.2.2, .¡.¡. una función de Whitney para C(X) y 
t E (m' x {¡.¡.( X ¡), ¡.¡.( X 2)} , 1). Entonces existen subcontinuos L¡ y L2 de X tales 
que: 

a) Y e L¡ e X2 y y e L2 e X¡ 
b) ¡.¡.(Z¡) = ¡,¡,(Z2) = t, donde Z¡ = X¡ U L¡ Y Z2 = X 2 U L, 
c) Z¡ n Z2 = L¡ U L2 
d) Z¡ '" Z2 
e) ¡.¡.-¡(t) contiene un arco. 

Demostración. Sea t > m'x{¡.¡.(X¡),¡.¡.(X2)}. A partir de esta t construire­
mos L¡, la construcción de L2 es similar. 

Puesto que Y es un subcontinuo propio de X 2 , existe un arco ordenado O<¡ de 
Ya X 2 (Teorema 1.16.). Consideremos la función h : [O,lJ -> C(X) definida por 
h(s) = X¡ Uo<¡(s), para 8 E [O, 1J. Debido a que X¡ E C(X), la imagen de h está, 
en efecto, contenida en C(X) (Teorema 1.19.). Por el Teorema lA, h resulta ser 
continua. De donde se sigue finalmente que la función 9 = ¡.¡.o h : [O,lJ -> [O, 1J es 
continua. 

Al evaluar la función 9 en O y 1 observamos que 
g(O) = ¡.¡.(h(O)) = ¡.¡.(X¡ Uo<¡(O)) = ¡.¡.(X¡ UY) = ,,(Xl), 
g(l) = ¡.¡.(h(l)) = ¡.¡.(X¡ U "¡(1)) = ¡.¡.(X¡ U X 2) = ¡.¡.(X). 

Puesto que ¡.¡.(X¡) < t < ¡.¡.(X), existe S¡ E (0,1) tal que g(s¡) = t (Teorema 
del Valor Intermedio). Es decir, existe s¡ E (0,1) tal que ¡.¡.(h(s¡)) = t. Hagamos 
L¡ = o<¡(s¡) Y sea Z¡ = h(s¡) = X¡ U L¡. 

Por la forma en que está definida h, Z¡ resulta ser un sub continuo de X. Además 
tenemos que ¡.¡.(Z¡) = IL(h(s¡)) = t. De manera similar se obtienen los subconti­
nuos L2 y Z2 = X2UL2· Mostraremos que L" Z¡, L2 y Z2 satisfacen las propiedades 
requeridas. 

a) Por construcción se tienen las contenciones Y e L¡ e X 2 y y e L2 e Xl' 

b) También por construcción, tenemos que Z¡ = X¡ U L¡, Z2 = X 2 U L2 Y 
¡.¡.(Z¡) = ¡,¡,(Z2) = t. 

c) Para mostrar que Z¡ n Z2 = L¡ U L, fijémonos en la siguientes identidades: 
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Z, n Z2 (X, U L¡) n (X2 U L2) 
(X, n X 2) U (L , n X 2) 

U 
(X, n L2) U (L , n L2) 
(Y U L , ) U [L2 U (L, n L2)) 

= Y UL , U L2 
L, U L, (ya que Y e L, n L2) 

Con lo anterior probamos adicionalmente que Z, n Z2 ,;, 0. 

d) Z,\Z2';' 0 Y Z2\Z,';' 0. 
Como X = X, uX2 e Z, UZ2 e x, tenemos que X = Z, UZ2' Si Z2\Z, = 0, 

entonces Z2 e Z¡, así que X = Z,. Esto es absurdo, ya que I'(Z,) = t < 1 = I'(X). 
Por tanto Z2 \Z, ,;, 0. Similarmente Z, \Z2 ,;, 0. 

e) I'-I(t) contiene un arco. 
Puesto que Z, n Z2 ,;, 0, Z, \Z2 ,;, 0 , Z2\Z, ,;, 0 Y Z" Z2 E I'-I(t), existe un 

arco "{ en I'-I(t) n C(Z, U Z2) de Z, a Z2 tal que L = L, U L2 e "{(t) para toda 
t E [0,1) (Teorema 1.22). Con esto terminamos la prueba del lema. o 

Convención 2.2.15. En la exposición de los siguientes resultados, dado 
el continuo pseudolineal X, supondremos que se tiene una función de Whitney 
l' para C(X). Se tomarán los subcontinuos X¡, X 2 y y como en la definición 
2.2.1. Consideraremos un número real t, tal que máx {I'(X, ), I'(X2)} < t, < 1 y 
tomaremos los subcontinuos Z" L¡, Z2 Y L2 como en el Lema 2.2.14 para t" 

Con esto en mente establecemos los siguientes resultados. 

Lema 2.2.16. Sean X un continuo pseudolineal y A E C(X) tal que Y e A. 
Entonces A n X, y A n X 2 son subcontinuos de X, y X 2, respectivamente. En 
particular, si B E I'-'(t , ) (donde t, es como en 2.2.15) entonces se tiene que 
B n X, y B n X 2 son continuos. 

Demostración. Mostraremos que AnX, es un subcontinuo de X" la prueba 
para A n X 2 es similar. 

Supongamos que A n X, es disconexo. Puesto que A n X, es compacto, lo 
anterior implica que existen dos subconjuntos compactos ajenos y no vacíos M y 
N de X, tales que AnX, = MUN. Puesto que Y e Anx, y y es un subconjunto 
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conexo, se tiene que YeN o Y e M. Supongamos que Y e M. Mostraremos 
que existe una disconexión del subconjunto X, uA, lo cual estará en contradicción 
con el hecho de que X, U A es un subconjunto conexo. 

Observemos la siguiente serie de igualdades: 

x, U A = X, U [(X, n A) U (X, nA)] 
= X, U [(M U N) U (X, nA)] 
= X,U(MUN) 
= (X,UM)UN 

Mostraremos que NnX, = 0. Supongamos que NnX, '" 0. Sea x E NnX,. Ya 
que AnX, = MUN, lo anterior implica que x EX,. De modo que x EX, nX, = Y. 
Pero esto implica que NnY '" 0. Como estamos suponiendo que Y e M, llegamos 
a que M n N '" 0 lo cual es una contradicción. Por lo tanto N n X, = 0. Por lo 
tanto, la igualdad X, U A = (X, U M) U N implica que (X, U M) Y N forman una 
disconexion de X, U A, lo que es absurdo. 

Ya que todo lo anterior vino de suponer A n X, es disconexo, concluimos la 
conexidad de este conjunto. Puesto que AnX, es compacto, tenemos que AnX, es 
un subcontinuo de X,. Si BE JL-'(t,) entonces JL(B) > JL(X,) y JL(B) > JL(X,).De 
manera que B\X, '" 0 y B\X, '" 0. De aquí que Y e B (Definición 2.2.1.(D)). 
Entonces, aplicando la primera parte del lema a B, se sigue el resultado deseado. 
Con esto terminamos la prueba del lema. o 

Lema 2.2.17. Sea X un continuo pseudolineal. Hagamos L = L, U L,. 
Entonces para toda A E JL-'(t,), se tiene que LeA. 

Demostración. Sea A E JL-'(t,). Mostraremos que L, e A. 
Podemos suponer que A '" Z, (si Z, = A entonces, puesto que Z, = X, U L" 

se tendría que L, e A). Lo anterior implica que A\Z, '" 0 (de otra forma 
tendríamos que A e Z, lo cual implicaría, debido a que A y Z, están en JL-'(t,), 
que A = Z" lo cual no puede ser por suposición). Sabemos, por el Lema 2.2.16, 
que A n X, es un subcontinuo de X, que contiene a Y. De modo que A n X, y L, 
son subcontinuos de X, que contienen a Y y, por lo tanto, se tiene alguna de las 
contenciones A n X, e L, o L, e A n X,. Debido a que A\Z, '" 0, la contención 
A n X, e L, no se tiene. Lo que implica que L, e A n X, y, por lo tanto, que 
L, e A. La demostración de que L, e A es similar. De esta manera concluimos 
que LeA. o 
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Lema 2.2.18. Sean X un continuo pseudolineal y L = L¡ UL,. Entonces para 
todo subcolltinuo A de X tal que L e A, se cumple que A n Z¡ es un subcontinuo 
de Z¡ (respectivamente, A n Z, es un subcontinuo de Z,). 

Demostración. Sea A un subcontinuo de X tal que L e A. Mostraremos 
que A n Z¡ es conexo. Supongamos lo contrario. Puesto que A n Z¡ es compacto, 
lo anterior implica que existen dos subconjuntos compactos no vacíos y ajenos M 
y N de X, tales que A n Z¡ = M U N. Ya que L es un subconjunto conexo y 
L e A n Z¡, tenemos que L e M o LeN. Supongamos que LeN. 

Mostraremos que la suposición de que A n Z¡ es disconexo nos permitirá cons­
truir una disconexión del continuo Z2 U A, lo que será, por supuesto, una con­
tradicción. 

Observemos la siguiente serie de igualdades: 

Z,UA = Z,U[(Z¡nA)U(Z,nA)] 
= Z,U[MUNU(Z,nA)] 
= Z,UMUN 
= (Z,UN)UM 

Mostraremos que M n Z, = 0. Supongamos que M n Z, lo 0 y sea x E M n Z,. 
Debido a que M U N = A n Z¡, lo anterior implica que x E Z¡. De donde se tiene 
que x E Z¡ n Z, = L¡ U L, = L (Lema 2.2.14.c). Puesto que L e N, lo anterior 
implica que M n N lo 0. Lo que contradice el hecho de que M y N forman una 
disconexión de A n Z¡. Por lo tanto M n Z, = 0. 

De todo lo anterior se sigue que Z,UN y M forman una disconexión de Z, uA. 
Esto es una contradicción, que viene de suponer que A n Z¡ es disconexo. Por 
tanto este conjunto es conexo. Puesto que A n Z¡ es compacto, se concluye la 
afirmación del lema. O 

Lema 2.2.19. Sean X un continuo pseudolineal y L = L¡ U L,. Entonces L 
es terminal con respecto a Z ¡ y a Z,. 

Demostración. Demostraremos que L es terllÚnal con respecto a Z11 la 
prueba de la terminalidad con respecto a Z, es similar. 

Sean Q y R subcontinuos de Z¡ tales que L e Q y L e R. Por el Lema 
2.2.16 sabemos que Q n X¡ y R n X¡ son subcontinuos de Xl. Debido a que 
y e Qnx¡ y y e Rnx¡ (pues Y e X¡ y y e L), tenemos que Qnx¡ e RnX¡ 
o R n X¡ e Q n X¡ (Definición 2.2.1.(C)). 
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Observamos que LI e Q e ZI = XI U LI' 
Lo que implica que LI = LI n X 2 e Q n X 2 e (XI u LI) n X 2 = y U LI = 

LI' De lo cual se deduce que LI = Q n X 2• De manera similar obtenemos que 
LI = R n X 2• De esta observación y la conclusión que hablamos obtenido en 
el párrafo anterior llegamos a que R = (R n XI) U LI e (Q n X¡) u LI = Q o 
Q = (Q n X¡) u LI e (R n XI) U LI = R. Por lo tanto R y Q son comparables y 
por lo tanto concluimos que L es terminal con respecto a ZI. Con esto finalizamos 
la prueba del lema. o 

Debido a que en la discusión del siguiente resultado se hace uso específico 
de la estructura del arco 7. (definido en 2.2.14.(e)), aclararemos algunas de las 
características de éste. 

Observación 2.2.20. Efectivamente, en 2.2.14.(e) se obtiene un arco 7 con· 
tenido en I'-I(tl ) n C(ZI U Z2) que va deZI a Z2' Este arco "1 es de la forma 
"I(s) = j(s) U i(r,), con s y r, E [0,1) Y j e i son arcos ordenados que van de La 
Z2 y de L a Z¡, respectivamente. 

Teorema 2.2.21. Sea X un continuo pseudolineal. Entonces existe ti E (O, 1) 
tal que I'-I(tl) es un arco. 

Demostración. Sea "1 el arco que mencionamos en la Observación 2.2.20. 
Mostraremos que también se tiene la contención 1'-1 (tI) e "l. 

Sea A E I'-I(tl ). Por los Lemas 2.2.17 y 2.2.1, sabemos que A n Z2 es un 
subcontinuo de Z2 conteniendo a L. 

Consideremos el conjunto W = {s E [0,1) : j(s) e A n Z2}' Puesto que j(O) = 
Le AnZ2, se tiene que W # 0. Sea s' = supw. Mostraremos que j(s') = AnZ2. 
En primer lugar probaremos que j(s') e A n Z2. Para tal fin, tomemos una 
sucesión (Sn)n e [0,11, con Sn < s·, que converja a s·. Debido a que las Sn 
son menores que s', se tiene que j(sn) e A n Z2 para toda n E N. Además 
sabemos que j es una función continua, lo cual implica que j(sn) converge a 
j(s'). De donde se sigue, por el Teorema 1.8, que j(s') e A n Z2' Si s' = 1 
entonces Z2 = j(l) e A n Z2 e Z2. De modo que j(s') = A n Z2. De manera que 
podemos suponer que s· < 1. A continuación demostraremos que la contención 
j(s') e AnZ2 no puede ser propia. Supongamos que (AnZ2)\j(s') # 0. Tomemos 
un punto x E (A n Z2)\j(S'). Por la continuidad de j yel hecho de que s· < 1, 
existe s¡,con s' < SI < 1, tal que x E (A n Z2)\j(S¡). 
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Por otra parte, puesto que j(s') y An Z2 son subcontinuos de Z2 conteniendo 
a L, se tiene que j(sd e A n Z2 o A n Z2 e j(s¡) (Lema 2.2.19). Por la elección 
de s}! sabemos que la segunda contención no se da. Por lo tanto, concluimos que 
j(s¡) e AnZ2' Pero esto contradice el que s' sea el supremo de W. De lo anterior 
concluimos que j(s') = A n Z2' 

Ahora, por el Lema 2.2.18, sabemos que A n Z¡ es un subcontinuo de Z¡ 
conteniendo a L. Ya que i(r •• ) es un subcontinuo de Z¡ que contiene a L, tenemos 
que ¡(T,.) e A n Z¡ o A n Z¡ e ¡(r •• ) (Lema 2.2.19). Lo anterior implica, puesto 
que j(s') = A n Z2, que A = (A n Z¡) U (A n Z2) está contenido o contiene a 
j(s') Ui(T •• ) = l'(s'). Como ambos conjuntos miden t¡ concluimos que A = 1'(8'). 
Por lo tanto A E 1'. Por todo lo anterior concluimos que I'-¡(td = 1', Y de esta 
manera damos por finalizada la prueba del teorema. o 

De los Teoremas 2.2.13 y 2.2.2. se obtiene el siguiente corolario. 

Corolario 2.2.22. Sea X un continuo pseudolineal o pseudocircular. En· 
tonces existe t E [0,1) tal que I'-¡ (t) es un arco o un circulo, respectivamente. 

2.3. CARACTERlZACIÓN DE CONTINUOS A TRAVÉS DE LOS 
NIVELES DE WHITNEY DE SU HIPERESPACIO. 

En esta sección veremos que si el hiperespacio de un continuo X contiene 
un nivel de Whitney que es un arco o es un círculo, entonces el continuo es 
pseudolineal o pseudocircular I respectivamente. 

C(X) tiene un nivel que es un arco. 

El Teorema 2.3.2. junto con el Teorema 2.2.21. nos permitirán dar una car­
acterización de los continuos pseudolineales. Esta caracterización nos dice bási­
camente que los únicos subcontinuos cuyo hiperespacio tiene, a partir de cierto 
momento, niveles de Whitney iguales a arcos son los continuos pseudolineales. 

El siguiente lema nos dice de qué forma son los subcontinuos que viven "por 
arriba" de un nivel de Whitney homemorfo a un arco. El conocimiento de este 
hecho resultó ser de gran utilidad en la demostración del Teorema 2.3.2 .. 
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Lema 2.3.1. Sean X un continuo y 1-' una función de Whitney para C(X). 
Supongamos que existe to E [0,1) tal que 1-'-I(tO) es un arco. Sea 9 el horneo­
morfismo de J = ¡O,lJ sobre 1-'-I(tO)' Entonces para toda t E [to,lJ y para toda 
A E I-'-I(t), se tiene que A = U g(r) para algunas rl Y r2 en [O,lJ. 

r¡ :5r S r l 

Demostración. Sea A E I-'-I(t). Consideremos al conjunto A = {B E 
1-'-I(tO) : B e A}. 

A continuación mostraremos que U A =A. Es claro que U A e A. Por lo 
tanto resta demostrar que A e UA. Si I-'(A) = to, entonces A E A y por lo 
tanto A e UA. Con lo que habremos demostrado que A = UA. Supongamos 
entonces que I-'(A) > to. Elegimos a E A. Por el Teorema 1.16 existe un arco 
ordenado a : [O,lJ -> C(A) tal que a(O) = {a} y a(l) = A. Consideremos la 
función h = 1-' o a: [O,lJ -> [O,lJ. Puesto que 1-' y a son funciones continuas, h lo 
es. Observamos, además, que h(O) = l-'(a(O)) = I-'({a}) = O Y h(l) = l-'(a(l)) = 
I-'(A). Puesto que O < to < t = I-'(A) existe So E [O,lJ tal que h(so) = te. Es 
decir, I-'(a(so)) = to, lo que implica que a(so) E 1-'-I(tO)' Puesto que a E a(so) 
y a(so) e A, concluimos que a E UA.Por lo tanto A e UA. Con lo que 
concluimos, finalmente, que A = U A. 

Como A = C(A) n 1-'-I(tO) = (I-'IC(A»)-I (to), se tiene que A es un subcontinuo 
de 1-'-I(tO) = g([O,l]) y, puesto que los subcontinuos de g([O, l]) son de la forma 
g([rl,r2]), con Tbr2 E [0,1], tenemos que A = g([rbr2])' Con lo que concluimos, 
finalmente, que A = U A = Ug([r¡, r2]) = U g(r). Con esto terminamos la 

rt:Sr:5r2 

prueba del lema. o 

Teorema 2.3.2. Sean X un continuo y 1-' una función de Whitney para C(X). 
Supongamos que existe to E [0,1) tal que I-'-I(te) es un arco, entonces X es un 
continuo pseudolineal. 

Demostración. Probaremos que existen subcontinuos propios XI y X 2 de X 
tales que X = XI UX2, y = XI n X 2 es un subcontinuo de X, Y es terminal con 
respecto a XI y X 2 y, finalmente, que todo subcontinuo L de X tal que L\XI # 0 
Y L\X2 # 0, contiene aY. 

Sea 9 : J ->1-'-I(tO) un homeomorfismo. Dados SI S S2 en J, hacemos 

A(Sb S2) = U.,505o' 9(8). Por el Teorema 1.14 A(81o 82) es un subcontinuo de 
X. 

Primero veremos que si SI E (0,1) entonces A(O, SI) n A(Sb 1) = g(s¡). Es 
claro que g(s¡) e A(O, sIl n A(Sb 1). Supongamos que la otra contención no 
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es cierta y tomemos x E A(O, SI) n A(s¡, l)\g(sl)' Entonces existen S2 < SI Y 
S3 > SI tales que x E g(S2) y x E g(S3)' Por el Teorema 1.22, existe un arco 
a e 1'-I(tO) n (C(g(S2) u g(S3))) tal que tiene por extremos a g(S2) y g(S3) Y 
cumple que x E A para toda A E a. 

Ya que 1'-I(tO) es un arco, tenemos que sólo hay un subarco de I'-'(to) que 
une a g(S2) con g(S3) Y es, precisamente, el arco g([82, 83))' Esto implica que a = 
g([S2, S3)). De manera que g(SI) E a y, en consecuencia, x E g(s,). Esto contradice 
la elección de x y, por lo tanto, se concluye la afirmación. 

Ahora veremos que si s, E (0,1) entonces A(O, SI) ", X y A(s¡,l) ", X. 
Únicamente probaremos que A(O, SI) ", X, la prueba de que A(s" 1) ", X es sim­
ilar. Supongamos, por el contrario, que A(O, SI) = X. Por la afirmación anterior, 
g(l) e X n A(s¡, 1) = A(O, s,) n A(81, 1) = g(s,). Así que g(l) e g(s,) y, como 
ambos son elementos de 1'-1(tO), deducimos que g(l) = g(SI)' lo que contradice 
la inyectividad de g. Lo anterior muestra que A(O, s,) ", X. 

Definimos XI = A(O, t) Y X2 = A(t, 1). Entonces X1 y X2 son subcontinuos 
propios de X tales que X = X1 UX2 y, si hacemos Y = X, nX2 = g(t), tenemos 
que y es un subcontinuo de X. 

Ahora veremos que Y es terminal con respecto a X, Y a X 2. Como los argumen­
tos son sinúlares, sólo mostraremos que Y es tennina) con respecto a X 2 . Para esto, 
tomemos dos subcontinuos K y L de X2 tales que Y e K y Y e L. Por el Lema 
2.3.1, K = A(SI' S2) y L = A(S3' 8,) para algunas 0:5 S1 :5 82 :5 1 Y 0:5 S3 :5 8, :5 
1. Si t :5 SI entonces Y = g<tJ e A(O, 81)nK e A(O, 8,)nA(s" 1) = g(8,), así que 
y e g(81), y como ambos están en 1'-1(tO), llegamos a que Y = g(S1), lo cual im­
plica que SI = t. Ahora, si S1 :5 t entonces 9(S,) e A(O, t)nX2 = X,nx, = g<tJ. 
Esto implica, también. que S1 = t· Por tanto S1 = t. En forma similar se 
muestra que 83 = t. Ahora sólo hay que comparar a 82 y 84. Si 52 ~ 84 entonces 
K = A(t, S2) e A(t, s,) = L. Y si S, :5 S2, entonces L = A(t, s,) e A(t, s,) = K. 
Por tanto, Y es terminal con respecto a X 2. 

Por último, demostraremos que cada subcontinuo de X que intersecta tanto a 
X\XI como a X\X, contiene a Y. 

Sea L un subcontinuo de X tal que L n X\X1 ", 0 Y L n X\X2 ", 0. Primero 
demostraremos que 1'( L) 2: too Supongamos que no es así. Es decir, 1'( L) < too Sea 
a un arco ordenado de L a X y consideremos la función h = I'0a: [0,11-> [0,11. 
Observamos que h es una función continua tal que h(O) = l'(a(O)) = I'(L) < to Y 
h(l) = l'(a(l)) = I'(X) = 1. Por lo tanto existe So E (0,1) tal que h(so) = too Lo 
que implica que L' = a(so) E 1'-1(tO)' Observamos que Y", U, ya que L eL', 
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L n X\Xl ,. 0 y y e Xl. Puesto que L' E l'-l(tO), de lo anterior se sigue 
que L' = g(sLl, con SL < ~ o SL > ~. Supongamos que SL < ~. Esto implica que 
L' e Xl, pero esto contradice el que LnX\Xl ,. 0. Por lo tanto debe suceder que 
SL > i, pero esto implica que L e X2 , lo cual es nuevamente una contradicción con 
el hecho de que L n X\X2 ,. 0. Puesto que las anteriores contradicciones vinieron 
de suponer que el tamaño de L era menor que to, concluimos que I'(L) 2: too Pero 
esto implica, por el Lema 2.3.1, que L = U g(s) para algunos s" Ss E [0,1]. 

'"4 $"::;'!J 
Observarnos que no puede suceder que ~ < 84 o Ss < t, pues esto implicaría que 
L e X2 o L e Xl, lo cual es una contradicción. Por lo tanto S, :::: S2 :::: Ss y, por 
lo tanto, Y e L. 

De todo lo anterior concluimos que los subcontinuos Xl y X2 satisfacen las 
condiciones de Krasinkiewicz y Nadler y, por lo tanto, el continuo X es pseud<>­
lineal. Con esto concluimos la prueba del teorema. o 

C(X) tiene un nivel que es homeomorfo a un círculo. 

Para finalizar esta sección analizaremos el caso cuando el hiperespacio de un 
continuo X contiene un nivel de Whitney homeomorfo a un círculo. Probaremos 
que el continuo resulta ser pseudocircular. Esto, junto con el Teorema 2.2.13, 
dan una caracterización de los continuos pseudocirculares. Nuevamente, como 
lo señalamos en el caso de los espacios pseudolineales, esta caracterización nos 
dice básicamente que los únicos subcontinuos cuyo hiperespacio tiene, a partir de 
cierto momento, niveles de Whitney homeomorfos a un círculo son los continuos 
pseudocirculares. 

Con el fin de establecer este resultado, probaremos algunos lemas que funda­
mentarán la demostración del teorema principal. 

Definición 2.3.3. Un triodo en X es un subcontinuo B de X el cual contiene 
un subcontinuo A tal que B\A tiene al menos tres componentes. Al continuo A 
se le llama un corazón del triodo. 

Lema 2.3.4. Sean X un continuo y l' una función de Whitney para C(X). 
Supongamos que existe t E [0,1] tal que A = 1'-1 ([t, 1]) no contiene 3-celdas. 
Entonces para toda A E A, se tiene que: 
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1) A no es el corazón de un triodo. 
2) A n B tiene a lo más dos componenteS para toda B E C(X). 

Demostración. Sea A E A. Demostraremos el inciso 1). Supongamos que 
sucede lo contrario. Según esto, existe un subcontinuo B de X tal que B\A tiene 
al menos tres componentes. Sean S" S, y S, componentes de B\A diferentes entre 
sí. Hagamos B. = S. U A, para i = 1,2 Y 3. Por el Teorema 1.11, cada B. es un 
subcontinuo de X. Por los Teoremas 1.16, 1.1. Y 1.25 existen arcos estrictamente 
ordenados (J. : [O, lJ --> C(X) de A a B. para cada i = 1,2 Y 3. 

Dada i, se tiene que A e (J.(t) para toda t E [O,IJ. De donde se tiene lo 
siguiente: 

a) (U~=,(J(t.)) E C(X) para cualquier elección de (t"t"t,) E 1', donde l' = 
[O,IJ x [O, lJ x [O, lJ. 

b) Puesto que I'(A) 2': t, se tiene que I'(U~=,(J(t.)) 2': t para cualquier elección 
de (t" t" t,) EJ'. 

Consideremos la función h : l' --> C(X) definida por 

h((t" t" t,)) = U~=, (J(t.) para cada tercia (t" t" t,) E 1'. 

Por a), efectivamente, h es una función de l' en C(X). Por la continuidad de 
la función unión y el hecho de que cada (J. es continua, tenemos que h es una 
función continua. 

Por la forma en que está definida cada (J. y el hecho de que S. '" Sj y S. '" S., 
para i '" j e i '" k, tenemos que h es una función inyectiva. De modo que h es 
una función continua e inyectiva de un espacio compacto a un espacio Hausdorff. 
Lo que implica que h es un homeomorfismo en su imagen. Lo anterior implica 
que h(I,) e A = 1'-' ([t, 1]) contiene una 3-celda, lo que contradice la hipótesis 
del lema. Puesto que esta contradicción vino de suponer que A era un corazón de 
algún triodo se concluye la primera parte del lema. 

Para demostrar la segunda parte del lema tomemos B en C(X) y supongamos 
que AnB tiene más de tres componentes. Sean C" C, Y C, componentes diferentes 
de AnB. Sea Ci. un arco ordenado de C. a B para cada i = 1,2 y 3. Por el Teorema 
1.19 sabemos que Ci.([O, 1]) e C(X) para cada i. Sean t., t j y t. E (0,1) tales que 
Ci.(t.) n [Cij(t j ) U Ci.(t.)] = 0, para i '" j e i '" k. 

Sabemos que Ci.(t.)\A '" 0 para i = 1,2,3 (Teorema 1.25.). Consideremos el 
subcontinuo A U (U~=,Ci.(t;)) = M. Por construcción, el subconjunto M\A tiene 
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al menos tres componentes, a saber, si elegimos puntos Xi E (}:¡(t¡)\A, entonces la 
componente e, de M\A está contenida en a,(t;), así que e, '" ej y e, '" e., para 

i '" j e i '" k. 
Lo que implica que A es el corazón de un triodo. Pero esto contradice la 

primera parte de este lema. Por lo tanto, probamos que A n B tiene a los .más 
dos componentes. Con lo anterior completamos la demostración del lema. o 

Lema 2.3.5. Sean X un continuo y J1. una función de Whitney. Supongamos 
que l,-l(tO) es un círculo para alguna to E [0,1). Sea A = J1.-1((to, 1)). Entonces, 
para cada A E A y cada B E e(X), tales que J1.(B) S; J1.(A) Y AnB es disconexo, 
se tiene que A U B = X. 

Demostración. Sean A E A y B E e(X), con J1.(B) .:; J1.(A). Supongamos 
. que A n B es disconexo. Por el Teorema 2.1.9 sabemos que 1,-1 ([to, 1]) es home­

omorfo a una 2-celda. Esto implica que A no contiene 3-celdas. Esto y el Lema 
2.3.4.(2) implican que A n B tiene exactamente dos componentes. 

Sean el y e2 las componentes de An B y a, (3, ¡, Ó arcos ordenados de el a A, 
de el a B, de e2 a A y de e2 a B, respectivamente. Consideremos las funciones h y 
g: [O,lJ --> [O, 1J definidas por h(r) = J1.(BUa(r)) y g(5) = J1.(BU¡(5)) para todas r 
y 5 E [O, 1J. Observamos que h y 9 son funciones continuas, debido a la continuidad 
de la función J1. y de las funciones definidas por h'(r) = BUa(r) y g'(s) = BU¡(5) 

. (Teorema 1.4). Fijémonos en las siguientes series de desigualdades: 

h(O) = J1.(B U atO)) = J1.(B) S; J1.(A) S; J1.(B U A) = h(l) 

g(O) = J1.(B U ¡(O)) = J1.(B) S; J1.(A) S; J1.(B U A) = g(l) 

Esto implica que existen números r1 Y 51 E [O,lJ tales que h(r¡) = g(5¡) = 
J1.(A). 10 que implica que J1.(B U a(r¡)) = J1.(B U ¡(SI)) = J1.(A). Hagamos D = 
Bu a(r¡) y F = BU ¡(SI)' 

Ahora, estamos listos para probar que A U B = X. Consideraremos dos casos: 

a) a(r¡) n e2 = 0. 
Observamos que: 

DnA = (BUa(r¡))nA 
= (BnA)U(a(r¡)nA) 

e¡ U e2 U a(r¡) 
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Puesto que e2 n a(r') = 0 y el e a(r,), concluimos que D n A = ah) U e2· 
De donde se sigue que D n A tiene dos componentes. Esto implica, por el Teorema 
1.22, que existe un círculo e contenido en e(D U A) n Jl-l(t), con t = Jl(A). Ya 
que Jl-¡(t) es un circulo (Teorema 2.1.5.), lo anterior implica que e = Jl-l(t). De 
donde se sigue que X = UJl-¡(t) = UC e U [e(D U A)] e A U B. Por lo tanto, 
tenemos que X = A U B. 

b) a(rl) n e2 '" 0. 
Si ocurre que a(r¡}UC2 = A. Esto implica, en particular, que A e a(r,)ue2 e 

D y, puesto que A y D están en Jl-l(t), se signe que A = D. Pero esto implica, 
a su vez, que B e A. De donde se desprende que B = B n A = e¡ U e 2. 10 que 
nos dice que B es disconexo. Pero esto está en contradicción con el hecho de que 
BE e(X). 

De manera que podemos suponer que a(r¡)ue2 '" A. Hagamos E = a(r¡)Ue2. 
Como E es un subcontinuo propio de A, existe un arco ordenado r de E a A. 
Consideremos la función r' = Jl o r : [O, J] -> [0,1]. Observamos que r'(O) = 
Jl(r(O)) = Jl(a(rl) U e2) < t Y r'(I) = Jl(r(I)) = ¡.t(A) = t > too De esto se sigue 
la existencia de Wl E (0,1) tal que to < r'(w¡} < t. 

Mostraremos que r( w¡) es el corazón de un triodo. Sean t1> t2 > ° tales 
que ¡3(t¡) n 6(t2) = 0. Hagamos T = A U ¡3(t,) U 6(t2). Observamos que T\ 
r(w¡) = (A\r(w¡)) U (¡3(t¡)\r(w¡)) U (6(t,)\r(w,)). Puesto que (¡3(t¡)\A) '" 0 
y (6(t,)\A) # 0 y r(w¡) e A, se tiene que ¡3(t¡}\r(w¡) '" 0 y ó(t2)\r(w¡) '" 0 
y, por lo que vimos en el párrafo anterior, se tiene, también que A \ r (w¡) # 
0. Es claro que (¡3(t¡)\r(w¡}) y (6(t2)\r(w¡)) son conjuntos separados, ya que 
¡3(t¡) n 6(t2) = 0. Puesto que ¡3(t¡) nA = el, 6(t2) nA = e2 y e¡ U e2 e 
a(r¡) U e, = E e r(w¡), se signe que tanto (A\r(w¡)) y (¡3(t¡)\r(w¡}} como 
(A\r(w¡)) y (6(t2)\r(wl}} son también conjuntos separados. De todo lo anterior 
concluimos que r( w¡) es el corazón de un triodo. Pero esto contradice el Teorema 
2.3.4.1, ya que r(w¡) E A = Jl-¡«to, 1]) y Jl-¡«to, 1]) no contiene 3-celdas (ya que 
es una 2-celda). Puesto que esta contradicción vino de suponer que a(r¡)ne2 '" 0, 
sólo sucede que a( r¡) n e = 0. Pero esto implicaba que X = A U B, que es lo que 
se quería demostrar. 

De esta forma finalizamos la prueba del lema. o 

Corolario 2.3.6. Sean X un continuo y J1 una función de Whitney para 
C(X). Supongamos que Jl-l(tO) es un círculo para alguna to E [O, J). Sea A = 
Jl-¡ «to, 1)). Entonces, para cada A E A y cada B E e(X), con A n B disconexo, 
se tiene que A U B = X. 
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Demostración. Si Jl(B) :S Jl(A), el resultado se sigue del teorema anterior. 
Si Jl(A) < ,,(B) podemos aplicar el teorema anterior a los continuos A y B pero 
considerándolos en papeles invertidos. o 

Lema 2.3.7. Sean X un continuo y Jl una función de Whitney para C(X). 
Supongamos que ,,-' (to) es un circulo para alguna to E [0,1) . Sea A = ,,-' «to, 1)). 
Entonces, dada A E A no existen subcontinuos GIl C2 y Ca de X tales que 
Ac C,nC2 nC3, C,\(C2 UC3) #0, C2 \(C, UC3 ) #0y C3\(C2 UC,) # 0. 

Demostración. Sea A E A. Supongamos que existen tales subcontinuos. 
Puesto que A e C, n C2 n C3, se sigue que C" C2 y C3 E A. Además, C, U C2 

es diferente de X, ya que C3 \(C2 U C,) # 0. Lo que implica que C, n C2 es un 
subconjunto conexo de X (Corolario 2.3.6.). De la misma forma se tiene que 
C2 n C3 y C, n C3 son subconjuntos conexos y, por lo tanto, subcontinuos de X. 

Hagamos C = (C, n C,) U (C2 n C3) U (C, n C3 ). Puesto que A e (C, n C2 ) n 
(C, n C3 ) n (C, n C3), tenemos que C es conexo y por lo tanto un subcontinuo de 
X. Es claro que C E A (pues A e C). Ahora, sea T = C, U C2 U C3 • 

En lo que sigue demostraremos que T es un triado cuyo corazón es C. Ob­
servamos que T\C = (C, \C) U (C2\C) U (C3\C). Mostraremos que Ce(C, \C) n 
(C,\C) = 0. Para ver esto, notemos que Ce(C, \C) n (C2\C) e C, n (C2\C) e 
(C, n C,)\C = 0. Por lo tanto se tiene que Ce(C, \C) n (C2\C) = 0. De la 
misma forma se prueba que Ce(C,\C) n (C,\C) = 0. Por tanto C,\C y C,\C 
están separados. Con argumentos análogos podemos concluir que (C, \C), (C2\C) 
y (C3\C) están mutuamente separados. Puesto que cada (C,\C) # 0 (ya que 
C,\Cj U c. # 0 si i # j e i # k), lo anterior implica que T\C tiene al menos tres 
componentes. De lo cual concluimos que T es un triado que tiene como corazón 
a C. Como C E A y A no contiene 3-celdas, lo anterior contradice el Lema 2.3.4. 
Puesto que esta contradicción vino de suponer la existencia de los subcontinuos 
C" C2 Y C3 , se sigue el lema. o 

Lema 2.3.8. Sean X un continuo y Jl una función de Whitney para C(X). 
Supongamos que Jl-'(to) es un círculo para alguna to E [0,1). Sea A = ,,-' «to, 1)). 
Entonces, para cada Z E A, con intZ # 0, se cumple que los conjuntos M = 
Z n Ce(X\Z) y X\Z no pueden ser conexos simultáneamente. 

Demostración. Supongamos que esto sí ocurre. Puesto que, por hipótesis, M 
es un subcontinuo propio de Z, existe un arco ordenado a de M a Z (Teoremas 
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1.16 1.19) tal que todos sus elementos están contenidos en Z. Como Jl(Z) > 
to, existe un elemento L = u(s) tal que Jl(Z) > Jl(L) > too Consideremos a 
los subcolltinuos N = L U Ce(X\Z) y Z. Mostraremos que ellos cumplen las 
condiciones de pseudolinealidad de Krasinkiewicz y Nadler (Definición 2.2.1). 

Es claro que N y Z son subcontinuos de X (pues N es la unión de dos continuos 
que contienen a M). Además son subcontinuos propios de X ya que Jl(Z) < 1 y 
N'¡' X (ya que si N = X, puesto que Jl(Z) > Jl(L), tendríamos que para y E Z\L, 
se seguiría que y E Ce(X\Z). Lo cual implicaría que y E Ce(X\Z) n Z = M e L 
lo cual es absurdo). 

Debido a que Z U (X\Z) = X y X\Z e L U Ce(X\Z) = N, tenemos que 
X=NUZ. 

Para constatar la conexidad del subconjunto NnZ nos fijamos en las siguientes 
igualdades. 

ZnN = (ZnL)U(ZnCe(X\Z)) 
= (ZnL)UM 
= ZnL 
= L 

Así que Z n N es precisamente L y, por lo tanto, un subcontinuo de X. 

Mostraremos que L es terminal con respecto a N y a Z. 
Para mostrar la terminalidad de L con respecto N, tomemos dos subcontinuos 

propios R y S de N tales que L e R n S. Supongamos que R\S ,¡, 0 y que 
S\R'¡' 0. Hagamos C, = R, C, = S Y C3 = Z. Observamos que L e C, nC2 nC3 . 

Además, puesto que L e R n S y R\S ,¡, 0, tenemos que C, 't. C2 U C3 . De la 
misma forma se deduce que C2 't. C, U C3 . Puesto que Jl(Z) > Jl(L) y N n Z = L 
se concluye también que C3 't. C, U C,. 

Sin embargo, todo lo anterior y el hecho de que L E A = Jl-l((to, 1]) contradi­
cen el Lema 2.3.7. Por lo cual debe ocurrir que R e S o S e R. 

De manera similar se prueba que L es terminal con respecto a Z. 

A continuación mostraremos que todo subcontinuo K de X que intersecta 
tanto a X\Z como a X\N tiene que contener a L. 

Sea K un subcontinuo de X que cumple las condiciones que acabamos de 
señalar y supongamos que K no contiene a L. Puesto que L E A = Jl-l((to, 1)), 
sabemos que L n K tiene a lo más dos componentes (Lema 2.3.4). Analizaremos 
el caso en que L n K es conexo. Esto implica que L n K es un subcontinuo de L. 
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Hagamos J = L n K. Ya que J e L y p.(L) > to, existe un subcontinuo L" de L 
tal que J e L" e L y p.(L) > p.(L") > too En particular, tenemos que LO es un 
subcontinuo propio de L. 

Sea B = L U K. Entonces 

B\LO = (L\L") U (K\L") 
= (L\L") U (K\L) 
= (L\LO) U (K\(Z n N)) 
= (L\L") U (K\Z) U (K\N) 

Los tres últimos uniendos son no vacíos y, como L n ((K\Z) U (K\N)) = 0 y 
Kn(L\LO) = 0, llegamos a que estos uniendos están mutuamente separados. Por 
tanto B\L ° tiene al menos tres componentes, de manera que L" es el corazón de 
un triado. Esto contradice el Lema 2.3.4. Por tanto L n K no puede ser conexo. 

Supongamos ab~ra que L n K es disconexo. Esto implica que L U K = X 
(Corolario 2.3.6). Además, por el Lema 2.3.4, L n K tiene exactamente dos 
componentes JI y J2 · Aplicando el Corolario 2.1.10. tenemos que p.-I([to, 1]} 
es homeomorfo a un disco. Entonces, por el Lema 2.3.4, L no es el corazón de 
ningún triado. En particular, X\L tiene a lo más dos componentes. Observamos 
que X\L = (X\Z) U (X\N). Los dos uniendos son abiertos no vacíos. Esto 
muestra que X\L tiene exru:tamente dos componentes, DI = X\Z Y D2 = X\N. 
Observamos que L U Ce(D¡) = L U DI = N Y L U Ce(D2 ) = L U D2 = Z. Así 
que Ce(D;) n L '" 0 para i = 1 Y 2. Por el Lema 2.3.5, L n Ce(D,) es conexo. 
Como L U K = X, cada D, es subconjunto de K, de modo que 0 '" L n Ce(D,) e 
LnK = JIUJ2. Así que LnCe(D,) e Jk, para alguna k, E {l, 2}. Supongamos que 
LnCe(DI ) e JI y que LnCe(D2 ) e J2 Sean El = J.UCe(DI) y E, = J2UCe(D2). 

Es claro que El y E2 son cerrados, ajenos y no vacíos. Afirmamos que K = El UE,. 
Puesto que L n K = JI U J2, se tiene que JI U J2 e K y, puesto que cada D, es un 
subconjunto de K y L n Ce(D,) e JI U J2 , se sigue que El U E 2 e K. Ahora, sea 
k E K, entonces k E X\L (ya que Lu K = X) o k E K n L. Si k E X\L entonces 
k E DI U D2 y, por lo tanto k E El U E2 . Si k E X n L entonces k E JI U J2 y, 
por lo tanto, k E El U E,. De las anteriores contenciones se obtiene K = El U E,. 
Pero esto contradice la conexidad de K y muestra que K n L tampoco puede ser 
disconexo. 

Como esta contradicción vino de suponer que L \K '" 0, concluimos que L e 
K. 
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La discusión anterior muestra que los subcontinuos Z y N satisfacen las condi­
ciones de linealidad de Krasinkiewicz y Nadler. Lo que implica que existe un valor 
t > to tal que el nivel de Whitney /1-'(t) es homeomorfo a un segmento (Teorema 
2.2.21). Pero esto está en contradicción con el Teorema 2.1.5. 

La anterior contradicción vino de suponer que los subconjuntos M y X\Z eran 
simultáneamente conexos. Por lo que se concluye finalmente el lema. o 

Lema 2.3.9. Sean X un continuo y /1 una función de Wbitney para C(X). 
Supongamos que /1-'(10) un círculo para alguna to E [0,1). Sea A = /1-'((to, 1)). 
Entonces, para cada Z E A, se tiene que X\Z es conexo. 

Demostración. 
Sea Z E A. Supongamos que X\Z es disconexo. Primero diremos por qué 

X\Z debe tener exactamente dos componentes. Por el Teorema 2.1.9, /1-' ([to, 1]) 
es homeomorfo a un disco y, por lo tanto, no contiene 3-celdas. Por el Lema 2.3.4., 
Z no es el corazón de un triodo. Por tanto X\Z no puede tener 3 componentes. 
Concluimos entonces que X\Z tiene exactamente 2 componentes. 

Sean Q, y Q, las componentes de X\Z. Mostraremos que la cerradura de 
cada una de estas componentes intersecta Z en un conexo. Supongamos que la 
intersección de la cerradura de la componente Q, con Z es disconexa. Sean J, y 
J, dos componentes de Ce(Q,)n Z. Sabemos que existen arcos ordenados o, y o, 
de J, a Ce(Q,) y de J, a Ce(Q,), respectivamente (Teoremas 1.16 y 1.19). Puesto 
que JI y J2 S011 conjuntos compactos y ajenos, podemos encontrar números s} y 
s, E (0,1) tales que o(s,) n o(s,) = 0. Puesto que o, yo, son arcos ordenados 
de Ji a Ce(Q,), se tiene que O(Si)\Z "f 0. De modo que si consideremos los 
subcontinuos C, = Z U o(s,), C, = Z U o(s,) Y Ca = Z U Q" tendremos que 
estos contradicen lo que afirma el Lema 2.3.7. De manera similar se prueba que la 
intersección de la cerradura de la componente Q, con Z no puede se disconexa. 

Por consiguiente, tenemos que X\Z tiene dos componentes Q, y Q, cuya 
cerradura intersecta a Z en un conexo. 

Consideremos al subcontinuo Zo = Z U Q,. Entonces sucede que X\Zo = Q,. 
Hacemos !vI = ZonCe(X\Zo) = ZonCe(Q,) = ZnCe(Q,), el cual es conexo por 
lo que acabamos de ver. De manera que tenemos que X\Zo y !vI = ZonCe(X\Zo) 
son conexos. Pero esto contradice el Lema 2.3.8, ya que intZo "f 0 (los puntos de 
Q, están en el interior de Zo) y Zo E A = /1-'((to, 1)). 
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Puesto que esta contradicción vino de suponer que X\Z era disconexo, se 
concluye el lema. o 

Observación 2.3.10. De los Lemas 2.3.8 y 2.3.9 se sigue que, si 1'-I(tO) es un 
círculo y tomamos un subcontinuo propio Z de X con interior distinto del vacío 
y to < I'(Z), entonces X\Z es conexo y M = Z n ee(X\Z) = K , U K 2 , con 
K , y K 2 subcontinuos ajenos no vacíos (si existieran más de dos componentes en 
Z n ee(X\Z) entonces se contradiría el Lema 2.3.4). 

Lema 2.3.11. Sean X un continuo y l' una función de Whitney para e(X). 
Supongamos que existe to E [0,1) tal que 1'-I(tO) es un circulo. Entonces existen 
subcontinuos propios Y y Z de X, con interior distinto del vacío, tales que I'(Y) 
y I'(Z) > to Y y U Z = x. 

Demostración. Escribamos A = 1'-1 ((to, 1)) Y sea M E A. De lo anterior 
se tiene que I'(M) = t, con t > to. Por lo que 1'-I(t) es homeomorfo a un circulo 
(Teorema 2.1.5). Sea r¡ : S' -> 1'-I(t) un homeomorfismo. Consideremos la 
función inducida e(r¡) : e(S') -> C(1'-I(t)). Sabemos que C('1) es continua ([1, 
Teorema 1.20]). Sea ¡ : e(S') -> 1'-1((to, 1]) dada por ¡(L) = U[e(r¡)(L)].Por 
el Teorema 1.14, ¡ está bien definida y es continua. Sea K. = ¡-1 ({X}). Ya que 
¡(S') = u[e('1)(S')] = UI'-I(t) = X, tenemos que K. "f 0. Claramente K. es 
un subconjunto compacto de e(S') y si p E S', entonces ¡({p}) = U'I({p}) = 
U({r¡(P)}) = '1(p). Ya que '1(p) E 1'-I(t), tenemos que '1(P) "f x. De manera que 
K. n F, (S') = 0. 

Sea w : e(S') -> [0,1] una función de Whitney. Sea A E K. tal que wlK. 
alcafi2a su mínimo en A. Es decir, w(A) :o; w(B) para toda B E K.. Por lo que 
dijimos antes, A no es un conjunto degenerado. Entonces A es un arco o A = S'. 
En los dos casos, A se puede escribir como la unión de dos de sus subcontinuos 
propios, es decir, A = e u D, donde e y D son subarcos propiamente contenidos 
en A. Sean Y, = ¡(e) y z, = ¡(D). Entonces Y, y Z, son subcontinuos de 
X, Y, U Z, = ¡(e) U ¡(D) = (U'I(D)) U (u'I(e)) = U'I(D U e) = U'I(A) = X. 
Por la elección de A, tenemos que e, D <le K.. De manera que ¡(e) "f X "f ¡(D). 
Entonces Y, y Z, son subconjuntos propios de X. Tomando arcos ordenados de 
Y, y Z, a X, podemos obtener Y, Z E e(X)\ {X} tales que Y, e Y, Z, e Z y 
I'(Y) Y I'(Z) > to. Claramente, X = Y U Z. Como 0 "f X\Z e Y, tenemos que 
intY "f 0. De igual manera se tiene que intZ "f 0. De esta forma finalizamos la 
prueba del lema. o 
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Lema 2.3.12. Sean X un continuo y l' una función de Whitney para C(X). 
Supongamos que existe to E [0,1] tal que 1'-' (to) es un círculo. Sean K, y K, las 
componentes de Y n Ce(X\Y) (donde Y es como en el Lema 2.3.11 y K, Y K, 
como en la Observación 2.3.10). Entonces existen subcontinuos propios X, y X, 
de X tales que X = X,UX" X, = Ce(X\Y), X, = Ce(X\X,), y = X,uK,UK" 
X, nx, e K, u K, y si D es un subcontinuo de Xi, con DnK¡ ,¡, 0 y DnK, ,¡, 0, 
entonces se cumple que D = Xi-

Demostración. Consideramos a los subcontinuos Y y Z de X del Lema 
2.3.11 .. 

Hagamos M = Y n Ce(X\Y). Puesto que Y E A = I-'-¡«to, 1)) e intY ,¡, 0, 
sabemos que M y X\Y no pueden ser simultáneamente conexos (Lema 2.3.8). 
Aun más, por el Lema 2.3.9 y la Observación 2.3.10, sabemos que X\Y es conexo 
y que Y n Ce(X\Y) = K¡ U K" con K¡ y K, subcontinuos ajenos no vacíos. 

Hagamos X¡ = Ce(X\Y). Por lo que dijimos en el párrafo anterior y el hecho 
de que Y tiene interior distinto del vacío, tenemos que X¡ es un subcontinuo propio 
de X. 

La discusión que sigue es con el propósito de hallar al subcontinuo X,. 

En primer lugar, mostraremos que el conjunto X\X¡ es conexo. Para lo cual 
mostraremos, primeramente, que X\X¡ tiene sólo un número finito de compo­
nentes. Supongamos que X\X¡ tiene Ulla infinidad de componentes. Es decir 
X\X¡ = UaEJBj , donde J es un conjunto infinito y cada Bj es una componente 
de X\X¡. Sea é > ° tal que B:'(X) e I'-¡«to, 1]). Sea F un subconjunto finito 
de X tal que F E B:' (X). Hagamos E = X¡ U (U {Ba : Ba n F ,¡, 0}). Por el 
Teorema de los Golpes en la Frontera (Teorema l.1O.) tenemos que X ¡ U Ba es 
un subcontinuo de X para cada a E J. De modo que E es un subcontinuo de X. 
Mostraremos que H(E, X) < é. Para lo cual debemos mostrar que X e N(é, E) 
Y que E e N(é, X). La última contención es inmediata, por lo que sólo resta 
demostrar que X e N(é, E). Sea y E X. Puesto que H(F, X) < é, existe z E F 
tal que d(y, z) < é. Si z E Xl, entonces y E N(é, X¡) e N(é, E). Supongamos que 
z E X\X¡. Entonces, por hipótesis, z E Bp para alguna {3 E J y, por lo tanto, 
z E BpnF, para a1guna,8 E J. Lo anterior implica que z E U {Ba : Ba n F ,¡, 0}, 
y por lo tanto en E. De donde se sigue que y E N (é, E). Todo lo anterior nos hace 
concluir que H(E, X) < é. 

65 



Lo anterior implica. en particular. que E E I'-¡((to.l]). Además. puesto que 
Xl tiene interior distinto del vacío, E tiene interior distinto del vacío. Entonces, 
por el Teorema 2.3.9. tenemos que X\E es conexo. Pero esto contradice la sigu­
iente igualdad: 

X\E = X\(X¡u(U{Bo :Bo nF,.0})) 
= (X\x¡)n(X\(U{Ba : Ba nF ,.0})) 
= U{Ba: Bn nF =0}. 

en vista de que la expresión de la derecha representa a un conjunto disconexo (de­
bido a que U {Bn : Bn n F = 0} es un conjunto con una infinidad de componentes 
y F es un conjunto finito). 

Por lo tanto. X\X ¡ tiene sólo un número finito de componentes. 

A continuación mostraremos que. en realidad. X\X¡ es conexo. Supongamos 
que X\X¡ tiene n componentes CI • C, • .... Cn (n> 1). Para cada componente C, 
de X\XI • Ce(C¡)nXl ,. 0 (Teorema 1.10). Así que Xl UCe(C,) es un subcontinuo 
de X. Sea (3, : [0.1] -< C(X) un arco ordenado de Xl a Xl U Ce(C,). 

En el Lema 2.3.4 argumentamos que si tomamos a In = [O. 1 J X [O. 1 J X ... X 

[O.IJ (para n = 3) Y consideremos la función h : In -< C(X) definida por: 

n 

h((tbt' ..... tn)) = U (3(t,) para cada n-ada (tbt, ..... tn) E ¡n. 
i=l 

entonces h resulta ser una función continua. Entonces podemos considerar la 
función g = I'0h : In -< [O.IJ • la cual resulta ser continua debido a la continuidad 
de las funciones l' y h. 

Observamos que 

n 

g(O .... O) = l'(h(O. O ..... O)) = I'(U (3(0)) = I'(X¡) < 1 
i=1 

n 

g(l •.• 1) = l'(h(I.I • .... 1)) = I'(U (3(1)) = I'(X) = 1 
i=l 
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Sea 1< : [0,1] -+ [0,1] dada por I«t) = 9(t, t, ... , t). Entonces 1«0) =I'(X,) < 1 

Y k(l) = I'(X) = 1. Por el Teorema del Valor Intermedio, existe t' E [0,1] tal que 
to < I<(t') < 1. Lo que implica, en particular, que M = h(t', ... , t') E A. Notemos 
que t' < 1, así que C,\IJ,(t') = (X, U Ce( C;)\IJ,(t') ;o' 0 para cada i E {1, ... , n}. 

Además sabemos que M tiene interior distinto del vacío ya que X, lo tiene. 
Todo esto implica que X\M es conexo (Teorema 2.3.9). 

Pero esto es, nuevamente, una contradicción, ya que se tiene la igualdad: 

y el conjunto de la derecha de esta igualdad es claramente disco nexo. 

Esta contradicción muestra que X\X, es conexo. 

Por construcción, tenemos que Y n X, = K, U K 2 , con K, y K 2 subcontin­
uos ajenos y distintos del vacío de X. Proponemos a la cerradura del conjunto 
X\X, como el subcontinuo X 2 . Es decir, X 2 = Ce(X\X, ). Por lo que acabamos 
de ver, efectivameflte, X2 es un subcontinuo de X. El subcontinuo X 2 es un sub­
conjunto propio de X debido a que se tiene la contención X 2 = Ce(X\X, ) = 
Ce(X\Ce(X\Y» = Ce(int(Y» e y y y es un subconjunto propio de X. 

En resumen, tenemos que X, = Ce(X\Y) y X 2 = Ce(X\X, ) son subcontinuos 
propios de X. 

Para demostrar que X, U X2 = X es suficiente con mostrar que se tiene la 
contención X e X, U X 2. Notemos que X = X, U (X\X,) e X, U X 2 . Por tanto 
X =X, UX2· 

Ahora mostraremos que si D es un subcontinuo propio de X 2 tal que DnK, ;o' 0 
y D n K 2 ;o' 0 entonces D = X 2 . 

En primer lugar, demostraremos la siguiente propiedad: 

(*) y = (X\X,) U K, U K 2 Y Y = Ce(X\X,) U K, U K 2 • Para mostrar 
que y e (X\X,) U K, U K 2 , procedemos como sigue. Sea y E Y, entonces 
y E intY o y E Fr(Y). Si y E intY entonces y ~ X, y, por lo tanto, y E 
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X\X, e Ce(X\X, ). Si y E Fr(Y) entonces, en particular, y E Ce(X\Y). De 
modo que y E Ce(X\Y) n y = K, U K 2 • Por lo tanto Y e X\X, U K, U K,. 
Como X\Y e X" tenemos que X\X, e y y, puesto que K, U K, e y (pues 
YnX, = K, UK2 ),se tiene que Ce(X\X,)UK, uK, e y. Con lo cual se concluye 
que y = Ce(X\X,) U K, U K, Y Y = (X\X¡) U K, U K,. 

De (*) obtenemos de paso que X, n X, e X, n y = K, U K2 . 

Sea D unsubcontinuo de X 2 tal que D n K, ,¡, 0 y D n K 2 ,¡, 0. Supongamos 
que D ,¡, X 2 . Aseguramos que D U (K, U K 2 ) está contenido propiamente en Y. Si 
DU(K, UK,) = y entonces tendríamos en particular que X\X, e DU(K, uK,). 
Puesto que (X\X, ) n (K, U K,) = 0, llegaríamos a que X\X, e D. Lo que 
implicaría que X2 = Ce(X\X¡) e D y, puesto que D e X" concluiríamos que 
D = X,. Lo cual estaría en contradicción con nuestra suposición original. Por lo 
tanto, D U (K, U K,) S; Y. 

Puesto que D U (K, U K,) es un subconjunto propio de Y y JL(Y) > to, existe 
un subcontinuo F de Y tal que D U (K, U K,) e F e y y to < JL(F) < JL(Y), 
(Teorema 1.23). Mostraremos que el conjunto F n X, es disconexo. 

Sabemos que X, n X, e K, U K,. Por consiguiente, ya que F e y = X, U 
K, U K" tenemos que F n X, e K, U K,. Puesto que K, U K, e F, concluimos 
que F n X, es disconexo. 

Pero esto implica que F U X, = X (Corolario 2.3.6), de donde se tiene, en 
particular, que X2 e F U X,. Puesto que F está contenido propiamente en Y (ya 
que JL(F) < JL(Y)) y K, U K, e F, lo anterior implica que existe x E (Y\F) n 
X, e (x,\F) n X,. Pero esto último implica que x E K, U K, e F (ya que 
X, n X, e K, U K,). Lo cual es una contradicción ya que habíamos tomado x en 
(Y\F). 

Puesto que esta contradicción vino de suponer que D y X, eran diferentes, 
concluimos que D = X,. 

El siguiente paso es demostrar que para todo subcontinuo D de X" tal que 
D n K, ,¡, 0 Y D n K, ,¡, 0, se cumple que D = X,. 

Sea D un subcontinuo de X, con las propiedades antes indicadas arriba. Por 
la observación ('), D n Y e X, n y = X, n (X, U K, U K 2 ) e K, U K, Y 
D n K, ,¡, 0 Y D n K, ,¡, 0. Lo cual implica que D n y es disconexo. Puesto que 
JL(Y) > to, se sigue que Y U D = X. Entonces X\Y e D y, por lo tanto, que 
X, = Ce(X\Y) e D. Con lo que concluimos, finalmente que X, = D. 
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Con esto finalizamos la última parte del lema. o 

Lema 2.3.13. Sean X un continuo y Jl una función de Whitney para C(X). 
Supongamos que existe to E [0,1) tal que Jl-l(tO) es un círculo. Sean K, y K, 
las componentes de Y n Ce(X\Y) (donde Y es como en el Lema 2.3.12) y X, Y 
X, los subcontinuos del mismo Lema 2.3.12 .. Entonces se tiene que X, n K. es 
conexo para i = 1 Y 2, Y X, n X, tiene exactamente dos componentes. De hecho 
x,nx, = (X,nK,)u(X,nK,) es la descomposición en componentes de x,nx,. 
Además X, n X, = Fr(X, ) = Fr(X,). 

Demostración. Mostraremos que X, n K, es conexo, la demostración para 
X, n K, es similar. Supongamos lo contrario. Sea C una componente de X, n K, 
(por el Lema 2.3.12, Y = X, U K, U K" como K, n K 2 = 0, la conexidad de Y 
implica que X, n K, ,¡, 0 y X, n K, oF 0). Sea {3 un arco ordenado que va de C 
a X 2 (Teorema 1.16). Nuevamente, por el Teorema 1.4, tenemos que la función 
'( : [O,IJ ---> C(X), definida por '((s) = {3(s) U X, es una función continua y, por 
lo tanto, la función 9 = Jl o '(, también resulta ser continua. Observamos que 
g(l) = JlUJ(I)) = Jl(X) = 1. De manera que existen s· y SI E (0,1) tales que 
to < g(s') < g(s,) < 1. Hagamos G = ,(s'). No puede suceder que {3(sl)nK, oF 0, 
ya que esto implicaría que (3(s,) = X, (Lema 2.3.12) y por lo tanto que '((SI) = 
(3(Sl) U X, = X. De donde obtendríamos que Jl(X) = Jl(-r(Sl)) = g(Sl) < 1 = 
Jl(X), lo cual es una contradicción. Por lo tanto, tenemos que {3(Sl) n K, = 0. 

Por hipótesis, X, n K, es disconexo, así que podemos considerar a dos com­
ponentes C, y C, de X, n K" Sean 6 y ry dos arcos ordenados de C, y C2 a X" 
respectivamente. Puesto que (3(Sl) nK, = 0, existen valores r, Y w, E (0,1) tales 
que (3(Sl) n 6(r') = 0, (3(s.) n ry(w,) = 0 Y 6(r,) n ry(w,) = 0. De manera que si 
consideramos los conjuntos C, = G U {3(Sl), C2 = G U 6(r') y C, = G U 1)(w,), 
entonces se puede comprobar fácilmente que los continuos C" C, y C, cumplen 
las condiciones del Lema 2.3.7 .. Puesto que G E Jl-l((to, 1)), la existencia de estos 
continuos contradice a dicho lema. 

La anterior contradicción muestra que X 2 n K¡ es conexo. 

Ahora nOS disponemos a mostrar que X, n X, tiene exactamente dos compo­
nentes. Por el Lema 2.3.12, X, n X, e K, U K,. De manera que 

x,nx, = x,nX,n(K,UK,) 
= (X, n X, n K, ) U (X, n X, n K,) 
= (K, n X,) U (K, n X,). 
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Por tanto Xl n X 2 tiene exactamente dos componentes. 

Finalmente mostraremos que Xl n X 2 = Fr(Xl ) = Fr(X2). 
Puesto que Fr(X¡) = Ce(X¡) nCe(X\Xl ) = Xl nX2 por definición, sólo hay 

que demostrar que Fr(X2) = Xl n X 2. Para esto observamos que 

Fr(X2) = Ce(X2) n Ce(X\X2) = X 2 n Ce(X\X2) 

Por lo que es suficiente demostrar que Ce(X\X2) = Xl. Mostraremos esta 
igualdad por contenciones. Observamos que 

X\X2 = X\Ce(X\Xl ) = int(X\(X\X¡)) = intX, e X, 

De donde se sigue que Ce(X\X2) e Xl' Para mostrar que Xl e Ce(X\X,) 
procedemos como sigue. Puesto que X 2 e y (Teorema 2.3.12), entonces X\Y e 
X\X,. Esto implica que Xl = Ce(X\Y) e Ce(X\X2). Todo lo anterior implica 
que Ce(X\X,) = X, y, por lo tanto, hemos demostrado que Fr(X2) = X, n Xl. 
Concluimos, finalmente, que X, n Xl = Fr(X2) = Fr(Xl ). 

Con esto terllÚnamos la prueba del lema. o 

Teorema 2.3.14. Sean X un continuo y ¡.L una función de Whitney para 
C(X). Supongamos que existe to E [0,1) tal que ¡.L-l(tO) es un círculo, entonces 
X es pseudocircular. 

Demostración. Sean X, y X" como en el Lema 2.3.12. Mostraremos que los 
subcontinuos X, y X 2 cumplen las condiciones de la Definición 2.2.2. Por el Lema 
2.3.12, sabemos que los subcontinuos X, y X 2 están contenidos propiamente en 
X y que Xl U X2 = X. Por el Lema 2.3.13., también sabemos que Xl n X, tiene 
exactamente dos componentes. Sean JI y J2 estas componentes. Observamos que 
JI y J2 están contenidas en Kl y K 2 respectivamente (donde Kl y K, son las 
componentes de Y n Ce(X\Y), y y es como en el Lema 2.3.11). 

En primer lugar mostraremos que las componentes JI y J, son ternúnales con 
respecto a X2 y Xl. 

Mostraremos que J, es terminal con respecto a Xl. La terllÚnalidad de J, con 
respecto a Xl y la de JI con respecto a X 2 y de J, con respecto a X, se hacencon 
argumentos similares. 
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Sean L Y M dos subcontinuos de XI tales que JI e L n M. Mostraremos que 
L e M o M e L. Si ocurriera que L n J, 'f 0, esto implicaría que XI = L (Lema 
2.3.12.) y, por lo tanto, que M e XI e L. De la misma forma, si M n J, 'f 0, 
tendremos que L e XI e M. Podemos suponer entonces que M n J, = 0 y que 
LnJ, = 0. 

Supongamos, contrariamente a lo que queremos demostrar, que M\L -# 0 y 
L\M -# 0. Sea {3 : [0,1) -> C(X) un arco ordenado de J2 a XI. Consideremos la 
función g : [O,lJ -> C(X) dada por g(s) = M U X 2 U {3(s). Como JI e M n X2 

y J, e {3(s) n X" tenemos que efectivamente g(8) E C(X) para toda 8 E [O,lJ. 
Por el Teorema 1.4, g(s) es una función continua. Además g(l) = MUX, uXI = 
X.De manera que existe SI E [O,lJ tal que to < JL(g(s¡)) < 1. Sea G = g(sl)' 
Si ocurre que {3(SI) n M -# 0 entonces {3(SI) U M es un subcontinuo de XI que 
intersecta tanto a KI como a K,. Por el Lema 2.3.12, XI = {3(s¡) U M. Entonces 
X = XIUX, = {3(sl)UMUX, = g(sl)' Así que JL(g(81)) = 1, lo que es un absurdo. 
Por tanto {3(s¡) n M = 0. Ahora mostraremos que .B(SI) n L = 0. Supongamos lo 
contrario. Procediendo como antes, concluimos que X = {3(SI) U L U X,. Como 
estamos suponiendo que M\L -# 0, podemos tomar un punto p E M\L. Entonces 
p tf; {3(SI) U L. Esto implica que p tf; J, U JI = XI n X,. Como p E XI, tenemos 
que p tf; X,. Por tanto p tf; .B(s¡) U L U X, = X, lo cual es una contradicción. Por 
lo tanto {3(SI) n L = 0. 

Observamos que X, U {3(81) U M U L es un subcontinuo propio de X, pues de 
lo contrario tendríamos que 

XI = XI nx 
= (XI n X,) U (XI n {3(s¡)) U (XI n M) U (XI n L) 
= JI U J, U {3(81) U M U L 
= {3(81) U (M U L) 

y, puesto que {3(81) n (M U L) = 0, tendríamos una descomposición del continuo 
XI' Esta contradicción prueba que G U L = X, U {3(SI) U M U L -# X. Aplicando 
el Corolario 2.3.6, tenemos que G n L es conexo. 

Sea 
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F = GnL 
= (X, U ,6(81) U M) n L 
= (X, n L) U (M n L) 

J1U(MnL) 
= MnL 

Por tanto M n L es conexo y F = M n L. 
Sea h : [0,1) -> C(X) dada por h(8) = F U X, U ,6(8). Entonces h es una 

función continua tal que h(l) = F U X, U Xl = X. Así que existen 8, y 83 E [0,1) 
tales que to < ,,(h(8,)) < ,,(h(83)) < 1. 

Sea Q = h(S3). Aseguramos que ,6(83) n F = 0. De no ser así, ,6(83) U F es un 
subcontinuo de Xl que contiene a JI y J,. Por el Lema 2.3.12, ,6(83) uF = Xl. 
Entonces ,,(h(S3)) = ,,(F U X, U ,6(83)) = ,,(Xl U X,) = ,,(X) = 1. Lo cual es una 
contradicción. Por tanto ,6( S3) n F = 0. 

Ahora veremos que ,6(S3) nM = 0. Supongamos lo contrario, entonces ,6(83) U 
M es un subcontinuo de Xl que contiene a JI y J,. Esto implica que Xl = 
,6(83)UM. De modo que L e ,6(83)UM. De manera que L = (,6(83)nL)U(MnL). 
Ya que L es conexo, debe existir un punto pE (,6(83) n L) n (M n L) = ,6(83) n 
(Mn L) = ,6(83) nF. Esto contradice lo probado en el párrafo anterior. Por tanto 
,6(83) n M = 0. Similarmente ,6(83) n L = 0. 

Si ocurre S3 S 8, entonces h(S3) e h(8,) y así que ,,(h(83)) S ,,(h(s,)) lo que 
es absurdo. Por tanto 8, < S3. Esto implica que ,6(8,) e ,6(83). Si ,6(8,) = ,6(S3) 
entonces· tenemos que h(8,) = h(S3)' lo que no es posible. De manera que ,6(8,) 
está contenido propiamente en ,6(83). 

Observamos que 

(h(83) U M U L)\h(s,) = (M U L U F U X, U ,6(83))\(F U X, U ,6(8,)) 
= (M\F) U (L\F) U (,6(83)\,6(8,)). 

Ya que estos conjuntos son no vacíos y están mutuamente separados, se sigue 
que h(8,) es el corazón de un triado. Pero esto contradice el Lema 2.3.4. De­
bido a que esta contradicción vino de suponer que L y M no eran comparables, 
concluimos que L e M o M e L. Por lo tanto JI es terminal con respecto a Xl. 

En seguida nos concentraremos en demostrar que todo subcontinuo L de X 
tal que L n JI # 0 y L n J, # 0, tiene la propiedad de contener a alguno de 
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los subcontinuos X, o X,. Sea L un subcontinuo que satisface las condiciones 
antes señaladas. Mostraremos que alguna de las componentes de L n X, o L n X, 
intersecta tanto a JI como a J2 . Supongamos que esto no sucede. Entonces, 
por el Teorema del Cable Cortado (Teorema 1.9), existen subconjuntos cerrados 
H" H" L, Y L, de L n X, y L n X" respectivamente tales que 

L n X, = H, U H" con J, e H, y J, e H, y H, Y H, son ajenos 
L n X, = L, U L" con J, e L, y J, e L, y L, Y L, son ajenos. 

Lo cual implica que L = (H, U LI) U (H, U L,). 
Mostraremos que L, no puede intersectar a HI. Supongamos, por el contrario, 

que L, n H, '" 0. Entonces, sea x EL, nH, e Lnx, nX, e XI nX, = J, U J,. 
De lo anterior se sigue que x E J, U J,. Puesto que L, y L, son ajenos y JI e L I , 

llegamos a que x E J,. Lo que implica que x E H" que es absurdo puesto que 
H, n H, = 0. Por lo tanto concluimos que L, n H, = 0. Con el mismo argumento 
se puede demostrar que L, n H, = 0. 

La discusión previa implica que los conjuntos (H, U LI) Y (H, U L,) forman 
una disconexión de L, lo cual es una contradicción. Por lo tanto podemos suponer 
que existe UIla componente e de LnXI tal que en J, '" 0 y enJ, '" 0. Pero esto 
implica que e = X, (Lema 2.3.12) y, por lo tanto, X, e L. Con esto terminamos 
la prueba de esta propiedad. 

Mostraremos, finalmente, que existe E > O tal que para todo subcontinuo 
LE B;'(X) se tiene que J, e L o J, e L. 

Tomemos t" > máx{to, Jl(X,), Jl(X,)}. Sean E > O tal que B;'(X) e A = 
Jl-'((t',I]) y L E B;'(X). Mostraremos que esta L cumple lo que se pide. Si 
L n J, '" 0 y L n J, '" 0 entonces X, e L o x, e L y, por lo tanto, JI y J, e L. 
Supongamos entonces que L n J, = 0. 

Puesto que Jl(L) > t', L\X, '" 0 y L\X, '" 0. Por lo tanto L n J, '" 0. 

Supongamos que J, \L '" 0. Mostraremos que L n JI es conexo. Si L n JI es 
disconexo entonces L U J, = X (por el Lema 2.3.6, ya que Jl(L) > tolo Pero esto 
es una contradicción ya que J, no está contenido en L U J,. Por lo tanto L n J, 
es conexo. 

También se tiene que L n X, y L n X, son conexos, pues si L n X, fuera 
disconexo, por ejemplo, entonces, por el Lema 2.3.6, tendríamos que LUX, = X. 
Lo cual sería una contradicción, ya que esto implicaría que 

X, = (L n X,) U (X, n X,) 
= [(L n X,) U J,I U J, 
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es una descomposición del continuo Xz. 

Entonces existen arcos ordenados "', fJ y 'Y : [0,11 -> C(X) de L n JI a JI (ya 
que estamos suponiendo que JI \L ", 0), a L n Xl ya L n X" respectivamente. 
Puesto que ¡.t(L) > to, podemos encontrar valores So, ro y Wo E (0,1) tales que si 
H = a(so) U fJ(ro) U 'Y(wo) entonces to < ¡.t(H) < ¡.t(L). 

Sean 81 y r1 en (0,1) tales que So < SI Y ro < r1 Y consideremos los subcon­
tinuos 

C1 = a(sl) U fJ(ro) U 'Y(wo) 

C, = ",(so) U fJ(r1) U 'Y(wo) 

C3 = a(so) U fJ(ro) U JI 

Entonces se cumple que H e C1 U C2 U C3 , C1 % C2 U C3 , C2 % C1 U C3 y C3 % 
C1 U C2 (ya que JI \L ", 0). Puesto que H E A = ¡.t-1 ((to, 1)), la existencia de los 
subcontinuos Cl, C2 y C3 contradice el Lema 2.3.7. Puesto que esta contradicción 
vino de suponer que JI \L ", 0, concluimos que JI e L. Esto quiere decir que la é 

que escogimos es la requerida. 

Con esto terminamos la demostración de todas las propiedades que deben de 
cumplir los subcontinuos Xl y X 2• Concluimos, entonces, que el espacio X es 
pseudocircular. De esta forma finalizamos la prueba del teorema. o 

2.4. NIVELES "GRANDES" EN IllPERESPACIOS LOCALMENTE 
PLANOS. 

Cerraremos el presente capítulo con un resultado que nos indica cómo son los 
niveles "grandes" en un hiperespacio localmente plano. Con este resultado ten­
dremos todas las piezas para llegar al resultado principal del capítulo; caracterizar 
a los continuos cuyo hiperespacio es localmente plano en la cúspide. 

Antes daremos un par de definiciones y lemas que nos serán de utilidad y cuya 
demostración de algunos de ellos aparece en la bibliografía. 

74 



Definición 2.4.0. Un triodo simple es un continuo homeomorfo al conjunto 
{(O,y) E]R': O:s y:s I} U {(x, 1) E]R2: -I:S x:s I}. 

Lema 2.4.1 ([16, Ejercicio 31.11]). Sea X un continuo localmente conexo. Si 
X no es homeomorfo a un intervalo o a un círculo, entonces X contiene un triodo 
simple. 

Definición 2.4.2. Un continuo X es conexo en pequeño en p si para cada 
conjunto abierto U de X tal que p E U, existe un subcontinuo L de X tal que 
p E intL e L e U. 

Se sabe que si X es conexo en pequeño en cada uno de sus puntos entonces X 
es localmente conexo ([25, Teorema 27.16.]). 

Lema 2.4.3 ([9, Teorema 1.2»). Sea X un continuo. Entonces C(X) es 
conexa en pequeño en A si y sólo si para toda función de Whitney ¡J. para C(X) 
se tiene que ¡J.-l(¡J.(A» es conexo en pequeño en A. 

Teorema 2.4.4. Sean X un continuo y ¡J. una función de Whitney para C(X). 
Supongamos que C(X) es localmente plano en X. Entonces existe t E (0,1) tal 
que ¡J.-l(t) es un círculo o un arco. 

Demostración. Sean U una vecindad de X contenida C(X) homeomorfa a 
una 2-celda y E: > ° tal que BI' (X) e U. Por el Lema 2.2.4 existe to E (0,1) tal 
que ¡J.-l (t) e BI' (X) para toda tE [to,ll. 

A continuación mostraremos que existe tE (to, 1) tal que que ¡J.-l(t) es un arco 
o un círculo. Supongamos que esto no es cierto. Es decir, para toda tE (to, 1) se 
tiene que ¡J.-l(t) no es un arco ni una curva cerrada simple. 

Sea tE (to, 1). Puesto que BI'(X) e U y U es una 2-celda, se tiene que C(X) 
es conexo en pequeño en cada elemento del interior de U. De donde se sigue, por 
el Lema 2.4.3, que ¡J.-l(t) es conexo en pequeño en todos sus elementos y, por lo 
tanto, localmente conexo. 

Entonces, por el Lema 2.4.1, sabemos que ¡J.-l(t) contiene triodos simples. Lo 
cual nos dice que para toda t E (to, 1) se cumple que ¡J.-l(t) contiene triodos sim­
ples. Por consiguiente U contiene una infinidad no numerable de triodos simples 
y ajenos. Pero esto contradice el hecho de que una 2-celda no puede contener un 
número no numerable de triodos simples ajenos ([21]). 
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Puesto que la anterior contradicción vino de suponer que para toda tE (to,l) 
se tenía que Jl-l (t) no era ni un arco ni una curva cerrada simple, se concluye el 
teorema. o. 

Corolario 2.4.5. Sean X un continuo y 1-' una función de Whitney para 
C(X). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

(a) C(X) es localmente plano en la cúspide 
(b) X es pseudolineal o pseudocircular 
(c) Existe t E [0,1) tal que 1-'-1(t) es homeomorfo a un intervalo o a un círculo 

Demostración. (a) implica (e) se tiene por el Teorema 2.4.4. (e) implica (b) 
se sigue de los Teoremas 2 .. 3.2 y 2.3.14. La implicación (b) implica (e) se sigue 
del Corolario 2.2.22. Por último, (e) implica (a) se tiene a partir del Corolario 
2.1.10. o 
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" --Ves, Momo--Ie deCÍa el barrendero--, las cosas son así: a veces tienes ante ti una 
calle larguísima. Te parece tan terriblemente larga, que nunca crees que podrás acabarla. 

--y entonces te empiezas a dar prisa, cada vez más prisa. Cada vez que levantas la 
vista, ves que la calle no se hace más corta. Y te esfuerzas más todavía, empiezas a tener 
miedo, al final estas sin aliento. Y la calle sigue por delante. Así no se debe hacer. 

Penso durante un rato. Entonces siguió hablando. 
--nunca se ha de pensar en toda la calle de una vez, ¿entiendes? Solo hay que pensar 

en el paso siguiente, en la inspiración siguiente, en la siguiente barrida. Nunca más que en 
la siguiente. 

Volvió a callar y reflexionar, antes de añadir: 
--Entonces es divertido; eso es importante, porque entonces se hace bien la tarea. Y 

así ha de ser. 
Después de una nueva larga interrupción, siguió: 
--De repente se da uno cuenta de que, paso a paso, se ha barrido toda la calle. Uno no 

se da cuenta cómo ha sido. Eso es importante". 

Momo 

Michael Ende 



3. HIPERESPACIOS QUE SON LOCALMENTE EUCLIDI­
ANOS EN LA CÚSPIDE. 
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El resultado principal de este capítulo (Teorema 3.16) nos dice cuales son las 
características que debe tener una gráfica finita conexa X para que su hiperes­
pacio C(X) tenga una vecindad homeomorfa a una N-celda alrededor de X. De 
esta forma, diremos que el hiperespacio C(X) de un continuo X es localmente 
Euclidiano en la cúspide si existe una vecindad U alrededor de X en C(X) la cual 
es homeomorfa a una N -celda. 

Con el fin de desarrollar nuestra discusión estableceremos algunas convenciones 
y definiciones básicas. 

Definición 3.1. Un segmento en un continuo es un arco o una curva cerrada 
simple. Definimos los extremos de un segmento de la siguiente manera: (a) en 
el caso de que el segmento es un arco, sus extremos son los puntos que no lo 
separan (b) en el caso de que el segmento sea una curva cerrada simple, dicho 
segmento sólo tiene un extremo y es un punto que se ha fijado de antemano. Una 
gráfica finita conexa es un continuo que es una unión finita de segmentos tales 
que cualesquiera dos de ellos se intersectan en uno o dos de sus extremos, o no se 
intersectan (convendremos en que el vacío es una gráfica finita conexa). Cada vez 
que hablemos de una gráfica finita, se entiende que los segmentos y sus extremos 
ya están dados. Los vértices de una gráfica finita conexa son los extremos de sus 
segmentos. 

Dados una gráfica X y un punto p E X, el orden de p en X es el mínimo 
cardinal n tal que p tiene una base de vecindades en la cual la frontera de cada 
uno de sus elementos tiene a lo más n elementos. Se dice que p es un extremo 
de X si su orden es igual a uno y se dice que p es un punto de ramificaci6n si su 
orden es al menos 3. 

En este capítulo la letra X denotará a una gráfica finita diferente de un círculo. 
Supondremos que la métrica d en X es la métrica de longitud de arco (en donde 
la distancia entre dos puntos será la mínima longitud entre ellos dos) y cada 
segmento de X tiene longitud igual a uno. También para cada segmento J de 
X, identificaremos a J, o bien, con el intervalo cerrado [(Ob, (1)J], cuando J 
es un arco, o con el intervalo [(O)J, (I)J] que tiene a sus extremos identificados 
«O)J = (I)J), en el caso en que J sea una curva cerrada simple. 

En el resto del presente capítulo nos referiremos a una gráfica finita conexa 
diferente de un círculo simplemente como una gráfica. Con esto en mente se dan 
las siguientes definiciones. 
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D 1E'. 1l.A.. llJlll. llJl 

Definición 3.2. Una subgráfica Y de una gráfica X es una gráfica contenida 
en X que está formada por algunos de los segmentos de X. También permitiremos 
que el conjunto vacío y un conjunto que conste de un sólo vértice sean subgráficas. 

Para tener el menor número posible de segmentos y vértices, tomaremos úni~ 
camente gráficas en las que cada vértice de X es un extremo de X o un punto 
de ramificación. Es fácil ver que a todo continuo que es una gráfica se le pueden 
redefinir sus segmentos de tal manera que satisfaga estas condiciones. 

Si A E C(X) y E > O, entonces definimos 

Q(E,A) = {x E X: existe a E A tal que d(x,a):o; E} 

y 

N(E,A) = {x E X: existe a E A tal que d(x,a) < E} 

Definición 3.3. Sea X una gráfica. Diremos que un subconjunto S de X es 
una subgráfica fina de X si S = 0 o S es una su bgráfica de X tal que S no tiene 
ciclos (es decir, S es un árbol) y no tiene puntos extremos de X. 

Definición 3.4. Sea S una subgráfica fina de X. Si S '" 0 entonces definimos 

Ms = {B E C(X) : S e B e Q(l,S) y B n N(l, S) es conexo} 

Para el caso en que S = 0 y J es un segmento de X, se define M~ = {A E 
C(X) : A e J}. En caso de que no haya posibilidad de confusión, escribiremos 
simplemente M0 en lugar de M~. 

Supongamos que S es una subgráfica fina de X distinta del vacío. Sean 
JII 121 "" Ir los segmentos en X que son arcos que intersectan a S exactamente 
en uno de sus extremos y sean JI, J21 o." J!J los segmentos de X que, o bien, son 
arcos que intersectan a S en sus dos extremos, o son curvas cerradas simples tales 
que cada una de ellas intersecta a S en su extremo. Es fácil convencerse de que 
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A esta representación de Q(I,5) le llamaremos la representaci6n can6nica 
para Q(I,5). Tomando como base la representación canónica para Q(I,5), a 
cada elemento A en Ms se le puede asociar una representación de la forma: 

donde ° ~ ni ~ 1 para cada i y ° ~ Cj ~ dj ~ 1 para cada j. 

Convendremos en llamar a la anterior expresión la representación canónica de 
A con respecto a la subgráfica 5. 

Decimos que A está en el interior relativo de M s (A E 1 R(Ms)) si ° < ai < 1, 
para cada i y ° < Cj < dj < I para cada j. En el caso en que 5 = 0, el interior 
relativo se define como: RI(M~) = {A E M~ : (O)}, (I)} 1/- A}, para cada 
segmento J de X. 

Probaremos un lema técnico. 

Lema 3.5. Sean 5 una subgráfica fina y distinta del vacío de X y A E 

IR(Ms). Hagamos E = mín{{a" ... ,aT } U {I - a" ... , 1- aT } U {eh ... , e,} U {l­
d" ... ,I- d,} U {d, - c./2, ... ,d, - c,j2}}. Donde los ai,CjY dj son lo valores 
determinados por la forma canónica de A con respecto a la subgráfica 5 (A = 
5 U (U {[O, ai] : I ~ i ~ r}) U (U{[O, Cj] U [dj, 1] : I ~ j ~ s}), con ° < ai < I para 
cada i y ° < Cj < dj < I para cada j). 

Entonces se tiene que N(E, A) e N(I, 5). 

Demostración. Sea x E N(E, A) entonces d(x, a) < E, para alguna a E A. Si 
a E 5 entonces el resultado se sigue inmediatamente. Podemos suponer entonces 
que a 1/- 5. Puesto que A = 5 U (U {[O, a;] : I ~ i ~ T}) U (U{[O, ej] U [dj, 1] : 1 ~ 
j ~ s}), con ° < a; < 1, para cada i, y ° < Cj < dj < 1, para cada j, tenemos 
que a E [O, ai] o a E [O, Cj] U Id;, 1]. Supongamos que a E [O, a;]' Esto implica que ° ~ d(x, O) ~ d(x, a) + d(a, O) < E + ai < 1. Es decir, d(x, (0)1.) < 1 Y (0)1. E S, 
lo que implica que x E N(I, S)). El caso en que a E [O, Cj U [dj, 1] se demuestra 
de manera similar. O 
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El Lema 3.5 implica, en particular, que para cualqlÚer subcontinuo B de X, tal 
que H(A, B) < €, se tiene que B e N(I, S) (donde € y A tienen las características 
indicadas en este lema). 

Observación 3.6. Hacemos notar que si X es una gráfica finita y a es un 
arco de X cuyos extremos PI y 112 son vértices de X entonces Ct = U{I : I es un 
segmento de X, I es un arco e I Ca}. Para ver esto, supongamos que existe un 
punto P E a y que no está en la unión de la derecba de la igualdad. Como esta 
unión es un conjunto cerrado toda una vecindad de P la evade. Como sólo hay un 
número finito de vértices de X, en toda vecindad de P en Ct hay puntos que no son 
vértices. Por tanto podemos suponer que P no es un vértice. Lo anterior implica 
que existe un segmento L de X tal que P E L\{(O)L, (l)d y L rt Ct. De donde se 
sigue que existe un punto q E FrL(anL)\{(OlL, (l)d. Entonces q tiene una base 
de vecindades en Ct cuya frontera tiene un solo punto. Por tanto q es un extremo 
de Ct. Esto es absurdo pues q ~ P" Y q ~ 112. Esta contradicción muestra que a es 
unión de segmentos de X. 

Lema 3.7. Sea S una subgráfica fina de X, entonces IR(Ms) es un subcon­
junto abierto de C(X) diferente del vacío. 

Demostración. Si S = 0 entonces, dado un segmento J de X, se tiene que 
RI(M~) = {A E M~ : (O)J, (1)J <le A}. Sean J un segmento de X y A E RI(M~). 
Entonces tenemos que A = [a,b], con O < a:::; b < 1. Hagamos € = min{a, (l-b)}. 
Mostraremos que si B E C(X) y H(A, B) < € entonces B E RI(M~). Sea 
BE C(X), con H(A, B) < €. Puesto que B e N(€, A), se sigue de la elección de 
€ que B e J. Lo anterior implica, en particular, que B es un intervalo cerrado. 
También, por la elección de €, los extremos de B no coinciden con (O)J, ni con 
(I)J. De lo anterior se desprende que B E RI(M~). De modo que para el caso 
en que S = 0 se tiene que I R(Ms) es abierto. 

Podemos suponer entonces que S es distinto del vacío. Sea A E I R(Ms ). 
Entonces A es de la forma A = S U (U {[O, a,) : 1 Si:::; r}) U (U{[O, Cj) U [dj, 1) : 
1 :::; j :::; s}), donde O < '" < 1 para cada i y O < Cj < dj < 1. Por definición se 
tiene que A e N(I, S). 

Hagamos € = mín{ {a" ... ,a,.} U {1 - a" ... , 1 - a,} U {CI, ... ,c,} 
U{1 - d" ... , 1 - d.} U {(d, - c,)/2, ... , (d, - c,)/2}}. 

Sea B E C(X) tal que H(A, B) < e. Por el comentario que hicimos después 
del Lema 3.5, tenemos que B e N(I, S). Para mostrar que B E I R(Ms) estable­
ceremos la siguiente suposición: 
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Observamos que Q(I, 8) = 8 U (U {Ji: 1 ::; i ::; r}) U (U{Jj : 1 ::; j ::; s}) 
(por definición de Q(I, 8), ya que 8 # 0). Puesto que todos los vértices de 8 
son puntos de ramificación, podemos suponer que los conjuntos {Ji: 1 ::; i ::; r} y 
{Jj : 1 ::; j ::; s} son diferentes del vacío (los argumentos de la demostración para 
los otras posibilidades son bastante similares, además observemos que no puede 
ocurrir que los conjuntos {Ji: 1 ::; i ::; r} y {Jj : 1 ::; j ::; s} sean igua! a! vacío 
simultaneamente) . 

Mostraremos que B cumple con lo siguiente: 

(a) Para cada segmento J, de la representación canónica Q(I, 8) se tiene que 
(1)/. rt B. 

Puesto que (1)/. rt N(I, 8), el resultado se sigue del hecho de que Be N(I, 8). 

(b) Para cada segmento J, de la representación canónica Q(I, 8), se tiene que 
B n J, # 0 para toda i E {l, ... , r}. 

Efectivamente, como A e N(é, B), existe un punto b E B ta! que d(a" b) < é. 
Esto implica que b E J,. 

(c) Para cada segmento Jj de la representación canólÚca Q(I, 8), se tiene que 
BnJj # 0. 

Esto se muestra en forma similar a! inciso (b). 

(d) Para cada segmento J, de la representación canónica Q(I, 8), se tiene que 
B n J, = [e,,J,], con O ::; e, ::; J, < l. 

Sea J, un segmento de la representación canónica de Q(I,8). Mostraremos 
que B n Ji es conexo. Si B esta contenido en J, entonces B n J, = B y, por lo 
tanto, B n J, es conexo. Podemos suponer entonces que B\I, # 0. Supongamos 
que B n J, es disconexo. Entonces, puesto que B n J, es cerrado, existen dos 
subconjuntos cerrados K y L de X ajenos y diferentes del vacío ta!es que B n J, = 
K U L. Alguno de ellos no contiene a! extremo (0)/. (podría ser que los dos no 
lo contuvieran). Supongamos que (0)/. rt K. Debido a que B e N(I, 8), tenemos 
que 

B = Bn[8u(U{h: 1::; h ::;r, con h# i})U(U{Jj: l::;j::; s}))U(BnJ,) 
= Bn[8u(U{h: 1::; h ::;r, con h# i})U(U{Jj: l::;j::; s}))U(KUL) 

[B n [8 U (U {h: 1 ::; h ~ r, con h # i}) U (U{Jj ; 1 ~ j::; a}) U L] U K) 

Puesto que estamos suponiendo que BV, # 0 y (0)/. rt K Y éste es el único 
punto donde K podría intersectar a los segmentos Ji y Jj (debido a que (1)/. rt B), 
lo anterior nos da una separación de B, lo cua! es absurdo. 
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En vista de lo anterior concluimos que Bnl, es conexo. Esto implica que Bnl, 
es un subcontinuo del segmento Ii) y, por lo tanto, que B n Ii es un subconjunto 
de la forma B n 1, = [e" f,] , con O ::; e, ::; f, < 1. 

(e) (O) 1. = e, para cada i E {1, ... , r}, donde e, está dado por la expresión 
B n 1, = [e" f,] , con O ::; e, ::; f, < 1 en el inciso (d). 

Supongamos que existe io tal que (0)1;, # e". Entonces, por el inciso (d), se 
tiene que B n 1" = [e", f,,] , con O < e" ::; f" < 1. Probaremos que B debe 
estar contenido en 1 ifJ. Si B no estuviera contenido en lío entonces tendríamos que 
B\I,. # 0 y, debido a que B e N(l, 8) y Bnl" = [e,,, f",] no intersecta a ningún 
otro segmento de la representación canónica de Q (1, 8), obtendríamos la siguiente 
descomposición de B: 

B = B n [8 U (U {l, : 1 ::; i ::; r e i # io}) U (U{ Jj : 1 ::; j ::; s})] U [B n 1,,] 
[B n [8 U (U {J, : 1 ::; i ::; r e i # io}) U B n (U{Jj : 1 ::; j ::; s})]] U [e,,, f¡,] 

lo cual es absurdo ya que B es un subcontinuo de X. Por lo tanto B está contenido 
en 1". Lo anterior implica que B = B n 1" = [e,,, f,,] , con O < e" ::; f" < 1. Pero 
esto implica entonces que B n Jj = 0 para toda j E {1, ... , s}, lo cual contradice 
el inciso (e) (ya que estamos suponiendo que s # O). 

Esta contradicción prueba el inciso (e). 
Puesto que (0)1, = c, para cada i E {1, ... , r}, del inciso (d) se sigue que 

Bnl, = [(O)I,.!,] para cadai E {l, ... ,r}. 

La argumentación para probar el siguiente inciso se hace con ideas similares a 
185 que se usaron en los incisos (a), (b), (e), (d) y (e). 

(f) BnJj = [O,gj] U [hj ,l], donde O <gj < hj < 1, para cada j E {l, ... ,s}. 

Considerando los incisos anteriores, sólo hace falta demostrar que 8 e B para 
concluir que B = 8 U (U {[O.!,] : 1 ::; i ::; r}) U (U{[O, gj] U [h j , 1] : 1 ::; j ::; s}), 
con O < f, < 1 para cada i y O < gj < hj < 1 y, por lo tanto, concluir que 
BE Rl(Ms )· 

A continuación mostraremos que la subgráfica S está contenida en B. En 
primer lugar, observamos que todo punto extremo de S está en B. En efecto, si 
p es un punto extremo de 8 entonces p es el extremo de algún segmento de la 
representación canónica de Q(1,8) (es decir, p = (O)¡", p = (O)J" o P = (l)J;, 
para algún io E i E {1, ... , r} o algún jo E {1, ... , s}). 

De donde se sigue, por los incisos (e) y (f), que pE B. 
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Sean PI Y 1'2 puntos extremos de S. Si S tuviera un único punto extremo v 
entonces (ya que S no tiene curvas cerradas simples, por ser una subgráfica fina) se 
seguiría que S = {v}, de tal forma que, por la observación que acabamos de hacer, 
v sería el extremo de algún segmento Ji o J;y, por tanto, sería elemento de B. De 
donde concluiríamos que S e B. De modo que podemos suponer que PI # p,. Por 
lo que dijimos en líneas anteriores, p, y 1'2 están en B. Puesto que en una gráfica 
finita conexa cualquier subcontinuo es conexo por trayectorias, podemos elegir un 
arco en B tal que conecte p, con 1'2. Sea a este arco. Por la Observación 3.6., 
sabemos que a = U{J : J es un segmento de X, J es un arco e J e a}. Ya que Be 
N(1,S), B n Ji = [(OlIó> Jil para cada i E {1, ... , T} Y B n J; = [0,9;1 U [h;, 11, para 
cadaj E {1, ... , s} tenemos que a e Be SU(U {[O,Jil : 1 :5 i :5 T}) U (U{[O, 9;1 U 
[h;,11: 1:5j:5 s}, con Ji < 1 yO< 9, < Ji < l. 

De aquí se sigue que cualquier segmento de L de X tal que L e a, tiene que 
estar contenido en S y, como a es unión de segmentos, obtenemos que a e S. 

Debido a que S es una subgráfica acíclica, lo anterior implica que el único 
arco en S que va de p, a 1'2 está contenido en B. Además, debido también a que 
S es una subgráfica acíclica, ésta es la unión de los arcos que unen sus puntos 
extremos. 10 cual implica, por la discusión anterior, que S e B. De donde 
obtenemos finalmente que B E RI(Ms ) Concluimos por tanto que A es un punto 
interior de R/(Ms). Con esto finalizamos la prueba del lema. o 

Al inicio de este capítulo introdujimos la noción de representación canónica 
de Q(1,S),a saber: 

En donde S es una subgráfica fina de X distinta del vacío y se tiene que 
/I,12J ... ,Ir son los segmentos en X que son arcos que intersectan a S exactamente 
en uno de sus extremos y JI, J2J ... , J3 son los segmentos de X que, o bien, son 
arcos que intersectan a S en sus dos extremos, o son curvas cerradas simples que 
intersectan a S en su extremo. A partir de esta noción se definió el conjunto Ms 
como: 

Ms = {B E C(X) : S e B e Q(1, S) y B n N(1, S) es conexo} 

y donde un elemento A EMs puede ser escrito en la forma: 
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A = S u (U {[O, aiJ : 1 :::: i :::: r}) U (U{[O, ciJ U [di, lJ : 1 :::: j :::: s}), donde 
O:::: ai :::: 1 ,para cada i, y O:::: ci :::: di:::: 1, para cada j. 

Si consideramos el número n = 2s + r, donde s y r son los valores asociados a! 
númerO de segmentos de la representación canónica de Q( 1, S), entonces se sabe 
que Ms tiene dimensión n. Más aún, R. Duda demostró que Ms es homeomorfo 
a In [6, Teorema 5.2J . El siguiente lema es una extensión del resultado de Duda, 
y aparece en un artículo de A. manes e l. Puga [15. Teorema 1.1.J . Aunque este 
último lema es fácil de visualizar, resulta bastante laborioso de demostrar. De 
modo que sólo presentamos su enunciado. 

Lema 3.8. Sea n = 2s + r, donde s y T son los valores asociados al número de 
segmentos de la representación canónica de Q(I, S). Si 1 :::: T, :::: T2 :::: r y 1 :::: s, :::: 
S2 :::: s, entonces la dimensión del conjunto {A E Ms : 1, U ... U Ir, e A, ar,+, = 
O, ... ,ar:z =01 JI u ... UJ&l e Aydsl +1 = 1, ... ,ds2 = l,C"I+l =o, ... ,C"2 = a} esa 

lo más n - r2 - 2s, - 2s2 = n - r2 - 2( s, + S2). 

El teorema dice, básicamente, que la dimensión del subconjunto de elementos 
de Ms que resulta de añadir (o quitar) a cada uno de ellos algunos de los seg­
mentos de la representación canónica de Q(l, S) es a lo más la dimensión original 
menos el número (o el doble del numero, dependiendo del tipo de segmento) de 
segmentos que se les añadieron o quitaron a cada uno de estos elementos. Por 
ejemplo, si consideramos el subconjunto N de Ms tal que cada uno de los ele­
mentos de N contiene al segmento 1, y al segmento J,. Entonces la dimensión de 
N satisfará dimN = n - 1 - 2(1) = n - 3. 

La prueba del siguiente lema aparece en [17, Lema 1.4. J . 

Lema 3.9. Sean S y T subgráficas finas de X tales que S e T. Entonces se 
tiene que: 
(a) dimMs < dimMT siempre que T'¡' S, 
(b) Si S ,¡, 0 y existe exactamente un segmento en T el cual no pertenece a S 
entonces T ,¡, Q (1, S). 

Usando los Lemas 3.8 y 3.9 probaremos el siguiente lema, el cual nos dice que 
subgráficas finas para las que Ms tiene igual dimensión y que son distintas se 
intersectan en conjuntos de dimensión menor o igual que la dimensión origina! 
disminuida en dos unidades. Este hecho será una pieza importante para probar el 
Teorema 3.11, el cual nos dice básicamente que si se tiene una vecindad U alrededor 
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de X en C(X) homeomorfa a una N-celda entonces existe una subgráfica fina S 
de X tal que U e Ms. 

Lema 3.10. Sean X una gráfica y S y T subgráficas finas de X diferentes del 
vacío tales que Ms ,,¡, M T. 

Supongamos que N = dim Ms = dim MT :::: 1. Entonces dim(Ms n MT) :S 
N-2. 

Demostración. Podemos suponer que Ms n MT ,,¡, 0 (si Ms n MT = 0 
entonces dim(Ms n MT) = -1 y, por lo tanto, se cumple el lema). 

Sea A E Ms n MT. Debido a que a lo largo de la prueba se consideran 
varios casos, convendremos en que si logramos demostrar que el elemento A tiene 
cierta propiedad entonces todos los elementos de Ms n MT tendrán también la 
propiedad. 

En primer lugar, por definición de Ms y M T, tenemos que S e A e Q(l, T) y 
T e A e Q(l, S). Consideremos las representaciones canónicas de Q(l, S)y 
Q(l, T). 

Observamos que S"¡' T (si S = T entonces tendríamos que Ms = MT lo cual 
contradice una de las hipótesis iniciales). Esto implica, por el Lema 3.9., que S 
no está contenido en T ni T está contenido en S. 

Primero analizaremos el caso en que hay dos segmentos MI y M2 de T, que 
son arcos, y que no pertenecen a S. 

Puesto que T e A e Q( 1, S) Y MI Y M2 no están contenidos en S, se sigue 
de las suposiciones que estamos haciendo que MI y M 2 son iguales a algunos de 
los segmentos J; de la representación canónica de Q(l, S). Podemos pensar que 
MI = JI Y M 2 = I,. Puesto que MI y M 2 están contenidos en A, (ya que MI y 
M 2 e T e A) se sigue que JI y J2 e A. 

Entonces, por la convención que hicimos al inicio de la demostración se tiene 
que JI y 12 e A para todo A E Ms n MT y por lo tanto, aplicando el Teorema 
3.8 a estos elementos, concluimos que dim(Ms n M T) :S N - 2. 
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Ahora veamos el caso en que hay un segmento de T que no es un arco y que 
intersecta a S exactamente en su extremo. Sea M tal segmento. Nuevamente, 
puesto que T e A e Q(l, S) y M no está contenido en S, se tiene que M es igual 
a alguno de los segmentos Jj de la representación canónica de Q(l, S). Podemos 
pensar que M = J,. Como M está contenido en A, se tiene que J, e A. Por tanto, 
concluimos que para toda A E Ms n MT se cumple que J, e A. y aplicando 
nuevamente el Teorema 3.8, se tiene que dim(Ms n MT) ::; N - 2(1) = N - 2. 

El caso en que hay un segmento de T que es un arco y que intersecta a S 
en exactamente sus dos extremos es similar al que acabamos de ver. También 
observamos que si T tiene más de dos segmentos que no están contenidos en S 
entonces podemos reducir esta situación a los casos anteriores para concluir que 
dim(Ms n M T ) ::; N - 2. 

De esta forma, podemos suponer que hay un único segmento L en T que es un 
arco y que no pertenece a S. Sea v el extremo de L que no está en S. Lo anterior 
implica además que todos los vértices de T excepto v están en S. 

Puesto que v E T, tenemos que v es un punto de ramificación de X. Esto nos 
lleva a considerar dos casos: 

(a) Existe un segmento de N de X diferente de L que no es un arco y tal que 
su extremo coincide con v. 

Puesto que v rt S, el interior de N no intersecta a Q(l, S). Por otro lado, 
puesto que N e Q(l, T) (ya que N intersecta a T en v) y N no está contenido 
en T, se tiene que N es igual a alguno de los segmentos K. de la representación 
canónica de Q(l, T). Supongamos, por ejemplo, N = K¡. Observamos, por lo que 
dijimos dos líneas antes, que K¡ nQ(l,S) = {v} = {(O)K}. Entonces, puesto que 
T e A e Q(l,S) y v E T, tenemos que A n K¡ = {v} = {(O)K,}. 

Consideramos la representación canónica de A con respecto a T, a saber, 
A = TU(U {[O, Id: 1 ::; 1::; n})U(U {[O,g.] U [k., 1] : 1 ::; k::; m}). Entonces, 

puesto que [O, g,l U [k¡, 1] e K¡ y A n K¡ = {v} = {(O)K,}, se sigue que g¡ = ° Y 
k¡ = 1 en la representación canónica de A con respecto a T y, por lo tanto, para 
todo elemento A E MsnMT, se cumple que g¡ = ° Y k¡ = 1, en su representación 
canónica con respecto a T. Con lo cual concluimos que dim(Ms n M T ) ::; N -
2(1) = N - 2 (Teorema 3.8). 

(b) Existen dos segmentos M y N de X diferentes de L que son arcos y tales 
que v es uno de los extremos tanto de M como de N y M y N tienen sus otros 
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extremos) u y w respectivamente, diferentes de v. Observamos que M y N no son 
segmentos de S (ya que v rt S). 

Consideremos tres subcasos. 
(b.1) u y w rt s. Entonces tenemos que u y w rt T (ya que v es el único vértice 

de T que no está en S) y que el interior de M U N no intersecta a Q(l, S). Por 
otro lado, puesto que N y M e Q(l, T) (ya que tanto N como M intersectan a 
T en v) y ni N ni M están contenidos en T, se tiene que tanto M como N son 
iguales a alguno de los segmentos L, de la representación canónica de Q(l, T). 
Supongamos, por ejemplo, M = LI Y N = L2 . Por lo que anteriormente, sabemos 
que LlnQ(l,S) = {v} = {(O)dY L2 nQ(1,S) = {v} = {(O)L,}. Entonces, 
puesto que T e A e Q(l, S) y v E T, tenemos que A n LI = A n L2 = {v} = 
{(O)K,} = {(O)K,}. 

Consideremos nuevamente la representación canónica de A con respecto a T) 
a saber: 

A = TU(U {[O,!,] : 1 S 1 S n})U(U {[O, 9.] U [h., 1] : 1 S k S m}). Entonces, 
puesto que [O'/¡J e L I , AnLI = {(Oh,} Y [O, J,] e L2 , AnL2 = {(O)L,}, se sigue 
que ¡, = h = O en la representación canónica de A con respecto a T. De modo que 
para todo elemento A E Ms nM se cumple que JI = J, = O en su representación 
canónica con respecto a T. Por lo tanto, concluimos que dim(Ms n M T ) S N - 2 
(Teorema 3.8). 

(b.2) u E S Y w rt s. Aplicando a w argumentos similares al subcaso (b.1), tene­
mos que h = O (donde h es el extremos del intervalo [O, J,] de la representación 
canónica de A con respecto a T, a saber, A = T U (U {lO, J,] : 1 S 1 S n}) U 
(U{[0,9.]U[hk ,1]: 1 S k S m})). 

Puesto que u E S, puede ocurrir que u E T. Mostraremos que u no puede 
ser vértice de T. Si este fuera el caso entonces el razonamiento sería el siguiente: 
Puesto que u y v son vértices de T, entonces M es un segmento de T. Puesto que 
estanlOs suponiendo que el L es el único segmento de T que no pertenece a S, lo 
anterior implica que M es un segmento de S. Lo que implica que los extremos de 
M, u y v, están en S, lo cual es absurdo ya que v rt s. De lo anterior concluimos 
que u rt T. 

Entonces tenemos que u rt T Y que v E T, lo que implica que M e Q(1, T) (ya 
que M intersecta a T en v) y M no está contenido en T. Por lo tanto M es igual a 
alguno de los segmentos L, de la representación canónica de Q(1, T). Supongamos 
que M = LI' 
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Mostraremos que A no puede tener en su representación canónica, con respecto 
a T, un intervalo de la forma [(Oh" f,], donde (O)L, está asociado con el vértice 
v y O < f, < 1. Supongamos que esto si ocurre. Observamos que L, e Q(I,8) 
(ya que M e Q(l, 8)). Entonces, puesto que [(Oh, ,!,] e L" [(Oh" ¡,] e A (por 
hipótesis) y [(Oh,'!,] e N(I,8), tenemos que ((oh"f,] e A n L, n N(I,8). 
Sea x E A n L, n N(l, 8). Puesto que A n L, = [(Oh" f,], tenemos que x E 
((O)L" f,]· Lo anterior implica que (A n L,) n N(l, 8) = ((O)L" ¡']. De manera 
similar obtenemos que (A n L,\{v,u}) n N(I,8) = ((O)L"f,]. Lo cual implica 
que ((O)L" J,] es un subconjunto abierto, cerrado y diferente del vacío de A n 
N(l, 8). Como A n N(l, 8) es un conjunto conexo por definición, concluimos que 
A n N(l, 8) = (O, f,], lo cual es absurdo ya que 0 # 8 e A n N(l, 8)\(0, f,]. 

Lo anterior implica que para los intervalos de la forma [(O)L" J,] se tiene que 
f, = 1 o f, = O. 

Si f, = 1 entonces tenemos que [(O)L" f,] = L, y, por lo tanto, que L, e A y 
h = O. Si f, = O entonces tenemos que f, = O y h = O, 

Por tanto, para todo elemento A de Ms n MT se cumple que (L, e A y 
h = O) o (J, = O Y f, = O). Esto implica que Ms n MT está contenido en la 
unión de dos conjuntos compactos de dimensión menor o igual a N - 2 (Teorema 
3.8). Por tanto, dim(Ms n M T ) :::: N - 2. 

(b.3) u E 8 y w E 8. La prueba de este caso es similar a (b.2). 

Así pues, concluimos que dim(MsnMT ) :::: N -2 y por tanto queda demostrado 
ellema·o 

Teorema 3.11. Sean X una gráfica diferente de un arco y de una curva 
cerrada simple y e una vecindad de X en C(X), homeomorfa a una N-celda 
(N :::: 1). Entonces existe una N-celda U contenida en e y una sub gráfica fina 8 
de X tal que 8 # 0 y X E intc(x)U e U e Ms. 

Demostración. Ya que e es una vecindad de X en C(X), existe un abierto 
W de C( X) tal que X E W e C. Entonces W es un abierto en e, por lo que 
existe una N-celda U tal que X E intc(U) e U e W. Como e es una N­
celda, podemos pensar que e es igual a [O, liNo Por lo que U puede ser escogido 
de la forma [a" b,] x ... x [aN, bN], donde b, - a; < 1 para cada i E {l, ... , N}. 
Sea V = intc(U). Entonces V es homeomorfo a IRN o al semiespacio IHIN = 
{(x" ... ,XN) E IRN 

: x, :::: O}. Notemos que U = CeC(X)(V). Aseguramos que 
V es abierto en C(X). Efectivamente, como V = intc(U) , V es un subconjunto 
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abierto de e por lo que existe un abierto P de C(X) tal que P n e = V. En­
tonces PnW = pn wnC = Vn W = V y, como P y W son abiertos en C(X), 
concluimos que V es abierto en C(X). 

A continuación probaremos que existe una subgráfica fina S de X tal que 
U e Ms. De 16, Proposición 5.1), tenemos que U e U{Ms : S es una subgráfica 
fina de X}. Como X no es un arCo ni un círculo, entonces X no puede estar 
contenido en ningún segmento de X. Más aún, los subcontinuos de X, cercanos 
a X, tampoco pueden estar contenidos en ningún segmento de X. Reduciendo 
a U si fuera necesario, podemos suponer que los elementos de U no están con­
tenidos en ningún segmento de X. Sean S" ... , Sn las subgráficas finas de X tales 
que 1 R(MsJ n U # 0. Por la observación que acabamos de hacer, cada S; es 
diferente del vacío. Definimos M = M s, u, ... , UM s •. Observamos que M es un 
subconjunto cerrado ya que cada Ms; es un conjunto compacto (cada Ms; es 
homeomorfo a una k-celda (16, Teorema 5.2))). 

Ahora probaremos que U e M. Ya que U = CeC(X)(V), bastará probar 
que V e M. Supongamos que esto no es cierto. Sea E E V\M y sea Tuna 
subgráfica fina de X tal que E E MT (podemos encontrar dicha T debido a que 
Ve U{Ms : S es una subgráfica fina de X} (16, Proposición 5.1))) . Entonces 
V\M es abierto en C(X). Es fácil mostrar que MT = CeC(X)(I R(MT)) (todo 
elemento de MT se puede aproximar por elementos de 1 R(MT), basta alargar o 
recortar un poco sus "patas"), de manera que (V\M) n (IR(MT)) # 0. Así que 
IR(MT) nU # 0. Esto dice que T = S; para alguna i E {1, ... ,n} y, entonces, 
(V\M) n MT = 0. Esta contradicción prueba que U e M. 

A continuación probaremos que si i, j E {1, ... , n}, con i # j, entonces dim Ms;n 
Ms; ~ N - 2. 

Sabemos que para cada i E {1, ... , n}, 1 R(MsJ es un subconjunto abierto de 
C(X) que intersecta a U = CeC(x)(V) y entonces IR(MsJ n V # 0. Entonces 
1 R(MsJ n V es un subconjunto abierto y no vacío tanto de Ms; como de V. 
sabemos que Ms; es homeomorfo a una k-celda (16, Teorema 5.2)) y, entonces 
1 R(MsJ n V tiene dimensión igual a k en todos sus puntos. Por otra parte, V es 
homeomorfo a IRN o a lHIN de donde 1 R(MsJ n V tiene dimensión igual a N en 
todos sus puntos. Esto muestra que N = k. Por tanto dim Ms. = N para toda 
iE{1, ... ,n}. 

Tomemosiy j E {1, ... ,n} tales que S; # Sj. Notemos que S; E Ms. y S; está 
contenido en todos los elementos de Ms •. Si ocurriera que Ms; = Ms;, entonces 
tendríamos que S; e Sj y viceversa. Lo que implicaría que S; = Sj, lo cual sería 
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una contradicción. Por tanto Ms; # MSj' Debido a que cada S; es diferente del 
vacío, tenemos que, para cada par de números i y j E {1, "') n}, con Si :j:. Sj, se 
cumple que·dim Ms; n MSj ~ N - 2 (Lema 3.10). 

Ya sabemos que U e M s, u Ms, u ... u Msn • Ahora supongamos que, reor­
denando si es necesario, U e Ms, u M s., u ... u MSm Y que m es mfnima en el 
sentido de que U no está contenida en una unión de menos conjuntos Ms;. 

Probaremos finalmente que m = 1. Supongamos que m > 1. Por la minimal­
idad de m, U % M s, y U % M s, U Ms, u ... U Msm • Definimos B = M s, nU 
y V = (Ms,U, ... ,UMsm) nu. Observamos que U = B UV y que dimB U V ~ 
N-2 (esto último debido a que dimMs; n MSj ~ N-2 si i # j y por ([11, 
Teorema IlI.2]). Puesto que B y V son subconjuntos cerrados de U, tenemos 
que U\B y U\V son subconjuntos abiertos de U, distintos del vacfo, tales que 
U\(B U V) = (U\B) U (U\V). Lo anterior implica que el conjunto U, que es una 
N-celda, está separado por un subconjunto de dimensión menor o igual que N -2, 
lo cual contradice un resultado famoso de dimensión ([11, Corolario 2 del Teorema 
IVA]). Esto demuestra que U e Ms,. De esta manera terminamos la prueba del 
teorema. o 

Definición 3.12. Una gráfica X es un árbol frutal si todo ciclo contiene 
exactamente un vértice o, en otras palabras, si los únicos ciclos de X, si los hay, 
son segmentos de X que son curvas cerradas simples. 

Antes de presentar el teorema principal de este capftulo demostraremos tres 
lemas que tienen que ver con los árboles frutales y con las gráficas finitas que 
contienen ciclos. 

Lema 3.13. Si X es un árbol frutal, J es un segmento de X que es un arco, 
p E J Y P no es un punto extremo de X entonces p es un punto de corte de X. 

Demostración. Sean (O)J y (l)J los extremos de J. Supongamos que p no 
es un punto de corte. Esto quiere decir que X\ {p} es un subconjunto conexo de 
X. Lo que implica que existe un arco" en X\{p} que une los puntos (O)J y (l)J. 
Por la Observación 3.6, " = {I : 1 es segmento de X, 1 es un arco e 1 e ,,}. Esto 
implica que J no es un segmento de los que componen a". Lo anterior implica que 
" tiene por lo menos un segmento K diferente de J. Entonces, si nas fijamos en el 
conjunto "uJ, éste resulta ser un ciclo con por lo menos dos vértices ((O)J y (lb), 
lo que contradice el que X sea un árbol frutal. Puesto que esta contradicción vino 
de suponer que X\{p} era conexo, concluimos que p es un punto de corte de X.o 
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Lema 3.14. Sea X una gráfica finita. Supongamos que 'Y es una curva cerrada 
simple cont.enida en X, entonces T es unión de segmentos de X. 

Demostración. Sea 'Y una curva cerrada simple contenida en X. Mostraremos 
que 'Y = U{I : 1 es un segmento de X, 1 es un arco e 1 e 'Y}. Puesto que 'Y es 
una curva cerrada simple. sabemos que todos los puntos de 'Y tienen orden dos 
con respecto a 'Y. Como en la observación 3.6, supongamos que existe un punto 
p E 'Y Y que no está en la unión de la derecha de la igualdad. Como esta unión es 
un conjunto cerrado toda una vecindad de p la evade. Como sólo hay un número 
finito de vértices de X, en toda vecindad de p en 'Y hay puntos que no son vértices. 
Por tanto podemos suponer que p no es un vértice. 

Entonces existe un segmento L de X tal que p E L\{(O)L, (1)d y L i 'Y. 
Entonces existe un punto q E FrL("t n L)\ {(O)L, (1h}. Entonces q tiene una base 
de vecindades en 'Y cuya frontera tiene un solo punto. Por tanto q tiene orden 1 en 
'Y. Esto es absurdo ya que todos los puntos de 'Y tienen orden 2. Esta contradicción 
muestra que a es unión de segmentos de X. O 

Lema 3.15. Sea X una gráfica finita. Supongamos que 'Y es un círculo en X, 
J es un arco contenido en 'Y y (O)J < a < b < (I)J. Entonces X\(a, b) es conexo. 

Demostración Por el Lema 3.14, sabemos que 'Y es una unión de segmentos 
de X. Podemos convenir en que 'Y = 11 U ... U In y que J = II. donde se tiene que 
los extremos de estos intervalos cumplen con lo siguiente: 

(1)/, = (0)/" (1)1, = (OJ¡O' ... , (lk_, = (0)/., (1k = (Oh,. 
Esto implica que el conjunto hU ... U In es conexo y, también, el conjunto 

/3 = 1, U ... U In U [(1)/" al U lb, (O)/,l resultará ser conexo. Supongamos que 
X\ (a, b) es un conjunto disco nexo. Esto implica que existen dos subconjuntos 
cerrados, ajenos, no vacíos K y L de X tales que X\(a, b) e K u L. Ya que 
el conjunto /3 es conexo, lo anterior implica que /3 e K o /3 e L. Supongamos 
que /3 e K. Sea O una componente de X\(a,b) contenida en L. Por el Teorema 
1.10 tenemos que Oe(O) n Fr(X\(a, b)) # 0. Como la frontera de X\(a, b) es el 
conjunto {a, b} concluimos que a E O o b E O (ya que O = Oe(O)). Ambos casos 
implican que /3 n L # 0. Lo que implica finalmente que K n L # 0, lo cual es 
absurdo. 

Puesto que esta contradicción vino de suponer X\ (a, b) era disconexo se con­
cluye la afirmación del teorema. o 

El siguiente teorema caracteriza a las gráficas cuyo hiperespacio tiene una 
vecindad alrededor de X en O(X) homeomorfa a una N-celda. 
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Teorema 3.16. Sea X una gráfica finita. Entonces X es un árbol frutal si y 
sólo si C(X) es localmente Euclidiano en la cúspide. 

Demostración. Puesto que para un intervalo y un círculo se tiene el resultado 
(Corolario 2.4.5), podemos suponer que X es diferente de estos continuos. 

(Necesidad). Para esto tomemos una subgráfica fina S de X que contenga a 
todos los puntos de ramificación de X ( más adelante probamos que existe un 
subcontinuo L E C(X) tal que L contiene a todos los puntos de ramificación y, 
entonces, usando el hecho de que C(X) e U{Ms : S es una subgráfica fina de 
X}, se obtiene tal S). Consideremos el conjunto Ms = {B E C(X) : S e B e 
Q(I, S) y B n N(I, S) es conexo}. Sabemos, por definición, que S no contiene 
puntos extremos de X. También sabemos que Ms es homeomorfa a una N-celda 
[6, Teorema 5.21. 

Tomemos una función de Whitney Ji. : C(X) -> [0,11. 

Probaremos que Ms es una vecindad de X en C(X). Para esto, mostraremos 
que existe t E (0,1) tal que Ji.-1((t, 1]) e Ms y, puesto que Ji.-l((t, 1]) es un 
subconjunto abierto de C(X), conteniendo a X, habremos terminado. 

Sean S(X) = {L: L es una subgráfica conexa de X tal que L "f X} y t E (0,1) 
tal que t > m' x{Ji.(L) : L E S(X)) y A E Ji.- 1((t, 1]). Afirmamos que A contiene 
a todos los puntos de ramificación de X. Supongamos que existe un punto de 
ramificación v rt A. 

Puesto que v es un punto de ramificación y X es un árbol frutal, v es un punto 
de corte de X (Lema 3.13). 

Hagamos Z = X\ { v}. El hecho de que v sea un punto de corte implica que A 
debe quedar contenida en alguna componente de Z (si A no estuviera contenida 
en ninguna componente de Z entonces, puesto que v rt A, tendríamos que A es 
disconexo, lo cual serfa una contradicción). Supongamos que esta componente es 
C. Es fácil convencerse de que C· = C U {v} es una subgráfica conexa de X. 
Además, Ji.(A) ::; Ji. ( C'). 

Pero por otro lado, puesto que C· E S(X), sabemos que Ji.(C·) < t. De todo 
lo cual llegamos a que son ciertas la siguiente serie de desigualdades: Ji.(C·) < t ::; 
Ji.(A) ::; Ji.(C·), lo que es, evidentemente, un absurdo. Esta contradicción implica 
que A contiene todos los puntos de ramificación de X. 

Ahora probaremos que S e A. Supongamos que pasa lo contrario. Entonces 
existe un segmento 1 de S que na está contenido en A. Puesto que S es una 
subgráfica fina, 1 es un arco. De modo que sus extremos v y w son distintos. 
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Además, puesto que v y w son puntos de ramificación, tenemos que v y w E A. 
Ya que 1 no está contenido en A, lo anterior implica que existe un punto p en 1 
diferente de v y w tal que p rt A. 

Ahora, debido que X es un árbol frutal, sabemos que p es un punto de corte 
de X (Lema 3.13). Lo anterior implica X\{p} es subconjunto disconexo y, por 
lo tanto, existen dos subconjuntos abiertos U y V de X, distintos del vacío, tales 
que X\ {p} = U U V Puesto que p rt A, tenemos que A e U U V. Además, puesto 
que v y w E A y éstos son los extremos del segmento que contiene a p, también 
se tiene que A n U '" 0 y A n V # 0. Todo lo anterior implica que A es disconexo, 
lo cual es absurdo. 

Puesto que este absurdo vino de suponer que S no estaba contenido en A, conclui­
mos que Se A. 

Así pues, hemos demostrado que para todo A E ¡.t-1((t, 1]) se cumple que 
S e A. 

Para concluir que ¡.t-1((t, 1]) e Ms sólo resta demostrar que para todo A E 
¡.t-1((t, 1]) se tiene que A n N(I, S) es conexo. Sea A E ¡.t-1((t,I]) Y hagamos 
P = {x : x es punto extremo de X}. Observamos que, puesto que S contiene a 
todos los puntos de ramificación de X, entonces Q(I, S) = X. De lo anterior se 
sigue que A n N(I, S) = A n (Q(I, S)\P) = A n (X\P). 

Si A no contiene puntos extremos de X entonces A n (X\P) = A y, por lo 
tauto, A n N(I, S) es conexo. Supongamos que A contiene exactamente un punto 
extremo p de X. Entonces An (X\P) = A\{p}. Observamos que si x es un punto 
extremo de X y x está en algún subconjunto B de X entonces x es punto extremo 
de B. De esta observación se tiene que p es punto extremo de A y, por lo tauto, 
A \ {p} es un subconjunto conexo. Razonando de manera similar tendríamos que si 
A contiene k puntos extremos de X, entonces A \ {PI. ... , pd sería un subconjunto 
conexo. Lo anterior implica que A n N(I, S) es conexo. Todo esto implica qne 
AEMs· 

De todo lo anterior se sigue que ¡.t-l((t, 1]) e Ms. Por tanto, concluimos que 
Ms es una vecindad de X homeomorfa a una N-celda. Es decir, X es localmente 
Euclidiauo en la cúspide. 

(Suficiencia). Puesto que X es localmente Euclidiano, existe una vecindad 
alrededor de X en C(X) homeomorfa a una N-celda. 

Por el Teorema 3.11, existe una N-celda U contenida en dicha vecindad y una 
subgráfica fina S de X, distinta del vacío, tal que X E intG(x)U e U e Ms. 
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Puesto que X E U e Ms, se sigue que S e X e Q( 1, S) y, por lo tanto, que 
X = Q(l,S). 

Sea "i una curva cerrada simple en X. Por el Lema 3.14 sabemos que "i es 
unión de segmentos de X. Mostraremos que existe un segmento J en X tal que 
"i = J Y donde J es un círculo. Supongamos, por el contrario, que "i contiene más 
de un segmento de X. 

Afirmamos que los segmentos de "i no son segmentos de S. Supongamos que 
existe un segmento L en "i que también lo es de la gráfica S. Entonces procedemos 
como sigue. Fijemos dos puntos a y b E L, con a < b Y tales que estén lo 
suficientemente cerca de modo que si B = X\(a, b) entonces B E U (debido a 
que podemos suponer que a y b no son extremos de L, la conclusión anterior es 
posible debido a que, como a y b E L e "i y "i es una curva cerrada simple, B es 
un subcontinuo (Lema 3.15) y, por otra parte, siempre podemos encontrar é > O 
tal que B:'(X) e U y B E B:'(X)). 

Ya que U e Ms, se tiene que B E Ms. Lo cual implica, por definición de 
Ms, que L e S e B = "i\(a, b). Esto implica que el punto ~ rf. L lo cual es una 
contradicción. 

Con lo anterior probamos que los segmentos de "i no lo son de S. 

Sean M un segmento de "i y v Y u los extremos de M. Puesto que M e Q(l, S), 
consideremos du~ casos: 

( a) Los dos extremos de M están es S. Si los extremos de M coinciden entonces 
M es una curva cerrada simple contenida en /" de modo que M = -y. Pero esto 
contradice lo que habíamos supuesto de -y. Por lo tanto los extremos de M son 
diferentes. Puesto que cualesquiera dos puntos de S pueden ser conectados por 
un arco en S, sea Q' en S el arco que une a v con u. Entonces 1'1 = o: U M es una 
curva cerrada simple que comparte un segmento con S. Procediendo como en el 
párrafo anterior, lo anterior nos lleva a una contradicción. De manera que este 
caso no se puede dar. 

(b) v E S Y w rf. S. Sea O < a < 1 tal que si hacemos B = X\(v, a) entonces 
BEU. 

Por la forma en que construimos a B, sabemos que [a, w) e B. Lo cual implica 
que N(l, S) n B n (v, w) = [a, w). Puesto que w rf. N(l, S), también tenemos que 
N(l, S) n B n ["1", w) = [a, w) . Es decir, B n [a, w) es un subconjunto cerrado y 
abierto de BnN(l, S). Por otro lado, puesto que B E U e M s, se tiene que S e B 
y B n N(l, S) es conexo. De modo que S = B n S e B n N(l, S) = [a, w). Pero 
esto es una contradicción puesto que S n [a, w) = 0. 
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Por lo tanto el caso (b) tampoco puede ser. Lo cual prueba que 'Y no puede 
contener más que un solo segmento de X. Lo cual prueba que X es Wl árbol frutal. 
De esta forma terminamos la segunda parte del teorema. o 
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" ... En el verano de 1991, después de pasar un año de calma chicha, Wiles encontró el 
método de Kolyvaguin y Flach y abandonó la teoría Iwasawa a favor de esta nueva técnica. 
Al año siguiente anunció la demostración en Cambridge y fue proclamado un héroe. En 
menos de dos meses se demostró que el método de Kolyvaguin-Flach era defectuoso y 
desde entonces la situación había empeorado. Cada intento de arreglar Kolyvaguin-Flach 
había fallado. 

Todo el trabajo de Wiles, salvo la parte final que utilizaba el método de Kolyvaguin­
Flach, era valioso. La conjetura de Taniyama-Shimura no había sido resuelta. Wiles quería 
entender al menos porque había fracasado y decidió dedicar el mes de septiembre a 
examinar por última vez la estructura del método de Kolyvaguin-Flach para intentar 
concretar porque no funcionaba. Recuerda vividamente aquellos decisivos días: «Estaba 
sentado frente a mi escritorio un lunes por la mañana, el 19 de septiembre, examinando el 
método de Kolyvaguin-Flach. No es que creyera que podía hacerlo funcionar, pero al 
menos queóa saber porque fallaba. Creo que me estaba aferrando a un clavo ardiendo, pero 
quería convencerme a mí mismo. De repente en forma inesperada, tuve una revelación 
increíble. Me di cuenta que, aunque el método no funcionaba perfectamente era todo lo que 
necesitaba para desarrollar mi trabajo original con la teoóa Iwasawa. Me di cuenta de que 
conseguía lo suficiente del método de Kolyvaguin-Flach para que mi enfoque original del 
problema, que había hecho tres años antes, funcionara. Así que de las cenizas del método 
de Kolyvaguin-Flach, parecía elevarse la respuesta real del problema.» ... " 

El enigma de Fermat 

Simon Singh 



4. HIPERESPACIOS QUE SON LOCALMENTE DE HILBERT 
EN LA CÚSPIDE. 
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El concepto de Itlocalmente Euclidiano en la cúspide" tiene una generalización 
para Hiperespacios de un continuo arbitrario X. En este sentido, diremos que el 
hiperespacio 2x (respectivamente C(X)) es localmente de Hilbert en la cúspide si 
existe una vecindad alrededor de X contenida en 2x (respectivamente contenida 
en C(X)) la cual es homeomorfa al cubo de Hilbert. 

En el Teorema 4.12. mostramos que una condición necesaria y suficiente para 
que el hiperespacio 2x de un continuo X sea localmente de Hilbert en la cúspide 
es que X sea localmente conexo. 

Al intentar dar una caracterización análoga para el hiperespacio C(X) de un 
continuo localmente conexo X no corrimos con la misma suerte. Creímos que 
una condición suficiente para que el hiperespacio C(X) de un continuo localmente 
conexo X fuera localmente de Hilbert en X era que X nO fuera una gráfica finita 
conexa. Sin embargo, en el Ejemplo 4.7 mostramos un continuo localmente conexo 
X que no es una gráfica finita conexa y que, sin embargo, su hiperespacio C(X) 
no tiene vecindades alrededor de X homeomorfas al cubo de Hilbert. 

Con el fin de presentar el ejemplo del continuo X cuyo hiperespacio C(X) no 
tiene vecindades alrededor de X homeomorfas al cubo de Hilbert, daremos algunas 
definiciones y resultados previos. 

Definición 4.1. Sean X un continuo con métrica d y A un subconjunto 
cerrado de X. Entonces A es un Z-conjunto en X si para cada é > O entonces 
existe una función continua ¡, : X -+ X\A tal que d(f,(x), x) < é para cada 
xEX. 

Definición 4.2. Sean X un espacio localmente conexo y M E C(X). Entonces 
M es estable en C(X) si para toda función continua ¡ : C(X) -+ C(X), la cual 
es E-cercana a la función identidad, se tiene que M E ¡(C(X)). En caso contrario 
diremos que M es inestable en C(X). 

Observación 4.3. De la Definiciones 4.1 y 4.2 se sigue que M es inestable 
en C(X) si y sólo si {M} es un Z-conjunto en C(X). 

El siguiente teorema, debido a D. Curtis, nos será de ayuda para mostrar que 
existen continuos localmente conexos, que no son gráficas y cuyo hiperespacio 
C(X) no siempre tiene vecindades alrededor de X homeomorfas a al cubo de 
Hilbert. 

98 



Teorema 4.4. ([3, Teorema 1.1)). Sea X un espacio localmente conexo. 
Entonces M es estable en C(X) si y sólo si: 

a) M es unión finita de arcos libres en X; Y 
b) el espacio cociente M / Fr x M no tiene puntos de corte. 

Observación 4.5. ([3. pág. 260)) Sean X un espacio localmente conexo y U 
cualquier vecindad de M en C(X), entonces M es estable en C(X) si y sólo si M 
es estable en U. 

Teorema 4.6. Sea X un espacio localmente conexo. Supongamos que C(X) 
es localmente de Hilbert en la cúspide, entonces X no es una gráfica finita conexa. 

Demostración. Si X es una gráfica finita conexa entonces C(X) es un poli­
hedro. Lo anterior implica que C(X) no puede tener vecindades alrededor de algún 
punto homeomorfas al cubo de Hilbert, pues esto implicaría que la dimensión de 
C(X) sería infinita. De lo anterior concluimos que si C(X) es localmente de 
Hilbert en X, entonces X no puede ser una gráfica finita conexa. o 

En el ejemplo que sigue mostramos un continuo localmente conexo, que no 
es una gráfica finita conexa y que, sin embargo, su hiperespacio C(X) no tiene 
vecindades alrededor de X homeomorfas al cubo de Hilbert. Por lo tanto el regreso 
del Teorema 4.6 resulta ser falso. 

Ejemplo 4.7. Para cada n 2: 1 consideramos al círculo Cn contenido en el 
plano Euclidiano, donde el círculo Cn tiene diámetro l/n, es tangente al eje x en 
el origen (O, O) Y se encuentra en el semiplano superior. Consideremos además el 
segmento L que va del origen al punto (0,1). Definimos X = (U::'=1 Cn) U L. Es 
claro que X es un continuo, ya que es el anillo hawaiano cruzado por un segmento). 
Es fácil ver que X es localmente conexo. La figura 8 muestra al continuo X. 

A continuación probaremos que existe una sucesión de elementos en C(X) que 
convergen a X y tales que cada uno de estos elementos es estable en C(X). Puesto 
que todo punto del cubo de Hilbert es un Z-conjunto ([16, págs. 59 y 60)), y por 
lo tanto inestable en el cubo de Hilbert ([Observación 4.3]), concluiremos que no 
puede haber una vecindad alrededor de X en C(X) que sea homeomorfa al cubo 
de Hilbert (pues esto implicaría, por la Observación 4.5, que todos los elementos 
de esta vecindad serían inestables en C(X), lo cual entraría en contradicción con 
la existencia de la sucesión indicada anteriormente). 
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(0,1) 
e, 

--Figllra 8-

Por las características de (U::"~l Cn ) (el anillo hawaiano), es fácil ver que 
podemoS encontrar N E N tal que (U:~l Cn ) esté tan cerca como queramos de 
(U::"~l Cn ). Esto implica que, si denotamos por M al segmento que va del punto 
(O, l/N) al punto (0,1), entonces el conjunto YN = (U:~l{Cn}n) U M también 
estará cerca de X. Ahora bien, si tomamos la frontera de Y N (la frontera es el 
conjunto {(O, O), (O, l/N)}) Y tomamos el espacio cociente YN / {(O, O), (O, l/N)}, 
éste será un continuo sin puntos de corte (ya que el segmento M hace que se nece­
siten por lo menos dos puntos para desconectar a YN/{(O,O), (O, l/N)}. También 
es claro· que el continuo Y N es unión finita de arcos libres en X. Todo lo anterior 
implica que el continuo YN es un conjunto estable de C(X) (Teorema 4.4). De 
todo lo anterior, concluimos que podemos encontrar una sucesión de elementos de 
C(X), que son estables en este hiperespacio y que convergen a X. Entonces, por 
lo que dijimos en el párrafo anterior, C(X) no puede tener una vecindad alrede­
dor de X homeomorfa al cubo de Hilbert. Por tanto, concluimos que C(X) no es 
localmente de Hilbert en la cúspide. 

Antés de demostrar el último teorema de este trabajo daremos algunos resul­
tados que serán de utilidad. 
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Definición 4.8. Sean X un continuo y x E X. Decimos que X es fuertemente 
localmente conexo por continuos en x si para cada conjunto abierto U conteniendo 
a x, existe un conjunto abierto V tal que x E V e U y tal que si B es un conjunto 
cerrado y B e V entonces existe un continuo L tal que B e L e V. 

Lema 4.9. Sea X un continuo. Supongamos que X es fuertemente local­
mente conexo por continuos en cada x, entonces X es localmente conexo. 

Demostración. Sea U un subconjunto abierto de X tal que x E U. Entonces, 
por [25, Teorema 27.9J, tenemos que mostrar que cada componente de cada con­
junto abierto es abierta. 

Sean U un conjunto abierto en X, y e una componente de U. Si x E e entonces 
existe un conjunto abierto V, de X tal que x E V, e U y V, satisface las condi­
ciones mencionadas en la Definición 4.8. Por consiguiente, para cada conjunto de 
la forma {x, y}, con y E V., existe un continuo L tal que {x,y} e L e Vx . De 
donde se sigue que V. e C. De esto se sigue que e es un conjunto abierto de X 
y, por lo tanto, X es localmente conexo. o 

Lema 4.10 ([lO, Corolario 2]). Sean X un continuo y x E X. Entonces 2x 

es localmente conexo por arcos en {x} si y sólo si X es fuertemente localmente 
conexo por continuos en x. 

Lema 4. 11 ([10, Teorema 2]). Sean X un continuo y A E 2x . Entonces 2x 

es localmente conexo por arcos en A si y sólo si 2x es localmente conexo por arcos 
en cada componente de A. 

Teorema 4.12. Sea X un continuo. Entonces 2x es localmente de Hilbert 
en la cúspide si y sólo si X es localmente conexo. 

Demostración. (Necesidad) Sea U la vecindad alrededor de X que es horne­
omorfa al cubo de Hilbert. 

Sean x E X,y [ > O tales que si hacemos A = (X\B,(x)) U {x} entonces se 
cumple que A E int2x(U).Puesto que U es homeomorfa al cubo de Hilbert, 2x 

es localmente conexo por arcos en A. Esto implica que 2x es localmente conexo 
por arcos en {x} (Lema 4.11). Lo que implica que X es fuertemente localmente 
conexo en x (Teorema 4.10). Puesto que x fue elegida arbitrariamente, concluimos 
que X localmente conexo (Teorema 4.9.). 

(Suficiencia) Se sabe que si X es localmente conexo entonces 2x es homeomorfo 
al cubo de Hilbert [16, Teorema 11.3.J. De donde se sigue la suficiencia de la 
aseveración. De esta forma terminamos la prueba del teorema. O 
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Como corolario del teorema anterior tenemos que 

Corolario 4.13. Sea X un continuo. Entonces 2x es localmente de Hilbert 
en la cúspide si y sólo si 2x es el cubo de Hilbert. 
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Ce(A) 
Cex(A) 
Fr(A) 
Frx(A) 
int(A) 
intx(A) 
Img 
Be(a) 
U.eA Be(a) 
lím(aa) = a 
IR 
N 
IRn 

lI(x¡, X2, ___ , x.)11 
Bn 

sn-l 

n-celda 

n-esfera 

TABLA DE SíMBOLOS 

cerradura del conjunto A 
cerradura del conjunto A relativa a X 
frontera del conjunto A 
frontera del conjunto A relativa a X 
interior del conjunto A 
interior del conjunto A relativo a X 
la imagen de la función 9 
{x: d(x,a) < é} 
{x: x E Be(a) para alguna a E A} 
la sucesión (aa). converge a a 
el conjunto de los números reales 
el conjunto de los números naturales 
el espacio Euclidiano de dimensión n 
[xi + x~ + ". + x~]! 
{x E IR' : IIxll :s: l} 
{x E IR' : Ilxll = l} 
un continuo homeomorfo a Bn 

.-1 

un continuo homeomorfo a S 
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