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Abstract (thesis)

Hyperspaces which are locally Euclidean at the top

Sergio Lopez Vazquez

A continuum X is a metric, compact and connected space with more than one point. The
hyperspaces of the continuum X are 2% = {AC X : A is closed and no empty} and C(X) =
{4 € 2X : Ais connected}. A Whitney map is a map u : C(X) — [0, 1] such that

#{X) =1, u({z}) = O foreach € X, and u{A) < u(B) whenever A C B # A. A
Whitney level is a set of the form ¢~ (¢} = {A € C(X) : u(A4) = t}, witht € {0, 1].

We may think the hyperspaces C{X) like a partially order set. In this way, X has a priv-
ilege status since it is the greater of all other elements in C{X). And so, we call it “The top
of C{X)".

In this work, we study conditions in order that X has a neighborhood U in C(X) such
that:

1) U4 is homeomorphic to a n—cell

2} U is homeomorphic to a Hilbert cube

The most simple situation is when C(X} has a neighborhood around X homeomorphic
o a disk. We were lucky in this way, since we found several characterizalions. We were
able to find a relationship between the existence of such neighborhood and the existence of
Whitney levels homeomorphic to arcs of circles. Namely. C(XX) has a neighborhood of X
homeomorphic to a disk if and only if C{X') has a Whitney level which is either an arc
or a circle.

C(X) is called focally flat ai the top if C(X) has a neighborhood of X homeomorphic
to a 2-cell. We introduced the combinatorial notions of psendolinear and pseudocircular
continuum and. with this notions, we arrived to the following result.

Theorem. Let X be a continuum. Then the following statements are equivalent.

a) C(X) is locally {lat at the top.

b} C( X'} has a Whitney level which is either an arc or homeomorphic to circle.

¢) X is pseudolinear or pseudocircular.

Starting from above results. we introduced the notion of “locally Euclidean at the top.

Namely: C(X) is locally Euclidean at the top if C(X) has a neighborhood of X homeo-
morphic lo an n-celt. In this case, we obtained a characterization for finite graphics

Theorem. Let G be a connected finite graphic. then C(G) is locally Euclidean at the top
If an only if X is a [ruit tree (X is a fruif tree if every cycle contains exactly one vertex).

I order to complete this work, we gave a result about of characterization of hyperspaces
which have neighborhoods homeomorphic to the Hilbert cube.

In this sense, we obtained the following result:

Theorem. Let X a continuum. Then 2% has a neighborhood homeomorphic to the Hilbert
cube if and only if X is locally connected.
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“... Muy poco por encima del agua titilaba en la columna de luz algo asi como una
estrelila luminosa. Se movia con lentitud majestuosa, y Momo vio un péndulo increible que
oscilaba sobre el espejo oscuro. Flotaba y parecia carecer de peso.

Cuando el péndulo estelar se acercaba lentamente a un extremo del estanque, salia del
agua, en aquel punto, un gran capullo floral. Cuanto més se acercaba el péndulo, més se
abria, hasta que por fin se quedaba totalmente abierto sobre las aguas.

Era una flor de belleza tal, que Momo no la habia visto nunca. Parecia componerse
solamente de colores luminosos. Momo nunca habfa sospechado que esos colores siquiera
existieran. E! péndulo se detuvo un momento sobre la flor y Momo se ensimismé
totalmente en su visidn, olvidando todo lo demis.

Pero entonces, muy lentamente, el péndulo volvié a oscilar hacia el otro lado. Y
mientras, muy poco a poco, se alejaba, Momo vio, consternada que la maravillosa flor
comenzaba a marchitarse. Una hoja tras otra caia y se hundia en la negra profundidad.
Momo lo sentia con tal dolor, como si desapareciera para siempre de eila algo totalmente
irrepetible.

Cuando el péndulo hubo llegado al centro del estanque, la extraordinarta flor habia
desaparecido del todo, Pero al mismo tiempo comenzaba a salir, al otro lado del estanque,
del agua negra, otro capullo. Y mientras el péndulo se acercaba lentamente a €1, Momo vio
que ¢l capullo que comenzaba a abrirse era mucho més hermoso todavia. La nifia dio la
vuelta al estanque para verlo de cerca,

Era totalmente diferente a la flor anterior. Tampoco los colores de ésta los habia visto
jamds Momo, pero le pareci6 que era todavia m4s rica y preciosa que la anterior: Tenia un
olor completamente diferente, MA4s maravilloso, y cuanto mis la miraba Momo, mis
detalles extraordinarios descubria.

Pero de nuevo volvié el péndulo estelar, y toda esa maravilla se disolvié y se hundid,
hoja a hoja, en las inescrutables profundidades del estanque oscuro.

Lentamente, muy lentamente, el péndulo volvié al otro lado, perc no alcanzd
exactamente el lugar anterior, sino que habta avanzado un corto trecho. Y alli, a un paso del
punto anlerior, comenzaba a emerger y abrirse nuevamente un capullo.

Esa flor era, reaimente, la mas hermosa, segiin le parecid a Momo. Era la flor de las
flores, un milagro.

Momo hubiera querido llorar cuando tubo que ver que también esa perfeccitn
comenzaba a marchitarse y a hundirse en las oscuras profundidades. También al otro lado
habia avanzado un pasc el péndulo, y de las negras aguas comenzaba a surgir una nueva
flor...”

Momo

Michae! Ende




INTRODUCCION



Los resultados que se presentan en este trabajo pertenecen al tema “Hiperes-
pacios de un continuo”. En particular, nes interes$ estudiar el comportamiento
de vecindades alrededor de la “ciispide” del los hiperespacios 2% y C(X). Aunque
més adclante definimos formalmente los conceptos que se utilizardn a lo largo del
presente trabajo, nos parecié conveniente establecer, en esta parte introductoria,
el concepto de hiperespacio de un continuo y algunas otras nociones estrechamente
relacionadas con é&l.

A lo largo de nuestra discusién, la letra I denotard al intervalo unitario {0, 1].

Un continue es un espacio métrico, compacto, conexo y con mds de un punto.
La letra X denotard un continuo con métrica d. Un subcontinuo de un continuo
X es un subespacio conexo, compacto y diferente del vacfo. Dado un continuo X,
un hiperespacio de X es un subconjunto de P(X) con alguna topologia. En este
caso nos interesan:

2% = {A C X : A es cerrado y no vacfo} y

CX)={Ae 2% Aecs conexo}

con la topologia que induce la métrica de Hausdorff.

Una funcidn de Whilney es una funcién contimua p : C(X) — I tal que
w(X) =1, p({z}) = 0 para todo z € X, y si A es un subconjunto propio de B
entonces p(A) < p(B). Un nivel de Whitney para C{X) es un conjunto de la
forma p'(t), donde p es una funcién de Whitney para C(X) y t € [0,1].

Cuando se piensa a un hiperespacio C(X) como un conjunto ordenado por
la inclusion, el elemento X tiene la posicién privilegiada de ser el mayor de los
elementos. Por esta razén podemos decir que X es la cispide del hiperespacio.
También, topoldégicamente hablando, X ocupa un lugar privilegiado. Por ejemplo,
se puede demostrar ficilmente que C(X) y 2% son siempre localmente conexos en
X, aun cuando hay continuos en los que C(X) y 2% no son locahmente conexos
en ningin otro de sus elementos. Esta regularidad de X en sus hiperespacios ha
sido investigada por varios autores. Por ejemplo, contestando a una pregunta de
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Dilks, Illanes y Kato mostraron que hay continuos para los que C{X)} y 2% no
son localmente contraibles en X. Otro ejemplo son los resultados de Montejano
y Puga, quienes estudiaron condiciones para que el hiperespacio C(X) tenga una
vecindad alrededor de X con la forma de un cono.

En este trabajo estudiamos el problema de decidir cudndo los hiperespacios

tienen, alrededor de X, una vecindad homeomorfa a una N-celda o a un cubo de
Hilbert.

La situacién mds sencilla que se puede plantear al respecto, es cudndo C(X)
tiene una vecindad de X, homeomorfa a un disco. En este sentido tuvimos la
fortuna de encontrar varias caracterizaciones.

Para empezar, pudimos relacionar la existencia de una vecindad de dicha forma,
con la existencia de niveles de Whitney homeomorfos a arcos o & cfrculos. A saber.

Tecrema. Ei hiperespacio C{X) es localmente plano alrededor de X si y sélo
si C(X) tiene un nivel de Whitney homeomorfo a un intervalo o a un cfrculo.

El siguiente paso fue encontrar una caracterizacién de continuos tales que
C(X) fuera localmente plano, alrededor de X, en términos de propiedades combi-
natorias, proptas del continuo X. Es decir, propiedades que para su definicién no
se hiciera uso de los hiperespacios. Para llegar a esta caracterizacidn, recurrimos
a las siguientes definiciones:

Definicién. Sean A y B dos subcontinuos de un continuo X tales que A C B.
Entonces A es terminal con respecto a B si para cualquier par de subcontinuos
K,Lde B,tales que ACKyACL,setieneque LC Ko KCL.

Definicién. Un continuo X es pseudolineal si existen dos subcontinuos pro-
pios X; y X3 de X tales que:

a) X =X, UX,,
b} ¥ = X; N X, es un subcontinuo de X,
¢) Y es terminal con respecto a X; y Xo,

d} para todo subcontinuo L de X tal que L\X; # @ y L\ X, # 0, se cumple que
YL

Definicién Un continuo X es pseudocircular si existen dos subcontinuos pro-
pios X, y Xz de X tales que:




a} X = X, U Xy,

b) X N X, tiene exactamente dos componentes K, y Ky,

c) las componentes K, v Ky son terminales con respecto a los subcontinuos X, y
X2i

d) FT(X]) = FT(XQ) = K1 UKg,

e) para todo subcontinuo L de X tal que LN K, # @y LN K> # B, se tiene que
XiClLo X2 C L,

f) existe £ > 0 tal que para todo subcontinuo L de X con las propiedad de que todo
punto de X dista de uno de L en menos que £ y tal que L\X; # 0 y L\ X, # 9,
se tiene que Ky C Lo Ks C L.

Con estas tres definiciones en mente, obtuvimos el siguiente teorema.

Teorema. C(X) es localmente plano alrededor de X si y sélo si X es pseudo-
lineal 0 X es seudocircular.

El problema de caracterizar a los continuos X para los cuales C'(X) es local-
mente Euclidiano alrededor de X -es decir, aquellos continuos tales que C{X)
contiene una vecindad alrededor de X homeomorfa a una N-celda- es bastante
dificil para N > 3. En este trabajo, usando algunas nociones y resultados previos
de Illanes, Puga y Torres, conseguimos una caracterizacién de las graficas finitas
G tales que C(G) es localmente Euclidiano alrededor de X.

Teorema. Sea G una gréfica finita conexa, entonces C(X) es localmente
Euclidiano alrededor de X si y sélo si X es un 4rbol frutal (X es un drbol frutal
si todo ciclo contiene & lo més un vértice).

Finalmente, abordamos el problema de caracterizar a los continuos X para
los cuales sus hiperespacios contienen una vecindad de X homeomorfa al cubo
de Hilbert. En este caso no tuvimos tanto éxito como en los anteriores, pues al
investigar si era clerto el regreso del resultado que aparece a continuacién y que
es consecuencia de un teorema de Kelley ([22, Teorema 1.109]), encontramos un
continuo que es localmente conexo, que no es una grafica finita y sin embargo su
hiperespacio C{X) no tiene ninguna vecindad alrededor de X que sea homeomorfa
al cubo de Hilbert. En el capftulo 4 mostramos este subcontinuo.

Teorema. Sea X un continuo localmente conexo. Supongamos que C(X)
tiene una vecindad de X homeomorfa al cubo de Hilbert, entonces X no es una
grifica finita.




A pesar de no haber logrado una caracterizacién de los continuos cuyo hiperes-
© pacio C{X) tiene una vecindad alrededor de X homeomorfa al cubo de Hilbert,

sf pudinos hacer esto cuando trabajamos con el hiperespacio 2% de un continuo
X, a saber:

Teorema. 2% tiene una vecindad homeomorfa al cubo de Hilbert si y sélo si
X es localmente conexo.

De acuerdo a los resultados que obtuvimos, el presente trabajo quedé divi-
dido, de manera natural, en cuatro capitulos. En el primer capitulo se dan las
definiciones basicas que estdn relacionadas con la nocién de Hiperespacio, asf
como algunos de los resultados importantes para el desarrollo de este trabajo. En
el segundo capitulo desarrollamos las ideas y resultados que tienen que ver con
los continuos cuyo hiperespacio contiene una vecindad homeomorfa a un disco,
alrededor de su ciispide. En el tercer capftulo nos enfocamos al problema de en-
contrar una caracterizacién de las graficas finitas cuyo hiperespacio contiene una
vecindad homeomorfa a una N-celda en su cispide. Por 1itimo, en el capitulo
cuarto discutimos los resultados que tienen que ver con el tipo de continuos cuyo
hiperespacio contiene una vecindad, alrededor de su ciispide, homeomorfa a un
cubo de Hilbert.




CAPITULO1

RESULTADOS BASICOS Y NOTACION




Para el desarrollo de la discusién en éste y en los siguientes capitulos se dan
como conocidos los resultados que aparecen en los libros Topology de Dugundji
{[8]), General Topology de Willard (|25]), Continuum theory de Nadler ([23) y los
dos primeros capftulos del libro Hyperspaces of sets, también de Nadler{{22]). Sin
embargo, expondremos con su demostracién algunos resultados que nos parecié
importante remarcar, ya que juegan un papel relevante a lo largo del trabajo.

Hiperespacios.

Un continuo es un espacio métrico, compacte, conexo y con mds de un punto.
Laletra X denotard un continuo con métrica d. Un subcontinuo Y es un subespacio

conexo, compacto y diferente del vacfo del continuo X. Dado un continuo X,
consideraremos sus hiperespacios

2X = {AC X : A es cerrado y no vaclo}

C(X)={A€ 2" Aes conexo}

Una métrica para 2% se define como sigue:

Definicién 1.1. Si A € 2¥ y ¢ > 0 entonces

N(e, A) = | ] B(a).

acA
N(e, A) serd llamada la e-nube de A.
Definicién 1.2. Para cada par de elementos A y B de 2X definimos
H(AB)=inf{e>0: AC N(,B) y BC N(g, A)}.

Efectivamente, en [22, Teorema 0.2] se prueba que H es una métrica para 2%
y es llamada la métrica de Hausdorff.

Podemos hablar sobre la convergencia de conjuntos en 2% con respecto a la
métrica de Hausdorff. Para esto utilizamos la definicién usual. Decimos que la
sucesion (A,)n en 2% converge a A € 2%, y escribimos IfmA, = A, si para todo
€ > 0, existe N € N tal que H{A,, A) < ¢ para todan > N.
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Se sigue de 1a Definicién 1.2. y de la compacidad de A y B que para demostrar
que H(A, B) < ¢, basta verificar que A C N(e,B) y B C N{g, A). Este hecho
serd constantemente usado a lo largo de este trabajo.

Teorema 1.3. Sean (A,). y (Bn)n dos sucesiones en 2% tales que limA4, = A
y limB, = B, para Ay B en 2X_ Entonces lim(A,UB,) = AU B.

Demostracién. Seae > 0, entonces existen Ny y N, € N tales que H(A,, A) <
€, para todan > N, y H(By, B) < ¢, para toda n > Na. Sea N = mdx{N,, N>}
Entonces para todan > N se tiene que A,UB, C N(eg, A)UN{e, B) C N(e, AUB)
y AUB C N(g, A,) U N{g, B,) C N(e, Ay, U B,), de donde se sigue que H(A, U
B,, AU B)<e. g

Teorema 1.4. Sean X un continuo y A : [0,1] — 2% una funcién continua.
Si L € C{X), entonces la funcién A* : [0,1] — 2%, definida por h*(s) = L Uh(s),
es una funcién continua.

Demostracién. Sea a € [0, 1] y sea (a,), una sucesion en [0, 1] . Supongamos
que lim{a,) = a, entonces mostraremos que lim(h*{a.)) = h*{a). Por hipéte-
sis, sabemos que lim(h(a.)) = h{a). También, la sucesién {C,),, con C, = L
para toda n € N, converge a L. Entonces, por el teorema anterior, se tiene que
lim(h*(a,)) = lim(h(a,) U Cy) = h{a}U L = h*(a).

Lo anterior prueba que A* es continua.g

En [1, Teorema 1.9} se demuestra el siguiente resultado, el cual nos serd de
utilidad en capitulos posteriores.

Teorema 1.5. Sean A € 2¥ y U un abierto en X tales que A C U. Entonces
existe £ > 0 tal que N(g, A) C U.

Se sabe que tanto 2% como C(X) son compactos [22, Teorema 0.8] . También
se sabe que 2% y C(X)son conexos por trayectorias. La demostracién cldsica de
este resuitado es muy larga, sin embargo en {1, Corolarios 1.2 y 1.3, pdg. 32 se
da una demostracién nueva y més corta.

Por lo tanto 2% y C(X) son continuos y podemos hablar de los hiperespacios
de C(X):

200 = {AcCC(X): A es cerrado y no vacfo}

CHX)=C{C(X)) = {Ae 200X} . Aes conexo}
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A los hiperespacios 2€X) y C?(X) se les considera con la métrica de Hausdorff
H,, definida en términos de H (en lugar de d).

La siguiente definicién nos permite trabajar, en algunas ocasiones, la conver-
gencia de conjuntos en 2X de manera mas sencilla que la convergencia en el sentido
clésico.

Definicién 1.6. Sea (A4,), una sucesién en 2%, definimos

liminf A, = {x € X :para cada ¢ > 0, existe N € N tal que B.(z) N A, # 0
para toda n > N}

limsup A, = {z € X : para cada € > 0, se tiene que para toda N € N existe
n > Ntal que B.(z) N A, # 0}.

Si liminf A,, = A = limsup A,, entonces decimos que la sucesién (A,,), con-
verge a A y lo escribimos como limA, = A.

El siguiente teorema enlaza esta convergencia con la convergencia asociada a
la métrica de Hausdorff ([22, 0.7.]).

Teorema 1.7. Sea {A,), una sucesién en 2*. Entonces la sucesién (A,),
converge con respecto a la métrica de Hausdorff si y sélo si (A,} converge en el
sentido de 1.6..

Terminamos esta seccién probando el siguiente resultado.

Teorema 1.8. Sean Ay B € 2X y (An)ny (Bn)a C 2% tales que limA, = A,
limB, = By A, C B,, para todan € N. Entonces A C B.

Demostracién. Por el Teorema 1.3., lim(A, U B,) = AUB, pero A,UB, =
B,. De modo que AU B = B. Por tanto A C B.

Algunos resultados bésicos de Teorfa de Continuos.

Presentamos dos resultados que son fundamentales en la teoria de continuos
y que nos serdn de gran utilidad en la demostracién de algunos teoremas que
aparecen en este trabajo.

Teorema 1.9. (Teorema del cable cortado). Sean Y un espacio métrico
compacto y A ¥y B dos subconjuntos cerrados de Y. Si ningiin subconjunto conexo
de Y intersecta simultdneamente tanto a A como a B entonces ¥ = Y, U Y5,
donde Y; y Y son subconjuntos cerrados ajenos de Y con AC Y, y B C Y, ({23,
Teorema 5.2}).



Teorema 1.10. {Teorema de los golpes en la frontera). Sean X un
continuo y E un subconjunto propio de X diferente del vacio. Si K es una
componente de E entonces Ce{K) N Fr(E) # 0 ({23, Teorema 5.6]).

Teorema 1.11. Sean X un continuo y 4 un subcontinuo propio de X. 5i K
es una componente de X\ A, entonces K U A es un continuo (23, Corolario 5.9.]).

Funciones y niveles de Whitney.

Las funciones de Whitney fueron usadas por vez primera por Kelley para
el estudio de los hiperespacios y resultan ser de gran utilidad para estudiar la
estructura de los hiperespacios. Una de sus principales caracteristicas es medir
finamente los elementos de 2%. A continuacién damos la definicién formal de este
concepto.

Definicién 1.12. Sea & = 2¥ o C({X). Una funcién de Whitney para ¢ es
una funcién continua g : & — I que satisface:

a) p{{r})=0paratodaz € X y p(X) =1,

b) Si A es un subconjunto propio de B entonces u(A) < u(B).

Un nivel de Whitney para C({X) es un conjunto de la forma p~(t), donde u
es una funcién de Whitney para C{X) y t € {0, 1].

Teorema 1.13. Sean X un continuo y u una funcién de Whitney para
2% Entonces para toda € > 0, existe § > Otal quesi Ay Be 2X, AC By
p2(B) — p{A) < & entonces H{A, B) < ¢.

Demostracién. Supongamos que el teorema no es cicrto. Entonces existe
g > 0 tal que para toda § > O existen Ay B € 2¥ con AC By u(B) — u(A) < 6
tales que H(A, B) > ¢. Por lo tanto para cada 6, = £ conn € Nexisten A, y B, €
2% tales que: An C Bn, u(B,) ~ p(An) < Ly H(An, Ba) > £. Por la compacidad
de 2%, existen subsucesiones (Ap, )i ¥ (Bn, )k de (Au)n ¥ (Bn)n, tespectivamente,
de 2% tales que limA,, = A y limB,, = B para algunos A y B € 2¥. Entonces,
por el Teorema 1.8, resulta que A C B. Afirmamos que p(A} = u(B) y que
A = B. En efecto, de la continuidad de p se sigue que lim(u(A,,)) = pu(A) y
limp((Ba,)) = u(B). Por 1o tanto lim(s(Ba,) — #(An,)) = p(B) — u(A). Pero
sabemos que lim{pu(B,,) — p(A,,)) = 0, de donde se sigue que p(A) = u(B) por
la unicidad del lfmite. De A € B y u(A) = u{B) se sigue que A no puede ser un
subconjunto propio de B, por lo que se concluye que A = B. Tenemos entonces
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que H(A, B) = 0. Sin embargo H(A,,,B,.,) > ¢ para toda k € N implica que
H(A,B) > € y entonces £ < 0 lo cual es absurdo. Esto prueba la veracidad det
teorema.

La funcién unién definida entre hiperespacios.

Teorema 1.14 ([1, Teorema 1.18]). Si 4 € 22 ya(A) =U{4: Ac A},
entonces se tiene lo siguiente:

1. o(A) € 2%,
2. Si A es conexoy ANC(X) # 0 entonces o(A) € C(X).
3. o : 22" — 2% ¢s una funcién continua.

Demostracién. Probaremos que o(A) € 2%.

Primero comprobaremos que o(A) # 8. En efecto, como A # 0, podemos
elegir A € A, lo que implicaque A€ 2¥, porloque@#Ac |J{A: A€ A}.

Es claro que a{A) C X.

Mostraremos que o(.A) es cerrado en 2X. Sea a € Ce(o(A)), entonces a € X
y existe una sucesién (an), C o(.4) tal que lim{a,) = a. Por lo tanto, para cada
n € N, existe 4, € A tal que a, € A,. De la compacidad de .A, tenemos que
existe una subsucesién (A, }x de (A4,), tal que limA,, = A para alguna A € A,
De donde se desprende, a partir del Teorema 1.8, que a € A, por lo cual se tiene
que a € o(A). Esto implica que o(.4) es cerrado X. De esta manera concluimos
que o(A) € 2¥.

Ahora probaremos la segunda aseveracién. Supongamos que se tienen las
hipétesis de ésta y que, sin embargo, o(A) no es conexo. Entonces existen H y
K € 2% talesque HUK = o(A) y HNK = 0. Sea B € ANC(X) y supongamos,
sin pérdida de generalidad, que B € H. Hagamos H={A € A: A C H}y
K={A € A: ANK # @}.Por [1, Teorema 1.8], H y K son cerrados en 2%,
Ademds H# 0, pues B € H. Si K =@ entonces todos los elementos de A se
encuentran contenidos en H. por lo que o{A) C H. Por lo tanto K = @, lo cual
es absurdo. Por lo tanto K # §. Notamos que HNX =0, puessi A € HNK
entonces resultaria que @ £ AN K C H N K, lo cual es absurdo. Mostraremos,
finalmente, que H X = A. En efecto, por definicién H y X C A, de modo que
HUKcCA Sea A€ A 5i Ae H, entonces A € HUK. Supongamos que
Ad¢H,entonces A€ Hy AC HUK, asf que AN K # ). De aqui que 4 € K
y, por lo tanto, A € HU K. Todo lo anterior prueba que H y K constituyen una
disconexién de .A. Como esto es una contradiccién, concluimos que o(A) € C(X).
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Por 1iltimo, probaremos que ¢ es una funcién continua. Sean A € 22"y
e > 0. Supongamos que Hy(A,B) < £ (ver pdg. 9), entonces mostraremos que
a(A) € N(eg,0(B)). Por definicién, sabemos que A C N(g,B)y B C N{g, A).
Sea a € 0(.A), entonces existe A € A tal que a € A. Es claro que A € Na(e, B),
asf que existe B € B tal que H{A, B) < ¢. Dado que a € A C N(e, B), existe
b € B tal que d(a,b) < ¢. De esta forma , hemos encontrado b € ¢(B) tal que
d{a,b) < ¢, de modo que a € N(g,o(B)) y, por tanto, que o(A) C N{e,a(B)).
Andlogamente se puede verificar que o(B) C N(e,0(A)). Por consiguiente obten-

emos que H{o(B),0(A)) < £ y, por tanto, hemos demostrado que o es continua
en A. a

La funcién ¢ del teorema anterior es llamada la funcién unién en 2%X. Ea
seguida veremos que la funcién 7 = olee(xy : C*(X) — C(X) estd bien definida y
es continua. En efecto, si A € C2(X) C 22" entonces A es conexo y pertenece a
2€1X) Esto tltimo implica a su vez que A C C(X) y A # 0. De donde concluimos
que ANC(X) # 0. Aplicando la segunda parte del teorema anterior tenemos que
7(A) € C(X). Esto prueba que 7 est4 bien definida y, por ser una. restriccién de
una funcién continua, resulta ser continua. A 7 se le llama la funcién unién en
C*X).

En lo que sigue, acordaremos que o denotar4 la funcién unién ya sea en 22% o
en C?(X).

Arcos ordenados.

Mencionamos anteriormente que los hiperespacios 2% y C(X) son conexos por
trayectorias. La demostracién cldsica de este hecho es muy larga, sin embargo en
[1, Corolarios 1.2 y 1.3.] se da una demostracién nueva y mis corta. En lo que
sigue daremos los resultados basicos relacionados con la estructura de arcos de los
hiperespacios. Empezaremos con algunas definiciones importantes.

Definicién 1.15. Por un arco entenderemos un homeomorfismo h de un in-
tervalo cerrado y no degenerado {a, ] a un subconjunto de un espacio topolégico, o
también lo entenderemos como el rango h([a, b)) de tal homeomorfismo. Utilizare-
mos estas dos acepciones de arco, dependiendo de cual nos resulte mas conveniente
usar. Ahora, si & es un arco en un espacio X y h es un homeomorfismo de [0, 1]
sobre & entonces, un eztremo de « serd cualquiera de los puntos A{0) o k(1).

A continuacién presentamos uno de los resultados fundamentales de hiperes-
pacios.
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Teorema 1.16 ([22, Teorema 1.8]). Sean Ao y A, € 2% tales que Ay # A,
Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

(a) Existe un arco ordenado en 2% de Ag a A;.
(b} Ap C A, y cada componente de A; intersecta a A,.

Otra forma de presentar el Teorema 1.16 y que resulta conveniente para intro-
ducir la nocién de arco ordenado es el siguiente

Teorema. 1.17. Si Ay B € C(X)y A & B entonces existe una funcién

continua A: [ — C(X) tal que A(0) = Ay M1) = By AMs) C A{t)sis <t ([1,
Teorema. 1.23]).

Definicidén 1.18. Sea ¥ = 2* o C(X). Sean A, B € ¥ tales que A C B.
Un arco ordenado de A a B en ¥ es una funcién continua A : J — ¥ tal que
A(0) = A, A(1) = By A{s) C A(t) siempre que s < £.

A los elementos A y B de la definicién anterior se les llama los extremos de
A([0,1]).

Teorema 1.19 ({22, Lema 1.11]). Si A es un arco ordenado en 2% tal que
M0) € C(X), entonces A([0,1]) C C(X).

Teorema 1.20 ({22, Teoremas 1.9y 1.12]). Los hiperespacios 2¥ y C{X) son
conexos por trayectorias.

El Teorema 1.22 (el cual fue probado originalmente por J.T. Rogers, Jr.) re-
sulta ser de vital importancia para la demostracién de varios teoremas de este
trabajo. Y en vista de que en algunos de estos resultados se hace uso explie-
ito de algunos pasajes de su demostracidn, se da una presentacién completa de
ésta. Antes, presentaremos un resuitado que nos serd de utilidad. Recordemos
que una funcién continua y sobre f : X — Y entre continuos se llama. mondtona
si f~Y(B) € C(X) para toda B € C(Y). Por ({25,Teorema 23.2]) sabemos que
la imagen continua de un espacio métrico compacto en un espacio Hausdorff es
metrizable. Entonces, si Y es un espacio de Hausdorff y f : [0,1] — Y es una
funcién continua y sobreyectiva, podemos hablar de una funcién entre continuos y,
por lo tanto suponer o no que f es una funcién mondtona. El siguiente resultado
nos dice de que forma es la imagen continua y monétona del intervalo [0, 1)
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Teorema 1.21 ([23, Proposicién 8.22]). Si ¥ es un espacio Hausdorff no
degeneradoy f: [0,1] — Y es una funcién continua y monétona sobre Y entonces
Y es un arco.

Teorema 1.22 ([1, Teorema 1.25]). Sean X un continuo, x una funcién de
Whitney para C(X) y0 <t < 1. SiAy B e p ), ANB£by A#B
entonces existe un arco g de A a B tal que Img C pu~'{to) N C(A U B). M4s atin,
si K es una componente de AN B entonces a puede ser escogida con la propiedad
adicional de que K C L para todo L € Img.

Demostracién. Sean Ay B € p~(tp) tales que ANB # 0 y A # B. Entonces
Ay BeC(X)y AN B € 2¥.Sea K una componente de AN B. Puesto que K y
AeC(X),KCcANBC Ay K # A (si K = A entonces A C B, lo que implicarfa
que A = B, lo cual es absurdo), existe un arco ordenado oy : I — C(X) de K
a A (Teorema 1.16). De hecho, o : I — C(A). Anilogamente, existe un arco
ordenado az : I — C(B) de K a B. Notamos que para todo t y s € I, se tiene
que a,(t) € C(A}y aq(s) € C(B). De donde se sigue que o, (t)Uaz(s) C AUB y
entonces o (t) U az(s) € C(A U B). Fijemos ¢t € I. Entonces, por el Teorema 1.4,
la funcién 5 : I — C{AU B), dada por a;(t) U as(s), para todo s € I, resulta ser
una funcién continua.

Consideremos la funcién poj : I — I. Por la continuidad de g v j, o j resulta
ser continua. Ademds observamos que oy {t) UK C AU K C A, de donde se tiene
que:

u30)) = ilaa (6) U aa(0)) = ploa(®) U K) < () = to
Por otra parte a;(t) Uaa(1) = a4 (t) U B D B, de donde sc tiene que:
to = #(B) < plau(t) U az(1)) = p(5(1)).
Entonces, por el Teorema del Valor Intermedio, existe s € I tal que
1(3{s)) = to

Es claro que s depende de t, asi que, en general, se tiene que para toda t € [
existe s, € I tal que :
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plon (8 Uaz(s,)) =ty (1.1)

y por lo tanto a;{t) Uaa(s,) € p~ (te) NC(AU B).

Afirmamos que la funcién g : I — u~'(t) N C(A U B) definida como

g(t) = 0n(8) U cra(sy) (1.2)

es una trayectoria de B a A cuya imagen est4 contenida en p~'(t) N C(A U B).
En efecto, g(0) = a3(0) U aras9) = K U a{sg) C KU B = B. De donde se sigue
que tp = p(g(0)) < pu(B) = iy ¥, por lo tanto, se llega a que g{0) = B. Por otro
lado, g(1) = au{1) U az(s:) = AU 0a(s1) D A, asi que tp = p(g(1)) > p(A) = to
¥, por lo tanto, g(1) = A.

Sélo nos resta verificar que g es una funcién continua. Seant € I 'y (t,), C I
tales que lim{t,) = t. De acuerdo a (1.1), para cada t, existe s, tal que

(e (ta) U oa(se,)) = to.

Supongamos sin pérdida de generalidad que lim(s,,) = r para algin r € I.
Tenemos entonces dos sucesiones convergentes (t,), ¥y (8n)n, con lim(t,) = ¢
y lim(s,,) = r, en el intervalo . De la continuidad de o; y a2 se sigue que
lim{ay(t,)) = ai(t) y lim(ca(ss, ) = oa(r). Por lo tanto, lim{ay(t,) U az(s:,)) =
a1 {t) U ay(r) (Teorema 1.3) o, equivalentemente:

tim(g(ta)) = a(t) U aafr) (1.3)

Como ty = p(g(ts)) para toda n € N y lim{u(g(t,))) = pla(t) U ao(r)),
entonces se tiene que

plon(t) U ax(r)) = to.
Ahora bien, tenemos que » € 5, 0 $; < 7 ¥, puesto que ¢ es un arco ordenado,
se tiene que ai1(t) U aa(r) C ay(t) U az(se) 0 an(t) U aa(s) C eq(t) Uas(r). Si
ocurre que a;(t)Uaz(r) C ay(t)Uay(s:) entonces se tiene que o (t)Uas(r) C g{t).
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Puesto que p{o;(t) U oa2(r)) = u(g(t)}, concluimos que a{t) U aa(r} = g{t). De
la misma forma se tiene este tltimo resultado si en{t) U az{s;) C oy{t) U aq(r).
Por lo tanto, de (1.3), se sigue que lim(t,) = g(t), con lo que concluimos que g es
continua,

En segundo término, notamos que para toda ¢t € [ se tiene que K = KUK C
oy (£) Uas(s,} = g{t), de modo que K C L para toda L € Img.

Sabemos que g(f0,1]) es un espacio de Hausdorff debido a que éste es un
subespacio de C(X), el cual es métrico. También se tiene que g([0,1]) es no
degenerado (ya que g(0) = B # A = g(1)).

Ahora mostraremos que la funcién g es monétona y, puesto que g{[0, 1]} es un

espacio Hausdorff y no degenerado, concluiremos que g([0, 1) es un arco (Teorema
1.21).

Para esto, primero mostraremos que si g(t;) = g(f2),con t1 y tp € [0,1],
entonces se cumple que g(t) = g{t,) para toda t € [t1, ;). Sea t € [t1,1,], entonces
se tiene que o {t))Uaz(s;, ) = a1(t2}Uas(s,,). Ademds se tiene, por ser a; un arco
ordenado, que a;{t;) C ai(t) C ai{tz). Si s;;, < s: entonces, por ser o, un arco
ordenado, se tiene que sy, ) C aa(s:). De donde se sigue que o (£ U az(s,,) C
ay(t) U ae(s,) ¥, puesto que los dos tienen el mismo tamarfio (por definicién de s,
¥ 8, ver (1.1)}, se concluye que

g(t1) = an{t1) U aa(sy,) = e (t) U aa(s:) = g(t)

Entonces podemos suponer que s; < s,,. Esto implica que az(8:) C as{sy, ). De
lo cual se sigue que & (t) Uaa(se) C a1 (tz) Uag(sy,) C an(t1) Ueaals, Y Uas(s,,) =
o, (t;) U az(s,, ). De donde se desprende nuevamente que

9(t) = aa(t1) Uaa(sy,) = au(t) U aa(se) = g(ta),

y, por lo tanto, hemos demostrado que g(t) = g(t,) para toda t € [t;, t].

Ahora estamos listos para demostrar que ¢ es una funcién monétona. Supon-
gamos lo contrario. Entonces existe un elemento A € ¢([0, 1]) tal que g71(A4) no
es conexo. Puesto que g~'(A) es compacto, existe un elemento mfnimo #;y un
elemento mdximo ¢, en este conjunto. Ya que g~'(A) es disconexo existe un ele-
mento ¢ € it), ;] tal que ¢ ¢ g~1(A). Por otro lado, puesto que ¢ € [t, ¢z, se sabe
que g(t) = g(t;} = A. Pero esto es una contradiccién ya que t ¢ g~*(A). Puesto
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que esta contradiccién vino de suponer la no monotoneidad de g se concluye la
afirmacién. Por lo tanto, por lo que habiamos dicho antes, concluimos finalmente
que ¢([0,1}) es un arco.

Con esto terminamos la prueba del teorema. o

El siguiente resultado se obtiene ficilmente tomando arcos ordenados.

Teorema 1.23. Sean X un continuo, x una funcién de Whitney para C(X)
y L un subcontinuo de X tal que u(L) < o < 1. Entonces existe un subcontinuo
Mde X tal que L C M y p(M) = t,.

Definicién 1.24. Un arco estrictamente ordenado es un arco ordenado tal
que A(s) & A{t) siempre que s < t.

El siguiente teorema nos garantiza que siempre podemos cbtener un arco es-
trictamente ordenado a partir de un arco ordenado dado.

Teorema 1.25. Sean X un continuo y y una funcién de Whitney para C(X).
Dado un arco ordenado a de A a B en C(X), podemnos encontrar un arco estric-
tamente ordenado de A a B.

Demostracién. Sea « : [0,1] — C(X)un arco ordenado de A a B, donde
ACB,ABeC(X)y A# B. Sea u: C{X) — [0,1] una funcién de Whitney.
Sea v = o({0,1]) € C(X). Dados Cy D € ~, existen s y t € [0,1] tales que C =
a(s)y D = aft). Entonces C ¢ D o D C C, dependiendo desi s <t ot < s5.5i
C # D, entonces C & D o D ¢ C,de manera que u{C) # p(D). Esto prueba que
uly 1y — [0,1] es inyectiva. Ya que 4 es un continuo, }y es un homeomorfismo
en su imagen, la cual tiene que ser de la forma [a,b], con ¢ < b.Dada s € [0, 1],
A = a(0) C afs) C a1} = B, asf que u(A) < p(a(s)) < u{B). Por tanto u{A)es
el minimo y u(B) es el méximo de p{~).

Definimos 3 : [0,1] — + por 8(t) = (u|7)~{a + t(b— a)). Notemos que 8(0) =
() "Ha) = Ay B(1) = (ulv)"'(b) = B. Dados s < ten{0,1],a+s{b~a) < a+
{5 a), ast que u(B(5)) = a-+s(b—a) < a-+t(b—a) = n(B(z)). Yaque A(s), Alz) €
7, debemos tener que (s) C A(t) o A(t) C A(s) ¥, como u(B(s)) < w(B(1),
concluimos que B(s) ¢ A(t). Por tanto 8 es un arco estrictamente ordenado de A
a B. De esta forma terminamos la prueba del teorema.

Hacemos notar que en la prueba del anterior teorema no usamos esencialmente
que el arco ordenado o ewstuviera contenido en C(X), lo que nos lleva a decir
que la misma demostracién sirve para el hiperespacio 2X.
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Observacién 1.26. En lo que resta del presente trabajo supondremos que
todos los arcos ordenados son estrictamente ordenados.

Teorema 1.27. Sean X un continuo y g una cualquier funcién de Whitney
para C(X), entonces se tiene lo siguiente:
(a) #~1(t) es un conjunto no degenerado para cada 0 < ¢ < 1,
(b) para toda t € [0, 1], se tiene que Ju~1(t) = X,
(c) para toda A € p~([t, 1)) se tiene que J{(C(A)Nu~i(t}) = A

Demostracién. Probaremos (a). Si ¢t = 0. Entonces, {p} € p~(t) para todo
p € X.Puesto que X no es degenerado, concluimos que u~}{t) tampoco lo es.
Supongamos que 0 < ¢ < 1. Sea A € p~}(t). Como u(A) = ¢, existe un elemento
z € X\A. Por el Teorema 1.16 existe un arco 8 de {z} a X. Debido a que {z} €
C{X}, B estd contenido en C(X'). De manera que podemos considerar la funcién
pof: C(X) — [0,1]. Por la continuidad tanto de i como de 3, po 3 es continua.
Ademas observamos que x(8(0)) = p{{x}) =0y u(f(1)) = u(X) = 1. Entonces,
por el Teorema del Valor Intermedio, existe s € [0, 1] tal que u(8(s)) = ¢. Pero
esto implica que 8(s) € u~'(t). Ademds, puesto que = € §(s)}\A, concluimos que
B(s) # Ay, por lo tanto, u~'(t) tiene al menos dos elementos.

Ahora mostraremos (b). Puesto que | J z~'(¢} C X, es suficiente con demostrar
que X C {Jp!(t). Sea z € X. Entonces, por el Teorema 1.16., existe un arco
ordenado 8 de {z} a X en 2X. Consideremos ahora la funcién po 8 :— [0,1].
Por un argumento similar al del parrafo anterior se sigue la existencia de un valor
s € [0,1} tal que B(s) € u~!(t), y como z € ((s), concluimos que z € |Ju~1(1).
Con lo cual probamos que |Ju~!(t) = X

Por iltimo, veremos el inciso (¢}. Supongamos que A € p~!([t, 1}). Recordemos
que esto implica que u{A) > t. Notemos que C(A) N u~1(t) = {B € C(X) :
BcC AyuB) =1t} = {B e CA): uB) =t} = (uC(A)(t). Por (b),

U(e{C(A)) () = A. De manera que | J C(A)Nu~}(t) = A. Con esto terminamos
la prueba del teorema.

Conjuntos irreducibles.
Para terminar esta seccién citamos un resultado que habla de la irreducibilidad

en niveles de Whitney y el cual reultard vital para la demostracién del Teorema
2.1.8.
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Definicién 1.28. Un continuo Z es irreducible si existen dos puntos pyqg € Z
tales que ningitin subcontinuo propio de Z contiene a p y a q.

Teorema 1.29 ([22, Teorema 14.73.2]). Sean X un continuo y x una funcién

de Whitney para C{X). Supongamos que p~'(#) es irreducible para alguna t, €
[0, 1] entonces | JS # X para todo subcontinuo propio S de p™}(to).
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“... En algiin lugar de la bahja de Népoles se observé a un caracol marino comin que
llevaba adherido permanentemente a su superficie ventral, cerca de su boca, un pequefio
parisito degenerado, en forma de medusa. E! parisito adherido, aunque en apariencia tan
especializado como para haber renunciado a vivir por si mismo conservaba, sin embargo su
aptitud reproductora, pues se encontraron abundantes descendientes suyos en ciertas
estaciones del afio. Estos descendientes viven libremente arrastrados a la deriva en las
aguas superiores, crecen adecuada y sorprendentemente y, por Gltimo, se convierten en
hermosas medusas normales completamente desarrolladas. Entre tanto, el gastrépodo
produce larvas y éstas también crecen normalmente, aunque no por mucho tiempo.
Mientras son aiin pequeiisimas, las atrapan los tenticulos de las medusas, quien después
las absorbe en su cuerpo en forma de sombrilla. A primera vista se creeria que las medusas
son entonces los depredadores, que vengan humillaciones anteriores, y que los caracoles
son la presa. Pero no. Pronto, los caracoles indigeridos e insaciables, empiezan a comer,
ramoneando primero en los conductos radiales, luego en el borde y, finalmente en los
tentdculos, hasta reducir la sustancia de la medusa, poco a poco comida por el caracol,
mientras que éste aumenta de tamaiio correspondientemente. Al final la disposicién regresa
a la primera escena, con el nudibranquio completamente desarrollado sin que de la medusa
haya quedado algo mds que un redondeado resto venturosamente reducido, adherido a la
piel del caracol, cerca de su boca.”

La medusa y el caracol

Lewis Thomas



CAPITULO 2

HIPERESPACIOS LOCALMENTE PLANOS EN LA

CUSPIDE.
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2.1. CARACTERIZACION A TRAVES DE NIVELES DE WHIT-
NEY.

En esta seccién veremos la relacion entre la existencia de vecindades alrededor
de X en C(X), homeomorfas a un disco, y la existencia de niveles de Whitney
homeomorfos a un intervalo o a un circulo.

Primero, damos la definicién formal de lo que entenderemos por un hiperes-
pacio localmente plano en la cispide.

Definicién 2.1.0. Seaz X un continuo. Decimos que C{X) es localmente
plano en la cispide si C(X) contiene una vecindad U/ alrededor de X la cual es
homeomorfa a una 2-celda.

Observacién 2.1.1. Sea u : C(X) — [0,1] una funcién de Whitney. Para
cada t € [0,1] consideremos la funcién a,, : C{u=1(t)) — u~1({t,1]) definida
como 7, ,(A) =|J A. Esdecir, o, , es la restriccién de la funcién unién {J : 22 —
2X al conjunto C{~1(¢}). Por el Teorema 1.14. sabemos que | es continua y, por
tanto, oy , lo es. Por [22, Teorema 14.73.8.], sabemos que Imo,, = u~!([¢,1]).

Cuando no haya posibilidad de confusién escribiremos ¢ en lugar de o ,. La
figura 1 muestra un esquema de la funcién o, , :

Lema 2.1.2. Sean X un continuo y g una funcién de Whitney para C(X).
Supongamos que existe ¢ € [0,1) tal que g~'(t) es homeomorfo a un intervalo o a
un circulo. Entonces para la funcién o = g, , se cumple lo siguiente:

a) para todo A € ™' ([t,1)), se tiene que 071 (A} = {u~1(¢) NC(A)}.
b) la funcién o es inyectiva en A = o~* (™! ([t,1})) . Es decir, ¢ es inyectiva en
el conjunto de los elementos de C(z~'(¢)) cuya unién es diferente de X.

Demostracién. A continuacién mostraremos el inciso a).

Por el Teorema 1.27.(c), sabemos que o (u~(t) N C(A4)) = A y, por lo tanto,
w={t) N C(A) € o1 (A). Mostraremos que p~'(t) N C{A) es el iinico elemento de
2 que, bajo o, va a dar a A. Supongamos que existe 4 € A = o~ (71 ([t, 1)) tal
que a{A) = A. Mostraremos que A = p~!(t) N C(A), para lo cual consideramos
dos casos:

i) p(4) =t .
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En este caso observamos que para cada D € A se tiene que D C o{A) = Ay,
puesto que £ < u(D) < u(A) = ¢, concluimos que D = A. Lo anterior implica que
A C {A}. Por tanto A = {A} = u~1(t) N C(A).

i) u(A) > t.

Hagamos u, = p|C(A). Observamos que uy'(t) = p~!(t) N C(A). En primer
lugar mostraremos que, para todo subcontinuo propio S de uy'(t), se tiene que
o{S) # A. Puesto que p, es una funcién de Whitney para C(A4) y t < u(A)
tenemos, por el Teorema 1.27.(a), que u7'(t) = u~'(t) N C(A) es un subcontinuo
propio no degenerado de u~'(t) (ya que es un nivel de Whitney con respecto a u, ).
Por tanto, puesto que u~!(t) es homeomorfo a un arco o a un cfrculo, uy*(t) es
homeomorfo a un arco. De esto se sigue que ;' (t) es un subcontinuo irreducible.
De acuerdo con el Teorema 1.29, esto implica que para todo subcontinuo propio
S de py’(t) se tiene que US # A.

Dada D € A, D C o(A) = A. De manera que A C uy}(t). Por tanto A es un
subcontinuo de u;(£) tal que 6(A) = A, y como esto no lo puede hacer ningin
subcontinuo propio, concluimos que A = u7'(t).

De los incisos 7} e ii), llegamos a que A = u~'(t) N C(A4). Concluyendo
finalmente que o~!(A)} = {u~}(t) N C(A)} para todo A € p~ ([t, 1)).

Inciso b).
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Sean A € I {[t,1)) y Ay B e A = o7 (u~([t,1))) tales que o(A4) =
o(B) =A.

Por el inciso a) tenemos que o~1(A) = {u~1(¢) N C(A)} y, por tanto, tenemos
que

A = p Y (t) N C(A) = B. Concluimos que o es inyectiva en o= {u~ ([t, 1))).
o

Antes de continuar con nuestra exposicidn, acordaremos con el lector que un
arco significard un espacio homeomorfo al segmento [0.1] ¥ un efreulo significard
una curva cerrada simple o un espacio homeomorfo al circulo unitario S'.

Establecido el acuerdo anterior. probaremos que si algiin nivel del hiperespacio
C(X) es un arco o un cfrculo entonces los niveles por “arriba” de éste heredan
esta propiedad. Para tal propdsito introducimos dos conceptos que sirven para
decidir cudndo un subconjunto de C{X} es un nivel de Whitney.

Definicion 2.1.3. Un arco ordenado grande (a.0.9.) es un arco ordenado o
en C(X) tal que Na € Fi(X)} y Ua = X. (véase figura 2)
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Definicién 2.1.4. Un subconjunto £ de C(X) es una anticadena si dados A
y Ben £, con A C B, entonces se tiene que A = B.

A. Illanes probé que si un subconjunto £ de C(X)}—({ X }UF1(X)} es compacto,
anticadena e intersecta a todo a.0.g. en C(X) entonces es un nivel de Whitney
para C{X) {[14, Teorema 1.2]).

Teorema 2.1.5. Sea X un continuo tal que tiene un nivel de Whitney u~}(t)
el cual es un arco o un cfrculo para alguna ty € [0,1) . Entonces 1 *(t) es un arco
o un circulo, respectivamente, para toda t € (fg, 1).

Demostracién. Sea t € (to,1). Hagamos M = o~} (u~!(t)), donde ¢ = a4,
fue definida en 2.1.1.

Por el Lema 2.1.2.(b} y puesto que 9 es la imagen inversa de u~!(t) bajo o,
o|on es un homeomorfismo entre M y u~*(t) (ya que oy es una funcién continua
y biyectiva del compacto 90 en el espacio Hausdorff p~1(t), [25, Teorema 17.14]).

Utilizando el resultado que acabamos de mencionar de A. Illanes, mostraremos
que 9 es un nivel de Whitney de C(u""(%)). Puesto que los niveles de Whitney
de C(u~(to)) son arcos o circulos [22, Teoremas 14.6 y 14.7], concluiremos que
91 es un arco o un circulo y en consecuencia p~(t) lo serd.

Debido a que t € (tg, 1)y a que o{u~{tp)} = X y o({A}) = A € u~'(t,) para
toda A € p~(¢g), tenemos que M es un subconjunto de C(u (o) \({z (ta)} U
Fi(p~(to))). A continuacién demostraremos que 9 es un subconjunto compacto,
es una anticadena e intersecta a todo arco ordenado grande de C(u~(ty)) y por
tanto es un nivel de Whitney de éste.

En primer lugar probaremos que 9t es una anticadena.

Sean Ay B € M. Sean A =0(A) y B=0(B). Entonces Ay Be u~}(t) C
27 ({ta,1)) . Por el Lema 2.1.2.(a) tenemos que A € o H(A) = {{t)NC(A)} y
Beo(B) = {u () NC(B)}.

Por tanto A = p~1(t) N C(A) y B = p~'(t) N C(B). Supongamos que A C B.
Entonces o(A) C o(B). Es decir A C B. Puesto que Ay B € u!(t) tenemos
que A = B y por tanto A = B. Con lo anterior queda probado que 91 es una
anticadena.

En seguida demostraremos que 91 intersecta a cada arco ordenado grande
(a.0.g.) de C(p (ko).

Sea o un a.o.g. de C(p'(tp)). Puesto que N € Fy(x'(t0)), entonces
o{Na) € ptty). Debido a que Ua = 17 '(tg), tenemos que o(Ua) = X. De
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modo que p(o(Na)} = to y u{e(Ua)) = 1. Entonces, por la conexidad de a,
existe £ € o tal que p{o(E))) = t. Por tanto E € o~*(p~*(t})) = M. Con lo
anterior concluimos que ¢ intersecta a 9 .

Finalmente, puesto que 9% es la imagen inversa bajo una funcién continua de

un subconjunto cerrado, tenemos que 91 es un cerrado de C{x"'(ty)) y, por tanto,
compacto. De esta forma finalizamos la prueba del teorema. g

En lo que sigue desarrollaremos el modelo del hiperespacio del cfrculo 5!, el
cual nos serd de gran utilidad para probar que si el hiperespacio C{X) de un
continuo X tiene un nivel de Whitney homeomorfo a un efreulo entonces la parte
del hiperespacio C(X) que queda por “arriba” del nivel es homeomorfa al disco
D.

Consideremos el cfrculo unitario S* centrado en el origen del plano Euclidiano.
Se sabe que cada subcontinue propio C de S! es un arco determinado por su punto
medio m¢ y su longitud I{C), donde 0 < [(C) < 2. Sea D el disco unitario.
Consideremos las coordenadas polares en el plano cartesiano. Entonces dado un
punto p € R?, éste queda determinado por la pareja (a(p),7(p)), donde a(p) es el
dngulo que hay entre el eje polar y la lfnea que pasa por & = (0,0) y el punto p,
y r{p) denota la distancia entre 8y p. Definimos la funcién k : C(S') — D dada
por

a, siC =38!
h(C) = { (a(mg), 1 — [(C)/27), siC+# &

Se puede demostrar que h es un homeomorfismo entre C(8')y D, lo cual nos
dice que el disco unitario D es un modelo para el hiperespacio C(8!).

Lema 2.1.6. El homeomorfismo A : C(S') -+ D tiene las siguientes propiedades:
a) h(F(SY)) = 51,

b) para toda 7 € D y todo par de mimeros s y t, con § < 5 £t < 1, se tiene que
hY(tp) C h~*(sP). (véase figura 3)

Demostracién. Demostraremos el inciso a). Sea {#} € F1(S!). Entonces se
tiene que A{({P}) = (a(p),1 — I({p})/27) = (a(p),1) € S! (ya que este elemento
tiene longitud cero). Por lo tanto h(F(5")) C 5. Sea g € S'. Entonces su forma
polar es ¢ = (a(g),7(g)). Puesto que g € S, se tiene que 7{g) = 1. Consideremos

el elemento {g} € Fi(S"). h{{q}) = (a(miy),1 - I({g})/27)) = (a(q),1) = ¢.
Con esto demostramos que S? C h(F1(S?)) y, por lo tanto, que A(Fi(S*)) = S
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i  Figura3

Para demostrar el inciso b) procedemos como sigue. Sea § € D y tomamos
un par de mimeros s y £, con 0 < s <t < 1. Si p = & entonces se tiene que
sp = tfi = 6y, por lo tanto, que A~ (tp) = S! = h~!(sp). De manera que podemos
suponer que g # 0. '

Puesto que 0 < s £ ¢ < 1, se tiene 0 < r(s5) < r{tF) < 1. Ademds, puesto
que k es una funcién suprayectiva, existen arcos propios C y C* tales que h{C) =
(a(sp), r(sp)} ¥y h(C*) = (aftp),r(tF)). De lo anterior y de la definicién de h, se
tiene que 1 — {{C)/27 < 1 —{(C*)/2xry, por lo tanto, que I(C) > {(C*). Puesto
que a(sp) = a(tp),-concluimos que C* C C. Es decir, h™(tp) € h™(sp), que es
lo que querfamos demostrar. ¢

Observacioén 2.1.7. Sea X un continuo. Supongamos que el hiperespacio
C{X) tiene un nivel 2~!(t) homeomorfo al cfrculo unitario S'. Denotemos a este
homeomorfismo por:

o) —» S
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y sea
@ Cu'(t)) = C(S")

el homeomorfismo inducido por ¢ del hiperespacio C(u~!(t)) al hiperespacio del
circulo C(S"), el cual estd definido como p*(A) = {p(A): A € A} para cada
A € C{u~'(t)). Entonces, usando el homeomorfismo h : C(S") — D, el cual se
definié previo al Lema 2.1.6, obtenemos e} homeomorfismo:

¢=hog" :Cu'(t)) » D
que va del hiperespacio del nivel u~'(¢) al disco unitario D.

Puesto que ¢* es un homeomorfismo tal que ¢*(F) (™1 (t))} = Fi(S?), mostra-
remos que ¢ conserva las propiedades del Lema 2.1.6. A saber:
a) $(F (1)) = S, |
b) para toda § € D y todo par de nimeros s y ¢, con 0 £ s <1 £ 1 se tiene que
¢ (tp) C 7' (sP).

Para comprobar el inciso a}, hacemos lo siguiente: aplicamos ¢ a Fy(u~1(t)),
a saber, $(Fi(u™1(8) = ho @ (R(r71(t)) = A" (R(uT1(1) = h(F(S))(
esta 1ltima igualdad se debe a que ¢" es un hemeomorfismo entre C(u~'(t)) y
C(8)). Como h{F1(S')) = &', concluimos que ¢(F(u'(t)) = S. Para mostrar
el inciso b), sean § € D y s y t en [0,1] (supondremos que s y t son mayores
que cero, si alguno de los dos es cero el resultado se sigue inmediatamente). El
inciso b) se obtiene facilmente a partir de saber que si un conjunto contiene a otro
entonces sus imégenes inversas bajo cualquier funcién preservan dicha contencién.

En las pdginas siguientes mostraremos que si C{X) tiene un nivel homeomorfo
a un intervalo o a un circulo entonces C(X) es localmente plano cn la cispide (ver
la Definicién 2.1.0).

Teorema 2.1.8. Sean X un continuo y ¢ una funcién de Whitney para C(X).
Supongamos que existe ¢ € [0,1) tal que p~!(t) es un arco. Entonces p~! ([t,1])

es homeomorfo al disco unitario D

Demostracién. Sea ¢ = o, como se definié en 2.1.1. Por 2.1.1, sabemos
que o es un funcién continua de C(u~'(t)) sobre u~*(jt,1]}. Ademss, sabemos
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que ¢ es una funcién inyectiva en A = u7*([t, 1)) (Lema 2.1.2.(b)).. Entonces
basta demastrar que o~ (X) = {#~*(t)} para concluir que ¢ es inyectiva en todo
Clu~{t)). .

Por el Lema 1.27.(b), se tiene que o(u~*(t)) = X. Puesto que (t) es home-
omorfo a un intervalo, p~1(t) es irreducible. Esto implica que para todo sub-
continuo propio S de u~1(t) se tiene que o(S) # X (Teorema 1.29). Lo anterior
implica que para tado S € C(u~(t))\ {11(t)} se tiene que o(5) # X y, por lo
tanto, concluimos que o~ {X) = {p~'(t)}.

Entonces tenemos que o es una funcién continua, sobre y inyectiva y, por lo
tanto, ¢ es un homeomorfismo entre C{p'{(t}) y p~'([t, 1]). Finalmente, como
p1(t) es homeomorfo & un intervalo, entonces C(u~(t)) es una 2-celda ([22,
Ejemplo 0.54.]). De todo lo cual concluimos que u#~*([t,1}) también es una 2-
celda. g

Teorema 2.1.9. Sean X un continuo y s una funcién de Whitney para C(X).
Supongamos que existe ¢ € [0, 1) tal que u~(t) es un cfrculo. Entonces p~?! ({t, 1]}
es homeomorfo al disco unitario D.

Demostracién. Sea ® = C{u~'(t)). De acuerdo con la Observacién 2.1.7,
existe un homeomorfismo ¢ : © - D, donde D es el disco unitaric en R2, tal
que ¢(Fi(p7'(t))) = S, ¢(u~(t)) =6 ysipe Dy0 <s<r <1 entonces
¢~ (rp) C ¢ (sh).

Definimos ¢ : © — D por ¢{A) = (1_“&1(55&11) #(.A), para toda A € D, donde
o es la funcidn unién restringida a ©. Vamos a probar algunas propiedades de ¢ :

(a) En efecto, el contradominio de 3 es D.

Si A € D entonces t < u(a(A)) < 1, asf que ¥(A) es un elemento de D
multiplicado por un nimero entre 0 y 1, de manera que ¥(A) € D.

{b) % es continua.

Esto se sigue del hecho de que % es una funcién construida a partir del producto
y composicién de funciones continuas.

(c) %' (8) = o7 (X).
Dada A € 47'(5), (1—-4:‘&‘11) #(A) = 5, entonces u(a(A4)) = 1 0 ¢(A) = 6. De

modo que o(A) = X 0 A = u~}(tp). En los dos casos A € ¢~!(X). Ahora tomemos
A € a~1(X), entonces p(o(A)) = 1, de manera que ¥(.A) = a.
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(d) si A € D\ (5) entonces P H(¥(A) = {A}

Supongamos que B € v (¥(A) y que B # A. Sean p = ¢(A), = ¢(B),
a= —'ﬂﬂ’-ﬂ —:ﬁif-@l Entonces ap = bg. St a = 0 entonces ¥{A) = 3. Lo
cual es contra.rlo alo que aupummos Esto prueba que a > 0. Similarmente b > 0.

Entonces 2§ = §. Si § = § entonces $(A) = $(B), de manera que A=58lo
cual es contrario a nuestra suposicién. De manera que § # ¢. 5i a = b, llegamos
a que p = §, lo que es absurdo. Por tanto a # b.

Si a < b entonces —u(a(A)) < —p(o(B)) y A= ¢7'(7) C $71(2h) = 7'(2) =
B. De modo que p(a(B)) < u(e(A)) y (A} C o(B) Lo cual es a.bsurdo.

Si b < a entonces —p(0(B)) < —u(a(A) y B=¢7() = ¢(5p) C 67(5) =
A. De modo que p(o(A)) < u(a(B)) y o(B) C o(A). Lo cual también es un
absurdo,

Puesto que todo vino de suponer que B # A se concluye la afirmacidn.

(@ v (@) NF () = 0.

Supongamos que existe A € ™8 N Fi{z"(t)). Entonces A es de la forma
A = {A}, donde A € u~'(t). Entonces o(A) = A # X. Pero por (c) o{A) =
lo que es absurdo. Con esto probamos el inciso (e).

() w|F{p=1(t)) : Fi{p"(t)) — 5" es un homeomorfismo.

Dada A € Fy(p~!(t)), existe A € u~(t) tal que A = {A} . Entonces ¢(A) € §*
y ul{o(A)) = u(A) = t. De manera que ¥(A) = ¢(.A) € S'. Esto muestra que

W (F(p~i(t))) C 8. Dada p € 5?, existe A € Fy(u~!(t)) tal que ¢(A) = 5. De

modo que ¥{A) = ¢(A) = p. Esto muestra que S* C ¥ (Fy{p~(t))). De lo cual
se tiene que ¥ (F(u 1(t))) =S

Dada A € Fy(u='(t)), por (e), A ¢ ¥7'(3). Por (d), v~ (¥(A)) = {A}. De
aqui que ¢|F {2 (t)) es inyectiva. Como Fy(u~'(t}) es compacto, concluimoes que
Y| Fy(u () : Fi(p~1(t)) — S! es un homeomorfismo.

(g) % es suprayectiva.

En la prueba de (f) vimos que, dada p € S?, existe A € Fy{u~1(t}) tal que
H(A) = ¢(A) = p. Entonces ¢(¢™'(9)) = {p}, para toda p € S'. De manera que
pod™!: D — D es una funcién continua que es la identidad en S!. Supongamos
que 1 no es una funcién suprayectiva. Entonces existe un punto § € D\ Im(3).
Esto implica, puesto que la imagen de ¥ contiene a S! (inciso (f)), que 7 ¢ S*.
Entonces construimos la proyeccién radial. g : D\ {g} — S, la cual es una funcién
continua y resulta ser la identidad en S'. Entonces la funcién gotpo¢™ : D — D
es una funcién bien definida, continua y es la identidad en S*. Es decir, got o™
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es una retraccién de D en §'. Pero esto contradice el Teorema de Brouwer ([25,
Teorema 34.5.]). Por lo tanto la funcién 3 es suprayectiva.

Ya tenemos las herramientas necesarias para probar la afirmacién del teorema.
Consideremos el siguiente diagrama:

D5 a1
Pl
D

Observamos que o y ¥ son [unciones continuas, suprayectivas, con dominio
compacto y cuyo respectivo contradominio es Hausdorfi. Por tanto ambas son
funciones cerradas y, en consecuencia, identificaciones.

A continuacién veremos que cada una de las funciones o y i preserva las fibras
de la otra.

Sea A € D. Si o(A4) # X, por el Lema 2.1.2.(b), 07(c(A)) = {A4}. De
manera que ¥(¢~'(¢(.4))) es un conjunto de un solo elemento {¥(.A)). Si o(A)
= X entonces o' (o(A4)) = o7'(X). De donde se sigue, por el inciso (c}, que
Yo Ho(A)) = ¥(c™ (X)) = ¥(¥~'(8)) = {56}, que también es un conjunto de
un solo elemento. Por tanto 3 preserva las fibras de o. La demostracién de que o
preserva las fibras de 1 es similar y se puede hacer usando los incisos (c) y (d).

Por el Teorema de la Transgresion ([8, Teorema 3.2., pdg. 123]), la funcién
h: D — ufto,1]), dada por A(f) = el tnico punto en o(y~'(p)) es continua.
De la misma manera, la funcién f : u='([te,1]) — D, dada por f(A) = el tinico
punto en ¥{c~1(A4)), es continua. Entonces, dada p € D, f{h(p)) es el tnico
punto en %o~ (e{x" (5))) D ¥~ () = {p}. Esto muestra que fo h es la
identidad en D. Similarmente o f es la identidad en u~2([to, 1}). Por tanto hy f
son homeomorfismos.

De todo lo anterior concluimos que D es homeomorfo a p~Y([tg, 1]. o

Corolario 2.1.10. Sean X un continuo y x4 una funcién de Whitney para
C(X). Supongamos que existe t € {0,1) tal que u~'(t) es un arco un circulo.
Entonces p~* ([¢, 1])- es homeomorfo al disco unitario D.
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Maés adelante veremos que la implicacién inversa a la del Corolario 2.1.10. es
cierta. Antes de esto, estudiaremos condiciones a partir de las cuales podamos
inferir que el hiperespacio C(X) del continuo X es localmente plano.

2.2. CARACTERIZACION COMBINATORIA.

El resultado principal de esta seccién tiene que ver con las propiedades combi-
natorias que debe tener el continuo X para que su hiperespacio tenga una vecindad
homeomorfa a una 2-celda alrededor de la cuspide (ver pag. 2).

Un concepto que juega un papel importante en €l andlisis siguiente es el de
terminalidad, por lo que daremos su definicién formal.

Definicién 2.2.0. Sean A y B dos subcontinuos de un continuo X tales
que A C B. Entonces A es terminal con respecto a B si para cualquier par de

subconjuntos K y L de B, talesque A C Ky A C L, entonces se tieneque L C K
oK CL.

A continuacién describimos las propiedades combinatorias que requerimos de
un continuo X para que su hiperespacio sea localmente plano en su ciispide. La
siguiente definicién fue dada por Krasinkiewicz y Nadler en [18, Teorema 5.3]. En
ese articulo cllos proebaron que para un continuo pseudolineal, todos los niveles de
Whitney, cuyos elementos tienen medida cercana a la del continuo, son arcos.

Definicién 2.2.1. Un continuo X es pseudolineal si existen dos subcontinuos
propios X; y X; de X tales que:
A) X = X; U Xg,
B) Y = X) N X, es un subcontinuo de X,
C)} Y es terminal con respecto a X1 y X,

D) para todo subcontinuo L de X tal que L\X; # @ y L\ X, # 0, se cumple que
YcCL.

En las figuras 4 y 5 se muestran dos ejemplos de espacios pseudolineales.
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Figufa 4
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Definicién 2.2.2. Un continuo X es pseudocircular si existen dos subcontin-
uos propios X; y X; de X tales que:

A) X = X] U Xg,

B) X, N X, tiene exactamente dos componentes K7 y Ko, ‘

C) las componentes K; y K, son terminales con respecto a los subcontinuos X;
¥ X?s

D) FT(X]) = FT‘(XQ) = K] U K‘z,

E) para todo subcontinuo L de X tal que LN K, # By LN K, # @, se tiene que
XicLoXaC L,

F} existe € > 0 tal que para todo subcontinuo L de X tal que X C N(e, L), se
tieneque K; C Lo Ko C L.

En las figuras 6 y 7 se muestran dos ejemplos de espacios pseudocirculares.

En Ias pdginas siguientes estableceremos los resultados necesarios para mostrar
que si un continuo X es pseudolineal o pseudocircular entonces su hiperespacio
C(X) tiene un nivel que es un segmento o un circulo. De donde se seguird, por el
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Corolario 2.1.10 de la seccién anterior, que C(X) tiene una vecindad homeomorfa
a un disco.

Espacios pseudocirculares

Primero analizaremos el caso cuando X es pseudocircular, para lo cual em-
pezamos demostrando algunos lemas que serdn de utilidad.

Lema 2.2.3. Sean X un continuo pseudocircular y Xi, X3, K; y K2 comoen la
Definicién 2.2.2. Sean p una funcién de Whitney para C{X} y m z{u{X1), u(X2)} <
t < p(X). Entonces existen subcontinuos unicos L; y La de X tales que:

a) KiCLCXo, KaC Lo C Xy,
b) ,U.(}/l) =t=].t(Y2), dondeYl =X1UL1 y1/2=.X2UL2,

) #Y,,
d) Lan2=ﬂ: LinKlzﬂa
e) L10L2=@,

£)YinYy = LU Ly,
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g} si M € C(X) es tal que M\ X, #0 y M\ X, # 0 entonces se cumple que
0 #£ Fru(M N X)) C Fr(X,)

Y

8 # Fru(M N X3) C Fr(Xs),

h) FriiyC Ko ULy y Fr(Ys) C KLU Ly
i) (¢} contiene un circulo.

Demostracién. Construiremnos Ly, la construccién de L; es similar.

Puesto que K es un subcontinuo propio de X, existe un arco ordenado oy
de K;a X, (Teorema 1.16). Consideremos la funcién A : [0, 1] — C(X}, definida
por h(s} = X; U e (s), para s € {0,1].

En efecto, debido a que A{0) = X; U, (0) = X, UK = X; € C{X), la imagen
de h, estd contenida en C({X) (Teorema 1.19). Por el Teorema 1.4, k resulta ser
continua. De lo cual se sigue que la funcién g = poh : [0,1] — [0,1] es continua.

Al evaluar Ia funcién g en 0 y 1 observamos que

g(0) = p(h(0)) = u(X1 U n(0)) = (X1 U K} = u(X1),
g(1) = p(h(1)) = (X, U ay(1)) = u(X) U X3} = u(X).

Puesto que p{X;) < t < p(X), existe un valor 5; € (0,1) tal que g(s;} =t
(Teorema del Valor Intermedio). Es decir, existe s; € (0,1} tal que u(h{s,}) = ¢.
Hagamos L, = a1(51) ysea Y] = A{s;) = X,UL,;. Porla forma en que estd definida
h,Y) resuita ser un subcontinuo de X. Ademss se tiene que p(Y;) = u(h(s,)) =t.
De manera similar sc obtienen los subcontinues L; y Y2 = X, U Ly. Mostraremos
que Ly, Y, Lo y Y, satisfacen las propiedades requeridas.

a) Por construccién, se tienen las contenciones Ky C Ly C X,y Ko € Ly € X,

b) También por construccién, tenemos que ¥ = X1 ULy, Yo = Xo U La y
u(Y1) = p(Y2) =t

¢) A continuacién demostraremos que Y; # Ya.

Supongamos que ocurre lo contrarie. Esto implica que X; ULy C XoU L. Sea
z € X1\ Xz. Por la contencién anterior, tenemos que z € Ly. De donde se sigue que
X\X, C L2 3, por Jo tanto, que X = X, UXy; = (X1)\X)UX, C L, UX,; =Y,
Lo que implica finalmente que t < p{X) = u(Y2) = ¢, que es evidentemente un
absurdo. Este absurdo muestra que Y] # Ya.
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d) Lanz =@, LgnKl = 0.

Supongamos que L, N K; # . Esto implica, debido a que Ky C I, que
X1 € Ly o X; C L) (Definicién 2.2.2.(E)). Puesto que L) C X5 y Xi\ X2 # 0,
tenemos que la contencién X; C L, no ocurre. Por lo tanto, tenemos que X, C L;.
Ademss, sabemos que L, C X,, de donde se concluye que Xz = L. Pero esto
implicaque Y, = X, UL = X UX; = X. Asiquet = pu(lj) = u(Xy) >t Lo
cual es un contradiccién. Par lo tanto, concluimos que L, M K3 = §. De manera
similar se prueba que L, N K; = .

e) Lin L, = 9.

Supongamos lo contrario, y hagamos N = L; U Lp. Como K, y K, estdn
contenidos en N, por 2.2.2.(E), tenemos que X; C N o X, C N. Supongamos
que X} C N = L, U L,. Entonces, puesto que X; NL; = K; {yaque X, NL C
.Xl I"ng = K] UK2 y Lanz =0), tenemos que X] C K]ULQ. Pero K1UL2 C
X1, lo que nos lleva a que X; = K U Ly. Puesto que K N L, = @, concluimos que
X, es disconexo, lo cual contradice el que X, es un subcontinuo de X. De manera
similar se prueba que X, C N tampoco puede suceder. Por lo tanto, concluimos
que Ly N Ly = 1.

fyYinYa= LU L,.

Para demostrar lo anterior fijémonos en las siguientes identidades.

in, = (XiuLl)n(XaULy)
(X] N Xz) U (L1 N Xz)
u
(XiN L) U (L1 N Ly)
(K1 U KU L) ULy U ( inciso e)
L;ULQ

I

Con lo anterior probamos, ademds, que Y, NY; # 0.

g) Sea M € C(X) tal que M\X; # 0 y M\ X2 # 0. Entonces @ # Fry(Mn
X)) C FriXi)y 0 # Frau(M N X,) C Fr(X;).

Puesto que M\ X; # 9, se tiene que M N X; # M y, por tanto, que

Fry(Mn X)) # @ (st Fry(M N X,) =0, entonces M N X, resultarfa ser un
subconjunto abierto y cerrado de M, el cual es conexo y, por lo tanto, llegarfamos
aque MNX; =00 MnNX, = M, contradiciendo el que M\ X; # @ en el primer
caso y el que M N X; # M en el segundo caso).
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La demostracion de que Fry{M N X;) C Fr{X,) es vilida en general. Es
decir, es cierta para cualesquiera subconjuntos M y X, de un espacio topoldgico
y es facil de demostrar.

h) FT(Yl) C KU Ly, FT‘(Yz) C K U L.

Probaremos la primera contencién, la segunda se prueba de manera similar.

Se sabe que Fr(Y:) = Fr(X,U L) C Fr(X,)U Fr{L;). Pero Fr(X;) U
FrilLiyc KyU K, UL, = Ko U Ly. Por lo tanto Fr(Y)) C Ko U L.

i) #~!{t) contiene un cfrculo.

Por los incisos ¢) y f) se tiene que Y; # Yz y Y1NY; # 0. Entonces existen arcos
B, ¥ 0O, contenidos en p~(t)NC(Y1UY2) de Y; a Yay de Y; a Y, respectivamente,
tales que L, C N para toda N € 3, y L2 C M para toda M € §, (Teorema 1.22).

En seguida probaremos que 3, y 3, coinciden sélo en sus extremos y, puesto
que B, y 3, son arcos, concluiremos que 3, U 3, es un circulo en g~1(¢).

Por lo que convenimos en la definicién de arco (Definicién 1.15.), pensemos a
B, y B, como funciones inyectivas de [0,1] en g~ (1) NC(Y1 U Ya).

Sean sp y 79 € {0, 1] tales que 3,(s0) # Y1.8,(s0) # Y2, By(ro) # Y1y Ba(ro) #
Y,. Supongamos que 3,(sg) = B5(ro). De esta suposicién y de las propiedades
de 8, y 3;, tenemos que L, U Ly C B,(sg). Esto implica que Ky N F,(sp) #D v
que Ky N B,(se) # @ v, por lo tanto, que X; C B,{s0) 0 X2 C B,(s0) (2.2.2.E).
Si X, € B,(sq) entonces tenemos que Y7 = X; U L; € 3,(sg). Puesto que Y;
y B (s0) € p~t(t), lo anterior implica que Y; = §,(sg). Pero esto contradice la
eleccién de sg. Por lo tanto X, g B, (s0). Entonces X, C §3,(s0), asf que Yz = XU
Ly C B,(sp). Esto implica que Yz = 8,(so), contradiciendo nuevamente la eleccién
de sq. De lo anterior concluimos que §,(s) # f,(r} para todo par de mimeros
syr € [0,1] tales que §,(s) # Y1,Y2 y By(r) # ¥1,Y2. Con lo que concluimos,
finalmente, que $, U §, es un circulo en u~!(t). De esta forma terminamos la
prueba del inciso i}.

Sélo resta demostrar que Ly y L, son tinicos. Supongamos que existen subcon-
tinuos N; y Nz de X que satisfacen las propiedades enlistadas anteriormente. En
particular NV, y NV, satisfacen los incisos a) y b}, lo que implica que K; € N} C Xo,
KQ C Ng C Xl Y Zl = X] v Nl, Z2 = Xz UNQ, con #(Z]) = u(z'z) = t. Pro-
baremos que Y¥; = Z, la demostracion de que ¥; = Z; es similar. Puesto que
K, C Ny € Xz y K, es terminal con respecto a X,, se tiene que L; C N; o
N, ¢ L. Estoimplica asuvezque ¥ = Xy UL, € XjUN, = Z, o que
Zh= X1 UN, C X,U L, =Y. Puesto que u{Z,) = u{Y;) = ¢, cualquiera de las
dos contenciones anteriores implica que Y; = Z;.
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De lo anterior y el inciso f}, llegamos a que L, ULy = Y1NY; = Ny UN;. Puesto
que LiNN; #0, LoNNy #0 y LyNLy = Ny NN, = § (inciso e)), la conexidad de
Ly, Ly, Ny y N, implica que N} = L, y Ny = L,. Con esto terminamos la prueba
del lema.

A continuacién demostraremos un lema técnico que nos serd de ntilidad en la
discusién de los siguientes resultados.

Lema 2.2.4. Sean X un continuo y g una funcién de Whitney para C(X).
Entonces para toda € > 0, existe to € (0,1) tal que u~!(t) C B#(X), para toda
te fto, 1.

Demostracién. Sea £ > 0. Por el Teorema 1.13 existe 6 > 0 tal que si Ay
B e C(X), AC By u(B) — u(A) <8, entonces H(A, B) < e. Sea t5 € (0,1) tal
que |1—tg| < 8.Sea B € u~'(ty). Puestoque B € X y |u(B)—p(X)| = jto—1] <6,
se tiene que H(B, X) < € y, por tanto, que B € B (X). Como B fue un elemento
arbitrario de u~!(p) concluimos que z~'(tp) C B {X). Finalmente, ya que para
toda t € {tg, 1] se cumple |1 —¢| < [1 — £y] < 8, se concluye, en forma similar, que
g} (t) C BH(X) para toda t € [ty, 1}. Con esto finalizamos la prueba del lema. g

Convencidén 2.2.5. En la exposicién de los siguientes resultados, supon-
dremos que X es pseudocircular ¥ que se tiene una funcién de Whitney u para
C{X). Se tomarén los subcontinuos X, X5, K; y K; de X como en la definicién
2.2.2. Consideraremos un nimero real ¢; tal que m z{u(X,), u(Xa2)}< t;, < 1.
Fijemos t* € (t,1). Tomaremos a los subcontinuos Yy, Ly, Y2 y Ly como en el
Lema 2.2.3 para {*.

Con esto en mente, establecemos los siguientes resultados.

Lema 2.2.6. Sea X un continuo pseudocircular. Entonces existe ¢* € (0, 1),
con t; < t* tal que para toda M € p~(t') se cumple que MNY; y MNY,
tienen a lo méas dos componentes. Ademds, M N X, y M N X, tienen a lo més dos
componentes. En el caso en que M N X;, (i = 1,2) tenga dos componentes, una
de ellas contiene a K y la otra a K.

Demostracién. Sea € como en 2.2.2.(F) Por el Lema 2.2.4 existe ¢; € (0,1)
tal que p~(t) C BH(X) para toda t € |tp,1]. Sea t* € [to,1) tal que ¢, < t*.
Mostraremos que t* cumple lo gue se pide.
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Sea M € p~*(t*). En primer lugar, mostraremos que M NX; y MN X, tienen
a lo mds dos componentes. Especificamente, demostraremos que M N X, tiene a
lo mss dos componentes, la prueba para M N X, es similar.

Puesto que M € B#(X), tenemos que K; C M o K; C M (2.2.2.(F)). Supon-
gamos que K; C M. Entonces K) es un subconjunto conexo de M M X;. De
manera que existe una componente L de M N X, tal que K; C L.

A continuacién mostraremos que M N X, tiene a lo méds dos componentes.
Podemos suponer que M N X, # X, (si M N X, = X, entonces M N X, tendrfa
una sola componente y, por lo tanto, habriamos terminado).

Para mostrar que M N X tiene a lo mds dos componentes bastard probar que
si N es una componente de M N X, y N # L entonces K C N.

Sea N una componente de M N X, diferente de L. Primero mostraremos que
N intersecta a la frontera de X, Efectivamente, puesto que M\ X, # @ (ya que
t* > miz{p(Xy),u{X2)}), setieneque MNX; #Xh yMnX, #0y, por lo
tanto, que Fry (M N X,) # 9. Ya que M N X, es un conjunto cerrado, se sigue del
Teorema. 1.10 que N N{Fry(M 01 X)) # 0. Puesto que Fry(M N X,) C Fr{X)
(Lema. 2.2.3.g), concluimos que N N Fr(X,) # 0.

Debido a que Fr(X)) = K1 UK, (22.2.D) y K, C L, lo anterior implica que
NNK;#® Como Ly N C M, llegamos a que X, € M o X, C M (2.2.2.(E)).
En particular Ky C M. Por tanto K3 es un subconjunto conexo de X; N M que
intersecta a NV, esto implica que K; C N.

De lo anterior concluimos que X; M M tiene a lo méds dos componentes.

De la discusién anterior se desprende que si L y N son dos componentes
diferentes de M N X, entonces una de ellas contiene a K; y la otra a K.

Ahora demostraremos que M NY; y M NY; tienen a lo mds dos componentes.
Como en el caso anterior, sélo demostraremos que M N Y, tiene a lo més dos
componentes. Una prueba similar se puede hacer para M NY;.

81 M C Y) entonces MNY; = M tiene sélo una componente. Podemos suponer
entonces que M € Y).

De la eleccién de £* y ¢ podemos suponer que K; C M para alguna i € {1, 2}
vy, puesto que K C Y7, legamos a que K; € M NY,. Esto implica que existe una
componente @ de M NY; tal que K; C Q.

Supongamos que M NY) tiene m4s de dos componentes. Sean N y R dos
componentes de M N Y; diferentes de Q. Puesto que M N'Y] es un subconjunto
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propio de M, tenemos que # # N N Fry (M NY;) € NN Fr(Y;) (Teorema 1.10).
Por tanto N 1 Fr(Y)) # 0. Similarmente RN Fr(Y,) # 8.

Recordemos que Fr(Y,) € Ky U L; (Lema 2.2.3.(h)). Si NN K; # @, con
J # i, entonces MNX; C MNY;y M N X, intersecta a las componentes Q y N
de M N Y7. Esto implica que M N X, tiene dos componentes ¢}, y N; tales que
@1 CQy Ny C N. Por lo que vimos antes K; C @, y K; € N,. Hemos probado,
por consiguiente, que si N N K; # @, entonces K; C N. Por tanto alguno de los
conjuntos N o R no intersecta a K.

Entonces sélo tenemos que analizar los siguientes casos:

a) K1 CQ, KaC Ny RN(L\K)) #0,
b)KiCQ NNK =0 RNKy =0, NN(L\K1) # 0y RN (L\K) #9,
C) KQCQ,NDK1=Q| RﬂK1=ﬂ, Nﬂ(Ll\Kl)#@an(Ll\Kl)-}é@,

Analicemos la primera situacidn.

Puesto que NN K, # B, se sigue que M N K, # 0. Lo cual significa, por
222(E),que X; C Mo X C M. St X, C M entonces X; C MNY,. Lo que
significa que X, estd contenido en una componente de M NY;. Pero 0 # K C
XinQyP£NnK, C NNX,. Asi que N = Q. Pero esto contradice el que @ y
NV eran componentes diferentes de M N Y;. Supongamos, entonces, que X3 C M.
En particular se tiene que Ly C M y, por tanto, que L; C M N Y]. Puesto que
L, es conexo, debe existir una componente C, de M NYy, tal que L; € C. Como
K, c Qy K, C L, sesigue @ = C. Por otro lado, sabemos que RN {L,\K1) # 9,
de lo cual se sigue que RN C # @. De donde concluimos que R = C = @, que
contradice el hecho de que R y @ eran componentes diferentes de M NY;. Por lo
tanto , esta posibilidad no puede suceder.

Analicemos la segunda y tercera posibilidades al mismo tiempo. Sean -y, y 7,
arcos ordenados de N a M y de R a M, respectivamente. Debido aque Ny R
son cerrados ajenos, existen valores 7g,59 € (0, 1] tales que 4, {ro) N v,(s5) = 0.

Mostraremos que, a partir de «y,(rg) ¥ v,(s0), podemos construir dos subconti-
nuos de X; que contienen a K, pero que no son comparables, lo cual estard
en contradiccién con 2.2.2.(C). Para tal fin mostraremos, en primer lugar, que
T(ENL1 # 0 ¥y %{s)\L1 # 0 para cualesquiera ¢,5 € (0,1]. Probaremos que
11 {(O\L1 # 0 (la prueba de que v,(s)\ L, # B es similar).

Supongamos que existe ¢ € (0,1] tal que v,(¢)\L; = @. Esto implica que
1 (t) € L, € Y;. Debido a que 7,(t) C M, se sigue que v,(¢) C ¥; N M. Puesto
que ~,(t) es conexo y N C ,(t), se sigue que N = -,(t) Pero esto contradice el
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hecho de que v, es estrictamente ordenado. De donde concluimos que v, {¢)\L # @
para toda t € (0, 1].

Ahora, yaque NN (K UK)) =0y RN{KLUK,) =8, Ny RC Xo\X,,
podemos encontrar 2 y 85 € (0, 1] suficientemente pequenas tales que -y, (r2) y
v2(s2) C X,. Hagamos r = min {ro, sq, 72, 52}. Entonces, debido a que v,(r} N
Y2(r) = 8,7, (r\Ly # B, va{r)\L:1 # 0 ¥ 11 (t2) ¥ va(52) C Xz, podemos concluir
que ¥;{(r) U L; y ¥,(r) U L, son dos subcontinuos propios de X, que contienen a
K1 y que no son comparables. Pero esto contradice 2.2.2.(C), de manera que b)
¥ ¢} tampoco se cumplen.

De esta manera comprobamos que las posibilidades a), b) v ¢) no se dan.
Puesto que éstas vinieron de suponer que Y] M M tenfa més de dos componentes,
concluimos que ¥; N M tiene a lo mds dos componentes. Como ¥ y Y, juegan
papeles simétricos, se sigue, también, que YoM M tiene a lo mas dos componentes.
Con lo anterior finalizamos la prueba del lema. o

Lema 2.2.7. Sean X un continuo pseudocircular y t* como en el Lema 2.2.6.
Entonces para toda M € u~(t*) setiecneque Ly C M o L, C M.

Demostracién. Sea M € p~1(¢*). Sabemos que los conjuntos MNY; y MNY;
tienen a lo m4s dos componentes y que Ky C M o K, C M.

Supongamos que K; C M.

Sea R la componente de M MY, que contiene a K. Analicemos primero el
casoen que RN Ky # 0. Por 2228, X, CRoX; CR Asfque Ly CRC Mo
Ly C RC My, con esto, terminamos este caso. Por tanto, podemos suponer que
RNK,=0. Notemos que XyNL; C XoNX; =K UKy, LNK, CL,NL =0
y Ky € XoN Ly, De manera que XaN Lz = Kp v Y2 = X3 U L,. Entonces
Yo\K, = (Ya\X2) U (Y2\L2) y tanto (Y3\X2) como (Yz2\L;) son abiertos en Y,
y ajenocs. Como R C Y3\K;, R es conexo y Ky € RN (Yz2\L2) tenemos que
R C ¥;\Ls C X,. Por lo tanto R C X,.

Puesto que K es un subcontinuo de X, conteniendo a K,y K, C L, tenemos,
por 2.2.2.C,que R C L; o I, C R.Si Ly C R entonces, ya que R C M, tendremos
que L, € M y por tanto habremos terminado.

Supongamos ahora que R C Ly. A continuacién mostraremos que si R es la
tinica compenente de M NY; entonces se debe cumplir que M C Y. Supongamos,
pues, que R es la tnica componente de M NY,. Sea z € M. Esto implica que
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reEMNY,oze MNY; (yaque YUY, = X). Si £ € M NY, entonces, en
particular, estd en Y; que es lo que afirmamos. Si x € M NY; entonces, puesio
que M NY; = R C Ly, tenemos que x € Y;. Concluimos, por tanto, que M C Yi.
Esto implica que t; < t* < p(M) < u(Y1) = t1. Asi que M y Y estdn en p~1(t%)
(ver Convencién 2.2.5.), lo anterior implica que M =Y,, y por tanto que L, C M
que lo que querfamos demostrar.

Ahora, supongamos que M M Y: tiene una componente @ diferente de R.
Demostraremos que @ intersecta la frontera de Xz, que es igual a K; U K. Supon-
gamos que esto no ocurre. Bajo esta suposicién, llegaremos a una contradiccién
mostrando que @ N (Xo\X1) # 8y QN (XH\X2) # 0.

Primero comprobaremos la primera propiedad. Podemos suponer que @ N
(Y2\Y1) # 9. Si ocurriera lo contrario, entonces tendriamos que @ C Y y, por
tanto, (ver Lema. 2.2.6) que

MnY;=RuQcC LyuY, =Y (recordemos que R C L,).

Lo que implicarfa que M C Y, y, como antes, tendriamos que ¥; = M, lo cual
implicarfa finalmente que L, ¢ M.

De la anterior suposicién sc sigue, facilmente, que @ N (X2\X;) # 0.

Ahora mostraremos que @N{X1\X:) # 0. Supongamos lo contrario. Entonces
se tiene la siguiente cadena de igualdades:

M = (MNnYh)u(MNY,)
MNXJuMnL)u(MNY;)
MnX) )u(MnL)U(RUQ)
(MNX))uR)uQ.

(la wltima igualdad se tiene debidoaque MNL; C M NY, = RUQ)

Puestoque (MNX)NQ = (MNX;))NXaNQC (KHUK)NQ =0y
RnQ =B, llegamos a que M es disconexo, lo cual resulta una contradiccién con
la eleccién de M. Por tanto Q@ N (X;\X,) # 0.

De esta forma tenemos un subconjunto conexo ) que intersecta a X, y a
X\ X>. Esto implica que QNFr(X,) # 0. Este absurdo muestra que, efectivamente
QN Fr(X;) # 0. Puesto que Fr(X,) = KUK, y QN K, = 0 (pues K, C R),
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llegamos a que Q N K, # @. Pero esto implica que X, C M o X, C M. De donde
se sigue que Ly C M o L) C M, que es lo que se querfa demostrar. o

Lema 2.2.8. Sean X un continuc pseudocircular y @ un subcontinuo de
Y, (respectivamente,  un subcontinuo de ;) tal que L, C Q (respectivamente,
L, € Q). Entonces se cumple que @ C X,\Ls o X; C @ (respectivamente,
QC Xi\Lio X, CQ).

Demostracién. Para mostrar el lema consideraremos dos casos.

Primer caso, QN Ly = 0.

Si @ N Ly = O entonces, puesto que @ C Y, = X3 U Ly, concluimos que
Q@ C Xa\La.

Segundo caso, @ N L, # 0.

Como Q@ CY:=X3ULe, Q=(QN X)W ({QnN L;). Estos dos uniendos son
cerrados y no vacfos.. Lo cual implica, por la conexidad de @, que @QN{X>NLy) # @
Y, comoQﬂ(XgﬂLg) -'—'Qﬂ(XQﬂXﬂﬂLz =Qn((K1UK2)ﬂL2)) = QN K;,
lo anterior implica que @ N K, # 0.

En resumen, tenemos que @ N Kz # 0y Ky € Ly € Q. Lo cual implica que
X2 C Qo X, CQ(2.22(E)). Puesto que ¢ C Y2, concluimos que X, C Q. g

Lema 2.2.9. Sean X un continuo pseudocircular v ¢ un subcontinuo de
Y, (respectivamente,  un subcontinuo de Y;) tal que L, C @ (respectivamente,

L, C Q). Entonces se cumple que Q N L; es conexo (respectivamente, Q@ N L; es
conexo).

Demostracion. Por el Lema 2.2.8, sabemos que X; C Q 0 @ C Xo\L..
Si ocurre que @ C X>\L, entonces @ N L, = B que es conexo y, por tanto,
terminamos la prueba. Supongamos que X; C Q. Esto implica, en particular,
que K3 C @. Demostraremos que @ N Lo es conexo. Notemos que Ky C Q\ Ly,
asf que Q\Lz # 0. Puesto que K> C L, N Q, debe existir una componente Q; de
L2NQ que contenga a K;. Supongamos que existe otra componente R de LyNQ
(R # Q,). Por Teorema 1.10 existe un punto x € RN Frg(L,NQ) C Fry, (L) C
LN Ce{Y2\Lz) C LN X, C K,. Asf que RN K, # B y, entonces RN @, # 0. De
modo que R = 1. Esta contradiccién muestra que L N Q es conexo.

Con esto finalizamos la prueba. o
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Lema 2.2.10. Sea X un continuo pseudocircular. Entonces tanto L; como
L» son terminales con respecto a Y7 y Ya.

Demostracién. Por simetria basta probar que L; es terminal con respecto a
Y.yalt,.

En primer lugar demostraremos que L, es terminal con respecto a Y. Sean @
y N subcontinuos de Y, tales que L, C Q y Ly C N.Por el Lema 2.2.8, podemaos
suponer que se dan las siguientes posibilidades:

a‘) Q C ng NcC X2

b)) QC Xo, XaCN

C) XoCQ, XaCN

La primera posibilidad implica que @ y N son subcontinuos de X conteniendo
a K (pues Ky C L) y, por lotanto, G C N o N C Q.

Supongamos que se tiene b). Las dos contenciones implican que @ C N,

A continuacién analizaremos el tercer caso. l.as dos contenciones implican,
por €l Lema 2.2.9, que @ N L, y N N L, son subconjuntos conexos y cerrados
de X;y, por lo tanto, subcontinuos de X,. Como K, C X; C @ N N tenemos
que @ N Ly y NN Ly contienen a K y, por lo tanto, son comparables. Es decir
QNLy;C NNLyo NnlL, C QN Ly Finalmente, puesto que (QN L) U Xy = @
y (NN Ly)U X2 =N, lo anterior implicaque QC No N C Q.

Todo lo anterior implica que L, es terminal con respecto a Ys.

Ahora demostraremos la terminalidad de L; con respecto a ¥;.

Primero demostraremos que si @ es un subcontinuo de Y; conteniendo a L,
entonces @ N X, es conexo. Para tal fin, consideremos los casos QN Ky # @ y
QNK; =0

Supongamos que @ N K; # 0. Entonces ¢ es un subcontinuo de X, tal que
QNK; #0y QN K, # 0, lo que implica que X; C Q 0o Xy € Q (Definicién
2.2.2.(E)). Puesto que Q C Y; y X2\Y] # 0, llegamos a que X, C Q. Por lo tanto
tenemos que @ N X; = X;, con lo que concluimos que ¢ N X, es conexo.

Supongamos ahora que Q@ N K2 = @ y que no es cierta la afirmacién. Esto
implica que existen dos subconjuntos compactos R y S de X, diferentes del vacfo,
talesque RNS=0yQ@nNX,=RUS.

Debido a que K; € @ N X, y K, es un subconjunto conexo, se tiene que
Ky C R o K, C 8. Supongamos que K; C R. A continuacién mostraremos que,
bajo la suposicién de que @M .X; es disconexo, podemos encontrar una disconexion

de Q.
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Para mostrar lo anterior, observamos que Q = (QnN X;) U L; (esta igualdad se
obtiene por lo siguiente: Por hip6tesis, L, C @, de donde se sigue la contencién
(@NX,)UL; € Q. Por otro lado, si tomamos un elemento ¢ € @, entonces
g € Yy = X,U L,. Lo anterior implica que g € X; U@ o q € L, y, por lo
tanto, @ C (@ N X;) U Ly). De manera que podemos conseguir la igualdad
Q=Lu(RUS) = (LiURUS, donde RNS = B. Ademss se tiene que
SNL =0yaqueS C X)\Xay Li NX; = K, (esto debido a que SN K, = 0,
SNK,=0,5c X;). Porlotanto (L, UR) y S forman una disconexién de @, lo
cual contradice el que € sea un subcontinuo de Y;. Por lo tanto @M X es conexo.

Finalmente demostraremos que si @ y P son subcontinuos de Y] conteniendo
a L, entonces deben ser comparables,

Sean @@ y P subcontinuos de Y] tales que L; C @ y Ly C P. Entonces @ =
(@ N X,)U L;. Ahora, por lo que vimos mds arriba, sabemos que @ N X, y
P N X; son subcontinuos de X; conteniendo a K;. Por lo tanto, tenemos que
CNX,CPNXioPNX; CQENX;. Lo cual nos lleva a que

Q=@NXNUL c(PNX)UL =P

P=(PNnX)UL c(@NnX))ul,=Q
De lo cual concluimos que L, es terminal con respecto a Y. g

Debido a que en la discusién de los siguientes resultados se hace un uso especi-
fico de la estructura del circulo 8, U 3, (definido en 2.2.3), aclararemos algunas
de las caracteristicas de g, y de f3,.

Observacién 2.2.11. Efectivamente, en 2.2.3.(i) construimos un circulo en
un nivel de Whitney p~!(t). Esta construccién se hizo a partir de dos arcos 3, y 3,
quevande ¥, aY; y de Y2 a Y} (definidos en 2.2.3, respectivamente). Recordemos
que tales arcos, segun el Teorema 1.22, se definen como 3,{s) = g;{(s) U li{ts} v
Bo(7) = gar) U ha{l,), con s, 8,7, € [0,1]. Donde g1 y h; son arcos ordenados
que van de L, a Y5 y de L, a Y], respectivamente, y g2 y ko son arcos ordenados
quevande Ly a Y, yde L, a Ys.
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Lema 2.2.12. Sean X un continuo pseudocircular, ¥; y Y2 como en el Lema
2.2.3, B, y B,los arcos descritos en la observacién 2.2.11, y @ un subcontinuo de
¥2 que contiene a L, (respectivamente, un subcontinuo de Y; que contiene a Lo).
Entonces existe s* € [0, 1] tal que @ = g:(s") (respectivamente, @ = gz(s™)).

Demostracién. Consideremos el conjunto Z = {s € [0,1] : g1(s) C @} . Puesto
que §1(0) = L, C Q, tenemos que Z # §. Sea s* = sup Z. Mostraremos que
@1{s*) = Q. En primer lugar, mostraremos que g¢{s*) C Q. Para esto, tomemos
una sucesién {s,}, C [0,1], con s, < s*, que converja a s*. Puesto que las s, son
menores que g*, se tiene que g(s,) C @ para toda n € N. Ademds, sabemos
que g; es continua, lo que implica que g,(s,) converge a ¢,(s*). Entonces, por el
Teorema 1.8, llegamos a que g;(s*) C Q. Sis* = 1l entonces Yo = ¢;(1) CQ C Y.
De modo que g;(1) = Q. De manera que podemos suponer que s < 1. A
continuacién demostraremos que la contencién g,{s*) C @ no puede ser propia.
Supongamos que Q\¢:{s*) # 0. Sea z € Q\g:{s"). Por la continuidad de g; y
como 5" < 1, existe 5, > s* tal que z € Q\gi(s;). Por el Lema 2.2.10 y puesto
que Q y g1{s;) son subcontinuos de Y; conteniendo a L, tenemos que @ C g1{s)
0 g1(s1) C Q. Como la primera contencién no se da, obtenemos que g;(s;) C Q.
Pero esto contradice el que s* sea el supremo de Z. De todo lo anterior concluimos
que ¢i(s*) = Q.o

Teorema 2.2.13. Sea X un continuo pseudocircular y u una funcién de
Whitney para C(X). Entonces existe t* € (0,1) tal que u~1(£*) es un circulo.

Demostracién. Sea t* como en el Lema 2.2.6. Por el Lema 2.2.3.(i), existe
un circulo en p~1(t*) de la forma 3, U f,, donde los arcos 3, y 3, tienen las
caracteristicas sefialadas en 2.2.11.

Sea M € p~!(t*). Demostraremos que M € 3, U 35, con lo cual concluiremos
que p~}(t*) = B, U B,. Por el Lema 2.2.7, sabemos que L; C M o L, C M.
Supongamos que L; C M.

Consideraremos tres casos:

Primer caso. M N X, es disconexo.

Por el Lema 2.2.6, M N X; se puede escribir en la forma M N X; = R; U R,,
donde R, y R; son continuos ajenos, K1 C Ry y K3 C R,. Entonces M N K, # 0
y M N K; # 0. De manera que X; € M o X3 € M. La segunda postbilidad no
se puede dar pues M N X; no es conexo. Asf que X; C M y, como L; C M,
obtenemos que Y3 C M. Como ambos continuos miden t* bajo u (Convencitn
2.2.5.), tenemos que M = Y] € ;.
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Segundo caso. M N X, disconexo.

Por el Lema 2.2.6., M N X, se puede escribir en la forma M N X, = Ry U Ry,
donde R; y R, son continues ajenos, K} C Ry y K, C R;. Como en el primer
caso, se deduce que X3 C M. Entonces M = (MNX;)U(MNX3) = RiUXUR,.
Ya que Ly y Ry son subcontinuos de X, y contienen a K, tenemos que Ly C Ry
o R, C L,. §i Ly ¢ Ry, entonces Y2 = X2 U Ly C M y, como ambos miden ¢*
bajo u, tenemos que M = Yz € 3,. Por otra parte, st Ry C L,, entonces X, U Ry
es un subcontinuo de Y;. Por el Lema 2.2.12., tenemos que X2 U Rz = g1(s")
para algin s* € [0,1]. Ya que L; U R; es un subcontinuo de ¥j que contiene
a L, por el Lema 2.2.10., LU R, C hy(t,-) o hi(t,-) € LU R;. En el primer
caso M = X, URU Ly URy C g1(s*) U A {tse) = B,(s*). En el segundo caso,
B8:(s*) = q(s*)URh(t,:) C X2 UR; ULy U Ry = M. De manera que M C 3,(s")
o 3,(s*) C M. Como ambos miden ¢* bajo x, concluimos que M = §,(s").

Tercer caso. M N X; y M N X, son conexos.

Por el Lema 2.2.12., tenemos que M N X; = ¢,(s*) para s* € [0, 1] pues
M N X, es un subcontinuo de Y, que contiene a Ly. Ya que Ly U (M N X;) es
un subcontinuo (K7 € M N X} de ¥] que contiene a L,, por el Lema 2.2.10.,
LiU(MNX1) Chi(te) 0 ha(te:) € Ly UM N X,). Entonces M = (M N X, )U
Liu(MnNXy) € ai(s®) U hi{t,) = Bi(s*) o B,{s"}) C M. Esto implica que
M = B,(s").

En cualquier caso M € 8, U 8,.

De lo anterior concluimos que p~!(t*) = 8, U Bp- o

Espacios pseudolineales

En esta seccidén probaremos que si un espacio X es pseudolineal entonces su
hiperespacio C(X) tiene un nivel de Whitney que es un arco. Este resultado es
original de J. Krasinkiewicz y Sam B. Nadler, Jr [18, Teorema 5.3} . Lo presentare-
mos aquf con el objeto de dejar completo €l presente trabajo.

Recordemos que un espacio pseudolineal X es un continuo que puede ser des-
compuesto por dos subcontinuos propios X; y X; con las siguientes propiedades:
A) X = X1 U Xy,

B) Y = X; N X3 es un subcontinuo de X,
C) Y es terminal con respecto a X; y X3,
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D} para todo subcontinuo L de X tal que L\ X, # 0 y L\ X, # @, se cumple que
YcCL.

) Lema 2.2.14. Sean X un continuo pseudolineal y X, X; ¥y Y los subcontinuos
que describimos en la Definicién 2.2.2, .x¢ una funcién de Whitney para C(X) y

t € (m'z{p(X,),(Xz2)},1). Entonces existen subcontinuos Ly y L, de X tales
que:

a)YCIqCXQyYCLQCX]

b) u(Zh) = p(Z;) =t,donde 2, = X1 UL 1y 2, = X2 ULy
C) Zan'2=L1UL2

d) Z, # Z,

e) u~'(t) contiene un arco.

Demostracién. Sea t > m z {u(X)), 2(X3)} . A partir de esta ¢ construire-
mos Ly, la construccién de L, es similar.

Puesto que Y es un subcontinuo propio de X3, existe un arco ordenado a; de
Y a X, (Teorema 1.16.). Consideremos la funcién h : [0, 1] — C(X) definida por
h(s) = X1 Uai(s), para s € [0, 1]. Debido a que X; € C(X), la imagen de h est4,
en efecto, contenida en C{X) (Teorema 1.19.). Por el Teorema 1.4, A resulta ser
continua. De donde se sigue finalmente que la funcién g =poh: [0,1] — [0,1] es
continua.

Al evaluar la funcién g en 0 y 1 observamos que

9(0) = u(h(0)) = u(X; U a1 (0)) = (X, UY) = u(Xy),

9(1) = p(h(1)) = p(X; U en(1)) = p(X; U X2) = p(X).

Puesto que pu(X,) < t < p(X), existe s; € (0,1) tal que g(s,) = t (Teorema
del Valor Intermedio). Es decir, existe s; € {0, 1) tal que u(h{s,}} = t. Hagamos
Ly = (51) y sea Zy = h(s1) = X, UL,.

Por la forma en que estd definida h, Z; resulta ser un subcontinuo de X . Ademss
tenemos que u{Z;) = p{h(s,)} = t. De manera similar se obtienen los subconti-

nuos Ly y Z3 = X2ULy. Mostraremos que Ly, Z,, L, y Z; satisfacen las propiedades
requeridas.

a) Por construccién se tienen las contenciones Y C Ly C Xo vy ¥ C Ly C X,

b) También por construccién, tenemos que 2, = Xy ULy, Z; = XoU Ly y
w(2h) = p(Z2) =t

c) Para mostrar que Z; N Z, = L, U L, fijémonos en la siguientes identidades:
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ZlﬂZQ = (X]ULl)ﬂ(XQULQ)
= (X]ﬂXz)U(LlnXQ)
U
(XanL)u{L;NLy)
= (YUL)U{LU(L1 N Ly)
YUL,UL,
= LiULy(vaqueY C LiNLy)

Con lo anterior probamos adicicnalmente que Z; N 2, # §.

d) ZN\Zy # 0y Z\Z: #D.

Como X = X, UX,; C Z;UZ, C X, tenemos que X = Z; U Z,. Si 2;\Z, = 0,
entonces Z, C 2, asf que X = Z,. Esto es absurdo, ya que p(Z;} =t < 1 = p(X).
Por tanto Z;\Z; # @. Similarmente Z;\Z; # 0.

e} p~'(t) contiene un arco.

Puesto que ZyNZy #£ 0, Z\Z, £ 0, Z\Z, # b y Z,, Z; € p(t), existe un
arco yen p ()N C(Z1U Z,) de Z; a Z, tal que L = L, U Ly C ¥(t) para toda
t € [0, 1] (Teorema 1.22). Con esto terminamos la prueba del lema. o

Convencién 2.2.15. En la exposicién de los siguientes resultados, dado
el continuo pseudolineal X, supondremos que se tiene una funcién de Whitney
u para C(X). Se tomardn los subcontinuos X1, X; y ¥ como en la definicién
2.2.1. Consideraremos un nimero real ¢; tal que méz {p{X), p(X3)} <t <1y
tomaremos los subcontinuos Z;, Ly, Z3 ¥y Lz como en el Lema 2.2.14 para £,.

Con esto en mente establecemos los siguientes resultados.

Lema 2.2.16. Sean X un continuo pseudolineal y A € C{X) tal que Y C A.
Entonces AN X, y AN X, son subcontinuos de X; v X3, respectivamente. En
particular, si B € p'(t)) (donde ¢; es como en 2.2.15) entonces se tiene que
BN X; y BN X, son continuos.

Demostracién. Mostraremos que AN X, es un subcontinuo de X, la prueba
para AN X es similar.

Supongamos que A N X, es disconexo. Puesto que A N X, es compacto, lo
anterior implica que existen dos subconjuntos compactos ajenos y no vacios M y
N de X, tales que ANX; = MUN. Puestoque Y C ANX, y Y es un subconjunto
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conexo, se tiene que ¥ C N o Y C M. Supongamos que Y C M. Mostraremos
que existe una disconexién del subconjunto X,U A, lo cual estard en contradiccidn
con el hecho de que Xz U A es un subconjunto conexo.

Observemos la siguiente serie de igualdades:

XaUA

X2 U [(X) N AU (X2 N A))
XU [(MUNYU (X, A)
X2U(MUN)
= (XUM)UN

il

Mostraremos que NNX; = . Supongamos que NNX, #@. Seaz € NNX,. Ya
que ANX; = MUN, lo anterior implicaque z € X;. Demodoquez € X;NX; =Y.
Pero esto implica que NNY # §. Como estamos suponiendo que Y C M, llegamos
aque M NN # 0 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto NN X; = 0. Porlo
tanto, la igualdad X; UA = (Xo UM)UN implica que (X, UM) y N forman una
disconexion de X; U A, lo que es absurdo.

Ya que todo lo anterior vino de suponer A N X es disconexo, concluimos la
conexidad de este conjunto. Puesto que ANX; es compacto, tenemos que AMX; es
un subcontinuo de X;. Si B € p~1(¢;) entonces u(B} > p(Xq) y i(B) > p(X2).De
manera que B\X, # 0 y B\X; # 0.De aqui que Y C B (Definicién 2.2.1.(D}).
Entonces, aplicando la primera parte del lema a B, se sigue el resultado deseado.
Con esto terminamos la prueba del lema. o

Lema 2.2.17. Sea X un continuo pseudolineal. Hagamos L = L, U Ls.
Entonces para toda A € p~(t,), se tiene que L C A.

Demostracién. Sea A € p~!(t;). Mostraremos que L; C A.

Podemos suponer que A # Z; (si Z; = A entonces, puesto que Z; = X, U Ly,
se tendria que L, € A). Lo anterior implica que A\Z; # @ (de otra forma
tendrfamos que A C Z; lo cual implicarfa, debido & que A y Z, estdn en p~(t),
que A = Zj, lo cual no puede ser por suposicién). Sabemos, por el Lema 2.2.16,
que AN X, es un subcontinuo de X3 que contiene a Y. De modo que AN X, y L,
son subcontinuos de X, que contienen a Y y, por lo tanto, se tiene alguna de las
contenciones AN X, C Lyo L; € AN X;. Debido a que A\ Z, # 0, la contencién
AN X, C L; no se tiene. Lo que implica que L; C AN X, y, por lo tanto, que
L, € A. La demostracién de que L, C A es similar. De esta manera concluimos
que LC A g
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Lema 2.2.18. Sean X un continuo pseudolineal y £ = L;UL,. Entonces para
todo subcontinuo A de X tal que L C A, se cumple que AN Z; es un subcontinuo
de Z; (respectivamente, AN Z; es un subcontinuo de Z,).

Demostracién. Sea 4 un subcontinuo de X tal que L C A. Mostraremos
que AN Z, es conexo. Supongamos lo contrario. Puesto que AN Z; es compacto,
lo anterior implica que existen dos subconjuntos compactos no vacfos y ajenos M
y N de X, tales que ANZ, = M UN. Ya que L es un subconjunto conexo y
LCANZ, tenemos que L C M o L C N. Supongamos que L C N.

Mostraremos que la suposicién de que AN Z; es disconexo nos permitird cons-
truir una disconexién del continuo Z; U A, lo que serd, por supuesto, una con-
tradiccidn.

Observemos la siguiente serie de igualdades:

Zaid A

ZoU[(ZinA)u(Z; N A)
Zy UM UN U (Z2n A)]
ZaUMUN
(ZzUNYUM

]

Mostraremos que M N Z; = . Supongamos que MNZ, £ Byseaz € MNZ,.
Debido a que M UN = AN Z;, lo anterior implica que z € Z;- De donde se tiene
quez € Z3NZy =L UL, =L {Lema 2.2.14.c). Puesto que L C N, lo anterior
implica que M N N # §. Lo que contradice el hecho de que M y N forman una
disconexién de AN Z;. Por lo tanto M N2y = §.

De todo lo anterior se sigue que ZoUN y M forman una disconexién de Z; U A.
Esto es una contradiccién, que viene de suponer que A M Z) es disconexo. Por
tanto este conjunto es conexo. Puesto que A M Z) es compacto, se concluye la
afirmacién del lema. g

Lema 2.2.19. Sean X un continuo pseudolineal y L = L, U L,. Entonces L
es terminal con respecto a Z; y a Zj.

Demostracién., Demostraremos que L es terminal con respecto a Zi, la
prueba de la terminalidad con respecto a Z; es similar.

Sean @y R subcontinuos de Z; talesque L € @ y L C R. Por ¢l Lema
2.2.16 sabemos que ¢ N X,y RN X; son subcontinuos de X;. Debido a que
YcQnX:yY CRNX, (puesY C X1y Y C L), tenemos que QN X; C RNX;
o RN X, C @ N X, (Definicién 2.2.1.(C)).
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Observamos que L, C Q C Z; = X, U L,.

Lo que implicaque L, = LiNX CRNXo C (XKZHUL)NX, =Y UL =
L. De lo cual se deduce que £; = @ N X,. De manera similar obtenemos que
Ly = RN X;. De esta observacion y la conclusién que habfamos obtenido en
el pérrafo anterior legamos aque R = (RN XN)UL; c (@QNX))UL; =Qo

=(@NX))UL C(RNX;)UL; = R.Por lo tanto R y @ son comparables y
por lo tanto concluimos que L es terminal con respecto a Z;. Con esto ﬁna.hzamos
la. prueba del lema. g

Debido a que en la discusién del siguiente resultado se hace uso especifico
de la estructura del arco 7. (definido en 2.2.14.(e}), aclararemos algunas de las
caracterfsticas de éste.

Observacién 2.2.20. Efectivamente, en 2.2.14.(e) se obtiene un arco - con-
tenido en p~!{t,) N C(Z; U Z;) que va deZ; a Z;. Este arco v es de la forma
(s} = j(s) Ui(r,},con sy ry € {0,1] y j e ¢ son arcos ordenados que van de La
Z» y de L a Z;, respectivamente.

Teorema 2.2.21. Sea X un continuo pseudolineal. Entonces existe t; € (0,1)
tal que z"!(t;) es un arco.

Demostracién. Sea < el arco que mencionamos en la Observacién 2.2.20.
Mostraremos que también se tiene la contencién u~!(t;) C 7.

Sea A € p~(t;). Por los Lemas 2.2.17 y 2.2.1, sabemos que AN Z; es un
subcontinuo de Z; conteniendo a L.

Consideremos el conjunto W = {s € [0,1] : (s} C AN Z,}. Puesto que j(0) =
L € ANZ, se tiene que W # @. Sea 5* = supW. Mostraremos que j(s°) = ANZ,.
En primer lugar probaremos que j(s*) C AN Z,. Para tal fin, tomemos una
sucesién (Sa)a € [0,1], con s, < s*, que converja a s*. Debido a que las s,
son menores que s°, se tiene que j(s,) € A N Z, para toda n € N. Ademéds
sabemos que j es una funcién continua, lo cual implica que j(s,) converge a
7{s*). De donde se sigue, por el Teorema 1.8, que j(s*) C AN Z,. Si s* = 1
entonces Z; = j(1) C AN Z; C Z,. De modo que j(s*) = AN Z,. De manera que
podemos suponer que s* < 1. A continuacién demostraremos que la contencién

j(s*} € ANZ; no puede ser propia. Supongamos que (ANZ,)\j(s*) # 0. Tomemos

un punto z € {A N 2Z;)\j{s*). Por la continuidad de j y el hecho de que s* < 1,
existe s;,con 5* < 8; < 1, tal que z € (AN Z3)\j(s,).
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Por otra parte, puesto que j(s*) y AN Z son subcontinuos de Z; conteniendo
a L, se tiene que j(s) C ANZ,0 AN Z, C j(s) (Lema 2.2.19). Por la elecciéon
de s,, sabemos que la segunda contencién no se da. Por lo tanto, concluimos que
i(s31) C AN Z,. Pero esto contradice el que s* sea el supremo de W. De lo anterior
concluimos que j(5*) = AN Z,.

Ahora, por el Lema 2.2.18, sabemos que A 1 Z; es un subcontinuo de Z,;
conteniendo a L. Ya que i(r,.) es un subcontinuo de Z; que contiene a L, tenemos
que i(ry) C ANZy 0 AN Z, C i{ry) (Lema 2.2.19). Lo anterior implica, puesto
que j{s*) = ANZ;, que A = (AN Z)) U{AN Z;) estd contenido o contiene a
J(8"YUi{r,-} = ¥(s*). Como ambos conjuntos miden ¢, concluimos que A = y(s*}).
Por lo tanto A € 7. Por todo lo anterior concluimos que p~(t;) = v, y de esta
manera damos por finalizada la prueba del teorema.

De los Teoremas 2.2.13 y 2.2.2. se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.2.22. Sea X un continuo pseudolineal o pseudocircular. En-
tonces existe t € [0,1) tal que u~1(t) es un arco o un circulo, respectivamente.

2.3. CARACTERIZACION DE CONTINUOS A TRAVES DE LOS
NIVELES DE WHITNEY DE SU HIPERESPACIO.

En esta seccidn veremos que si el hiperespacio de un continuo X contiene
unt nivel de Whitney que es un arco o es un circulo, entonces el continuo es
pseudolineal o pseudocircular, respectivamente.

C(X) tiene un nivel que es un arco.

El Teorema 2.3.2. junto con el Teorema 2.2.21. nos permitirdn dar una car-
acterizacién de los continuos pseudolineales. Esta caracterizacién nos dice basi-
camente que los nicos subcontinuos cuyo hiperespacio tiene, a partir de cierto
momento, niveles de Whitney iguales a arcos son los continuos pseudolineales.

El siguiente lema nos dice de qué forma son los subcontinuos que viven “por
arriba” de un nivel de Whitney homemorfo a un arco. El conocimiento de este
hecho resulto ser de gran utilidad en la demostracién del Teorema 2.3.2..
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Lema 2.3.1. Sean X un continuo vy g una funcién de Whitney para C(X).
Supongamos que existe to € {0,1) tal que u~'(to) es un arco. Sea g el homeo-
morfismo de I = {0, 1] sobre #~!(to). Entonces para toda t € {fo,1] y para toda
A€ p7(t), se tiene que A =} g{r) para algunas r1 y rp en [0,1}.

r1€rsry

Demostracién., Sea A € p~'(t). Consideremos al conjunto A = {B €
pi(te) : B C A}

A continuacién mostraremos que { J.A =A. Es claro que | JA € A. Por lo
tanto resta demostrar que 4 C (JA. Si p(A) = tg, entonces A € A y por lo
tanto A C | JA. Con lo que habremos demostrado que A = [ JA. Supongamos
entonces que p(A) > t;. Elegimos ¢ € A. Por el Teorema 1.16 existe un arco
ordenado « : [0,1] — C(A) tal que a(0) = {a} y (1) = A. Consideremos la
funcién h = poa: (0,1} — {0,1]. Puesto que u y & son funciones continuas, h lo
es. Observamos, ademsds, que h(0) = u(a(0)) = #({a}) = 0y A(1) = pla(l)) =
wu(A). Puesto que 0 < tp < t = u(A) existe so € [0,1]} tal que h(so) = . Es
decir, p{a(ss)) = 1y, lo que implica que afse) € u~'(t0). Puesto que a € afso)
y a(sy) C A, concluimos que a € |JA. Por lo tanto A € [JA. Con lo que
concluimos, finalmente, que 4 =} A.

Como A = C(A) N p~{te) = (plcray) ! (to), se tiene que A es un subcontinuo
de u~1(%p) = g([0,1]) ¥y, puesto que los subcontinuos de ¢([0, 1]) son de la forma
g([r1,72]), con 11,72 € [0, 1}, tenemos que A = g{([r1,72]). Con lo que concluimos,
finalmente, que A = JA = Ug(fr1,m2]) = J g{r). Con esto terminamos la

Figrir,
prueba del lema. g

Teorema 2.3.2. Sean X un continuo y g una funcién de Whitney para C{X).
Supongamos que existe ¢; € [0,1) tal que u~*(fy) es un arco, entonces X es un
continuo pseudolineal.

Demostracién. Probaremos que existen subcontinuos propios X; y X; de X
tales que X = X, UX,, ¥ = X; N X5 es un subcontinuo de X, Y es terminal con
respecto a X1 y Xa y, finalmente, que todo subcontinuo L de X tal que L\ X, # 0
y L\X; # @, contiene a Y.

Sea g : I —u~!{t;) ur homeomorfismo. Dados s, < s; en I, hacemos

A(81,52) = Uy <acs, 9(5)- Por el Teorema 1.14 A(s), s2) es un subcontinuo de
X.

Primero veremos que si s, € (0,1) entonces A(0,s1) N A(s,1) = g(s1). Es
claro que g{s1) C A{0,31) N A(s1,1). Supongamos que la otra contencién no
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es cierta y tomemos z € A(0,s,) N A{sy, 1)\g(s;). Entonces existen s, < s; ¥
s3 > 5 tales que z € g(s2) y = € g¢(53). Por el Teorema 1.22, existe un arco
a C pu o) N (Cg(s2) U g(s3))) tal que tiene por extremos a g(s2) y g{s3) ¥
cumple que £ € 4 para toda A € a.

Ya que u~!(ty) es un arco, tenemos que s6lo hay un subarco de p~(tp) que
une a g(s;) con g(s;) y es, precisamente, el arco g{[s2, s3}). Esto implica que o =
g{[s2, sal). De manera que g(s;) € a ¥, en consecuencia, z € g(s1). Esto contradice
la eleccién de = y, por lo tanto, se concluye la afirmacién.

Ahora veremos que si 3; € (0,1) entonces A{0,5) # X y A(s,1} # X.
Unicamente probaremos que A(0, s;) # X, la prueba de que A(s1,1) # X es sim-
ilar. Supongamos, por el contrario, que A((}, 8;) = X. Por la afirmacién anterior,
9(1} € X N A(s1,1) = A(0,81) N A{s1,1) = g(51). Asf que g(1) C g(s1) y, como
ambos son elementos de p~!(tp), deducimos que g(1) = g(s ), lo que contradice
la inyectividad de ¢g. Lo anterior muestra que A{0,s) # X.

Definimos X; = A(0,3) y X2 = A(3,1). Entonces X, y X, son subcontinuos
propios de X tales que X = X; U X2y, si hacemos Y = X, NX; = g(-;-), tenemos
que Y es un subcontinuo de X.

Ahora veremos que Y es terminal con respecto a X y a X3. Como los argumen-
tos son similares, sélo mostraremos que Y es terminal con respecto a X5, Para esto,
tomemos dos subcontinuos K y L de Xy talesqueY C Ky Y C L. Por el Lema
231, K = A(s1,89) y L = A(sy,s) paraalgunas 0 < 5; < 52 < 1y0 < 53 < 84 <
1.8t 3 < s, entonces Y = g(3) C A(0,5:)NK C A(0, s1)NA(s1,1) = g{s:), asf que
Y C g(s1), y como ambos estén en u~'(tg), llegamos a que Y = ¢(s;), lo cual im-
plica que s; = 1. Ahora, si sy < § entonces g{s1) C A(0, 3)NX, = X1NX, = g(3).
Esto implica, también. que s; = % Por tanto 5, = -;— En forma similar se
muestra que s3 = % Ahora sélo hay que comparar a s, y 4. Si 82 < s; entonces
K = A(3,52) C A(3,84) = L. Y si 54 < 53, entonces L = A(},54) C AL, 52) = K.
Por tanto, Y es terminal con respecto a X5,

Por iltimo, demostraremos que cada subcontinuo de X que intersecta tanto a
X\X; como a X\ X, contiene a Y.

Sea L un subcontinuo de X tal que LNX\X; # 0y LN X\X; # §. Primero
demostraremos que p(L) > 5. Supongamos que no es asf. Es decir, u{L) < t,. Sea
« un arco ordenado de L a X y consideremos la funcién h = poa : [0,1] — [0,1].
Observamos que h es una funcién continua tal que h(0) = u(af{0}) = u{L) < tp ¥y
h(1) = p{e(1)) = u(X} = 1. Por lo tanto existe sq € (0,1) tal que h(sp) = 5. Lo
que implica que L* = a(sp) € p~ (). Observamos que Y # L*, ya que L C L*,
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LNnX\X, £ 0y Y C X;. Puesto que L* € u~!(ty), de lo anterior se sigue
que L* = g(s;), con 55 < 12 0§ > -15 Supongamos que s, < % Esto implica que
L* € X, pero esto contradice el que LNX\ X, # 0. Por lo tanto debe suceder que
sp > %, pero esto implica que L € X», lo cual es nuevamente una contradiccion con
el hecho de que LN X\ X, # 0. Puesto que las anteriores contradicciones vinieron
de suponer que el tamaiio de L era menor que g, concluimos que p(L) > ty. Pero
esto implica, por el Lema 2.3.1, que L = J, g(s) para algunos sy, 85 € [0,1].
Ohservamaos que no puede suceder que % < 54085 < %, pues esto implicaria que
L C X5 0L C X, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto sy < 53 < 85 y, por
lo tanto, Y C L.

FELAT] S

De todo lo anterior concluimos que los subcontinuos X; y X, satisfacen las
condiciones de Krasinkiewicz y Nadler y, por lo tanto, el continuo X es pseudo-
lineal. Con esto concluimos la prueba del teorema. o

C(X) tiene un nivel que es homeomorfo a un circulo.

Para finalizar esta seccién analizaremos el caso cuando el hiperespacio de un
continuo X contiene un nivel de Whitney homeomorfo a un circulo. Probaremos
que el continuo resulta ser pseudocircular. Esto, junto con el Teorema 2.2.13,
dan una caracterizacién de los continuos pseudocirculares. Nuevamente, como
lo sefialamos en el caso de los espacios pseudolineales, esta caracterizacién nos
dice basicamente que los tinicos subcontinuos cuyo hiperespacio tiene, a partir de
cierto momento, niveles de Whitney homeomorfos a un circulo son los continuos
pseudocirculares.

Con el fin de establecer este resultado, probaremos algunos lemas que funda-
mentarén la demostracién del teorema principal.

Definicién 2.3.3. Un triodo en X es un subcontinuo B de X el cual contiene
un subcontinuo A tal que B\ A tiene al menos tres componentes. Al continuo A
se le llama un corazon del triodo.

Lema 2.3.4. Sean X un continuo y g una funcién de Whitney para C{X).
Supongamos que existe ¢ € [0,1] tal que A = g~ ! ([t,1]) no contiene 3-celdas.
Entonces para toda A € A, se tiene que:
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1) A no es el corazén de un triodo.
2) AN B tiene a lo mas dos componentes para toda B € C(X).

Demostracién. Sea A € A. Demostraremos el inciso 1). Supongamos que
sucede lo contrario. Segiin esto, existe un subcontinuo B de X tal que B\ 4 tiene
al menos tres componentes. Sean S, 5; y S3 componentes de B\ A diferentes entre
sf. Hagamos B; = §; U A, parai = 1,2 y 3. Por el Teorema 1.11, cada B; es un
subcontinuo de X. Por los Teoremas 1.16, 1.1. y 1.25 existen arcos estrictamente
ordenados ¢; : [0,1) - C(X)de Aa B;paracadai=1,2y 3.

Dada i, se tiene que A C oy(f) para toda t € [0,1]. De donde se tiene lo
siguiente:

a) {U3,,0(t;)) € C(X) para cualquier eleccién de {t1,t2,t3) € I°, donde I® =
0,11 x [0,1] x {0,1].

b) Puesto que p(A) > ¢, se tiene que u(U3_,0(%)) > ¢ para cualquier eleccién
de (tl,tg,t;;) €.

Consideremos la funcién k : I* — C(X) definida por

h{(ty, t2, t3)) = U, o(t;} para cada tercia (t;,ts,t3) € B.

Por a), efectivamente, h es una funcién de I® en C(X). Por la continuidad de
la funcién unién y el hecho de que cada ¢; es continua, tenemos que h es una
funcién continua.

Por la forma en que est4 definida cada o; y el hecho de que 5; # S; y S; # Sk,
para i # j ei # k, tenemos que h es una funcién inyectiva. De modo que h es
una funcién continua e inyectiva de un espacio compacto a un espacio Hausdorff.
Lo que implica que & es un homeomorfismo en su imagen. Lo anterior implica
que h(I3) C A = u~' ([t,1]) contiene una 3-celda, lo que contradice la hipétesis
del lema. Puesto que esta contradiccién vino de suponer que A era un corazén de
algin triodo se concluye la primera parte del lema.

Para demostrar la segunda parte del lema tomemos B en C(X) y supongamos
que ANB tiene m4s de tres componentes. Sean Cy, C; y C3 componentes diferentes
de ANB. Sea a; un arco ordenado de C;; a B para cada i = 1,2 y 3. Por e! Teorema
1.19 sabemos que ([0, 1}) € C(X) para cada i. Sean ¢;,t; y & € (0,1) tales que
ai{t:) N [oy(t;) Uak(te)] =0, para i # je i # k.

Sabemos que a;(t;)\A # @ para i = 1,2,3 (Teorema 1.25.). Consideremos et
subcontinuo A U (UL, e;(%;)) = M. Por construccién, el subconjunto M\ A tiene
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al menos tres componentes, a saber, si elegimos puntos z; € a;{t;}\ A, entonces la
componente C; de M\ A estd contenida en o;(t;), asf que C; # C; y C; # Cy, para
i#jei#k.

Lo que implica que A es el corazén de un triodo. Pero esto contradice la
primera parte de este lema. Por lo tanto, probamos que A N B tiene a los .mds
_ dos componentes. Con lo anterior completamos la demostracién del lema. g

Lema 2.3.5. Sean X un continuo y p una funcién de Whitney. Supongamos
que p~'(3) es un circulo para alguna ¢y € [0,1). Sea A = p~'((20,1)). Entonces,
para cada A € Ay cada B € C(X), tales que u{B) < p(A4) y AN B es disconexo,
se tiene que AUB = X.

Demostracién. Sean A € Ay B € C(X), con u(B) < u(A). Supongamos
. que AN B es disconexo. Por el Teorema 2.1.9 sabemos que p~1([to, 1]) es home-
omorfo a una 2-celda. Esto implica que A no contiene 3-celdas. Esto y el Lema
2.3.4.(2) implican que AN B tiene exactamente dos componentes.

Sean C y (, las componentes de AN B y «, 8, v, arcos ordenados de C) a A,
de C; a B,de Cy a A y de Cy a B, respectivamente. Consideremos las funciones h y
g :[0,1] — [0,1] definidas por h(r} = u(BUa(r)) y g(s} = p(BU~(s)) para tedasr
¥ s € [0, 1]. Observamos que h y g son funciones continuas, debido a la continuidad
de la funcién p y de las funciones definidas por A*(r) = BUa(r) y g*(s) = BU%(s)
" (Teorema 1.4). Fijémonos en las siguientes series de desigualdades:

h(0) = p(B U a(0)) = pu(B) < pu(A) < u(BU A) = h(1)

9(0) = u(BUv(0)) = u(B) < m(A) < u(BU A) = ¢(1)

Esto implica que existen mimeros r; y 5, € [0, 1] tales que A(r) = g(s1) =
1(A). Lo que implica que u{B U a{r;)) = p(B U ¥(s1)) = u(A). Hagamos D =
Bua(r)y F=BUy(s).

Ahora, estamos listos para probar que AU B = X. Consideraremos dos casos:

a) C!(T]) n 02 = 0

Observamos que:

DNA (BUa('r;))r'lA
(BN AYU (afr)) N A)

Cl u C2 U Q(Tl)
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Puesto que C2 Na(r) = 0 y C; C afr,), concluimos que DN A = a(r;) UC,.
De donde se sigue que DN A tiene dos componentes. Esto implica, por el Teorema
1.22, que existe un circulo C contenido en C(D U A) N u~'(t), con t = p{A). Ya
que 1 '{t) es un circulo {Teorema 2.1.5.), lo anterior implica que C = u~'(t). De
donde se sigue que X = |Jp7H(t) = JC c{J[C(D U A)) € AU B. Por lo tanto,
tenemos que X = AU B.

b} a(r)) N Cy # 0.

Si ocurre que a{r;)UC; = A. Esto implica, en particular, que A C o{r)UC> C
D y, puesto que A y D estdn en u~!(£), se sigue que A = D. Pero esto implica,
a su vez, que B C A. De donde se desprende que B = BN A = C; UC,. Lo que
nos dice que B es disconexo. Pero esto estd en contradiccidn con el hecho de que
B e C(X).

De manera que podemos suponer que a(r; )UCs # A, Hagamos E = ar)UCh.
Como E es un subcontinuo propio de A, existe un arco ordenado 7 de £ a A.
Consideremos la funcién 7* = po7 : [0,1) — {0,1]. Observamos que 7*(¢) =
p{r(0)) = pla(r) U C) <ty (1) = p(r(1)) = p(A) =t > ty. De esto se sigue
la existencia de w, € (0,1) tal que tp < *{w,) <{.

Mostraremos que 7(w,) es el corazén de un triodo. Sean #,,f, > 0 tales
que At} N &(¢2) = 8. Hagamos T = AU B(t;) U 6{tz). Observamos que T\
r(w) = (A\r(w)) U (B{E)\7(w1)) U (8(t2)\(w1)). Puesto que (8(21)\A4) # 0
y (6(t2)\A) # 0 y r{un) C A, se tiene que B(t:)\m(w,) # @ y §(t2)\7(wn) # 0
y, por lo que vimos en el parrafo anterior, se tiene, también que A\r(w;) #
0. Es claro que (B(&)\m(w1)}) ¥ (6(t2)\7(w1)) son conjuntos separados, ya que
ﬁ(tl) N &(tz) = @. Puesto que ﬁ(tl) Nn4a=Cp, 6(t2) NA=CyCQCud, C
a(ri)) UCy = E C 7(un), se sigue que tanto {A\r(w1)) ¥ (B(t))\7(un)) como
{A\T(w1)) ¥ (8{t2)\7(w;)) son también conjuntos separados. De todo lo anterior
concluimos que T(w;) es el corazén de un triodo. Pero esto contradice el Teorema
2.3.4.1, yaque 7(un) € A= p""((t,1]) y #~{(to, 1]) no contiene 3-celdas (ya que
es una 2-celda). Puesto que esta contradiccién vino de suponer que a(r;)NC, # 9,
solo sucede que a(r;) NC = 0. Pero esto implicaba que X = AU B, que es lo que
se querfa demostrar.

De esta forma finalizamos la prueba del lema. g

Corolario 2.3.6. Sean X un continuo y p una funcién de Whitney para
C(X). Supongamos que g~ '(g) es un circulo para alguna ¢y € [0,1). Sea A =
1~'{(to,1)). Entonces, para cada A € Ay cada B € C(X), con AN B disconexo,
se tienc que AU B = X.
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Demostracién. Si p(B) < p(A), el resultado se sigue del teorema anterior.
Si u(A) < u(B) podemos aplicar el teorema anterior a los continuos A y B pero
considerandolos en papeles invertidos. o

Lema 2.3.7. Sean X un continuc y g una funcién de Whitney para C(X).
Supongamos que p~(tg) es un circulo para alguna tp € (0,1) . Sea A = p~1((to, 1)).
Entonces, dada A € A no existen subcontinuos C),C; v Cs de X tales que
ACCinNC NG, CG\(C;UGC) #£0, C\CLUGCs) # By Cs\(C2UCh) #0.

Demostracién. Sea A € A. Supongamos que existen tales subcontinuos.
Puesto que A € €, NCy N Cy, se sigue que &, Cy y C3 € A, Ademds, C, U Cy
es diferente de X, ya que Ch\(Cz U Cy) # &. Lo que implica que C; N C; es un
subconjunto conexo de X (Corolario 2.3.6.). De la misma forma se tiene que
2N Cy y Cy N Cy son subconjuntos conexos y, por lo tanto, subcontinuos de X.

Hagamos C = (C; N C2) U (C2 N C3) U{Cy N C3). Puesto que A C (C1NC)N
{Co N C3)N{C, N C3), tenemos que C es conexo y por lo tanto un subcontinuo de
X.Esclaroque C € A {pues AC C). Ahora,sea T =C,UC UCs.

En lo que sigue demostraremos que T es un triodo cuyo corazén es C. Ob-
servamos que T\C = (C1\C) U (C2\C) U (C3\C). Mostraremos que Ce(C,\C) N
(C2\C) = 0. Para ver esto, notemos que Ce{Ch\C) N (C2\C) € C, N(C\C) C
(C1 N C2)\C = 0. Por lo tanto se tiene que Ce(Ci\C) N (C2\C} = 0. De la
misma forma se prueba que Ce{(Ci\C) N (C,\C) = 8. Por tanto C1\C y Cx\C
estan separados. Con argumentos andlogos podemos concluir que {C\C), (C:\C)
¥ (C3\C) estdn mutuamente separados. Puesto que cada (C\C) # 0 (ya que
C\C;UC, #Bsii#jei# k), loanterior implica que T\C tiene al menos tres
componentes. De lo cual concluimos que T es un triodo que tiene como corazén
a C. Como C € Ay A no contiene 3-celdas, lo anterior contradice el Lema 2.3.4.
Puesto que esta contradiccién vino de suponer la existencia de los subcontinuos
C1,Cyy Cs, se sigue el lema. g

Lema 2.3.8. Sean X un continuo y 4 una funcién de Whitney para C(X).
Supongamos que 4} (2p) es un circulo para alguna tg € [0,1) . Sea A = p~1((to, 1)).
Entonces, para cada Z € A, con intZ # @, se cumple que los conjuntos M =
ZNCe(X\Z) y X\Z no pueden ser conexos simulténeamente.

Demostracién. Supongamos que esto sf ocurre. Puesto que, por hip6tesis, M
es un subcontinuo propio de Z, existe un arco ordenado o de M a Z (Teoremas
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1.16 1.19) tal que todos sus clementos estdn contenidos en Z. Como p(Z) >
to, existe un elemento L = o(s) tal que p(Z) > p(L) > to. Consideremos a
los subcontinuos N = L U Ce(X\Z) y Z. Mostraremos que ellos cumplen las
condiciones de pseudolinealidad de Krasinkiewicz y Nadler (Definicién 2.2.1}.

Es claro que V y Z son subcontinuos de X (pues /V es la unién de dos continuos
que contienen a M). Ademds son subcontinuos propios de X ya que u(Z) < 1y
N # X (yaquesi N = X, puesto que u(Z) > p(L), tendriamos que paray € Z\L,
se seguirfa que y € Ce(X\Z). Lo cual implicarfa que y € Ce(X\2)NZ =M C L
lo cual es absurdo).

Debido a que Z U ({X\Z) = X y X\Z C LU Ce{X\Z) = N, tenemos que
X=Nuz

Para constatar la conexidad del subconjunto NMZ nos fijamos en las sigutentes
igualdades.

ZNN

i

(ZALYU(ZNCe(X\Z))
(ZNLYUM

ZnlL

L

[T |

Asf que Z N N es precisamente L y, por lo tanto, un subcontinuo de X.

Mostraremos que L es terminal con respectoa N y a Z.

Para mostrar la terminalidad de L con respecto N, tomemos dos subcontinuos
propios Ry S de N tales que . € RN S. Supongamos que R\S # 0 y que
S\R # 0. Hagamos C, = R, C» = Sy C3 = Z. Observamos que L € C;NC,NCs.
Ademds, puesto que L C RN S y R\S # 0, tenemos que C, € C2 U Cy.De la
misma forma se deduce que Cy € Cy UCy. Puesto que u(Z) > w(L)y NNZ = L
se concluye también que C3 € C; U C,.

Sin embargo, todo lo anterior y el hecho de que L € A = u~!((tq, 1]) contradi-
cen el Lema 2.3.7. Por lo cual debe ocurrirque RC S0 SC R.

De manera similar se prueba que L es terminal con respecto a Z.

A continuacién mostraremos que todo subcontinuo K de X que intersecta
tanto a X\ Z como a X\ N tiene que contener a L.

Sea K un subcontinuo de X que cumple las condiciones que acabamos de
sefialar y supongamos que K no contiene a L. Puesto que L € A = u{(to, 1)),
sabemos que L N K tiene a lo mds dos componentes (Lema 2.3.4}, Analizaremos
el caso en que LN K es conexo. Esto implica que L N K es un subcontinuo de L.
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Hagamos J = LN K. Ya que J C Ly p(L} > t;, existe un subcontinuo L* de L
tal que J C L* € Ly u(L) > p{L") > t;. En particular, tenemos que L* es un
subcontinuo propio de L.

Sea B = L U K. Entonces
B\L* (I\L*Y U(K\L")

(ALY U (K\L)

(I\L*)U(K\(ZN N))

(LAL") U (K\Z) U (K\N)

Los tres tltimos uniendos son no vacfos y, como L N {((K\Z)U (K\N)) =0y
KnN(L\L*} = 0, llegamos a que estos uniendos estdn mutuamente separados. Por
tanto B\ L" tiene al menos tres componentes, de manera que L* es €l corazén de
un triodo. Esto contradice el Lema 2.3.4. Por tanto L N K no puede ser conexo.

Supongamos ahora que L N K es disconexo. Esto implica que LUK = X
(Corolario 2.3.6). Ademsds, por el Lema 2.3.4, L N K tiene exactamente dos
componentes J; ¥ J2. Aplicando el Corolario 2.1.10. tenemos que u'([to, 1])
es homeomorfo a un disco. Entonces, por el Lema 2.3.4, L no es el corazén de
ningtin triodo. En particular, X\ L ticne a lo m4s dos componentes. Observamos
que X\L = (X\Z) U (X\N}. Los dos uniendos son abiertos no vacfos. Esto
muestra que X\ L tiene exactamente dos componentes, Iy = X\Z y Dy = X\N.
Observamos que LUCe(D)) = LUD, =Ny LUCe(D;) = LUD, = Z Asf
que Ce(D;)NL # Qparai =1y 2. Porel Lema 2.3.5, L N Ce(D;) es conexo.
Como LU K = X, cada D; es subconjunto de K, de modo que § # LNCe(D;} C
LNK = J1UJy. Ast que LNCe(D;) C Ji, para alguna k; € {1,2}. Supongamos que
LNCe(Dy) C Jy y que LNCe(Dy) C J; Sean Ey = J1UCe(D,) y By = J2UCe(D3).
Es claro que E, y E: son cerrados, ajenos y no vacfos. Afirmamos que K = EUE;.
Puesto que LN K = J; U Jy, se tiene que ;U J2 C K ¥, puesto que cada D; es un
subconjunto de K y LN Ce(D;) C JyU Jq, se sigue que E; U E» C K. Ahora, sea
k€ K, entonces k € X\L (yaque LUK =X)ok &€ KnL.Sike X\L entonces
keDiUDyy, porlotantok € BYUE,.Sike X NiLentonces ke JJUly,
por lo tanto, k € Ey U E;. De las anteriores contenciones se obtiene K = E, U F,.
Pero esto contradice la conexidad de K y muestra que K M L tampoco puede ser
disconexo.

Como esta contradiccién vino de suponer que L\K # @, concluimos que L C
K.
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La discusién anterior muestra que los subcontinuos Z y N satisfacen las condi-
ciones de linealidad de Krasinkiewicz y Nadler. Lo que implica que existe un valor
t > tp tal que el nivel de Whitney p~'(¢) es homeomorfo a un segmento (Teorema
2.2.21). Pero esto estd en contradiccién con el Teorema 2.1.5.

La anterior contradiccién vino de suponer que los subconjuntos M y X\ Z eran
simultdneamente conexos. Por lo que se concluye finalmente el lema. o

Lema 2.3.9. Sean X un continuo y g una funcién de Whitney para C(X).
Supongamos que u~!(ty) un circulo para alguna to € [0,1). Sea A = p=({to, 1)).
Entonces, para cada Z € A, se tiene que X\ Z es conexo.

Demostracién.

Sea Z € A. Supongamos que X\Z es disconexo. Primero diremos por qué
X\Z debe tener exactamente dos componentes. Por el Teorema 2.1.9, u~! ({to, 1])
es homeomorfo a un disco y, por lo tanto, no contiene 3-celdas. Por el Lema 2.3.4.,
Z no es el corazén de un triodo. Por tanto X\Z no puede tener 3 componentes.
Concluimos entonces que X\ Z tiene exactamente 2 componentes.

Sean ¢ y (2 las componentes de X\ Z. Mostraremos que la cerradura de
cada una de estas componentes intersecta Z en un conexo. Supongamos que la
interseccién de ia cerradura de la componente ¢J; con Z es disconexa. Sean J; y
J2 dos componentes de Ce(@,)N Z. Sabemos que existen arcos ordenados o, ¥y a2
de J; a Ce(Q1) y de Jy a Ce(Qy), respectivamente (Teoremas 1.16 y 1.19). Puesto
que Ji y J; son conjuntos compactos y ajenos, podemos encontrar niimeros $; y
52 € (0,1) tales que a(s;) Nafs,) = B. Puesto que ¢&; y a; son arcos ordenados
de J; a Ce(Qy), se tiene que os;)\Z # 0. De mode que si consideremos los
subcontinuos €y = ZU a(s)),C: = Z U a(s:) y Cs = Z U Qs, tendremos que
estos contradicen lo que afirma el Lema 2.3.7. De manera similar se prueba que la
interseccién de la cerradura de la componente @2 con Z no puede se disconexa.

Por consiguiente, tenemos que X\Z tiene dos componentes @, y Q2 cuya
cerradura intersecta 2 Z en un conexo.

Consideremos al subcontinuo 2y = Z U (). Entonces sucede que X\ 2, = Q».
Hacemos M = ZoNCe(X\Zy) = ZgNCe(Q,) = ZNCe(Q,), el cual es conexo por
lo que acabamos de ver. De manera que tenemos que X\Zg y M = ZynCe(X\Z)
son conexos. Pero esto contradice el Lema 2.3.8, ya que intZ, # 9 (los puntos de
Q) estan en el interior de Zp) y Zo € A = p~((to,1)).
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Puesto que esta contradiccién vino de suponer que X\Z era disconexo, se
concluye el lema. g

Observacién 2.3.10. De los Lemas 2.3.8 y 2.3.9 se sigue que, si u~(4) es un
circulo y tomamos un subcontinuo propic Z de X con interior distinto del vacfo
¥ to < p(Z), entonces X\Z es conexo y M = Z N Ce(X\Z) = K, U K;, con
K\ y K; subcontinuos ajenos no vacfos (si existieran mds de dos componentes en
Z NCe(X\Z) entonces se contradiria el Lema 2.3.4).

Lema 2,3.11. Sean X un continuo y ¢ una funcién de Whitney para C{X).
Supongamos que existe £y € [0,1) tal que p~'{#5) es un cfrculo. Entonces existen
subcontinuos propics ¥ y Z de X, con interior distinto del vacio, tales que u(Y)
ywZ)>thyYuzZ=X

Demostracién. Escribamos A = u7*({t, 1)) ¥ sea M € A. De lo anterior
se tiene que u(M) = t, con t > t. Por lo que u~!(t) es homeomorfo a un cfrculo
(Teorema 2.1.5). Sea n : S* — p~'(t) un homeomorfismo. Consideremos la
funcién inducida C(n) : C(5') — C(p~{t)}). Sabemos que C(7) es continua ([1,
Teorema 1.20]). Sea f : C(S') — p~'{(to,1]) dada por f(L) = UJ[C(n)(L)]. Por
el Teorema 1.14, f estd bien definida y es continua. Sea K = f~!{({X}). Ya que
F(SY)y = YICm(SY)]) = Jup () = X, tenemos que K # B. Claramente X es
un subconjunto compacto de C(S') y si p € S, entonces f({p}) = Un({p}) =
U{{n(p)}) = n(p). Ya que n(p) € p~*(t), tenemos que n(p) # X. De manera que
KnFR(S"Y)=0.

Sea w : C(S') — [0,1] una funcién de Whitney. Sea 4 € K tal que w|K
alcanza su minimo en A. Es decir, w(A) < w(B)para toda B € K. Por lo que
dijimos antes, A no es un conjunto degenerado. Entonces A es un arco o A = 5.
En los dos casos, A se puede escribir como la unién de dos de sus subcontinuos
propios, es decir, A = C' U D, donde C' y D son subarcos propiamente contenidos
en A. Sean ¥; = f(C) y Z, = f(D). Entonces Y; y Z; son subcontinuos de
X, Y1U Z, = f(C)U J(D) = (up(D)) U (Un(C)) = Un(DUC} = Un(A) = X.
Por la eleccién de A, tenemos que C, D ¢ K. De manera que f{C) # X # f(D).
Entonces Y; y Z; sonr subconjuntos propios de X. Tomando arcos ordenados de
Y, y Z, a X, podemos obtener Y, Z € C(X)\{X} talesque Y, C Y, Z, C Z y
u(Y) y p(Z) > tp. Claramente, X = Y U Z. Como @ # X\Z C Y, tenemos que
intY # §. De igual manera se tiene que intZ # §. De esta forma finalizamos la
prueba del lema. g
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Lema 2.3.12. Sean X un continuo y 4 una funcién de Whitney para C(X).
Supongamos que existe ¢y € [0, 1] tal que p~'(tp) es un cfrculo. Sean K, y K3 las
componentes de Y N Ce(X\Y) (donde Y es como en el Lema 2.3.11 y K, y K,
como en la Observacién 2.3.10). Entonces existen subcontinuos propios X; y X
de X tales que X = X UX>,, X; = Ce(X\Y), X, = Ce(X\X1), Y = XoUKUK;,
XN X, C KyUK, ysi D es un subcontinuo de Xy, con DNK, # 0y DNK; # 0,
entonces se cumple que D = X;.

Demostracién. Consideramos a los subcontinuos Y y 2 de X del Lema
2.3.11..

Hagamos M = Y N Ce(X\Y). Puesto que Y € A = u~1((to,1)) e intY # 0,
sabemos que M y X\Y no pueden ser simultineamente conexos (Lema 2.3.8).
Aun m4s, por el Lema 2.3.9 y la Observacién 2.3.10, sabemos que X\Y es conexo
y que Y NCe(X\Y) = K, U K>, con K; y K, subcontinuos ajenos no vacfos.

Hagamos X; = Ce(X\Y). Por lo que dijimos en el pdrrafo anterior y el hecho
de que Y tiene interior distinto del vacfo, tenemos que X, es un subcontinuo propio
de X.

La discusién que sigue es con el propdsito de hallar al subcontinuo X,.

En primer lugar, mostraremos que el conjunto X\ X; es conexo. Para lo cual
mostraremos, primeramente, que X\X, tiene sélo un nimero finito de compo-
nentes. Supongamos que X\ X, tiene una infinidad de componentes. Es decir
X\X) = UyesBj, donde J es un conjunto infinito y cada B; es una componente
de X\ X;. Sea ¢ > 0 tal que B¥(X) € p7'{(to,1]). Sea F un subconjunto finito
de X tal que F € Bf(X). Hagamos E = X; U (|J{Ba: BaNF #0}). Por el
Teorema de los Golpes en la Frontera (Teorema 1.10.) tenemos que X; U B, es
un subcontinuo de X para cada a € J. De modo que E es un subcontinuo de X.
Mostraremos que H(E, X) < e. Para lo cual debemos mostrar que X C N(e, E)
y que E C N{g, X). La ltima contencién es inmediata, por lo que s6lo resta
demostrar que X C N{¢, E). Sea y € X. Puesto que H(F, X) < ¢, existe z € F
tal que d(y, z) < €. Siz € X, entonces y € N{e, X;) C N(e, E). Supongamos que
z € X\ X;. Entonces, por hipdtesis, z € Bg para alguna § € J y, por lo tanto,
z € BN F, para alguna 8 € J. Lo anterior implica que z € {J{Ba : Bo N F # 0},
y por lo tanto en E. De donde se sigue que y € N{e, E). Todo lo anterior nos hace
concluir que H{E,X) <e.
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Lo anterior implica, en particular, que £ € u~'{{to, 1]). Ademés, puesto que
X, tiene interior distinto del vacio, E tiene interior distinto del vacio. Entonces,
por el Teorema 2.3.9, tenemos que X\ E es conexo. Pero esto contradice la sigu-
iente igualdad:

X\E = X\(X\ UW{U{Ba: Ba N F #8}))
CAX) N (X (U {Ba: BNV F #0}))
U{Ba: BaN F =1},

o

en vista de que la expresidn de la derecha representa a un conjunto disconexo (de-
bido a que {J { Ba : Ba N F = @} es un conjunto con una infinidad de componentes
¥ F es un conjunto finito).

Por lo tanto, X\ X, tiene sélo un mimero finito de componentes.

A continuacién mostraremos que, en realidad, X'\ X7 es conexo. Supongamos
que X\X; tiene n componentes Cy, Cs, ..., Cp, (n > 1). Para cada componente C;
de X\ X, Ce(C;}NX; # 0 (Teorema 1.10). Asf que X;UCe(C}) es un subcontinuo
de X. Sea 8, : [0,1] — C(X) un arco ordenado de X; a X; UCe(C;).

En el Lema 2.3.4 argumentamos que si tomamos a I™ = [0,1] x [0,1] x ... x
[0, 1] (para n = 3) y consideremos la funcién h : I* — C(X) definida por:

h((t1,t2, -, ta)) = | B(t:) para cada n-ada (t1,ty, ..., tn) € I,

i=1

entonces h resulta ser una funcién continua. Entonces podemos considerar la

funcién g = gwoh : I" — [0,1], la cual resulta ser continua debido a la continuidad
de las funciones p y h.
QObservamos que

9(0, .., 0) = u(h(0,0 u(Uﬁ(O) p(X) <1

o1, 1) = w(h(1, 1, 1) = p(_JB) = u(X) = 1

isl

66



Sea x : [0,1] — [0,1] dada por x(t) = g(¢,¢,...,t). Entonces £(0) =u(X;) < 1

¥ k(1) = u(X) = 1. Por el Teorema del Valor Intermedio, existe t* € [0, 1] tal que
to < k(t*) < 1. Lo que implica, en particular, que M = h(t*, ..., t*) € A. Notemos
que t* < 1, asf que Ci\G;(¢*) = (X1 UCe{C))\G,(t*) #£ @ para cada i € {1, ...,n}.
Ademds sabemos que M tiene interior distinto del vacio ya que X, lo tiene.
Todo esto implica que X\ M es conexo (Teorema 2.3.9).
Pero esto es, nuevamente, una contradiccion, ya que se tiene la igualdad:

CX\M

X\UL, B(*)

(X2 U XAX N (Ui B(E))
(X1 U U GINULZ, B(E*))
(U= CONWUE, B(E))
U?:l(ci\ﬁi(t.)):

li

i

y €l conjunto de la derecha de esta igualdad es claramente disconexo.
Esta contradiccién muestra que X\ X; es conexo.

Por construccién, tenemos que ¥ N X, = K; U K3, con K; y K; subcontin-
uos ajenos y distintos del vacfo de X. Proponemos a la cerradura del conjunto
X\ X, como el subcontinuo X,. Es decir, X; = Ce(X\X;). Por lo que acabamos
de ver, efectivamette, X5 es un subcontinuo de X. El subcontinuo X3 es un sub-
conjunto propio de X debido a que se tiene la contencién Xz = Ce{X\X,) =
Ce(X\Ce(X\Y)) = Ce(int(Y)) C Y y Y es un subconjunto propio de X.

En resumen, tenemos que X; = Ce(X\Y) y Xz = Ce{X\ X, ) son subcontinuos
propios de X.

Para demostrar que X; U X, = X es suficiente con mostrar que se tiene la
contencién X C X; U X,. Notemos que X = X; U (X\X;) C X, U X;. Por tanto
X=X,UX,.

Ahora mostraremos que si D es un subcontinuo propio de X, tal que DNK; # @
y DN K, # 0 entonces D = X;.
En primer lugar, demostraremos la siguiente propiedad:

MY = (X\XJ)JUKI1UK; y Y = Ce(X\X1) U K; U K,. Para mostrar
que ¥ C (X\X) U K, U K,, procedemos como sigue. Sea y € Y, entonces
y € intY oy € Fr(Y). Si y € intY entonces y ¢ X; y, por lo tanto, y €
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X\X; € Ce(X\X1). St y € Fr(Y) entonces, en particular, y € Ce(X\Y'). De
modo que y € Ce(X\Y)NY = K, UK, Por lo tanto ¥ C X\X; U K; U K;.
Como X\Y C X), tenemos que X\X; C Y y, puesto que K; U K2 C Y (pues
Y NX, = KjUK,),se tiene que Ce( X\ X;)U K, UK, C Y. Con lo cual se concluye
Jque Y= CE(X\X;[) U Kl UK2 Y Y = (X\X}) U Kl U Kz.

De (*) obtenemos de paso que X1 N X, C X;NY = K, U K,

Sea D un subcontinuo de X3 tal que DN K, #£ 8y Dn K, # 0. Supongamos
que D # X,. Aseguramos que DU (K, U K3) estd contenido propiamente en Y. Si
DU{K1UK;) =Y entonces tendriamos en particular que X\ X; C DU(K,UK3).
Puesto que (X\X)1) N (K1 U K3} = B, llegarfamos a que X\X; C D. Lo que
implicarfa que Xz = Ce{X\X,) C D y, puesto que D C X3, concluirfamos que
D = X,. Lo cual estarfa en contradiccién con nuestra suposicién original. Por lo
tanto, DU(K,UK,) G Y.

Puesto que D U (K U K3) es un subconjunto propio de Y y u(Y) > ¢y, existe
un subcontinuo F de ¥ tal que DU(KH U KR) C F C Y yto < u(F) < u(Y),
(Teorema 1.23). Mostraremos que el conjunto F N X, es disconexo.

Sabemos que X, N X; C K; U K,. Por consiguiente, yaque F C Y = Xa U
K, U K, tenemos que F N X; C Ky U K;. Puesto que K; U K; C F, concluimos
que F N X; es disconexo.

Pero esto implica que F U X; = X (Corolario 2.3.6}, de donde se tiene, en
particular, que X» C FU X;. Puesto que F' est4d contenido propiamente en Y {ya
que (F) < p(Y))y K1 U K2 C F, lo anterior implica que existe z € (Y\F)n
X1 € (Xo\F) N X;. Pero esto tltimo implica que ¢ € Ky U K; € F (ya que
X1 X, C Ky U K3). Lo cual es una contradiccién ya que habfamos tomado x en
(Y\F).

Puesto que esta contradiccién vino de suponer que D y X, eran diferentes,
concluimos que D = X,.

El siguiente paso es demostrar que para todo subcontinuo D de X, tal que
DNnK,#08y DNK, # 0, se cumple que D = X;.

Sea D un subcontinuo de X con las propiedades antes indicadas arriba. Por
la observacién (*), DnNnY C .X] nyY = -Xl n(X'zUK] UKQ) C KIUKQ ¥y
DNK, #0y DNK, # 0. Lo cual implica que D NY es disconexo. Puesto que
u(Y) > tg, se sigue que Y U D = X. Entonces X\Y C D y, por lo tanto, que
X, = Ce(X\Y) C D. Con lo que concluimos, finalmente que X, = D.
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Con esto finalizamos la 1iltima parte del lema. g

Lema 2.3.13. Sean X un continuo y g una funcién de Whitney para C{X).
Supongamos que existe ¢ € [0,1) tal que p(£p) es un circulo. Sean K; y K;
las componentes de Y N Ce(X\Y) (donde Y es como en el Lema 2.3.12) y X; y
X, los subcontinuos del mismo Lema 2.3.12.. Entonces se tiene que X N K es
conexo parai =1y 2, y X; N X, tiene exactamente dos componentes. De hecho
X1NXy = (Xan K )U{X2NK,) es la descomposicidn en componentes de X; N Xs.
Ademis X; N X = Fr(X,) = Fr(Xa).

Demostracién. Mostraremos que X> N K es conexo, la demostracién para
XaN K, es similar. Supongamos lo contrario. Sea C una componente de X; N K,
{(por el Lema 2.3.12, Y = X, U K1 U K3, como K; N K3 = @, la conexidad de Y
implica que Xo N K7 # 8 y X; N K, # 0). Sea 8 un arco ordenado que va de C
a X, (Teorema 1.16). Nuevamente, por el Teorema 1.4, teremos que la funcién
v : [0,1] = C(X), definida por ¥(s) = B{s) U X; es una funcién continua y, por
lo tanto, la funcién g = p o <y, también resulta ser continua. Ohservamos que
9(1) = p{B(1)} = pu(X) = 1. De manera que existen 3* y s; € (0, 1) tales que
to < g{s*) < g(s1) < 1. Hagamos G = 7(s"). No puede suceder que 8(s;)NK; # 0,
ya que esto implicaria que 3(s;) = X, (Lema 2.3.12) y por lo tanto que y(5;)
B(s) UX, = X. De donde obtendriamos que p(X) = p(v(s1)) = g(s,) < 1
#(X), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, tenemos que B(s;) N K, = 0.

Por hipétesis, X» N K} es disconexo, asf que podemos considerar a dos com-
ponentes C1 y Co de X, N K. Sean § y 1 dos arcos ordenados de & y C» a X;,
respectivamente. Puesto que A(s,} N K, = 0, existen valores r; y w, € (0,1) tales
que f(s) Né(ry) = @, B(s)) Np(wy) = By §(r)) Nn(wy) = B. De manera que si
consideramos los conjuntos C; = GU B(s1), Co = GUS(ry) y C3 = GuUn(w),
entonces se puede comprobar ficilmente que los continuos C,,C; ¥ C3 cumplen
las condiciones del Lema 2.3.7.. Puesto que G € u™!({to, 1)), 1a existencia de estos
continuos contradice a dicho lema.

La anterior contradiccién muestra que X; N K, es conexo.

{1

Ahora nos disponemos a mostrar que X, N X, tiene exactamente dos compo-
nentes. Por el Lema 2.3.12, X; N X, C K; U K,. De manera que

X] ﬂXg = Xlann(KIUKz)
(X1 N X2 N KU (X N X2 0 K)
(K1 N X2) U (K3 N Xo).
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Por tanto X; N X, tiene exactamente dos componentes.

Finalmente mostraremos que X1 N X; = Fr(X,) = Fr(X;).
Puesto que Fr{X;) = Ce(X,)NCe{X\X ) = X1 N X, por definicion, sélo hay
que demostrar que Fr{Xs2) = X; N X,. Para esto observamos que

Fr(X3) = Ce(Xy) N Ce(X\X2) = X2N Ce(X\ X3)

Por lo que es suficiente demostrar que Ce(X\X2) = X,. Mostraremos esta
igualdad por contenciones. Observamos que

X\X; = X\Ce(X\X1) = int(X\(X\ X)) = intX;, C Xy

De donde se sigue que Ce(X\X2) C X,. Para mostrar que X; C Ce(X\Xa)
procedemos como sigue. Puesto que X, € Y (Teorema 2.3.12), entonces X\Y C
X\X,. Esto implica que X; = Ce(X\Y) C Ce(X\X2). Todo lo anterior implica
que Ce(X\X2) = X3 y, por lo tanto, hemos demostrado que Fr{X;) = X, N X,.
Concluimos, finalmente, que X, N X; = Fr{Xs) = Fr{X,).

Con esto terminamos la prueba del lema. o

Teorema 2.3.14. Sean X un cortinuo y g una funcién de Whitney para
C(X). Supongamos que existe g € [0,1) tal que p~'(5) es un cfrculo, entonces
X es pseudocircular.

Demostracién. Sean X; y Xz, como en el Lema 2.3.12. Mostraremos que los
subcontinuos X; y X2 cumplen las condictones de 1a Definicidn 2.2.2. Por el Lema
2.3.12, sabemos que los subcentinuos X; y X, estdn contenidos propiamente en
X y que X; U Xz = X. Por el Lema 2.3.13., también sabemos que X, N X, tiene
exactamente dos componentes. Sean J; y J; estas componentes. Observamos que
Jy y Jp estdn contenidas en K, y K, respectivamente (donde K, y K, son las
componentes de Y N Ce(X\Y), y Y es como en el Lema 2.3.11).

En primer lugar mostraremos que las componentes J, y J; son terminales con
respecto a X3 y Xi1.

Mostraremos que J; es terminal con respecto a X;. La terminalidad de J, con

respecto a X y la de J; con respecto a X y de J; con respecto a X, se hacencon
argumentos similares.
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Sean L y M dos subcontinuos de X, tales que .J; C L N M. Mostraremos que
Lc Mo M C L. Siocurriera que LN J, # 0, esto implicarfa que X; = L (Lema
2.3.12)) y, por lo tanto, que M € X; C L. De la misma forma, si M N J; # §,
tendremos que L € X, C M. Podemos suponer entonces que M N J; = 0 y que
LnJg=20.

Supongamos, contrariamente a lo que queremos demostrar, que M\L # @ y
INM # 0. Sea 3 : [0,1] — C(X) un arco ordenado de J» a X,. Consideremos la
funcién g : {0,1] — C(X) dada por g(s) = M U X, U §(s). Como J, C M N X,
y J2 C B{s) N X, tenemos que efectivamente g(s)} € C(X) para toda s € [0,1].
Por el Teorema 1.4, g(s) es una funcién continua. Ademds g(1) = MUX,UX, =
X.De manera que existe s; € [0,1} tal que ¢y < p(g(s1)) < 1.Sea G = g{s;).
Si ocurre que B(s;) N M # @ entonces 3(s,) U M es un subcontinuo de X, que
intersecta tanto a K; como a K. Por el Lema 2.3.12, X; = f(s,) U M. Entonces
X = X,UX; = B(8 ) UMUX, = g(s). Asl que p(g(s,)) = 1, lo que es un absurdo.
Por tanto 8(s;) N M = 0. Ahora mostraremos que 8(s;) N L = §. Supongamos lo
contraric. Procediendo como antes, concluimos que X = f(s;} U L U X,. Como
estamos suponiendo que M\ L # @, podemos tomar un punto p € M\ L. Entonces
p & B(s;) U L. Esto implica que p ¢ J,U J; = X; N X;. Como p € X;, tenemos
que p ¢ X,. Por tanto p ¢ B{s;) UL U X, = X, lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto B(s) N L =0

Observamos que X, U 8(s;) U M U L es un subcontinuo propio de X, pues de
lo contrario tendriamos que

X, = XZ3nX

(X1NXa) U (X NB(s)) U (XinM)U (XN L)
J] UJQUﬁ(Sl)UMUL

B(siju(M U L)

]

y, puesto que S(s;) N (M U L) = @, tendrfamos una descomposicién del continuo
Xi. Esta contradiccién prueba que GU L = X UB(5) UM UL # X. Aplicando
el Corolario 2.3.6, tenemos que G N L es conexo.

Sea
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F = GnL
(X2uB(s))uM)NL
(XanL)u(MnL)
JHU(MNL)

MnL

Por tanto MN L esconexoy F=MnNL.

Sea h : [0,1] —» C(X) dada por A(s) = F U X3 U B(s). Entonces k es una
funcién continua tal que h{1) = FU X3 U X, = X. Asf que existen s; y 53 € [0,1}
tales que ty < u{h(s2)) < p(h(s)) < L.

Sea @ = h(s3). Aseguramos que S(s3) N F = @. De no ser asf, f(s3) U F es un
subcontinue de X, que contiene a J; y J;. Por el Lema 2.3.12, G(s;) UF = X).
Entonces p(h(s;)) = p(FU XU B(s3)) = u{X; UX,) = u(X) = 1.Lo cual es una
contradiccién. Por tanto 8(s;) N F =49.

Ahora veremoes que 8(33) N M = §. Supongamos lo contrario, entonces (3(s3) U
M es un subcontinuo de X; que contiene a J; y J;. Esto implica que X, =
B(3z)UM. De modo que L C B(s3)UM. De manera que L = (B(s;)NLIU{MNL).
Ya que L es conexo, debe existir un punto p € {8(s;) NLYN{(M N L) = B(s3) N
(M N L) = B(s3)NF. Esto contradice lo probado en el parrafo anterior. Por tanto
B(s3) N M = . Similarmente 8{s3) N L = 0.

Si ocurre s3 < s; entonces h(s3) C h{s2) y asf que u(h(s3)) < p(h(sz)) lo que
es absurdo. Por tanto s < s3. Esto implica que 8(s2) C B(s3). 8i B(s2) = B(s3)
entonces tenemos que h(sy) = h{s3), o que no es posible. De manera que B(sz)
est4d contenido propiamente en A(s3).

Observamos que

(h(ss) UM ULN\A(s3) = (MULUF U XzU B(s3)\(F U Xa U B(s2))
(M\F)U (L\F) U (B(s3)\B(s2)})-

Ya que estos conjuntos son no vacfos y estdn mutuamente separados, se sigue
que h(sz) es el corazén de un triodo. Pero esto contradice el Lema 2.3.4. De-
bido a que esta contradiccidn vino de suponer que L y M no eran comparables,
concluimos que L C M o M C L. Por lo tanto J; es terminal con respecto a X].

En seguida nos concentraremos en demostrar que todo subcontinuo L de X
tal que LNJ; # 0y LN.J; # @ tiene la propiedad de contener a alguno de
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los subcontinuos X, o Xz. Sea L un subcontinuo que satisface las condiciones
antes seftaladas. Mostraremos que alguna de las componentes de LNX, 0 LN X,
intersecta tanto a J; como a J,. Supongamos que esto no sucede. Entonces,
por €l Teorema del Cable Cortado (Teorema 1.9), existen subconjuntos cerrados
Hy,Hy, Ly v Ly de LN X ¥y LN X, respectivamente tales que

LNX,=HUH,,conJyC Hiy Jo C Hyy H, y Hy son ajenos
LNXy=LiULly,con CLyyJoCLyy L,y L, son ajencs.

Lo cual implica que L = (H,U L1) U {Hy U Ly).

Mostraremos que L, no puede intersectar a H,. Supongamos, por el contrario,
que LoNH, # @ Entonces,seaz € LeNH, CLNXyjNX, C X1 N X = J U J,.
De lo anterior se sigue que z € J; U J;. Puesto que L, y L, son ajenos y J, C L,
llegamos a que x € J3. Lo que implica que = € H,, que es absurdo puesto que
H, N H; = 0. Por lo tanto concluimos que Ly N Hy = @. Con el mismo argumento
se puede demostrar que L N H; = 8.

La discusién previa implica que los conjuntos (Hy U L)y (Ha U L;) forman
una disconexién de L, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto podemos suponer
que existe una componente C de LN X, tal que CNJ, # 0y CNJy # B. Pero esto
implica que C = X (Lema 2.3.12) y, por lo tanto, X; C L. Con esto terminamos
la prueba de esta propiedad.

Mostraremos, finalmente, que existe ¢ > 0 tal que para todo subcontinuo
LeBf(X)setieneque ; C Lo L, C L.

Tomemos t* > mdz{ty, u(X;), u(X2)}. Sean ¢ > 0 tal que BF(X) c A =
p~Y{t", 1)) y L € BH(X). Mostraremos que esta I cumple lo que se pide. Si
LNJi# 8y LNJ; #0entonces X3 C Lo Xy CLy,porlotanto, J y Jo C L.
Supongamos entonces que LN J, = 0.

Puesto que p(L) > t*, L\X, £ 0 y L\ X, # 0. Por lo tanto LN J; # 0.

Supongamos que J,\L # 0. Mostraremos que L N J; es conexo. Si LN J, es
disconexo entonces L 14 J; = X (por el Lema 2.3.6, ya que u{L) > £;). Pero esto
es una contradiccidn ya que Jp no estd contenido en L U Jy. Por lo tanto L N J;
€S Conexo.

También se tiene que LN X; y LM X, son conexos, pues si I N X, fuera
disconexo, por ejemplo, entonces, por el Lema 2.3.6, tendrfamos que LU X, = X.
Lo cual serfa una contradiccién, ya que esto implicarfa que

X2 = (LNX)U(XiNX,)
(L X}uh|UuJy

i
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es una descomposicién del continuo Xa.

Entonces existen arcos ordenados , 8y v :{0,1] = C(X) de LN J, a J; (ya
que estamos suponiendo que J1\L # @), a LN X, y a L N X,, respectivamente.
Puesto que u{L) > tp, podemos encontrar valores sg,7o ¥ wg € (0, 1) tales que si
H = a{sp) U B(rp) U v{woe) entonces tg < u{H) < u(L).

Sean s, y r, en (0,1) tales que sp < §; y 7o < 71 ¥ consideremos los subcon-
tinues

C) = a{s;) U B(ro) U y(wo}
Cz = afsp) U B(r1) U~ (wo)

Ci = a(sp)UB(r) Uy

Entonces se cumple que H C CyUC2UC;, C, € C,UCs, Co € CLuCsyCs &
C1UC, (ya que 1\L # ). Puesto que H € A = u~({io, 1)), la existencia de los
subcontinuos Cy, Cy y C; contradice el Lema 2.3.7. Puesto que esta contradiccién

vino de suponer que J\L # 8, concluimos que J; C L. Esto quiere decir que la ¢
que escogimos es la requerida.

Con esto terminamos la demostracién de todas las propiedades que deben de
cumplir los subcontinuos X; y X:. Concluimos, entonces, que el espacio X es
pseudocircular, De esta forma finalizamos la prueba del teorema. g

2.4. NIVELES “GRANDES” EN HIPERESPACIOS LOCALMENTE
PLANOS.

Cerraremos el presente capftulo con un resultado que nos indica cémo son los
niveles “grandes” en un hiperespacic localmente plano. Con este resultado ten-
dremos todas las piezas para llegar al resultado principal del capitulo; caracterizar
a los continuos cuyo hiperespacio es localmente plano en la cuispide.

Antes daremos un par de definiciones y lemas que nos serén de utilidad y cuya
demostracién de algunos de ellos aparece en la bibliograffa.
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Definicién 2.4.0. Un triodo simple es un continuo homeomorfo al conjunto
{GyeR:0<y<ju{(z,)eR*: -1 <z <1},

Lema 2.4.1 ([16, Ejercicio 31.11]). Sea X un continuo localmente conexo. Si
X no es homeomorfo a un intervalo o a un circulo, entonces X contiene un triodo
simple.

Definicién 2.4.2. Un continuo X es conero en pequeiio en p si para cada
conjunto abierto U de X tal que p € U, existe un subcontinuo L de X tal que
peintLC LC U

Se sabe que si X es conexo en pequeiio en cada uno de sus puntos entonces X
es localmente conexo ({25, Teorema 27.16.]).

Lema 2.4.3 ([9, Teorema 1.2)]. Sea X un continuo. Entonces C(X) es
conexo en pequefio en A si y s6lo si para toda funcién de Whitney p para C(X)
se tiene que u~'(u(A)) es conexo en pequeiio en A.

Teorema 2.4.4. Sean X un continuo y p una funcién de Whitney para C'(X).
Supongamos que C(X) es localmente plano en X. Entonces e:vuste t € (0,1) tal
que x~'(t} es un circulo o un arco.

Demostracién. Sean i una vecindad de X contenida C(X) homeomorfa a
una 2-celda y € > 0 tal que B#(X) C U. Por el Lema 2.2.4 existe t5 € (0,1) tal
que u~(t) € Bf{X) para toda t € [to, 1].

A continuacién mostraremos que existe t € (o, 1) tal que que £~ (¢) es un arco
o un circulo. Supongamos que esto no es cierto. Es decir, para toda ¢t € (85, 1) se
tiene que () no es un arco ni una curva cerrada. simple.

Sea t € (ty,1). Puesto que B¥{X) C U y U es una 2-celda, se tiene que C(X)
es conexo en pequefio en cada elemento del interior de L. De donde se sigue, por
el Lema 2.4.3, que p~'(t) es conexo en pequeno en todos sus elementos y, por lo
tanto, localmente conexo.

Entonces, por el Lema 2.4.1, sabemos que ™' (t) contiene triodos simples. Lo
cual nos dice que para toda t € (o, 1) se cumple que p~!(t) contiene triodos sim-
ples. Por consiguiente I contiene una infinidad no numerable de triodos simples
y ajenos. Pero esto contradice el hecho de que una 2-celda no puede contener un
nimero no numerable de triodos simples ajenos ([21]).
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Puesto que la anterior contradiccién vino de suponer que para toda ¢ € (tg,1)

se tenia que x~!(¢) no era ni un arco ni una curva cerrada simple, se concluye el
tecrema. .

Corolario 2.4.5. Sean X un continuo y z una funcién de Whitney para
C(X). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

{a) C(X) es localmente plano en la cispide
{b) X es pseudolineal o pseudocircular
(c) Existe t € {0,1) tal que p~}(t) es homeomorfo a un intervalo ¢ a un cfrculo

Demostracién. (a) implica (c) se tiene por el Teorema 2.4.4. (c} implica (b)
se sigue de los Teoremas 2..3.2 y 2.3.14. La implicacién (b) implica (c) se sigue
del Corolario 2.2.22. Por uitimo, (c) implica (a) se tiene a partir del Corolario
2.1.10. g
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* --Ves, Momo—Ile decia el barrendero--, las cosas son asi: a veces tienes ante ti una
calle larguisima. Te parece tan terriblemente larga, que nunca crees que podras acabarla.

--Y entonces te empiezas a dar prisa, cada vez mds prisa. Cada vez que levantas la
vista, ves que la calle no se hace més corta. Y te esfuerzas mas todavia, empiezas a tener
miedo, al final estas sin aliento. Y la calle sigue por delante. Asi no se debe hacer.

Penso durante un rato. Entonces siguié hablando.

--nunca se ha de pensar en toda la calle de una vez, jentiendes? Solo hay que pensar
en ¢l paso siguiente, en la inspiracién siguiente, en la siguiente barrida. Nunca mas que en
la siguiente.

Volvié a callar y reflexionar, antes de afadir:

--Entonces es divertido; eso es importante, porque entonces se hace bien la tarea. Y
asi ha de ser.

Después de una nueva larga interrupcién, siguié:

--De repente se da uno cuenta de que, paso a paso, se ha barrido toda la calle. Uno no
se da cuenta cémo ha sido. Eso es importante™.

Momo

Michael Ende



3. HIPERESPACIOS QUE SON LOCALMENTE EUCLIDI-
ANOS EN LA CUSPIDE.
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El resultado principal de este capitulo (Teorema 3.16) nos dice cuales son las
caracterfsticas que debe tener una gréfica finita conexa X para que su hiperes-
pacio C{X) tenga una vecindad homeomorfa a una N-celda alrededor de X. De
esta forma, diremos que €l hiperespacio C(X) de un continuo X es localmente
Euclidiano en la cispide si existe una vecindad U alrededor de X en C(X) la cual
es homeomorfa a una N-celda.

Con el fin de desarrollar nuestra discusién estableceremos algunas convenciones
v definiciones bisicas.

Definicién 3.1. Un segmento en un continuo €s un arco o una curva cerrada
simple. Definimos los ertremos de un segmento de la siguiente manera: (a) en
el caso de que el segmento es un arco, sus extremos son los puntos que no lo
separan (b) en el caso de que el segmento sea una curva cerrada simple, dicho
segmento s6lo tiene un extremo y es un punto que se ha fijado de antemano. Una
gréfica finita conera es un continuc que es una unisn finita de segmentos tales
que cualesquiera dos de ellos se intersectan en uno o dos de sus extremos, o no se
intersectan (convendremos en que el vacfo es una grifica finita conexa). Cada vez
que hablemos de una grifica finita, se entiende que los segmentos y sus extremos
va estdn dados. Los vértices de una gréfica finita conexa son los extremos de sus
segmentos.

Dados una grafica X y un punto p € X, el orden de p en X es el minimo
cardinal n tal que p tiene una base de vecindades en la cual la frontera de cada
uno de sus elementos tiene a lo mds n elementos. Se dice que p es un extremo
de X si su orden es igual a uno y se dice que p es un punto de ramificacidn si su
orden es al menos 3.

En este capitulo la letra X denotard a una grdfica finita diferente de un circulo.
Supondremos que la métrica d en X es la métrica de longitud de arco (en donde
la distancia entre dos puntos serd la minima longitud entre ellos dos) y cada
segmento de X tiene longitud igual a uno. También para cada segmento J de
X, identificaremos a J, o bien, con el intervalo cerrado [(0);,(1);], cuando J
es un arco, o con el intervalo {{0)s,(1),] que tiene a sus extremos identificados
((0); = (1)), en el caso en que J sea una curva cerrada simple.

En el resto del presente capitulo nos referiremos a una gréafica finita conexa

diferente de un circulo simplemente como una grafica. Con esto en mente se dan
las siguientes definiciones.
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Definicién 3.2. Una subgrdfica Y de una grdfica X es una grafica contenida
en X que estd formada por algunos de los segmentos de X. También permitiremos
que el conjunto vacio y un conjunto que conste de un sélo vértice sean subgraficas.

Para tener el menor mimero posible de segmentos y vértices, tomaremos Gni-
camente graficas en las que cada vértice de X es un extremo de X o un punto
de ramificacién. Es fdcil ver que a todo continuo que es una grifica se le pueden
redefinir sus segmentos de tal manera que satisfaga estas condiciones.

Si A€ C(X)ye >0, entonces definimos

Q(e,A) = {z € X : existe a € A tal que d(z,a) < e}

N(e,A)={z € X : existe a € A tal que d{z,a) < &}

Definicién 3.3. Sea X una gréfica. Diremos que un subconjunto S de X es
una subgrdfica fina de X si S =0 o § es una subgréfica de X tal que S no tiene
ciclos (es decir, S es un drbol) y no tiene puntos extremos de X.

Definicién 3.4. Sea S una subgrafica fina de X. Si § # 0 entonces definimos

Ms={BeC(X):SCBC@1,5)y BNN(1,5) es conexo}

Para el caso en que S = 0 y J es un segmento de X, se define M = {A €
C(X) : A c J}. En caso de que no haya posibilidad de confusién, escribiremos
simplemente My en lugar de Mj.

Supongamos que S es una subgrdfica fina de X distinta del vacfo. Sean
I, Iz, ..., I, los segmentos en X que son arcos que intersectan a S exactamente
en uno de sus extremos y sean Jy, Ja, ..., J, los segmentos de X que, o bien, son
arcos que intersectan a S en sus dos extremos, o son curvas cerradas simples tales
que cada una de ellas intersecta a S en su extremo. Es fécil convencerse de que
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QLS =Su(J{hi:1<i<hu {1528}

A esta representacién de Q(1,.S) le llamaremos la representacion candnica
para Q{1,5). Tomando como base la representacién candnica para @Q(1,5), a
cada elemento A en Mg se le puede asociar una representacién de la forma:

A=su(J{0,a]: 1 i< HUJ0, 6]V ;1] 1< < 8)),

donde 0 < a; <lparacadaiy 0<¢; <d; <1 para cada j.

Convendremnos en llamar a la anterior expresidn la representacidn candnica de
A con respecto a la subgrdfica S.

Decimos que A esté en el interior relativo de Mg (A € TR(M3))si0 < a; < 1,
paracadaiy 0 < ¢; < d; < 1 para cada j. En el caso en que S = §, el interior
relativo se define como: RI(MI) = {A € ML . (0),,(1)s ¢ A}, para cada
segmento J de X.

Probaremos un lema técnico.

Lema 3.5. Sean S una subgrdfica fina y distinta del vacio de Xy 4 €
ITR(Mg). Hagamos € = min{{ai,...,a,} U{l —a;,..,1 —a,}U{cy,..,c,} U{l ~
dy,..,1 —d,} U{di — er/2,...,d, — cs/2}}. Donde los a;,¢;y d; son lo valores
determinados por la forma canénica de A con respecto a la subgrafica § (A =
SU(UJ{0,a):1 <t <rHUU{[0,¢;]U[d;,1]: 1 €7 < 5}),con0 < a; < 1para
cada i y 0 < ¢; < d; < 1para cada j).

Entonces se tiene que N{g, A} C N(1,5).

Demostracién. Sea x € N{g, A) entonces d(z,a) < £, para alguna a € A. Si
a € 5 entonces el resultado se sigue inmediatamente. Podemos suponer entonces
que a ¢ S. Puestoque A = SU(J{[0,ai}: 1 <i <rHU (U0, 5] Ud;,1):1 <
j<s}),con0<a; <lparacadai, y 0 < ¢ < d; <1, para cada 7, tenemos
que a € [0,a;] 0 a € [0,¢;] U [d;, 1]. Supongamos que a € [0, a;]. Esto implica que
0 < d(z,0) < d(x,a) + d(a,0} < € + a; < 1. Es decir , d{z, (0);,}) < 1y (0), € S,
1o que implica que z € N(1,5)). El caso en que a € [0,¢; U [d;, 1] se dernuestra
de manera similar. g
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El Lema 3.5 implica, en particular, que para cualquier subcontinuo B de X, tal

que H(A, B) < ¢, se tiene que B C N(1, S) (donde € y A tienen las caracterfsticas
indicadas en este lema).

Observacién 3.6. Hacemos notar que si X es una gréfica finita y o es un
arco de X cuyos extremos p; y p» son vértices de X entonces a =|J{/: I es un
segmento de X, I es un arco e J C a}. Para ver esto, supongamos que existe un
punto p € o y que no estd en la union de la derecha de la igualdad. Como esta
unién es un conjunto cerrado toda una vecindad de p la evade. Como sélo hay un
ntimero finito de vértices de X, en toda vecindad de p en o hay puntos que no son
vértices. Por tanto podemos suponer que p no €s un vértice. Lo anterior implica
que existe un segmento L de X tal que p € L\{(0)z, (1)} ¥ L € . De donde se
sigue que existe un punto ¢ € Frp{aNL)\{{0)., (1)z}. Entonces ¢ tiene una base
de vecindades en & cuya frontera tiene un solo punto. Por tanto ¢ es un extremo

de . Esto es absurdo pues g # py, ¥ ¢ # p2. Esta contradiccién muestra que « es
unién de segmentos de X.

Lema 3.7. Sea S una subgrifica fina de X, entonces I R(M3s) es un subcon-
junto abierto de C{X) diferente del vacio.

Demostracién. Si S = { entonces, dado un segmento J de X, se tiene que
RI(M{) = {A e M (0);,(1); ¢ A}. Sean J un segmento de X y A € RI(M3).
Entonces tenemos que 4 = [a,b], con 0 < a < b < 1. Hagamos ¢ = min{e, (1-5)}.
Mostraremos que si B € C(X) y H(A,B) < ¢ entonces B € RI{MJ). Sea
B e C(X), con H(A, B) < €. Puesto que B C N(g, A), se sigue de la eleccién de
€ que B C J. Lo anterior implica, en particular, que B es un intervalo cerrado.
También, por la eleccién de ¢, los extremos de B no coinciden con (0);, ni con
(1);. De lo anterior se desprende que B € RI{(M3£). De modo que para el caso
en que S = 0 se tiene que TR(Mgs) es abierto.

Podemos suponer entonces que S es distinto del vacfo. Sea A € IR(Mg5).
Entonces A es de la forma A = SU{J{[0,a]:1 <i < r}) U (U{[0,¢;} U [d;, 1) :
1<j<s}),donde 0 <a; <lparacadaiy0 <c; <d; <1. Por definicidn se
tiene que A C N(1,5).

Hagamos € = min{{ay,...,a,} U{l — ay,...,1 — a,} U {c1, ..., Cs}

u{l —dy,...,.1—d}U{{di — 1)/2,....{ds — ;) /2}}.

Sea B € C(X) tal que H(A, B) < . Por el comentario que hicimos después

del Lema 3.5, tenemos que B C N(1,S5). Para mostrar que B € I R{Mj) estable-
ceremos la siguiente suposicién:
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Observamos que Q(1,8) = SU(U{L:1<i<rHU{UJ{J;: 1 <5 < s))
{por definicién de Q(1,5),ya que S # 0). Puesto que todos los vértices de S
son puntos de ramificacién, podemos suponer que los conjuntos {f;: 1 <i<r}y
{J; 11 <3 < s} son diferentes del vacio (los argumentos de la demostracién para
los otras posibilidades son bastante similares, ademds observemos que no puede
ocurrir que los conjuntos {f;: 1 <t <r}y {J;:1 < j < s} sean igual al vaclo
simultaneamente).

Mostraremos que B cumple con lo siguiente:

(a) Para cada segmento [; de la representacién canénica Q(1,.5) se tiene que
(l)li ¢ B.
Puesto que (1), € N(1, S), el resultado se sigue del hecho de que B C N(1,S).

(b) Para cada segmento I; de la representacion candnica Q(1, 5), se tiene que
BNl #0paratodaie {1,..,1}.

Efectivamente, como A C Nfe, B), existe un punto b € B tal que d(a;, b) < e.
Esto implica que b € [;.

(c) Para cada segmento J; de la representacién candnica Q(1,S5), se tiene que
BnJ; # 9.

Esto se muestra en forma similar al inciso (b).

(d) Para cada segmento I; de la representacién canénica Q(1, §), se tiene que
Bﬂfi=[e,-,f,-],con0$e,~$f;<l.

Sea I; un segmento de la representacién candnica de Q{1, S). Mostraremos
que B N 1I; es conexo. Si B esta contenido en {; entonces BNJ; = B y, por lo
tanto, B N [; es conexo. Podemos suponer entonces que B\I; # §. Supongamos
que B N I; es disconexo. Entonces, puesto que B N I; es cerrado, existen dos
subconjuntos cerrados K'y L de X ajenos y diferentes del vacio tales que BN =
K U L. Alguno de ellos no contiene al extremo (0);, (podrfa ser que los dos no
lo contuvieran). Supongamos que (0);, ¢ K. Debido a que B C N(1, S), tenemos
que

B = BN[Su{U{lh:1gh<r,conh#iHHU({J;:1<i<sPIU(BNE)
BnSuU{in:1<h<r,conh£ipU(U{J;:1<j<sU(KUL)
BNSUUfIn:1<h<r,conh £ )U(HJ; 1 <7< s} )ULJUK)

Puesto que estamos suponiendo que B\I; # 0 y (0);, ¢ K y éste es el tinico
punto donde K podrfa intersectar a los segmentos I; y J; (debido a que (1), ¢ B),
lo anterior nos da una separacién de B, lo cual es absurdo.

f
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En vista de lo anterior concluimos que BN 1; es conexo. Esto implica que BNI;
es un subcontinuo del segmento I, y, por lo tanto, que B N I; es un subconjunto
delaforma BN =[e;, fi],con0<e; £ fi < 1.

{e) (0);, = e; para cada i € {1,...,7}, donde e; estd dado por la expresién
BNI;=|e, fi],con 0 < g < f; <1en el inciso {(d).

Supongamos que existe ip tal que (0);, # e;,. Entonces, por el inciso (d), se
tiene que B N Iy = [e;, fi,], con 0 < e, < f;; < 1. Probaremos que B debe
estar contenido en f;. Si B no estuviera contenido en J;, entonces tendriamos que
B\IL;, # @y, debido a que B C N(1,5)y BNI; = [eq, fi,] N0 intersecta a ningiin
otro segmento de la representacion canénica de (1, §), obtendrfamos la siguiente
descomposicién de B:

B

BNSuU{his1<i<reizip)U(U{J;:1<j<shlu[BNL]
BrSuU{li:1gisrei#F i) UBN(U{J;: 127 < sHU e fiol

lo cual es absurdo ya que B es un subcontinuo de X. Por lo tanto B est4 contenido
en I;,. Lo anterior implica que B = BN I, = [e;,, fi,] , con 0 < ey, < fi, < 1. Pero
esto implica entonces que BN J; = @ para toda j € {1, ..., 5},lo cual contradice
el inciso (c) (ya que estamos suponiendo que s # 0).

Esta contradiccién prueba el inciso (e).

Puesto que (0);, = e; para cada i € {1,....,r}, del inciso (d) se sigue que
BNI; =[(0)y, fi] para cadai € {1,...,7}.

La argumentacién para probar el siguiente inciso se hace con ideas similares a
las que se usaron en los incisos (a), (b), (c), (d) ¥ (e).

(fy BN J; = [0,g;] U [hj,1], donde 0 < g; < h; < 1, para cada j € {1,...,8}.

Considerando los incisos anteriores, sélo hace falta demostrar que 5 C B para
concluir que B =SU(IJ{[0,f;] : 1 < <r}) U ({0, g5] U h;, 1] : 1 <5 < s}),
con 0 < fi < lparacadaiy 0 < g; < h; < 1y, por lo tanto, concluir que
B € RI{Mg).

A continuacién mostraremos que la subgrafica S estd contenida en B. En
primer lugar, observamos que todo punto extremo de S estd en B. En efecto, si
p es un punto extremo de .S entonces p es el extremo de alglin segmento de la
representacién canénica de @(1,9) (es decir, p = (0) L P = (0)s, o2 = (1),
para algiin ip € ¢ € {1,...,7} o algin j; € {1,...,s}).

De donde se sigue, por los incisos (e) v (f), que p € B.
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Sean p; y p; puntos extremos de S. Si S tuviera un unico punto extremo v
entonces (ya que S no tiene curvas cerradas simples, por ser una subgréfica fina) se
seguirfa que S = {v}, de tal forma que, por la observacién que acabamos de hacer,
v serfa el extremo de algin segmento I; o J;y, por tanto, seria elemento de B. De
donde concluiriamos que S € B. De modo que podemos suponer que py % p,. Por
lo que dijimos en lineas anteriores, py y p; estdn en B. Puesto que en una grafica
finita conexa cualquier subcontinuo es conexo por trayectorias, podemos elegir un
arco en B tal que conecte p, con pe. Sea a este arco. Por la Observacién 3.6.,
sabemos que & = | J{7 : J es un segmentode X, esunarcoe ] C a}. Yaque B C
N(1,S8}, BNI; = [(0)s, fi] para cada i € {1,...,7}y BN J; = {0, g;} U [h;, 1], para
cada j € {1,...,s} tenemosque a C B C SU(UJ{[0, fi] : 1 £ i £ rHU{U{[0, g;]U
hiyl]:1<j<s}con fi<lyO<gi< fi<]l.

De aqui se sigue que cualquier segmento de Lde X tal que L C a, tiene que
estar contenido en S y, como « es unién de segmentos, obtenemos que o C 5.

Debido a que S es una subgrdfica aciclica, lo anterior implica que el tnico
arco en S que va de py a p; estd contenido en B. Ademds, debido también a que
§ es una subgréfica acfclica, ésta es la unidén de los arcos que unen sus puntos
extremos. Lo cual implica, por la discusién anterior, que S C 8. De donde
obtenemos finalmente que B € RI{Mjg} Concluimos por tanto que A es un punto
interior de R{(M3g). Con esto finalizamos la prueba del lema. g

Al inicio de este capftulo introdujimos la nocién de representacién canénica
de Q(1, S}, a saber:

QLS)=su(JL:1<i<rhud {15 <8
En donde S es una subgrédfica fina de X distinta del vacio y se tiene que
Iy, Iy, ..., I, son los segmentos en X que son arcos que intersectan a S exactamente
en uno de sus extremos y Ji,Js, ..., J, son los segmentos de X que, o bien, son
arcos que intersectan a S en sus dos extremos, o son curvas cerradas simples que

intersectan a S en su extremo. A partir de esta nocién se definié el conjunto Mg
como:

Ms={BeC(X):SCBCQ1,5 y BNnN(1,S) es conexo}
y donde un elemento A € Mg puede ser escrito en la forma:

84



A=SuJ{0,a:1<i<r)U{J{[0,¢)Ud; 1} : 1 € j < s}), donde
0<aq <1l,paracadai,y0<c; <d; <1, para cada j.

Si consideramos el niimero n = 2s + r, donde s y 7 son los valores asociados al
mimero de segmentos de la representacién canénica de Q(1, S), entonces se sabe
que Mg tiene dimensién n. Mds aun, R. Duda demostré que Mg es homeomorfo
a I™ [6, Teorema 5.2] . El siguiente lema es una extensién del resultado de Duda,
y aparece en un articulo de A. Illanes e I. Puga {15. Teorema 1.1.] . Aunque este
ultimo lema es fdcil de visualizar, resulta bastante laborioso de demostrar. De
modo que sélo presentamos su enunciado.

Lema 3.8. Sean = 25+, donde s y r son los valores asociados al nimero de
segmentos de la representacion canénicade @(1,5).Si1€r <mp <ryl < £
Sy < s, entonces la dimension del conjunto {A € Mg: LHU...UI, CA, gy =
0, 8,=0JJU..UJ, CAydyn1=1,...,ds, =1,Cy41=0,...,c, =0} e5 2
lo mds n —ry — 28; — 283 = n — ro — 2(8; + 8q).

El teorema dice, bdsicamente, que la dimensién del subconjunto de elementos
de My que resulta de afiadir (o quitar) a cada uno de ellos algunos de los seg-
mentos de la representacién canénica de (1, .5) es a lo més la dimensién original
menos el nimero (o el doble del numero, dependiendo del tipo de segmento) de
segmentos que se les afadieron o quitaron a cada uno de estos elementos. Por
ejemplo, si consideramos el subconjunto A" de Mg tal que cada uno de los ele-
mentos de A contiene al segmento I, y al segmento J;. Entonces la dimensién de
N satisfard dimN =n~1-2(1) =n-3.

La prueba del siguiente lema aparece en [17, Lema 1.4.].

Lema 3.9. Sean § y T subgréficas finas de X tales que S C T. Entonces se
tiene que :
(a) dim Mg < dim Mr siempre que T # 5,
(b) 8i S # 0y existe exactamente un segmento en T el cual no pertenece a S
entonces T # Q(1, 5).

Usando los Lemas 3.8 y 3.9 probaremos el siguiente lema, el cual nos dice que
subgraficas finas para las que Mg tiene igual dimensién y que son distintas se
intersectan en conjuntos de dimensién menor o igual que la dimensién original
disminuida en dos unidades. Este hecho serd una pieza importante para probar el
Teorema 3.11, el cual nos dice bdsicamente que si se tiene una vecindad i/ alrededor
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de X en C(X) homeomorfa a una N-celda entonces existe una subgrafica fina S
de X tal que I C Ms.

Lema 3.10. Sean X una graficay Sy T subgraficas finas de X diferentes del
vacio tales que Mg # M.

Supongamos que N = dim M3 = dim M7 > 1. Entonces dim(Mg N Mrz) <
N -2

Demostracién. Podemos suponer que Ms MMz # 0 (si MgN My =0
entonces dim({Mg N Mg) = ~1 y, por lo tanto, se cumple el lema).

Sea A € Mg N Mr. Debido a que a lo largo de la prueba se consideran
varios casos, convendremos en que si logramos demostrar que el elemento A tiene
cierta propiedad entonces todos los elementos de Mg N Mr tendrdn también la
propiedad.

En primer lugar, por definicién de Mgy My, tenemos que S C A C @1, T}y
T C A C Q(1,5). Consideremos las representaciones candnicas de Q{1,5)y
Q(,T).

QLS =Su{h:1<i<rHu(J{h:1<5<8))

QULT)=Tu(J{L:1<i<nh U J{K: 1<k sm})

Observamos que S # T (si § = T entonces tendrfamos que Mg = Mr lo cual
contradice una de las hipdtesis iniciales). Esto implica, por el Lema 3.9., que S
no estd contenido en T ni T estd contenido en S.

Primero analizaremos el caso en que hay dos segmentos M; y M3 de T, que
50N arcos, y que no pertcnecen a S.

Puesto que T C A C Q(1,5) y My y Mz no estan contenidos en S, se sigue
de las suposiciones que estamos haciendo que M; y M; son iguales a algunos de
los segmentos I; de la representacién canénica de ¢}(1, ). Podemos pensar que
My =1, y My = I. Puesto que M; y M, estén contenidos en A, (ya que M, y
MycTc A)sesigueque ) y I C A.

Entonces, por la convencién que hicimos al inicio de la demostracién se tiene
que I, y I, C A para todo A € Mg N My y por lo tanto, aplicando el Teorema
3.8 a estos elementos, concluimos que dim(AMg N M) < N -2,
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Ahora veamos el caso en que hay un segmento de T que no es un arco y que
intersecta a 5 exactamente en su extremo. Sea M tal segmento. Nuevamente,
puesto que T C A C Q(1,5) y M no estd contenido en S, se tiene que M es igual
a alguno de los segmentos J; de la representacién candnica de (1, 5). Podemos
pensar que M = J;. Como M est4 contenido en A, se tiene que J; C A. Por tanto,
concluimos que para toda A € Mg N Mg se cumple que J; € 4. Y aplicando
nuevamente el Teorema 3.8, se tiene que dim(MsNM7p) < N -2(1)=N - 2.

El caso en que hay un segmento de T que es un arco y que intersecta a S
en exactamente sus dos extremos es similar al que acabamos de ver. También
observamos que si T tiene més de dos segmentos que no estdn contenidos en S
entonces podemos reducir esta situacién a los casos anteriores para concluir que
dim{(MgnNMz) < N -2

De esta forma, podemos suponer que hay un tnico segmento L en T que es un
arco y que no pertenece a S. Sea v el extremo de L que no estd en S. Lo anterior
implica ademds que todos los vértices de T excepto v estdn en S.

Puesto que v € T, tenemos que v €5 un punto de ramificacién de X. Esto nos
lleva a considerar dos casos:

(a) Existe un segmento de N de X diferente de L que no es un arco y tal que
su extremo coincide con v.

Puesto que v ¢ 5, el interior de N no intersecta a Q(1,5). Por otro lado,
puesto que N ¢ Q(1,T) (ya que N intersecta a T en v) y N no estd contenido
en T, se tiene que NV es igual a alguno de los segmentos K de la representacién
canénica de Q(1,T). Supongamos, por ejemplo, N = K. Observamos, por lo que
dijimos dos lineas antes, que K3 NQ(1,5) = {v} = {(0)x}. Entonces, puesto que
TCcAcCQ1,5)yveT, tenemos que AN K, = {v} = {(0)x, }.

Consideramos la representacién candnica de A con respecto a T, a saber,

A=TU{J{0, fij : 1 £ < nHU{U{[0, 9] U [Re, 1] : 1 £ k € m}). Entonces,
puesto que [0,¢1] U [k, 1) C Ky y ANK, = {v} = {(0)x, }, se sigue que g; =0 y
h1 =1 en la representacién candnica de A con respecto a T y, por lo tanto, para
todo elemento A € MgMMo, se cumple que gy = 0 ¥y h; = 1, en su representacién
candnica con respecto a T. Con lo cual concluimos que dim{MgnN Mzp) < N —
2(1) = N — 2 (Teorema 3.8).

(b} Existen dos segmentos My N de X diferentes de L que son arcos y tales
que v es uno de los extremos tanto de M como de N y M y N tienen sus otros
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extremos, u y w respectivamente, diferentes de v. Observamos que & y N no son
segmentos de S (ya que v ¢ 5).

Consideremos tres subcasos.

(0.1) u vy w ¢ S. Entonces tenemos que uy w ¢ T (ya que v es el Gnico vértice
de T que no estd en S) y que el interior de M U N no intersecta a Q(1,5). Por
otro lado, puesto que N y M < Q(1,T) (ya que tanto N como M intersectan a
T en v) y ni N ni M estdn contenidos en T, se tiene que tanto M como N son
iguales a alguno de los segmentos L; de la representacién canénica de @Q(1,T).
Supongamos, por ejemplo, M = L; y N = L. Por lo que anteriormente, sabemos
que Ly N (L, S) = {v} = {(0),}y L2nNQ(1,5) = {v} = {(0)z,}. Entonces,
puesto que T C A C Q(1,5) y v € T,tenemos que ANLy = ANL, = {v} =
{(D)Kx} = {(O)Kz}

Consideremos nuevamente la representacién canénica de A con respecto a T,
a saber:

A=TuU{[0,fi) : 1 <1 <n}UU{[0, g&] U [Rk, 1] : 1 < k < m}). Entonces,
puesto que [0, fi] C Ly, ANL; = {(0)s,} ¥ [0, f2] C Lz, ANLy = {(0).,}, se sigue
que f; = f; = 0 en la representacién candnica de A con respecto a T. De modo que
para todo elemento A € MgnM se cumple que f; = f» = 0 en su representacién
canénica con respecto a T. Por lo tanto, concluimos que dim{MgnNMz) < N —2
(Teorema 3.8).

(b.2) ue Syw ¢ S. Aplicando a w argumentos similares al subcaso (b.1), tene-
mos que f, = 0 (donde f; es el extremos del intervalo [0, f2] de la representacién
canénica de A con respecto a T, a saber, A = TU(J{[0,/]:1<I<n}) U
({0, ge] Uha, 1] : 1 <k < m})).

Puesto que © € S, puede ocurrir que u € T. Mostraremos que © no puede
ser vértice de T'. Si este fuera el caso entonces el razonamiento serfa el siguiente:
Puesto que v y v son vértices de T, entonces M es un segmento de T. Puesto que
estamos suponiendo que el L es el unico segmento de T que no pertenece a S, lo
anterior implica que M es un segmento de S. Lo que implica que los extremos de
M, u y v, estdn en S, lo cual es absurdo ya que v ¢ 8. De lo anterior concluirmos
queu¢T.

Entonces tenemos que » ¢ T y que v € T',lo que implica que M C Q(1,7T) (ya
que M intersecta a T en v} y M no estd contenido en T'. Por lo tanto M es igual a
alguno de los segmentos L; de la representacion canénica de @Q(1,T). Supongamos
que M = L.
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Mostraremos que A no puede tener en su representacién candnica, con respecto
a T, un intervalo de la forma [(0).,, fi], donde (D)., estd asociado con el vértice
vy 0 < fi < 1. Supongamos que esto si ocurre. Observamos que L, C (1, S5)
(ya que M C @Q(1,5)). Entonces, puesto que ((0),, fil C Ly, {0)1,, 1} C A (por
hipétesis) y [(0)r,, fi] € N(1,S), tenemos que ((0)z,, 1] C AN L; N N(1,S).
Seaz € AN L, N N(1,8). Puesto que AN Ly = {(0).,, fi], tenemos que z €
{(0)r,, /i}- Lo anterior implica que (AN L) N N(l S} = ((0)z,, f1]. De manera
similar obtenemos que (A N Li\ {v,u}) N N{1,8) = ((0).,, f1]- Lo cual implica
que ((0),, f1] es un subconjunto abierto, cerra.do y diferente del vacfo de AN
N(1,5). Como AN N(1,S) es un conjunto conexo por definicién, concluimos que
ANN(1,8) = (0, fi],lo cual es absurdo ya que § # S C AN N{(1, S\, fi].

Lo anterior implica que para los intervalos de la forma [(0),, f1] se tiene que

h=lofi=

Si fi = 1 entonces tenemos que [(0)r,, fif = L1 y, por lo tanto, que L C Ay
f2=0. 81 fi =0 entonces tenemos que f; =0y fa =10,

Por tanto, para todo elemento A de Mg N My se cumple que (L; C Ay
fa=0)o (fi =0 y f» = 0).Esto implica que Mgz N My estd contenido en la
unién de dos conjuntos compactos de dimensién menor o igual a N — 2 (Teorema
3.8). Por tanto, dim{MgsnNMg) < N -2,

(6.3) u € S y w € S.La prueba de este caso es similar a (b.2}.

Asi pues, concluimos que dim{MgNM7) £ N—2y por tanto queda demostrado
el lema.g

Teorema 3.11. Sean X una gréfica diferente de un arco y de una curva
cerrada simple y C una vecindad de X en C(X), homeomorfa a una N-celda
(N > 1). Entonces existe una N-celda U contenida en C y una subgréfica fina S
de Xtal que S# 0y X € inteyd CU C Ms.

Demostracién. Ya que C es una vecindad de X en C(X), existe un abierto
W de C(X) tal que X € W C C. Entonces W es un abierto en C, por lo que
existe una N-celda U tal que X € intc(U) C U € W. Como C es una N-
celda, podemos pensar que C es igual a [0, 1]¥. Por lo que &/ puede ser escogido
de la forma [a1, 5] X ... X [an,by], donde b; — a; < 1 para cada i € {1,..., N}.
Sea V = mtc(L(). Entonces V es homeomorfo a RY o al semiespacio HY =
{(z1,...,zn) € RY : 21 > 0}. Notemos que i = Cegx)(V). Aseguramos que
V es ablerto en C(X). Efectivamente, como V = inte(U), V es un subconjunto
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abierto de C por lo que existe un abierto P de C(X) tal que PNC=V. En-
toncess PNW =PNWNC=VNW=Vy, como P yW son abiertos en C(X),
concluimos que V es abierto en C(X).

A continuacién probaremos que existe una subgréfica fina S de X tal que
U C Mgs. De [6, Proposicién 5.1}, tenemos que U CIJ{Ms : S es una subgrafica
fina de X}. Como X no es un arco ni un circulo, entonces X no puede estar
contenido en ningiin segmento de X. Mads atin, los subcontinuos de X, cercanos
a X, tampoco pueden estar contenidos en ningun segmento de X. Reduciendo
a U si fuera necesario, podemos suponer que los elementos de f no estdn con-
tenidos en ningin segmento de X. Sean 5, ..., S, las subgrdficas finas de X tales
que TR(Mg)NU # B. Por la cobservacién que acabamos de hacer, cada S; es
diferente det vacfo. Definimos M = Mg U, ...,UMg, . Observamos que M es un
subconjunto cerrado ya que cada Mg, es un conjunto compacto (cada Mg, cs
homeomorfo a una k-celda ([6, Teorema 5.2)).

Ahora probaremos que 4 € M. Ya que Y = Cegx)(V), bastard probar
que ¥V C M. Supongamos que esto no es cierto. Sea E € V\M y sea T una
subgréfica fina de X tal que E € My (podemos encontrar dicha T' debido a que
V ClU{Ms : S es una subgrifica fina de X} ([6, Proposicién 5.1])) . Entonces
VAM es abierto en C{X). Es facil mostrar que My = Cegxy({ R(M7}) (todo
elemento de My se puede aproximar por elementos de TR(My), basta alargar o
recortar un poco sus “patas”), de manera que (W\M) N (TR(Mr)) # 0. Asf que
IR(M7)NU # 9. Esto dice que T' = S; para alguna ¢ € {1,...,n} y, entonces,
(V\M) N My = 0. Esta contradiceién prueba que U ¢ M.

A continuacién probaremos quesi i, j € {1,...,n}, coni # j, entonces dim Mg,N
Ms, SN -2

Sabemos que para cada i € {1,...,n}, IR{Ms,) es un subconjunto abierto de
C(X) que intersecta a U = Ceg(x)(V) y entonces TR(Mg,) NV # 0. Entonces
IR(Mg,) NV es un subconjunto abierto y no vacfo tanto de Mg, como de V.
sabemos que Mgy, es homeomorfo a una k-celda ([6, Teorema 5.2]} y, entonces
TR(Ms,) NV tiene dimensién igual a k en todos sus puntos. Por otra parte, V es
homeomorfo a RY 0 a HY de donde TR(Mg,) NV tiene dimensién igual a NV en
todos sus puntos. Esto muestra que N = k. Por tanto dim Mg, = N para toda
ie{l,...n}

Tomemos iy j € {1,...,n} tales que S; # S;. Notemos que S; € Mg, y S; estéd
contenido en todos los elementos de Mg,. Si ocurriera que Mg, = Mg, , entonces
tendrfamos que S; C S; y viceversa. Lo que implicarfa que S; = §;, lo cual serfa
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una contradiccion. Por tanto Mg, # Ms,. Debido a que cada S; es diferente del
vacio, tenemos que, para cada par de nimeros i y j € {1,...,n}, con §; # §j, se
cumple que-dim Mg, N Mg, < N — 2 (Lema 3.10}).

Ya sabemos que U C Mg, U Mg, U ... U Mg, . Ahora supongamos que, reor-
denando si es necesario, i C Mg, U Mg, U...U Mg, ¥y que m es minima en el
sentido de que I{ no estd contenida en una unién de menos conjuntos Mg,.

Probaremos finalmente que m = 1. Supongamos que n > 1. Por la minimal-
ided de m, U € Mg y U L Mg U Mg, U...UMs,. Definimos B = Mg NU
y D = (MgU,..,UMs, )NU. Observamos que Y = BUD y que dmBUD <
N-2 (esto ultimo debido a que dim Mg, N Mg, < N-2si i # jy por ({11,
Teorema I11.2]). Puesto que B y D son subconjuntos cerrados de U, tenemos
que U\B y U\D son subconjuntos abiertos de I, distintos del vacio, tales que
U\(BUD) = (U\B) U (U\D). Lo anterior implica que el conjunto I, que es una
N-celda, est4 separado por un subconjunto de dimensién menor o igual que N -2,
lo cual contradice un resultado famoso de dimensidén ([11, Corolario 2 del Teorema

IV .4]}). Esto demuestra que U C Msg,. De esta manera terminamos la prueba del
teorema. g

Definicién 3.12. Una grdfica X es un drbol frufal si todo ciclo contiene
exactamente un vértice o, en otras palabras, si los unicos ciclos de X, si los hay,
son segmentos de X que son curvas cerradas simples.

Antes de presentar el teorema principal de este capitulo demostraremos tres
lemas que tienen que ver con los 4rboles frutales y con las gréificas finitas que
contienen ciclos.

Lema 3.13. 5i X es un 4rbol frutal, J es un segmento de X que es un arco,
p € J y p no es un punto extremo de X entonces p es un punto de corte de X.

Demostracién, Sean (0); y (1)s los extremos de J. Supongamos que p no
es un punto de corte. Esto quiere decir que X\ {p} es un subconjunto conexo de
X. Lo que implica que existe un arco o en X\{p} que une los puntos (0); y (1),.
Por la Observacién 3.6, « = {1 : I es segmento de X, J es un arco e [ C a}. Esto
implica que J no es un segmento de los que componen a «. Lo anterior implica que
« tiene por lo menos un segmento K diferente de J. Entonces, si nos fijamos en el
conjunto el J, éste resulta ser un ciclo con por lo menos dos vértices ((0)y y (1)),
lo que contradice el que X sea un 4rbol frutal. Puesto que esta contradiccién vino
de suponer que X\{p} era conexo, concluimos que p es un punto de corte de X.g
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Lema 3.14. Sea X una grafica finita. Supongamos que v es una curva cerrada
simple contenida en X, entonces vy es unién de segmentos de X.

Demostracién. Sea - una curva cerrada simple contenida en X. Mostraremos
que v = |J{I : I es un segmento de X, I es un arco e I C v}. Puesto que 7 es
una curva cerrada simple. sabemos que todos los puntos de + tienen orden dos
con respecto a . Como en la observacién 3.6, supongamos que existe un punto
P €7y que no estd en la unién de la derecha de la igualdad. Como esta union es
un conjunto cerrado toda una vecindad de p la evade. Como sélo hay un mimero
finito de vértices de X, en toda vecindad de p en -y hay puntos que no son vértices.
Por tanto podemos suponer que p no es un vértice.

Entonces existe un segmento L de X tal que p € L\{(0), (1)} ¥y L € .
Entonces existe un punto ¢ € Frp{y N L)\{(0)L,(1).}. Entonces ¢ tiene una base
de vecindades en -y cuya frontera tiene un solo punto. Por tanto g tiene orden 1 en
. Esto es absurdo ya que todos los puntos de v tienen orden 2. Esta contradiccién
muestra que a es unién de segmentos de X. g

Lema 3.15. Sea X una grdfica finita. Supongamos que -y es un circulo en X,
J es un arco contenido en vy (0); < e < b < (1). Entonces X\(e,b) es conexo.

Demostracién Por el Lema 3.14, sabemos que < es una unién de segmentos
de X. Podemos convenir en que y = I, U...U I, y que J = I, donde se tiene que
los extremos de estos intervalos cumplen con lo siguiente:

(D5, = On, (Vn = 0z, -, (Vi = (01, (1)1, = (0)1,.

Esto implica que el conjunto f2 U ... U I, es conexo y, también, el conjunto
B =hLuU.Ul,u[(l)y,a U b (0),] resultard ser conexo. Supongamos que
X\(a,b) es un conjunto disconexo. Esto implica que existen dos subconjuntos
cerrados, ajenos, no vacios K y L de X tales que X\(a,b) C K U L. Ya que
el conjunto B es conexo, lo anterior implica que § C K o § C L. Supongamos
que 8 C K. Sea C una componente de X\(a,b) contenida en L. Por el Teorema
1.10 tenemos que Ce(C) N Fr(X\(a,b)) # #. Como la frontera de X\(a,b) es el
conjunto {a,b} concluimos quea € C o b € C {ya que C = Ce(C)). Ambos casos
implican que f N L # §. Lo que implica finalmente que K N L # B, lo cual es
absurdo.

Puesto que esta contradiccién vino de suponer X\(a, b) era disconexo se con-
cluye la afirmacién del teorema. g

El siguicnte teorema caracteriza a las gréficas cuyo hiperespacio tiene una
vecindad alrededor de X en C{X) homeomorfa a una N-celda.
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Teorema 3.16. Sea X una gréfica finita. Entonces X es un drbol frutal si y
s6lo si C(X) es localmente Euclidiano en la cispide.

Demostracién. Puesto que para un intervalo y un eirculo se tiene el resultado
(Corolario 2.4.5), podemos suponer que X es diferente de estos continuos.

(Necesidad). Para esto tomemos una subgréfica fina S de X -que contenga a
todos los puntos de ramificacién de X ( mds adelante probamos que existe un
subcontinuo L € C(X) tal que L contiene a todos los puntos de ramificacion y,
entonces, usando el hecho de que C(X) C | {Ms : S es una subgrifica fina de
X}, se obtiene tal S}. Consideremos el conjunto Ms = {Be C(X): SC B C
Q(1,5) y BN N{(1,S) es conexo}. Sahemos, por definicién, que S no contiene
puntos extremos de X. También sabemnos que Mg es homeomorfa a una N-celda
{6, Teorema 5.2] .

Tomemos una funcién de Whitney g : C(X) — [0, 1].

Probaremos que M5 es una vecindad de X en C(X). Para esto, mostraremos
que existe ¢ € (0,1) tal que p~1((,1}) C Ms y, puesto que p~((t,1]) es un
subconjunto abierio de C(X), conteniendo a X, habremos terminado.

Sean S(X)} = {L: L esunasubgrificaconexade X talque L # X} yt € (0,1)
tal que t > m z{p(L) : L € S(X)} y A e p~!((¢,1]). Afirmamos que A contiene
a todos los puntos de ramificacién de X. Supongamos que existe un punto de
ramificacién v ¢ A.

Puesto que v es un punto de ramificacién y X es un drbol frutal, v es un punto
de corte de X (Lema 3.13).

Hagamos Z = X\{v}. El hecho de que vsea un punto de corte implica que A
debe quedar contenida en alguna componente de Z (si A no estuviera contenida
en ninguna componente de Z entonces, puesto que v ¢ A, tendrfamos que A es
disconexo, lo cual serfa una contradiccién). Supongamos que esta componente es
C. Es facil convencerse de que C* = C U {v} es una subgrifica conexa de X.
Ademas, p(A) < u(C*).

Pero por otro lado, puesto que C* € S(X), saberos que u(C*) < t.De todo
lo cual llegamos a que son ciertas la siguiente serie de desigualdades: u(C*) <t <
#(A) < u(C*), lo que es, evidentemente, un absurdo. Esta contradiccién implica
que A contiene todos los puntos de ramificacién de X.

Ahora probaremos que § C A. Supongamos que pasa lo contrario. Entonces
existe un segmento I/ de § que no estd contenido en A. Puesto que S es una
subgréfica fina, I es un arco. De modo que sus extremos vy w son distintos.
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Ademis, puesto que v ¥y w son puntos de ramificacién, tenemos que vy w € A.
Ya que I no estd contenido en A, lo anterior implica que existe un punto p en [
diferente de v y w tal que p ¢ A.

Ahora, debido que X es un drbol frutal, sabemos que p es un punto de corte
de X (Lema 3.13). Lo anterior implica X\{p} es subconjunto disconexo y, por
lo tanto, existen dos subconjuntos abiertos I/ y V de X, distintos del vacio, tales
que X\{p} = UU V. Puesto que p & A, tenemos que A C U UV. Ademds, puesto
que vy w € A y éstos son los extremos del segmento que contiene a p, también
se tiene que ANU £ By ANV # (. Todo lo anterior implica que A es disconexo,
lo cual es absurdo.

Puesto que este absurdo vino de suponer que S no estaba contenido en A, conclui-
mos que S C A,

Asi pues, hemos demostrado que para todo A € p~!({¢1])se cumple que
ScA

Para concluir que p~((t, 1]) C Mg s6lo resta demostrar que para todo A €
p (¢, 1]) se tiene que A N N(1,S5) es conexo. Sea A € p~{(t,1]} y hagamos
P = {z: z es punto extremo de X}. Observamos que, puesto que S contiene a
todos los puntos de ramificacién de X, entonces @(1,5) = X. De lo anterior se
sigue que ANN(1,5) = AnN(Q(1,\P) = AN (X\P).

Si A no contiene puntos extremos de X entonces AN {X\P) = A y, por lo
tanto, AN N(1, 5) es conexo. Supongamos que A contiene exactamente un punto
extremo p de X. Entonces AN (X\P) = A\{p}. Observamos que si z es un punto
extremo de X y x estd en algin subconjunto B de X entonces z es punto extremo
de B. De esta observacion se tiene que p es punto extremo de A y, por lo tanto,
A\{p} es un subconjunto conexo. Razonando de manera similar tendriamos que si
A contiene k puntos extremos de X, entonces A\{p, ..., px} serfa un subconjunto
conexo. Lo anterior implica que AN N(1,5) es conexo. Todo esto implica que
Ae Ms.

De todo lo anterior se sigue que u~!((t,1]} € Ms. Por tanto, concluimos que
Mg es una vecindad de X homeomorfa a una N-celda. Es decir, X es localmente
Fuclidiano en la cispide.

(Suficiencia). Puesto que X es localmente Euclidiano, existe una vecindad
alrededor de X en C{X) homeomorfa a una N-celda.

Por el Teorema 3.11, existe una N-celda & contenida en dicha vecindad y una
subgréfica fina S de X, distinta del vacfo, tal que X € intgxUd C U C M.

94



Puesto que X € U C Mg, se sigue que S € X C @Q(1,5)y, por lo tanto, que
X =Q(1,5).

Sea v una curva cerrada simple en X. Por el Lema 3.14 sabemos que <y es
unién de segmentos de X. Mostraremos que existe un segmento J en X tal que
v = Jy donde J es un circulo. Supongamos, por el contrario, que v contiene més
de un segmento de X.

Afirmamos que los segmentos de -y no son segmentos de S. Supongamos que
existe un segmento L en v que también lo es de la griafica 5. Entonces procedemos
como sigue. Fijemos dos puntos a y b € L, con a < b y tales que estén lo
suficientemente cerca de modo que si B = X\(a,b) entonces B € U (debido a
que podemos suponer que a y b no son extremos de L, la conclusién anterior es
posible debido a que, como e y b€ L C -y y v es una curva cerrada simple, B es
un subcontinue (Lema 3.15} v, por otra parte, siempre podemos encontrar € > 0
tal que B (X} cU y B € BH(X)).

Ya que Y C Mg, se tiene que B € Mg. Lo cual implica, por definicién de
Ms, que L € § C B =~\(a,b). Esto implica que el punto &2 ¢ L lo cual es una
contradiccién.

Con lo anterior probamos que los segmentos de + no lo son de S.

Sean M un segmento de vy v y u los extremos de M. Puesto que M C Q(1, S),
consideremos dos casos:

(a) Los dos extremos de M estdn es S. Si los extremos de M coinciden entonces
M es una curva cerrada simple contenida en <, de modo que M = «. Pero esto
contradice lo que habfamoes supuesto de 4. Por lo tanto los extremos de M son
diferentes. Puesto que cualesquiera dos puntos de S pueden ser conectados por
un arco en S, sea & en S el arco que une a v con u. Entonces 4, = alUM es una
curva cerrada simple que comparte un segmento con §. Procediendo como en el

parrafo anterior, lo anterior nos Heva a una contradiccién. De manera que este
caso no se puede dar.

(b)veSyw¢gS. Sea 0 < a <1 tal que si hacemos B = X\{v,a) entonces
Bel.

Por la forma en que construimos a B, sabemos que [a, w] C B. Lo cual implica
que N(1,S)N BN (v, w} = [a,w). Puesto que w ¢ N{1,5), también tenemos que
N(1,8)n BN {¥2 w] = [a,w) . Es decir, BN [a,w) es un subconjunto cerrado y
abierto de BAN(1, 5}. Por otro lado, puesto que B € U C Mg, setieneque S C B
y BN N(1,5) es conexo. De modo que S =BNS C BNN(1,5) = [a,w) . Pero
esto es una contradiccién puesto que SN e, w) = B.
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Por lo tanto el caso (b) tampoco puede ser. Lo cual prueba que -y no puede
contener m4s gque un solo segmento de X. Lo cual prueba que X es un arbol frutal,
De esta forma terminamos la segunda parte del teorema. o
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“... En el verano de 1991, después de pasar un afio de calma chicha, Wiles encontr6 el
método de Kolyvaguin y Flach y abandoné la teoria Iwasawa a favor de esta nueva técnica.
Al ano siguiente anuncié la demostracién en Cambridge y fue proclamado un héroe. En
menos de dos meses se demostré que el método de Kolyvaguin-Flach era defectuoso y
desde entonces la situacién habia empeorado. Cada intento de arreglar Kolyvaguin-Flach
habia fallado.

Todo el trabajo de Wiles, salvo la parte final que utilizaba el método de Kolyvaguin-
Flach, era valioso. La conjetura de Taniyama-Shimura no habia sido resuelta. Wiles queria
entender al menos porque habia fracasado y decidié dedicar el mes de septiembre a
examinar por ultima vez la estructura del método de Kolyvaguin—Flach para intentar
concretar porque no funcionaba. Recuerda vividamente aquellos decisivos dias: <<Estaba
sentado frente a mi escritorio un lunes por la mafana, el 19 de septiembre, examinando el
método de Kolyvaguin-Flach. No es que creyera que podia hacerlo funcionar, pero al
menos queria saber porque fallaba. Creo que me estaba aferrando a un clavo ardiendo, pero
queria convencerme a mi mismo. De repente en forma inesperada, tuve una revelacitn
increible. Me di cuenta que, aunque el método no funcionaba perfectamente era todo lo que
necesitaba para desarrollar mi trabajo original con la teoria Iwasawa. Me di cuenta de que
conseguia lo suficiente del método de Kolyvaguin—Flach para que mi enfoque original del
problema, que habia hecho tres afios antes, funcionara. Asi que de las cenizas del método
de Kolyvaguin-Flach, parecia elevarse la respuesta real del problema.>>...”

El enigma dé Fermat

Simon Singh



4. HIPERESPACIOS QUE SON LOCALMENTE DE HILBERT
EN LA CUSPIDE.
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El concepto de “localmente Euclidiano en la cispide” tiene una generalizacion
para Hiperespacios de un continuo arbitrario X. En este sentido, diremos que el
hiperespacio 2% (respectivamente C(X)) es localmente de Hilbert en la cispide si
existe una vecindad alrededor de X contenida en 2% (respectivamente contenida
en C{X)) la cual es homeomorfa al cubo de Hilbert.

En el Teorema 4.12. mostramos que una condicién necesaria y suficiente para
que el hiperespacio 2% de un continuc X sea localmente de Hilbert en la cispide
es que X sea localmente conexo.

Al intentar dar una caracterizacién ansloga para el hiperespacio C'(X) de un
continuo localmente conexo X no corrimos con la misma suerte. Crefmos que
una condicién suficiente para que el hiperespacio C{X) de un continuo localmente
conexo X fucra localmente de Hilbert en X era que X no fuera una gréfica finita
conexa. Sin embargo, en el Ejemplo 4.7 mostramos un continuo localmente conexo
X que no es una grafica finita conexa y que, sin embargo, su hiperespacio C(X)
no tiene vecindades alrededor de X homeomorfas al cubo de Hilbert.

Con el fin de presentar el ejemplo del continuo X cuyo hiperespacio C(X) no
tiene vecindades alrededor de X homeomorfas al cubo de Hilbert, daremos algunas
definiciones y resultados previos.

Definicién 4.1. Sean X un continuo con métrica d y A un subconjunto
cerrado de X. Entonces A es un Z-conjunio en X si para cada € > 0 entonces

existe una funcién continua f. : X — X\A tal que d(f.(z),z) < € para cada
z€ X.

Definicién 4.2. Sean X un espacio localmente conexo y M € C(X). Entonces
M es estable en C(X) si para toda funcién continua f : C{(X) — C(X), la cual
es g-cercana a la funcién identidad, se tiene que M € f(C(X)). En caso contrario
diremos que M es inestable en C(X).

Observacién 4.3. De la Definiciones 4.1 y 4.2 se sigue que M es inestable
en C(X) si y s6lo si {M} es un Z-conjunto en C(X).

El siguiente teorema, debido a D. Curtis, nos serd de ayuda para mostrar que
existen continuos localmente conexos, que no son grificas y cuyo hiperespacio
C({X} no siempre tiene vecindades alrededor de X homeomorfas a al cubo de
Hilbert.
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Teorema 4.4. ([3, Teorema 1.1]). Sea X un espacio localmente conexo.
Entonces Af es estable en C(X) si y s6lo si:

a) M es unién finita de arcos libres en X; v

b} el espacio cociente M/Fry M no tiene puntos de corte.

Observacién 4.5. ([3. pdg. 260]) Sean X un espacio localmente conexo y U
cualquier vecindad de M en C(X), entonces M es estable en C(X) si y sélo si M
es estable en U.

Teorema 4.6. Sea X un espacio localmente conexo. Supongamos que C{X)
es localmente de Hilbert en la ciispide, entonces X no es una grafica finita conexa.

Demostracién. Si X es una grafica finita conexa entonces C(X)es un poli-
hedro. Lo anterior implica que C{ X} no puede tener vecindades alrededor de algiin
punto homeomorfas al cube de Hilbert, pues esto implicarfa que la dimensién de
C(X) serfa infinita. De lo anterior concluimos que si C(X)} es localmente de
Hilbert en X, entonces X no puede ser una gréfica finita conexa. g

En el ejemplo que sigue mostramos un continuo localmente conexo, que no
es una grifica finita conexa y que, sin embargo, su hiperespacio C{X) no tiene
vecindades alrededor de X homeomorfas al cubo de Hilbert. Por lo tanto el regreso
del Teorema 4.6 resulta ser falso.

Ejemplo 4.7. Para cada n > 1 consideramos al circulo C,, contenido en el
plano Euclidianc, donde el circulo £, tiene didmetro 1/n, es tangente al eje x en
el origen (0,0) y se encuentra en el semiplano superior. Consideremos ademds ¢
segmento L que va del origen al punto {0,1). Definimos X = (|J3o, C,) U L. Es
claro que X es un continue, ya que es €l anillo hawaiano cruzado por un segmento).
Es facil ver que X es localmente conexo. La figura 8 muestra al continuo X.

A continuacién probaremos que existe una sucesién de elementos en C(X) que
convergen a X y tales que cada uno de estos elementos es estable en C(X). Puesto
que todo punto del cubo de Hilbert es un Z-conjunto ([16, pags. 59 y 60]), y por
lo tanto inestable en el cubo de Hilbert ([Observacién 4.3]), concluiremos que no
puede haber una vecindad alrededor de X en C(X) que sea homeomorfa al cubo
de Hilbert (pues esto implicarfa, por la Observacién 4.5, que todos los elementos
de esta vecindad serian inestables en C(X), lo cual entrarfa en contradiccién con
la existencia de la sucesién indicada anteriormente}.
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0.,1)

0.1/2)

Figura 8

Por las caracteristicas de {|J,—, Cn) (el anillo hawaiano), es fdcil ver que
podemos encontrar N € N tal que ( f=] C,) esté tan cerca como queramos de
(U;2, Cn)- Esto implica que, si denotamos por M al segmento que va del punto
(0,1/N) al punto (0,1), entonces el conjunto Yy = (Uf=l{Cn}ﬂ) U M también
estard cerca de X. Ahora bien, si tomamos la frontera de Yy (la frontera es el
conjunto {(0,0),(0,1/N)}) y tomamos el espacio cociente Yy /{({0,0),(0,1/N)},
éste serd un continuo sin puntos de corte (ya que el segmento M hace que se nece-
siten por lo menos dos puntos para desconectar a ¥ /{(0,0), (0, 1/N)}. También
es claro-que el continuo Yy es unién finita de arcos libres en X. Todo lo anterior
implica que el continuo Yy es un conjunto estable de C(X) (Teorema 4.4). De
todo lo anterior, concluimos que podemos encontrar una sucesion de elementos de
C(X), que son estables en este hiperespacio y que convergen a X. Entonces, por
lo que dijimos en el parrafo anterior, C(X) no puede tener una vecindad alrede-
dor de X homeomorfa al cubo de Hilbert. Por tanto, concluimos que C{X) no es
localmente de Hilbert en la cispide.

Antés de demostrar el iiltimo teorema de este trabajo daremos algunos resul-
tados que serdn de utilidad.
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Definicién 4.8. Sean X un continuo y z € X. Decimos que X es fuertemente
localmente conexo por continuos en z si para cada conjunto abierto U conteniendo
a z, existe un conjunto abierto V tal que z € V C U y tal que si B es un conjunto
cerrado y B C V entonces existe un continuo L tal que B C L C V.

Lema 4.9. Sea X un continuo. Supongamos que X es fuertemente local-
mente conexo por continuos en cada z, entonces X es localmente conexo.

Demostracién. Sea I/ un subconjunto abierto de X tal que x € U. Entonces,
por [25, Teorema 27.9], tenemos que mostrar que cada componente de cada con-
junto abierto es abierta.

Sean U un conjunto abierto en X, y C una componente de U. Si z € C entonces
existe un conjunto abierto V. de X tal que z € V., C U y V; satisface las condi-
ciones mencionadas en la Definicién 4.8, Por consiguiente, para cada conjunto de
la forma {z,y}, con y € V,, existe un continuo L tal que {z,y} C L C Vx. De
donde se sigue que ¥, C C. De esto se sigue que C es un conjunto abierto de X
y, por lo tanto, X es localmente conexo. g

Lema 4.10 {[10, Corolario 2]). Sean X un continuo y xr € X. Entonces 2%
es localmente conexo por arcos en {z} si y sélo si X es fuertemente localmente
CONEexo por continuos en z.

Lema 4. 11 ([10, Teorema 2]). Sean X un continuo y A € 2¥. Entonces 2%
es localmente conexo por arcos en A si y sélo si 2% es localmente conexo por arcos
en cada componente de A.

Tecrema 4.12. Sea X un continuo. Entonces 2% es localmente de Hilbert
en la cispide si y s6lo si X es localmente conexo.

Demostracién. (Necesidad) Sea U la vecindad alrededor de X que es home-
omorfa al cubo de Hilbert.

Sean z € X,y € > 0 tales que si hacemos A = (X\ B.(z)) U {z} entonces se
cumple que A € intyx (U). Puesto que I es homeomorfa al cubo de Hilbert, 2%
es localmente conexo por arcos en A. Esto implica que 2% es localmente conexo
por arcos en {z} (Lema 4.11). Lo que implica que X es fuertemente localmente
conexo en = {Teorema 4.10}. Puesto que z fue elegida arbitrariamente, concluimos
que X localmente conexo (Teorema 4.9.).

(Suficiencia) Se sabe que si X es localmente conexo entonces 2% es homeomorfo
al cubo de Hilbert [16, Teorema 11.3.}. De donde se sigue la suficiencia de la
aseveracion. De esta forma terminamos la prueba del teorema.
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Como corolario del teorema anterior tenemos que

Corolario 4.13. Sea X un continuo. Entonces 2% es localmente de Hilbert
‘en la cuspide si y sélo si 2% es el cubo de Hilbert.
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Ce(A)
Cex(A)
Fr(A)
Frx (A)
int(A)
intyx (A)
Img
Be(a)

UaEA BE (ﬂ)
lim(a,) = a

R
N
R

”{zla Ia,..

Bﬂ
Sn— 1
n-celda

n-esfera

Zn)]

TABLA DE SIMBOLOS

cerradura del conjunto A

cerradura del conjunto A relativa a X
frontera del conjunto A

frontera del conjunto A relativa a X
interior del conjunto A

interior del conjunto A relativo a X
la imagen de la funcién g

{z:d(z,a) <€}

{z:z € B.(a) para alguna e € A}

la sucesion (@,), converge a a

el conjunto de los nimeros reales

el conjunto de los nimeros naturales
el espacio Euclidiano de dimensién n
(22 + 22 + ... + 22

{zeR:|lzl| <1}

{zeR":|lz|]| =1}

un continuo homeomorfo a B®

n—1
un continuo homeomorfo a S
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